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Dans ce numéro 
 
Ce numéro de Techniques d’enquête s’ouvre sur le huitième article de la série d’articles annuels 

sollicités dédiée à Joseph Waksberg. Le comité de rédaction tient à remercier les membres du comité de 
sélection, composé de Sharon Lohr, présidente, et de Bob Groves, Leyla Mohadjer et Wayne Fuller, 
d’avoir choisi Mary Thompson comme auteur de l’article du prix Waksberg de cette année. 
Dans son article intitulé « Enquêtes internationales : motifs et méthodologies », Mary Thompson 

examine les défis que pose l’organisation et la collecte des données dans le cas d’enquêtes menées dans 
plusieurs pays simultanément, et se penche sur les problèmes que présentent les analyses qui comparent les 
différents pays dans lesquels les enquêtes sont réalisées. Elle donne plusieurs exemples d’enquêtes 
internationales et illustre les défis qui se posent en examinant en plus grand détail l’enquête menée dans le 
cadre du projet International Tobacco Control. Elle examine également plusieurs méthodes différentes 
d’étalonnage des mesures et employées pour les comparaisons transculturelles. 
Pascale et McGee présentent une étude sur l’utilisation de l’interview avec rétroinformation, technique 

utilisée dans de nombreuses enquêtes longitudinales pour « reporter » les données d’une vague à la 
suivante. À partir d’enregistrements d’interviews menées sur le terrain, les auteures utilisent le codage 
comportemental pour évaluer l’efficacité de l’interview avec rétroinformation. L’article apporte des 
éclaircissements intéressants sur l’influence du type de données reportées sur la façon dont les 
intervieweurs posent les questions. 
L’article de Xu, Shao, Palta et Wang porte sur l’imputation des valeurs manquantes dans les enquêtes 

longitudinales lorsque le profil de non-réponse n’est pas monotone. Les auteurs supposent que le 
mécanisme de non-réponse de la période en cours dépend seulement de la dernière valeur de la variable à 
imputer et que cette variable suit une chaîne de Markov. L’imputation est effectuée au moyen d’une série 
de modèles de régression non paramétriques. Une méthode bootstrap est utilisée aux fins de l’estimation de 
la variance. La méthode est illustrée au moyen de données simulées ainsi que de données réelles. 
Dans le contexte du cadre de prédiction, Clark et Chambers proposent une approche de calage adaptive 

pour la sélection d’un ensemble approprié de renseignements auxiliaires. Ils appliquent leur méthode à une 
vaste gamme de modèles. Les résultats d’une étude en simulation sont présentés pour confirmer le bon 
rendement des méthodes proposées. 
L’estimation de la variance d’estimateurs du changement entre deux périodes successives d’une enquête 

répétée est étudiée par Qualité et Tillé. Dans cet article, on tient compte, entre autres, du plan de sondage 
qui utilise un panel, de la non-réponse totale, de la réduction des poids de sondage due aux valeurs 
aberrantes et du calage. La méthodologie proposée est appliquée à l’Enquête suisse sur la valeur ajoutée. 
Dans son article, Park se penche sur les difficultés que pose aux analystes l’utilisation de données à 

grande diffusion qui ont été modifiées pour assurer la protection des renseignements personnels. Il examine 
plus particulièrement l’effet de la permutation d’unités primaires d’échantillonnage (UPE), à laquelle on 
procède couramment pour protéger l’identité des répondants aux enquêtes, sur le calcul des variances. Il 
propose un nouvel algorithme de permutation des UPE et compare ses effets sur l’estimation de la variance, 
théoriquement et empiriquement, au moyen de plusieurs méthodes existantes. 
Benedetti, Espa et Lafratta proposent un processus séquentiel de stratification d’une population finie. Ce 

processus sert à obtenir une stratification multivariée selon une approche fondée sur l’élaboration d’un 
arbre. Au moyen de ce processus, ils produisent des partitions de plus en fines de la population jusqu’à ce 
que la différence entre les tailles d’échantillon optimales obtenue par les deux étapes consécutives soit 
inférieure à un niveau prédéterminé. L’approche proposée est appliquée à l’Enquête sur la structure des 
exploitations agricoles en Italie. 
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Khan, Nand et Ahmed se penchent sur le problème de la détermination des bornes optimales de strate 
comme problème de détermination des largeurs optimales de strate. Ils le formulent comme un problème de 
programmation mathématique et, pour le résoudre, étendent l’approche de programmation dynamique de 
Bühler et Deutler (1975). L’article est une extension de cette approche de programmation dynamique à des 
variables d’intérêt suivant une distribution triangulaire et une distribution normale standard. Une petite 
étude par simulation compare la méthode proposée à la méthode de la racine carrée cumulative ( f ) de 
Dalenius et Hodges (1959) révélant des gains d’efficacité. 
Dans leur article, Díaz-García et Cortez examinent le problème de la répartition dans l’échantillonnage 

stratifié multivarié. Ils expriment ce problème comme un problème non linéaire d’optimisation matricielle 
d’entiers relatifs sous la contrainte d’une fonction de coût ou d’une taille d’échantillon donnée. Ils 
appliquent leur méthode en utilisant des données tirées d’une enquête sur les forêts. 
Enfin, la conférence satellite sur l’estimation pour petits domaines de 2007 (EPD 2007) de l’IIS (Institut 

international de statistique) a produit une myriade d’articles portant sur les dernières techniques 
d’estimation pour petits domaines. Plusieurs de ces articles ont été soumis à Techniques d’enquête. Deux 
d’entre eux sont les derniers articles du présent numéro; nous nous attendons à ce que d’autres soient 
publiés dans les numéros à venir. 
Falorsi et Righi ont élaboré une stratégie d’échantillonnage pour obtenir les tailles d’échantillon prévues 

pour les domaines sujets à des erreurs d’échantillonnage prédéterminées, particulièrement lorsque la 
classification croisée des variables définissant les différentes partitions donnerait un nombre de strates 
supérieur à la taille globale de l’échantillon. La méthode proposée présente l’avantage de la faisabilité des 
calculs et de la mise en œuvre d’une stratégie d’estimation pour petits domaines qui comprend à la fois le 
plan d’échantillonnage et l’estimation et améliore l’efficacité des estimateurs directs par domaine. 
Dans le dernier article de ce numéro, Pfeffermann, Terryn et Moura se penchent sur des situations où la 

valeur de la réponse cible est soit zéro, soit une observation d’une loi continue, par exemple lors de 
l’évaluation de compétences en littératie dont le résultat possible est soit zéro, indiquant que la personne est 
analphabète, soit un score positif mesurant le niveau de littératie. Les méthodes disponibles, toutefois, ne 
conviennent pas à ces types de données étant donné la distribution mixte des réponses, un pic important à 
zéro étant juxtaposé à une distribution continue pour le reste des réponses. Les auteurs élaborent un modèle 
à effets aléatoires en deux parties approprié et ils montrent comment estimer le modèle pour en évaluer la 
qualité de l’ajustement et comment calculer les estimateurs pour petits domaines d’intérêt et en mesurer la 
précision. 
Et finalement, nous sommes heureux d'informer les lecteurs et auteurs que Techniques d’enquête est 

maintenant citée dans le ISI Web of knowledge, ce qui inclue le Current Contents/Social and Behaviorial 
Sciences, Social Sciences Citation Index, and the Science Citation Index Expanded depuis le numéro de 
juin 2007. 
 
 
 
Harold Mantel, Rédacteur en chef délégué 
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Série Waksberg d’articles sollicités 
 

La revue Techniques d’enquête a mis sur pied une série de communications sollicitées en l’honneur de 

Joseph Waksberg, qui a fait de nombreuses contributions importantes à la méthodologie d’enquête. Chaque 

année, un éminent chercheur est choisi pour rédiger un article pour la série de communications sollicitées de 

Waksberg. L’article examine les progrès et l’état actuel d’un thème important dans le domaine de la 

méthodologie d’enquête et reflète l’agencement de théorie et de pratique caractéristique des travaux de 

Waksberg. L’auteur reçoit une prime en argent qui provient d’une bourse de Westat, en reconnaissance des 

contributions de Joe Waksberg pendant ses nombreuses années de collaboration avec Westat. L’adminis-

tration financière de la bourse est assurée par l’American Statistical Association. La liste des gagnants 

précédents est présentée ci-bas. Leurs articles sont déjà parus dans la revue Techniques d’enquête. 

 

 

Gagnants précédents du prix Waksberg : 

 

Gad Nathan (2001) 

Wayne A. Fuller (2002) 

Tim Holt (2003) 

Norman Bradburn (2004) 

J.N.K. Rao (2005) 

Alastair Scott (2006) 

Carl-Erik Särndal (2007) 

Mary Thompson (2008) 

 

 

 

Nominations : 

 

L’auteur de l’article Waksberg de 2010 sera sélectionné par un comité de quatre personnes désignées par 

Techniques d’enquête et l’American Statistical Association. Les candidatures ou les suggestions de sujets 

doivent être envoyées à Leyla Mojadjer, présidente du comité, par courriel à MOHADJL1@WESTAT.com. 

Les candidatures et les suggestions de sujets doivent être reçues d’ici au 27 février 2009. 

 

 

 

 

 

 

Article sollicité Waksberg 2008 

 

Auteur : Mary Thompson 

 

Mary Thompson est professeure de statistique à l’Université de Waterloo à Waterloo en Ontario.  Elle est 

co-directrice du Survey Research Centre de l’Université de Waterloo et directrice du Centre de gestion des 

données pour le Projet international d’évaluation de la lutte antitabac.  La théorie de l’estimation, 

particulièrement pour les enquêtes complexes a été au centre de ses intérêts de recherche au cours des 

années.  Elle est l’auteure d’une monographie intitulée Theory of Sample Surveys, publiée en 1997. 

Récemment, elle s’est intéressée à l’analyse des données d’enquêtes avec des modèles à variables latentes 

dans le domaine des sciences sociales et des sciences de la santé. 
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Membres du comité de sélection de l’article Waskberg (2008-2009) 

 

Leyla Mojadjer (Présidente), Westat 

Wayne A. Fuller, Iowa State University 

Daniel Kasprzyk, Mathematica Policy Research 

Betsy Martin 

 

 

Présidents précédents : 

 

Graham Kalton (1999 - 2001) 

Chris Skinner (2001 - 2002) 

David A. Binder (2002 - 2003) 

J. Michael Brick (2003 - 2004) 

David R. Bellhouse (2004 - 2005) 

Gordon Brackstone (2005 - 2006) 

Sharon Lohr (2006 - 2007) 

Bob Groves (2007-2008) 
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Enquêtes internationales : motifs et méthodologies 

Mary E. Thompson 1 

Résumé 
Le contexte de la discussion est la fréquence croissante des enquêtes internationales, dont fait partie l’International Tobacco 
Control (ITC) Policy Evaluation Project, qui a débuté en 2002. Les enquêtes ITC nationales, qui sont longitudinales, ont 
pour but d’évaluer les effets des mesures stratégiques adoptées dans divers pays en vertu de la Convention-cadre pour la 
lutte antitabac de l’OMS. Nous examinons et illustrons les défis que posent l’organisation, la collecte des données et 
l’analyse des enquêtes internationales. L’analyse est une raison qui motive de plus en plus la réalisation d’enquêtes 
transculturelles à grande échelle. La difficulté fondamentale de l’analyse est de discerner la réponse réelle (ou le manque de 
réponse) aux changements de politiques et de la séparer des effets du mode de collecte des données, de la non-réponse 
différentielle, des événements extérieurs, de la durée de la présence dans l’échantillon, de la culture et de la langue. Deux 
problèmes ayant trait à l’analyse statistique sont examinés. Le premier est celui de savoir quand et comment analyser des 
données regroupées provenant de plusieurs pays, afin de renforcer des conclusions qui pourraient être généralement valides. 
Bien que cela paraisse simple, dans certains cas les avis sont partagés quant à la mesure dans laquelle ce regroupement est 
possible et raisonnable. Selon certains, les modèles à effets aléatoires sont conceptuellement utiles pour les comparaisons 
formelles. Le deuxième problème consiste à trouver des modèles de mesure applicables à diverses cultures et à divers modes 
de collecte de données qui permettent l’étalonnage des réponses continues, binaires et ordinales, ainsi que la production de 
comparaisons dont ont été éliminés les effets extérieurs. Nous constatons que les modèles hiérarchiques offrent un moyen 
naturel de relâcher les exigences d’invariance du modèle entre les groupes. 

                                                           
1. Mary E. Thompson, Department of Statistics and Actuarial Science, University of Waterloo. Courriel : methomps@uwaterloo.ca. 

  
Mots clés : Enquêtes internationales ; enquêtes longitudinales ; analyse de données d’enquête ; effets aléatoires ; 

effets du mode de collecte des données ; modèles hiérarchiques ; modèles de mesure. 
 
 

 

1. Introduction  
J’ai choisi comme thème de mon exposé les enquêtes 

internationales, parce que les quelques dernières années, une 
grande part de mon activité a été consacrée à l’une de ces 
enquêtes, l’International Tobacco Control survey, et parce 
qu’il existe certains recoupements intéressants avec les 
domaines auxquels s’est intéressé Joseph Waksberg, en 
particulier les bases de sondage pour les enquêtes télé-
phoniques et les effets de la stratification avec des taux 
d’échantillonnage très variables. 

L’article débute par une discussion des raisons qui mo-
tivent les enquêtes internationales et par certains exemples. 
Puis, il traite des défis que posent l’organisation, la collecte 
des données et l’analyse. Enfin, il aborde deux problèmes 
qu’il convient de résoudre dans le cadre de l’analyse, à 
savoir i) celui de la théorie de l’échantillonnage et du 
regroupement de données provenant de plusieurs pays et 
ii) celui de la mesure dans le contexte de différents modes 
de collecte des données et de différentes cultures. 

La première grande enquête internationale a été 
l’Enquête mondiale sur la fécondité (EMF), menée durant 
les années 1970 par l’entremise de l’Institut international de 
statistique et financée par l’Agency for International 
Development des États-Unis et d’autres organismes par-
rains. Il s’agissait d’une enquête ponctuelle très ambitieuse. 
En fin de compte, l’EMF a été réalisée auprès de 330 000 
femmes dans 61 pays, au coût d’environ 50 millions de 

dollars. Elle a fourni aux pays participants d’importantes 
données comparatives sur les tailles des familles et a abouti 
à l’adoption d’une politique de planification démographique 
dans plusieurs pays participants. Elle a également donné 
naissance à des centaines de projets analytiques, dont cer-
taines études méthodologiques inédites, et a jeté les fonda-
tions de la méthodologie d’enquête internationale, particu-
lièrement dans les pays en voie de développement (Verma, 
Scott et O’Muircheartaigh 1980 ; Cleland et Verma 1989). 

Un autre exemple bien connu est le Programme inter-
national pour le suivi des acquis des élèves, un projet de 
l’Organisation de coopération et de développement éco-
nomiques, qui a été lancé en 2000. Le PISA est une enquête 
continue, exécutée tous les trois ans, auprès des jeunes de 
15 ans dans les pays développés. Sa portée s’accroît, 
67 pays devant, en principe, y participer en 2009. Les ré-
sultats permettent aux pays de surveiller le succès de leurs 
programmes d’enseignement en ce qui concerne l’acquisi-
tion de compétences en communication verbale et en com-
préhension de texte à contenu quantitatif. 

La Global Youth Tobacco Survey (GYTS) est une 
enquête ponctuelle parrainée par l’Organisation mondiale de 
la santé et les Centers for Disease Control and Prevention 
qui a débuté en 2002. Elle a pour cible les jeunes de 13 à 
15 ans des pays en voie de développement et, en 2004, des 
données avaient été recueillies dans 129 pays. L’objectif est 
de mesurer l’adoption du tabagisme chez les jeunes et la 
sensibilisation aux risques connexes pour la santé. 
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L’Enquête sociale européenne (ESE 2008) est une 
« enquête sociale appuyée par les universités » réalisée dans 
plus de 30 pays, financée par des organismes européens et 
nationaux, et conçue pour « expliquer l’interaction entre les 
institutions européennes en pleine évolution et les attitudes, 
les croyances et les comportements des diverses popula-
tions ». 

Si le recours à des enquêtes locales et nationales est en 
hausse partout, il en est de même de la fréquence des 
enquêtes internationales, exécutées par des organismes 
internationaux, des organisations non gouvernementales et 
des entreprises du secteur privé. Cet essor semble s’inscrire 
dans une tendance vers une gouvernance mondiale et une 
préoccupation pour la santé et le bien-être des populations. 

J’ai vu les objectifs des enquêtes internationales classés 
sous les rubriques de l’épidémiologie, de la surveillance et 
de l’évaluation des effets des politiques. De toute évidence, 
ces classifications se chevauchent. On peut soutenir que le 
PISA, la GYTS et l’ESE rentrent dans les catégories de la 
surveillance, parce que leurs données ne sont reliées 
qu’indirectement aux interventions. Par contre, l’EMF 
comporte un aspect d’évaluation directe dans les pays qui 
ont mis sur pied des programmes de planification familiale. 
L’International Tobacco Control (ITC) survey, dont il sera 
question plus loin dans cette section, est l’une des rares 
enquêtes dont l’objectif principal est l’évaluation. 

Outre les préoccupations d’ordre scientifique, l’un des 
rôles importants d’une enquête internationale consiste à 
éveiller l’intérêt des gouvernements ; elle leur offre un 
moyen de participer à l’élaboration de politiques mondiales, 
même quand ils font face à des obstacles politiques et 
économiques. 

Aux chercheurs, les enquêtes internationales permettent 
de comparer les populations de divers pays, d’interpréter les 
différences, voire même de mieux en comprendre les causes 
et les effets  –  habituellement avec l’objectif sous-jacent 
d’améliorer les conditions existantes et d’appuyer l’élabo-
ration des politiques. 

L’International Tobacco Control Policy Evaluation Project 
(projet ITC) a été lancé par Geoffrey T. Fong, Ph.D., du 
Département de psychologie à l’Université de Waterloo, et 
par des collaborateurs partout dans le monde (Fong, 
Cummings, Borland, Hastings, Hyland, Giovino, Hammond 
et Thompson 2006 ; Thompson, Fong, Hammond, Boudreau, 
Dreizen, Hyland, Borland, Cummings, Hastings, Siahpush, 
Mackintosh et Laux 2006). L’élan a été donné par la 
Convention-cadre sur la lutte antitabac (CCLA) de l’OMS, 
qui a été adoptée en mai 2003 et ratifiée par plus de 150 pays. 
En ratifiant le traité, les pays participants ont promis des 
mesures stratégiques de lutte antitabac, telles que l’apposition 
d’étiquettes portant des mises en garde musclées concernant 
le danger pour la santé, l’interdiction de la publicité au profit 

des cigarettes et l’interdiction de fumer dans les lieux publics. 
Parce que ces mesures requièrent une législation nationale, le 
moment où elles sont adoptées et la façon dont elles le sont 
varient. Par exemple, en décembre 2000, le Canada a 
commencé à utiliser des étiquettes de mise en garde 
explicites, créant un précédent international en ce qui 
concerne la taille de l’étiquette (plus de 50 % de la surface de 
l’emballage) et l’utilisation d’images aux couleurs vives. 
Depuis, quelques autres pays ont opté pour la même pratique, 
tandis que d’autres ont adopté des lois prévoyant l’utilisation 
d’avertissements textuels bien en vue. Pour des renseigne-
ments sur la situation actuelle de la réglementation concernant 
les mises en garde relatives à la santé dans le monde, 
consulter ITC (2008). Le rapport MPower (OMS 2008) décrit 
l’environnement stratégique mondial concernant la lutte 
antitabac et six stratégies recommandées pour la CCLA. 

Le but du projet ITC est d’essayer de trouver des 
stratégies qui réduisent effectivement le taux d’adoption du 
tabagisme et qui aident les jeunes qui fument déjà à arrêter 
de le faire. S’ajoute à cela l’objectif ambitieux d’essayer 
d’expliquer comment fonctionnent vraiment les stratégies 
efficaces. L’équipe de recherche comprend des psycho-
logues sociaux et des spécialistes du marketing social, ainsi 
que des épidémiologistes et des économistes.  

En septembre 2008, 17 pays réalisaient des enquêtes dans 
le cadre du projet ITC et d’autres s’ajouteront vraisembla-
blement à la liste. Les enquêtes ont débuté en 2002 au 
Canada, aux États-Unis, au Royaume-Uni et en Australie. 
Cette année-là, dans chacun de ces quatre pays, environ 
2 000 fumeurs adultes ont été sélectionnés par téléphone en 
utilisant une base de sondage par composition aléatoire 
(CA) stratifiée géographiquement, dont le fondement 
scientifique a pour origine la fameuse méthode de Mitofsky-
Waksberg (Waksberg 1978). Les fumeurs sélectionnés ont 
été interviewés une semaine ou deux plus tard, puis ont fait 
l’objet d’un suivi chaque année depuis, qu’ils aient continué 
ou non de fumer. La sixième vague de l’enquête ITC-Quatre 
pays s’est achevée en février 2008. 

Comme une taille d’échantillon suffisante est nécessaire 
pour évaluer les effets des mesures introduites entre les 
vagues de l’enquête, les participants qui décrochent à 
chaque vague sont remplacés par une cohorte de nouvelles 
personnes. Dans le cadre de l’enquête ICT-Quatre pays, à 
chaque vague, les nouveaux participants ont été sélection-
nées en utilisant le même plan de sondage qu’à la première 
vague, sans essayer de rechercher des personnes ayant les 
mêmes caractéristiques que celles ayant décroché. À chaque 
vague, la construction des poids est, en fait, exécutée sépa-
rément pour chaque cohorte, en procédant à un rajustement 
pour tenir compte des différences d’attrition selon la région 
et le groupe âge-sexe. Ce plan de sondage nous a permis de 
discerner des effets de « durée de la présence dans 
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l’échantillon », si bien que cette caractéristique est introduite 
en tant que variable explicative dans les modèles analy-
tiques (Thompson, Boudreau et Driezen 2005).  

Après 2002, les premières mesures stratégiques natio-
nales qui ont été prises étaient l’interdiction de la publicité et 
une amélioration des étiquettes de mise en garde entre les 
première et deuxième vagues au Royaume-Uni, ainsi que 
l’adoption d’étiquettes de mise en garde explicites entre les 
quatrième et cinquième vagues en Australie. L’enquête 
ITC-Quatre pays constitue ce que l’on a parfois appelé une 
expérience naturelle ou quasi-expérience (Cook et Campbell 
1979), les pays où une politique particulière n’existe pas 
servant de contrôles externes ; en outre, l’aspect longitudinal 
du plan de sondage offre un contrôle interne. Le plan de 
sondage a été répété un certain nombre de fois, pour 
d’autres groupes de pays. 

Par exemple, très vite, il est devenu évident que l’Irlande 
serait le premier pays à adopter une loi antitabac nationale, 
laquelle est entrée en vigueur en mars 2004. Les collabo-
rateurs du projet ITC ont réussi à mettre sur pied des 
enquêtes parallèles en Irlande et au Royaume-Uni avant que 
la loi n’entre en vigueur et à rendre visite aux mêmes 
personnes une année plus tard. De nouveau, les échantillons 
ont été sélectionnés nationalement à l’aide d’une base de 
sondage par composition aléatoire (CA). En tout, 755 
fumeurs ont été interviewés lors des deux vagues en Irlande, 
et 411 au Royaume-Uni. Une constatation intéressante 
concerne l’appui pour une interdiction de l’usage du tabac 
dans les pubs (Fong, Hyland, Borland, Hammond, Hastings, 
McNeill, Anderson, Cummings, Allwright, Mulcahy, 
Howell, Clancy, Thompson, Connolly et Driezen 2006). La 
figure 1 donne les proportions de personnes appuyant ou 
appuyant fortement l’interdiction dans les bars et les pubs, 
dans les deux pays, selon la vague. 

 

 

Figure 1 Appui pour la loi antitabac durant deux vagues de 
l’enquête ITC en Irlande et au Royaume-Uni 

 
Dans l’échantillon ITC de fumeurs, l’accroissement de 

l’appui pour l’interdiction entre les deux vagues a été faible 
au Royaume-Uni et important en Irlande. En outre, 
l’enquête n’a donné aucune preuve que la réduction de 

l’usage du tabac dans les lieux publics était associée à un 
accroissement dans les lieux privés. Révélant l’acceptation 
générale de la loi antitabac par les fumeurs, les résultats de 
l’enquête ITC et d’autres résultats comparables ont facilité 
l’adoption de lois semblables en Écosse, en France, en 
Allemagne, dans le reste du Royaume-Uni et aux Pays-Bas. 
Une enquête ITC a été réalisée avant et après la mise en 
application de l’interdiction, en avril 2006, en Écosse, en 
utilisant le reste du Royaume-Uni comme contrôle, et les 
résultats ont été reproduits, sauf qu’à ce moment-là, l’appui 
dans le reste du Royaume-Uni avait augmenté consi-
dérablement (Hyland, Hassan, Higbee, Fong, Borland, 
Cummings, Thompson, Boudreau et Hastings 2008).  

Le modèle utilisé pour le test était simple, à savoir un 
modèle EEG, où Y  est une mesure binaire de l’appui pour 
l’interdiction, w  désigne le pays, t  représente le temps, le 
terme wt  représente une interaction, et x  est un vecteur de 
covariables fixes au niveau individuel : 

0 1

1 2

logit[ ( 1 )

Corr ( )

tP Y w x w t wt x

Y Y

= | , = α + α + γ + δ + β,

, = ρ.
 

Le coefficient δ  représente la différence d’accroissement 
de l’appui dans les deux pays, et nous avons testé 
l’hypothèse 0 0.H : δ =  D’autres paramétrisations sont 
possibles, mais celle-ci a l’avantage de concorder avec le 
graphique de la figure 1, qui représente des proportions 
marginales ; la méthodologie est généralement reconnue et 
prise en charge par les logiciels pour données d’enquêtes 
complexes. 

 
2. Défis  

La réalisation d’une enquête internationale pose de 
nombreux défis. Les articles sur l’EMF publiés par Verma 
et coll. (1980) et par Cleland et Verma (1989) contiennent 
des discussions réfléchies à ce sujet qui ne sont guère 
dépassées aujourd’hui. À la présente section, en guise 
d’illustration, nous décrivons certains problèmes survenus 
durant l’organisation et la collecte des données de l’enquête 
ITC. 

Contrairement à l’EMF, l’enquête ITC a été financée, en 
premier lieu, par des programmes nationaux de subventions, 
principalement les National Institutes of Health des États-
Unis et les Instituts de recherche en santé du Canada. 
L’infrastructure centrale, ayant à sa tête M. Fong à l’Uni-
versité de Waterloo et M. K. Michael Cummings au 
Roswell Park Cancer Institute à Buffalo, collabore directe-
ment avec les organismes des divers pays. Nous avons dû 
apprendre à travailler avec des groupes provenant de 
sociétés, de régimes politiques et de cultures très différents. 
Rien que les coûts et les budgets de l’enquête diffèrent 

Appui pour l’interdiction totale dans les bars/pubs
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étonnamment d’un pays à l’autre. Quand les gouvernements 
participent au financement, ils ont leurs propres exigences et 
des ententes concernant la propriété des données doivent 
être négociées. Puisque les niveaux d’infrastructure et 
d’expertise peuvent différer assez bien d’un pays à l’autre, 
la coordination étroite qui existe dans le cas de l’enquête 
ITC-Quatre pays est difficile à reproduire à une plus grande 
échelle. 

Par exemple, durant la première moitié de 2008, le travail 
sur le terrain a été effectué pour la troisième vague d’une 
enquête parallèle (l’enquête ITC-Asie du Sud-Est) en 
Thaïlande et en Malaisie, pays qui sont géographiquement 
proches et semblables à certains égards, mais qui diffèrent 
en ce qui a trait à de nombreux aspects. Du point de vue 
ethnique, la Thaïlande est assez homogène, alors que la 
Malaisie compte trois grands groupes ethniques et de 
nombreux groupes mineurs. En Thaïlande, plus de la moitié 
de la population vit dans les régions rurales, mais en 
Malaisie, la plupart de la population est urbaine et la 
mobilité résidentielle est forte. La Thaïlande a accumulé une 
grande expérience des enquêtes, y compris les études de 
cohorte, mais quand la première vague de l’enquête a 
démarré en 2005, la Malaisie entreprenait ce genre d’étude 
de cohorte pour la première fois. Nous avons essayé de 
recommander des plans d’échantillonnage parallèles dans 
les deux pays, mais nous avons dû faire des compromis. Par 
exemple, il a été découvert, au moment de la première 
vague, que les bases de sondage officielles étaient consti-
tuées, au niveau le plus bas, de blocs élémentaires de tailles 
différentes correspondant à des grappes de ménages. Cette 
différence a rendu l’échantillon de ménages plus dispersé en 
Malaisie, où les blocs étaient plus petits. La dispersion plus 
forte signifiait plus de travail et des coûts plus élevés. (Les 
effets de plan sont encore plus importants pour la Malaisie 
que pour la Thaïlande, à cause de la plus forte hétérogénéité 
au niveau des unités de premier degré.) 

Un aspect important du projet consiste à essayer 
d’accroître la capacité d’exécution d’enquêtes sur la santé 
longitudinales dans des pays où ce genre de travail est 
relativement nouveau. Nous fournissons des protocoles 
détaillés, des manuels de formation et des modèles de saisie 
des données. Nous avons appris à insister davantage sur la 
détermination des compétences locales, particulièrement en 
statistique. La communication quotidienne se fait par 
courriels et par téléconférences. L’épuration des données 
finales et la construction des poids d’enquête se font 
normalement à l’Université de Waterloo, mais les équipes 
de certains pays désirent vivement participer à ces étapes 
des opérations. 

Nous procédons à des enquêtes téléphoniques, avec 
sélection des participants par CA modifiée dans les quatre 
pays originaux, ainsi qu’en Irlande, en Corée du Sud, en 

France et en Allemagne et avec sélection à partir de 
l’échantillon de la National Health Survey en Nouvelle-
Zélande, ainsi qu’à des enquêtes par interview sur place en 
Thaïlande, en Malaisie pour la première vague, en Chine, au 
Bangladesh, au Mexique et en Uruguay.  

En Malaisie, pour la deuxième vague, nous avions l’in-
tention de procéder à des interviews sur place, mais comme 
la reprise de contact ainsi que la sélection de nouveaux 
participants se sont avérées difficiles à cause d’une combi-
naison de facteurs, nous sommes passés à l’interview télé-
phonique dans la mesure du possible dans certaines régions. 
La possibilité de comparer les modes de collecte était 
limitée, mais dans le grand État principalement urbain de 
Selangor, 137 fumeurs interrogés à la première vague (qui 
n’avaient pas arrêté) ont été réinterviewés sur place, et 63 
ont été réinterviewés par téléphone, ce qui rend possible 
certaines inférences provisoires. Pour la troisième vague, 
nous avons essayé de procéder à des interviews par 
téléphone et sur place dans certains des mêmes districts de 
recensement, en vue de permettre une meilleure évaluation 
des effets du mode de collecte des données, et cette étude est 
en cours. Parallèlement, la proportion de l’échantillon de 
fumeurs de l’enquête ITC-Malaisie interviewés sur place a 
diminué régulièrement, pour passer de 100 % à la première 
vague à 63,5 % à la deuxième, et à 44,4 % à la troisième. 
Pour la quatrième vague, nous prévoyons utiliser seulement 
la collecte par téléphone dans les États continentaux. 

Pour la première vague de l’enquête, les Pays-Bas ont 
utilisé parallèlement un panel Internet et l’interview télé-
phonique avec CA, avec des tailles d’échantillon d’environ 
400 et 1 800, respectivement. Cet exercice offrira la 
meilleure occasion jusqu’à présent de pouvoir tenir compte 
des effets de mode dans la modélisation. Ces effets ont fait 
l’objet de nombreux travaux de recherche récemment. Par 
exemple, certaines études ont montré que les personnes 
interviewées par téléphone choisissent les options extrêmes 
d’une échelle de Likert plus fréquemment que celles qui 
répondent par Internet (Wichers et Zenderink 2006 ; 
Bronner et Kuijlen 2007).  

Aux Pays-Bas, l’échantillon de l’enquête en ligne est 
constitué de fumeurs sélectionnés aléatoirement à partir 
d’un grand panel polyvalent prérecruté d’environ 200 000 
personnes créé par la firme TNS NIPO. L’échantillon de 
l’enquête téléphonique, sélectionné parmi les fumeurs 
abonnés à un service téléphonique par ligne terrestre, 
pourrait fort bien représenter une population de fumeurs 
différente. Le faible taux de réponse téléphonique montre 
clairement qu’aux Pays-Bas, les membres du public ne sont 
pas aussi réceptifs aux enquêtes téléphoniques que dans la 
plupart des autres pays participant au projet ITC. Nous 
avons souhaité que l’on demande à chaque groupe s’il 
pouvait être rejoint par l’autre mode, afin de pouvoir utiliser 
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des méthodes à base de sondage double (Lohr et Rao 2000) 
pour calculer les poids d’enquête appropriés. Nous modéli-
serons également la propension (Rosenbaum et Rubin 1984) 
à répondre par téléphone (disons), sachant les variables 
démographiques et les variables d’accessibilité, et nous 
tiendrons compte du score de propension dans les compa-
raisons des profils de réponse selon le mode. 

Les taux de réponse varient beaucoup, même dans le cas 
de l’enquête ITC-Quatre pays, les taux de réponse et les 
taux de rétention étant les plus élevés en Australie et les plus 
faibles aux États-Unis. Cela compromet certainement la 
capacité de faire des comparaisons entre pays, en ce sens 
que nous ne pouvons comparer que les populations repré-
sentées par les répondants, c’est-à-dire ceux qui, dans 
chaque pays, répondraient s’ils étaient sollicités aux termes 
de notre protocole. La situation paraît un peu meilleure si 
nous décomposons les taux de réponse en leurs compo-
santes. Par exemple, nous avons constaté, d’après les résul-
tats des tentatives d’appel et ce que nous savons de l’utili-
sation croissante d’appareils de filtrage des appels, qu’il est 
beaucoup plus difficile de prendre et de reprendre contact 
avec les adultes américains qu’avec ceux résidant dans les 
trois autres pays. Cependant, une fois que le contact est 
établi, le taux d’accord ou de non-refus aux États-Unis (plus 
de 80 %) est très semblable à ceux observés dans les trois 
autres pays. 

Nous nous heurtons à des problèmes de mesure, même 
pour des faits ordinaires, tels que les habitudes d’achat et de 
consommation de tabac. Dans certains pays, comme l’Inde, 
le Bangladesh et le Soudan, dont l’inclusion dans le projet 
est en cours de discussion, de nombreuses formes de tabac 
sont utilisées couramment. Dans les pays développés, rien 
que tenir à jour la liste des marques de cigarettes est un 
travail à temps plein. Vient aggraver la difficulté le fait que, 
quand nous demandons aux participants à l’enquête quelles 
sont leurs habitudes d’achat ou s’ils ont remarqué les 
publicités, nous leur demandons de se souvenir de ce qu’ils 
ont fait au cours des deux semaines précédentes ou au cours 
d’une période plus longue. Dans la majorité des cas, nous 
nous fions à des données autodéclarées, mais pour un 
certain nombre de raisons, l’autodéclaration pourrait ne pas 
être exacte. 

En ce qui concerne les attitudes et les croyances, nous 
savons depuis toujours que les questions doivent être 
adaptées à la langue et au niveau de littératie des 
participants, mais nous avons néanmoins été surpris et 
brusquement rappelés à la réalité de constater une forte 
prévalence de non-réponses partielles dans les régions 
éloignées d’un des pays, ce qui donne à penser que les 
questions sur les attitudes et les croyances présentent de 
grandes difficultés. Dans le cas de l’enquête pilote réalisée 
en Inde, l’interview a duré, en moyenne, 1,5 heure par 

participant, bien que le questionnaire ait été raccourci et 
simplifié. 

Les mesures psychosociales doivent être validées dans 
chaque culture et chaque langue. Ainsi, nous avons com-
mencé à inclure une très courte échelle de dépression. Voici 
la version utilisée pour l’enquête ITC-Quatre pays.  

• Au cours du dernier mois, avez-vous souvent éprouvé 
peu d’intérêt ou de plaisir à faire les choses ?  

 

• Au cours du dernier mois, avez-vous souvent éprouvé 
le sentiment d’être abattu(e), déprimé(e) ou déses-
péré(e) ?  

 

• Au cours de la dernière année, un médecin ou un autre 
fournisseur de soins de santé vous a-t-il dit que vous 
faisiez une dépression ?  

 
Et voici la version que nous avons finalement adoptée 

pour la deuxième vague de l’enquête ITC-Chine, en suivant 
les conseils d’autres chercheurs qui ont signalé qu’ils 
avaient pu en valider une version. 

Voici une liste d’états que vous pourriez avoir ressentis 
ou de comportements que vous pourriez avoir eus. Dites-
moi à quelle fréquence vous vous êtes senti(e) de cette 
façon durant la dernière semaine.   
1. Je n’avais pas envie de manger ; mon appétit n’était 

pas bon.  
2. Je me sentais sans espoir au sujet de l’avenir.  
3. Je me sentais triste. 
4. J’avais l’impression que les gens ne m’aiment pas.  
Ryder, Yang, Zhu, Yao, Yi, Heine et Bagby (2008) ont 

compilé les résultats d’une étude comparative fort inté-
ressante de l’expression de la dépression. 

La liste des problèmes de mesure continue. Même si la 
question est censée être la même dans les deux langues, il 
peut être difficile de trouver des équivalences. Nous nous 
efforçons d’obtenir une traduction de bonne qualité en 
utilisant un comité de la traduction ou en comparant des 
traductions indépendantes, mais nous devons souvent 
accepter un résultat imparfait. Par exemple, les traductions 
littérales de l’anglais au français ou à l’allemand sont 
généralement plus longues dans la langue d’arrivée et 
l’obtention d’une traduction facile à utiliser par téléphone 
requiert beaucoup de compétence. Thrasher, Quah, Borland, 
Awang, Sirirassamee, Boado, Miller, Watts et Dorantes 
(2008) décrivent une étude d’évaluation cognitive de 
certaines des questions les plus importantes qui a été réalisée 
dans plusieurs pays. 

Il existe aussi des différences culturelles plus subtiles, 
particulièrement la mesure dans laquelle les répondants 
donnent une réponse socialement désirable. Nous avons 
relevé ce qui pourrait être une tendance plus prononcée à le 
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faire chez les Mexicains et chez les Canadiens anglophones. 
Johnson et Van de Vijver (2003), entre autres, ont examiné 
la possibilité que les différences entre pays, pour ce qui est 
des réponses socialement désirables, soient reliées aux 
« systèmes de valeurs culturelles, comme dans la dimension 
de l’individualisme/collectivisme » de Hofstede (1980). 

Dans une enquête longitudinale, nous devons aussi nous 
préoccuper de la validité et de la fiabilité des mesures 
répétées. Comme nous l’avons déjà indiqué, il est fréquent 
d’observer ce que l’on appelle des « effets de durée de la 
présence dans l’échantillon », en vertu desquels la propor-
tion de réponses a tendance à évoluer à la hausse ou à la 
baisse à mesure que la cohorte progresse, simplement à 
cause du fait d’être mesurée. 

Tous ces problèmes accroissent les défis analytiques 
auxquels font face les chercheurs. Fondamentalement, le but 
de l’analyse doit être de discerner la réponse réelle (ou le 
manque de réponse) au changement de politiques et de la 
séparer des effets du mode de collecte des données, de la 
non-réponse différentielle, des événements extérieurs, de la 
durée de la présence dans l’échantillon, de la culture et de la 
langue. Il s’agit là d’une tâche de taille. 

 
3. Regroupement de données provenant 

       de divers pays  
Selon le paradigme classique de l’analyse des données 

d’enquête (Binder 1983 ; Godambe et Thompson 1986 ; 
Skinner 1989), nous avons un modèle pour les réponses y  
avec le paramètre ,θ  et nous imaginons comment nous 
estimerions θ  si nous possédions les réponses pour 
l’ensemble de la population grâce à un recensement. Nous 
utiliserions une équation d’estimation sans biais efficace 
telle que : 

1

( ) 0
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pour définir une estimation par recensement. Pour obtenir 
l’estimation par sondage, nous utilisons une somme 
pondérée des termes de la fonction d’estimation par 
sondage : 
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pour obtenir un estimateur approximativement sans biais de 
la fonction d’estimation par recensement. Nous construisons 
les poids de sondage de manière à tenir compte du plan 
d’échantillonnage et de la sous-représentation de certains 
groupes à cause de la non-réponse et de la non-couverture. 
L’interprétation habituelle de iw  est le nombre de membres 
de la population représentée par .i  L’utilisation de cette 
fonction d’estimation par sondage est séduisante, à cause de 

la réduction probable du biais dû à l’échantillonnage infor-
matif et à la non-réponse ; mais, si les poids sont très 
variables et que le modèle pour les termes est correct, la 
deuxième équation donne un moyen inefficace d’estimer .θ  

Or, quand nous combinons les données provenant de deux 
pays pour lesquels les fractions d’échantillonnage sont très 
différentes, comme dans le cas de l’enquête Irlande/R.-U., 
les poids pour un pays (R.-U.) seront beaucoup plus grands 
que ceux pour l’autre pays (Irlande). Si nous appliquons 
littéralement le paradigme, les données provenant du 
Royaume-Uni domineront l’analyse. Si le modèle est correct, 
l’estimation par recensement la plus efficace est la moyenne 
de y  sur l’ensemble des deux pays. Mais alors, l’estimation 
par sondage correspondante représente une utilisation 
inefficace de l’échantillon. Ce problème est semblable à celui 
qui se pose dans les études cas-témoins, qui a été discuté par 
Scott (2006). 

Un moyen de produire de meilleures estimations tout en 
retenant le paradigme classique consiste à considérer que la 
valeur du paramètre pour le Royaume-Uni est ,θ − ∆  que 
celle pour l’Irlande est ,θ + ∆  et que nous essayons 
d’estimer ,θ  la moyenne arithmétique des deux. Un 
système de fonctions d’estimation par recensement efficace 
pour θ  et ∆  équivaut à un système qui se divise en une 
partie pour chaque pays. Puisque le rééchelonnement des 
poids dans un pays n’a alors aucun effet sur les estimateurs 
ponctuels et sur leurs propriétés, la version par sondage 
pondérée de ce système produit une estimation efficace. 

De surcroît, l’analyse qui s’ensuit est approximativement 
la même que celle que nous obtiendrions suivant le 
paradigme original si nous avions des tailles d’échantillon 
égales dans les deux pays et que nous rééchelonnions les 
poids de manière que leur somme soit égale à la taille de 
l’échantillon dans chaque pays. Comme l’a souligné Scott 
(2006), cette façon de rééchelonner les poids est très 
courante chez les épidémiologistes. Il s’agit, dans un certain 
sens, d’une application partielle de la méthode du poids q  
de Pfeffermann et Sverchkov (1999), où le poids égal à 
l’inverse de la probabilité d’inclusion est divisé par une 
sorte d’espérance du poids, conditionnellement à une 
variable explicative (pays). 

Pour estimer un paramètre moyen ,θ  une proposition un 
peu plus attrayante est de considérer un modèle à effets 
aléatoires, où ,Y u e= θ + +  et u  est un effet aléatoire de 
pays, puis d’élaborer un système de fonctions d’estimation 
par recensement qui est efficace pour l’estimation du 
paramètre .θ  Par exemple, si 

1 1 1 2 2 2eti i i iY u e Y u e= θ + + = θ + +  

et si les composantes de la variance correspondant à u  et à 
e  sont connues, alors la meilleure combinaison des deux 
moyennes de pays pour estimer θ  est 
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1 2(1 )aY a Y+ − ,  

où 

2 2
2

2 2
2

1 2

1
2

2 2

u e

e e
u

N
a

N N

 
 σ + σ / 

= . 
σ σ σ + +

  

 

Notons que, si 2 0,uσ =  l’estimateur par recensement 
devient la moyenne de y  sur les deux pays combinés. 
Cependant, si 2

uσ  est dominante, le meilleur estimateur est 
la moyenne arithmétique des moyennes de pays. Si l’on part 
d’un échantillon groupé, le paradigme habituel donne la 
même combinaison convexe d’estimateurs de la moyenne 
intra-pays fondée sur l’échantillon. 

D’une manière plus générale, nous pouvons remplacer θ  
dans chaque fonction d’estimation par recensement de pays 
par ,uθ +  où u  désigne de nouveau un effet aléatoire de 
pays. Alors, la meilleure combinaison des deux fonctions 
d’estimation par recensement de pays pour θ  est  

1 2

1 1 1 1 2 2 2 2
1 1

( ) ( )
N N

i i i i
i i

c Y u c Y u
= =

φ , θ, + φ , θ,∑ ∑  

où 2 2 1
1 1 11 2 2 2 2[Var( ( )) ( Var( ))][N N N

i i ii ic E u E u= = =∑ ∑ ∑= φ | + φ |  

1( )],iE ∂φ /∂θ  et 2c  est défini symétriquement. Dans 1c , si le 
premier terme entre crochets domine, la fonction d’estima-
tion par sondage correspondante pondère les termes de 
manière comparable dans les deux échantillons. 

Même dans le cas simple d’une moyenne, les paramètres 
du modèle à effets aléatoires seront inconnus et difficiles à 
estimer si l’on n’a affaire qu’à deux pays, mais conceptuel-
lement, le modèle semble être utile. Quand il existe plusieurs 
pays ou régions raisonnablement semblables (par exemple, 
les sept villes de l’enquête ITC-Chine), des modèles linéaires 
avec effets aléatoires peuvent être estimés suivant le para-
digme habituel, comme il est décrit, par exemple, dans des 
conditions plus générales par Pfeffermann, Skinner, Holmes, 
Goldstein et Rasbash (1998).  

À titre d’à-côté, l’analyse par EEG des données re-
cueillies en Irlande décrite plus haut était une analyse 
groupée et tous ses « effets » ont été considérés comme 
étant fixes. Le modèle est presque « saturé », deux points 
dans le temps et deux pays représentant les quatre para-
mètres principaux. On peut voir qu’avec les poids de son-
dage ordinaires, l’estimation de β  et de ρ  serait dominée 
par les données du Royaume-Uni. Cependant, si β  et ρ  
sont connus, comme dans le cas des paramètres θ  et ∆  
dans l’exemple de la moyenne, les équations pour les 
paramètres principaux se séparent en deux paires, l’une pour 

0α  et ,γ  et l’autre pour 0 1, ,α α γ  et ,δ  chacune comprenant 
des poids ne provenant que d’un des deux pays. Donc, 
l’estimation des paramètres principaux est moins affectée 
par le rééchelonnement des poids. Si l’estimation de β  nous 

importait aussi, nous pourrions considérer qu’il s’agit de la 
moyenne d’une variable aléatoire au niveau du pays, ce qui 
mène naturellement à l’obtention de l’influence appropriée 
pour chacun des deux échantillons. (En fait, dans notre 
analyse, nous n’avons pas choisi cette option ; nous avons 
rééchelonné les poids de manière que leur somme soit égale 
à la taille de l’échantillon dans chaque pays.) 

La discussion qui précède de l’analyse de données 
groupées repose sur l’hypothèse qu’il existe un paramètre θ  
dont l’interprétation et la pertinence sont les mêmes dans 
tous les pays. La plupart des analyses multinationales 
partent de cette hypothèse. En effet, de Leeuw et Hox 
(2003) énoncent comme exigence pour une méta-analyse 
« que toutes les études doivent estimer le même paramètre 
fixe et qu’il est supposé que toute la variance est égale à la 
variance d’échantillonnage ». Mais en fait, une question 
essentielle est celle de savoir s’il est approprié ou non de 
construire un modèle qui doit s’appliquer simultanément 
aux données provenant de plusieurs pays. Parfois, il pourrait 
être plus indiqué de considérer simplement les modèles de 
pays comme étant distincts, mais parallèles. Par exemple, 
pour des pays à différents stades de développement, on peut 
s’attendre à ce que l’introduction de la même augmentation 
relative du prix réel des cigarettes entraînera une diminution 
de la consommation de cigarettes ; mais, puisque le modèle 
linéaire est, au mieux, une approximation locale utile de la 
relation complexe entre le prix et la consommation, il n’y a 
aucune raison de supposer que les diminutions seront du 
même ordre de grandeur ou que les deux estimations par 
régression mesureront la même quantité. 

Voici un autre exemple. L’un des modèles d’intérêt dans 
le projet ITC est le modèle médiateur de la figure 2, dans 
lequel il est postulé de quelle façon « remarquer » les 
étiquettes de mise en garde concernant la santé pourrait 
influer sur l’intention d’arrêter de fumer. 

À la période de référence, la distribution de l’intention 
d’arrêter varie assez bien selon le pays. Il en est de même des 
autres variables du modèle. Serait-il raisonnable d’espérer 
que les relations entre ces variables puissent devenir moins 
différentes entre les pays ? En fait, il semble que, pour les 
quatre pays originaux, il en soit ainsi. Même si les fumeurs 
du Royaume-Uni étaient beaucoup plus susceptibles de 
déclarer qu’ils n’avaient aucune intention d’arrêter, il n’en 
reste pas moins que la « préoccupation pour la santé » (prise 
de conscience des effets nocifs pour la santé déclenchée par 
les étiquettes) prédisait l’intention d’arrêter et que la 
prévalence de cette préoccupation augmentait avec le fait de 
remarquer les étiquettes ((Hammond, Fong, Borland, 
Cummings, McNeill et Driezen 2007). Donc, il n’est pas 
déraisonnable d’explorer un modèle tel que celui de la figure 
2 pour les données en provenance des quatre pays, re-
groupées. Indépendamment des problèmes de pondération, 
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dans la régression du médiateur « préoccupation concernant 
la santé » sur le « fait de remarquer » les étiquettes de mise 
en garde concernant la santé, de même que dans la régression 
de l’intention d’arrêter de fumer sur ces deux variables, nous 
avons trouvé qu’il était commode de considérer les 
moyennes de pays comme étant des effets fixes. Par ailleurs, 
puisque les coefficients de régression estimés pour les pays 
modélisés séparément varient modérément, il est naturel, 
dans l’analyse groupée, de conceptualiser ces coefficients 
comme possédant des composantes de pays aléatoires. 

Cette discussion peut se résumer et s’expliquer comme il 
suit. 
 

• Toute analyse qui consiste à regrouper des données 
provenant de plusieurs pays devrait être effectuée avec 
prudence. Pour qu’une telle analyse soit appropriée, la 
structure du modèle (l’équation de régression et ses 
variables) doit être correcte pour tous les pays et l’hypo-
thèse que les paramètres sont communs doit être ap-
puyée par la théorie et l’observation. Une estimation de 
variance robuste qui respecte les plans de sondage des 
pays sera nécessaire si ces plans sont complexes. 

• Si l’ensemble de paramètres d’un modèle groupé peut 
(par transformation) être séparé en sous-ensembles 
disjoints correspondant aux pays, l’estimation de ces 
paramètres n’est pas affectée par de grands écarts entre 
les fractions d’échantillonnage appliquées dans les 
divers pays, ni par le rééchelonnement des poids dans 
les pays.  

• Si une moyenne ou un paramètre de régression fixe est 
considéré comme étant commun aux pays, l’estimation 
en utilisant comme pondération l’inverse des proba-
bilités d’inclusion sera inefficace si les fractions 
d’échantillonnage sont très variables. 

• L’alternative au simple rééchelonnement des poids 
consiste à faire de la moyenne ou du paramètre de 
régression un effet fixe qui varie selon le pays (ce qui 
aboutit à la séparation en sous-ensembles disjoints, 
mais augmente le nombre de paramètres et élimine le 
« caractère commun ») ou à faire de la moyenne ou du 
paramètre de régression un effet aléatoire, variable 
selon le pays (ce qui aboutit à une séparation approxi-
mative et retient le « caractère commun »). 

• Du point de vue conceptuel, il est séduisant de rendre 
l’ordonnée à l’origine fixe et la pente, aléatoire, puisque 
le niveau de référence a tendance à varier beaucoup 
plus selon le pays que la pente. À l’étape de la mise en 
œuvre, cette approche requiert un nombre suffisant de 

pays pour que l’estimation des composantes de la 
variance soit faisable et un petit nombre d’effets 
aléatoires à intégrer. 

• Quand une analyse groupée pose des problèmes, une 
comparaison moins formelle des résultats des analyses 
exécutées parallèlement dans les divers pays permet 
parfois d’accomplir la plupart de ce qu’il est souhaité. 

 
4. Étalonnage des mesures et  

       comparaisons transculturelles  
L’autre problème statistique que je souhaite mettre en 

relief est l’utilisation de modèles de mesure pour essayer 
d’étalonner les mesures obtenues par divers modes de 
collecte et de comparer les mesures provenant de diverses 
cultures. Une approche courante consiste à considérer qu’à 
l’aide de chaque item du questionnaire, on mesure un 
concept, comme la « dénormalisation sociale » (perception 
d’une désapprobation sociétale) et à traiter le concept 
comme une variable continue .η  La distribution de ,η  
sachant les variables explicatives, détermine une distribution 
des réponses aux items du questionnaire. 

Si nous disposons de plusieurs items du même type pour 
mesurer un concept, un modèle conceptuel pour les mesures 
continues y  pourrait être ik i k i ikY b a e= η + +  pour l’item 
i  et le participant .k  Ici ib  représente un facteur d’échelle 
positif pour l’item , ii a , un changement d’emplacement et 

ike , une erreur de mesure normale de moyenne nulle et de 
variance 2

eiσ  indépendante de .k  Supposons que toutes les 

ike  sont indépendantes les unes des autres et indépendantes 
des .kη  (Cela revient en fait à émettre l’hypothèse que η  est 
le seul déterminant latent de .)Y  Si nous posons que la 
distribution de η  est (0 1),N ,  ce que nous pouvons faire si 
η  est normal sans variables explicatives, alors la distribution 
de ikY  est 2 2( ),i i eiN a b, + σ  et, pour un item i unique, les 
paramètres ia  et 2 2

i eib + σ  peuvent être estimés d’après les 
données de marge pour un grand nombre de participants. S’il 
existe au moins deux items ayant la même variance, puisque 
les covariances des réponses aux items d’un participant sont 
de la forme 

1 2
,i ib b  tous les paramètres peuvent être estimés 

d’après les données de marge sur de nombreux participants. 
Sachant les valeurs des paramètres d’item, la valeur de η  
pour un participant peut être « prédite » d’après la 
distribution a posteriori de ,η  sachant les réponses aux items 
du participant. 
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Figure 2  Modèle médiateur des effets des politiques : étiquettes de mise en garde 
 
 
 
 
 

 
 

Si la mesure y  est binaire, il est fréquent de choisir un 
modèle fondé sur la théorie de la réponse à l’item (TRI) 
Prob( 1 )ik kY = |η = ( )i k iH bη − γ , où H  est la loi normale 
standard ou la fonction de répartition (c.d.f.) logistique. Le 
paramètre ib  est le « paramètre de discrimination » pour 
l’item et iγ  est un seuil tel que la probabilité de réponse 1 
soit supérieure à 1/2 quand le concept rééchelonné par ib  
excède .iγ  La probabilité inconditionnelle que 1ikY =  
s’obtient par intégration par rapport à la distribution de ,kη  
étant donné des variables explicatives fixes pour le 
participant .k  Dans le cas le plus simple, il semble qu’au 
moins trois items sont nécessaires (avec de nombreux 
participants) pour que tous les paramètres puissent être 
estimés, puisqu’ils produiraient sept probabilités conjointes 
pour l’estimation de six paramètres. De nouveau, sachant les 
valeurs des paramètres d’item, la valeur de η  pour un parti-
cipant peut être prédite, sachant son ensemble de réponses 
aux items. Voir, par exemple, Lu, Thomas et Zumbo (2005). 
Un logiciel standard d’estimation des variables latentes peut 
être utilisé pour produire ces inférences, ainsi que leurs 
analogues dans le cas de mesures ordinales. 

Commençons par examiner le problème d’étalonnage. 
Supposons qu’il existe deux modes de collecte des données 
et que, pour l’item i  dans le mode j  avec le participant k , 
nous avons la mesure continue. 

( )ijk j i k i ijk j ijkY b a e= β η + + + α + ε .  

Ce modèle, dans lequel jα  et jβ  ne dépendent pas de 
l’item ,i  pourrait convenir pour un ensemble d’items qui 
sont tous du même type général. Les exemples plausibles ne 
sont pas nombreux, mais l’un d’eux pourrait être une série 
de questions de la forme : « Pendant quel pourcentage du 
temps diriez-vous que vous vous sentez… », où il est 
demandé au répondant de donner un pourcentage par 
téléphone, ou de marquer une position sur une ligne dans le 
cas d’un questionnaire papier.  

Si nous posons que les ia  et ib  sont les paramètres des 
items lorsqu’on utilise le premier mode de collecte des 
données, nous pouvons fixer 1 0α =  et 1 1.β =  Si 2β  est 

plus grand que 1, les réponses ont tendance à être plus 
variables ou plus extrêmes sous le deuxième mode de 
collecte. Si 2α  est plus grand que 0, les répondants ont 
tendance à donner une réponse plus élevée sous le deuxième 
mode de collecte que sous le premier. Notons que les 
échantillons pour les deux modes de collecte sont constitués 
de participants différents. Si nous pouvons émettre l’hypo-
thèse que la distribution de η  est la même pour les deux 
échantillons (une hypothèque qui, en fait, requiert une 
randomisation par rapport au mode), nous obtenons la dis-
tribution de 1i kY  comme auparavant, 2 2 2( ),i i eiN a b ε, +σ +σ  
tandis que la distribution de 2i kY  est  

2 2 2 2 2
2 2 2 2( )i i eiN a b εβ + α , β + β σ + σ .  

Si 2 0,εσ =  sachant les données sur un item i  dans les 
deux modes, nous pouvons estimer 2α  et 2,β  en supposant 
que 2β  est positif. Si 2 0,εσ >  les paramètres 2 2,α β  et 2

εσ  
peuvent être estimés, à condition que l’on dispose d’au 
moins deux items  –  du même type, mais dont les valeurs 
de a  et b diffèrent. 

Ces considérations peuvent être étendues au cas plus 
habituel des items avec réponses ordinales en imaginant une 
probabilité de réponse ordinale devant être déterminée par 
une réponse continue sous-jacente. Pour des données bi-
naires, nous poserions le plus simplement 

( 1 ) ( ( ) )ijk k j i k i jP Y H b a= |η = β η + + α ,  

avec 1 0α =  et 1 1.β =  Si la distribution de kη  est la 
même pour les deux modes, alors, avec des données 
provenant de nombreux participants et trois items, nous 
pouvons déterminer tous les paramètres. L’ajout d’une 
variable explicative réduirait le nombre d’items requis.  

L’hypothèse que la distribution de η  est la même pour 
les échantillons correspondants aux deux modes est cruciale 
pour ce type d’étalonnage, et il est difficile de garantir 
qu’elle sera vérifiée. Elle l’est si nous avons des échantillons 
probabilistes superposés pour les deux modes dans une 
seule enquête ; alors, en principe, nous pouvons imaginer 
une mise en correspondance des réponses d’un mode à 
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l’autre, par la voie des valeurs estimées de 2α  et 2.β  Nous 
ne devons pas estimer les concepts proprement dits pour 
cela. Plus rigoureusement, nous pouvons inclure 2α  et 2β  
comme paramètres dans un modèle pour toutes les réponses 
à un ensemble d’items similaires. 

Dans certains pays développés, les bases de sondage pour 
les ménages et les particuliers semblent évoluer vers des 
registres d’adresses et des listes de personnes. Cependant, 
même s’il existe une base de sondage commune pour 
(disons) les enquêtes par téléphone et en ligne, il est difficile 
de randomiser les répondants par rapport aux modes de 
collecte des données. La façon dont la non-réponse dépend 
des variables démographiques pourrait fort bien différer 
selon le mode. En outre, la nécessité de maximiser les taux 
de réponse oblige souvent à permettre aux répondants de 
choisir. En principe, nous pourrions imaginer que la 
distribution de η  peut être déplacée ou inclinée en fonction 
de la « propension » à choisir un mode ou l’autre. Après 
avoir modélisé cette propension en fonction des variables 
explicatives et introduit un ou deux paramètres pour la 
dépendance de la distribution de η  à l’égard de la 
propension, nous pourrions estimer les paramètres d’item 

ia  et ib  d’après les réponses obtenues par le premier mode 
de collecte des données. L’estimation des paramètres de 
mise en correspondance α  et β  s’ensuivrait de la même 
manière qu’auparavant. 

Dans d’autres circonstances, nous pourrions utiliser les 
deux modes de collecte des données dans différents groupes 
de population. Dans ce cas, l’effet de mode fait partie de 
l’effet de groupe ; il ne peut pas être distingué d’une 
différence sous-jacente dans la distribution du concept. 

Le problème de la comparaison des mesures entre diffé-
rentes cultures ou entre d’autres groupes n’est pas le même 
que celui de l’étalonnage, puisque la randomisation des 
participants par rapport aux groupes, afin que la distribution 
du concept demeure constante, est hors de question. On 
pense généralement que, pour comparer la moyenne d’un 
concept d’un groupe à l’autre, les items mesurés doivent 
avoir la même relation avec le concept dans les deux 
groupes. Quand il existe plusieurs concepts, la comparaison 
de la relation entre les concepts d’un groupe à l’autre 
requiert une sorte d’« invariance de mesure » ou d’équiva-
lence pour tous les items concernés. La littérature sur les 
comparaisons et les mesures transculturelles est abondante. 
Par exemple, Johnson (1998) énumère, pour l’équivalence 
transculturelle, 52 termes qui ont été introduits par les 
auteurs dans diverses disciplines.  

Le modèle d’analyse factorielle confirmatoire multi-
groupes est utile pour les items dont la mesure est continue 
et prend la forme : 

g g g g g

k k kY e= τ + Λ η +  

où g

kY  est le vecteur des réponses observées aux items pour 
le répondant k  dans le groupe g, gΛ  est une matrice des 
pentes ou des « saturations factorielles », le vecteur 
d’ordonnées à l’origine gτ  indique la valeur attendue de 

g

kY  quand 0g

kη =  et g

ke  est une erreur de mesure de 
moyenne 0. Alors, ( )g g

kE Y = τ + ,g gΛ κ  où gκ  est la 
moyenne du concept η  dans le groupe .g  La matrice de 
variance-covariance entre les valeurs observées g

ky  peut 
être exprimée sous la forme ( ) ,g g g g g

kV Y ′= Λ Φ Λ + Θ  où 
gΦ  est la matrice de covariance des concepts latents et gΘ  

est la matrice diagonale des variances de l’erreur de mesure. 
À cet égard, voir de Jong, Steenkamp et Fox (2007), 
Davidov (2008) et les références qu’ils fournissent. 

La version TRI du modèle peut être définie simplement. 
En utilisant la même notation pour les paramètres, dans le 
cas des items binaires, nous avons 

( 1 ) ( )g g g g g

k k kP Y H= | η = τ + Λ η ,  

et il existe une extension naturelle au cas ordinal. 
Les paramètres du modèle ne peuvent pas être identifiés, 

à moins d’imposer certaines contraintes. Dans le modèle 
d’analyse factorielle confirmatoire multigroupes, de nom-
breux auteurs postulent un item « marqueur » pour chaque 
concept, avec une saturation factorielle de 1 et une ordonnée 
à l’origine de 0 pour tous les groupes, de sorte que la 
moyenne du concept est déterminée dans chaque groupe. 
Cette hypothèse est très forte. Alternativement, nous 
pourrions choisir les unités pour les concepts de sorte 
qu’elles soient marginalement N(0, 1) dans le groupe 1. Les 
paramètres des items (avec un nombre suffisamment grand 
d’items) sont donc identifiés pour le groupe 1. Si nous 
supposons que les variances et les relations du diagramme 
des trajectoires restent vraies dans le groupe 2, alors nous 
pouvons vérifier si les paramètres d’item restent également 
les mêmes et, dans la négative, essayer de reconcevoir 
l’ensemble d’items afin d’en produire un s’approchant 
davantage de l’invariance de mesure. Par ailleurs, si les 
paramètres d’item sont contraints de demeurer les mêmes, 
nous pouvons vérifier si la distribution conjointe sous-
jacente des concepts est également la même. Cependant, le 
rejet formel de l’hypothèse nulle est difficile à interpréter. 
S’inspirant de Rensvold et Cheung (1998), Barrera Ceballos 
(2007) a procédé à ce genre d’analyse multigroupes pour les 
données de l’enquête ITC-Mexique et de l’enquête ITC-
Uruguay, en remplaçant « préoccupation concernant la 
santé » dans le modèle de la figure 2 par « dénormalisation 
sociale », c’est-à-dire la mesure dans laquelle le répondant a 
l’impression que la société désapprouve le tabagisme. (Les 
deux autres concepts sont la prépondérance des étiquettes de 
mise en garde et l’intention d’arrêter.) Les relations 
semblent étonnamment différentes dans les deux pays sous 
les contraintes d’invariance des items de mesure, résultat qui 
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pourrait être dû à des différences sociétale réelles ou à une 
correspondance imparfaite entre les items proprement dits 
(c’est-à-dire échec des contraintes). Il faut reconnaître que, 
ne contenant qu’un très petit nombre de concepts possédant 
des items multiples, le questionnaire de l’enquête ITC 
n’était pas conçu pour ce genre d’analyse. 

En fin de compte, les relations entre les concepts sont de 
la plus haute importance, de même que la question de savoir 
si ces relations peuvent être considérées comme étant 
semblables, quoique pas forcément identiques, d’un groupe 
à l’autre. Il en est ainsi, que les distributions marginales des 
concepts soient les mêmes ou que les items mesurés 
possèdent les mêmes paramètres d’un lieu à l’autre ou d’un 
mode à l’autre. Intuitivement, les deux catégories de con-
traintes mentionnées au paragraphe précédent semblent trop 
fortes. Une approche hiérarchique proposée par De Jong 
et coll. (2007) offre une solution. 

Si l’item i  comprend C  options de réponse ordonnées, 
nous pouvons écrire 

1 1( ) ( )

( )

g g g g g g g g

ik k i i c i c i k i c

g g g

i k i c

P Y c b H b

H b

, , − , −

,

= | η , , γ , γ = η − γ

− η − γ ,
 

1 .c … C= , ,  Ici, les saturations factorielles sont remplacées 
par les paramètres de discrimination ,b  et les ordonnées à 
l’origine sont remplacées par les seuils .γ  Au lieu d’insister 
sur le fait que ces paramètres sont indépendants de l’éti-
quette de groupe avant le traitement, l’approche consiste à 
les modéliser avec des effets aléatoires propres au groupe : 

2

2

(0 )

(0 )

i

i

g g g

i c i c i c i c

g g g

i i i i b

e e N

b b r r N

, , , , γγ = γ + , , σ ,

= + , , σ .

∼

∼

 

L’hétérogénéité de la variable latente est modélisée par 
une structure hiérarchique : 

2

2

(0 )

( )

g g g g

k k k g

g

v v N

N

η = κ + , , σ ,

κ κ, ξ .

∼

∼

 

Si le nombre d’items est suffisant, un tel modèle peut être 
estimé et ajusté en utilisant des méthodes Monte Carlo à 
chaîne de Markov. Les tests d’invariance de l’analyse 
multigroupes peuvent encore être exécutés dans ce cadre de 
travail. 

 
5. Discussion et conclusion  

De nouveau, dans le contexte du projet ITC, le but de 
l’analyse doit être de discerner la réponse réelle (ou le 
manque de réponse) au changement de politiques et de la 

séparer des effets du mode de collecte des données, de la 
non-réponse différentielle, des événements extérieurs, de la 
durée de la présence dans l’échantillon, de la culture et de la 
langue. Il n’est pas toujours nécessaire de faire la distinction 
entre tous les facteurs confusionnels, mais il est important 
de leur permettre de contribuer au modèle. Dans le présent 
article, nous n’avons pas abordé la question des événements 
externes, qui peuvent être modélisés de manière évidente 
s’ils sont reconnus. Nous n’avons pas discuté en détail de la 
modélisation des effets d’attrition et de durée de la présence 
dans l’échantillon, mais en principe, chacun de ces effets 
peut être considéré comme faisant partie de l’ensemble. 
Ceux qui sont retenus d’une vague à l’autre d’une enquête 
pourraient être considérés comme une sorte de groupe 
culturel. Par ailleurs, les effets de durée de la présence dans 
l’échantillon constituent une forme particulière d’échec de 
l’invariance de la mesure, au cours du temps, plutôt que 
d’un groupe à l’autre. Une analyse complète tiendrait 
compte de ces effets, ainsi que d’autres effets de la culture, 
de la langue et du mode de collecte de données. 

Il n’est absolument pas certain que les effets des poli-
tiques puissent systématiquement être identifiés dans un 
modèle complet. Mais les chances augmentent si le plan de 
sondage tient compte des comparaisons de données longitu-
dinales entre pays et de la répétition qui provient de l’ob-
servation de cohortes qui ont des points de départ différents. 

Un thème commun aux deux sections précédentes est 
l’introduction d’effets aléatoires en tant qu’outil. Le procédé 
consistant à introduire des effets aléatoires pour les pays et 
les groupes dans les paramètres clés est naturel et (pour les 
échantillons de grands groupes) conceptuellement compa-
tible avec l’analyse classique des données d’enquête fondées 
sur les fonctions d’estimation pondérées. Il existe certains 
obstacles à l’application pratique, dus aux limites d’identi-
fiabilité et d’estimabilité, ainsi qu’au calcul des fonctions de 
vraisemblance si l’on envisage plus qu’un ou deux effets 
aléatoires. Parallèlement, étant donné la disponibilité 
croissante de méthodes numériques pour traiter ce genre de 
modèle, la poursuite des travaux de recherche en vue de les 
adapter à des enquêtes internationales complexes devrait 
être très fructueuse. 
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Utilisation du codage du comportement pour évaluer l’efficacité de 
l’interview avec rétroinformation 

Joanne Pascale et Alice McGee 1 

Résumé 
L’interview avec rétroinformation (IRI) est utilisée dans de nombreuses enquêtes longitudinales pour « reporter » les 
données d’une vague à la suivante. Bien qu’il s’agisse d’une technique prometteuse qui a permis d’améliorer la qualité des 
données à certains égards, on en sait assez peu sur la façon dont elle est effectivement appliquée sur le terrain. La présente 
étude a pour but d’aborder cette question par la voie du codage du comportement. Divers styles d’IRI ont été employés dans 
l’English Longitudinal Study of Ageing (ELSA) de janvier 2006 et les interviews pilotes sur le terrain ont été enregistrées. 
Les enregistrements ont été analysés afin de déterminer si les questions (particulièrement les éléments d’IRI) étaient 
administrées convenablement et d’explorer la réaction des répondants à l’égard des données reportées. Un des objectifs était 
de déterminer si les répondants confirmaient ou contestaient l’information déclarée antérieurement, si les données de la 
vague précédente jouaient un rôle quand les répondants fournissaient les réponses à la vague courante et la façon dont toute 
discordance était négociée par l’intervieweur et le répondant. Un autre objectif était d’examiner l’efficacité de divers styles 
d’IRI. Par exemple, dans certains cas, les données de la vague précédente ont été reportées et on a demandé aux répondants 
de les confirmer explicitement ; dans d’autres, les données antérieures ont été lues et ont a demandé aux répondants si la 
situation était encore la même. Les résultats révèlent divers niveaux de conformité en ce qui a trait à la lecture initiale de la 
question et donnent à penser que certains styles d’IRI pourraient être plus efficaces que d’autres. 

                                                           
1. Joanne Pascale, US Census Bureau, 4600 Silver Hill Road, Washington DC 20233. Courriel : joanne.pascale@census.gov ; Alice McGee, anciennement 

avec le National Centre for Social Research. 

  
Mots clés : Interview avec rétroinformation ; enquêtes longitudinales ; enquêtes par panel ; codage du comportement. 
 
 

 

1. Introduction  
Ces dernières années, l’intérêt pour l’« interview avec 

rétroinformation » (ou IRI) et son emploi dans les enquêtes 
longitudinales se sont accrus. L’IRI (également appelée 
interview « avec données déclarées antérieurement ») est 
une technique qui consiste à reporter les données recueillies 
durant une vague à la vague suivante afin de personnaliser 
l’énoncé des questions et leur enchaînement. Par exemple, si 
un répondant a déclaré à la première vague travailler pour 
l’employeur X, la question d’IRI posée à la deuxième vague 
sera : « La dernière fois, vous avez dit que vous travailliez 
pour l’employeur X. Travaillez-vous encore pour l’em-
ployeur X ? » En revanche, dans le cas d’une méthode 
d’interview « indépendante » (c’est-à-dire sans rétroinfor-
mation), à la deuxième vague, on demanderait simplement 
au répondant, « en repartant à zéro », s’il travaille et quel est 
le nom de l’employeur. Une application connexe de l’IRI 
consiste à enchaîner les questions de manière à épargner au 
répondant la tâche de répondre à des questions détaillées si 
les circonstances n’ont pas changé d’une vague à l’autre. 
Par exemple, un ensemble détaillé de questions sur l’em-
ployeur X sera posé à la première vague (tel que l’industrie, 
le nombre d’employés, etc.), puis à la deuxième vague, si le 
répondant déclare qu’il travaille encore pour le même 
employeur, la collecte des renseignements détaillés ne doit 
pas se faire une deuxième fois. 

La prolifération des enquêtes automatisées a favorisé le 
recours à l’IRI, étant donné que la technique peut être 
fastidieuse et difficile à appliquer à l’aide d’un questionnaire 
papier-crayon. La possibilité d’améliorer de plusieurs façons 
la qualité des données est un autre facteur qui accroît l’inté-
rêt pour cette méthode. En général, l’IRI rend l’interview 
plus harmonieuse, plus intelligente et plus efficace parce 
qu’on rappelle aux répondants leurs réponses antérieures et 
qu’on leur permet tout simplement d’indiquer s’il y a eu des 
changements depuis. Les données d’études rigoureuses 
« prouvant » ce potentiel commencent à s’accumuler. Par 
exemple, il existe des preuves convaincantes que l’IRI 
réduit les fausses variations, particulièrement celles des 
caractéristiques de l’emploi (Polivka et Rothgeb 1993 ; 
Jäckle et Lynn 2004). Une autre source d’erreur de mesure 
qui affecte régulièrement les enquêtes par panel est le « biais 
de lisière ». 

La « lisière » d’une enquête par panel est le point où une 
vague est jointe à la suivante. Par exemple, dans une 
enquête par panel comportant des vagues annuelles, la 
lisière se situe entre décembre d’une année et janvier de 
l’année suivante. Le biais de lisière a lieu quand un plus 
grand nombre de transitions (par exemple de l’emploi au 
chômage) sont observées de décembre à janvier que pendant 
toute paire de mois non lisière (par exemple de février à 
mars, d’avril à mai). Il existe des preuves solides que l’IRI 
réduit significativement (mais n’élimine pas) ce biais de 
lisière (Moore, Bates, Pascale et Okon 2006). En ce qui 
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concerne l’accueil réservé à l’IRI, il existe des preuves 
qualitatives que les répondants la veulent ou l’attendent 
(Pascale et Mayer 2004). Durant l’été 2006, une grande 
conférence a été organisée pour évaluer l’« état de la recher-
che » sur les études longitudinales et plusieurs communica-
tions ont démontré les avantages particuliers de l’IRI. Un 
recueil révisé de monographies comprenant certaines com-
munications sera publié par John Wiley and Sons en 2008 
(http://www.iser.essex.ac.uk/ulsc/ mols2006/).  

Toutefois, jusqu’à présent, la littérature semble ne pas 
fournir de données sur la façon dont l’IRI est effectivement 
mise en œuvre sur le terrain. Le propos de la présente étude 
est de combler cette lacune. En particulier, nous recourons 
au codage du comportement pour déterminer si les inter-
vieweurs lisent les questions telles qu’elles sont rédigées, en 
nous concentrant surtout sur les mots et les phrases qui font 
partie de la rétroinformation dans les questions, et nous 
examinons les réactions des répondants aux phrases 
reportées  −  c’est-à-dire s’ils confirment ou contestent les 
données recueillies antérieurement, et si la fourniture de 
cette information semble faciliter ou gêner la déclaration. 
Enfin, nous déterminons si ces comportements varient selon 
le « style » d’IRI, c’est-à-dire le moyen particulier utilisé 
pour redonner aux répondants l’information recueillie 
antérieurement. L’étude s’appuie sur l’English Longitudinal 
Study of Ageing (ELSA) exécutée par le National Centre 
for Social Research (ou « NatCen ») en collaboration avec 
le University College London et l’Institute of Fiscal Studies. 

 
2. Méthodes  

2.1 ELSA : l’instrument d’enquête  
ELSA est une étude sur les personnes de 50 ans et plus et 

leurs partenaires plus jeunes. Elle a pour but d’explorer la 
dynamique de la santé et de l’incapacité, la structure fami-
liale, la participation à des programmes publics, les circons-
tances économiques et la retraite. L’échantillon d’ELSA a 
été sélectionné parmi les ménages qui avaient participé 
antérieurement à cinq vagues annuelles de la Health Survey 
for England (HSE) entre 1998 et 2003. La première vague 
d’ELSA a été exécutée en 2002 auprès de 12 100 répon-
dants et des interviews de suivi ont été menées tous les deux 
ans pour mesurer les changements d’état de santé et de 
circonstances socioéconomiques. L’interview avec rétro-
information a été intégrée dans le questionnaire de la 
deuxième vague, mais à cause de contraintes budgétaires et 
de temps, l’évaluation avant sa mise en œuvre a été limitée. 
L’analyse des données de la deuxième vague a suscité 
certaines préoccupations quant à l’effet de l’IRI. Par 
exemple, environ 20 % des répondants qui avaient déclaré 

faire de l’hypertension à la première vague ont dit qu’ils 
n’en faisaient plus à la deuxième vague. En partie à cause de 
ce résultat, le présent projet de recherche a été entrepris en 
vue d’évaluer d’une manière générale la mise en œuvre des 
techniques d’IRI sur le terrain. Le codage du comportement 
est la méthode qui a été choisie pour évaluer soigneusement 
les interactions intervieweur-répondant et pour déterminer 
dans quelle mesure les questions sont posées telles qu’elles 
sont rédigées. 

 
2.2 Interview et enregistrement sur le terrain 
 

La phase pilote de la troisième vague d’ELSA a été 
réalisée sur une période de quatre semaines en janvier 2006. 
En tout, 17 intervieweurs de terrain de NatCen venant de 
diverses régions du Royaume-Uni ont réalisé 123 interviews 
sur place. La grande majorité de ces interviews (106) ont été 
menées auprès de personnes qui avaient été interrogées à la 
vague précédente d’ELSA, tandis que 17 ont été effectuées 
auprès de membres d’un échantillon de remise à niveau qui 
n’avaient pas encore participé à ELSA, mais qui avaient été 
interviewés dans le cadre de la HSE. La plupart des analyses 
présentées ici ont trait aux personnes qui avaient été 
interviewées durant la vague précédente d’ELSA. Toutefois, 
pour deux items du module des caractéristiques démo-
graphiques  −  RÉSIDE (savoir si un membre du ménage 
réside encore à la résidence) et DDN (date de naissance du 
membre du ménage)  −  les répondants de la vague an-
térieure d’ELSA ainsi que les membres de l’échantillon de 
remise à niveau ont été inclus dans l’analyse, puisque ces 
questions incluaient des données reportées provenant des 
interviews de la HSE. Autrement dit, ces deux items com-
prenaient une IRI, même pour les cas de remise à niveau qui 
n’avaient pas été interviewés à la vague précédente 
d’ELSA. Les interviews ont été effectuées sur place en uti-
lisant un questionnaire papier avec assistance par ordinateur 
(IPAO). Les questions portaient sur plusieurs sujets, dont les 
caractéristiques démographiques du ménage et des indi-
vidus, l’état de santé, le revenu et les avoirs. Les interviews 
ont été enregistrées à l’aide d’une application logicielle 
d’interview enregistrée assistée par ordinateur (IEAO), qui 
permet d’enregistrer les intervieweurs de terrain directement 
sur leur ordinateur portable sous forme de fichier sonore 
numérique. Une question de consentement demandant aux 
répondants d’autoriser l’enregistrement de l’interview a été 
insérée au début du questionnaire et l’enregistreur a été 
éteint quand le répondant ne donnait pas son consentement. 
En outre, certains fichiers sonores n’ont pas pu être codés 
parce qu’ils étaient corrompus. Parmi les 123 interviews sur 
place, 104 ont été codées et, parmi les 106 interviews de la 
vague précédente d’ELSA, un total de 87 enregistrements 
individuels ont été codés. Dans les deux cas, la majorité des 
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pertes d’interviews était due au non-consentement (par 
opposition à la corruption des fichiers sonores).  
2.3 Énoncé des questions de l’interview avec 

rétroinformation  
L’interview avec rétroinformation a été intégrée dans 

trois modules thématiques de l’instrument, à savoir les 
caractéristiques démographiques, les problèmes de santé et 
la propriété d’un véhicule (voir figure 1). Le module sur les 
problèmes de santé comportait trois grandes catégories de 
maladies, à savoir les maladies des yeux, les maladies 
cardiovasculaires (MCV) et les maladies chroniques. Dans 
chacune de ces grandes catégories, des questions ont été 
posées sur de multiples maladies particulières. Par exemple, 
la catégorie des maladies des yeux en comptait quatre (dont 
le glaucome et la cataracte). Les items 4 et 5 ont été répétés 
pour chaque maladie ou affection déclarée par le répondant 
à la vague précédente. 

Cinq styles distincts d’IRI ont été utilisés dans ces trois 
modules thématiques, mais comme nous l’avons mentionné 
plus haut, aucune étude particulière n’a orienté ces décisions 
de conception de l’étude. Comme l’indique la figure 1, un 
style d’IRI légèrement différent a été employé pour chacun 
des six items. Les deux premiers items du module sur les 
caractéristiques démographiques (RÉSIDE, DDN) four-
nissaient des données déclarées antérieurement, mais ne 
mentionnaient pas explicitement que ces données avaient 
été recueillies lors de l’interview précédente. Les données 
antérieures étaient simplement présentées au répondant et il 
lui était demandé de les vérifier. Le troisième item 
(ENFANT) indiquait explicitement que les données avaient 
été recueillies la dernière fois et demandait au répondant si 
l’information était correcte. Contrairement aux questions sur 
les caractéristiques démographiques, celles sur la santé ont 
été réparties en deux items distincts apparaissant sur deux 
écrans différents. Le premier (PRÉCÉDANTE-YEUX) était 
simplement un énoncé informant le répondant qu’une mala-
die particulière avait été déclarée durant l’interview pré-
cédente. Cet item devait être lu comme un énoncé, il n’était 
pas demandé au répondant d’y répondre et aucune réponse 
n’était attendue de lui ; l’intervieweur devait au contraire 
appuyer sur la touche « enter » afin de faire apparaître la 
deuxième partie de la série. Le deuxième item (ENCORE-
YEUX) demandait si le répondant avait encore la maladie 
ou l’affection. Enfin, pour la propriété d’un véhicule, la 
routine était semblable dans une certaine mesure à celle 
pour les questions sur les problèmes de santé ; pour 
commencer, un énoncé a été lu pour informer le répondant 
de ce qu’il avait déclaré la dernière fois, puis une question a 
été posée pour déterminer si la situation déclarée existait 
encore (c’est-à-dire : Possédez-vous encore le véhicule ?). 
La différence tient au fait que, pour l’item sur le véhicule, 

l’énoncé sur la situation passée et la question (« possède 
encore ») ont été regroupés en un seul item, tandis que dans 
le module de la santé, deux items distincts ont été utili-
sés  −  l’énoncé, puis la question « encore ? ». 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 1 Énoncé des questions des items s’appuyant sur 

l’interview avec rétroinformation   
2.4 Codage du comportement  

Afin d’établir le cadre de codage du comportement, nous 
avons commencé par écouter plusieurs enregistrements pour 
nous faire une idée générale du cheminement de l’interview, 
de la fréquence et de la nature des comportements non 
standards de l’intervieweur et des réactions des répondants 
aux questions. Nous avons déterminé que « le premier 
échange »  −  la lecture initiale de la question par l’inter-
vieweur et la première énonciation du répondant en réponse 
à cette question  −  était suffisamment riche pour l’analyse 
et nous avons donc établi un cadre de codage pour ne saisir 
que ces comportements, ainsi qu’un résultat final. Dans le 
contexte de ces trois comportements (lecture initiale de la 
question par l’intervieweur, réponse initiale du répondant et 
résultat), nous sommes partis d’un cadre de codage rela-
tivement standard que nous avons adapté en fonction du 
contenu des enregistrements et de notre souhait particulier 
d’en apprendre sur le fonctionnement des phrases reportées 
intégrées dans les questions (voir la figure 2). Pour le com-
portement de l’intervieweur, nous avons utilisé trois grandes 
catégories de codes, à savoir 1) la question a été lue telle que 
rédigée ou avec un changement mineur seulement qui n’a 

A. Caractéristiques démographiques 
1. RÉSIDE : NOM réside-t-il/elle encore ici ? 
2. DDN : Puis-je simplement vérifier, est-ce que la date 

de naissance de NOM est [insérer la date de naissance 
(DDN)] ? 

3. ENFANT : Nos dossiers indiquent qu’au moment de la 
dernière interview, vous aviez un enfant nommé NOM, 
dont la date de naissance est [DDN]. Ces détails 
sont-ils corrects ? 

 

B. Problèmes de santé 
4. PRÉCÉDENTE – YEUX/MCV/CHRON : Nos dos-

siers indiquent qu’au moment de la dernière interview 
en janvier 2004, vous avez dit que vous aviez (ou 
qu’un médecin vous avait dit que vous aviez) une 
[insérer MALADIE DES YEUX/MCV/MALADIE 
CHRONIQUE]. [appuyez sur la touche enter] 

5. ENCORE-YEUX/MCV/CHRON : Avez-vous encore 
une [insérer MALADIE DES YEUX/MCV/ 
MALADIE CHRONIQUE] ? 

 

C. Propriété d’un véhicule 
6. VÉHICULE : La dernière fois que nous vous avons 

vu(e), vous nous avez dit que vous étiez le principal 
utilisateur d’un(e) [MARQUE DU VÉHICULE], avec 
une immatriculation [LETTRE]. Possédez-vous encore 
ce véhicule ? 
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pas modifié la signification de la question, 2) la question a 
été lue avec un « changement majeur » qui a modifié ou 
pourrait modifier la signification de la question et 3) la 
question a été omise. Dans la catégorie du code de change-
ment majeur, nous avons établi deux codes propres à l’IRI. 
Dans les enregistrements, il était assez fréquent d’entendre 
les intervieweurs transformer un énoncé en une question. 
Par exemple, dans le module sur la santé, l’énoncé : « Nos 
enregistrements indiquent que la dernière fois, vous avez 
déclaré l’affection X » devenait une question parce que les 
intervieweurs ajoutaient souvent « Est-ce correct ? » Ou, 
dans certains cas, les intervieweurs utilisaient une intonation 
et une pause qui transformaient l’énoncé en une question  − 
par exemple « Nos dossiers indiquent que la dernière fois 
vous avez déclaré l’affection X ? » suivi par une pause, en 
attente d’une réponse du répondant. Il convient de souligner 
que, comme les codeurs travaillaient directement d’après les 
enregistrements au lieu des transcriptions, ils étaient capa-
bles de porter un jugement quant à l’utilisation d’une into-
nation évoquant une question ou un énoncé. Dans d’autres 
cas, une question devenait un énoncé. Par exemple, dans le 
module sur les caractéristiques démographiques, la question 
« NOM réside-t-il/elle encore ici ? » a été modifiée en « Et 
NOM réside encore ici. » (sans intonation indiquant un 
point d’interrogation). Comme ces problèmes étaient ceux 
observés le plus fréquemment, nous avons créé des codes 
spéciaux pour eux. 

En tout, nous avons utilisé sept codeurs, provenant des 
sections des méthodes d’enquête et des opérations. Les 
chercheurs leur ont donné une formation d’une demi-
journée qui a duré quatre heures. Cette formation portait sur 
les concepts de base du codage du comportement, ainsi que 
sur les codes particuliers à l’étude et sur la façon de les 
appliquer. La majorité de la séance a été consacrée au 
codage d’exemples hypothétiques d’interactions répondant-
intervieweur, suivi d’une discussion et d’une comparaison 
des jugements individuels et de la justification de ces juge-
ments pour tenter d’uniformiser l’application des codes 
entre les codeurs. Cependant, aucune mesure formelle de 
fiabilité n’a été mise en œuvre. 

Les codes de répondant étaient relativement standard, de 
nouveau à l’exception de ceux propres à l’IRI. Un code 
« adéquate » signifiait que l’énonciation initiale du répon-
dant rentrait dans l’une des catégories de réponse. Nous 
avons adapté ce code pour saisir le fait que le répondant 
confirmait ou contestait les données reportées. Nous avons 
également utilisé des codes pour une demande de clarifi-
cation ou une relecture de la question et un code général 
« inadéquate », signifiant que la réponse du répondant ne 
rentrait dans aucune des catégories de réponse offertes.    
Les codes de résultat étaient simplement « adéquate » et 
« inadéquate ». 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2  Codes de comportement 

 
3. Résultats  

Nous présenterons d’abord les résultats pour chaque 
sujet, puis nous discuterons des thèmes pour l’ensemble des 
sujets. En ce qui concerne le code de résultat, des réponses 
adéquates ont été obtenues dans la grande majorité des cas 
(dans plus de 90 % d’entre eux) et les variations d’un item à 
l’autre étaient faibles, si bien que nous ne présenterons pas 
ces résultats.  
3.1 Items démographiques  

Dans le module des caractéristiques démographiques, si 
nous examinons d’abord le comportement de l’intervieweur, 
la mesure dans laquelle les intervieweurs respectent la 
technique standardisée variait assez fortement, allant de 
40 % à 79 %, selon l’item (voir le tableau 1A). Il convient 
de souligner que, dans ce tableau et les autres, la base varie 

A. Codes d’intervieweur 
S : Standard ; a lu la question telle que rédigée ou 

avec un changement mineur qui n’a pas modifié 
la signification. 

MC1 : Énoncé reporté lu comme une question (par 
exemple : « La dernière fois, vous nous avez dit 
que vous faisiez de l’hypertension. Est-ce 
correct ? ») 

MC2 : Question reportée lue comme un énoncé (par 
exemple : « Et votre date de naissance était le 
25 mai 1933. ») 

MC3 : Tout changement qui a modifié ou pourrait 
modifier la signification de la question. 

O : Omission 
I/O : Enregistrement inaudible ou comportement ne 

correspondant pas à l’un des codes 
susmentionnés. 

 

B. Codes de répondant 
AR : Adéquate ; a reconnu ou n’a pas contesté les 

données reportées. 
AC : Adéquate ; a contesté ou mis en doute les 

données reportées. 
CL : Demande de clarification 
RI : Réponse ou élaboration inadéquate 
NSP : Ne sait pas 
R : Refus 
I/O : Enregistrement inaudible ou comportement ne 

correspondant pas à l’un des codes 
susmentionnés. 

 

C. Codes de résultat 
AR : Adéquate ; la réponse finale correspond à l’une 

des catégories de réponse données. 
IA : Inadéquate ; la réponse finale ne correspond à 

aucune des catégories de réponse. 
NSP : Ne sait pas 
R : Refus 
I/O : Enregistrement inaudible ou comportement ne 

correspondant pas à l’un des codes 
susmentionnés. 
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d’un item à l’autre, pour deux raisons. Premièrement, 
comme nous l’avons mentionné à la section 2.2, les items 
RÉSIDE et DDN ont été administrés à l’échantillon de la 
vague précédente d’ELSA ainsi qu’à l’échantillon de remise 
à niveau (base de 104 interviews codées), tandis que pour 
les autres items, seul l’échantillon de la vague précédente 
d’ELSA a été utilisé (une base de 87 interviews codées). 
Deuxièmement, l’analyse a été effectuée au niveau de la 
question (plutôt qu’au niveau de la personne), de sorte que 
certains items ont été administrés plusieurs fois à une per-
sonne particulière. Par exemple, RÉSIDE a été administré 
pour chaque personne supplémentaire vivant dans le 
ménage, ENFANT a été administré uniquement si un enfant 
vivait dans le ménage, et il a été répété pour chaque enfant 
supplémentaire dans le ménage. En outre, les items sur la 
santé ont été répétés pour chaque maladie dans une caté-
gorie donnée. Par exemple, si un répondant avait déclaré six 
types différents de maladie cardiovasculaire lors de la vague 
précédente, les questions sur la santé ont été répétées six fois 
pour cette personne, une fois pour chaque maladie dans la 
catégorie générale des maladies cardiovasculaires. 

Comme nous l’avions prédit après notre écoute anté-
rieure (non systématique) des enregistrements, dans la plu-
part des cas, quand les intervieweurs se sont écartés du 
texte, ils ont transformé une question en énoncé (par 
exemple : « Est-ce que la date de naissance de NOM est le 
1er janvier ? » devenait « Et la date de naissance de NOM est 
le 1er janvier. ») Ce comportement s’est produit dans 33 % 
à 37 % des cas pour les deux premiers items (RÉSIDE et 
DDN), et seulement dans 8 % des cas pour le dernier item 
(ENFANT), ce qui n’est peut-être pas si étonnant étant 

donné la nature des items. Les réponses aux deux premiers 
d’entre eux peuvent sembler évidentes  −  particulièrement à 
la troisième vague  −  et les intervieweurs ont peut-être 
hésité à poser une question dont la réponse était évidente. 
En effet, l’item RÉSIDE a été tout bonnement omis 18 % du 
temps, peut-être parce que l’intervieweur s’adressait à la 
personne à laquelle il était fait référence dans la question. 
Par contre, le troisième item visait à recueillir des ren-
seignements au sujet d’une autre personne dans le ménage 
(un enfant), l’information était assez précise (nom et date de 
naissance) et la question réelle (« Ces détails sont-ils 
corrects ? ») ne paraissait peut-être pas avoir une réponse 
évidente. Autrement dit, elle pourrait paraître plus « légi-
time » que demander à une personne, dans un endroit qui 
semble être son domicile, « Vivez-vous encore ici ? » Cela 
pourrait expliquer pourquoi le dernier item a été lu tel que 
rédigé si fréquemment  −  dans 79 % des cas. 

Pour ce qui est du comportement des répondants, dans 
l’ensemble, ces derniers ont fourni directement une réponse 
codable dans plus de 80 % des cas (voir le tableau 1B). 
(Notons que, dans certains cas, la base pour le comporte-
ment des répondants pour n’importe quel item est plus petite 
que celle pour le comportement de l’intervieweur pour le 
même item. Cette situation est due à une combinaison 
d’intervieweurs omettant l’item (auquel cas il n’y avait pas 
de comportement du répondant à coder) et de données 
manquantes. Les répondants ont rarement contesté les 
données reportées (proportion allant jusqu’à 5 % des cas 
seulement), et la plupart des contestations étaient dues à des 
erreurs de saisie-clavier dans la date de naissance ou le nom 
enregistré antérieurement.  

 
 

 
 
 
Tableau 1A 
Comportement de l’intervieweur pour les items démographiques 
 

Code de comportement de l’intervieweur (en %) Item 
 

Base 
(n) Question 

lue telle que 
rédigée 

Question 
lue comme un 

énoncé 

Autre 
changement 
majeur 

Omise Autre 

RÉSIDE : NOM réside-t-il/elle encore 
ici ? 

120 40 33 4 18 5 

DDN : Puis je simplement vérifier, est 
ce que la date de naissance de NOM est 
[DDN] ? 

107 57 37 1 1 4 

ENFANT : Nos dossiers indiquent 
qu’au moment de la dernière interview, 
vous aviez un enfant nommé NOM, 
dont la date de naissance est [DDN]. 
Ces détails sont-ils corrects ? 

84 79 8 11 0 2 
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3.2 Items sur la santé  
Comme nous l’avons mentionné plus haut, les questions 

sur la santé ont été posées en deux parties. D’abord, on a lu 
un énoncé au sujet de l’affection déclarée au cours de la 
vague précédente, puis on a posé une question pour détermi-
ner si elle existait encore. Le niveau global de « lecture 
exacte » de ces items était moyen  −  variant de 41 % à 
76 %, mais se situait généralement à la limite inférieure des 
60 % (voir le tableau 2A). Quand les intervieweurs s’é-
cartaient du texte, ils avaient tendance à transformer l’énon-
cé en une question (20 % à 38 % du temps) en ajoutant 
quelque chose du genre « Cela est-il correct ? » à la fin de 
l’énoncé. Les intervieweurs omettaient alors souvent tout 
bonnement de poser la question réelle « Avez-vous encore 
cette affection ? »  −  dans 13 % à 18 % des cas. Les consé-
quences sont importantes ici, parce que cela signifie que le 
répondant reçoit une question fondamentalement différente, 
plus précisément « Est-il correct que vous avez déclaré cette 
affection la dernière fois ? » au lieu de « Avez-vous encore 
cette affection maintenant ? » 

Un autre problème s’est manifesté quand la question 
réelle « Avez-vous encore [l’affection X] ? » était lue, les 
intervieweurs lisant souvent un énoncé plutôt qu’une 
question  −  « Et vous l’avez encore. »  −  dans 3 % à 16 % 
des cas. Cette situation a également des conséquences im-
portantes en ce qui concerne la qualité des données, parce 
qu’il n’est pas donné au répondant l’occasion de réfléchir 
s’il a vraiment encore l’affection ; il lui est simplement dit 
qu’il l’a encore. 

En ce qui concerne le comportement des répondants 
(tableau 2B), le niveau de comportement adéquat était assez 
élevé  −  plus de 90 % pour les maladies cardiovasculaires et 
chroniques, et 72 % pour les maladies des yeux (cependant, 
ici, la base n’était que de 21 cas). Les répondants ont con-
testé les données de la vague précédente pour diverses 
raisons. Certains ont dit qu’ils avaient souffert de la maladie, 
mais qu’ils ne l’avaient plus, et c’est essentiellement la 
façon dont le questionnaire était censé fonctionner. Toute-
fois, dans d’autres cas, les données reportées étaient pro-
blématiques ; les répondants ont nié avoir déclaré la maladie 
à la vague précédente ou ils n’étaient pas d’accord avec la 
description de la maladie. Par exemple, dans un cas, une 
maladie avait été enregistrée comme un cancer à la vague 
précédente et quand on lui a posé des questions à ce sujet 
lors de la vague suivante, le répondant a déclaré qu’il ne 
s’agissait pas d’un cancer. Il n’était pas certain du diag-
nostic, mais a déclaré que ce n’était pas un cancer. Dans un 
autre cas, un répondant avait déclaré avoir un trouble de 
mémoire à la vague précédente, mais cet état particulier était 
regroupé avec d’autres maladies connexes dans le question-
naire (« démence, sénilité ou trouble de mémoire »). Quand 
la question d’IRI est apparue à l’écran, l’intervieweur           
a lu seulement « démence » et le répondant a réfuté 

l’information. Ce n’est que quand l’intervieweur est 
retourné en arrière et qu’il a lu la question en entier, en 
énumérant les trois états, que le répondant a confirmé qu’il 
avait un trouble de mémoire. Enfin, dans un cas, la présence 
d’autres membres de la famille semblait poser un problème. 
Par exemple, quand il a été indiqué à un répondant qu’il 
avait déclaré une certaine maladie chronique à la vague 
précédente, il a répondu « Vraiment ? » et sa femme a 
répondu « oui ».  
3.3 Item sur le véhicule  

L’item sur le véhicule était semblable aux items sur la 
santé, en ce sens qu’il comportait d’abord un énoncé au 
sujet de ce qui avait été enregistré à la vague précédente, 
puis une question pour savoir si la situation était encore la 
même. Toutefois, une différence importante était qu’au lieu 
de présenter l’énoncé et la question sous forme de deux 
items distincts sur deux écrans différents, ils étaient regrou-
pés en un seul item. De tous les items du questionnaire, 
celui sur le véhicule est celui pour lequel le niveau de 
lecture de la question par l’intervieweur telle qu’elle était 
rédigée a été le plus élevé, soit 82 % (voir le tableau 3A). 
Les problèmes relevés dans le module sur la santé  −  les 
intervieweurs transformant l’énoncé en une question, ou la 
question en un énoncé, ou omettant la question  −  ne se sont 
pas manifestés très souvent ici, peut-être parce que le style 
d’IRI était différent. Plus précisément, les intervieweurs 
n’avaient pas à lire un énoncé au sujet de la réponse anté-
rieure, mais pouvaient passer directement à la question : 
« Possédez-vous encore ce véhicule ? » En n’affichant pas 
l’énoncé sur les données de la vague antérieure comme un 
item distinct, les intervieweurs ont peut-être été moins tentés 
de transformer celui-ci en une question en demandant, par 
exemple, « Est-il correct que vous avez déclaré ce véhicule 
la dernière fois ? » Par conséquent, la question prévue  − 
celle de savoir si la personne possédait encore le véhicule  − 
a été posée, plutôt qu’une question non prévue (« Avez-vous 
déclaré que vous possédiez ce véhicule la dernière fois ? »). 
Cependant, parmi les comportements non standard, il y a 
encore eu plusieurs cas (8 % du temps) où les intervieweurs 
ont transformé la question en un énoncé : « Et vous pos-
sédez encore le véhicule xx. » Cela pourrait tenir au fait que 
l’intervieweur avait vu le véhicule en question en appro-
chant du domicile du répondant. 

Le comportement des répondants était semblable ici à 
celui observé pour le module sur la santé. Ils ont fourni 
directement une réponse codable dans 80 % des cas (voir le 
tableau 3B). Ils ont rarement contesté les données reportées 
(6 % des cas) et les raisons étaient variées. L’un était dû à 
des erreurs de saisie-clavier de l’information reportée sur 
l’immatriculation et deux étaient basés sur un changement 
réel (dans un cas, le répondant possédait une automobile 
différente et dans l’autre, il avait cessé de conduire). 
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Tableau 1B 
Comportement des répondants pour les items démographiques 
 

Code de comportement du répondant (en %) Item 
 

Base 
(n) Adéquate ; a 

confirmé les 
données 
reportées 

Adéquate ; a 
contesté les 
données 
reportées 

Clarification Inadéquate Autre 

RÉSIDE : NOM réside-t-il/elle encore ici ? 91 81 1 1 4 12 

DDN : Puis je simplement vérifier, est ce que 
la date de naissance de NOM est [insérer la 
date de naissance (DDN)] ? 

102 91 0 0 0 9 

ENFANT : Nos dossiers indiquent qu’au 
moment de la dernière interview, vous aviez 
un enfant nommé NOM, dont la date de 
naissance est [DDN]. Ces détails sont ils 
corrects ? 

84 89 5 1 1 4 

 
 
 
 
 
 
Tableau 2A 
Comportement des intervieweurs pour les items sur la santé 
 

Code de comportement de l’intervieweur (en %) Item 
 

Base 
(n) Question 

lue telle 
que 

rédigée 

Question 
lue comme 
un énoncé 

Énoncé 
lu comme 

une 
question 

Autre 
changement 
majeur 

Omise Autre 

PRÉCÉDENTE-YEUX : Nos dossiers 
indiquent qu’à l’occasion de la dernière 
interview en janvier 2004, vous avez dit 
que vous aviez (ou qu’un médecin vous 
avait dit que vous aviez) une [maladie]. 

21 62 na 38 0 0 0 

ENCORE-YEUX : Avez-vous encore 
[maladie] ? 

19 63 16 na 5 16 0 

PRÉCÉDENTE-MCV : Nos dossiers 
indiquent qu’à l’occasion de la dernière 
interview en janvier 2004, vous avez dit 
que vous aviez (ou qu’un médecin vous 
avait dit que vous aviez) une [maladie]. 

100 63 na 20 17 0 0 

ENCORE-MCV : Avez-vous encore 
[maladie] ? 

79 76 3 na 8 13 1 

PRÉCÉDENTE-CHRON : Nos dossiers 
indiquent qu’à l’occasion de la dernière 
interview en janvier 2004, vous avez dit 
que vous aviez (ou qu’un médecin vous 
avait dit que vous aviez) une [maladie]. 

59 41 na 34 17 5 3 

ENCORE-CHRON : Avez-vous encore 
[maladie] ? 

51 61 14 na 2 18 6 
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Tableau 2B 
Comportement des répondants pour les items sur la santé 
 

Item 

 

Code de comportement du répondant (en %) 

 

Base 

(n) 

Adéquate ; a 
confirmé les 
données 
reportées 

Adéquate ; a 
contesté les 
données 
reportées 

Adéquate* Inadéquate Clarification Autre 

PRÉCÉDENTE-YEUX : Nos dossiers 
indiquent qu’à l’occasion de la dernière 
interview en janvier 2004, vous avez dit 
que vous aviez (ou qu’un médecin vous 
avait dit que vous aviez) une [maladie]. 

21 62 10 [72] 10 5 15 

ENCORE-YEUX : Avez-vous encore 
[maladie] ? 

16 na na 94 0 0 6 

PRÉCÉDENTE-MCV : Nos dossiers 
indiquent qu’à l’occasion de la dernière 
interview en janvier 2004, vous avez dit 
que vous aviez (ou qu’un médecin vous 
avait dit que vous aviez) une [maladie]. 

100 87 5 [93] 4 0 4 

ENCORE-MCV : Avez-vous encore 
[maladie] ? 

67 na na 69 24 0 8 

PRÉCÉDENTE-CHRON : Nos dossiers 
indiquent qu’à l’occasion de la dernière 
interview en janvier 2004, vous avez dit 
que vous aviez (ou qu’un médecin vous 
avait dit que vous aviez) une [maladie]. 

53 85 4 [89] 2 0 9 

ENCORE-CHRON : Avez-vous encore 
[maladie] ? 

35 na na 89 6 0 6 

* Pour les items « PRÉCÉDENTE-XX », cette colonne donne la somme de « Adéquate ; a confirmé les données reportées » et 
« Adéquate ; a contesté les données reportées » 

 
Tableau 3A 
Interviewer behavior for vehicle item 
 

Code de comportement de l’intervieweur (en %) Item 
 

Base 
(n) Question 

lue telle que 
rédigée 

Question 
lue comme un 

énoncé 

Autre 
changement 
majeur 

Omise Autre 

VÉHICULE : La dernière fois que nous vous avons 
vu(e), vous nous avez dit que vous étiez le principal 
utilisateur d’un(e) [MARQUE DU VÉHICULE], avec 
une immatriculation [LETTRE]. Possédez-vous encore 
ce véhicule ? 

51 82 8 2 4 4 

 
Tableau 3B 
Comportement des répondants pour l’item sur le véhicule 
 

Code de comportement du répondant (en %) Item 
 

Base 
(n) Adéquate ; a 

confirmé les 
données 
reportées 

Adéquate ; a 
contesté les 
données 
reportées 

Clarification Inadéquate Autre 

VÉHICULE : La dernière fois que nous vous avons 
vu(e), vous nous avez dit que vous étiez le principal 
utilisateur d’un(e) [MARQUE DU VÉHICULE], avec 
une immatriculation [LETTRE]. Possédez-vous encore 
ce véhicule ? 

49 74 6 10 4 6 
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3.4 Interaction entre l’intervieweur et le répondant  
En plus de l’analyse par item, nous avons examiné la 

relation entre le comportement de l’intervieweur et celui du 
répondant pour l’ensemble des items. Que l’intervieweur 
lise la question telle que rédigée, qu’il lise les questions 
comme des énoncés ou qu’il lise les énoncés comme des 
questions, nous avons constaté que le répondant fournissait 
une réponse adéquate (et affirmative) dans 87,5 % des cas. 
Pour d’autres comportements, la taille de la cellule était trop 
faible pour effectuer une analyse significative. 

 
4. Sommaire et recommandations  

La mesure dans laquelle les intervieweurs respectaient 
les textes normalisés variait assez bien  −  les questions 
étaient lues telles que rédigées dans 40 % à 82 % des cas, 
selon l’item. Quand les intervieweurs s’écartaient du texte, 
la façon dont ils le modifiaient variait selon le sujet et le 
style d’IRI, lequel, malheureusement, était confondu, parce 
que chaque item possédait un style unique. Dans le cas des 
items démographiques et sur le véhicule, dans la plupart des 
cas, les intervieweurs transformaient la question en un 
énoncé (« NOM réside-t-il/elle encore ici ? » devenait « Et 
NOM réside encore ici. »). Dans le module sur la santé, les 
intervieweurs lisaient les énoncés sur ce qui avait été déclaré 
la dernière fois comme des questions. Au lieu de lire 
simplement l’énoncé « La dernière fois, vous avez déclaré la 
maladie X », ils ajoutaient « Est-ce correct ? » (qui est une 
question ambiguë) et omettaient souvent la question « Avez-
vous encore la maladie X ? » Par conséquent, la question 
voulue  −  c’est-à-dire déterminer si la maladie existait 
encore  −  était obscurcie ou omise. 

Dans la plupart des cas, les répondants fournissaient des 
réponses codables au moment du premier échange  −  dans 
72 % à 94 % des cas. Les répondants contestaient assez peu 
souvent les données reportées (dans 0 % à 10 % des cas), 
mais quand ils le faisaient, les raisons étaient variées. 
Certains confirmaient la déclaration de la vague précédente, 
mais disaient qu’ils ne souffraient plus de la maladie. 
Certains niaient avoir fait la déclaration au moment de la 
vague précédente, et certains n’étaient pas d’accord avec les 
détails des données reportées. Il convient de souligner que 
ce premier scénario est celui que l’instrument était destiné à 
susciter, si bien que dire que le répondant a « contesté » la 
déclaration antérieure est en fait une erreur d’appellation. 
Ici, les répondants ne contestent pas ce qu’ils ont dit 
antérieurement, mais confirment plutôt leur déclaration 
antérieure, puis font part d’un changement. Cependant, au 
moment où nous avons établi le cadre de codage, nous 
n’avions entendu les répondants contester les données 
antérieures que dans très peu de cas ; la majorité d’entre eux 

étaient simplement d’accord avec les données reportées. Par 
conséquent, nous ne nous sommes pas rendu compte qu’il 
aurait été utile de créer des codes distincts pour le fait d’être 
d’accord avec les données reportées et pour la déclaration de 
changements réels par opposition à la contestation effective 
de la déclaration antérieure. Cependant, même dans 
l’ensemble de données complet, la fréquence à laquelle les 
répondants n’étaient pas tout simplement d’accord avec les 
données de la vague antérieure était trop faible pour une 
riche analyse et un plus grand ensemble de données sera 
nécessaire pour aborder cette question. 

Pour ce qui est des recommandations, les résultats sus-
mentionnés suggèrent fortement que les concepteurs de 
questionnaires devraient éviter de formuler des énoncés des 
données de la vague précédente sans question réelle, parce 
que les intervieweurs sont trop tentés de transformer ces 
énoncés en question, ce qui obscurcit la question de savoir si 
la situation de la vague antérieure existe encore. S’il est 
important de confirmer ou de vérifier l’information fournie 
à l’occasion d’une vague antérieure, il faut le faire de 
manière explicite en ajoutant une question discrète à 
l’énoncé, tel que : « La dernière fois, j’ai enregistré que vous 
aviez la maladie X. Est-ce correct ? » Des questions subsé-
quentes pourraient alors être posées pour déterminer si la 
maladie existe encore. Séparer les deux concepts de cette 
façon communiquerait au répondant qu’il s’agit de deux 
questions distinctes, l’une destinée à savoir si la déclaration 
antérieure a été enregistrée correctement et l’autre, si la 
maladie existe encore. Si les chercheurs n’ont pas de raison 
logique de vouloir confirmer l’exactitude des données 
enregistrées précédemment, une approche plus efficace 
consisterait à demander : « La dernière fois, j’ai inscrit que 
vous aviez la maladie X. Avez-vous encore la maladie X ? » 

Nos résultats au sujet du module sur la santé donnent à 
penser que, pour certains sujets, il est important de donner 
les données de la vague précédente en retour autant que 
possible dans les propres mots du répondant. Quand la des-
cription que ce dernier avait faite de sa maladie était 
obscurcie parce que le questionnaire ou l’intervieweur re-
groupait cette maladie avec d’autres affections, le répondant 
ne reconnaissait plus la maladie qu’il avait déclarée ori-
ginalement. 

Enfin, nos résultats suggèrent une recommandation plus 
générale, à savoir que le style d’IRI devrait être adapté 
soigneusement en fonction de l’item en question. Par 
exemple, pour des sujets pour lesquels la réponse est peu 
susceptible de changer d’une vague à l’autre (comme la date 
de naissance), il faut éviter de reposer les questions, parce 
que les intervieweurs les lisent souvent comme des énoncés 
ou les omettent tout bonnement. Pour ces sujets, il serait 
peut-être plus efficace de vérifier explicitement l’exactitude 
de la déclaration antérieure (comme il est proposé plus haut) 
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ou d’éviter de reporter l’information. Une approche hybride 
pour une étude comportant plusieurs vagues consisterait à 
vérifier l’exactitude des données enregistrées antérieurement 
à la deuxième vague, puis d’accepter les données comme 
étant correctes et d’éviter tout simplement de les reconfir-
mer au moment de vagues ultérieures. 
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Imputation pour les non-réponses non monotones dépendant de la 
dernière valeur dans les enquêtes longitudinales 

Jing Xu, Jun Shao, Mari Palta et Lin Wang 1 

Résumé 
Dans les enquêtes longitudinales, la non-réponse survient souvent selon un schéma non monotone. Nous considérons 
l’estimation des moyennes dépendantes du temps sous l’hypothèse que le mécanisme de non-réponse dépend de la dernière 
valeur. Puisque cette dernière valeur peut elle-même manquer quand la non-réponse est non monotone, le mécanisme de 
non-réponse examiné est non ignorable. Nous proposons une méthode d’imputation qui consiste à établir d’abord certains 
modèles d’imputation par la régression en fonction du mécanisme de non-réponse, puis à appliquer l’imputation par la 
régression non paramétrique. Nous supposons que les données longitudinales suivent une chaîne de Markov admettant des 
moments finis de deuxième ordre. Aucune autre contrainte n’est imposée à la distribution conjointe des données 
longitudinales et à leurs indicateurs de non-réponse. La variance est estimée par une méthode du bootstrap. Nous présentons 
certains résultats de simulation et un exemple concernant  une enquête sur l’emploi. 

                                                           
1. Jing Xu, Jun Shao et Lin Wang, Department of Statistics, University of Wisconsin, Madison, WI 53706 ; Mari Palta, Department of Population Health 

Sciences et Department of Biostatistics and Medical Informatives, University of Wisconsin, Madison, WI 53706. 

  
Mots clés : Bootstrap ; données manquantes non monotones ; dépendante de la dernière valeur ; non-réponse non 

ignorable ; régression non paramétrique. 
 
 

 

1. Introduction   
Une enquête est dite longitudinale si les données sont 

recueillies auprès de chaque unité échantillonnée à plusieurs 
points dans le temps. Par exemple, dans l’enquête Current 
Employment Survey (CES), habituellement appelée enquête 
sur la paye, menée par le Bureau of Labor Statistics des 
États-Unis, les données sont recueillies mensuellement 
auprès des établissements, par la poste, par téléphone, par 
télécopieur et par entrée de données électroniques (Butani, 
Harter et Wolter 1997). L’enquête Survey of Income and 
Program Participation (SIPP) et de nombreuses enquêtes 
économiques réalisées par le Census Bureau des États-Unis 
sont d’autres exemples. Des cas de non-réponse surviennent 
dans les études longitudinales. Nous supposons que chaque 
unité échantillonnée répond au moment de l’enquête de base 
(premier point dans le temps). La non-réponse est monotone 
si une unité non répondante à un certain point dans le temps 
ne recommence pas à participer à l’enquête par après. 
Cependant, la non-réponse non monotone est fréquente dans 
des enquêtes telles que la CES et la SIPP et comporte une 
plus grande gamme de profils de non-réponse. 

Soit 1, , Ty y…  les valeurs d’une variable fournies par 
une unité échantillonnée, où T est le nombre total de points 
dans le temps, et 1, , Tδ δ…  les indicateurs de réponse 
( 1tδ =  si ty  est une réponse et 0tδ =  si ty  est une non-
réponse). La non-réponse est entièrement aléatoire si les 
indicateurs 1( , , )Tδ δ…  sont statistiquement indépendants 
de 1( , , ),Ty y…  ce qui est rare dans les enquêtes. Une 
hypothèse plus raisonnable est que la non-réponse au 
temps t dépend des valeurs antérieures observées ou non 

observées 1 1, , .ty y −…  Dans le présent article, nous nous 
concentrons sur l’hypothèse plus forte que le mécanisme de 
non-réponse dépend de la dernière valeur, c’est-à-dire que la 
non-réponse ty  dépend de la dernière valeur 1ty −  (observée 
ou non observée). L’hypothèse que le mécanisme de non-
réponse dépend de la dernière valeur est formulée dans de 
nombreuses enquêtes économiques (par exemple la CES ; 
voir Butani, Harter et Wolter 1997). Si la non-réponse est 
également monotone, ty  est une non-réponse avec certitude 
ou 1ty −  est observée. Il s’agit d’un cas particulier de ce que 
l’on nomme données manquantes ignorables (Little et 
Rubin 1987). Toutefois, si la non-réponse est non 
monotone, la non-réponse dépendante de la dernière valeur 
est non ignorable, car le fait que ty  soit une réponse dépend 
du fait que 1ty −  pourrait être une non-réponse. 

Les méthodes existantes de traitement de la non-réponse 
non monotone se résument brièvement comme il suit. Sous 
modélisation paramétrique, des méthodes telles que le 
maximum de vraisemblance, l’imputation multiple ou 
l’analyse bayésienne peuvent être appliquées (par exemple 
Troxel, Harrington et Lipsitz 1998 ; Troxel, Lipsitz et 
Harrington 1998 ; Schafer 1997) s’il est possible de trouver 
un modèle paramétrique approprié pour la distribution 
conjointe de 1( , , )Ty y…  et 1( , , )Tδ δ… . La validité de ces 
méthodes dépend toutefois de la spécification correcte des 
modèles paramétriques. Une méthode d’imputation simple 
par la régression linéaire (voir, par exemple, Butani et coll. 
1997) consiste à imputer à une non-réponse ty  la valeur 
prédite par un modèle ajusté de régression linéaire de ty  en 
fonction de 1,ty −  où le modèle de régression est ajusté en 
utilisant des données provenant d’unités échantillonnées 
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pour lesquelles ty  ainsi que 1ty −  sont observées et la 
prédiction est faite en utilisant pour prédicteur soit la valeur 
observée 1ty −  soit la valeur imputée antérieurement d’une 
non-réponse 1.ty −  Néanmoins, sous le mécanisme de non-
réponse non monotone (1), nous pouvons montrer que 
l’imputation par la régression linéaire simple produit un 
biais même si le modèle de régression linéaire de ty  en 
fonction de 1ty −  est correct. Le biais est causé principale-
ment par la façon erronée d’utiliser les valeurs imputées 

1ty −  pour imputer les valeurs manquantes .ty  Une méthode 
de censure permet de créer un ensemble de données où la 
non-réponse est monotone en écartant toutes les réponses 
d’une unité échantillonnée après la première valeur de y 
manquante. Des méthodes appropriées pour la non-réponse 
monotone (Paik 1997 ; Robins, Rotnitzky et Zhao 1995 ; 
Troxel, Lipsitz et Brennam 1997) peuvent alors être 
appliquées à l’ensemble de données réduit. Bien que cette 
approche produise des estimateurs corrects, elle n’est pas 
efficace si T  n’est pas petit, puisque de nombreuses 
réponses sont écartées. 

L’objectif du présent article est de proposer une méthode 
d’imputation pour les enquêtes longitudinales pour les-
quelles la non-réponse est non monotone et le mécanisme de 
non-réponse dépend de la dernière valeur (1). L’imputation 
est une méthode utilisée couramment pour compenser la 
non-réponse dans les analyses de données d’enquête (Kalton 
et Kasprzyk 1986 ; Rubin 1987). Après avoir imputé toutes 
les non-réponses, les paramètres (tels que la moyenne de 
)ty  peuvent être estimés par des méthodes classiques en 

traitant les valeurs imputées comme des observations. La 
méthode d’imputation que nous proposons produit des 
estimateurs approximativement sans biais et convergents 
des moyennes de 1, , .Ty y…   

La présentation de la suite de l’article est la suivante. À la 
section 2, nous décrivons nos hypothèses. À la section 3, 
nous exposons le processus d’imputation. À la section 4, 
nous discutons de certaines propriétés des estimateurs 
résultants des moyennes de population, ainsi que de la 
méthode du bootstrap proposée pour estimer la variance. À 
la section 5, nous présentons certains résultats de simulation. 
À la section 6, nous donnons un exemple fondé sur la CES. 
Enfin, à la dernière section, nous résumons l’étude. 

 
2. Hypothèses et modèle d’imputation  

Soit P une population finie désignée par l’indice 
1, ,i N= …  et soit S un échantillon de taille n tiré de P 

conformément à un plan d’échantillonnage donné. Selon le 
plan d’échantillonnage, les poids de sondage ,iw i S∈  sont 
construits de manière que, pour tout ensemble de valeurs 
{ : },iz i P∈   

( )
1

,
N

s i i i
i S i

E w z z
∈ =

=∑ ∑   

où sE  est l’espérance par rapport à S. Pour chaque unité 

1, ( , , )i T ii P y y, ,∈ …  est un vecteur d’items d’intérêt ob-
tenus aux temps 1, , .t T= …  En présence de non-réponse, 
chaque unité possède aussi le vecteur 1( , , )i T i, ,δ δ…  
d’indicateurs de réponse. Pour simplifier, nous omettrons 
l’indice i dans notre discussion. 

Nous adoptons une approche assistée par modèle en 
supposant que les vecteurs 1 1( , , , , , )i T i i T iy y, , , ,δ δ… …  sont 
indépendants et identiquement distribués (i.i.d.) provenant 
d’une superpopulation. L’hypothèse i.i.d. peut être relâchée 
en divisant P en plusieurs sous-populations (appelées 
classes d’imputation) de sorte qu’elle soit vérifiée 
approximativement dans chaque classe d’imputation. Les 
classes d’imputation sont habituellement construites en 
utilisant une variable catégorique dont les valeurs sont 
observées pour toutes les unités échantillonnées ; par 
exemple, sous échantillonnage stratifié, les strates ou les 
unions de strates sont fréquemment utilisées comme classes 
d’imputation. Chaque classe d’imputation devrait contenir 
un grand nombre d’unités échantillonnées. Souvent, si de 
nombreuses strates sont de petite taille, les classes 
d’imputation sont crées par poststratification (Valliant 1993) 
et/ou regroupement de petites strates. 

Quand les classes d’imputation sont construites, l’impu-
tation est effectuée dans chacune d’elles. Donc, pour 
simplifier, à partir de maintenant, nous supposons qu’il 
n’existe qu’une seule classe d’imputation. 

Sous le mécanisme de non-réponse dépendant de la 
dernière valeur, 

1 1 1 1

1

( 1 )

( 1 ) 2 .
t T t t T

t t

P y y

P y t T

− +

−

δ = | , , ,δ , , δ , δ , , δ

= δ = | , = , ,

… … …

…
 
(1)
 

Nous ne formulons aucune autre hypothèse concernant 

1( 1 ).t tP y −δ = |  En l’absence de non-réponse, nous 
supposons que 1( )Ty y, ...,  est une chaîne de Markov, c’est-
à-dire que 

1 1( , , ) ( ), 2, , ,t T t tL y y y L y y t T−| = | =… …  (2) 

où ( )L ξ|ζ  désigne la loi conditionnelle de ξ  sachant .ζ  
Nous n’émettons aucune autre hypothèse concernant 

1( ),t tL y y −|  excepté que ty  possède un moment fini de 
deuxième ordre. Dans de nombreuses enquêtes écono-
miques, une hypothèse plus forte que (2) est faite, à savoir : 

1 1 , 2, , ,t t t ty y y t T− −= β + | | ε = …  (3) 

où β  est un paramètre inconnu, les tε  sont indépendants 
des ,ty  1 0ε =  et les 2, , Tε ε…  ont une moyenne nulle et 
une variance commune (par exemple les données de la 
CES ; voir Butani et coll. 1997). Sous (3), le meilleur 



Techniques d’enquête, décembre 2008 171 
 

 
Statistique Canada, No 12-001-X au catalogue 

estimateur linéaire sans biais de β  est l’estimateur par le 
ratio bien connu. 

Pour considérer les résultats asymptotiques, nous 
adoptons le cadre de travail de Krewski et Rao (1981) et de 
Bickel et Freedman (1984). Nous supposons que la 
population finie P est un membre d’une suite de populations 
finies désignée par l’indice v. On sous-entend que v→∞  
pour tous les processus limites. Quand ,v→∞  la taille de la 
population N et la taille de l’échantillon n augmentent à 
l’infini. Dans les enquêtes par sondage, on impose 
habituellement aux poids iw  les conditions de régularité 
suivantes : 

( ) 2
0 1max et Var ,i s i

i P
i S

n w b N n w b N
∈ ∈

≤ ≤∑  (4) 

où 0b  et 1b  sont des constantes positives et Vars  est la 
variance par rapport au plan d’échantillonnage. Dans (4), la 
première condition assure qu’aucun poids iw  ne soit 
anormalement grand (voir Krewski et Rao 1981), tandis que 
la deuxième condition signifie que Var ( )i Ss iw N∈∑ /  est, au 
plus, d’ordre 1.n−  Ces conditions sont satisfaites pour les 
plans d’échantillonnage aléatoires simples stratifiés. 

 
3. Processus d’imputation  

L’imputation que nous proposons est un type d’imputa-
tion par la régression. Donc, l’un des problèmes clés de 
notre méthode est de trouver les bons « prédicteurs » pour 
les non-réponses. Pour une non-réponse , 2,ty t ≥  soit r le 
point dans le temps auquel l’unité a produit la dernière 
valeur observée, c’est-à-dire que ry  est observée, mais que 

1 1r t ty y y+ −, ..., ,  sont des non-réponses. Sous les hypothèses 
(1) et (2), nous pouvons utiliser ry  comme prédicteur pour 
imputer .ty    
3.1 Cas où 1r t= −= −= −= −   

Examinons d’abord le cas où 1.r t= −  Soit 

1 1 1 1( ) ( , 0, 1)t t t t t t ty E y y, − − − −φ = | δ = δ =  

l’espérance conditionnelle (fonction de régression) pour une 
non-réponse ty  avec valeur observée 1.ty −  Si 1t t, −φ  est 
connue, nous pouvons simplement imputer ty  par 

1 1( ).t t ty, − −φ  Mais 1t t, −φ  est habituellement inconnue. Nous 
montrons en annexe que l’hypothèse (1) implique que 

1 1 1 1( ) ( , 1, 1), 2, , .t t t t t t ty E y y t T, − − − −φ = | δ = δ = = …  (5) 

Donc, 1t t, −φ  peut être estimée par régression de ty  sur 1ty −  
en utilisant les données provenant de toutes les unités 
échantillonnées pour lesquelles ty  et 1ty −  sont observées. 

L’idée d’utiliser (5) pour l’imputation est la même que 
celle appliquée dans le cas de la non-réponse monotone 
traité par Paik (1997). Cependant, contrairement au cas de la 

non-réponse monotone, 1( )t t x, −φ  peut ne pas être linéaire en 
x pour la non-réponse non monotone. Donc, nous consi-
dérons la méthode non paramétrique décrite dans Cheng 
(1994) pour la régression. L’estimateur à noyau de 1( )t t x, −φ  
est 

1

1 1
1 1

ˆ ( )

,

t t

t i t i

i t t i t i i t t i
i S i S

x

x y x y
w I y w I

h h

, −

− , − ,
, − , , , − ,

∈ ∈

=φ

− −   
κ κ   
   

∑ ∑  

où ( )xκ  est une densité de probabilité, > 0h  est une 
fenêtre et  

1
1

1 1, 1 2, , .

0 autrement,
t i t i

t t i

t T
I

, − ,
, − ,

δ = δ = =
= 


…
 

Une non-réponse ,t jy  avec réponse 1,t jy −  est imputée par 

11
ˆ ( ).t jt j t t

yy − ,, , −
= φɶ  

Cheng (1994) a proposé la fenêtre 2 /5 ,h Cn−=  où C est 
une constante. En général, C peut différer d’une application 
à l’autre et devrait être choisie en utilisant des techniques 
exposées dans la littérature sur l’estimation par le noyau 
(par exemple, Cheng 1994 et le chapitre 5 de Härdle 1990) 
et/ou des études empiriques.  
3.2 Cas où 1r t< −< −< −< −   

Quand 1,r t< −  la situation est plus compliquée. Soit 

1( ) ( 0, 1).t r r t r t r ry E y y, +φ = | , δ = = δ = δ =⋯  

Si le mécanisme de non-réponse (1) est non ignorable, la 
valeur espérée de ty  sachant ry  avec 1r t< −  n’est pas la 
même pour la valeur observée et la valeur manquante de 
,ty  ce qui exclut l’utilisation de valeurs observées de ty  

comme résultat dans l’estimation .t r,φ  Xu (2007) démontre 
explicitement que  

1 1 1 1

( )

( , 1, , , , 1)

t r r

t r t t t r r r

y

E y y a a

,

− − + +

φ

≠ | δ = δ = δ = δ =…
 
(6)
 

où 0ja =  ou 1, 1, , 1.j r t= + −…  Par contre, dans le cas 
de la non-réponse monotone, les deux membres de (6) sont 
les mêmes (Paik 1997), si bien que le deuxième membre de 
(6) peut être utilisé comme modèle d’imputation par la 
régression et les valeurs observées de ty  peuvent être 
utilisées pour estimer .t r,φ  

Nous devons trouver une espérance conditionnelle de ty  
(sachant ry  et une certaine situation de réponse) qui est 
égale à ( )t r ry,φ  et qui nous permet d’exécuter l’imputation. 
Nous montrons en annexe que 

2 1( ) ( , 0, 1),

1, , 2, 2, , .

t r r t r t r r ry E y y

r t t T

, + +φ = | δ = = δ = δ = δ =

= − =

⋯

… …
 

(7)
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Pour estimer t r,φ  en ajustant la régression conformément à 
(7), nous ne possédons pas de valeurs de ty  observées 
comme résultats dans la régression, parce que 0tδ =  pour 
les unités définies par le deuxième membre de l’équation 
(7). Si nous effectuons l’imputation séquentielle suivant 

1, 2, ,1,r t t= − − …  alors les non-réponses ty  pour les 
unités pour lesquelles 1 1r+δ =  ont déjà été imputées. Donc, 
nous pouvons utiliser ces valeurs de ty  imputées 
antérieurement comme résultats dans la régression. Bien 
que, à chaque point fixe t dans le temps, l’imputation soit 
exécutée séquentiellement suivant 1, 2, ,1,r t t= − − …  
l’imputation pour divers points dans le temps peut être 
effectuée dans n’importe quel ordre, parce que, en tout 
point t dans le temps, les valeurs imputées sont utilisées 
comme résultats au temps t uniquement. 

Puisque t r,φ  est habituellement non linéaire, nous 
utilisons la régression à noyau. Pour 2, ,t T= …  et 

2, 3, ,1,r t t= − − …  l’espérance conditionnelle ( )t r x,φ  
pour tout x  est estimée par 

,

ˆ ( )

,

t r

r i r i

i t r i i t r it i
i S i S

x

x y x y
w I w Iy

h h

,

,
, , , ,,

∈ ∈

φ

− −   
= κ κ   

   
∑ ∑ɶ

 
(8)
 

où 
t iy ,ɶ  est une valeur imputée antérieurement et 

2 11 0, 1,

1, , 2, 2, , .

0 autrement

t i r i r i r i

t r iI r t t T

, + , + , ,

, ,

δ = = δ = δ = δ =
= = − =
 ,

⋯

… …  

Une non-réponse t jy ,  avec dernière réponse r jy ,  est 
imputée par  

ˆ ( ).r jt j t r
yy ,, ,

= φɶ  

L’hypothèse de chaîne de Markov (2) assure que 
l’utilisation de valeurs imputées antérieurement 

t iy ,ɶ  comme 
résultats dans (8) produise un estimateur asymptotiquement 
valide de t r,φ  (voir le résultat (11) en annexe).  
3.3 Une illustration  

Afin d’illustrer le processus d’imputation décrit plus haut 
et la façon dont les schémas de non-réponse sont groupés en 
cellules d’imputation, nous considérons l’imputation au 
temps 4t =  (tableau 1). Dans le tableau 1, la direction 
horizontale correspond à quatre points dans le temps et la 
direction verticale correspond à divers schémas de non-
réponse, où chaque schéma est représenté par un vecteur de 
dimension 4 constitué de 0 et de 1 avec 0 indiquant une non-
réponse et 1 indiquant une réponse. Il existe, en tout, 

1 32 2 8T − = =  schémas de non-réponse. Conformément au 
processus d’imputation décrit plus haut, à l’étape 1, nous 
considérons les non-réponses au temps 4 avec les dernières 
réponses au temps 3, qui correspondent aux schémas 3 et 4. 
Conformément au modèle d’imputation (5), nous ajustons 

une régression en utilisant les données dans les schémas 7 et 
8 indiquées par + (utilisées comme prédicteurs) et par ×  
(utilisées comme résultats) dans le bloc du tableau 1 sous le 
titre Étape 1. Puis, nous obtenons les valeurs imputées 
(indiquées par ○ ) à partir de la régression ajustée en 
utilisant les données indiquées par * comme prédicteurs 
dans le bloc sous le titre Étape 1. Ensuite, nous nous 
concentrons sur le bloc du tableau 1 situé sous le titre 
Étape 2. Les non-réponses au temps 4t =  avec les réponses 
au temps 2t =  sont celles du schéma 2. Suivant le modèle 
d’imputation (7), nous ajustons une régression en utilisant 
les données du schéma 3 indiquées par + (utilisées comme 
prédicteurs) et par ⊗  (valeurs imputées antérieurement 
utilisées comme résultats). Puis, nous obtenons les valeurs 
imputées (indiquées par ○ ) à partir de la régression ajustée 
en utilisant les données indiquées par * comme prédicteurs. 
Enfin, nous nous concentrons sur le bloc du tableau 1 sous 
le titre Étape 3. Les non-réponses au temps 4t =  avec les 
dernières réponses au temps 1t =  sont celles du schéma 1. 
Conformément au modèle d’imputation (7), nous ajustons 
une régression en utilisant les données du schéma 2 indi-
quées par + (utilisées comme prédicteurs) et par ⊗  (valeurs 
imputées antérieurement utilisées comme résultats). Ensuite, 
nous obtenons les valeurs imputées (indiquées par ○ ) à 
partir de la régression ajustée en utilisant les données 
indiquées par * comme prédicteurs. 
  
Tableau 1  
Illustration du processus d’imputation au temps t = 4 
 

 Étape 1: r = 3 Étape 2: r = 2 Étape 3: r = 1 
 Temps Temps Temps 
Schéma 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 
(1,0,0,0)         *   ○  
(1,1,0,0)      *  ○  +   ⊗  
(1,1,1,0)   * ○   +  ⊗      
(1,0,1,0)   * ○          
(1,0,0,1)             
(1,1,0,1)             
(1,0,1,1)   + ×          
(1,1,1,1)   + ×           
:+   données observées utilisées comme prédicteurs dans 

l’ajustement de la régression 
:×   données observées utilisées comme réponses dans l’ajustement 

de la régression 
:⊗  données imputées utilisées comme réponses dans l’ajustement 

de la régression 
* :  données observées utilisées comme prédicteurs dans 

l’imputation 
:○  valeurs imputées 

 
4. Estimation des moyennes de population en 

       utilisant les données imputées  
Soit tY  la moyenne de population finie au temps t. La 

moyenne d’échantillon basée sur les données observées et 
imputées s’écrit 
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ˆ ,i t it
i S

w yY ,
∈

=∑ ɶ  (9) 

où 
t iy ,ɶ  est égal à la valeur observée si 1t i,δ =  et est une 

valeur imputée si 0.t i,δ =  Établissons maintenant que, en 
tant qu’estimateur de la moyenne de population au 
temps ˆ, tt Y  donné par (9) est convergent et asymptotique-
ment normal sous le cadre asymptotique décrit à la 
section 2.  
Théorème 1. Formulons les hypothèses (1), (2) et (4), et 
supposons que nous travaillons dans le cadre asymptotique 
décrit à la section 2. Supposons en outre que les conditions 
de régularité suivantes sont appliquées :  
(C1) 2( ) , 1, , .tE y t T< ∞ = …   
(C2) 0 ( 1) 1t rP I ,< = <  et 2[ ( ) ( )] ,t r r t r rE y p y, ,σ / < ∞  où 

1 1 1( ) ( 1 1),t t t t tp x P y x, − − −= δ = | = , δ =  ( )t rp x, =  

1 1( 0 1t r r r t XP y x + −δ = | = ,δ = δ = ,δ = = µ⋯ 2 0),r+δ =  
1, , 2,r t= −…  2 ( ) Var( , 1),t r t r t rx y y x I, ,σ = | = =  t rI ,  

est équivalent à t r iI , ,  avec les t i,δ  remplacés par les 
,tδ  1, , 1, 2, , .r t t T= − =… …    

(C3) ( )t r x,φ  et ( ) ( ) ( )t r t r rg x p x f x, ,=  possèdent des 
dérivées secondes bornées telles que 

2
,[{ ( ) ( )} ( )

{1 ( )}/ ( )

t r r t r r t r r

t r r t r r

E y y g y

p y g y

, ,

, ,

′′σ + φ

× − < ∞
 

 et 
2

, , ,[{ ( ) ( ) ( ) ( )}

{1 ( )}/ ( )] ,

t r r t r r t r r t r r

t r r t r r

E y g y y g y

p y g y

,

, ,

′′ ′ ′φ + φ

× − < ∞
 

où ( )rf x  est la densité de probabilité de 
, 1, , 1, 2, , .ry r t t T= − =… …   

(K) La fonction noyau κ  est une densité de probabilité 
bornée et symétrique sur la ligne réelle avec 
deuxième moment fini.  

(B) La fenêtre h satisfait 2 2(log )nh n/ → ∞  et 
4 0nh →  quand .n→∞    

Alors, pour 1, , ,t T= …   

2ˆ( ) (0 ),t t d tn Y N− µ → , σ  (10) 

où 2( ),t t tE yµ = σ  est un paramètre inconnu, et d→  indique 
la convergence en loi par rapport à la loi conjointe de 

1 2( , , , , , )i T i i T iy y, , , ,δ δ… …  et à l’échantillonnage (modèle 
et plan). 

La preuve est donnée en annexe. les conditions (K) et (B) 
sont exactement les mêmes que celles énoncées dans Cheng 
(1994) et les conditions (C1) à (C3) sont les mêmes que 
celles de Cheng (1994) appliquées aux unités définies par 
les deuxièmes membres des équations (5) à (7). 

À cause de la complexité de l’imputation, il est difficile 
d’obtenir une forme explicite de 2

tσ  dans (9). Nous 
considérons la méthode du bootstrap. Un bootstrap correct 
peut être obtenu en appliquant le processus d’imputation 
dans chacun des échantillons bootstrap, c’est-à-dire en 
imputant chaque ensemble de données bootstrap exactement 
de la même façon que l’ensemble de données originales 
(Shao et Sitter 1996). Plus précisément, nous procédons 
comme il suit.  
1. Dans chaque classe d’imputation, tirer de l’échantillon 

un échantillon bootstrap par échantillonnage aléatoire 
simple avec remise, où la taille de l’échantillon 
bootstrap est égale au nombre d’unités échantillonnées 
dans la classe d’imputation. Combiner les échantillons 
bootstrap pour former *.S  L’ensemble de données 
bootstrap contient toutes les données observées, les 
poids, et les indicateurs de réponse des unités dans *.S   

2. Appliquer la méthode d’imputation proposée à 
l’ensemble de données bootstrap. Calculer l’analogue 
bootstrap *ˆ .tY   

3. Répéter indépendamment les étapes qui précèdent B 
fois pour obtenir *1 *ˆ ˆ, , .Bt tY Y…  La variance d’échan-
tillon de *1ˆ , ,tY …  *ˆ B

tY  est notre estimateur de variance 
par le bootstrap pour ˆ .tY   

Notons que la méthode du bootstrap requiert un grand 
nombre de calculs répétés, ce qui est le prix à payer pour 
remplacer le calcul théorique des variances asymptotiques. 
Il est également possible d’utiliser d’autres méthodes du 
bootstrap valides pour les données d’enquête décrites dans 
Shao et Tu (1995, chapitre 6). 

À la section suivante, nous évaluons la performance de 
l’estimateur de variance par le bootstrap proposé à l’aide 
d’une simulation. 

 
5. Simulation  

Nous avons exécuté une étude par simulation pour 
évaluer la performance de la méthode d’imputation 
proposée en ce qui concerne l’estimation de la moyenne de 
.ty  Nous avons considéré un échantillon de taille 1 000. 

Chaque unité échantillonnée possède des données longitu-
dinales de taille 4.T =  Les valeurs des moyennes de 
population pour les quatre points dans le temps sont 1,33, 
1,94, 2,73 et 3,67, respectivement. Nous avons produit des 
données longitudinales conformément à deux modèles. 
Dans le premier, 1( , , )Ty y…  suit une loi normale multi-
variée et suit le modèle AR(1) avec coefficient de 
corrélation de 0,9 et erreur-type de 1. Dans le deuxième, 

1(log , , log )Ty y…  suit une loi normale multivariée et suit 
le modèle AR(1) avec coefficient de corrélation de 0,9 et 
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erreur-type de 1. Au temps 1,t =  toutes les données sont 
observées. Pour 2, , ,t T= …  les non-réponse sont générées 
en utilisant 

1
1

1

exp{1 1,2 }
( 0 )

1 exp{1 1,2 }
t

t t

t

y
P y

y

−
−

−

−
δ = | =

+ −
 

pour le cas des données normales et  

1
1

1

exp{2 0,7 }
( 0 )

1 exp{2 0,7 }
t

t t

t

y
P y

y

−
−

−

−
δ = | =

+ −
 

pour le cas des données log-normales. Ces modèles de non-
réponse ont été choisis de manière que les probabilités 
inconditionnelles de non-réponse soient environ les mêmes 
dans les deux cas (voir le tableau 2). 

Aux fins de comparaison, nous avons inclus cinq esti-
mateurs dans la simulation : la moyenne d’échantillon des 
données complètes, qui est utilisée comme cas idéal ; la 
moyenne d’échantillon des réponses en ne tenant pas 
compte des non-réponses, la moyenne d’échantillon basée 
sur l’imputation par la régression linéaire simple décrite à la 
section 1, la moyenne d’échantillon basée sur la censure 
(décrite à la section 1) et l’imputation par la régression 
linéaire pour des données manquantes monotones (Paik 
1997), ainsi que la moyenne d’échantillon basée sur la 
méthode d’imputation que nous proposons. Dans la 
régression non paramétrique décrite aux sections 3.1 et 3.2, 
nous avons utilisé la densité normale standard comme 
noyau ( )xκ  et choisi la fenêtre h de manière qu’elle soit 
environ 2/ 54 ,n−  c’est-à-dire celle utilisée dans la simulation 
de Cheng (1994). 

Les tableaux 3 et 4 donnent (en se fondant sur 
1 000 exécutions de la simulation) le biais relatif et la 
variance des estimateurs de la moyenne, l’estimateur de 
variance par le bootstrap (basé sur 200 répliques bootstrap), 
la probabilité de couverture de l’intervalle de confiance (IC) 
à 95 % approximatif obtenu en utilisant l’estimateur 
ponctuel 1,96 variance bootstrap,± ×  et la longueur de 
l’IC. Les résultats des tableaux 3 et 4 se résument comme il 
suit.  

1. Biais. La méthode d’imputation proposée produit 
des estimateurs dont le biais est négligeable dans 
tous les cas envisagés. La moyenne d’échantillon 
des réponses uniquement est manifestement biaisée 
à moins que 1.t =  Même si, dans certains cas ses 
valeurs sont faibles, le biais donne lieu à une 
probabilité de couverture très faible de l’IC, parce 
que la variance de la moyenne d’échantillon est 
beaucoup plus faible que le carré du biais. La 
méthode d’imputation par la régression linéaire 

simple n’est correcte que quand 2t =  et que les 
données suivent une loi normale. Dans le cas 
normal, le biais relatif à 3t =  est très petit, mais à 

4,t =  il est de 1,1 %, ce qui donne une probabilité 
de couverture de l’IC de 76,3 % seulement. La 
méthode de censure et d’imputation par la 
régression linéaire est correcte dans le cas normal 
et produit un faible biais. Par contre, dans le cas 
log-normal, l’imputation par la régression linéaire 
simple ainsi que la méthode de censure avec 
imputation par régression linéaire sont biaisées, 
parce que les fonctions de régression ne sont pas 
linéaires.  

2. Bootstrap et IC. La méthode du bootstrap comme 
estimateur de la variance de l’estimateur de la 
moyenne donne des bons résultats dans tous les 
cas, même quand l’estimateur de la moyenne 
comporte un biais. L’IC connexe a une probabilité 
de couverture qui s’approche du niveau nominal de 
95 % quand l’estimateur de la moyenne est sans 
biais.  

3. Imputation proposée contre censure. Quand nous 
utilisons la censure et l’imputation par la régression 
linéaire, l’estimateur de la moyenne est biaisé dans 
le cas log-normal et, donc, la méthode d’imputation 
proposée est clairement meilleure. Dans le cas 
normal, les deux méthodes sont correctes. Ce-
pendant, les résultats du tableau 3 illustrent l’effet 
du rejet des données observées. Quand 2,t =  la 
méthode de censure donne de meilleurs résultats 
que la méthode d’imputation proposée, parce 
qu’aucune unité n’est vraiment censurée et que la 
méthode de censure s’appuie sur la régression 
linéaire correcte, tandis que la méthode d’imputa-
tion proposée repose sur l’ajustement d’une 
régression non paramétrique. Quand 3,t =  la 
performance de la méthode de censure est environ 
la même que celle de la méthode d’imputation 
proposée, mais quand 4,t =  les résultats de la 
méthode de censure sont beaucoup moins bons que 
ceux de la méthode d’imputation proposée. 
L’examen du tableau 2 montre qu’en moyenne, 
25 % des unités échantillonnées sont censurées 
quand 3t =  et que 45 % le sont quand 4.t =  Le 
gain lié à l’utilisation de la régression linéaire 
correcte ne suffit pas à compenser l’effet du rejet 
des données observées, surtout quand 4.T =  
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Tableau 2  
Probabilités inconditionnelles de non-réponse dans l’étude par simulation 

 

   Probabilité de non-réponse 
 Schéma de non-réponse Cas normal Cas log-normal 

t = 3 Monotone (1,0,0) 0,14  0,16  
  (1,1,0) 0,12 0,26 0,09 0,25 
 Intermittente (1,0,1) 0,25 0,25 0,20 0,20 
 Complète (1,1,1) 0,49 0,49 0,55 0,55 

t = 4 Monotone (1,0,0,0) 0,04  0,06  
  (1,1,0,0) 0,02  0,02  
  (1,1,1,0) 0,04 0,10 0,02 0,10 
 Intermittente (1,0,0,1) 0,10  0,10  
  (1,0,1,0) 0,04  0,03  
  (1,0,1,1) 0,21  0,17  
  (1,1,0,1) 0,10 0,45 0,06 0,36 
 Complète (1,1,1,1) 0,45 0,45 0,54 0,54 

  
 

Tableau 3 
Résultats des simulations pour l’estimation des moyennes (cas normal) 

 

Méthode Quantité t = 1 t = 2 t = 3 T = 4 

Données complètes Biais relatif 0,0 % 0,0 % 0,0 % 0,0 % 

 Variance 310×  0,962 0,981 1,052 1,033 

 Variance par le bootstrap 1,002 1,002 1,002 1,006 

 Prob. de couverture de l’IC 95,4 % 94,9 % 94,5 % 94,5 % 

 Longueur de l’IC 0,124 0,124 0,124 0,124 

Réponses Biais relatif  16,8 % 8,3 % 3,5 % 
 Variance 310×   1,319 1,240 1,051 
 Variance par le bootstrap  1,364 1,178 1,062 
 Prob. de couverture de l’IC  0,0 % 0,0 % 2,4 % 
 Longueur de l’IC  0,145 0,134 0,128 

Biais relatif  0,0 % 0,0 % 1,1 % 
Variance 310×   1,121 1,434 1,185 
Variance par le bootstrap  1,172 1,466 1,192 
Prob. de couverture de l’IC  94,9 % 94,7 % 76,3 % 

Imputation par la régression 
linéaire simple 

Longueur de l’IC  0,134 0,150 0,135 

Biais relatif  0,0 % 0,0 % 0,0 % 
Variance 310×   1,121 1,437 1,642 
Variance par le bootstrap  1,172 1,476 1,819 
Prob. de couverture de l’IC  94,9 % 94,7 % 96,1 % 

Censure et imputation par la 
régression linéaire 

Longueur de l’IC  0,134 0,150 0,167 

Biais relatif  0,2 % 0,3 % 0,2 % 
Variance 310×   1,196 1,438 1,264 
Variance par le bootstrap  1,231 1,401 1,224 
Prob. de couverture de l’IC  95,0 % 93,7 % 94,1 % 

Imputation proposée 

Longueur de l’IC  0,137 0,146 0,137 
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Tableau 4  
Résultats des simulations pour l’estimation des moyennes (cas log-normal) 

 

Méthode Quantité t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 

Données complètes Biais relatif 0,0 % 0,0 % 0,0 % 0,0 % 
 Variance  0,069 0,172 0,383 1,074 
 Variance par le bootstrap 0,067 0,161 0,418 1,138 
 Prob. de couverture de l’IC 94,4 % 93,8 % 94,9 % 94,6 % 
 Longueur de l’IC 1,008 1,557 2,511 4,142 
Réponses Biais relatif  28,1 % 18,8 % 10,8 % 
 Variance   0,366 0,614 1,378 
 Variance par le bootstrap  0,344 0,668 1,461 
 Prob. de couverture de l’IC  0,1 % 2,1 % 31,6 % 
 Longueur de l’IC  2,267 3,171 4,690 

Biais relatif  7,0 % 12,6 % 12,5 % 
Variance   0,266 0,877 1,589 
Variance par le bootstrap  0,240 0,807 1,611 
Prob. de couverture de l’IC  71,6 % 39,3 % 23,2 % 

Imputation par la régression 
linéaire simple 

Longueur de l’IC  1,894 3,481 4,938 
Biais relatif  7,0 % 12,1 % 13,8 % 
Variance   0,266 0,874 2,735 
Variance par le bootstrap  0,240 0,836 2,617 
Prob. de couverture de l’IC  71,6 % 43,9 % 36,4 % 

Censure et imputation par la 
régression linéaire 

Longueur de l’IC  1,894 3,540 6,277 
Biais relatif  0,1 % 0,1 % 0,1 % 
Variance   0,189 0,447 1,119 
Variance par le bootstrap  0,179 0,482 1,236 
Prob. de couverture de l’IC  94,5 % 95,7 % 95,6 % 

Imputation proposée 

Longueur de l’IC  1,644 2,697 4,317 

 
6. Exemple   

Dans le cadre de la CES présentée à la section 1, les 
données sur l’emploi sont recueillies mensuellement auprès 
des établissements non agricoles. Durant tout mois après le 
mois de référence, le taux de non-réponse est de l’ordre de 
20 à 40 % et la non-réponse est non monotone. En outre, il 
est habituellement supposé que les hypothèses (1) et (2) sont 
vérifiées. En fait, l’hypothèse (3), qui est plus forte que 
l’hypothèse (2), est souvent émise (Butani, Harter et Wolter 
1997). Nous considérons un échantillon aléatoire simple 
stratifié tiré d’un ensemble de données de la CES (un sous-
ensemble d’un échantillon des années 1980). Le tableau 5 
donne la taille des strates, la taille d’échantillon selon la 
strate, ainsi que le taux de non-réponse selon la strate. 
Chaque méthode d’imputation est appliquée dans un groupe 
de strates (groupe 1 = strates 1 à 4 ; groupe 2 = strates 5 à 7 ; 
groupe 3 = strates 8 à 11 ; groupe 4 = strate 12 ; 
groupe 5 = strates 13 à 15 ; groupe 6 = strate 16). 

Afin d’estimer les nombres d’emplois du mois 1 
(référence) au mois 8, nous avons appliqué cinq méthodes 
dans l’étude par simulation de la section 5. Le noyau et la 
fenêtre utilisés pour la régression non paramétrique étaient 
les mêmes que dans la simulation (section 5). Comme les 
nombres d’emplois dans la population sont tirés une fois par 
an des dossiers administratifs de l’assurance-chômage, les 
données correspondant aux non-réponses survenues 

n’importe quel mois deviennent en fait disponibles plus tard, 
de sorte que la moyenne d’échantillon fondée sur les 
données complètes peut être calculée comme norme. Les 
moyennes d’échantillon calculées par diverses méthodes 
sont présentées au tableau 6, ainsi que les estimations 
bootstrap de leur variance (fondées sur une taille d’échan-
tillon bootstrap de 200). Dans le cas des moyennes d’échan-
tillon basées sur les réponses et trois méthodes d’imputation, 
nous avons également calculé le biais relatif estimé défini 
comme étant égal à (moyenne d’échantillon/ moyenne 
d’échantillon basée sur les données complètes) 1.−  

Le tableau 6 montre que la moyenne d’échantillon basée 
sur la méthode d’imputation proposée est fort comparable à 
celle fondée sur les données complètes, tandis que la 
moyenne d’échantillon basée sur les répondants présente 
manifestement un biais. Vu que la non-réponse est non 
ignorable, l’imputation par la régression linéaire simple 
produit un certain biais à partir du mois 4, quoique le biais 
relatif estimé soit, au plus, égal à 5,5 % en valeur absolue. 
La méthode de censure avec imputation par la régression 
linéaire est entachée d’un certain biais après le mois 4, 
probablement parce que les données ne suivent pas une loi 
normale, si bien que l’ajustement de la régression linéaire 
n’est pas correct. En outre, les variances estimées sont 
grandes comparativement à celles obtenues pour la méthode 
proposée, ce qui traduit l’effet du rejet des données 
observées. 
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Tableau 5  
Taille de la strate, taille de l’échantillon et taux de non-réponse dans l’exemple de la CES 

 

 Taille de Taille de Non-réponse en pourcentage 
Strate la strate l’échantillon t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 t = 5 t = 6 t = 7 t = 8 

1 223 102 0 32,4 39,2 34,3 27,5 30,4 28,4 33,3 
2 1 649 110 0 28,2 31,8 30,0 34,5 33,6 26,4 29,1 
3 1 900 120 0 37,5 39,2 34,2 44,2 41,7 40,0 40,8 
4 419 98 0 41,8 48,0 35,7 38,8 44,9 38,8 38,8 
5 1 947 132 0 37,1 33,3 25,8 25,0 27,3 23,5 28,8 
6 2 391 180 0 41,1 36,1 42,8 37,8 39,4 39,4 38,3 
7 5 365 256 0 35,2 34,0 33,6 36,7 35,2 40,6 39,1 
8 2 330 201 0 30,3 36,8 40,3 34,8 37,3 37,3 37,8 
9 1 164 113 0 35,4 29,2 33,6 30,1 29,2 32,7 33,6 
10 593 106 0 37,7 44,3 40,6 47,2 41,5 37,7 32,1 
11 2 222 182 0 24,2 26,4 27,5 27,5 28,0 20,3 27,5 
12 6 880 512 0 40,0 39,6 40,6 41,0 41,4 39,8 38,9 
13 2 373 160 0 36,9 40,6 36,2 33,8 39,4 30,0 36,9 
14 50 42 0 40,5 38,1 28,6 45,2 33,3 33,3 31,0 
15 4 100 241 0 36,5 38,6 34,4 34,9 42,7 33,2 32,8 
16 3 951 412 0 37,9 36,9 36,9 38,1 40,3 40,5 39,3 

 
Tableau 6  
Estimations dans l’exemple de la CES 

 

Méthode Quantité t = 1 t = 2 t = 3 T = 4 t = 5 t = 6 t = 7 t = 8 
Données complètes moyenne 38,05 38,41 38,70 38,95 39,16 38,91 38,79 38,81 
 �var.  0,805 0,814 0,828 0,830 0,990 0,832 0,822 0,852 

Réponses moyenne  54,03 54,31 54,15 55,08 55,15 54,20 54,50 
 �biais   40,7 % 40,3 % 39,0 % 40,7 % 41,7 % 39,7 % 40,4 % 
 �var.   1,647 1,488 1,506 1,990 1,708 1,413 1,491 

moyenne  38,45 38,72 39,33 38,81 41,04 40,54 39,79 
�biais   0,1 % 0,1 % 1,0 % -0,9 % 5,5 % 4,5 % 2,5 % 

Imputation par la 
régression linéaire 
simple �var.   0,821 0,834 0,866 0,963 1,979 1,465 1,008 

moyenne  38,45 38,71 39,17 38,25 40,46 40,34 40,30 
�biais   0,1 % 0,0 % 0,6 % -2,3 % 4,0 % 4,0 % 3,8 % 

Censure et 
imputation par la 
régression linéaire �var.   0,821 0,833 0,881 1,289 1,497 1,630 1,660 

Imputation proposée moyenne  38,37 38,68 38,97 39,10 39,05 38,72 38,88 
 �biais   -0,1 % -0,1 % 0,0 % -0,1 % 0,4 % -0,2 % 0,2 % 
 �var.   0,813 0,834 0,837 1,019 0,962 0,924 0,910 
�biais  : (moyenne d’échantillon/moyenne d’échantillon basée sur les données complètes) - 1 
�var.  : estimation bootstrap de la variance 

 
7. Conclusion  

Dans le cas de données longitudinales avec non-réponse 
non monotone, nous proposons une méthode d’imputation 
sous les hypothèses que les mécanismes de non-réponse 
dépendent de la dernière valeur et que les données 
longitudinales suivent une chaîne de Markov. Notre 
méthode est non paramétrique et produit des estimateurs 
convergents et suivant asymptotiquement une loi normale 
des moyennes de population. Comme les variances 
asymptotiques des estimateurs des moyennes de population 
sont très compliquées, nous proposons une simple méthode 
du bootstrap pour estimer la variance. Certains résultats de 
simulation montrent que la méthode proposée donne de 

bons résultats. À titre d’illustration, nous utilisons la CES, 
qui est l’un des exemples qui a motivé notre étude. 

En général, la non-réponse au temps t peut dépendre non 
seulement de la dernière valeur observée au temps 1,t −  
mais aussi d’autres valeurs antérieures recueillies à des 
points dans le temps antérieurs à 1.t −  De surcroît, les 
données longitudinales ne suivent pas nécessairement une 
chaîne de Markov, si bien qu’il pourrait exister une 
dépendance de long terme entre les données provenant de 
divers points dans le temps. Dans l’un ou l’autre cas, la 
méthode que nous proposons n’est pas applicable. Une 
méthode générale est en cours d’élaboration. 
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Annexe  
Preuve de (5) 

Soit ( )L ξ  la distribution de ξ  et ( )L ξ | ζ  la distribution 
conditionnelle de ξ  sachant .ζ  Alors,  
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où la troisième égalité découle de (1). De même, nous 
pouvons montrer que 
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et le résultat (5) s’ensuit.  
Preuve de (7)  
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et le résultat (7) s’ensuit.  
Preuve du théorème 1 
Posons que ( 2, , )t T= …  est fixe et que t rn , =  le nombre 
d’unités avec 1, 1, , 1.t r iI r t, , = = −…  Nous commençons 
par montrer que, pour 1,r t< −   
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où la dernière égalité découle de l’hypothèse (2). Alors 
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Donc, {( , ), 1, , }t ty t Tδ = …  est une chaîne de Markov. Par 
conséquent,  

1 2 1

1 2 1

( , 0 1)

( , , 0, 1).
t r t r r

t r r t r r r

E y y

E y y y

+ + +

+ + +

| δ = = δ = ,δ =

= | δ = = δ = δ = δ =

⋯

⋯
 

Alors, le premier membre de (11) est égal à  
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qui est le deuxième membre de (11). 
Il découle de la construction de 

t iy ,ɶ  décrite à la section 3, 
du résultat (11) et de la preuve du théorème 2.1 dans Cheng 
(1994) que 

2( ) (0, )t r t r d t rt r
n Ny, , ,, − µ → σ  
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pour une certaine 2 ,t r,σ  où 11/ n
it r t r it r t i
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Calage adaptatif pour la prédiction de totaux de population finie 

Robert G. Clark et Raymond L. Chambers 1 

Résumé 
Les poids d’échantillonnage peuvent être calés de manière à refléter les totaux connus de population d’un ensemble de 
variables auxiliaires. Le biais des prédicteurs des totaux de population finie calculés en utilisant ces poids est faible si ces 
variables sont reliées à la variable d’intérêt, mais leur variance peut être élevée si l’on utilise un trop grand nombre de 
variables auxiliaires. Dans le présent article, nous élaborons une approche de « calage adaptatif » où les variables auxiliaires 
qu’il convient d’utiliser dans la pondération sont sélectionnées en se servant de données d’échantillon. Nous montrons que, 
dans de nombreux cas, les estimateurs calés adaptativement ont une erreur quadratique moyenne plus faible et de meilleures 
propriétés de couverture que les estimateurs non adaptatifs. 

                                                           
1. Robert G. Clark et Raymond L. Chambers, Centre for Statistical and Survey Methodology, University of Wollongong, NSW 2522 Australie. 
Courriel : Robert_Clark@uow.edu.au. 
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du modèle ; méthodes séquentielles (pas à pas). 
 
 

 

1. Introduction  
Les prédicteurs de totaux de population finie sont habi-

tuellement calculés par sommation pondérée de valeurs 
d’échantillon. Très souvent, on dispose de variables auxi-
liaires dont les valeurs d’échantillon et les totaux de popula-
tion sont connus. Les poids peuvent être construits de ma-
nière à ce que les sommes pondérées des variables auxi-
liaires concordent avec les totaux connus de population, 
processus appelé calage (Deville et Särndal 1992). Les pré-
dicteurs des totaux de population finie fondés sur les poids 
calés ont généralement un biais de prédiction beaucoup plus 
faible que ceux calculés sans information auxiliaire. 
Les auteurs de la littérature existante sur la prédiction en 

population finie supposent essentiellement qu’un ensemble 
de variables auxiliaires utiles est choisi sans référence aux 
données d’échantillon. Cependant, en pratique, il existe 
parfois un grand ensemble de variables auxiliaires possibles 
qui ne devraient pas toutes être utilisées. L’augmentation du 
nombre de variables auxiliaires réduit généralement le biais 
des prédicteurs calés, mais accroît la variance, de sorte 
qu’utiliser trop de variables auxiliaires peut effectivement 
augmenter l’erreur quadratique moyenne des prédicteurs 
calés. Souvent, le choix des variables auxiliaires qu’il con-
vient d’utiliser n’est pas évident, et des données d’échan-
tillon peuvent être nécessaires pour déterminer quel ensem-
ble de ces variables est approprié pour les prédicteurs des 
totaux de variables d’intérêt particulières. Dans le présent 
article, nous élaborons des méthodes permettant de faire 
cette détermination. Notre approche peut être appelée calage 
adaptatif, parce que l’ensemble de variables est choisi 
adaptativement en partant des données d’échantillon, plutôt 
que statiquement, sans tenir compte de l’échantillon dont on 
dispose. 

Nous utilisons le cadre de prédiction pour l’estimation en 
population finie (voir, par exemple, Brewer 1963 ; Royall 
1970 ; Valliant, Dorfman et Royall 2000). Suivant cette 
approche, les valeurs de population des variables d’intérêt 
sont traitées comme des variables aléatoires. Le but est de 
prédire le total de population (qui est aussi une variable 
aléatoire) ou d’autres grandeurs de population finie en 
utilisant des données d’échantillon sur la variable d’intérêt, 
et des données de population sur certaines variables auxi-
liaires. L’échantillon peut avoir été sélectionné par échantil-
lonnage probabiliste ou par une autre méthode, et est traité 
conditionnellement à la méthode choisie dans l’inférence. 
L’une des caractéristiques principales de l’approche est 
l’utilisation d’un modèle stochastique de la variable d’inté-
rêt. L’un des aspects du cadre de prédiction est que la spé-
cification incorrecte du modèle, par exemple par omission 
de variables auxiliaires importantes, peut causer un biais 
important. 
Un autre cadre est celui de l’approche assistée par 

modèle (Särndal, Swensson et Wretman 1992). Dans cette 
approche, on utilise encore un modèle stochastique, mais 
celui-ci joue un rôle moins crucial. La nature aléatoire de 
l’échantillonnage est exploitée pour faire en sorte que les 
estimateurs soient approximativement sans biais, même si le 
modèle est incorrect. Quand le modèle est correct, les deux 
approches donnent des estimateurs approximativement sans 
biais, mais celle fondée sur un modèle produit généralement 
des estimateurs d’intérêt dont la variance est plus faible. Si 
le modèle est spécifié incorrectement, les prédicteurs fondés 
sur un modèle et les estimateurs de leur variance peuvent 
présenter un biais plus important, mais des méthodes 
fondées sur un modèle robuste ont été élaborées pour 
contourner ce problème. Par exemple, Royall et Herson 
(1973a, 1973b) discutent de la prédiction robuste, et Royall 
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et Cumberland (1978, 1981a, 1981b) élaborent des esti-
mateurs de variance robustes à l’hétéroscédasticité. Pour des 
comparaisons du cadre de prédiction et du cadre assisté par 
modèle, voir, par exemple, Smith (1976) et Hansen, Madow 
et Tepping (1983). 
Le problème de la sélection d’un ensemble de variables 

auxiliaires dans le cadre assisté par modèle a été étudié par  
Silva et Skinner (1997), ainsi que par Skinner et Silva 
(1997). Ils ont constaté que l’ajout de variables de calage 
réduit l’erreur quadratique moyenne (EQM) jusqu’à un 
certain point, après lequel l’addition d’autres variables 
accroît l’EQM. Choisir les variables de calage adaptati-
vement, en se basant sur des données d’échantillon, ont 
donné de meilleures estimations que le calage sur toutes les 
variables ou sans en utiliser aucune. L’applicabilité de ces 
travaux à la prédiction fondée sur un modèle n’est pas 
claire, parce que le rôle joué par le modèle dans les deux 
cadres est très différent. Des modèles mal spécifiés peuvent 
donner lieu à des prédicteurs fondés sur le modèle consi-
dérablement biaisés, tandis que les estimateurs assistés par 
modèle sont approximativement sans biais, même si des 
variables importantes sont omises. Par conséquent, diverses 
stratégies de sélection du modèle pourraient être appropriées 
dans les deux cadres de travail. En outre, les différences 
entre diverses variantes devraient, en principe, être plus 
prononcées dans le cadre de prédiction que dans le cadre 
assisté par modèle. 
Chambers, Skinner et Wang (1999) ont proposé une 

approche de sélection des variables de calage dans le cadre 
de prédiction qui s’appuie sur la sélection ascendante, 
descendante ou séquentielle. (Dans la suite du texte, cette 
approche sera appelée CSW.) Leur décision d’omettre (ou 
d’ajouter) une variable à chaque étape était fondée sur la 
minimisation de l’erreur quadratique estimée de la prédic-
tion (EQMP) pour le prédicteur d’intérêt. L’approche n’a 
pas été évaluée par une étude en simulation, et les esti-
mateurs de l’EQMP utilisés n’étaient pas robustes à l’hété-
roscédasticité.  
Le but du présent article est de développer l’approche de 

base de CSW afin de l’appliquer à une gamme plus étendue 
de situations, y compris les populations hétéroscédastiques 
et les échantillons à plusieurs degrés, et d’évaluer l’approche 
en utilisant des études par simulation réalistes. Nous utili-
serons des estimateurs de l’EQMP qui sont robustes à 
l’hétéroscédasticité, ainsi qu’à la corrélation dans le cas des 
sondages à plusieurs degrés. Nous évaluerons les propriétés 
des estimateurs par simulation en nous servant de deux 
populations : des données financières sur les fermes prove-
nant d’une enquête sur les fermes et des données sur la po-
pulation active provenant d’un recensement de population. 
Comme dans l’étude CSW, l’approche de base consistera 

à construire un ensemble de variables auxiliaires par 

sélection séquentielle de variables, en partant d’un ensemble 
initial de données. Cet algorithme construit un ensemble de 
variables auxiliaires grâce à une suite de décisions multiples 
de choix entre deux ensembles emboîtés de variables. Nous 
comparons plusieurs critères pour faire un choix entre les 
deux ensembles emboîtés, dont la signification statistique et 
un certain nombre d’estimateurs possibles de l’erreur qua-
dratique moyenne de prédiction (EQMP). Nous considérons 
trois estimateurs différents de l’EQMP, à savoir un estima-
teur non robuste, un estimateur robuste à l’hétéroscédasticité 
et un estimateur robuste à l’hétéroscédasticité ainsi qu’aux 
corrélations entre les unités primaires d’échantillonnage 
dans l’échantillonnage à plusieurs degrés. 
À la section 2, nous donnons la notation et les définitions. 

À la section 3, nous calculons la différence entre les EQMP 
de deux prédicteurs basés sur des modèles emboîtés et nous 
élaborons plusieurs options d’estimateur de cette différence. 
À la section 4, nous présentons les résultats des simulations 
pour une enquête sur les fermes et une enquête à plusieurs 
degrés auprès des ménages. La section 5 est consacrée à une 
discussion. Nous concluons que le calage adaptatif donne 
généralement de meilleurs résultats que le calage statique, à 
condition d’utiliser un estimateur non robuste de l’EQMP, 
ou la signification statistique, comme objectif dans la 
sélection du modèle. 

 
2. Notation et définitions  

 
Une variable d’intérêt iY  est observée pour un échan-

tillon s  de n  unités, qui est un sous-ensemble d’une popu-
lation finie U  contenant N  unités. Le but est d’estimer le 
total de population YT = i U iY∈∑  et d’autres grandeurs en  
population finie de .Y  Un vecteur de variables auxiliaires 

ix  est disponible pour 1 ,i … n= , ,  dont le total de popula-
tion .i Ux ∈∑= iT x est connu. 
Les estimateurs pondérés de YT  sont donnés par ŶT =  

,i s i iw Y∈∑  où iw  peut dépendre des variables auxiliaires, 
mais non de la variable d’intérêt. Un ensemble de poids est 
dit calé sur ix  si i s iw∈∑ = .i xx T  
Le meilleur prédicteur linéaire sans biais (BLUP for Best 

Linear Unbiased Predictor) fondé sur un modèle de ré-
gression linéaire est un exemple d’estimateur calé. Le pré-
dicteur BLUP utilisé le plus fréquemment est basé sur le 
modèle 

2 2

[ ]

var[ ]

cov[ ] 0( )

i

i i i

i j

E Y

Y v

Y Y i j

=

= σ = σ

, = ≠

T

ixββββ

 (1) 

(en supposant que iv  est connu) et est donné par 
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ˆ
Ŷ i

i s i r

T Y
∈ ∈

= +∑ ∑ T

ixββββ  (2) 

où r U s= −  est l’ensemble d’unités non incluses dans 
l’échantillon et 

{ }
11 1ˆ

i i i

i s i s

v v Y
−− −

∈ ∈

= ∑ ∑β T

i i ix x x  (3) 

est un estimateur par les moindres carrés pondérés de .β  Le 
prédicteur BLUP peut aussi s’écrire sous la forme pondérée 

Ŷ i i

i s

T w Y
∈

= ∑  

où les poids iw  sont donnés par  

{ }
11 11 T

i j i
j s

w v v
−− −

∈

= + ∑ T

xr j j iT x x x  (4) 

et .i r∈∑=xr iT x  Il est facile de vérifier que i s iw∈∑ =ix  
.xT  
Dans le cas de données hétéroscédastiques, il est habi-

tuellement difficile de modéliser iv  de manière fiable. Dans 
ce cas, on dispose d’estimateurs robustes de la variance de 
prédiction du prédicteur BLUP qui ne requièrent pas que 
l’on connaisse iv  (Royall et Cumberland 1978, 1981a, 
1981b). En ce qui concerne les échantillons à plusieurs 
degrés, l’hypothèse d’indépendance peut être violée. Le cas 
échéant, on peut encore utiliser le prédicteur BLUP basé sur 
(1) et recourir à un estimateur de variance robuste de la 
variance de prédiction basé sur les grappes finales (par 
exemple, Valliant et coll. 2000, chapitre 9). Une autre 
approche, que nous ne considérons pas ici, consisterait à 
construire un prédicteur BLUP basé sur un modèle dans 
lequel sont incluses les corrélations intra-grappe (Royall 
1976). Nous discuterons plus en détail de l’estimation 
robuste et non robuste de l’erreur quadratique moyenne de 
la prédiction du BLUP à la section 3. 
Nous devons prendre une décision quant aux éléments à 

inclure dans ix  dans le prédicteur BLUP. La sélection 
séquentielle, la sélection ascendante et la sélection 
descendante sont des algorithmes qui peuvent être utilisés 
pour décider quel sous-ensemble des variables auxiliaires 
disponibles il conviendrait d’utiliser. Les trois algorithmes 
comprennent chacun de nombreux choix entre deux 
ensembles emboîtés de variables auxiliaires. Supposons que 
nous devions choisir entre A) l’utilisation d’un prédicteur 

ÂT  basé sur ix  et B) l’utilisation d’un prédicteur B̂T  basé 
sur un sous-vecteur .1ix  Nous pouvons partitionner ix  sous 
la forme ( ) .T= ,1 2

T T

i i ix x x  Les nombres d’éléments de ,ix  

1ix  et 2ix  sont désignés par ,p 1p  et 2,p  respectivement.  
Nous partitionnons de la même manière β  sous la forme 
( ) .T= ,1 2β β βT T  Le prédicteur ÂT  est sans biais sous le 

modèle A : 

[ ] .iE Y = = +1 1 2 2β β βT T T

i i ix x x  (5) 

Le prédicteur B̂T  est sans biais sous le modèle B,  

[ ] ,iE Y = 1 1βT ix  (6) 

qui est le cas particulier du modèle A où .=2β 0  

 
3. Estimation de la différence entre les EQMP  

3.1 Comparaison des prédicteurs provenant de 
modèles hiérarchiques   

À l’instar de CSW, notre approche consiste à estimer la 
différence entre les EQMP de deux estimateurs : 

2 2ˆ ˆ[( ) ] [( ) ]A Y B YE T T E T T∆ = − − −  

où les espérances sont évaluées par rapport au modèle A, 
parce que le modèle B est un cas particulier de ce modèle. 
Habituellement, ÂT  aura un biais plus faible que ˆ ,BT  mais 
une variance plus élevée. L’un ou l’autre prédicteur peut 
avoir une EQMP plus élevée ou plus faible, selon la 
population et l’échantillon en question.  
Dans le cas de l’échantillonnage à un seul degré, il est 

habituellement raisonnable de supposer que iY  et jY  sont 
indépendantes pour tout .i j≠  À la section 3.2, nous 
dérivons ∆  et un estimateur de cette quantité dans ces 
conditions. À la section 3.3, nous décrivons le cas particulier 
instructif où les variances sont égales et où des prédicteurs 
BLUP sont utilisés ; il s’agit du cas pris en considération par 
CSW. À la section 3.4, nous généralisons ce cas particulier 
en décrivant un estimateur de ∆  robuste à l’hétéroscéda-
sticité. À la section 3.5, nous étendons encore davantage 
l’approche en calculant ∆  et un estimateur de cette quantité 
sous échantillonnage à plusieurs degrés, où il peut exister 
des corrélations entre des valeurs provenant d’une même 
grappe.  
3.2 Estimation de ∆∆∆∆  dans un échantillonnage à un 

degré avec variance connue  
En plus du modèle (5), nous supposons ici que iY  et jY  

sont indépendantes pour i j≠  et que 2 2var[ ]i i iY v= σ = σ  
où iv  est connu. Dans ces conditions, l’EQMP de tout 
prédicteur ˆ i s i iT w Y∈∑=  est donnée par  

{ }

{ }

2

2

2 2 2 2

ˆ ˆEQMP[ ] [( ) ]

var ( 1)

.( 1)

Y

i i i i i i

i s i U i s i r

i i ii
i s i U i s i r

T E T T

E w Y Y w Y Y

w w

   
   
      ∈ ∈ ∈ ∈

 
  
 ∈ ∈ ∈ ∈

= −

= − + − −

= − + σ + σ−

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑βT i ix x
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En écrivant ,i s iw∈∑= −i xd x T  nous pouvons réécrire 
l’EQMP sous la forme  

( )2 2 2ˆEQMP[ ] ( ) .1 i ii

i s i r

T w
∈ ∈

= + σ + σ−∑ ∑T T
d dββββββββ  

Soit i s Aiw∈∑= −A i xd x T  et .i s Biw∈∑= −B i xd x T  
Alors, ∆  est donné par :  

2 22 2

ˆ ˆEQMP[ ] EQMP[ ]

( ) ( )

( 1) ( 1) .

A B

Ai i Bi i

i s i s

T T

w w
∈ ∈

∆ = −

= −

+ − σ − − σ∑ ∑

ββ ββT T T T

A A B Bd d d d

 (7)

 

Pour estimer ,∆  nous considérons d’abord la façon 
d’estimer β  et la variance de ˆ.β  L’estimateur par les 
moindres carrés habituels est 1ˆ

x xyS S
−=β  où xS =  

1
i s iv

−
∈∑ T

i ix x  et 1
i sxy iS v−∈∑= .iYix  L’estimateur habituel 

de la variance de β̂  est � ˆvar[ ] =β 2 1,ˆ xS
−σ  où 2σ̂ =  

2 1( )ˆ ( ).i s i iY v n p−
∈∑ − / −β

T

ix  
Nous pouvons estimer ( )ββT  sans biais par 
�ˆ ˆ ˆ( var[ ]).T−ββ β  Par conséquent, l’expression suivante est 

un estimateur sans biais de :∆  

� �

2 22 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ( var [ ]) ( var [ ])

ˆ( 1) ( 1) .ˆAi i Bi i
i s i s

w v w v
∈ ∈

∆ = − − −

+ − − −σ σ∑ ∑

ββ β ββ βT T T T

A A B Bd d d d

 (8)
 

L’expression (7) est applicable et l’estimateur (8) en est 
un estimateur sans biais, pour tout prédicteur pondéré ÂT  et 
ˆ .BT  Nous nous intéressons au cas particulier où ÂT  et B̂T  
sont des prédicteurs BLUP. Dans ce cas, ÂT  est calé sur xT  
de sorte que ,= 0Ad  et (8) se simplifie alors en  

�

2 22 2

ˆ ˆ ˆˆ ( var [ ])

( 1) ( 1)ˆ ˆAi i Bi i
i s i s

w v w v
∈ ∈

∆ = − −

+ − − − .σ σ∑ ∑

ββ βT T

B Bd d

 (9)
 

 
3.3 Un cas particulier important  
À la présente sous-section, nous faisons les hypothèses 

énoncées à la section 3.2 et nous supposons en outre que 
1iv =  pour tout .i  Nous supposons aussi que la dimension 

de 2ix  est 1, autrement dit nous considérons s’il faut utiliser 
ou non dans la prédiction une variable auxiliaire particulière 
provenant de .ix  Les expressions (7) et (9) se simplifient 
dans ces conditions. 
Soit iu  le résidu d’une régression de 2ix  sur :1ix  

2

1

2

T

i i

i
i s i s

u x C

C x
− 

 
 
 ∈ ∈

= −

= .∑ ∑

1

1 1 1

i

T

i i i

x

x x x
 

À l’aide d’opérations algébriques linéaires simples, nous 
pouvons montrer que : 

2β i

i r

u
∈

= − ∑βT Bd  

et que 

2
2 2 1( 1) ( 1) i

Ai Bi u
i r

i s i s

uw w S
  −
  
 ∈∈ ∈

− − − = ∑∑ ∑  

où 2.i su iS u∈∑=  
Donc, (7) devient 

2 2
2 1 2

2i i
u

i r i r

u uS
   −
      
   ∈ ∈

∆ = σ − β .∑ ∑  

CSW montrent que � 2 12
2
ˆvar [ ] ( ) .ˆ

T
i rB B i ud d u S −
∈∑β = σ  Par 

conséquent, (9) devient 

2
2 1 2

2
ˆˆ ˆ(2 β )i

u
i r

u S
  −
  
 ∈

∆ = σ − .∑  

Il est proposé d’adopter ÂT  quand ˆ 0,∆ <  et d’utiliser B̂T  
autrement. Il s’ensuit que nous adoptons ÂT  quand 
2 2 1
2
ˆ ˆ2 .uS

−β > σ  Comme l’ont mentionné CSW, cela équivaut 
à adopter ÂT  quand 2 12

2
ˆ ( )ˆ uF S −= β / σ  est supérieur à 2. 

Notons que F  est la statistique utilisée habituellement pour 
tester l’hypothèse nulle selon laquelle 2β 0.=  Si n  est 
grand, le seuil pour le test F au niveau de signification de 
5 % est 3,96, tandis que nous sommes arrivés à un seuil de 2 
pour l’adoption de l’ensemble plus grand de variables. Par 
conséquent, la décision d’utiliser A au lieu de B en 
s’appuyant sur un test de signification requiert plus de 
preuve à l’encontre de B que ne le laisserait supposer une 
simple comparaison des EQMP estimées de ÂT  et ˆ .BT  
Autrement dit, utiliser ∆̂  donne lieu à de plus grands 
modèles que l’utilisation d’un test de signification.   
3.4 Estimation de ∆∆∆∆  robuste à l’hétéroscédasticité  
Les estimateurs de ∆  présentés aux sections 3.2 et 3.3 

s’appuient sur le fait que var[ ]iY  est connue au moins 
jusqu’à une constante de proportionnalité. En pratique, les 
variances sont, au mieux, connues approximativement et les 
méthodes qui ne dépendent pas de l’hypothèse que la 
variance est connue pourraient donner de meilleurs résultats. 
Nous utiliserons un estimateur de 2

iσ  qui, selon l’hypothèse 
du modèle (5), est approximativement sans biais pour 2

iσ  en 
général, et exactement sans biais si 2 2 :iσ = σ  

22 ˆˆ ( )i i

n
Y

n p
σ = .−− βT ix  

(Un estimateur de rechange serait 2 2ˆˆ ( ) ,i iYσ = − βT ix  
comme dans Royall et Cumberland 1981b.) 
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L’estimateur de β  sera encore l’estimateur par les 
moindres carrés pondérés donné par (3). La variance de β̂  
est 

1

1

1 2 1

ˆvar[ ] var[ ]

var

.

x xy

x i
i s

x i x

i s

S S

S Y

S S

−

−

∈

− −

∈

=

 =
  

 = σ 
 

∑

∑

β

i

T

i i

x

x x

 

Elle peut être estimée par 

� ( )1 12
robust ˆvar [ ] .ˆ ix x

i s

S S
− −

∈

= σ∑β T

i ix x  

Donc, nous pouvons estimer ∆  par  

�

�

robust

robust

2 2 2 2

ˆ ˆ ˆˆ ( var [ ])

ˆ ˆ ˆ( var [ ])

ˆ ˆ( 1) ( 1) .Ai i Bi i
i s i s

w w
∈ ∈

∆ = −

− −

+ − σ − − σ∑ ∑

ββ β

ββ β

T T

A A

T T

B B

d d

d d

 (10)

 

 
3.5 Estimation de ∆∆∆∆  dans l’échantillonnage à 

plusieurs degrés  
Les estimateurs de ∆  présentés aux sections 3.2, 3.3 et 

3.4 reposent tous sur l’hypothèse que les valeurs de Y  sont 
indépendantes pour différentes unités. Dans l’échantillon-
nage à plusieurs degrés, on commence par sélectionner un 
échantillon d’unités primaires d’échantillonnage (UPE), 
puis on tire un échantillon d’unités dans les UPE sélection-
nées. Par exemple, les UPE pourraient être des régions et les 
unités, des ménages ou des  personnes ; ou bien les UPE 
pourraient être des écoles et les unités, des élèves. Habituel-
lement, les unités provenant d’une même UPE ont tendance 
à être semblables, de sorte que les valeurs de iY  et  jY  
peuvent être corrélées si i  et j  appartiennent à la même 
UPE. À la présente section, nous élaborons un estimateur de 
∆  qui est approximativement sans biais, même quand il 
existe des corrélations entre les valeurs de Y  dans une 
même UPE.  
Soit Is  l’échantillon d’UPE, tiré de la population .IU  

Soit gs  l’échantillon d’unités tirées de l’UPE ,g                
où .Ig s∈  Soit I I Ir U s= −  et .g g gr U s= −  Nous 
émettons l’hypothèse du modèle (5) et supposons en outre 
que iY  et jY  ne sont pas corrélées pour 1i g∈  et 2j g∈  si 

1 2.g g≠  Les valeurs de iY  et jY  peuvent être corrélées si 
i j≠  avec  .gi j U, ∈  
Soit ˆ

i s i iT w Y∈∑=  tout prédicteur et soit =d  
.i s iw∈∑ −i xx T  Le biais de T̂  est ,βTd  comme à la section 

3.2. La variance de ˆ( )YT T−  est  

( )
( )

ˆvar[ ] var ( 1)

var ( 1)

var 1 var .

I g g I g

I g g I g

Y i i i
i s i r

i i i i
g s i s i r g r i U

i i i i
g s i s i r g r i U

T T w Y Y

w Y Y Y

w Y Y Y

 
 
  ∈ ∈

∈ ∈ ∈ ∈ ∈

 
 
 ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ 

− = − −

= − − − 
  

= − − +  
  

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑
 

Nous supposons de surcroît que la variance de 
gi r iY∈∑  et la 

covariance entre 
gi r iY∈∑  et ( )1

gi s i iw Y∈∑ −  sont négli-
geables comparativement aux autres termes. Il en est ainsi 
quant on recourt à l’échantillonnage en grappes (parce que, 
dans ce cas, g gs U=  and gr  est vide) ou que la fraction 
d’échantillonnage dans les UPE est faible. La variance 
devient 

ˆvar [ ] var ( 1) var
I g I g

Y i i i
g s i s g r i U

T T w Y Y   
   
   ∈ ∈ ∈ ∈   

− ≈ − + .∑ ∑ ∑ ∑  

En appliquant cela à ,∆  nous obtenons : 

ˆ ˆEQMP[ ] EQMP[ ]
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Pour estimer ,∆  nous avons besoin des estimateurs de la 
variance de β̂  et de ( ( 1) ).

gi s i iw Y∈∑ −  
En premier lieu, notons que  

1

1 1
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var .

I g

I g

x i

g s i s

x i x
g s i s

S Y

S Y S

− 
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− − 
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=

=

∑ ∑

∑ ∑

i

i

x

x

ββββ

 

Nous pouvons estimer cette variance en utilisant la méthode 
de la variance des grappes finales (ultimate cluster variance  
ou UCV) selon  

�
2

1 1
ucv

ˆ( )ˆvar [ ] .
g

I

i
x x

i s
g s

YS S
 

− − 
  ∈ ∈

−= ∑∑ ββ
T

i ix x  

Cet estimateur bien connu de la variance d’une somme 
pondérée de données en grappes est équivalent à celui 
donné par Valliant et coll. (2000, 9.5.5, page 312). Cet 
estimateur a été appelé « estimateur sandwich de la variance 
en utilisant les résidus au niveau de la grappe » (Valliant 
et coll. 2000) et « de la variance des grappes finales » (par 
exemple, Wolter 1985 décrit essentiellement la même idée 
dans un cadre de randomisation).  
La variance de ( ( 1) )

gi s i iw Y∈∑ −  peut aussi être estimée 
par la méthode d’estimation de la variance des grappes 
finales : 
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� ( ){ }
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Donc, nous pouvons estimer ∆  par 
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4. Étude par simulation  

4.1 Simulation d’une enquête sur les fermes  
Population et plan d’échantillonnage  
La distribution de population des variables auxiliaires, la 

taille d’échantillon et la taille de population, ainsi que l’hété-
roscédasticité et d’autres propriétés de la variable d’intérêt 
sont des éléments qui, en principe, devraient tous jouer un 
rôle dans la performance des prédicteurs BLUP adaptatifs. 
Afin d’évaluer raisonnablement les propriétés de ces estima-
teurs, il est nécessaire de procéder à une étude par simula-
tion basée sur une grande population réaliste. 
Nous avons généré une population simulée de 80 000 

unités à l’aide de données d’échantillon sur 1 652 fermes 
provenant de l’Australian Agricultural and Grazing Industry 
Survey (AAGIS) de 1988 comme point de départ. Nous 
avons choisi comme variable d’intérêt le total des cultures 
commerciales et avons considéré comme variables auxi-
liaires possibles l’EDT (estimation dérivée de la taille), le 
nombre de moutons, la superficie cultivée, le nombre de 
bovins, la région (29 régions) et l’industrie (5 industries). 
L’EDT était une combinaison linéaire des variables nombre 
de moutons, superficie cultivée et nombre de bovins. L’en-
semble de données contenait aussi un poids d’échantillon-
nage qui était approximativement égal à l’inverse de la pro-
babilité de sélection. Nous avons éliminé 27 cas aberrants 
pour lesquels la valeur de l’EDT était très grande, car, dans 
une enquête, ces cas seraient placés dans une strate entière-
ment dénombrée. Nous avons ensuite construit une popu-
lation de 80 000 unités selon un plan d’échantillonnage avec 
probabilité proportionnelle à la taille avec remise, les 
probabilités étant proportionnelles au poids d’estimation 
figurant dans le fichier de l’échantillon original.  
Ensuite, nous avons sélectionné 250 échantillons sans 

remise à partir de la population simulée. Nous avons stratifié 
les échantillons selon la région et l’EDT, en divisant l’EDT 

en quatre catégories, ce qui a donné 116 strates. Les limites 
des catégories ont été déterminées de telle façon que les 
sommes des catégories de l’EDT soient égales. Nous avons 
simulé des tailles totales d’échantillon de 250, 500, 1 000 et 
1 500. Les tailles d’échantillon de strate étaient proportion-
nelles aux tailles d’échantillon de l’AAGIS originale selon 
la région et l’EDT.   
Variables auxiliaires et méthode de sélection séquentielle  
Nous avons inclus les variables auxiliaires correspondant 

au modèle contenant une constante (ordonnée à l’origine), le 
nombre de moutons (x1), la superficie cultivée (x2), le 
nombre de bovins (x3), l’industrie, l’interaction de 
l’industrie et de x1, x2 et x3, ainsi que la région. Cela donne 
un total de 52 variables auxiliaires possibles. Certaines de 
ces variables sont colinéaires, mais sont néanmoins incluses 
dans l’ensemble de variables possibles, afin de donner pour 
le processus de sélection du modèle un choix plus étendu de 
modèles possibles. Nous avons également considéré l’en-
semble de 139 variables auxiliaires contenant cet ensemble, 
ainsi que l’interaction de la région et de x1, x2 et x3. Nous 
avons construit les modèles par sélection ascendante, en 
partant du modèle contenant uniquement la constante. Nous 
avons ajouté les variables en prenant pour critère l’étape qui 
réduisait le plus l’EQMP estimée, pour divers estimateurs 
possibles de .∆  Nous avons également essayé la sélection 
séquentielle, mais son exécution était considérablement plus 
lente pour le plus grand ensemble de variables et son 
utilisation n’a pas amélioré fortement l’efficacité des 
prédicteurs BLUP adaptatifs. 
Nous avons également calculé un prédicteur BLUP 

adaptatif basé sur le test de signification statistique, en 
prenant 0,05p <  comme seuil d’inclusion. Pour chaque 
modèle consécutif, nous avons déterminé la signification 
statistique de chacune des variables non incluses dans le 
modèle à l’aide d’un test t standard. À chaque étape, nous 
avons inclus dans le modèle la variable dont la valeur p était 
la plus faible. Quand il n’a plus été possible d’ajouter 
d’autres variables ayant un effet significatif, nous avons 
arrêté la procédure et le modèle résultant est celui qui a été 
choisi.  
Un certain nombre de modifications ont été nécessaires 

pour que l’algorithme de sélection ascendante fonctionne 
fiablement : les variables auxiliaires n’ont pas été ajoutées 
au modèle si la corrélation de paire de Pearson était égale ou 
supérieure à 0,95 (ou égale ou inférieure à -0,95) ; et les 
variables n’ont pas été ajoutées si leur ajout donnait lieu à 
des équations de calage impossibles à résoudre.  
Estimateurs utilisés  
Nous avons calculé plusieurs prédicteurs BLUP, en 

incluant toutes les variables auxiliaires, en incluant 
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uniquement la constante et l’EDT, et en incluant les 
variables auxiliaires choisies par sélection ascendante en 
utilisant l’estimateur non robuste de ∆  (décrit à la section 
3.2) ou l’estimateur robuste à l’hétéroscédasticité de ∆  
(décrit à la section 3.4), en partant de l’ensemble de 52 et de 
l’ensemble de 139 variables auxiliaires possibles. (Le grand 
ensemble de 139 variables a été évalué uniquement pour des 
tailles d’échantillon égales ou supérieures à 500.)  
L’utilisation d’estimateurs ridge (par exemple, Bardsley 

et Chambers 1984) est un autre moyen d’aborder le pro-
blème de sélection des variables, si bien que nous les avons 
inclus dans la simulation pour comparer leurs propriétés à 
celles des prédicteurs BLUP adaptatifs. Les estimateurs que 
nous avons pris en considération jusqu’à présent incluent ou 
excluent chaque variable. Si une variable est incluse, les 
poids doivent être calés exactement sur cette variable, en ce 
sens que .i s iw∈∑ =i xx T  La régression ridge introduit une 
pénalité pour l’absence de calage, mais ne requiert pas 
nécessairement que les poids donnent un calage parfait pour 
toutes les variables. Dans cette régression, le vecteur de 
poids d’échantillon w  est choisi de manière à minimiser 

2
2 1 1

1

( 1)
p

i ij xj
i i j

i s
i s j

w x Tw v c
 − −
  
 ∈∈ =

−− + .∑∑ ∑  

Les jc  sont des coefficients de coût non négatifs indiquant 
avec quelle priorité il faut satisfaire la contrainte de calage 
.j  Une valeur de 0 indique que la contrainte doit être 
satisfaite précisément, tandis que les coefficients de coût 
plus élevé accordent moins de poids à la contrainte. Donc, 
l’estimateur ridge permet une réduction lisse de la dimen-
sion effective du modèle, en procédant effectivement à une 
interpolation entre l’inclusion d’une variable de calage 
( 0)jc =  et son exclusion ( ).jc = ∞   
Habituellement, les jc  sont fixés à ,jc

∗λ  où jc
∗  reflète 

une évaluation un peu subjective de l’importance relative de 
chaque contrainte, et λ  est choisi de manière que les poids 
finaux iw  aient des propriétés raisonnables, par exemple, 
qu’ils soient tous supérieurs ou égaux à 0, ou à 1. Nous 
fixons jc

∗  à 0 pour la constante (reflétant une ordonnée à 
l’origine dans le modèle), à 1 pour 1,x 2x  et 3,x  à 10 pour 
les indicateurs de région, à 5 pour les indicateurs d’industrie, 
et à 100 pour les interactions. Nous avons choisi jc

∗  en nous 
fondant sur les variables qui, à notre avis, étaient suscep-
tibles d’être les plus utiles. Pour chaque échantillon, nous 
avons déterminé numériquement la valeur λ  de façon 
qu’elle soit la valeur la plus faible permettant que tous les 
poids soient supérieurs ou égaux à 1. 
Nous avons fondé toutes les méthodes sur la même 

procédure de modélisation de var [ ].M iY  En premier lieu, 
nous avons ajusté un simple modèle contenant la constante, 
x1, x2 et x3 aux valeurs d’échantillon de Y  en utilisant les 

moindres carrés ordinaires. Puis, nous avons procédé à la 
régression du logarithme des carrés des résidus de ce 
modèle sur le logarithme de l’EDT. Ensuite, nous avons 
élevé les valeurs ajustées de ce modèle à la puissance e  
pour obtenir les estimations de 2

iσ  pour chaque .i s∈  Nous 
avons ensuite tronqué les valeurs estimées de 2

iσ  de sorte 
qu’aucune valeur ne soit supérieure ou inférieure d’un 
facteur 4 à la valeur médiane. Cet ajustement avait pour but 
d’éviter les valeurs extrêmes de 2

i

−σ  qui pourraient entraîner 
une instabilité dans le calcul des estimations par les 
moindres carrés pondérés de ˆ.ββββ  Les résultats étaient sen-
sibles dans une certaine mesure à la méthode de modéli-
sation de la variance, particulièrement l’ajustement final 
pour éviter les valeurs extrêmes. Les prédicteurs BLUP 
basés sur un modèle de variance grossier avec 2 DSEi iσ ∝  
avaient une variance supérieure de 10 à 20 % à celle des 
prédicteurs BLUP présentés ici.  
Résultats   
Le tableau 1 donne la racine de l’erreur quadratique 

moyenne relative (RRMSE pour Relative Root Mean 
Squared Error) des divers prédicteurs calés. Les quatre 
premières lignes du tableau correspondent au premier en-
semble de variables auxiliaires (52 variables possibles) et les 
trois dernières, au deuxième ensemble (139 variables auxi-
liaires possibles). Les biais ne sont pas présentés, mais 
constituaient généralement une composante relativement 
petite de l’erreur quadratique moyenne pour tous les prédic-
teurs présentés, sauf le prédicteur BLUP basé sur un modèle 
contenant la constante et l’EDT, qui était relativement 
biaisé. Ce résultat était quelque peu surprenant, car nous 
nous attendions à ce qu’un bon compromis entre le biais et 
la variance implique que les biais soient une composante 
non négligeable de l’erreur quadratique moyenne. Des 
détails sur les biais et les variances relatives des prédicteurs 
peuvent être consultés dans les tableaux A1 et A2 de Clark 
et Chambers (2008). 
Parmi les prédicteurs BLUP adaptatifs, les critères de 

signification ont donné les meilleurs résultats dans tous les 
cas, suivis par les critères de non-robustesse, tandis que les 
critères de robustesse ont donné les pires résultats. Pour le 
petit ensemble de 52 variables possibles, les prédicteurs 
BLUP adaptatifs basés sur les critères de non-robustesse et 
les critères de signification ont donné de meilleurs résultats 
que les prédicteurs BLUP non adaptatifs pour n = 250 et 
n = 500 ; pour n = 1 000 et n = 1 500, ils ont donné d’un 
peu moins bons résultats que les prédicteurs BLUP 
contenant toutes les variables, mais de meilleurs résultats 
que le prédicteur BLUP contenant la constante et la variable 
de taille. Pour le grand ensemble de 139 variables possibles, 
les prédicteurs BLUP adaptatifs basés sur les critères de 
non-robustesse et de signification ont donné de meilleurs 
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résultats que les prédicteurs BLUP non adaptatifs pour 
toutes les tailles d’échantillon, particulièrement pour les 
faibles valeurs de n.   
Tableau 1 
RRMSE (%) des prédicteurs du total des cultures 
commerciales pour l’AAGIS 
 

Nbre de 
var. 

      n BLUP BLUP adaptif Ridge 

  Toutes 
Cste + 
taille 

∆̂∆∆∆  non 
robuste 

∆̂∆∆∆  
robuste 

Test de 
sign.  

52  250 3,59  3,02  2,97  3,09  2,87  3,30  

 500 2,35  2,54  2,33  2,33  2,30  2,31  

 1 000 1,56  2,21  1,58  1,64  1,57  1,54  

 1 500 1,36  2,22  1,39  1,41  1,37  1,37  

139  500 3,52  2,54  2,99  3,44  2,29  2,27  

 1 000 1,77  2,21  1,75  1,92  1,72  1,59  

 1 500 1,56  2,22  1,51  1,64  1,42  1,42   
En général, l’estimateur ridge a donné des résultats 

presque aussi bons que le meilleur des prédicteurs BLUP 
adaptatifs quand nous avons utilisé 52 variables auxiliaires 
et des résultats un peu meilleurs quand nous nous sommes 
servis de 139 variables auxiliaires possibles. 
Le tableau 2 montre combien de variables auxiliaires ont 

été sélectionnées pour les deux prédicteurs BLUP adaptatifs. 
L’estimateur ∆̂  robuste a donné de plus grands ensembles 
de variables auxiliaires que l’estimateur non robuste, envi-
ron 10 variables auxiliaires supplémentaires ayant été sélec-
tionnées. Les critères de signification ont produit des en-
sembles de variables encore plus petits (6 à 10 variables de 
moins que dans le cas des critères de non-robustesse).   
Tableau 2 
Moyenne (intervalle interquartile) du nombre de 
variables auxiliaires sélectionnées dans l’AAGIS 
 

Nbre de 

var. n ∆̂∆∆∆  non robuste ∆̂∆∆∆  robuste Test de sign. 

52  250  16,0 (14,0-18,0)  26,9 (24,0-29,0)  9,6 (8,0-11,0)  

 500  18,6 (16,0-21,0)  27,4 (25,0-30,0)  11,5 (10,0-13,0)  

 1 000 23,6 (21,0-26,0)  29,6 (26,0-33,0)  14,4 (13,0-16,0)  

 1 500 27,3 (25,0-29,0)  32,3 (30,0-35,0)  17,2 (16,0-18,8)  

139  500  42,1 (37,0-47,0)  69,4 (62,0-75,0)  23,2 (21,0-26,0)  

 1 000 51,5 (47,0-56,0)  74,2 (69,0-79,8)  29,9 (27,0-33,0)  

 1 500 59,2 (55,0-64,0)  75,8 (71,0-81,0)  34,9 (32,0-38,0)   
Le tableau 3 donne la non-couverture de l’intervalle de 

confiance (IC) des divers prédicteurs. Nous avons défini 
l’IC à 90 % comme étant l’estimateur +/- 1,64 erreur-type, 
où la variance était estimée en utilisant l’estimateur de va-
riance robuste à l’hétéroscédasticité (Royall et Cumberland 
1978). Conformément à une pratique courante, nous avons 
fondé les IC sur la variance estimée et non sur l’erreur 
quadratique moyenne estimée de prédiction. Les estimations 
par simulation des taux de non-couverture sont assez 
approximatives, étant donné que nous n’avons utilisé que 

250 simulations. Une plus grande étude par simulation peut 
être effectuée pour obtenir des estimations plus précises de 
la couverture, mais nous n’avons pas poursuivi cette option 
étant donné que le processus de sélection séquentielle est 
gourmand en ressources informatiques. Le tableau 3 donne 
à penser que le prédicteur BLUP n’utilisant que la constante 
et la variable de taille donne une non-couverture importante, 
de même que le prédicteur BLUP adaptatif basé sur l’esti-
mateur ∆̂  robuste. En général, le taux de non-couverture 
des autres estimateurs est proche des 10 % nominaux.  
Tableau 3 
Non-couverture de l’intervalle de confiance dans l’AAGIS 
 

Nbre de 
var. 

      n BLUP BLUP adaptif Ridge 

  Toutes 
Cste + 
taille 

∆̂∆∆∆  non 
robuste 

∆̂∆∆∆  
robuste 

Test de 
sign.  

52 250 10,0 6,4 10,4 16,8 11,2 10,0 

 500 8,0 13,2 12,0 17,2 10,8 8,0 

 1 000 7,6 20,4 9,2 12,0 8,4 8,4 

 1 500 8,8 34,8 9,2 13,2 9,6 8,8 

139 500 16,8 13,2 18,0 29,2 12,8 8,8 

 1 000 12,4 20,4 14,0 20,4 13,2 7,2 

 1 500 13,6 34,8 13,6 19,6 12,4 11,2  
Le total des cultures commerciales est une variable 

d’intérêt majeure de l’AAGISS, mais les totaux d’autres 
variables sont importants également, y compris les capitaux 
propres des fermes. Pour des raisons pratiques, un seul 
ensemble de poids est normalement utilisé pour toutes les 
variables. Le tableau 4 montre dans quelle mesure les poids 
de calage adaptatifs conçus pour le total des cultures com-
merciales (TCC) donnent de bons résultats quand on les 
utilise pour estimer le total des capitaux propres des fermes. 
Dans le cas où 52 variables auxiliaires possibles sont uti-
lisées, les poids BLUP adaptatifs choisis en se fondant sur la 
variable TCC (en utilisant l’estimateur ∆̂  non robuste) ont 
donné d’assez bons résultats, de même que l’estimateur 
ridge. Cependant, des améliorations pourraient être ap-
portées en choisissant les variables auxiliaires en ne se 
basant que sur la variable des capitaux propres.  
Tableau 4 
RRMSE (%) des prédicteurs du total des capitaux propres 
dans l’AAGIS 

 

Nbre de 
var. 

     n BLUP BLUP adaptatif 
( ∆̂∆∆∆  non robuste) 

Ridge 

  Toutes 
Cste + 
taille 

Basé sur 
TCC 

Basé sur 
capitaux 
propres  

52  250 6,85  6,45  6,51  6,13  6,78  

 500 4,44  4,44  4,61  4,40  4,28  

 1 000 3,09  3,12  3,42  3,14  3,10  

 1 500 2,54  2,58  2,90  2,58  2,54  

139  500 5,53  4,93  4,98  4,74  4,20  

 1 000 3,68  4,03  3,23  3,15  3,08  

 1 500 3,04  3,63  2,66  2,60  2,57  
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4.2 Simulation de l’enquête sur la population active  
Population et plan d’échantillonnage   
Nous avons construit une population simulée en tirant un 

échantillon aléatoire simple sans remise de 30 000 
personnes de 15 à 64 ans du fichier de l’échantillon à 1 % de 
l’Australian Census of Population and Housing de 1991. La 
variable d’intérêt était l’emploi (1 pour les personnes 
occupées, 0 pour les autres). Nous avons divisé la popula-
tion simulée en unités primaires d’échantillonnage (UPE) 
simulées contenant 75 personnes chacune, de telle sorte que 
la corrélation intra-grappe soit égale à 0,05. (Il s’agit d’une 
valeur assez typique de la corrélation intra-grappe pour la 
variable d’emploi dans les unités primaires d’échantillon-
nage d’une enquête-ménage (voir, par exemple, Clark et 
Steel 2002). L’algorithme de définition des grappes devait 
trier les données en fonction d’une variable généré aléa-
toirement de loi 2(0 )N , γ  plus la variable d’emploi, puis 
définir les grappes comme des ensembles séquentiels de 75 
personnes, où γ  était choisi de manière à obtenir la 
corrélation intra-grappe souhaitée. 
La simulation consistait en 250 échantillons à deux 

degrés répétés. Le premier degré était un échantillon aléa-
toire simple sans remise de m  UPE et le deuxième degré 
était un échantillon aléatoire simple sans remise de 20 
personnes provenant de chaque UPE sélectionnée. La taille 
totale d’échantillon a été fixée à 200 400n = ,  et 1 000 
personnes. La plupart des enquêtes-ménages nationales sont 
réalisée auprès d’échantillons de taille beaucoup plus grande 
que cela, mais il est courant, pour l’estimation, de construire 
des poststrates dans les strates ou les provinces, et les tailles 
d’échantillon pour ces régions sont souvent de l’ordre de 
200 à 1 000.  
Les variables auxiliaires possibles étaient l’âge selon le 

sexe, où l’âge était enregistré en année simple pour le 
groupe des 16 à 24 ans, puis en tranche de cinq ans pour les 
groupes des 25 à 29 ans, 30 à 34 ans, ..., 55 à 59 ans et 
60 ans et plus.  
Non-réponse  
L’une des raisons principales pour lesquelles on se sert 

de l’âge et du sexe comme variables auxiliaires dans les 
enquêtes-ménages est que l’on sait que la non-réponse 
dépend de ces variables. Par exemple, les jeunes hommes 
représentent habituellement le groupe dont le taux de 
réponse est le plus faible. Nous avons simulé la non-réponse 
en supposant que le logit de la probabilité de réponse était 
égal à 1,8 − 2(( 50) 25)âge −  pour les hommes, et à 

22 0,7 (( 50) 25)âge− −  pour les femmes. Ce modèle 
donne un taux de réponse de 75 %. Nous avons augmenté la 
taille de l’échantillon initial de manière que la taille de 
l’échantillon final de répondants soit égale à 200 400n = ,  
ou 1 000.  

Variables auxiliaires et méthode de sélection séquentielle  
Nous avons choisi les variables auxiliaires possibles en 

nous basant sur les cellules déterminées par l’âge selon le 
sexe. La définition des variables x est donnée au tableau 5. 
Nous avons choisi cette paramétrisation afin que les va-
riables auxiliaires correspondant à des âges ou groupes 
d’âge particuliers puissent être abandonnées tout en obte-
nant encore un modèle raisonnable. Par exemple, si toutes 
les variables auxiliaires étaient incluses, sauf 4 ,ix  la valeur 
espérée selon le modèle pour les personnes de 17 ans serait 
la même que celle pour les personnes de 16 ans, au lieu 
d’être égale à la constante. D’encore meilleurs résultats 
pourraient être obtenus en utilisant des paramétrisations plus 
perfectionnées, comme des modèles spline, ce que nous 
explorerons dans une étude à venir.  
Tableau 5 
Variables auxiliaires possibles dans la simulation de 
l’enquête sur la population active 
 

Variable  Définition   

1ix   1 (correspond à la constante dans le modèle pour Y ) 

2ix   1 si la personne i est un homme, -1 si elle est une 

femme 

3ix   1 si la personne i a 16 ans ou plus 

4ix   1 si la personne i a 17 ans ou plus 

⋮  ⋮  

12 ix ,   1 si la personne i a 25 ans ou plus 

13 ix ,   1 si la personne i a 30 ans ou plus 

⋮  ⋮  

19 ix ,   1 si la personne i a 60 ans ou plus 

20 ix ,   3ix  si la personne i est un homme 3ix−  si elle est une 

femme 

⋮  ⋮  

36 ix ,   19 ix ,  si la personne i est un homme 19 ix ,−  si elle est 

une femme 
 
Nous avons utilisé la sélection séquentielle pour choisir 

les variables, en partant du modèle ne contenant que le 
terme constant. À chaque étape, des variables pouvaient être 
ajoutées ou supprimées, en choisissant celles donnant la 
meilleure réduction du critère. Quand la sélection séquen-
tielle commençait à tourner en rond (par exemple, ajout de  
x1, puis ajout de x2, puis suppression de  x1, puis sup-
pressions de x2, puis ajout de x1, etc.), le processus de 
construction du modèle était arrêté et le modèle résultant 
était utilisé comme modèle final. Les estimateurs de ∆  pris 
en considération étaient l’estimateur non robuste, l’estima-
teur robuste (à l’hétéroscédasticité) et l’estimateur de la 
variance des grappes finales (UCV) qui est robuste à 
l’hétéroscédasticité et aux corrélations dans les UPE. Nous 
n’avons pas utilisé les tests de signification, car ils auraient 
nécessité l’intégration des corrélations dans les UPE pour 
être réalistes. Nous ne présentons pas les résultats pour 
l’estimateur ridge, parce que des points négatifs ont 
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rarement été produits par cette simulation, de sorte que les 
résultats étaient fort semblables à ceux des prédicteurs 
BLUP utilisant toutes les variables auxiliaires.  
Résultats   
Le tableau 6 donne la RRMSE des divers prédicteurs 

BLUP adaptatifs et non adaptatifs. L’écart entre les RRMSE 
du prédicteur BLUP ne contenant que le terme constant et 
du prédicteur BLUP contenant toutes les variables auxi-
liaires était assez faible. Il n’est par conséquent pas étonnant 
que les meilleurs gains mineurs aient été réalisés en utilisant 
les prédicteurs BLUP adaptatifs plutôt que le prédicteur 
BLUP contenant toutes les variables. Le prédicteur BLUP 
adaptatif utilisant l’estimateur ∆̂  non robuste est celui qui a 
donné la RRMSE la plus faible dans tous les cas. 
 
Tableau 6 
RRMSE des prédicteurs de l’emploi dans l’enquête sur la 
population active 

 

      n BLUP BLUP adaptatif 
 Toutes Cste ∆̂∆∆∆  non 

robuste 
∆̂∆∆∆  robuste ∆̂∆∆∆  UCV 

200  6,54  6,77  6,44  7,06  6,96  

400  4,72  4,76  4,61  4,72  4,65  

1 000  2,45  2,70  2,43  2,45  2,49  

 
Le tableau 7 donne le nombre moyen de variables 

sélectionnées pour chacun des prédicteurs BLUP adaptatifs. 
Des 36 variables auxiliaires possibles, de cinq à neuf envi-
ron ont été sélectionnées en se basant sur l’estimateur ∆̂  
non robuste. Le nombre de variables sélectionnées aug-
mente parallèlement à la taille d’échantillon. Le critère de 
robustesse à l’hétéroscédasticité a produit de plus grands 
ensembles de variables auxiliaires et le critère de variance 
des grappes finales (UCV) a donné d’encore plus grands 
ensembles.  
 

Tableau 7 
Moyenne (intervalle interquartile) du nombre de 
variables auxiliaires sélectionnées dans la simulation 
de la population active 

 

 n  Méthode de sélection des variables 

 Non robuste Robuste  UCV 

200  6,5 (5,0- 8,0)  13,4 (10,0-16,0)  16,1 (13,0-19,0)  

400  7,4 (6,0- 8,0)  12,1 (9,0-15,0)  14,5 (12,0-17,0)  

1 000  8,6 (7,0-10,0) 11,6 (10,0-13,0)  14,2 (12,0-17,0)  

 
Le tableau 8 donne la non-couverture de l’intervalle de 

confiance (IC) de divers prédicteurs. Les IC à 90 % ont été 
définis comme étant l’estimateur +/-1,64 erreur-type où la 
variance a été estimée à l’aide de la méthode de la variance 
des grappes finales (UVC). L’examen du tableau révèle que 
le prédicteur BLUP contenant toutes les variables auxiliaires 
donne lieu à une non-couverture importante pour 200n =  

et 400. Le prédicteur BLUP adaptatif utilisant l’estimateur 
∆̂  non robuste produit une couverture raisonnablement 
proche de la couverture nominale, tandis que les autres 
prédicteurs BLUP adaptatifs donnent une non-couverture 
importante.   
Tableau 8 
Non-couverture de l’intervalle de confiance (%) des 
prédicteurs de l’emploi 
 

   n BLUP BLUP adaptatif 
 Toutes Cste ∆̂∆∆∆  non 

robuste  
∆̂∆∆∆  robuste  ∆̂∆∆∆  UCV 

200  17,6  12,0  12,0  20,0  24,0  

400  17,2  12,0  14,8  16,8  17,6  

1 000  6,4  11,6  7,6  6,8  9,6   
Le tableau 9 montre dans quelle mesure les divers poids 

ont donné de bons résultats quand ils ont été utilisés pour 
estimer une variable différente, à savoir le chômage (égale à 
1 pour les chômeurs et 0 autrement). Nous avons calculé les 
prédicteurs BLUP adaptatifs en utilisant l’estimateur ∆̂  non 
robuste et en prenant comme variable d’intérêt l’emploi, 
ainsi que le chômage. Le prédicteur BLUP adaptatif 
contenant des variables choisies pour l’emploi avait une 
RRMSE comprise entre celle du prédicteur BLUP non 
adaptatif contenant toutes les variables et celle du prédicteur 
BLUP non adaptatif ne contenant que la constante. Cela 
donne à penser que ce prédicteur BLUP adaptatif donne des 
résultats raisonnables, même s’il est appliqué à d’autres 
variables que l’emploi. En fait, le prédicteur BLUP adaptatif 
basé sur le chômage avait une RRMSE plus élevée, peut-
être parce que les variables auxiliaires n’avaient que peu de 
pouvoir prédictif, voire aucun, pour le chômage, de sorte 
qu’essayer d’adapter le choix des variables auxiliaires à 
cette variable d’intérêt n’a pas donné de bons résultats.  
 

Tableau 9 
RRMSE des prédicteurs du chômage dans l’enquête 
sur la population active 
 

n BLUP BLUP adaptatif 

 Toutes Cste 
Basé sur 
l’emploi 

Basé sur le 
chômage 

200 36,3  32,6  34,5  36,0  

400 24,1  21,7  22,8  23,7  

1 000 14,5  14,2  14,1  14,2  

 
5. Discussion  

Les études par simulation décrites ici montrent que les 
prédicteurs BLUP adaptatifs peuvent donner des amélio-
rations utiles comparativement à de simples options non 
adaptatives. En ce qui concerne tant les simulations de 
l’enquête sur les fermes que celles de l’enquête sur la 
population active, les prédicteurs BLUP adaptatifs basés sur 
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un estimateur non robuste de ∆  et ceux basés sur un test de 
signification ont les uns et les autres produit une EQMP plus 
faible que les estimateurs non adaptatifs dans la plupart des 
cas. Pour ce qui est de l’enquête sur les fermes, les amé-
liorations étaient parfois considérables comparativement à 
l’option consistant à systématiquement utiliser le modèle 
complet ou celle consistant à systématiquement utiliser le 
modèle contenant la constante plus la variable de taille. 
Dans le cas de l’enquête sur la population active, les amé-
liorations étaient mineures. Les prédicteurs BLUP adaptatifs 
ont également donné une couverture raisonnable des 
intervalles de confiance.  
Les prédicteurs BLUP adaptatifs basés sur les critères 

d’estimateur robuste et par la méthode de la variance des 
grappes finales (UCV) ont donné de nettement moins bons 
résultats que les autres. Cette constatation est étonnante, car 
il est connu que les données de l’AAGIS sont hétéroscé-
dastiques et que celles de l’enquête sur la population active 
sont en grappes, ce qui laisse entendre que l’estimation de la 
variance par la méthode UCV aurait dû donner de bons 
résultats. Une analyse plus approfondie de la simulation de 
l’enquête sur les fermes a montré que, dans la grande 
majorité des cas, robust∆̂  avait une variance plus élevée que 

nonrobust
ˆ ,∆  particulièrement pour les variables auxiliaires 
dont le pouvoir prédicteur était faible  –  voir l’annexe de 
Clark et Chambers 2008 pour des renseignements plus 
détaillés. Il semble donc que la méthode robuste ait ten-
dance à aboutir plus fréquemment à la sélection de variables 
auxiliaires contre-productives, ce qui pourrait expliquer sa 
performance médiocre.  
Nous avons constaté une tendance générale de toutes les 

méthodes adaptatives à choisir un trop grand nombre de 
variables auxiliaires, mais malgré cela, les estimateurs 
adaptatifs ont généralement donné des résultats supérieurs 
ou comparables à ceux des estimateurs simples non adap-
tatifs. Selon nous, en pratique, il faudrait conjuguer une 
recherche automatique de modèle (en utilisant un estimateur 
∆̂  non robuste ou un critère de signification statistique) et 
une certaine forme de jugement subjectif. Par exemple, des 
modèles pourraient être sélectionnés parmi plusieurs en-
sembles de variables auxiliaires possibles de tailles diffé-
rentes. Si les grands ensembles ne donnent que des amélio-
rations apparemment faibles, le statisticien pourrait décider 
de se limiter à un ensemble plus petit, même s’il paraît 
légèrement sous-optimal.  
Les estimateurs ridge ont aussi donné d’assez bons 

résultats en ce qui concerne la RRMSE et la couverture de 
l’intervalle de confiance. Dans l’ensemble, ils ont produit 
des résultats comparables à ceux des prédicteurs BLUP 
adaptatifs pour l’estimation du total de la variable d’intérêt 
quand le choix des variables auxiliaires était fondé sur cette 
dernière. Cependant, quand nous avons appliqué les poids 

BLUP adaptatifs à des variables différentes, les estimateurs 
ridge ont donné des résultats légèrement supérieurs. Une 
approche encore meilleure pourrait consister à choisir adap-
tativement les variables auxiliaires qu’il convient d’inclure 
dans le modèle, ainsi que la façon d’appliquer la régression 
ridge, en se fondant sur un critère calculé d’après l’échan-
tillon. Cette approche sera le sujet de travaux de recherche à 
venir. 
L’une des réserves qui a été formulée concernant l’ap-

proche par prédiction de l’échantillonnage en population 
finie tient à sa non-robustesse à l’omission de variables 
auxiliaires importantes. Dans nos simulations s’appuyant 
sur des données économiques sur les fermes et sur des 
données sociales, les prédicteurs adaptatifs avaient un biais 
faible et une erreur quadratique moyenne plus faible que les 
estimateurs non adaptatifs dans la plupart des nombreux cas 
examinés dans notre étude par simulation et n’étaient jamais 
considérablement plus mauvais. À condition que toutes les 
variables de plan soient considérées comme des variables 
auxiliaires possibles, le calage adaptatif offre une stratégie 
robuste et efficace de prédiction en population finie. 
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Estimation de la précision d’évolutions dans les enquêtes répétées, 
application à l’enquête suisse sur la valeur ajoutée 

Lionel Qualité et Yves Tillé 1 

Résumé 
Nous proposons une méthode pour estimer la variance des estimateurs des évolutions qui prend en compte toutes les 
composantes de ceux-ci : le plan de sondage, le traitement des non-réponses, le traitement des grosses entreprises, la 
corrélation de la non-réponse d’une vague à l’autre, l’effet dû à l’utilisation d’un panel, la robustification et le calage au 
moyen d’un estimateur par le ratio. Cette méthode, qui permet la détermination d’intervalles de confiance des évolutions, est 
ensuite appliquée à l’enquête suisse sur la valeur ajoutée. 

                                                           
1. Lionel Qualité et Yves Tillé, Institut de Statistique, Université de Neuchâtel, Pierre à Mazel 7, 2000 Neuchâtel, Suisse. Courriel : yves.tille@unine.ch. 

  
Mots clés : Covariance ; sondage stratifié ; panel. 
   

1. Introduction  
Dans les enquêtes longitudinales, la précision des 

évolutions dépend directement du taux de recouvrement des 
échantillons. Nous commençons par rappeler des résultats 
connus concernant les plans simples disjoints (voir à ce sujet 
Kish 1965 ; Sen 1973 ; Wolter 1985 ; Laniel 1988 ; 
Hidiroglou, Särndal et Binder (1995) ; Holmes et Skinner 
2000 ; Nordberg 2000 ; Fuller et Rao 2001 ; Berger 2004). 
Ensuite nous calculons la variance des évolutions pour des 
plans simples dont les échantillons se superposent. Lorsque 
les taux de sondage sont très faibles la plupart de ces 
résultats sont bien connus et présentés par exemple dans 
Caron et Ravalet (2000). On peut trouver des résultats 
tenant compte des corrections de population finies dans Tam 
(1984).  

Nous avons calculé précisément les variances des 
estimateurs pour une classe plus large de plans de sondage 
en population finie. Les corrections de population finie 
peuvent jouer un rôle important dans les enquêtes auprès des 
entreprises, car les entreprises de grandes tailles sont parfois 
sélectionnées avec des probabilités d’inclusion très élevées. 
Les calculs deviennent beaucoup plus compliqués en popu-
lation finie pour la raison suivante : si la taille de la popula-
tion est finie, deux échantillons disjoints ne sont pas indé-
pendants. Si la population est infinie, deux échantillons 
indépendants sont disjoints. Plusieurs estimateurs sont 
examinés : la différence des estimateurs transversaux, la 
différence estimée uniquement sur la partie commune, les 
évolutions relatives. Les calculs deviennent encore plus 
complexes lorsque la population est dynamique (naissances, 
morts, changement de structure). La théorie que nous 
développons ci-dessous se limite au cas où la population ne 
change pas au cours du temps.  

Dans la première partie, nous présentons le plan de 
sondage aléatoire simple bidimensionnel (voir à ce sujet 

Goga 2003) et nous donnons les estimateurs de Horvitz-
Thompson correspondants. Nous calculons la variance de 
l’estimateur des évolutions basé sur ce plan de sondage. 
Dans une deuxième partie, nous donnons la variance 
d’autres estimateurs simples : l’évolution relative ou le 
quotient des totaux, l’estimateur de la différence basé sur 
l’intersection des échantillons. Nous décrivons ensuite 
comment ces résultats s’adaptent à la présence de non-
réponse ignorable et à l’utilisation d’estimateurs plus 
complexes, qui font intervenir des poids modifiés pour 
obtenir des estimateurs calés, ou des variables modifiées par 
une procédure de robustification.  

Ces résultats sur les plans simples sont facilement 
généralisables aux plans stratifiés à condition que les 
entreprises ne changent pas de strate d’une vague à l’autre. 
Enfin, nous appliquons cette méthode à l’enquête suisse sur 
la valeur ajoutée en prenant en compte toutes les compo-
santes de l’enquête : la stratification, l’effet panel, la non-
réponse, la corrélation entre les non-réponses d’une vague à 
l’autre, le calage au moyen d’un estimateur par ratio, et la 
robustification.  

 
2. Estimation de la différence 

      dans les plans simples 
 
 

Soit une population {1, , , , }U k N= … …  de taille N 
dans laquelle sont prélevés deux échantillons 1s  et 2s  de 
tailles respectives 1n  et 2 .n  Ces échantillons peuvent avoir 
une partie commune (voir Figure 1).  

On suppose que 1s  et 2s  sont des échantillons prélevés 
selon un plan simple sans remise, les tailles 1n  et 2n  ne sont 
donc pas aléatoires. Les échantillons 1s  et 2s  peuvent être 
décomposés en trois parties 1 2 2 1\ , \ ,A Bs s s s s s= =  et 

1 2 .Cs s s= ∩  Soit 1| |, | |, | |,A A B B C C An s n s n s n n= = = = +  

2, .C B Cn n n n= +  Les tailles de , ,A Bs s  et ,Cs  peuvent être 
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aléatoires. Ce plan généralise, entre autres, les cas de figure 
suivants :   

– si les échantillons 1s  et 2s  sont sélectionnés 
indépendamment, Cn  est alors une variable 
aléatoire ;   

– si l’échantillon 1s  est d’abord sélectionné, et l’échan-
tillon 2s  est sélectionné dans le complémentaire de 

1s  dans U alors Cs  est vide et 0;Cn =   
– si l’échantillon 1s  est d’abord sélectionné, et 

l’échantillon 2s  est constitué de l’union d’un sous-
échantillon de taille fixe de 1s  et d’un échantillon de 
taille fixe du complémentaire de 1s  dans U, alors Cn  
n’est pas aléatoire, et l’on se retrouve dans le cas A 
de Tam (1984).           
             Figure 1  Échantillons qui se chevauchent  

On fait l’hypothèse supplémentaire que conditionnel-
lement à , ,A Bn n  et ,Cn  les échantillons , ,A Bs s  et ,Cs  sont 
simples, sans remise et de taille fixe. Ils proviennent du plan 
de sondage :   
Définition 1. Plan simple bidimensionnel de taille fixe 
( , , ) :A B Cn n n  

simple 1 2( , | , , )

! ! !( )! si | |,

! | |, | |

0 sinon,

A B C

A B C A B C A A

B B C C

p s s n n n

n n n N n n n n s

N n s n s

=

− − − =


= =



 

où 1 2 2 1\ , \A Bs s s s s s= =  et 1 2Cs s s= ∩  (voir à ce sujet 
Goga 2003). 
 
La loi de tirage du couple 1 2( , ),s s  que l’on ne connaît pas 
en général, est donc supposée être de la forme  

1 2 simple 1 2 1 2( , ) ( , | , , )Pr (| | ).A B C Cp s s p s s n n n s s n= ∩ =  

Soit deux variables x et y dont les valeurs prises sur les 
unités de U sont notées respectivement kx  et , .ky k U∈  
Les variables x et y peuvent représenter la même variable 
mesurée à deux moments différents. On suppose également 
que x ne peut être observée que pour 1s  et y pour 2 .s  
L’objectif est d’estimer les totaux  

et ,k k

k U k U

X x Y y
∈ ∈

= =∑ ∑  

ainsi que la différence .Y X−  Les estimateurs de Horvitz-
Thompson de X et Y sont donnés par  

1 2

1 2
1 2

ˆ ˆet .k k
k s k s

N N
X x Y y

n n∈ ∈

= =∑ ∑  

2.1 Estimation naturelle de la différence  
2.1.1 Variance de l’estimation de la différence  

Une première manière de procéder pour estimer 
l’évolution Y X∆ = −  est d’utiliser la différence des 
estimateurs transversaux 2 1

ˆ ˆ ˆY X∆ = −  qui est un estimateur 
sans biais conditionnellement à Cn  sous le plan simple :  

ˆ( | ) ,CE n Y X∆ = −  

et donc est également sans biais sous le plan p non-
conditionnel à .Cn    
Proposition 1 : La variance de ∆̂  vaut :  

2 2 2 2

1 2

2

1 2

1 1 1 1ˆvar( )

( ) 1
2 ,

x y

C
xy

N S N S
n N n N

E n
N S

n n N

   ∆ = − + −   
   

 
− − 

 

 
(1)

 

où 

2 2 2 21 1
( ) , ( ) ,

1 1

1
( ) ( ).

1

x k y k
k U k U

xy k k

k U

S x X S y Y
N N

S x X y Y
N

∈ ∈

∈

= − = −
− −

= − −
−

∑ ∑

∑
 

La démonstration de (1) se trouve en annexe.   
2.1.2 Cas particuliers et gain de précision  

Le résultat (1) permet de traiter directement les cas 
particuliers de coordination suivants :   

– si les deux échantillons forment un panel, Cn =  

1 2,n n=  alors  

2 2 21 1ˆvar( ) ( 2 ) ;x y xy

C

N S S S
n N

 ∆ = − + − 
 

 

– si les échantillons sont disjoints (voir aussi Ardilly 
et Tillé 2003, pages 24-28) 0,Cn =  et  

2 2 2 2

1 2

1 1 1 1ˆvar( )

2 .

x y

xy

N S N S
n N n N

NS

   ∆ = − + −   
   

+

 

Il est surprenant de constater que la covariance ne 
dépend pas des tailles des échantillons. Elle est 
négative si x et y sont positivement corrélées, et 
devient négligeable par rapport aux termes de 

   s1       s2 
 

       sA                                   sC                              sB 
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variance quand la taille de la population est 
grande ;  

 

– si q représente le taux de recouvrement fixé des 
deux échantillons et que 1 2 ,n n n= =  on retrouve 
le cas A développé par Tam (1984). On obtient 
alors ,Cn qn=  et  

2 2 2 21 1 1ˆvar( ) ( ) 2 ;x y xy

q
N S S N S

n N n N

   ∆ = − + − −   
   

 

– si les deux échantillons sont indépendants, ( )CE n =  

1 2 / ,n n N  et on retrouve  

2 2 2 2
IND

1 2

1 1 1 1ˆvar ( ) .x yN S N S
n N n N

   ∆ = − + −   
   

 

Si la taille de la population est grande et si les variables x 
et y ont des dispersions proches l’une de l’autre, le gain (ou 
la perte) de précision dû à la coordination par rapport à la 
sélection de deux échantillons de manière indépendante est  

IND

ˆvar( )
1 ,

ˆvar ( )
G q

∆
= ≈ − ρ

∆
 (2) 

où ρ  est le coefficient de corrélation entre x et ,y ρ =  
/xy x yS S S  et q est le taux de recouvrement, q =  

1 22 ( ) /( ).CE n n n+  L’expression (2) fournit un simple 
coefficient multiplicatif permettant de prendre en compte 
l’effet de la corrélation et du recouvrement.   
2.1.3 Estimation de la variance de ∆̂∆∆∆   

Pour estimer la variance, il faut considérer deux cas :   
– si ( )CE n  est connu, ce qui peut être le cas (par 

exemple quand on sait que les deux échantillons 
sont indépendants), alors  

� 2 2 2 2
1 2

1 2

2

1 2

1 1 1 1ˆvar( )

( ) 1
2 ,

x y

C
xyC

N s N s
n N n N

E n
N s

n n N

   ∆ = − + −   
   

 
− − 

 

 

(3)

 

où  

1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

1 2

1 1
( ) , ( ) ,

1 1x k y k
s s

s x x s y y
n n

= − = −
− −
∑ ∑  

 et  
1

( ) ( ).
1

C

xyC k C k C
sC

s x x y y
n

= − −
−
∑  

 Cet estimateur est sans biais, mais il peut parfois 
prendre des valeurs negatives ;  

– si ( )CE n  n’est pas connu, la seule information 
concernant la coordination est .Cn  

� 2 2 2 2
1 2

1 2

2

1 2

1 1 1 1ˆvar( )

1
2 .

x y

C
xyC

N s N s
n N n N

n
N s

n n N

   ∆ = − + −   
   

 
− − 

 

 
(4)

 

 
Cet estimateur est sans biais conditionnellement à 

Cn  et est donc aussi non-conditionnellement sans 
biais. Il peut aussi prendre parfois des valeurs 
négatives. Nous verrons plus loin que dans 
certaines applications où intervient de la non-
réponse ( )CE n  n’est pas connu.   

Pour utiliser l’estimateur (3), il est nécessaire d’avoir au 
moins deux unités dans l’intersection des échantillons 
( 2),Cn ≥  sauf si 1 2( ) / .CE n n n N=  En effet, si ( )CE n =  

1 2 / ,n n N  ce qui est le cas quand les deux échantillons sont 
indépendants, le troisième terme de l’estimateur (3) est nul. 
L’estimateur (4) n’est quant à lui pas défini lorsque 1,Cn =  
sauf si 1 2 .n n N=    
2.2 Estimation au moyen de la partie commune  

On peut aussi estimer la différence en utilisant unique-
ment la partie commune de l’échantillon, ce qui donne 
l’estimateur  

ˆ ( ),C C CN y x∆ = −  

avec 1/
Ck sC C ky n y∈∑=  et 1/ .

Ck sC C kx n x∈∑=  Cet estima-
teur est sans biais non-conditionnellement et conditionnelle-
ment à .Cn   
2.2.1 Estimation de la variance de ˆ

C
∆∆∆∆   

La variance conditionnelle de ˆ C∆  vaut  

2 2 21 1ˆvar( | ) ( 2 ).C C y x xy

C

n N S S S
n N

 ∆ = − + − 
 

 

La variance non-conditionnelle vaut  

2 2 21 1ˆvar( ) ( 2 ).C y x xy

C

N E S S S
n N

  ∆ = − + −  
  

 

Cette variance non-conditionnelle peut être délicate à 
calculer quand Cn  est aléatoire.   
2.2.2 Comparaison des variances de ∆̂∆∆∆  et ˆ

C
∆∆∆∆    

Si l’on veut comparer les deux estimateurs de la 
différence, on peut calculer  

2 2

1

2 2 2

2 1 2

1 1ˆ ˆvar( ) var( )

( )1 1 1
2 .

C y

C

C
x xy

C C

N E S
n n

E n
N E S N E S

n n n n n

  ∆ − ∆ = −  
  

      + − − −      
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Si 2 2 2
1 2 , ,x yn n n S S S= = = =  et (1/ ) 1/ ( ),C CE n E n≈  alors 

on obtient  

2 2 2 2 2

2 2

ˆ ˆvar( ) var( )

1 1
[ 1] 2 2 [ 1]

2
(1 ) [ (1 ) 1],

C

q N S q N S
qn qn

N S
q q

qn

∆ − ∆

≈ − − − ρ

= − ρ + −

 

où 1 22 ( ) /( )Cq E n n n= +  est le taux de recouvrement. 
L’estimateur ˆ C∆  est donc plus précis que ∆̂  si  

1
.

1 q
ρ ≥

+
 

Par exemple, si 0,7,q =  il est préférable de n’utiliser que la 
partie commune dès que 1/(1 0,7) 0,588ρ ≥ + ≈  (voir à ce 
sujet Caron et Ravalet 2000, page 346). Dans les cas où le 
recouvrement est important et la corrélation élevée, 
l’estimateur basé sur la différence des estimateurs transver-
saux n’est donc pas très pertinent.  

 
3. Prise en compte de la non-réponse totale  

On considère que la non-réponse est indépendante du 
plan de sélection. Selon le modèle, chaque unité décide de 
répondre ou non aléatoirement et les probabilités de réponse 
sont égales entre les unités. Il s’agit du modèle le plus 
élémentaire. Cependant, si une unité ne répond pas à la 
première vague, il est fortement probable qu’elle ne 
répondra pas non plus à la deuxième vague. Le modèle 
prend en compte cette dépendance en considérant séparé-
ment quatre cas :   

– l’unité répond à la première vague et à la seconde ;  
– l’unité répond à la première vague mais pas à la 

seconde ;  
– l’unité ne répond pas à la première vague mais bien 

à la seconde ;  
– l’unité ne répond ni à la première vague, ni à la 

seconde.   
La non-réponse est couramment modélisée par un plan 

bernoullien multivarié, ce qui signifie que la probabilité de 
répondre est la même pour toutes les unités statistiques et 
également qu’une unité décide de répondre indépendam-
ment de la réponse des autres unités. Le plan de non-réponse 
est le suivant :  

cardcard card card( , , , ) ,CA B Drr r r

A B C D A B C Dq r r r r = φ φ φ φ  

où , , , ,A B C Dr r r r U⊂  et , , ,A B C Dr r r r  sont mutuellement 
exclusifs, et où  
  

– card Ar

Aφ  est la probabilité de répondre à la vague 1, 
mais pas à la vague 2 ;  

– card Br

Bφ  est la probabilité de répondre à la vague 2, 
mais pas à la vague 1 ;  

– card Cr

Cφ  est la probabilité de répondre à la vague 1, et 
à la vague 2 ;  

– card Dr

Dφ  est la probabilité de ne répondre ni à la 
vague 1, ni à la vague 2.   

La phase de non-réponse modélisée ainsi consiste donc 
en la sélection de quatre échantillons disjoints selon des 
plans bernoulliens avec des intensités différentes. Comme 
elle est supposée indépendante du plan de sondage, condi-
tionnellement aux tailles d’échantillons observées, le plan 
résultant de la sélection et de la non-réponse est un plan 
simple multivarié. Si l’inférence est menée conditionnelle-
ment aux tailles d’échantillon, l’estimation des probabilités 

, , ,A B C Dφ φ φ φ  n’est pas nécessaire et une inférence sans 
biais peut être menée, comme si l’on avait affaire à un plan 
simple. La théorie de la section précédente s’applique donc 
directement sur les répondants, et toute l’information sur le 
recouvrement des deux échantillons se trouve dans | |,Cs  que 
ce recouvrement soit dû au plan ou au lien existant entre les 
non-réponses aux deux vagues. Remarquons que même si le 
modèle est assez simple, il prend en compte le fait que si 
une unité n’a pas répondu à une vague, elle aura 
probablement moins de chance de répondre à la vague 
suivante. De plus, ce modèle sera appliqué dans des strates 
homogènes relativement petites.  

 
4. Autres mesures des évolutions  

La mesure de l’évolution n’est pas toujours exprimée en 
terme de différences. L’évolution est souvent mesurée sous 
forme de quotient, ou de différence relative. On considère 
donc les trois mesures suivantes :   

– la différence 2 1
ˆ ˆ ˆ ;Y X∆ = −    

– l’évolution relative 2 1 1 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) / / 1 ;R Y X X Y X∆ = − = −   

– le quotient 2 1
ˆ ˆ ˆ/ .Q Y X=   

  
La variance de ∆̂  peut s’exprimer simplement en 

fonction des estimateurs de variance de 2̂Y  et 1X̂  et de 
l’estimateur de leur covariance (voir expression 4). La 
variance de ˆ R∆  est égale à la variance de ˆ.Q  Elles peuvent 
être approchées puis estimées par une technique de résidus 
(voir à ce sujet Woodruff 1971 ; Binder et Patak 1994 ; 
Deville et Särndal 1992 ; Deville 1999), 
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� �

� � � � � � �2
2 1 1 22

1

ˆˆvar( ) var( )

1 ˆ ˆvar( ) var( ) 2 cov( , ) .
ˆ

R Q

Y Q X Q X Y
X

∆ =

 = + − 
 

Cette variance peut donc être simplement estimée dès lors 
que l’on dispose d’estimateurs de 2 1

ˆ ˆvar( ), var( )Y X  et 

1 2
ˆ ˆcov( , ).X Y  

 
5. Estimation par ratio et robustification  

Deux techniques sont couramment utilisées pour les 
estimations de résultats d’enquêtes par sondage : l’utilisation 
d’un estimateur par ratio pour caler sur le total d’une 
variable auxiliaire, et la robustification des estimateurs. Ces 
techniques doivent être prises en compte pour déterminer la 
précision des résultats finaux.   
5.1 Calage  

Si un estimateur est calé sur des totaux connus, la 
variance peut-être estimée simplement par une technique de 
résidus (voir Woodruff 1971 ; Binder et Patak 1994 ; 
Deville et Särndal 1992 ; Deville 1999). Par exemple, si 1kz  
et 2kz  sont deux vecteurs colonnes de variables auxiliaires 
sur lesquelles les estimateurs 1CalX̂  et 2CalŶ  sont calés en 
vagues 1 et 2, alors les variances peuvent être estimées par 
une technique de résidus : 1Cal 1

ˆ ˆvar( ) var( )X E≈  et 

2Cal 2
ˆ ˆvar( ) var( ),Y E≈  où 1Ê  et 2Ê  sont les estimateurs de 

Horvitz-Thompson des totaux des résidus, ces derniers étant 
donnés pour un plan simple et pour l’estimateur par la 
régression généralisée par :  

1 1 1

2 2 2

ˆ ,

ˆ ,

k k k

k k k

e x

e y

′= −

′= −

z B

z B
 

avec  

( )
( )

1 1

2 2

1

1 1 1 1 1 1 1

1

2 2 2 2 2 2 2

ˆ ,

ˆ ,

k k k k k k
k s k s

k k k k k k

k s k s

q q x

q q y

−

∈ ∈

−

∈ ∈

′=

′=

∑ ∑

∑ ∑

B z z z

B z z z
 

où , 1, 2,kjq j =  est un coefficient qui permet de tenir 
compte d’une éventuelle hétéroscédasticité.  

Dans le cas d’un plan de sondage à probabilités inégales, 
et par exemple d’un plan de sondage stratifié comme 
l’enquête suisse sur la valeur ajoutée, les résidus 
s’obtiennent en utilisant une régression pondérée. Il suffit de 
remplacer 1B̂  et 2B̂  respectivement par  

1 1

1

1 1 1 1 1 1
1

1 1

ˆ , etk k k k k k

k s k sk k

q q x
−

∈ ∈

′ 
=  π π 
∑ ∑

z z z
B  (5) 

2 2

1

2 2 2 2 2 2
2

2 2

ˆ ,k k k k k k

k s k sk k

q q y
−

∈ ∈

′ 
=  π π 
∑ ∑

z z z
B  (6) 

où kjπ  est la probabilité d’inclusion de l’unité k dans 
l’échantillon de la vague , 1, 2.j j =   
5.2 Robustification  

Il est souvent utile d’appliquer une technique de 
robustification qui permet de traiter les valeurs aberrantes. 
Considérons simplement que les valeurs aberrantes aient été 
détectées et que les poids des individus dont les valeurs sont 
considérées comme aberrantes aient été modifiés par un 
facteur ( )kju s  à la vague j. Ce facteur est compris entre 0 et 
1 et est égal à 1 pour les unités qui ont des valeurs 
considérées comme normales. La variance de l’estimateur 
robustifié peut être approchée en faisant l’hypothèse 
classique que les poids ( )kju s  ne dépendent que faiblement 
de l’échantillon s qui a été tiré (voir Hulliger 1999). Il suffit 
alors de remplacer les variables kx  et ky  observées par 

1k ku x  et 2k ku y  dans les estimateurs de variance.  
En remettant ensemble toutes les composantes de l’erreur 

quadratique moyenne d’une évolution de manière à prendre 
en compte toutes les composantes de cette variance : le plan, 
l’effet panel, la non-réponse, le calage et la robustification, 
on obtient, pour l’évolution relative dans une strate,  

� �

� � � � � � �2
1 1 1 2

1

ˆˆEQM( ) EQM( )

1 ˆ ˆvar( ) var( ) 2 cov( , ) ,
ˆ

R Q

EU Q EU Q EU EU
X

∆ = =

 + −   (7)
 

où  

1 2

2
1 2

1 2 1

ˆ
ˆˆ ˆ, , ,

ˆk k
R R

YN N
X x Y y Q

m m X
= = =∑ ∑  

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

ˆ ,

ˆ ,

k k k k k
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eu u x u

eu u y u
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′= −

z B

z B
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1
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1 1 1
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1
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 − − =  − 
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1 2

2
1 1

1 2
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cov( , )

1 1
( )

1

( ).

C

C
k

RC

k

EU EU

m
N eu EU

m m N m

eu EU

=

 
− −  − 

× −

∑  

1R  et 2R  désignent l’ensemble des répondants à la première 
et à la deuxième vague dans la strate, 1 1| |,m R= 2m =  

2 1 2| |, CR R R R= ∩  et 1 2| |.Cm R R= ∩  1D  et 2D  sont les 
ensembles de répondants aux deux vagues dans le domaine 
dans lequel le calage a été réalisé.  

 
6. L’enquête suisse sur la valeur ajoutée  

6.1 Présentation de l’enquête  
L’enquête suisse sur la valeur ajoutée est une enquête 

auprès des entreprises, réalisée chaque année. Elle vise à 
fournir des estimateurs des principaux paramètres de la pro-
duction en Suisse : la valeur de production brute, le montant 
des consommations intermédiaires, la valeur ajoutée créée 
par les entreprises, et le coût de la main d’œuvre. Le plan de 
sondage utilisé est un échantillonnage stratifié d’entreprises. 
En 1999, un échantillon de 11 210 exploitations (occupant 
au moins deux personnes) a été sélectionné et sondé. Cet 
échantillon a été reconduit en 2000 et en 2001. Il s’agit donc 
sur cette période d’une enquête par panel. Faute d’un 
registre d’entreprises permettant d’identifier les naissances 
et les décès, la population des entreprises a été considérée 
comme constante pendant cette période. Le seul ajustement 
sur des données annuelles est réalisé au moyen d’une 
estimation par le ratio sur le total des Equivalents Temps 
Plein (ETP) par domaine d’activité, disponible par ailleurs.  

La stratification est définie par les deux premiers chiffres 
de la NOmenclature Générale des Activités économiques 
(NOGA2) et par la taille de l’entreprise (voir Renfer 2000). 
Dans chaque strate d’activités, trois strates de taille sont 
constituées : les petites entreprises employant 2-19 
personnes en ETP, les moyennes entreprises, de 20 à M 
ETP, et les grandes entreprises de plus de M ETP. La strate 
contenant les grandes entreprises est recensée, tandis que les 
petites et moyennes entreprises sont sélectionnées aléatoire-
ment avec des taux de sondage différents. La borne M est 
choisie différemment dans chaque strate d’activités afin 
d’obtenir une précision optimale. À ces trois vagues, 
environ 6 000 établissements ont répondu. Le taux de 
réponse des grandes entreprises, qui devaient être recensées, 
était proche de 71 % et était plus élevé que celui des petites 

et moyennes entreprises. Il a été décidé a posteriori de traiter 
certaines très grosses entreprises séparément selon la 
méthodologie de la strate ‘surprise’ de Hidiroglou et Srinath 
(1981). On peut en effet penser que le taux de réponse a été 
meilleur pour les entreprises les plus grosses qui ont une 
structure administrative plus apte à répondre aux questions 
de l’enquête. Leur appliquer un poids égal à celui des autres 
grandes entreprises introduirait un biais ainsi qu’une variabi-
lité trop importante. Les poststrates ‘surprise’ contiennent 
les 5 % d’exploitations les plus grandes dans le fichier 
d’enquête. Ces dernières ont alors été considérées comme 
effectivement recensées et ont reçu le poids 1. Aucun autre 
traitement (calage, robustification) ne leur sera appliqué. Les 
strates de tirage de petites, moyennes et grandes entreprises 
ont été mises à jour et certaines strates, (classes de taille) 
comptant peu d’exploitations ont été regroupées a posteriori. 
Si l’on accepte l’hypothèse que les très grandes entreprises 
ont effectivement été recensées, l’estimateur qui en découle 
est sans biais, et la variance liée aux très grandes entreprises 
est nulle. On peut donc calculer uniquement la variance 
dans les autres strates mises à jour.  

Lors de l’enquête, la catégorie d’activités économiques 
était redemandée aux entreprises. Les estimations sont 
réalisées au niveau de ces NOGA2 déclarées et non au 
niveau des NOGA2 de la base de sondage. Un calage sur le 
nombre d’équivalent temps plein (ETP) donné par le 
registre des entreprises est ensuite réalisé au moyen d’un 
estimateur par le quotient au niveau des domaines NOGA2 
‘déclarés’.  

Enfin, une technique de robustification a été utilisée pour 
écrêter la distribution de certaines variables dans l’échan-
tillon des petites, moyennes et grandes entreprises (voir 
Hulliger 1999 ; Peters, Renfer et Hulliger 2001). Les poids 
des établissements dont les valeurs sont considérées comme 
aberrantes ont été modifiés par un facteur ( )kju s  compris 
entre 0 et 1. Ce facteur est égal à 1 pour les entreprises qui 
ont des valeurs considérées comme normales.   
6.2 Variance de l’évolution de la valeur ajoutée  

L’objectif est d’estimer correctement la variance des 
estimateurs d’évolution de la valeur ajoutée (voir Renfer 
2000 ; Peters et al. 2001). En calculant les variances sous 
une hypothèse d’indépendance des échantillons, on 
surestime largement les variances des évolutions parce que 
les variables « valeur ajoutée » aux temps 1t  et 2t  sont 
positivement corrélées. Une prise en compte correcte de 
tous les aspects du plan de sondage et du redressement 
devrait fournir de meilleures estimations de la précision. Les 
travaux portent sur les vagues d’enquête 1999, 2000 et 
2001. Entre ces trois dates, l’échantillon brut n’a pas été 
modifié. Le fait que l’échantillon soit resté fixe devrait 
permettre d’estimer de manière fiable les évolutions, mais 
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un taux de réponse proche de 50 % peut faire perdre le 
bénéfice du panel, pour peu que le nombre de répondants 
communs aux vagues successives soit faible. Le cas de 
l’évolution entre deux vagues d’enquête où il y a eu une 
mise à jour de l’échantillon, et donc deux échantillons bruts 
et deux populations de référence différents constitue un tout 
autre problème.  

Dans le cas présent, plusieurs raisons contribuent 
conjointement à l’obtention de faibles variances :   

1. Plan optimal : Le plan de sondage a été optimisé. 
Selon la stratification optimale, les grosses entre-
prises ont des probabilités d’inclusion plus élevées. 
La strate d’entreprises contribuant le plus à la 
valeur ajoutée est recensée. Les estimateurs trans-
versaux ont pour cette raison une faible variance.   

2. Fraction de réponse élevée : Dans la strate recensée 
des grandes entreprises, le taux de réponse avoisine 
70 %. La correction de population finie 
( ) /N n N−  peut donc diviser la variance par 3 par 
rapport au cas d’une population infinie.   

3. Effet panel : L’échantillon est un panel, ce qui est la 
meilleure stratégie pour estimer des évolutions.   

4. Corrélation de la non-réponse : La non-réponse à 
une vague est très liée à la vague précédente, et ne 
dégrade donc pas beaucoup le panel.   

5. Corrélation des variables entre les vagues : Les 
variables valeurs ajoutées au temps t et 1t +  sont 
très corrélées, car il s’agit de la même variable 
mesurée à deux moments différents.   

6. Calage : Les estimateurs sont calés dans les strates 
sur une variable liée à la variable d’intérêt, la 
variance des estimateurs peut alors s’écrire comme 
une variance résiduelle.   

Sur les 11 210 entreprises sélectionnées en 1999, environ 
5 200 ont répondu à la fois en 1999 et en 2000 ; et 5 300 ont 
répondu aux vagues 2000 et 2001. La taille du panel est 
donc relativement modeste, et le traitement de la non-
réponse va avoir une grande influence sur les résultats. Afin 
de réaliser des estimations de variance, nous avons fait 
l’hypothèse que la non-réponse est ignorable (missing 
completely at random) au sein des strates de tirage.  

À chaque vague, les estimations sont réalisées dans les 
domaines NOGA2 déclarés. Cela implique la possibilité 
d’un changement de domaine de la part des entreprises, 
qu’il faudrait essayer de prendre en compte dans les estima-
tions longitudinales. Nous avons décidé de négliger l’impact 
de ces changements dans un premier temps, et de considérer 
pour l’estimation de la covariance que les domaines sont 
fixes et donnés par la valeur déclarée à la première des deux 

vagues consécutives. Cette simplification n’est pas abusive, 
dans la mesure où seules 30 entreprises (resp. 25) ont 
changé de domaine entre 1999 et 2000 (resp. 2000 et 2001), 
ce qui représente moins de 0,5 % (resp. 0,2 %) des ETP de 
l’échantillon. Le calage est réalisé pour chaque année, et 
peut être pris en compte au moyen d’une technique de 
résidus. Comme pour l’estimation de la précision des esti-
mateurs transversaux, on prend en compte la robustification 
en repondérant les variables de l’enquête.  

Moyennant des hypothèses réalistes, toutes les compo-
santes de la variance peuvent être prises en compte grâce à 
l’expression générale (7). Cette expression est appliquée au 
sein de chaque strate et prend en compte toutes les compo-
sante de l’enquête sur la valeur ajoutée : l’effet panel, la 
non-réponse, la stratification, le calage, et la robustification. 
Les estimateurs de l’enquête sur la valeur ajoutée sont des 
estimateurs par ratio, et dans ce cas le calcul des résidus est 
simplifié. En effet, dans le cas du ratio, on calcule les 
coefficients de régression donnés en (5) et (6) en ayant une 
seule variable auxiliaire, donc kj kjz=z  est scalaire. De plus, 
on prend 1/ ,kj kjq z=  pour 1, 2,j =  et on obtient alors en 
prenant en compte la robustification : 
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2 2 2 2 2
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6.3 Estimation de la précision des évolutions  

Nous avons réalisé des estimations des écarts-types des 
évolutions des valeurs de productions brutes et des valeurs 
ajoutées calculées par l’Office fédéral suisse de la 
statistique. Ces estimations tiennent compte de tous les 
aspects développés précédemment. Nous les avons 
comparés aux écarts-types estimés qui auraient été obtenus 
sous l’hypothèse d’indépendance de tirage entre les vagues. 
Sur l’ensemble des strates d’activités, les écarts-types qui 
prennent en considération la corrélation entre les vagues 
d’enquête sont de 41 % inférieurs à ceux calculés sous 
hypothèse d’indépendance. Cela permet donc d’avoir des 
intervalles de confiance bien plus petits que ceux calculés 
avant ce travail, d’une manière plus rapide mais moins 
précise. Le gain n’est cependant pas le même dans toutes les 
strates d’activités. Dans les tableaux suivants sont donnés 
les écarts-types (ET) calculés pour les cinq plus grosses 
strates d’activités (NOGA) des évolutions de la valeur de 
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production brute ( VP∆ ) et de la valeur ajoutée ( VA∆ ) entre 
1999 et 2000. L’écart-type qui aurait été obtenu en 
négligeant la corrélation entre les échantillons ( indET ) est 
également inclus dans les tableaux, ainsi que le « gain » de 
précision réalisé en tenant compte de cette corrélation.  
Tableau 1 
Évolution de la valeur de production brute entre 1999 et 2000 et  
écarts-types (en milliards de francs suisses) 

 

Strate VP∆∆∆∆  indET  ET Gain (en %) 

1 3,31 2,35 0,87 63 
2 -0,77 4,38 1,98 55 
3 3,07 2,11 0,94 56 
4 4,33 1,10 1,00 09 
5 -0,09 0,81 0,53 35  

Tableau 2 
Évolution de la valeur ajoutée entre 1999 et 2000 et écarts-types  
(en milliards de francs suisses) 

 

Strate VA∆∆∆∆  indET  ET Gain (en %) 

1 1,96 0,91 0,32 65 
2 0,68 2,99 1,04 65 
3 1,90 1,47 0,72 51 
4 0,36 0,47 0,45 05 
5 -0,36 0,59 0,43 27 
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Démonstration de la proposition 1  

Il est bien connu que  
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Comme 1x  et 2y  sont sans biais conditionnellement à 
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On obtient donc  
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Conditionnellement à , ,A Bn n  et ,Cn  on est dans le cas A de 
Tam (1984, théorème 1). La variance conditionnelle vaut : 
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ce qui permet d’obtenir le résultat (1).  
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Masquage des UPE et estimation de la variance dans 
les enquêtes complexes 

Inho Park 1 

Résumé 
L’analyse des données recueillies auprès d’un échantillon stratifié à plusieurs degrés requiert de l’information sur le plan de 
sondage, telle que les identificateurs de strate et d’unité primaire d’échantillonnage (UPE), ou les poids de rééchantillonnage 
connexes, pour l’estimation de la variance. Dans certains fichiers de données à grande diffusion, l’information sur le plan de 
sondage est masquée en vue d’éviter le risque de divulgation, tout en permettant à l’utilisateur d’obtenir des estimations 
valides des variances. Par exemple, dans le cas des enquêtes aréolaires comptant un nombre limité d’UPE, les UPE 
originales sont divisées et (ou) recombinées pour construire des pseudo-UPE dans lesquelles sont permutées les unités 
d’échantillonnage de deuxième degré et de degré subséquent. Cependant, ces méthodes de masquage des UPE faussent 
manifestement la structure de mise en grappes du plan d’échantillonnage, ce qui donne des estimations de variance biaisées 
pouvant présenter un rapport systématique entre les deux estimations de variance obtenues avec et sans masquage des 
identificateurs d’UPE. Certains travaux antérieurs ont révélé certaines tendances du ratio des estimations de la variance 
obtenues avec et sans masquage si on  représente ce ratio graphiquement en fonction de l’effet de plan sans masquage. Le 
présent article traite de l’effet du masquage des UPE sur les estimations de la variance sous échantillonnage en grappes en 
fonction de divers aspects, dont la structure de mise en grappes et le degré de masquage. En outre, nous tâchons d’établir 
une stratégie de masquage des UPE par permutation des unités d’échantillonnage du degré subséquent qui réduit le biais 
résultant des estimations de la variance. En guise d’illustration, nous utilisons des données provenant de la National Health 
Interview Survey (NHIS) auxquelles nous avons apporté certaines modifications artificielles. La stratégie proposée permet 
de bien réduire le biais des estimations de la variance. Les résultats tant théoriques qu’empiriques indiquent que l’effet du 
masquage des UPE sur les estimations de la variance est modeste si la permutation des unités d’échantillonnage de degré 
subséquent est minimale. Nous avons appliqué la stratégie de masquage proposée aux données diffusées de la National 
Health and Nutrition Examination Survey (NHANES) de 2003-2004. 
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1. Introduction  
L’analyse des données recueillies auprès d’un échantillon 

stratifié à plusieurs degrés requiert l’utilisation d’informa-
tion sur le plan, telle que les identificateurs de strate et 
d’unité primaire d’échantillonnage (UPE), ou les poids de 
rééchantillonnage connexes, pour l’estimation de la va-
riance. Dans les grandes enquêtes, les UPE correspondent 
souvent à un ou à plusieurs comtés. Certaines sources 
externes mises à la disposition du public, telles que les 
données du recensement, peuvent fournir des renseigne-
ments démographiques très détaillés au niveau de l’UPE. 
Même si l’on supprime leur nom, l’inclusion des iden-
tificateurs d’UPE dans les fichiers de données à grande 
diffusion peut à elle seule poser un risque d’identification en 
permettant leur couplage à des données de source externe. 
Par conséquent, les identificateurs d’UPE sont souvent 
masqués en vue de 1) réduire le risque de divulgation des 
données et 2) permettre néanmoins à l’utilisateur d’obtenir 
des estimations de variance valides. Mayda, Mohl et 
Tambay (1996) abordent la question du risque éventuel     
de divulgation des données associé à l’inclusion des 

identificateurs originaux d’UPE dans les fichiers de données 
à grande diffusion et considèrent la méthode de regroupe-
ment de strates proposée par Rust (1986) afin de trouver un 
juste équilibre entre les deux exigences susmentionnées. 
Étant donné la non-convergence éventuelle de l’estimation 
de la variance sous la méthode de regroupement de strates 
signalée par Valliant (1996), Yung (1997) a proposé de 
construire un ensemble de poids de rééchantillonnage 
bootstrap moyens. Lu (2004) a démontré que fournir des 
poids de rééchantillonnage et donner les identificateurs de 
strate et d’UPE sont des options à peu près équivalentes en 
ce qui concerne la confidentialité, puisqu’il est facile 
d’obtenir les uns à partir des autres. Shah (2001) a examiné 
divers moyens de créer des pseudo-strates et des pseudo-
UPE étant donné un ensemble de poids obtenus par la 
méthode des répliques répétées équilibrées. Eltinge (1999) a 
proposé une méthode semblable à celle du regroupement 
des strates. Lu, Brick et Sitter (2006) ont également établi 
les conditions de convergence de l’estimateur de la variance 
sous la méthode de regroupement des strates et ont proposé 
des algorithmes de regroupement de strates produisant des 
estimateurs de variance efficaces et convergents. 
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Quand le nombre d’UPE dans l’échantillon est limité, la 
méthode de regroupement des strates n’est pas intéressante à 
cause du nombre insuffisant de degrés de liberté pour 
l’estimation de la variance. Dohrmann, Curtin, Mohadjer, 
Montaquila et Le (2002), ainsi que Dohrmann, Lu, Park, 
Sitter et Curtin (2005) ont abordé ce genre de situation et 
considéré deux méthodes de masquage des UPE. La 
première consiste à diviser chaque UPE en deux pseudo-
UPE (ensembles d’unités finales d’échantillonnage dans les 
UPE), en doublant arbitrairement le nombre de degrés de 
liberté pour l’estimation de la variance. La deuxième 
méthode consiste à construire les pseudo-UPE par permu-
tation des unités d’échantillonnage de deuxième degré 
(USE, unités secondaires d’échantillonnage) entre les UPE 
originales, en gardant les nombres originaux de degrés de 
liberté pour l’estimation de la variance. Autrement dit, les 
affectations aux UPE et aux strates de toutes les unités 
finales d’échantillonnage comprises dans une USE sont 
remplacées par celles dans l’USE appariée. Cette méthode 
peut être généralisée de manière que les UPE originales 
soient divisées en une ou plusieurs fractions qui sont ensuite 
recombinées pour construire des pseudo-UPE dans les-
quelles les fractions d’UPE sont permutées. Cette approche 
diffère de la permutation des données (Dalenius et Reiss, 
1982), qui est souvent utilisée pour empêcher la divulgation 
grâce à la permutation des valeurs des variables d’enquête 
de nature délicate entre enregistrements individuels. À cause 
de la distorsion résultante de la structure de mise en grappes 
du plan d’échantillonnage, les deux méthodes de masquage 
des UPE peuvent donner des estimations de la variance 
biaisées présentant éventuellement un rapport systématique 
entre les deux estimations de la variance obtenues avec et 
sans masquage des identificateurs d’UPE. Dohrmann et coll. 
(2005) ont observé des courbes en forme d’entonnoir 
décroissantes pour le ratio des estimations des variances 
avec et sans masquage d’une moyenne d’échantillon, quand 
ces estimations de variance sont représentées graphiquement 
en fonction de l’effet de plan. Ils ont expliqué ces courbes 
en se basant sur une relation approximative de l’estimation 
de la variance, monotone en le coefficient de corrélation 
intragrappe (CCI) de la formule de l’effet de plan de Kish. 
Dans le présent article, nous nous penchons sur les 

questions soulevées par la deuxième méthode de masquage 
des UPE qui consiste à permuter les unités d’échantillon-
nage de degré subséquent entre les UPE originales et nous 
examinons les effets de cette méthode sur les estimations de 
la variance. À la section 2, nous étudions l’effet du mas-
quage des UPE sur la variance en ce qui concerne certains 
aspects de la structure de mise en grappes, comme le CCI et 
les moyennes et les tailles des fractions d’UPE pour la 
permutation sous un plan d’échantillonnage en grappes à 
un degré. À la section 3, nous examinons la relation entre le 

degré de permutation pour le masquage des UPE et le biais 
dans la variance en utilisant un modèle paramétrique pour 
l’échantillonnage en grappes. À la section 4, nous envisa-
geons une stratégie de masquage des UPE par permutation 
des USE qui aide à réduire les effets du masquage des UPE 
sur les estimations de la variance et, donc, les biais résul-
tants dans le cas des enquêtes complexes. À la section 5, 
nous examinons brièvement les travaux récents de 
Dohrmann et coll. (2002, 2005) et nous présentons les résul-
tats de l’application de la stratégie de masquage proposée à 
des données provenant de la National Health Interview 
Survey (NHIS) en y apportant certaines modifications 
artificielles. Enfin, à la section 6, nous présentons une 
discussion. 

 
2. Effet de la distorsion de la structure de mise 

       en grappes sur la variance de la  
        moyenne d’échantillon  

L’échantillonnage en grappes, souvent utilisé dans les 
enquêtes pour des raisons économiques et logistiques, est 
une source importante d’accroissement de la variance d’un 
estimateur comparativement à un échantillonnage aléatoire 
simple qui tient à la similarité des unités d’échantillonnage 
dans les grappes. Les traités classiques d’échantillonnage, 
tels que Särndal, Swensson et Wretman (1992, section 8.7) 
fournissent des formules pour calculer la variance d’une 
moyenne d’échantillon en fonction du CCI, des tailles de 
grappe et des moyennes d’une variable étudiée .y  Cela 
signifie que l’effet de la mise en grappes du plan d’échan-
tillonnage sur la variance devrait être révélé par l’entremise 
de ces éléments. À la présente section, nous examinons 
comment la distorsion de la structure de mise en grappes du 
plan d’échantillonnage influe sur la variance d’une moyenne 
d’échantillon quand les UPE sont masquées par la 
permutation de leurs fractions entre deux UPE. Pour les 
besoins de la discussion présentée dans cette section, nous 
considérons un échantillonnage des UPE à un degré avec 
probabilité proportionnelle à la taille (PPT). Ce plan 
d’échantillonnage est relativement simple, mais néanmoins 
suffisamment complexe pour révéler l’effet du masquage 
des UPE sur la variance en ce qui a trait aux trois éléments 
susmentionnés. 
 
2.1 Variance sous échantillonnage en grappes PPT à 

un degré   
Supposons qu’une population U  de M  unités est 

groupée en N  UPE de iM  unités chacune. Nous tirons un 
échantillon aléatoire de n  UPE avec les probabilités 

ip 1( 1)N
i ip=∑ =  et nous incluons dans l’échantillon toutes 

les unités comprises dans une UPE échantillonnée. Pour 
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simplifier, nous supposons que la sélection des UPE est faite 
avec remise. La moyenne d’échantillon pondérée Ŷ =  

1
1 11 1( )i iM Mn n

i ij jij ij ijw w y−
= == =∑ ∑ ∑ ∑  est un estimateur de la 

moyenne de population 1
1 1

iMN
i j ijY M y−
= =∑ ∑=  de la variable 

étudiée ,y  où 1( )ij iw np −=  et ijy  désignent le poids 
d’échantillonnage et la valeur de y  pour la ej  unité de 
l’UPE ,i  respectivement. Soit 1 ,n

i im M=∑= 2 1( 1)yS M −= −  
2

1 1( ) ,iMN
i j ijy Y= =∑ ∑ − 1

1
iM

i ji ijM yY
−

=∑=  la taille d’échantillon, 
la variance de population et les moyennes de y dans les 
UPE, respectivement. En supposant que N  est grand de 
sorte que ( 1) 1,N N/ − ≐  sa variance approximative peut 
s’écrire 

1 2

1 1 1

1

1 1 2 2

1

ˆ( ) [1 ( 1) ]

( ) ( ) ( )

( ) ( )

y yU

N

ii i i i
i

N

ii i
i

V Y S m S M

mN p M M M p YY

mMN p M YY

−

− − −

=

− −

=

| + − ρ

+ − − ,

− ,

∑

∑

≐

≐  (1)

 

où S  désigne l’ensemble d’indices dans l’échantillon, yUρ =  
2 21 yw yS S− /  est le CCI et 2 1 2

1 1( ) ( )iMN
i ijyw ijS M N y Y

−
= =∑ ∑= − −  

est l’écart quadratique moyen dans les UPE. La preuve de (1) 
est donnée en annexe. 
Pour un cas particulier commun de ,i ip M∝  c’est-à-

dire l’échantillonnage PPT, (1) se simplifie en  
1 2

1 2

1

ˆ( ) [1 ( 1) ]

( ) ( )

y yU

N

i i
i

V Y S m S M

mN M Y Y

−

−

=

| + − ρ

−∑

≐

≐  (2)
 

et le CCI est exprimé par  

1 2
1

1 2

ˆ( )
( 1) y

yU

y

V Y S m S
M

m S

−
−

−

 | −
 ρ − .
  

≐  (3) 

Dans (2), la deuxième approximation indique que les UPE 
pour lesquelles le terme 2( )i iM Y Y−  est grand contribuent 
davantage à la variance. Dans (3), le CCI révèle (approxi-
mativement) la perte de précision due à l’accroissement 
relatif par grappe de la variance de 1 2 ,ym S−  la variance de la 
simple moyenne d’échantillon 1

( )ij S ijy m y−
∈∑=  qui aurait 

pu être obtenue à partir des échantillons aléatoires simples 
avec remise de même taille. 
Une enquête complexe comporte souvent l’échantillon-

nage PPT à un degré susmentionné ou un autre plan 
complexe (additionnel) (par exemple, stratification, échan-
tillonnage à plusieurs degrés et probabilités de sélection 
inégales), ou des caractéristiques d’estimation (par exemple, 
corrections pour la non-réponse et corrections par calage). 
Par exemple, si ip  n’est pas proportionnelle à la taille ou 
qu’on a procédé à un sous-échantillonnage poussé qui aurait 
pour résultat d’obtenir des poids de sondage inégaux, la 
caractéristique complexe correspondante pourrait joué un 

rôle dans l’estimation de la variance. L’incidence connexe 
sur l’estimation de la variance dans le cas d’échantillons 
complexes sera discutée en détail à la section 4.  
2.2 Moyennes et tailles des fractions d’UPE  
Afin de masquer les UPE, considérons que les deux 

premières UPE dans l’échantillon sont divisées chacune en 
deux ensembles d’unités, 1U = 11 12U U∪  et 2U =  

21 22,U U∪  disons, et que les deux pseudo-UPE, 1U ∗ =  

11 22U U∪  et 2 21 12,U U U∗ = ∪  sont construites par permu-
tation de 12U  et 22U  entre les deux UPE. Soit S  et S∗  les 
ensembles d’indices dans l’échantillon sans masquage et 
avec masquage, respectivement. Soit ˆ( )V Y S∗|  la variance 
de Ŷ  associée aux pseudo-UPE (en supposant aussi que les 
UPE non échantillonnées dans U  restent les mêmes). En 
outre, soit *,iY ,iY

∗
iM ∗  la moyenne et le total de y  et la 

taille de la ei  pseudo-UPE, respectivement. En supposant 
que 0Y =  sans perte de généralité, la différence entre les 
variances avec et sans masquage s’écrit, en partant de (2), 
sous la forme 

( )( )

1 *2 2

1 2

1 * *

1 2

ˆ ˆ( ) ( )

( ) ( )

( )

i i i i
i

i i i i i i i i

i

V Y S V Y S

mN M Y M Y

mN M Y M Y M Y M Y

∗

− ∗

= ,

− ∗ ∗

= ,

| − |

− ,

+ − .

∑

∑

≐

≐ (4)

 

L’expression (4) montre que la différence de variance due 
au masquage des UPE dépend des variations des quantités 
d’UPE .i iM Y  Si ilY  et ilM  désignent le total et la taille 
de la fraction d’UPE ,ilU  respectivement, pour 1 2,i l, = ,  
alors 1i iY Y= + 2,iY 1 2,i i iY Y Y∗

′= + 1 2i i iM M M= +  et iM ∗ =  

1 2i iM M ′+  pour 1 2.i i′≠ = ,  Il découle clairement de (4) 
que la variance ne variera pas sous masquage des UPE si la 
condition suivante est vérifiée : 

* 1 2 1 2

1 2 1 2

ou i i i i
i i i i

i i i i

Y Y Y Y
M Y M Y

M M M M

∗ ′

′

+ +
= = .

+ +
 (5) 

Ce résultat est un peu surprenant, puisque par intuition 
naïve, on pourrait penser que les fractions d’UPE pour la 
permutation avec *

i iY Y=  préserveront la variance. Pour 
mieux comprendre (5), considérons les trois cas qui suivent. 
Si 12 22,M M=  alors (5) implique que 12 22Y Y=  ou 

12 22,Y Y=  où il il ilY Y M= /  désigne la moyenne de .ilU  Si 

12 22,Y Y=  alors (5) implique que 12 22M M=  ou 12 22 .Y Y=  
Si 12 22,Y Y=  alors (5) peut s’écrire sous la forme 

1 1 2 2 2( 1) ( ) 0i i i i i i i i iM Y M M Y M M M M∗ ∗
′/ − + / − =  pour 

1, 2,i =  expression qui tient quand 12 22.M M=  Ces trois 
cas démontrent clairement que la variance ne varie pas si les 
fractions d’UPE pour la permutation sont formées de 
manière que leurs tailles et leurs moyennes soient les unes et 
les autre égales. 
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2.3 Variation du CCI  
L’effet de la distorsion de la structure de mise en grappes 

sur la variance peut aussi être étudié à l’aide du ratio des 
variances avec et sans masquage. Soit yU

∗ρ  le CCI avec 
masquage, c’est-à-dire le CCI défini par les identificateurs 
d’UPE masqués. De (3), il apparaît clairement que la diffé-
rence entre les CCI avec et sans masquage est proportion-
nelle à la différence entre les variances correspondantes, 
c’est-à-dire 

1 2 1 ˆ ˆ[ ( 1) ] [ ( ) ( )]yU yU ym M S V Y S V Y S
∗ − − ∗ρ − ρ − | − | .≐  

Dans (2), la deuxième approximation indique que la 
variation du CCI dépend de la façon dont les fractions 
d’UPE sont formées pour la permutation, c’est-à-dire de la 
variation de 2( ) .i iM Y Y−  Partant de (2), le ratio des 
variances avec et sans masquage est donné par 

1

1

( 1)ˆ( , )
( 1)

yU

yU

M
RV Y S S

M

∗ −
∗

−

ρ + −
| .

ρ + −
≐  (6) 

Voir, aussi, Dohrmann et coll. (2005, équation 8). Sous la 
relation yU y yUc∗ρ = ρ  pour tout 0yc >  donné, (6) est 
monotone en .yUρ  De plus, le ratio est très instable quand 

yUρ  ou yU
∗ρ  est proche de 1( 1) ,M −− −  la borne inférieure 

du CCI, parce que le numérateur et le dénominateur ayant 
tous deux leur CCI proche de la borne inférieure, ils sont 
tous deux proches de zéro. Cela signifie que toute variable 
de ce type sera fortement influencée par le masquage des 
UPE. 
En général, les enquêtes ont pour but de recueillir des 

données sur plus d’une variable et le masquage des UPE 
fondé sur une seule variable pourrait donc ne pas bien 
protéger le CCI et, par conséquent, la variance d’autres 
variables. Pour mieux comprendre cet aspect, considérons 
les situations où le masquage des UPE produit une 
distorsion à la fois fixe et aléatoire du CCI exprimée sous la 
forme yU y yUc e∗ρ = ρ +  pour 0,02 0,2,y− <ρ <  où yc =  
0,7 1,0 1,3,, ,  2(0 0,05 )e N ,∼  et m M= = 2 100.yS =  
Dans le modèle, le coefficient constant yc  et le terme 
d’erreur e  tiennent compte, respectivement, de la pertur-
bation déterministe et de la perturbation aléatoire causées 
par le masquage dans le CCI de la variable correspondante. 
La figure 1 donne le ratio résultant des erreurs-types (racines 
carrées des variances) avec et sans masquage en fonction du 
CCI du plan d’échantillonnage. Les trois diagrammes de 
dispersion de la figure 1 ont une forme en entonnoir 
similaire et révèlent une forte variation pour les valeurs     
très faibles de .yUρ  Cependant, leurs courbes génériques 
dépendent de la grandeur de .yc  Par exemple, 1yc <  
produit une courbe décroissante, 1,yc >  une courbe 
croissante et 1,yc =  une courbe non monotone. Comme 

nous en discuterons à la section 3.2, le cas de 1yc >  
pourrait être très rare. 
La discussion qui précède ne s’étend pas facilement à 

d’autres situations d’enquête complexe, principalement 
parce que les enquêtes comportent souvent des caractéris-
tiques de plan de sondage complexes, telles que la stratifi-
cation, l’échantillonnage à trois degrés ou plus et l’échantil-
lonnage avec probabilités inégales. Dans de telles circons-
tances, il pourrait être difficile de définir le CCI et de bien 
approximer la variance sous la forme de (2) (voir, par 
exemple, Park (2004) et les références qu’il mentionne). 
Néanmoins, la discussion de la présente section contribue à 
la compréhension de l’effet du masquage des UPE sur les 
estimations de la variance en général. 

 
3. Effet du degré de masquage des UPE sur  
        la variance de la moyenne d’échantillon  
Le biais dans l’estimation de la variance est d’autant plus 

important que la structure de mise en grappes est faussée. 
Pour étudier cette relation, nous considérons un modèle 
paramétrique utilisé pour l’échantillonnage à deux degrés. 
Supposons que l’échantillonnage à deux degrés consiste à 
sélectionner n  UPE et m  unités dans chaque UPE échantil-
lonnée. À l’exemple de Valliant, Dorfman et Royall (2000, 
page 248), nous supposons qu’une valeur échantillonnée ijy  
pour la ej  unité de l’UPE i  est produite à l’aide du modèle 
suivant : 

2

2

si

( ) Cov ( ) si

0 autrement,

yi

ij yi ij i j yi yi

i i j j

E y & y y i i j j′ ′ξ ξ

 ′ ′σ = , = ,
 ′ ′ξ: = µ , = σ ρ = , ≠ ,



 

où 2
yi yiµ , σ  et yiρ  sont la moyenne, la variance et la corré-

lation des unités dans l’UPE ,i  respectivement. La variance 
d’une moyenne d’échantillon 1

1 12 ( ) n m
i j ijst

nm yy
−

= =∑ ∑=  
s’écrit 

1 2
2( ) ( ) [1 ( 1) ]yu yust

V S nm my
−

ξ | = σ + − ρ ,  (7) 

où 2 1 2 2 2
1 1 1( )n n n

i i iyu yi yu yi yi yin−
= = =∑ ∑ ∑σ = σ , ρ = σ ρ / σ  et S  dé-

signe l’ensemble d’indices dans l’échantillon. Notons que 

yuρ  peut être interprété comme étant le CCI (groupé ou 
pondéré par 2

yiσ ) sous le modèle .ξ  
Soit β  la taille relative des fractions d’UPE qui doivent 

être permutées entre les UPE 1i  et 2.i  Pour simplifier, nous 
supposons que mβ  est une valeur entière, qui est le nombre 
d’unités dans chaque fraction utilisée pour la permutation. 
Soit S∗  l’ensemble d’indices dans l’échantillon avec 
masquage. La variance de 2sty  avec S∗  peut s’écrire 

1 1 2 2

2 2 2
2 2( ) ( ) ( 1) ( )yi yi yi yist st

V S V S ny y
∗ −

ξ ξ| = | + γ − σ ρ +σ ρ  (8) 
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pour 2 2(1 ) .γ = β + −β  La preuve de (8) est donnée en 
annexe. Notons que 1 1 0− < γ − <  pour 0 1.< β <  Le ratio 
des variances avec et sans masquage s’écrit  

1 1 2 2

2 2

2 2

( )
( ) 1 ( 1)

[1 ( 1) ]
yi yi yi yi

st

yu yu

RV S S my
m

∗
ξ

σ ρ + σ ρ
| , = + γ − .

σ + − ρ
 (9) 

La variance ne variera pas si la permutation est faite de telle 
manière que 

1 1 2 2

2 2 0,yi yi yi yiσ ρ + σ ρ =  c’est-à-dire que les 
corrélations dans les UPE correspondantes soient de sens 
opposé. Sinon, la variance variera au taux de ( 1) 0m γ − <  
pour 

1 1 2 2

2 2 0.yi yi yi yiσ ρ + σ ρ ≠  
En général, les unités ont tendance à être plus semblables 

à l’intérieur d’une UPE qu’entre UPE, la valeur de yiρ  étant 
faible et positive dans de nombreuses populations (par 
exemple Valliant et coll. 2000, section 8.2.3). Donc, il est 
plus probable que 

1 1 2 2

2 2 0yi yi yi yiσ ρ +σ ρ > , à moins que 
2 0yiσ ≐  pour tout 1 2i i i= ,  et la variance avec  masquage a 

tendance à être plus faible que la variance sans masquage, 
c’est-à-dire 2( ) 1.

st
RV S Sy

∗
ξ | , <  La figure 2 illustre la 

variation de l’erreur-type en fonction du CCI sans masquage 
(ou de référence) yuρ  lorsque la proportion d’unités 

permutées entre les deux UPE varie. Elle montre que plus le 
nombre d’unités permutées augmente, plus la variance est 
modifiée, ce qui indique qu’il faut effectuer la permutation 
(c’est-à-dire, le masquage des UPE) minimale afin de ne pas 
induire de biais important dans la variance. En outre, la 
figure 2 révèle la courbe décroissante en forme de L du ratio 
des erreurs-types en fonction du CCI, autrement dit indique 
une surestimation pour les CCI négatifs, mais une sous-
estimation pour les CCI positifs. Par conséquent, sous le 
masquage des UPE, nous pouvons nous attendre à des 
courbes de type 0,7yc =  (décroissantes, mais aléatoires) ou 

1,0yc =  (purement aléatoires) dans la figure 1, le deuxième 
type représentant les meilleurs résultats qui peuvent être 
obtenus par masquage minimal. À la section 4, nous pro-
posons une stratégie de masquage des UPE par permutation 
des USE qui aide à produire une courbe du deuxième type 
pour les ratios des variances résultants. À la section 5, nous 
appliquons la stratégie proposée à des données d’enquête 
artificielles en faisant varier la proportion d’unités 
permutées. 
 

 
 

 
Figure 1 Ratios des erreurs-types avec et sans masquage en fonction du coefficient de 

corrélation intragrappe original avec variation de l’effet du masquage des UPE sous 
un modèle ∗ρ = ρ +ρ = ρ +ρ = ρ +ρ = ρ +yU y yUc e  avec , 2(0, 0 05 )e N∼∼∼∼  pour 0 7, 1 0, 1 3yc = , , ,= , , ,= , , ,= , , ,  et 
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Figure 2 Ratios des erreurs-types avec et sans mas-

quage   2( , )stRV S Sy
∗∗∗∗

ξξξξ ||||   en  fonction  du 

CCI lorsque varie la proportion d’unités 
permutées provenant de chaque UPE. 2

yuσ ≡σ ≡σ ≡σ ≡  
25, ρ ≡ρρ ≡ρρ ≡ρρ ≡ρyu yi  pour tout , 10,====i n 16,m ====  pour 
β=β=β=β= , , ,(0 1 0, 2 0, 3)  et 

-10,5( 1) 0, 2− − ≤ρ ≤− − ≤ρ ≤− − ≤ρ ≤− − ≤ρ ≤yum  

 
4. Stratégie de masquage des UPE pour limiter  
        le biais dans l’estimation de la variance  

Nombre d’enquêtes à grande échelle comportent plu-
sieurs degrés d’échantillonnage avec probabilités de sé-
lection inégales. Dans de telles circonstances, les unités 
d’échantillonnage de deuxième degré ou de degré sub-
séquent peuvent être un choix naturel pour la permutation en 
vue de créer des pseudo-UPE pour des raisons opéra-
tionnelles. Par exemple, les diffusions récentes des données 
de la National Health and Nutrition Examination Survey 
(NHANES) (Dohrmann et coll. 2005) comprennent les 
identificateurs de pseudo-UPE construites par permutation 
des USE entre les UPE originales. À la présente section, 
nous considérons la permutation des USE en vue de 
masquer les UPE sous échantillonnage stratifié à plusieurs 
degrés et son effet sur les estimations de la variance. Nous 
proposons une stratégie de permutation des USE basée sur 
la contribution des USE aux estimations des variances.  
4.1 USE dans l’estimation de la variance sous 

échantillonnage stratifié à plusieurs degrés  
Supposons qu’une population finie U  de M  unités est 

partitionnée en N  UPE et que les UPE semblables en ce qui 
concerne un certain nombre de caractéristiques sont grou-
pées pour former un total de H  strates. Supposons aussi 
que chaque strate est constituée de hN  UPE et que chaque 
UPE contient hiN  USE avec hijN  unités finales d’échantil-
lonnage, où 1

H
h hN N=∑=  et 1 1 1 .h hiN NH

h i j hijM N= = =∑ ∑ ∑=  Suppo-
sons que l’échantillonnage de premier degré consiste à 

sélectionner 2hn =  UPE dans chaque strate, indépen-
damment entre les strates, et que le deuxième degré et le 
degré subséquent d’échantillonnage consistent à sélec-
tionner, tour à tour, hin  USE dans chaque UPE échan-
tillonnée ( )hi  et hijn  unités finales dans chaque USE 
échantillonnée ( ),hij  où 1 ,h … H= , , 1 hi … n= , ,  et 

1 .hij … n= , ,  L’unité finale échantillonnée ( )hijk S∈  est 
associée à la valeur observée hijky  de la variable étudiée y  
et au poids d’échantillonnage ,hijkw  où 1 hijk … n= , ,  et S  
désigne l’ensemble d’indices dans l’échantillon. Le total de 
population 1 1 1 1

hijh hi
NN NH

h i j k hijkY y= = = =∑ ∑ ∑ ∑=  et la taille M  sont 
estimés par ( )

ˆ
hijk S hijk hijkY w y∈∑=  et ( )

ˆ ,hijk S hijkM w∈∑=  
respectivement. En outre, la moyenne de population 
Y Y M= /  est estimée par ˆ ˆ ˆY Y M= /  et son estimateur de 
variance par développement en série de Taylor (par 
exemple, Shao et Tu 1995) est donné par 

2

1 2

1

ˆ( )
2

H
h h

h

z z
v Y S

=

− 
| = , 

 
∑  (10) 

où les 1 1( ) 2hijhi
nn

j khi hi hijk hijkz z y w z= =∑ ∑= =  sont les totaux 
estimés de strate de 1 ˆˆ( ) ( )hijk hijk hijkz z y M y Y

−= = −     
pour l’UPE ( ).hi  
Dans (10), en écrivant hiz  en fonction des unités 

contenues dans les USE, nous pouvons voir la contribution 
de ces USE à l’estimation de la variance, donc, faciliter la 
recherche de stratégies de permutation des USE afin de 
limiter les biais dans les estimations des variances. Si hijw  et 

k hijw |  désignent les poids d’échantillonnage des USE et les 
poids conditionnels des unités finales d’échantillonnage, 
respectivement, alors .hijk hij k hijw w w |= ×  Soit ˆ

hijN =  

1
hijn

k k hijw= |∑   et  1
1

ˆ ˆ hijn

khij hij k hij hijkY N w y
−

= |∑=  les estimations de la 
taille et de la moyenne d’échantillon de l’USE ( ),hij  
respectivement. Dans (10), les quantités hiz  peuvent main-
tenant s’écrire 

1

2
hin

hi hij hij
j

z w z
=

= ,∑  (11) 

où  

1

1

ˆ ˆˆ ˆ ( )
hijn

hij k hij hijk hij hij

k

z w z M N Y Y
−

|
=

= = − .∑  

Il est évident, si l’on examine (10) et (11), que la 
contribution des USE échantillonnées à l’estimation de la 
variance a lieu par la voie des trois composantes 

ˆˆ{ }hij hij hijw N Y, ,  de l’USE ( ).hij  À la section 4.2, nous 
examinerons de près l’effet du masquage des UPE par 
permutation des USE sur les estimations des variances.  
4.2 Effet de la permutation des USE sur les 

estimations de la variance   
Nous supposons maintenant que deux USE ( )a a ah i j  et 

( )b b bh i j  sont permutées entre deux UPE ( ) ( ).a a b bh i h i≠  
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Alors, l’estimation de la variance avec masquage peut, en 
partant de (10), s’écrire  

2 2

1 2 1 2

{ }

ˆ( )

ˆ( )
2 2

a b

h h h h

h h h

v Y S

z z z z
v Y S

∗

∗ ∗

∈ ,

| =

  − −  | + − ,       
∑  (12)

 

où hiz∗  désigne la quantité hiz  dans (11) avec l’ensemble 
d’indices dans l’échantillon S∗  altéré à cause de la permu-
tation. Désignons par ai′  et bi  les autres UPE dans les 
strates ah  et ,bh  respectivement, et définissons ( )hi j hiz z= −  

2 2 .l jhi hij hij hil hilz w z w z≠∑− =  Alors, (12) peut s’écrire  

0 0
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )v Y S v Y S e y g y∗| = | + ,  (13) 

où 0( ) 2( )
a a a a a a b b b b b bh i j h i j h i j h i je y w z w z= −  est la différence de 

quantité 1 ˆ ˆˆ2 2 ( )hij hij hij hijw z w M Y Y
−= −  entre les deux USE 

qui seront permutées et 

( ) ( )

0 1
( ) ( )

[ ] si
( )

2 [( ) ( )] si

a a a b b b

a a a a a b b b b b

h i j h i j a b

h i h i j h i h i j a b

z z h h
g y

z z z z h h−
′ ′

− = ,
= 

− − − ≠ ,
 

est une fonction de 2 hij hijw z  des USE qui seront gardées 
dans les UPE originales. Notons que, pour 0a bh h r= ,  peut 
aussi s’exprimer 1

0 ( ) ( ) ( )2 [( ) (
b b b a a a a a ah i j h i j h i jg z z z−= − − −  

( ))]b b bh i jz  ce qui montre que l’effet de la permutation des 
USE sur l’estimation de la variance sera négligeable si les 
deux USE permutées sont appariées de manière que le 
produit de 0 ( )e y  et 0 ( )g y  soit proche de zéro. Autrement 
dit, la variation de l’estimation de la variance sous permu-
tation des USE peut être contrôlée si l’on forme une paire de 
segments tenant compte des trois composantes ˆ{ hij hijw N, ,  
ˆ }hijY  de manière à minimiser 0 0( ) ( )e y g y×  similairement 
au cas sous échantillonnage en grappes PPT à un degré de la 
section 2.2. 
De plus, en écrivant  

1 2 0

0 0 1
1 2 1 2 0

( ) si
( )

2 ( ) ( ) si

a a

a a b b

h h a b

h h h h a b

z z e h h
g g e

z z z z e h h−  
  

− − = ,
= = 

− − − − ≠ ,
 

nous pouvons exprimer (13) comme une fonction quadra-
tique de 0 ( )e y  sachant { : { , }, 1, 2}.hi a bz h h h i= =  Pour 

,a bh h=  nous pouvons montrer que *ˆ ˆ( ) ( )v Y S v Y S| > |  
uniquement pour 0e  compris entre zéro et 1 2( ).

a bh hz z−  
Quand 1 2 0,

a bh hz z− ≐  il pourrait être plus probable que 
*ˆ ˆ( ) ( ).v Y S v Y S| = |  Un argument comparable peut être 

formulé pour .a bh h≠   
4.3 Permutation séquentielle d’USE sous 

caractéristiques d’appariements multiples  
Supposons que l’échantillon contient un total de Jn  USE 

et que seulement R  d’entre elles sont choisies pour former 

des paires pour la permutation, où 1 1
hnH

h iJ hin n= =∑ ∑=  et 
1 .JR n≤ <  Supposons qu’un nombre fixe de R  USE est 
choisi conformément à une certaine notion de compromis 
risque-utilité. Voir, par exemple, Gomatam, Karr et Sanil 
(2005) pour une discussion apparentée concernant la 
permutation de données. En outre, supposons que leur ordre 
séquentiel pour le processus d’appariement est donné par 

1 2 Rj j … j, , , . Par exemple, pour commencer, toutes les 
paires possibles sont formées pour chacune des R  USE et 
la meilleure d’entre elles est choisie en se fondant sur une 
mesure de distance, telle que (12). L’ordre des R  USE pour 
le (principal) processus d’appariement est alors déterminé 
en fonction de l’ordre croissant des distances des R  
meilleures paires. 
Soit 1rS −  l’ensemble modifié d’indices dans l’échan-

tillon après que la e( 1)r −  paire d’USE a été formée et 
permutée, où 1r … R= , ,  et 0 .S S≡  Soit 1

( )
r
jS −  l’ensemble 

d’indices dans l’échantillon quand les USE rj  et j  sont 
permutées pour 1.rS −  Alors, la variation de l’estimation de 
la variance causée par la permutation de la er  USE rj  et 
toute autre USE non comprise dans les ( 1)r −  appariements 
précédents peut s’écrire sous la forme  

1 1
( )

1 1

ˆ ˆ( ) ( ) ( )

( ) ( )

r r

r j

r r

y j v Y S v Y S

e y r g y r

− −

− −

δ , = | − |

= , , ,  (14)
 

où 1( )re y r− ,  et 1( )rg y r− ,  sont définis de la même façon 
que dans (13), mais avec 1rS −  et 1

( ) .
r
jS −  Manifestement, le 

choix de la meilleure paire pour la er  USE dépend des 
( 1)r −  appariements précédents et, donc, le processus 
d’appariement doit être considéré comme étant séquentiel. 
Notons que les USE qui ont été appariées et permutées au 
moment des appariements précédents doivent être exclues 
de la recherche courante. 
En outre, plusieurs caractéristiques peut être prises en 

considération pour l’appariement, dans l’espoir qu’elles 
seront reliées à de nombreuses autres variables étudiées, de 
façon à minimiser le biais dans l’estimation connexe de la 
variance. Supposons que q  caractéristiques d’appariement 
sont choisies avec soin, disons =x 1 2( )qx x … x ′, , ,  (par 
exemple, Dohrmann et coll. 2005, pour une discussion à ce 
sujet). Pour déterminer la distance entre les USE rj  et ,j  
nous pouvons considérer toute mesure de distance de la 
forme 

1 1
( )

1

ˆ ˆ( ) [ ] [ ]
q

r r

r l l j l
l

D j c v X S v X S− −

=

| = | − |∑x  (15) 

ou  

1
( )

1

ˆ ˆ( ) [ ] [ ]
q

r

r l l j l
l

j c v X S v X S−

=

∆ | = | − |∑x  (16) 

moyennant tout choix raisonnable de coefficients positifs 
.lc  Par exemple, 1lc ≡  tient compte simplement de l’écart 
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absolu entre les estimations de la variance de ˆ ,lX lc =  
1ˆ( ) ,lv X S −|  de l’écart absolu entre les estimations de la 

variance comparativement aux estimations originales de la 
variance et 1,l lc X −=  de l’écart absolu entre les estimations 
de la variance relative. La première mesure de distance (15) 
rend compte de la variation de l’estimation de la variance 
due à la permutation de segments de la er  paire. La 
deuxième mesure de distance (16) tient compte de l’effet 
cumulatif des permutations pour les r  paires de segments.  
Nous pouvons imposer des contraintes d’appariement, 

par exemple, pour empêcher l’appariement d’USE prove-
nant de la même UPE et pour appliquer un seuil de la pro-
portion d’USE provenant de chaque UPE qui seront permu-
tées (Lu 2004). Soit 1{ }A RJ j … j= , ,  l’ensemble d’indices 
des R  USE prises en considération pour former les paires à 
permuter et soit BJ  toutes les USE possibles qui peuvent 
être appariées en satisfaisant un ensemble donné de 
contraintes d’appariement. Pour simplifier, considérons que 
l’appariement des USE n’est pas permis à l’intérieur de ,AJ  
c’est-à-dire .A BJ J∩ =∅  Si ( )rD j∗ | x  désigne la mesure 
de distance choisie pour les USE rj  et ,j  un algorithme de 
permutation séquentielle des USE en vue de limiter les biais 
dans les estimations de la variance peut prendre la forme 
suivante : 
 

Étape 1. Poser que 1,r = r

A AJ J=  et ;r

B BJ J=  
 

Étape 2. Pour chacune des ( 1)R r− +  USE dans ,rAJ  
calculer ( )rD∗ ⋅ | x  pour toutes les USE dans ;r

BJ  
 

Étape 3. Choisir le meilleur appariement ayant la distance 
( )rD∗ ⋅ | x  la plus faible, autrement dit, trouver rj′  

telle que ( )r rD j∗ ′ | =x ( ) ;min r
Bj J rD j∗

∈ | x  
 

Étape 4. Poser que 1r r= +  et retirer la paire choisie du 
groupe d’unités sur lequel porte la recherche, 
autrement dit, poser que 1 \ { }r r

A A rJ J j−=  et mettre 
à jour r

BJ  en conséquence, où 1 \{ } ;r r

B B rJ J j− ′⊆  
 

Étape 5. Si 1,r R= +  arrêter ; sinon, répéter les étapes 2 
à 4. 

 

Cette méthode d’appariement (ou de permutation) des 
USE consiste fondamentalement à rechercher la paire qui, à 
l’étape du er  appariement, est la meilleure au sens de la 
minimisation de la variation des estimations de la variance 
due à la permutation des USE correspondantes. Si le 
nombre d’USE est grand, cette méthode produit un dia-
gramme de dispersion semblable à celui illustré pour 

1,0yc =  à la figure 1 (c’est-à-dire, une perturbation aléa-
toire avec une courbe en forme d’entonnoir). 
Le choix de critères d’optimalité plus perfectionnés en ce 

qui concerne { 1 }lc l … q: = , ,  pourrait aider à améliorer la 
méthode susmentionnée en vue de réduire l’ampleur de ce 
genre de perturbation aléatoire dans les estimations de la 
variance. En outre, en utilisant des techniques multivariées, 

telles que l’analyse en composantes principales, pour établir 
certains types de scores (par exemple, un ou plusieurs axes 
factoriels (composantes principales)) à partir d’un grand 
nombre de caractéristiques continues, il serait peut-être 
possible de réduire davantage l’importance de cette pertur-
bation aléatoire dans les estimations de la variance. À la 
section 5, nous donnons des exemples en ce qui concerne la 
permutation des USE.  

5. Exemples  
5.1 Travaux antérieurs  
Dans le cas d’un plan d’échantillonnage sans stratifica-

tion, mais comportant un petit nombre d’UPE, Dohrmann 
et coll. (2002) ont examiné diverses méthodes de partition-
nement des UPE en pseudo-UPE afin d’appliquer la mé-
thode du jackknife avec suppression d’une unité pour esti-
mer la variance. Leur idée fondamentale était de doubler le 
nombre d’UPE masquées en gardant les UPE fractionnées 
comme des UPE masquées distinctes, espérant ainsi réduire 
le risque de divulgation des données grâce à la rupture du 
lien entre les UPE réelles et masquées. Leur étude empi-
rique a révélé, dans les estimations résultantes de la variance 
pour les variables présentant des effets de plan importants, 
des courbes de sous-estimation appréciable qui ressemblent 
au graphique de 0,7yc =  à la figure 1. Soit S  et †S  les 
ensembles d’indices dans l’échantillon sans masquage et 
avec masquage, respectivement. Soit ijw  le poids d’échan-
tillonnage et soit ijy  la valeur observée de y  pour la ej  
unité échantillonnée dans l’UPE .i  Pour expliquer les 
courbes de sous-estimation observées, Dohrmann et coll. 
(2005) ont établi la relation suivante  

† 2
1 2

1

1 1ˆ ˆ( ) ( ) ( )
2 1 (2 1)

n

i i
i

n
v Y S v Y S z z

n n n
, ,

=

−
| = | + − ,

− −
∑  

où les 2
g ij Sg i ij ijz w z
,∈, ∑=  sont les totaux dans les fractions 

d’UPE de 1( ) ( )ij ij ijij ij ij ij ij ijz w y w y w−∑ ∑ ∑= − /  et u iS ,  
sont les ensembles d’indices de la eu  fraction de l’UPE i  
pour 1i … n= , ,  et 1 2.u = ,  Cette expression indique que 
l’estimation de la variance résultante est égale à environ la 
moitié de celle obtenue sans masquage à laquelle s’ajoute 
une valeur positive reflétant les totaux entre les fractions 
d’UPE des ijz  dans les UPE. Si les ensembles u iS ,  sont 
formés de manière que 1 2 ,i iz z, ,≐  cette méthode de 
partitionnement des UPE donne lieu à environ la moitié de 
l’estimation de la variance sans masquage et l’estimation de 
la variance avec masquage doit donc être doublée pour 
s’approcher de la valeur sans masquage. 
Dans le cas du plan à deux UPE par strate, Dohrmann 

et coll. (2005) ont envisagé une autre approche dans laquelle 
les pseudo-UPE sont construites par permutation des USE 
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entre les UPE. Comme nous le mentionnons à la section 1, 
cette approche peut être considérée comme la division des 
UPE en une ou plusieurs fractions et la recombinaison de 
ces fractions pour construire des pseudo-UPE dans les-
quelles les fractions d’UPE sont permutées. Pour simplifier, 
nous supposons que chaque UPE est divisée en deux 
fractions 1 hiS ,  et 2 .hiS ,  Si la partition est telle que †

1hS =  

1 1 1 2h hS S, ,∪  et †
2 2 1 2 2,h h hS S S, ,= ∪  l’estimation de la 

variance avec masquage peut s’écrire  

†

1

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
H

h h
h

v Y S v Y S e y g y
=

| = | + ,∑  (17) 

où 1 2 2 1( )h h he y z z, ,= −  est la différence entre les totaux 
dans les fractions d’UPE 1 2hS ,  et 2 1hS ,  à permuter et 

1 1 2 2( )h h hg y z z, ,= −  est la différence entre les totaux dans 
les fractions d’UPE 1 1hS ,  et 2 2hS ,  à garder dans les UPE 
originales. La preuve de (17) est donnée en annexe. L’équa-
tion (17) indique qu’une stratégie semblable pour le parti-
tionnement des UPE aiderait à préserver la grandeur de 
l’estimation originale de la variance. Dohrmann et coll. 
(2005) ont adopté une méthode probabiliste de couplage 
d’enregistrements (Fellegi et Sunter 1969) pour former des 
paires d’USE pour la permutation dont les moyennes ˆhijY  
sont semblables pour plusieurs caractéristiques, dans l’es-
poir que, dans (17), les termes he  soient tous proches de 
zéro. Dohrmann et coll. (2005) ont démontré que la mé-
thode de recombinaison des UPE permet dans une certaine 
mesure de réduire les biais dans les estimations de la 
variance et les courbes de sous-estimation résultantes com-
parativement à la méthode de partitionnement des UPE 
appliquée dans Dohrmann et coll. (2002). Afin de rendre la 
méthode plus rapide et plus souple, Lu (2004) a élaboré des 
algorithmes de permutation des USE basés sur l’évaluation 
séquentielle de mesures de distance entre les moyennes 
d’USE, sans tenir compte directement de l’incidence des 
permutations successives sur le biais de l’estimation de la 
variance. Comme nous l’avons exposé à la section 4.2, 
l’effet de la permutation des USE sur les estimations de la 
variance peut être réduit davantage en tenant compte 
directement de la contribution des USE à ces estimations. À 
la section suivante, nous appliquons deux stratégies, celle 
décrite par Dohrmann et coll. (2005) et celle proposée à la 
section 4.2, à des données artificielles provenant d’une 
enquête complexe.  
5.2 Exemple de données  
Afin d’illustrer l’effet du masquage des UPE sur les 

estimations de la variance des moyennes d’échantillon, nous 
avons utilisé des données d’enquête réelles en apportant 
certaines modifications artificielles au fichier à grande 
diffusion (FGD) de données sur les objectifs en matière de 
santé pour l’an 2000 de la National Health Interview Survey 

(NHIS) de 1993. La NHIS est une enquête-ménages an-
nuelle avec interview sur la santé menée auprès de la 
population civile non placée en établissement des États-
Unis. La NHIS est réalisée selon un plan d’échantillonnage 
à plusieurs degrés stratifié typique dans lequel les UPE de 
premier degré correspondent aux comtés ou aux régions 
métropolitaines et les USE de deuxième degré corres-
pondent à des segments (c’est-à-dire, un petit nombre de 
ménages dans une petite région géographique) à l’intérieur 
des UPE échantillonnées. Le questionnaire particulier sur le 
thème de l’an 2000 a été administré à un seul adulte échan-
tillonné par famille durant la deuxième moitié de 1993. Les 
données de la NHIS utilisées ici et la documentation les 
concernant peuvent être consultées dans National Center for 
Health Statistics (1994) ou sur le site Web du National 
Center for Health Statistics des Centers for Disease Control 
des États-Unis (http://www.cdc.gov/nchs/about/major/nhis/ 
quest_data_related_doc.htm).  
Ce FGD contient les identificateurs de strate et d’UPE, 

ainsi que les poids finaux des personnes échantillonnées pour 
l’estimation de la variance. Dans notre exemple, nous 
n’avons utilisé que dix strates, mais avons limité le nombre 
d’UPE à deux par strate. Deux des strates sélectionnées, 110 
et 520, ont été limitées à leurs deux plus grandes UPE, (181, 
410) et (048, 233) respectivement, et les huit autres strates, 
102, 142, 192, 211, 261, 300, 561 et 571, ne contiennent que 
deux UPE. Le FGD contient aussi les identificateurs des 
USE, mais non leurs poids d’échantillonnage. Pour produire 
les poids d’échantillonnage des USE, ,hijw  nous nous 
sommes servis d’un modèle à deux facteurs avec effets 
aléatoires emboîtés pour ajuster log loghijk hijw w= +  
log k hijw |  de manière que ( )log hij hi j hiw = µ + α + β  et 
log k hijw | = ( ),k hijε  où µ  est une valeur commune, hiα  est 
l’effet aléatoire de l’UPE ( ),hi ( )j hiβ  est l’effet aléatoire de 
l’USE j  emboîtée dans l’UPE ( )hi  et ( )k hijε  est l’effet 
aléatoire de la personne échantillonnée k  dans l’USE ( ).hij  
Nous avons restreint notre étude seulement aux USE 
comptant cinq personnes échantillonnées ou plus, ce qui 
nous a donné un total de 293 USE pour l’analyse. La décom-
position résultante des poids ( )hij k hijw w |,  peut comprendre 
d’éventuelles spécifications incorrectes du modèle, mais elle 
suffit pour les besoins de l’illustration, puisque les hijw  ainsi 
que les k hijw |  sont tous positifs sous le modèle. Pour obtenir 
des paires d’USE pour la permutation, nous avons utilisé six 
variables sociodémographiques, désignées par 1 2 6.x x … x, , ,  
Elles sont énumérées au tableau 1 avec leur description, leur 
définition, leur moyenne globale d’échantillon et la racine 
carrée de leur effet de plan (« design factor » ou deft  en 
abrégé). Les moyennes d’échantillon de ces variables varient 
de 0,05 à 0,63 et les valeurs deft, de 1,285 à 8,511. 
Nous avons appliqué les deux stratégies d’appariement 

des USE discutées aux sections 4 et 5.1, respectivement. La 
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première consiste à employer une mesure de distance (15) 
pour toute paire d’USE ( )a br r,  avec 1lc ≡  pour tout 

1 6.l …= , ,  Soit 1rS −  et rS  les deux ensembles d’indices 
dans l’échantillon après les e( 1)r −  et er  permutations, 
respectivement. Alors, la distance de la er  paire appariée de 
la première stratégie (variance-appariement) s’écrit 

6
1

1

ˆ ˆ( ) ( ) ( )r r

r l l
l

D v v X S v X S −

=

| = | − | ,∑x  

où ˆ( )rlv X S|  et 1ˆ( )r

lv X S −|  représentent les estimations de 
la variance de ˆ lX  pour la el  caractéristique d’appariement 
avec rS  et 1,rS −  respectivement. Le biais dans les 
estimations de la variance qui résulte de la permutation de la 
er  paire appariée est d’autant plus faible que la distance est 

courte. La deuxième stratégie, proposée par Dohrmann 
et coll. (2005), consiste à apparier les USE dont les 
moyennes d’échantillon sont semblables pour les six caracté-
ristiques d’appariement. Cette stratégie (moyenne-apparie-
ment) définit la distance de la er  paire appariée comme 
étant : 

6

1

ˆ ˆ( )
a br l r l r

l

d X X, ,
=

µ | = − ,∑x  

où ˆ
il rX ,  représente la moyenne d’échantillon de l’USE ir  

( )i a b= ,  pour la caractéristique d’appariement .lx  
 
Tableau 1 

Variables utilisées pour l’appariement  
 

Variable  Description  Définition  Moyenne 

d’échan-

tillon 

Valeur 

deft 

1x   Sexe masculin  SEX=1  0,49  1,285  

2x   Hispanicité HISPANIC  0,14  8,511  

  = 00, 01, ..., 08  0,14  8,511  

3x   Couple marié MARSTAT = 1,2  0,63  3,209  

4x   Études 
collégiales ou 
de niveau plus 
élevé 

EDUCR = 4, 5, 6  0,45  2,902  

5x   Revenu 
familial élevé 
(50 000 $ ou 
plus) 

INCFAMR = 8  0,23  3,558  

6x   L’air ambiant 
dans le ménage 
a-t-il été testé 
pour la 
présence de 
radon ? 

TESTRDN = 1  0,05  2,191  

 

Le tableau 2 donne les ratios des erreurs-types pour les 
six caractéristiques d’appariement à chaque étape d’ap-
pariement dans l’ordre séquentiel pour chaque stratégie avec 
18 paires permutées (environ 12 % de la totalité des USE 
dans les données). La première stratégie, présentée dans la 
partie de gauche du tableau, donne un intervalle modéré, 
mais légèrement croissant, de variation des ratios des 
erreurs-types sur la série des 18 paires sélectionnées pour la 
permutation. La deuxième stratégie, présentée dans la partie 
de droite du tableau, produit un intervalle assez vaste de 
variation des ratios des erreurs-types sur la série, les change-
ments étant très grands pour la treizième paire et les sui-
vantes de la série de permutations. Bien que ces stratégies 
tendent toutes deux à perdre le contrôle sur le biais dans les 
estimations de la variance pour les ordres élevés de la série 
de permutations, la première permet de relativement bien 
maîtriser le biais dans les estimations de la variance pour un 
nombre assez grand de paires à permuter. 
À la figure 3, les ratios des erreurs-types sont tracés en 

fonction des valeurs deft pour les deux stratégies en faisant 
varier le nombre d’USE permutées. Les trois ensembles 
comprennent 6 (4 %), 12 (8 %) et 18 (12 %) paires d’USE 
(pourcentage d’USE intervenant dans les permutations), 
respectivement. Chaque graphique comprend deux ensem-
bles de caractéristiques, six caractéristiques d’appariement 
marquées par les chiffres correspondant à ceux énumérés au 
tableau 1 et 92 caractéristiques marquées d’un ×  qui ne sont 
pas utilisées dans l’appariement. Dans le scénario où 4 % 
seulement des USE sont permutées, la différence entre les 
deux stratégies est négligeable pour les deux ensembles de 
caractéristiques. Cependant, à mesure que le pourcentage 
d’USE permutées augmente, la perturbation dans les esti-
mations de la variance s’accroît pour les deux stratégies et 
les deux ensembles de caractéristiques. Ce résultat indique 
que le pourcentage de permutations effectuées devrait être 
faible, ce qui renforce les résultats de la section 3. En outre, 
les ratios des erreurs-types sont regroupés plus près de la 
ligne de valeur un (c’est-à-dire petit biais dans les estima-
tions de la variance avec masquage) dans la première stra-
tégie que dans la seconde. Cette dernière produit une courbe 
assez fortement décroissante en fonction des valeurs deft, 
même pour les six caractéristiques d’appariement. Autre-
ment dit, la stratégie moyenne-appariement semble avoir un 
effet plus prononcé pour les variables utilisées pour 
l’appariement. 
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Tableau 2 
Ratios des erreurs-types selon la série de permutations : comparaison de deux critères d’appariement avec permutation de 12 % 
(18 paires) d’USE 

 

 Variance-appariement    Moyenne-appariement 
Série de permutations 1x   2x   3x   4x   5x   6x       1x   2x   3x   4x   5x   6x   

1  0,999  1,000  1,000  0,998  1,000  0,998  0,998  1,000  1,000  1,002  1,002  1,001   
2  1,002  1,000  1,000  1,000  1,000  0,996  0,999  1,000  1,000  1,002  1,001  1,001   
3  1,004  1,000  1,000  1,001  1,000  0,996  0,998  1,000  0,999  0,997  0,994  1,001   
4  1,012  1,001  0,999  1,000  1,000  0,989  1,025  1,000  0,999  1,001  0,994  1,016   
5  1,009  1,001  1,000  0,998  1,001  0,988  1,021  1,004  0,964  0,968  0,951  1,013   
6  1,007  1,000  1,000  1,000  1,003  0,988  1,020  1,004  0,964  0,968  0,955  1,015   
7  1,011  1,000  1,000  1,002  1,003  1,008  1,020  1,004  0,964  0,970  0,954  1,017   
8  1,016  1,000  0,997  1,002  1,003  1,026  1,022  0,998  0,957  0,963  0,964  1,005   
9  1,009  0,998  1,000  1,002  1,003  1,020  1,021  0,997  0,955  0,965  0,982  1,034   
10  1,007  0,996  1,001  1,010  1,006  1,014  1,019  0,997  0,931  0,960  0,972  1,033   
11  1,014  0,994  1,005  1,010  1,001  1,012  1,020  0,995  0,946  0,953  0,989  1,034   
12  1,029  0,995  1,003  1,013  1,011  1,036  1,021  0,991  0,946  0,953  0,987  1,035   
13  1,064  0,992  1,003  1,001  1,008  1,047  1,035  0,990  0,946  0,932  0,967  1,114   
14  1,008  0,991  1,000  1,007  1,022  1,044  1,031  0,955  0,946  0,929  0,952  1,103   
15  1,042  0,988  0,984  1,017  1,015  1,044  1,052  0,955  0,946  0,922  0,952  1,124   
16  1,012  0,982  0,986  1,024  1,041  1,042  1,107  0,939  0,936  0,920  0,942  1,128   
17  0,987  0,978  1,000  1,016  1,009  1,021  1,107  0,878  0,936  0,927  0,935  1,123   
18  1,029  0,943  1,000  0,970  0,947  1,042  1,014  0,538  0,946  0,841  0,945  1,106   

Voir le tableau 1 pour la description des six caractéristiques d’appariement ( 1 6x … x, , ).  
 
 
 
 

  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3 Rapport des erreurs-types en fonction des valeurs deft de référence. Six chiffres représentent les 

points pour les caractéristiques d’appariement correspondantes et les ××××  représentent ceux des 

92 caractéristiques qui n’ont pas été utilisées pour l’appariement 
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6. Discussion  
Dans le présent article, nous avons étudié l’effet du 

masquage des UPE sur les estimations de la variance dans 
les enquêtes complexes. Manifestement, ce masquage 
fausse la structure de mise en grappes du plan d’échan-
tillonnage original, ce qui peut induire des biais systéma-
tiques dans l’analyse des données résultantes, comme l’il-
lustrent les sections 2, 3 et 5.2. La stratégie de masquage des 
UPE proposée à la section 4 peut aider à réduire ces biais, 
mais laisse néanmoins une perturbation aléatoire dans l’esti-
mation de la variance et, donc, une perte d’efficacité infé-
rentielle. Il serait intéressant d’étudier l’effet du masquage 
des UPE sur d’autres types d’analyse de données com-
plexes, comme les analyses par régression et les analyses 
multivariées. Bien que le masquage des UPE puisse offrir 
un moyen de contrôler la divulgation, le degré de masquage 
doit être minimal afin de limiter les biais résultants dans les 
estimations de la variance, comme il est discuté aux sections 
3 et 5.2. 
En outre, la réduction du risque d’identification attri-

buable au masquage des USE pourrait être mieux comprise 
en exprimant la distance entre la moyenne des UPE échan-
tillonnées masquées et la moyenne des UPE dans la popu-
lation de la façon suivante : 

† †
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

hi U hi S hi S hi Uhi S hi S
Y Y Y Y Y Y| | | || |

− = − + − ,  (18) 

où †
ˆ
hi S

Y
|
 et ˆhi SY |  désignent les moyennes des UPE masquées 

et non masquées dans l’échantillon, respectivement, et hi UY |  
désigne la moyenne des UPE dans la population auxquelles 
pourrait avoir accès un intrus (c’est-à-dire un utilisateur de 
données malveillant) à partir de sources externes, telles que 
les données de recensement. Il est facile de montrer qu’en 
général, le premier terme du deuxième membre de (18) 
n’est pas nul en cas de masquage des UPE. Les termes †

ˆ
hi S

Y
|
 

et ,hiUY |  conjugués à une variation dans l’échantillon non 
négligeable du deuxième terme du membre de (18), ne sont 
jamais égaux, sauf dans des cas très rares. Dohrmann et coll. 
(2005) comparent †

ˆ{ }
hi S

Y
|

 de l’échantillon et { }hi UY |  de la 
population au moyen d’un diagramme arborescent élégant 
pour démontrer à quel point un intrus aurait de la difficulté à 
identifier une UPE échantillonnée dans les fichiers de 
données à grande diffusion compte tenu de deux aspects, à 
savoir que 1) peu de paires †

ˆ( )
hi Uhi S

Y Y ||
,  sont proches l’une 

de l’autre et 2) de nombreuses UPE non échantillonnées ont 
des valeurs de population semblables à †

ˆ{ }
hi S

Y
|

 ou à { }hi UY |  
des UPE échantillonnées. Certaines formes de mesure 
probabiliste pourraient être intéressantes pour évaluer la 
réduction du risque d’identification (par exemple, Eltinge 
1999), mais elles dépassent le cadre du présent article. La 
stratégie de masquage proposée a été appliquée aux données 
diffusées de la National Health and Nutrition Examination 

Survey (NHANES) de 2003-2004 (Park, Dohrmann, 
Montaquila, Mohadjer et Curtin 2006).  
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Preuves  

Preuve de l’équation (1)  
D’après Park et Lee (2004, section 4.2),  
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où 2 ˆDeft ( )Y S|  représente l’effet de plan de Ŷ  pour un S  
donné, les deuxième et dernière approximations découlent 
de ( 1) 1N N− / ≐  et la troisième équation, de 

2 1 2
1[1 ( 1) ] ( 1) ( ) ,N

iy yU i iS M N M Y Y−
=∑+ − ρ − −≐  ce qui 

complète la preuve.  
Preuve de l’équation (8)  
Par définition, la variance du total des UPE échan-

tillonnées ji ijy y∑=  est 2 2( ) ( 1)i yi yi yiV y S m m mξ | = σ + − σ ρ  
pour 1 .i … n= , ,  Supposons que les { ( 1)ijy j m: = β− +  
1 }… n, ,  pour les deux UPE i a=  et b  sont permutées. 
Alors, la variance de ces deux UPE devient ( )

a
V y S∗

ξ | =  
2 2(1 ) (1 )[ (1 ) 1]a a am m m− β σ + − β − β − σ ρ 2

bm+ βσ +  
2( 1) b bm mβ β − σ ρ  et ( )bV y S∗

ξ |  donnée par la même 
expression en permutant les indices a  et .b  Puisque 
(1 ) [ (1 ) 1] ( 1) ( 1),m m m m m m−β −β − + β β − = γ −  la 

preuve est complétée en observant que 
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Preuve de l’équation (13)   
Supposons que deux UPE ( 1)h  et ( 1)k  provenant de 

deux strates distinctes h k≠  sont reconstruites en 
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permutant chacune de leur USE, ( 1 )
a

h j  et ( 1 ).
b

k j  Soit 

hk
e = 1 1 1 12( )

a a b bh j h j k j k jw y w y−  la différence entre les 
contributions des deux USE à 

hi
z  dans (11). Posons que 

1( )ah jz = 1 12
aj j h j h jw z≠∑  et 1( ) 1 12

bb
j jk j k j k jz w z≠∑=  repré-

sentent, respectivement, 
hi

z  en excluant les contributions 
des USE qui seront permutées. En notant que 1 1h h

z z∗ = −  
,

hk
e 2 2,h h

z z∗ = 1kz
∗ = 1 ,

k hk
z e+  il découle de (12) que 
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et, donc, l’équation (13) est vérifiée avec 1
22 {[

hk h
g z−= −  

1( ) ]ah jz − 2 1( )[ ]}.
bk k jz z−  Les preuves pour les trois autres 

cas sont semblables. Quand ,h k=  nous avons 
hh

e =  

1 1 1 1 1 12( ),
a a b bh j h j h j h j h h hhw z w z z z e∗− = −  et 2 2 .

h h hh
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preuve est achevée en posant 1
2( ) 1( )2 {[ ]

b ahh h j h jg z z−= − −  
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b b bh j h j h jz z z= −   
Preuve de l’équation (17)   
Par définition, nous avons 1 2hi hi hiz z z, ,= +  pour tout h  

et .i  Donc, en observant que † †
1 2 1 2h h h h
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ce qui complète la preuve. 
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Une approche arborescente de la formation de strates dans les 
enquêtes-entreprises polyvalentes 

Roberto Benedetti, Giuseppe Espa et Giovanni Lafratta 1 

Résumé 
Pour concevoir un échantillon aléatoire simple stratifié sans remise à partir d’une population finie, il faut résoudre deux 
grandes questions : définir une règle de partition de la population en strates et répartir les unités d’échantillonnage entre les 
strates sélectionnées. Dans le présent article, nous examinons une stratégie arborescente en vue d’aborder conjointement ces 
deux questions quand l’enquête est polyvalente et que de l’information multivariée, quantitative ou qualitative, est 
disponible. Nous formons les strates à l’aide d’un algorithme divisif hiérarchique qui sélectionne des partitions de plus en 
plus fines en minimisant, à chaque étape, la répartition d’échantillon requise pour atteindre les niveaux de précision établis 
pour chaque variable étudiée. De cette façon, nous pouvons satisfaire un grand nombre de contraintes sans augmenter 
fortement la taille globale d’échantillon et sans écarter certaines variables sélectionnées pour la stratification ni diminuer le 
nombre de leurs intervalles de classe. En outre, l’algorithme a tendance à ne pas définir de strate vide ou presque vide, ce 
qui évite de devoir regrouper certaines strates. Nous avons appliqué la méthode au remaniement de l’Enquête sur la 
structure des exploitations agricoles en Italie. Les résultats indiquent que le gain d’efficacité réalisé en utilisant notre 
stratégie n’est pas trivial. Pour une taille d’échantillon donnée, cette méthode permet d’obtenir la précision requise en 
exploitant un nombre de strates qui est habituellement égal à une fraction très faible du nombre de strates disponibles quand 
on combine toutes les classes possibles provenant de n’importe quelle covariable. 
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1. Introduction  
De nombreuses enquêtes-entreprises s’appuient sur des 

méthodes d’échantillonnage stratifiées dans lesquelles un 
échantillonnage aléatoire simple sans remise est exécuté 
dans chaque strate (voir, par exemple, Sigman et Monsour 
1995 et, pour les enquêtes sur les fermes, Vogel 1995). 
Habituellement, la base de sondage à partir de laquelle sont 
sélectionnées les unités est établie en utilisant des données 
administratives ou des données de recensement, représen-
tées par une riche base de données sur des variables auxi-
liaires, qui sont chacune susceptibles d’être exploitées pour 
former les strates. De surcroît, les enquêtes de ce genre sont 
souvent polyvalentes et les estimations des multiples 
variables étudiées doivent atteindre des niveaux de précision 
donnés. 
Satisfaire un aussi grand nombre de contraintes sans 

accroître considérablement la taille d’échantillon est un 
objectif généralement considéré comme strictement relié au 
choix du nombre de variables de stratification et de leurs 
intervalles de classe (Kish et Anderson 1978). Cette façon 
de voir tient au fait bien connu que des partitions plus fines 
de la population introduisent une plus grande quantité d’in-
formation utile pour réduire les variances des estimations ; 
par contre, leur application accroît le risque que les unités 
deviennent des « sauteuses » de strate. 

Dénommons stratification atomisée celle obtenue en 
formant les strates par combinaison de toutes les classes 
possibles pour n’importe laquelle des covariables utilisées. 
Si le nombre correspondant de ces strates de base, ou 
atomes, excède un seuil donné imposé par des restrictions 
d’ordre pratique, il semble inévitable de devoir reconcevoir 
l’enquête en sélectionnant un nombre plus faible de 
variables de stratification ou en créant un moins grand 
nombre de classes pour chacune d’elles. Néanmoins, il 
convient de noter qu’un autre moyen d’obvier à cette 
situation indésirable est fondé sur l’argument suivant : nous 
pouvons vraiment interpréter la stratification atomisée 
comme une solution extrême du problème de formation des 
strates, puisque, entre le cas de l’absence de stratification et 
celui de l’utilisation de la stratification atomisée, il existe 
toute une gamme de possibilités de sélectionner une 
stratification dont les sous-populations peuvent être formées 
par des unions d’atomes. 
Nous proposons, pour réaliser cette sélection, de définir 

un plan d’échantillonnage stratifié à structure arborescente. 
Nous formons les strates à l’aide d’un algorithme divisif 
hiérarchique qui sélectionne des partitions de plus en plus 
fines en minimisant, à chaque étape, la répartition d’échan-
tillon requise pour atteindre les niveaux de précision fixés 
pour chaque variable étudiée. La procédure est séquentielle 
et détermine un chemin allant de la stratification nulle, 
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c’est-à-dire celle dont la strate unique correspond à la 
population, à la stratification atomisée. À chaque étape, 
nous sélectionnons la variable qui doit être utilisée pour 
définir la nouvelle partition plus désagrégée : chaque strate 
de la partition courante est divisée sur une covariable, en 
utilisant tour à tour toutes les classes de cette dernière 
disponibles, et la covariable qui réduit le mieux la taille 
globale allouée est celle qui est choisie. 
Bloch et Segal (1989) ont discuté de l’application des 

méthodes arborescentes de classification (voir, par exemple, 
Breiman, Friedman, Olshen et Stone 1984) à la formation 
des strates, mais ils s’intéressaient principalement à l’inter-
prétation au niveau des strates des relations entre les 
covariables et une seule variable de résultat. Au contraire, 
nos règles de partition de la population sont axées directe-
ment sur la répartition optimale des unités d’échantillonnage 
dans les strates sélectionnées. Les méthodes classiques 
traitant le cas univarié (Dalenius et Hodges 1959 ; Singh 
1971 ; Lavallée et Hidiroglou 1988 ; Hedlin 2000 ; Lu et 
Sitter 2002 ; Gunning et Horgan 2004 ; pour une revue voir 
Horgan 2006) ne peuvent pas être étendues facilement au 
cas où l’on cherche à exploiter plusieurs covariables pour la 
stratification. Par conséquent, les solutions proposées par 
ces auteurs ont peu d’utilité pratique si l’enquête est poly-
valente et que l’on dispose d’information sur de multiples 
covariables. Dans un tel contexte, des méthodes visant à 
satisfaire un grand nombre de contraintes sur les erreurs 
lorsqu’on minimise la taille d’échantillon ont été proposées 
par Bethel (1985, 1989) et Chromy (1987). Valliant et 
Gentle (1997) ont également abordé le problème dans le cas 
de cadres d’échantillonnage à deux degrés. Pour une 
stratification donnée, nous choisissons d’appliquer la règle 
de répartition de Bethel et, par conséquent, la procédure 
consiste à sélectionner les partitions subséquentes en 
minimisant la fonction de coût de l’enquête correspondant 
aux stratifications constituées par les strates non partition-
nées au moment de la minimisation et les sous-strates 
partitionnées disponibles. 
Comme nous l’avons dit auparavant, dans le cadre 

général de la stratification multivariée, notre but est, à 
l’instar de Kish et Anderson (1978), d’utiliser certains ré-
sultats obtenus dans le domaine de l’échantillonnage strati-
fié en vue de répondre aux besoins des praticiens d’enquête. 
Ces derniers exécutent quotidiennement des enquêtes multi-
variées (plusieurs variables disponibles pour la stratifi-
cation) et polyvalentes (plusieurs variables et de nombreuses 
autres statistiques sont les objectifs principaux des activités 
de l’enquête). Donc, l’objectif de notre approche est de 
permettre de combiner la stratification et la répartition de 
l’échantillon. Autrement dit, nous nous soucions du choix 
du nombre de variables de stratification, du nombre d’inter-
valles de classe pour chaque variable et de la répartition 

optimale de Bethel dans les strates. Étant donné ce choix, 
notre méthodologie ne peut être réduite à la solution 
classique du problème de stratification multivariée, c’est-à-
dire le recours à des techniques multivariées, telles que 
l’analyse en grappes et l’analyse en composantes principales 
(voir, par exemple, Mulvey 1983, Pla 1991 et Jarque 1981). 
En fait, dans cette branche de la littérature, les auteurs 
n’utilisent pas (ou n’utilisent qu’indirectement) les variables 
d’intérêt et se servent uniquement des variables auxiliaires, 
et ils n’abordent pas la question de la répartition. Il serait 
encore plus difficile de justifier de réduire notre approche à 
celles passées en revue par Särndal, Swensson et Wretman 
(1992, sections 12.6 et 12.7) : les techniques présentées à la 
section 12.6 combinent la stratification et la répartition 
multivariée de l’échantillon, mais elles ne sont pas poly-
valentes, tandis que les méthodes de la section 12.7 sont po-
lyvalentes, mais sont basées sur des strates prédéterminées. 
La présentation de l’article est la suivante. À la section 2, 

nous présentons la procédure que nous proposons pour le 
calcul des arbres de stratification. Nous décrivons en détail 
l’algorithme utilisé pour générer la suite de stratifications et 
nous montrons comment il peut être représenté sous forme 
d’un arbre de classification. Nous discutons aussi des 
critères d’arrêt, afin de déterminer leur incidence sur le 
nombre optimal de strates. À la section 3, nous examinons 
les moyens d’exploiter un arbre de stratification pour 
concevoir l’Enquête sur la structure des exploitations 
agricoles (ESEA) de l’Union européenne. Nous illustrons 
notre technique de stratification en produisant un ensemble 
arborescent de strates et de répartitions d’échantillon en 
nous servant d’un ensemble d’atomes de base définis au 
moyen de l’information multivariée recueillie durant le 
cinquième Recensement général de l’agriculture réalisé en 
Italie en l’an 2000. Enfin, à la section 4, nous présentons 
certaines conclusions, en nous concentrant sur les questions 
d’ordre pratique ayant trait à la formation de strates à l’aide 
d’arborescences et en exposant comment la procédure peut 
être utilisée pour mieux gérer les enquêtes polyvalentes 
basées sur des plans de sondage stratifiés. 

 
2. Une méthode de création d’arbres de 

        stratification multivariés  
Considérons une population finie P  de N  unités sur 

lesquelles les variables 1 g Gy … y … y, , , ,  doivent être étu-
diées pour estimer leurs totaux en se servant d’une strati-
fication sur ,P  c’est-à-dire un ensemble F  de sous-popu-
lations non vides ,FH  appelées strates, qui partitionnent .P  
Notre problème est de savoir comment sélectionner F  afin 
de minimiser la taille globale allouée de l’échantillon corres-
pondant Fn  de telle façon que, pour 1 ,g … G= , ,  le 
coefficient de variation (CV )g  correspondant à la 
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eg  variable d’intérêt ne soit pas supérieur au niveau de 
précision souhaité, disons 0.gε >  
Pour un F  donné, cette minimisation est exécutée en 

calculant la règle de répartition de l’échantillon de Bethel 
(1985). Plus précisément, désignons par ,hn 1 ,Fh … H= , ,  
la part de l’échantillon dans la strate .h  Le coût global 
d’enquête correspondant à F  peut alors être donné par 

1 1
( ) F

F

H

H F h hh
f n … n c c n

=
, , = + ,∑  

où Fc  est un coût fixe indépendant de F =n 1( ) ,
FH

n … n ′, ,  
et hc  représente le coût d’échantillonnage d’une unité dans 
la strate .h  De surcroît, soit gY  le total dans P  de la eg  
variable de réponse, hN  la taille de la eh  strate de F  et 
2
h gS ,  la variance de gy  dans la strate .h  Alors, la eg  

contrainte sur la précision requise peut s’exprimer : 
2 2

2 2 2 2 2

1 1

2 2

1 2 2 2

1

(CV )

1

F F

F

F

H Hh h g

g g h h g g gh h
h

H h h g

Hh

g g h h g hh

N S
N S Y

n

N S

Y N S n

,
,= =

,
=  

 ,= 

≤ ε ≡ − ≤ ε

≡ ≤ ,
ε +

∑ ∑

∑
∑

 

de sorte que, si nous considérons les quantités suivantes, que 
nous dénommons unités normalisées de précision,  

2 2 2 2 2

1
FH

h g h h g g g h h gh
N S Y N S

 
 , , ,= 

ξ = ε + ,∑  

le problème de la répartition optimale de F  peut s’exprimer 
de la façon suivante : 

1

min ( )

sous les contraintes / 1 1

1 / 0 1

F

F

H

h g hh

h F

f

n g … G

n h … H

,=
ξ ≤ , = , , ,

> , = , , .
∑

n

 

Bethel (1989) a obtenu la solution de ce genre de problème, 
disons hn

∗, 1 ,Fh … H= , ,  comme il suit : 

1 11 1

1 /

si 0

autrement

F

h

G GG H

h l g l g g h gg h g g gg l

n

c c

∗

 ∗ ∗∗  , ,, = == = 

=

 α ξ α ξ > ,α ξ

+∞ ,

∑ ∑∑ ∑

 

où 1/ ,G
gg g g

∗
=∑α = λ λ  et gλ  est le multiplicateur de 

Lagrange de la contrainte sur l’erreur maximale permise 
dans l’estimation de la eg  variable étudiée, et indique si la 
eg  contrainte est « active » dans la solution du problème de 

répartition (à savoir, si 0,g
∗α =  alors la contrainte n’est pas 

active). La répartition optimale globale correspondante est 
donc donnée en fixant 1 .FH

hF hn n∗=∑=  
Supposons maintenant que les totaux estimés et leurs 

variances sont connus pour un ensemble donné de 1M >  
strates de base 1 ,m MA … A … A, , , ,  de sorte que nous pouvons 
nous appuyer sur deux matrices M G×  de totaux =T  
( )m gY ,  et de variances des estimations 2( ),m gS ,=V  

respectivement, et sur les tailles ,mN 1 .m … M= , ,  La dé-
finition de ces strates, que nous nommerons dans la suite 
atomes, est basée sur un ensemble de covariables 1X …, ,  

k KX … X, ,  de la façon suivante. Soit i kx ,  la valeur de kX  
mesurée sur l’unité ,i P∈  et considérons l’ensemble de 
valeurs observées distinctes pour kX  dans , kP Ξ =  
{ }.i kx i P x x ,∈ :∃ ∈ : =ℝ  Nous construisons 1| |K

k kM =∏= Ξ  
atomes, un pour chaque vecteur 1( )m m Ka … a, ,, ,  dans le 
produit cartésien 1

K

k k=Ξ = ⊗ Ξ  en fixant pour m =  
1 … M, ,  

1

K

m m kk
A A ,=
= ,∩  

où { }.m k i k m kA i P x a, , ,= ∈ : =  Dans le cas où les co-
variables kX  sont continues, l’ensemble kΞ  contiendra N  
atomes non vides. Comme l’algorithme est divisif hiérar-
chique, le nombre d’atomes finaux n’a aucune incidence sur 
les étapes de l’algorithme. Seule la phase initiale de cons-
truction de la statistique agrégée et, au plus, la répartition de 
la mémoire sont affectées. Notre expérience empirique 
donne à penser que le temps de calcul varie peu si la taille 
des atomes est égale à 1. Au contraire, les variables con-
tinues ou ordonnées accélèrent l’algorithme, car le nombre 
de partitions binaires possible est, si le nombre de valeurs 
est le même, beaucoup plus faible que dans le cas des 
variables catégoriques. Nous vérifions que cette construc-
tion produit une stratification : chaque unité de la population 
figure dans un atome, et un atome seulement. Afin d’illus-
trer nos définitions, référons-nous aux données présentées 
au tableau 1, où est décrit un simple exemple dans lequel il 
est supposé qu’un ensemble de 9M =  atomes (obtenus en 
exploitant 2K =  covariables possédant toutes deux trois 
valeurs distinctes, à savoir 1, 2 et 3) constitue la stratifi-
cation de base pour étudier 2G =  variables, dont les totaux 
et les variances des estimations sont également donnés, ainsi 
que les tailles d’atome. Dans ce contexte, nous avons 1Ξ =  

2 {1 2 3}Ξ = , ,  et, par exemple, 8A  est la sous-population 
dont les éléments i  sont tels que 1 8 1 3ix a, ,= ≡  et 2ix , =  

8 2 2.a , ≡   
Tableau 1 
Exemple de données pour 9 atomes et 2 variables étudiés 

 

Atomes  Variables étudiées 

Id Définition Tailles  Totaux Variances 

m  1m
a ,,,,  2m

a ,,,,  m
N   1m

Y ,,,,  2m
Y ,,,,  

2
1m

S ,,,,  
2

2m
S ,,,,  

1 1 1 1 000  10 10 16 25 
2 1 2 1 000  10 10 16 4 
3 1 3 1 000  10 10 16 4 
4 2 1 1 000  10 10 16 25 
5 2 2 1 000  10 10 16 4 
6 2 3 1 000  10 10 16 4 
7 3 1 1 000  10 10 4 25 
8 3 2 1 000  10 10 4 16 
9 3 3 1 000  10 10 4 16 
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La méthode que nous proposons produit une suite de 
stratifications qui peuvent être représentées comme un arbre 
de classification. Définissons le niveau l  d’un nœud donné 
ν  dans l’arbre comme étant le nombre d’arcs dans la chaîne 
(unique) raccordant le nœud ν  au nœud racine, et désignons 
par lr  le nombre de nœuds partageant le même niveau .l  
Puisqu’un seul nœud sera divisé à chaque niveau, nous 
avons 1lr l= +  pour chaque .l  À chaque niveau 0,l ≥  la 
méthode détermine une classe lF  de lr  sous-populations 
non vides en lesquelles P  peut être partitionnée, en les 
plaçant dans une correspondance bijective avec les nœuds 
de niveau .l  Les strates contenues dans lF  sont toutes des 
candidates à la partition sur toute covariable donnée kX  et, 
en suivant Bethel (1989), nous calculons la répartition 
d’échantillon qui minimise de manière optimale la fonction 
de coût d’enquête pour la stratification constituée des strates 
non divisées dans lF  et des deux sous-strates qui définissent 
la partition en question. La meilleure partition au niveau l  
est celle qui est la plus favorable en ce sens qu’elle réduit 
l’échantillon alloué, par rapport à celui caractérisant ,lF  
plus que toute autre partition possible sur n’importe laquelle 
des covariables utilisées. La répartition optimale correspon-
dant à la stratification définie par cette partition la meilleure, 
indiquée par 1,b ln , +  est adoptée comme taille d’échantillon 
optimale au niveau 1l +  et considérée comme une borne 
supérieure contraignant les répartitions au niveau suivant de 
classification. À l’étape de l’initialisation, nous fixons 0F =  
{ },P  dont la strate unique est donc équivalente à l’ensemble 
de la population, et la meilleure taille d’échantillon 0bn ,  est 
calculée comme étant le maximum parmi les tailles opti-
males obtenues en tenant compte, séparément, de chaque 
niveau de précision individuel gε  fixé au sujet de la 

eg  
variable étudiée : 

2 2

0 2 2 21
max g

b
g … G

g g g

N S
n

Y N S
,

= , ,
= ,

ε +
 

où gY  est l’estimation du total pour gy  sur P  et 
2
gS  est la 

variance correspondante (voir, pour la répartition optimale 
avec un seul item, Cochran 1977, pages 97-106, et Särndal 
et coll. 1992, pages 104-109). 
Quand 0,l >  l’ensemble de strates 1lF −  optimal à 

l’étape 1l −  est celui qui est analysé. La meilleure réparti-
tion d’échantillon à l’étape , b ll n ,  est fixée au départ égale 
à 1b ln , −  et, pour chaque strate 1lU F −∈  et chaque variable 
auxiliaire ,kX  l’algorithme qui suit est exécuté. Soit UA  
l’ensemble d’atomes contenus dans la strate courante ,U  de 
sorte que l’égalité UU A= ∪  est vérifiée et soit ( )m A  une 
fonction donnant l’indice attribué à tout atome 

0( ( )A m A m=  si, et uniquement si 
0
) ;mA A=  nous 

pouvons alors exprimer l’ensemble de valeurs pris par kX  
pour les unités contenues dans tout atome de UA  comme il 
suit : 

( ){ }k U m A kQ q A A q a ,= ∈ : ∃ ∈ : = .ℝ  

Si kX  est une variable ordonnée, pour chaque q  dans kQ  
autre que max( ),kQ  la strate U  est partitionnée en deux 
ensembles 1 1qU U ,=  et 2 2qU U ,=  de la façon suivante : 

1 ( ){ }q U m A kU A A a q, ,= ∈ : ≤∪  

et 2qU ,  est le complément relatif de 1qU ,  dans ,U  c’est-à-
dire l’ensemble de tous les i U∈  qui ne sont pas compris 
dans 1 :qU ,  

2 1q qU U \ U, ,= .  

Dans notre exemple, pour une strate U  définie comme 
étant 1 2 8,A A A∪ ∪  nous avons 1 2 8{ },UA A A A= , ,  

1 {1 3}Q = ,  et 2 {1 2}Q = ,  (voir le tableau 1), de sorte que 
notre algorithme essaiera de diviser U  en 1 1 2U A A= ∪  
et 2 8U A=  en utilisant 1,X  et en 1 1U A=  et 2U =  

2 8A A∪  en utilisant 2.X  Si, au contraire, kX  n’est pas 
ordonnée, U  est alors partitionné en les ensembles 1U  et 

2U  pour chaque sous-ensemble approprié 1U  de ,U  avec 

2 1.U U \ U=  
Nous avons donc une stratification candidate correspon-

dante, à savoir 

1 1 2( { }) { } { }lF \ U U U−= ∪ ∪ ,C  

qui inclut toutes les strates de 1lF −  autres que ,U  et, en 
plus, 1U  et 2.U  Pour chaque strate C  dans l’ensemble ,C  
les totaux estimés de ,gY 1 ,g … G= , ,  

( )C g m A gA A
Y Y, ,∈

= ,∑
C

 

et leurs variances correspondantes 

(

)

2 1 2
( )

1 1 2
( )

( 1) ( 1)

( ) ,

C g C A m A gA A

A A m A g C C gA A

S N N S

N N Y N Y

−
, ,∈

− −
, ,∈

= − −

+ −

∑

∑

C

C

 

sont calculés et la répartition d’échantillon nC  est donc 
obtenue en appliquant la règle de Bethel. Si ,b ln n ,<C  alors 
la partition 1 2( )U U,  devient la partition courante la 
meilleure, la meilleure stratification candidate ∗C  devient 
C  et b ln ,  est mise à jour pour devenir .nC  De cette façon, la 
méthode divisive qui produit le meilleur résultat, c’est-à-dire 
la plus petite taille d’échantillon, est sélectionnée pour créer 
les strates optimales suivantes : 

lF
∗= .C  

Dans le cadre de notre exemple, pour les niveaux de 
précision 1 2ε = ε = 0,1, décrivons la partition optimale au 
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niveau 1,l =  c’est-à-dire celle qui divise la population 
entière en deux strates. Si nous utilisons les données décrites 
au tableau 1, l’algorithme indique que la meilleure partition 
de U P=  est basée sur la variable 2X  et est obtenue en 
fixant 

1 ( )

1 2 4 5 7 8

{ 2}P m A kU A A a

A A A A A A

,= ∈ : ≤

= ∪ ∪ ∪ ∪ ∪

∪
 

et, en conséquence, 2 1 3 6 9.U P \ U A A A= = ∪ ∪  Cette 
partition optimale est représentée à la figure 1, où sont 
indiquées en détail, pour chaque strate, la taille, la définition 
en termes d’atomes inclus, la répartition courante et les 
statistiques d’estimation. 
Les questions concernant le nombre optimal de strates 

sont prises en compte en définissant le critères d’arrêt de la 
procédure de création de l’arborescence. Nous décidons 
d’arrêter l’algorithme si la différence relative entre la taille 
optimale d’échantillon au niveau courant et celle au niveau 
précédent est plus faible qu’un paramètre donné 0 :δ >  

1 1( )b l b l b ln n n, − , , −δ > − / .  (1) 

Comme l’algorithme de Bethel converge vers un vecteur 
dont l’étendue est ( ) 1,0 l +, +∞  ses données d’entrée doivent 
être arrondies aux nombres entiers correspondants les plus 
proches vers l’infini ; par conséquent, surtout en présence 
d’un grand nombre de petites strates, une répartition donnée 
produira vraisemblablement une taille d’échantillon plus 
grande que la précédente. En outre, dans ce cas, nous avons 
décidé d’arrêter notre procédure. Pour éviter d’avoir des 
strates trop petites et, par conséquent, statistiquement 

instables, des règles supplémentaires peuvent être établies 
pour empêcher des désagrégations plus poussées des strates 
courantes si les sous-strates correspondantes ont une cardi-
nalité plus faible qu’une taille de strate minimale prédéfinie. 
Il est également possible d’atténuer les complexités de la 
gestion de l’enquête en imposant un nombre maximal de 
strates. 
Cette approche, qui consiste à exécuter une recherche 

exhaustive dans chaque partition, garantit que la stratifi-
cation et la répartition correspondantes sont optimales, mais 
seulement conditionnellement aux partitions exécutées anté-
rieurement. Nous savons que la monotonicité des solutions 
et l’optimalité conditionnelle de chaque sous-arborescence 
obtenue par partition récursive de chaque nœud sont des 
conditions nécessaires, mais non suffisantes pour qu’un 
arbre binaire soit optimal. Afin de s’assurer de l’optimalité 
globale, nous devons ajouter à ces conditions l’exigence 
qu’une stratification optimale en, disons, H  strates ne 
puisse être obtenue que par partition d’un des nœuds de la 
stratification optimale en 1H −  strates. Autrement dit, 
nous devons supposer qu’une partition optimale en H  
strates est un sous-espace de la partition optimale en 1H −  
strates, ce qui implique que partitionner une strate donnée ne 
modifiera pas la fonction objectif  –  c’est-à-dire la réparti-
tion –  dans les 1H −  strates restantes. Cependant, cette 
hypothèse est rarement vérifiée dans les applications pra-
tiques d’enquête, puisque la partition d’une strate induit 
habituellement une modification des répartitions optimales 
dans toutes les strates restantes non partitionnées. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1 La première partition optimale pour les données utilisées comme exemple 
 
 

  

 

2X ≤ 2 2 2X<  Partition optimale 
 

 Variable : 2X  
 Code : 2 

Identificateur de la strate : 3 
 
  Atomes :  3, 6, 9 
  Taille :  3 000 
  Répartition courante : 2 710 
  Variables :  1Y  2Y  
  Totaux :  30 30 
  Variances :  11,99 7,99 

Identificateur de la strate : 2 
 
  Atomes : 1, 2, 4, 5, 7, 8 
  Taille : 6 000 
  Répartition courante : 6 000 
  Variables : 1Y  2Y  
  Totaux : 60 60 
  Variances : 11,99 16,48 

Identificateur de la strate : 1 
 

  Atomes : 1, …, 9 
  Taille : 9 000 
  Répartition courante : 8 995 
  Variables : 1Y  2Y  
  Totaux : 90 90 
  Variances : 11,99 13,65 
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L’algorithme que nous proposons, inspiré par la nature 
séquentielle et récursive des arbres binaires, peut être con-
sidéré comme une approche heuristique du problème de la 
stratification multivariée qui nous permet de déceler de 
bonnes strates, presque optimales, au prix d’un fardeau de 
calcul raisonnable. Par conséquent, cette méthode est effi-
cace pour partitionner des populations en utilisant de grands 
ensembles de variables auxiliaires de stratification continues 
et qualitatives. En outre, la structure simple des arbres 
binaires offre une grande souplesse en ce qui concerne l’in-
troduction de tout nombre de contraintes supplémentaires, 
telles que des bornes inférieures sur le nombre d’unités dans 
chaque strate. 

 
3. Formation de strate pour l’Enquête sur la 

        structure des exploitations agricoles en Italie  
Conformément aux exigences des politiques agricoles de 

l’Union européenne, l’Enquête sur la structure des exploi-
tations agricoles (ESEA) est exécutée tous les deux ans 
(règlement du Conseil (CEE) no 70/66) en vue de recueillir 
des données sur des variables technoéconomiques caracté-
ristiques des entreprises agricoles de l’UE. Elle représente la 
source principale d’information pour le projet EUROFARM 
(règlement du Conseil (CEE) no 571/88), un ensemble de 
banques de données à utiliser pour traiter les enquêtes de 
l’UE sur la structure des exploitations agricoles. Les États 
membres sont tenus de prendre toutes les mesures appro-
priées pour exécuter l’ESEA sur leur territoire et sont libres 
de choisir un critère d’échantillonnage, mais le question-
naire et la précision requise, au niveau national, pour les 
estimations des variables étudiées sont déterminés par les 
règlements de la Communauté (voir les règlements CE 
no 837/90 et no 959/93, et les décisions 1998/377/CE et 
2000/115/CE subséquentes de la Commission). 
Afin d’illustrer notre méthode de stratification, nous 

exécutons l’algorithme décrit à la section 2 pour établir le 
plan de sondage de l’ESEA italienne et définir un ensemble 
arborescent de strates et de répartitions à l’aide d’informa-
tion multivariée. Tous les algorithmes ont été implémentés 
par l’un des auteurs en langage MATLAB ; une application 
console Win32 a également été développée en C++ pour 
permettre des traitements par lot. Le plan de sondage 
exploite la liste des exploitations agricoles établies durant le 
cinquième Recensement général de l’agriculture tenu en 
Italie à l’automne 2000. ISTAT, l’Institut national de 
statistique de l’Italie, est responsable des mises à jour de 
cette liste par intégration des enregistrements administratifs, 
mais ces mises à jour n’étaient pas disponibles au moment 
de la rédaction de l’article. Pour initialiser la procédure, 
nous avons besoin d’un ensemble d’atomes dans lesquels   
la population d’exploitations agricoles italiennes doit être 

partitionnée. Nous obtenons cet ensemble de strates de base 
par agrégation des exploitations agricoles ayant en commun 
les mêmes classes pour sept covariables. Nous choisissons 
quatre variables associées à l’utilisation des terres et aux 
cheptels, à savoir la superficie agricole utile (SAU), le 
nombre de bovins (NB), le nombre de porcins (NP) et le 
nombre d’ovins et de caprins (NOC). Afin de tenir compte 
des caractéristiques géographiques des exploitations agri-
coles, nous avons également ajouté, comme variable de stra-
tification, l’altitude de l’exploitation (ALT). Enfin, nous 
avons recueilli des renseignements au sujet de l’adminis-
tration et de l’organisation de l’exploitation au moyen de 
deux variables nommées personnalité juridique de l’exploi-
tant (PJ) et mode de tenure de l’exploitation (MT). 
Les étendues des covariables concernant la structure de 

l’exploitation agricole sont réparties en quatre classes pour 
le nombre de bovins (NB= 0, 1≤ NB< 10, 10≤ NB< 50, 
50≤ NB), le nombre de porcins (NP= 0, 1≤ NP< 500, 
500≤ NP< 1,000, 1,000≤ NP) et le nombre d’ovins et de 
caprins (NOC= 0, 1≤ NOC< 250, 250≤ NOC< 500, 
500≤ NOC) et en sept classes pour la superficie agricole 
utile (SAU= 0, 0< SAU< 1, 1≤ SAU< 5, 5≤ SAU< 10, 
10≤ SAU< 50, 50≤ SAU< 100, SAU≥ 100 ha). L’étendue 
des valeurs de l’altitude est divisée en cinq classes : mon-
tagnes intérieures, montagnes côtières, collines intérieures, 
collines côtières et plaines. Les classes pour la personnalité 
juridique de l’exploitant sont définies de manière à faire la 
distinction entre les titulaires exclusifs, les personnes mo-
rales (sociétés) et les groupes de personnes physiques (parte-
nariat) dans un groupe, les entreprises coopératives, les 
associations d’exploitants, les institutions publiques et, 
enfin, les personnalités juridiques autres que celles qui pré-
cèdent (par exemple, consortia), que nous nommeront 
personnalités juridiques résiduelles. Les exploitations agri-
coles sont également stratifiées en tenant compte du mode 
de tenure, en faisant la distinction entre les propriétaires-
exploitants (avec des sous-classes supplémentaires basées 
sur les catégories de travailleurs agricoles : membres de la 
famille, principalement membres de la famille, princi-
palement non-membres de la famille), les locataires-exploi-
tants, le partage des superficies agricoles exploitées et les 
modes de tenure autres que ceux qui précèdent. La combi-
naison de toutes les classes possibles pour chacune des 
covariables sélectionnées aboutit à 2 964 atomes non vides, 
qui constituent le point de départ de la procédure. 
Nous avons étudié 12 variables d’utilisation des terres, 

dont la liste est présentée au tableau 2. Pour chaque variable 
étudiée, nous avons calculé les totaux et les variances dans 
chaque atome à l’aide des données de recensement dispo-
nibles, ce qui nous a permis d’exécuter l’algorithme de 
Bethel à chaque étape de notre procédure. Les paramètres 
supplémentaires requis pour définir nos critères d’arrêt sont 
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établis comme il suit. Le nombre maximal de strates est fixé 
à 300 et nous avons décidé d’interdire les strates dont la 
taille est inférieure à 10. Nous introduisons une tolérance 
quant à l’écart relatif entre les tailles d’échantillon optimales 
aux niveaux subséquents en fixant 0δ =  dans l’équation 
(1), de sorte que l’algorithme s’arrête si 1b l b ln n, − ,<  pour 
un niveau donné 0.l ≥   
Tableau 2 
Variables étudiées dans l’Enquête sur la structure des 
exploitations agricoles en Italie et leurs niveaux de précision 
 

 CV requis 
Variable étudiée Requis par 

l’ESEA 
  Réalisé par 

   stratification 
atomisée 

arbre de 
stratification 

Céréales 1,00  0,98 0,98 
Vignes 3,00  1,38 1,38 
Oliviers 3,00  1,11 1,11 
Racines fourragères et 
herbacées 3,00  2,39 2,40 
Plantes industrielles 3,00  2,22 2,23 
Plantes fourragères 3,00  1,37 1,39 
Légumes 3,00  3,03 3,03 
Jachères 3,00  2,69 2,78 
Nombre de bovins  1,00  0,99 1,00 
Nombre de porcins 2,00  0,80 0,82 
Nombre d’ovins 2,00  1,99 2,01 
Nombre de caprins 2,00  1,92 1,98  
Nous avons atteint la convergence puisque le nombre 

maximal de strates a été obtenu et qu’aucune règle d’arrêt 
n’a été activée pour 300.l <  La figure 2 représente les 
répartitions optimales b ln ,  en fonction du nombre de strates 
,lr 1 300l …= , ,  sur une échelle logarithmique, c’est-à-
dire en fonction de log ( ).b ln ,  Il convient de souligner que 
l’écart relatif entre les répartitions subséquentes diminue 
rapidement, les dix premières partitions étant les plus 
importantes en ce qui concerne ce comportement : en fait, 
en fixant δ = 10 %, la procédure atteindrait la convergence 
à l’étape 7.l =  
La figure 3 donne un diagramme de l’arbre de stratifi-

cation créé jusqu’au niveau 7. Afin d’optimiser la répartition 
globale, notre critère de partition a créé récursivement des 
strates de plus en plus petites. La première partition est faite 
sur la personnalité juridique de l’exploitant, PJ, et les atomes 
ont été inclus dans la strate fille de gauche si la classe de la 
variable PJ qu’ils supposaient était titulaire exclusif, insti-
tution publique ou PJ résiduelle. Cette partition est celle qui 
est optimale au niveau 1, puisqu’elle correspond à une 
partition de la population entière, la seule strate disponible 
au niveau 0, qui décrit le mieux la répartition de l’échan-
tillon. Cette partition indique seulement que les exploita-
tions agricoles dont l’exploitant est le titulaire exclusif se 
comportent différemment de celles gérées par des personna-
lités juridiques plus complexes, comme des sociétés, des 
partenariats, des associations ou des entreprises coopé-
ratives. La deuxième partition est faite sur le nombre de 

bovins, NB. Elle crée de nouvelles sous-strates de la strate 2 
(voir la partie inférieure de la figure 3), à savoir les strates 4 
et 5, de la façon suivante : la nouvelle strate 4 est définie 
comme l’union des atomes de la strate 2 pour lesquels la 
condition NB 10> est vérifiée, tandis que la strate 5 est le 
complément relatif de la strate 4 dans la strate 2. De cette 
façon, l’algorithme détecte la meilleure diminution de la 
taille globale de l’échantillon (passant de 1 570 313 à 
689 404 unités échantillonnées, voir la partie droite de la 
figure 3) en reconnaissant que les exploitations agricoles 
caractérisées par un cheptel bovin de taille moyenne ou 
grande doivent être traitées séparément pour celles dont 
l’exploitant est titulaire exclusif. La troisième partition est 
faite sur la superficie agricole utile, SAU. Ici, la strate 4 est 
partitionnée en une strate contenant les atomes pour lesquels 
la variable SAU est inférieure à 100 ha (strate 6) et une 
strate contenant les atomes restants (strate 7). Ces deux 
nouvelles strates sont à leur tour divisées, par étape 
successive, c’est-à-dire les étapes 4 à 7 (voir la partie gauche 
de la figure 3) sur les variables NP et NOC : plus 
précisément, la procédure suggère de faire la distinction 
entre les entreprises agricoles ne possédant pas de cheptel 
ovin et caprin (NOC 0),=  ou caractérisées par un grand 
cheptel porcin (NP 500).≥  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2 Tailles d’échantillon étape par étape. Les ré-
partitions optimales 

b l
n ,,,,  sont montrées en 

fonction du nombre de strates 
l
r  exploitées par 

le plan d’échantillonnage à structure arbo-
rescente aux étapes 0 299.l …= , ,= , ,= , ,= , ,  Une échelle 
logarithmique est appliquée à l’axe horizontal, 
de sorte que 

b l
n ,,,,  est tracé en fonction de 

log( ).
l
r  À mesure que le nombre de strates 

augmente, le plan de stratification à structure 
arborescente atteint ses objectifs en utilisant une 
taille globale d’échantillon rapidement décrois-
sante, puisque la procédure améliore considéra-
blement l’efficacité d’échantillonnage au cours 
de ses dix premières étapes d’exécution 
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Pour évaluer l’efficacité du plan d’échantillonnage à 
structure arborescente, nous calculons la meilleure 
répartition correspondant à la stratification atomisée, qui a 
déterminé un échantillon de 89 522 unités. En inspectant 
l’arbre de stratification, nous pouvons constater qu’une 
répartition globale fort semblable correspond à la meilleure 
stratification obtenue au niveau 102 :l =  en fait, pour cette 
partition de 103 strates, la taille d’échantillon est égale à 
89 509. Cela signifie que, pour la même taille d’échantillon, 
notre algorithme atteint la précision requise pour l’enquête 
en exploitant un nombre de strates, 103, qui ne représente 
qu’une très petite fraction de 2 964, le nombre d’atomes 
disponibles, ce qui facilite l’organisation de l’enquête. Un 
autre avantage appréciable de notre procédure consiste à 
éviter les strates instables : il mérite d’être souligné que 
1 618 des 2 964 atomes ont une taille égale ou inférieure à 5, 
alors que la taille minimale de n’importe laquelle des strates 
optimales au niveau 102 est de 16, si bien qu’il n’est pas 
nécessaire d’introduire des procédures de fusion de strates. 
Nous pouvons pousser plus loin les comparaisons et 

examiner les niveaux de précisions atteints en exécutant, 
respectivement, la stratification atomisée et l’arbre de 
stratification à l’étape 102. Ces niveaux, qui sont donnés au 
tableau 2, peuvent être considérés comme fort semblables 
pour les deux plans d’échantillonnage. En fait, nous consta-
tons que, pour la stratification atomisée, la répartition de 
Bethel était activement contrainte sur la précision concer-
nant trois variables étudiées, à savoir les céréales, les 
légumes et le nombre d’ovins. En ce qui concerne les strates 
correspondant au niveau 102 de l’arbre, les contraintes 
antérieures se trouvent aussi être actives, même si une autre 
contrainte, celle sur la variable Nombre de caprins a aussi 
donné des résultats serrés pour l’optimisation, les niveaux 
de précision atteints étant passés de 1,92 % à 1,98 %. Ces 
résultats donnent à penser qu’en ce qui concerne la partition 
atomisée, l’arbre peut être utilisé pour déceler une strati-
fication plus compacte de la population, tout en préservant 
les niveaux de précision atteints et la taille globale 
d’échantillon. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3 Diagramme de l’arbre de stratification. À la partie inférieure, l’axe horizontal représente l’identificateur de 
strate, un nombre qui indique de manière unique la sous-population correspondante dans la procédure de 
stratification. Les tailles de ces strates sont données à la partie supérieure de la figure. À la partie gauche, l’axe 
vertical représente la suite d’étapes allant de 0 à 7, tandis qu’à la partie droite, il représente la répartition globale 
optimale correspondant à ces étapes. Les blocs à bordure double représentent des strates partitionnées. Les strates 
filles sont reliées à leurs parents par des lignes coudées, et, quand elles ne sont plus partitionnées davantage aux 
étapes subséquentes, elles sont représentées comme des blocs à bordure simple. Pour les strates filles de gauche, la 
covariable sur laquelle la partition a été faite et la condition qu’elle a satisfait en définissant les sous-strates de 
gauche sont indiquées au-dessus de la ligne coudée correspondante. Le nombre à l’intérieur d’un bloc donné est la 
part de l’échantillon que la procédure attribue à la strate correspondante durant l’étape à laquelle le bloc est 
positionné. Puisqu’une strate peut demeurer non partitionnée durant des étapes qui suivent celle à laquelle elle a 
été créée, que sa répartition d’échantillon peut varier d’une étape à l’autre, des blocs en traits interrompus sont 
utilisés pour indiquer les modifications des tailles d’échantillon de strate 
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4. Conclusion  
La stratégie arborescente pour les enquêtes polyvalentes 

examinées dans le présent article est planifiée de manière à 
définir conjointement une règle pour partitionner la popu-
lation et pour répartir les unités d’échantillonnage entre les 
strates formées en exploitant l’information multivariée, 
quantitative ou qualitative. Un algorithme divisif hiérar-
chique sélectionne des partitions plus fines en minimisant, à 
chaque étape, la répartition de l’échantillon nécessaire pour 
atteindre les niveaux de précision requis. De cette façon, de 
grands nombres de contraintes peuvent être satisfaites sans 
accroître considérablement le nombre de strates. En outre, 
les variables choisies pour la stratification ne sont pas 
écartées simplement sur la base de considérations pratiques 
et le nombre de leurs intervalles de classe n’est pas diminué. 
Qui plus est, l’algorithme évite de créer des strates vides ou 
presque vides, si bien qu’il n’est pas nécessaire de procéder 
à des agrégations après la stratification en vue de mieux 
évaluer les variances d’estimation dans les strates. 
Néanmoins, notre proposition peut susciter certaines cri-

tiques. Théoriquement, notre méthode ne peut pas être 
considérée comme une généralisation multiréponse de la 
méthode bien connue de l’arbre de régression et de 
classification, dont le but est d’exploiter la relation entre les 
covariables et une variable de résultat unique. En fait, même 
si nous traitons des enquêtes polyvalentes, notre approche 
consiste à partitionner l’information disponible de façon à 
optimiser uniquement une variable, à savoir la répartition 
d’échantillon dans les strates. De plus, la stratégie d’échan-
tillonnage obtenue par notre méthode ne représente pas 
nécessairement un optimum global : en fait, la procédure 
constitue un algorithme de sélection ascendante de strates et, 
par conséquent, la recherche de l’optimalité à une étape 
donnée est conditionnée sur la stratification en cours d’utili-
sation, c’est-à-dire celle basée sur les partitions exécutées 
antérieurement. Il n’existe aucune garantie que la stratifi-
cation sélectionnée par la procédure à une certaine étape l  
sera celle qui est optimale, même uniquement parmi toutes 
les partitions possibles dans les 1l +  sous-ensembles de la 
population. Dans certaines situations, d’autres méthodes, 
comme la programmation dynamique, peuvent être utilisées 
pour exécuter une recherche exhaustive efficace de la 
stratification globalement optimale (voir Bühler et Deutler 
1975, et Lavallée 1988). 
Nous avons appliqué notre méthode au remaniement de 

l’Enquête sur la structure des exploitations agricoles en 
Italie. Les résultats indiquent que notre stratégie donne lieu 
à des gains d’efficacité : pour une taille donnée d’échan-
tillon, notre méthode permet d’atteindre la précision requise 
en exploitant un nombre de strates qui est habituellement 
égal à une très petite fraction du nombre de strates 

disponibles quand sont combinées toutes les classes 
possibles pour n’importe laquelle des covariables. En outre, 
si l’on permet de grands nombres de strates, l’algorithme 
détecte d’autres stratégies d’échantillonnage pour lesquelles 
les contraintes sont satisfaites avec des tailles d’échantillon 
plus faibles que celle qui correspond à la stratification 
atomisée. Le choix de l’échantillonnage final dépend 
manifestement de la fonction de coût global de l’enquête. À 
cette fin, il est possible de recourir aux arbres de 
stratification pour tenir compte du fait qu’un nombre 
croissant de strates implique habituellement un 
accroissement des coûts dû à des problèmes d’organisation 
de l’enquête, mais qu’il correspond aussi à des tailles 
d’échantillon plus petites, qui donnent lieu à une réduction 
des coûts unitaires. La formation des strates par une 
méthode arborescente peut donc faciliter la gestion de 
l’enquête, en tant qu’outil d’aide à la sélection du plan 
d’échantillonnage stratifié qui convient le mieux à la 
collecte d’information au sujet du phénomène multivarié 
étudié. 
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Détermination des bornes optimales de strate  
au moyen de la programmation dynamique 

Mohammad G. Mostafa Khan, Niraj Nand et Nesar Ahmad 1 

Résumé 
La stratification optimale est la méthode qui consiste à choisir les meilleures bornes qui rendent les strates intérieurement 
homogènes, étant donné la répartition de l’échantillon. Afin de rendre les strates intérieurement homogènes, celles-ci 
doivent être construites de façon que les variances de strate de la caractéristique étudiée soient aussi faibles que possible. Un 
moyen efficace d’y arriver, si l’on connaît la distribution de la principale variable étudiée, consiste à créer des strates en 
découpant l’étendue de la distribution à des points appropriés. Si la distribution des fréquences de la variable étudiée est 
inconnue, on peut l’approximer en se fondant sur l’expérience passée ou sur certains renseignements a priori obtenus au 
cours d’une étude récente. Dans le présent article, le problème de la détermination des bornes optimales de strate (BOS) est 
considéré comme étant le problème de la détermination des largeurs optimales de strate (LOS). Il est formulé comme un 
problème de programmation mathématique (PPM) consistant à minimiser la variance du paramètre de population estimé 
sous la répartition de Neyman en imposant que la somme des largeurs des strates soit égale à l’étendue totale de la 
distribution. La variable étudiée est considérée comme suivant une loi continue dont la densité de probabilité est triangulaire 
ou normale standard. Les PPM formulés, qui s’avèrent être des problèmes de décision à plusieurs degrés, peuvent alors être 
résolus en utilisant la méthode de programmation dynamique proposée par Bühler et Deutler (1975). Des exemples 
numériques sont présentés pour illustrer les calculs. Les résultats obtenus sont également comparés à ceux donnés par la 
méthode de Dalenius et Hodges (1959) dans le cas d’une distribution normale. 
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1. Introduction  
L’aspect fondamental à prendre en considération dans la 

détermination des bornes optimales de strate (BOS) est que 
l’homogénéité interne des strates doit être aussi grande que 
possible, c’est-à-dire que les variances de strate 2

hσ  doivent 
être aussi faibles que possible, étant donné la répartition de 
l’échantillon. Quand on étudie une seule caractéristique et 
que l’on connaît la distribution de la variable étudiée, les 
BOS peuvent être déterminées en découpant l’étendue de 
cette distribution en des points appropriés. Ce problème de 
détermination des BOS a été discuté pour la première fois 
par Dalenius (1950), dans le cas où la variable étudiée 
proprement dite est utilisée comme variable de stratification. 
Il a présenté un ensemble d’équations minimales pouvant 
être résolues pour trouver les BOS. Malheureusement, en 
général, ces équations ne pouvaient pas être résolues, à 
cause de leur nature implicite. Par conséquent, plusieurs 
auteurs ont tenté d’obtenir les bornes approximatives de 
strate en utilisant des méthodes classiques. Le nombre de 
strates étant donné, Dalenius et Gurney (1951) ont proposé 
de déterminer les bornes des strates quand h hW σ  demeure 
constant, où hW  est le poids de la strate .h  Mahalanobis 
(1952), ainsi que Hansen et Hurwitz (1953) ont proposé que 
l’on détermine les bornes des strates quand h hW µ  demeure 

constant. Aoyama (1954) a suggéré d’appliquer une règle 
approximative et recommandé de produire des strates de 
même largeur 1,h hx x −−  où 1hx −  et hx  sont les bornes de la 
strate .h  Ekman (1959) a déterminé les bornes des strates 
sous la contrainte que 1( )h h hW x x −−  soit constant. Dalenius 
et Hodges (1959) ont recommandé de construire les strates 
en prenant des intervalles égaux sur la cumulative de 

( ).f x  Sethi (1963) a proposé une méthode de 
détermination des bornes par calcul infinitésimal au moyen 
des équations 

2 2 2 2
1 1 1

1

( ) ( )h h h h h h

h h

x x + + +

+

− µ + σ − µ + σ
=

σ σ
 

pour une distribution continue standard ressemblant à la po-
pulation étudiée. 

La comparaison de certaines méthodes classiques 
d’approximation révèle que la méthode d’Ekman et celle de 
Dalenius et Hodges donnent systématiquement de bons ré-
sultats (voir Cochran 1961, Hess, Sethi et Balakrishnan 
1966, Murthy 1967), mais que la seconde est plus commode 
et plus facile à appliquer (voir Nicoloni 2001). 

Unnithan (1978) a proposé une méthode itérative 
s’appuyant sur la méthode de Newton modifiée de Shanno 
pour déterminer les bornes de strate qui donnent lieu à un 



228 Khan, Nand et Ahmad : Détermination des bornes optimales de strate au moyen de la programmation dynamique 

 

 
Statistique Canada, No 12-001-X au catalogue 

minimum local de la variance sous la répartition de 
Neyman, si une solution initiale appropriée est choisie. Il est 
prouvé que cette méthode est plus rapide que la méthode 
itérative de Dalenius et Hodges. Plus tard, Unnithan et Nair 
(1995) ont donné une méthode pour sélectionner un point de 
départ approprié pour la méthode de Newton modifiée qui 
permet d’aboutir à un minimum global de la variance. 

Lavallée et Hidiroglou (1988) ont proposé un algorithme 
pour construire les bornes de strate pour un échantillon 
stratifié et la répartition des unités échantillonnées sans 
certitude selon une méthode de puissance. Hidiroglou et 
Srinath (1993) ont présenté une forme plus générale de 
l’algorithme, qui, lorsqu’on affecte différentes valeurs aux 
paramètres opérationnels, produit une répartition de puis-
sance, une répartition de Neyman ou une combinaison de 
ces deux répartitions. Sweet et Sigman (1995), ainsi que 
Rivest (2002) ont revu l’algorithme de Lavallée et 
Hidiroglou et proposé leurs versions modifiées dans 
lesquelles sont intégrées les différentes relations entre la 
stratification et les variables étudiées. Detlefsen et Veum 
(1991) ont étudié l’algorithme de Lavallée et Hidiroglou 
pour plusieurs strates et observé que la convergence de 
l’algorithme était lente ou inexistante. Ils ont également 
découvert que différents points de départ aboutissaient à des 
BOS différentes pour la même population. 

Niemiro (1999) a proposé une méthode de recherche alé-
atoire dans le problème de stratification, mais l’algorithme 
ne garantissait pas d’aboutir à un optimum global. De 
surcroît, si la population était grande, il fonctionnait mal, car 
il nécessitait un trop grand nombre d’étapes d’itération (voir 
Kozak 2004).  

Nicolini (2001) a proposé une méthode, nommée mé-
thode des classes naturelles (MCN), en opposition à celle, 
plus utilisée, de Dalenius et Hodges, mais ni l’une ni l’autre 
de ces méthodes ne s’est avérée plus efficace que l’autre. 

Lednicki et Wieczorkowski (2003) ont présenté une 
méthode de stratification fondée sur la méthode du simplexe 
de Nelder et Mead (1965). Plus tard, Kozak (2004) a 
présenté l’algorithme de recherche aléatoire modifié en tant 
que méthode de stratification optimale. L’algorithme de 
Kozak était plus rapide et efficace que celui de Rivest et 
celui de Lednicki et Wieczorkowski, mais il n’était pas 
possible de garantir qu’il mène à un optimum global. 

Bühler et Deutler (1975) ont formulé le problème de la 
détermination des BOS comme un problème d’optimisation 
pouvant être résolu par une méthode de programmation 
dynamique. Cette approche est également utilisée par 
Lavallée (1987, 1988) pour trouver les BOS qui diviseraient 
le domaine de population de deux variables de stratification 
en sous-ensembles distincts, de telle façon que la précision 
des variables d’intérêt soit maximisée. 

Khan, Khan et Ahsan (2002) ont considéré le problème 
de la découverte des BOS comme étant équivalant au 
problème de détermination des largeurs optimales de strate 
(LOS). Ils ont formulé le problème des LOS comme un 
problème de programmation mathématique (PPM). En 
suivant l’approche de programmation dynamique de Bühler 
et Deutler, ils ont résolu le PPM qui donne la solution exacte 
si la distribution de fréquence de la variable étudiée est 
connue et que le nombre de strates est établi d’avance. Khan 
et coll. (2002) ont appliqué leur méthode pour déterminer 
les BOS pour une population suivant une loi uniforme et 
une loi triangulaire droite (right triangular distribution). 
Plus tard, Khan, Najmussehar et Ahsan (2005) ont étendu 
cette approche de programmation dynamique à la détermi-
nation des BOS pour une variable étudiée exponentielle. 

Dans le présent article, nous discutons du problème de 
détermination des BOS pour des variables étudiées suivant 
une loi triangulaire ou normale standard. Vu que ces 
problèmes sont équivalents à des problèmes de détermina-
tion des LOS, nous les formulons comme des problèmes de 
programmation mathématique et les résolvons en suivant 
l’approche de programmation dynamique de Bühler et 
Deutler. Les PPM formulés minimisent la variance du 
paramètre de population estimé dans le cas d’une répartition 
de Neyman sous la contrainte que la somme totale des 
largeurs des strates est égale à l’étendue totale de la 
distribution de la variable étudiée. À la section 2, nous 
passons en revue l’approche de programmation dynamique 
proposée par Bühler et Deutler (1975). À la section 3, nous 
donnons les détails de la formulation des problèmes de 
détermination des LOS comme des problèmes de pro-
grammation mathématique. À la section 4, nous discutons 
de l’algorithme fondé sur la technique de programmation 
dynamique utilisée pour résoudre les PPM. À la section 5, 
nous illustrons les calculs de l’algorithme au moyen 
d’exemples numériques. Enfin, à la section 6, nous compa-
rons les résultats obtenus par la méthode de programmation 
dynamique et par la méthode de la cumulative de f  de 
Dalenius et Hodges (1959) en nous basant sur un exemple 
tiré d’une population suivant une loi normale. Cette compa-
raison montre que la méthode de programmation dynamique 
proposée est plus efficace que la méthode de la cumulative 
de f . 

 
2. Détermination des BOS par des méthodes de 

       programmation dynamique : une revue de 

       l’approche de Bühler et Deutler  
Soit X  une variable étudiée aléatoire, discrète ou 

continue, dont la densité de probabilité est ( ),f x .a x b≤ ≤  
Pour estimer la moyenne de population µ  à l’aide d’un 
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échantillon stratifié, X  est partitionnée en L  strates 

1 1 2 1[ ] ( ] ( ]La x x x … x b−, , , , , ,  telles que 

0 1 2 1L La x x x x x b−= ≤ ≤ ≤, ..., ≤ ≤ = .  (1) 

Supposons que, pour la strate h ( 1 2 ),h … L= , , ,  qui 
contient hN  unités, on sélectionne un échantillon de taille 

hn  contenant les unités hjy ( 1 2 1 2 )hh … L j … n= , , , ; = , , , . 
Alors, la moyenne stratifiée 1

L
hst h hx W x=∑=  est une esti-

mation sans biais de µ  dont la variance est 

2

1

1
( )

L
h

st h h
h h

W
V x W

n N=

 
= σ − , 

 
∑  (2) 

où ,h hW N N= / 11/ ,hn
jh h hjx n y=∑= 2 [1/ ( 1)]h hNσ = − ×  

2
1( )hN

hj hj
y=∑ − µ  et 11/ .hN

jh h hjN y=∑µ =  
Quand la fonction de fréquence ( )f x  est connue, les 

valeurs de hW  et hσ  dans (2) peuvent être obtenues par 

1

( )
h

h

x

h x
W f x dx

−

= ,∫  (3) 

1

2 2 21
( )

h

h

x

h hx
h

x f x dx
W −

σ = − µ ,∫  (4) 

où 

1

1
( )

h

h

x

h x
h

x f x dx
W −

µ = ∫  (5) 

est la moyenne et 1( )h hx x− ,  sont les bornes de la he strate. 
Alors, (2) se lit comme étant la fonction des bornes de 

strate et des tailles d’échantillon, autrement dit 

1 1 1( ) ( )st st L LV x V x x … x n … n−= | , , , , , .  

Si les hn  sont fixes, l’objectif de la stratification optimale 
est de déterminer les bornes de strate 1 1( )Lx … x −, ,  telles 
que ( )stV x  est minimale. En outre, si les fractions d’échan-
tillonnage h hn N/  sont faibles ou que l’échantillonnage est 
fait avec remise, nous obtenons les problèmes d’optimi-
sation qui suivent, selon le type de répartition de la taille 
d’échantillon totale 1( )L

h hn n=∑=  entre les strates.  
1. Répartition proportionnelle ( )h hn n W= ⋅   

2

1

0 1 2 1

Minimiser

sous la contrainte

L

h h
h

L L

W

a x x x x x b

=

−

σ

= ≤ ≤ ≤, ...,≤ ≤ =

∑

 (6)

 

2. Répartition égale ( )hn n L= /  

2 2

1

0 1 2 1

Minimiser

sous la contrainte

L

h h
h

L L

W

a x x x x x b

=

−

σ

= ≤ ≤ ≤, ..., ≤ ≤ =

∑

 (7)

 

3. Répartition de Neyman 1( )L
hh h h h hn n W W=∑= ⋅ σ / σ   

1

0 1 2 1

Minimiser

sous la contrainte

.

L

h h
h

L L

W

a x x x x x b

=

−

σ

= ≤ ≤ ≤, ..., ≤ ≤ =

∑

 (8)

 

 
Les problèmes (6) à (8) ont la structure suivante : 

1
1

0 1 2 1

Minimiser ( )

sous la contrainte

L

h h h
h

L L

x x

a x x x x x b

−
=

−

φ , ,

= ≤ ≤ ≤, ..., ≤ ≤ = .

∑

 (9)

 

Bühler et Deutler (1975) ont proposé une méthode 
d’optimisation récurrente pour résoudre (9) en utilisant une 
méthode de programmation dynamique comme il suit. 

Considérons un problème d’optimisation ayant la 
structure spéciale : 

1
1

1

1

0

Minimiser ( )

sous les contraintes

( )

( )

1 2 ,

m

h h h
h

h h h h

h h

h h h

u z y

z v z y

z Z

y S z

z z h m

−
=

−

−

, ,

= , ,

∈ ,

∈ ,

′= ; = , , ...,

∑

 (10)

 

où m = nombre de degrés, hu = fonctions de rendement de 
degré, hv = fonctions de transformation de degré, hZ =  
espaces d’états, hS = espaces de décisions et z′ = état ini-
tial. Alors, nous pouvons utiliser une méthode de program-
mation dynamique en appliquant le principe d’optimalité de 
Bellman (Bellman 1957) pour résoudre (10). 

Si 0, , , [ ],L hm L z a z b Z a b= = = = , 1 [ ],h hZ a b y− = , −  

1 1( ) [0 ]h h hS z b z− −= , −  avec 1 1,h hz Z− −∈ 1( )h h hu z y− , =  

1 1( )h h h hz y z− −φ , +  avec 1( ),h h hy S z −∈ 1( )h h hv z y− , =  

1,h hy z −+  alors (10) se transforme en le problème suivant : 

1 1
1

1

1

0

Minimiser ( )

sous les contraintes

[ ]

[0 ]

1 2

L

h h h h
h

h h h

h

h h

L

z y z

z y z

z a b

y b z

z a z b h L

− −
=

−

−

φ , + ,

= + ,

∈ , ,

∈ , − ,

= , = ; = , , ..., .

∑

 (11)
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Le problème (11) et le problème (9) sont équivalents, car 
ils comportent les résultats suivants :  

1. Si 1 1( )Lx … x∗ ∗
−, ,  est une solution optimale de (9), 

alors 1,h h hy x x∗ ∗ ∗
−= − h hz x∗ ∗=  est un optimum de 

(11).  
 

2. Si ( 1 ),hy h … L∗ = , , ( 1 1)hz h … L∗ = , , −  est une solu-
tion optimale de (11), alors ( 1 1)h hx z h … L∗ ∗= = , , −  
est une solution optimale de (9).   

Si 1( )h hz −Φ  est la valeur optimale de la fonction objectif 
au degré h  avec l’état disponible 1,hz −  alors l’équation 
récurrente rétrograde pour résoudre (11) en utilisant une 
méthode de programmation dynamique est donnée par  

1 1 1 1

1

( ) min[ ( ) ( )

]

h h h h h h h h

h h h

z z y z z

z y z

− − − +

−

Φ = φ , + + Φ |

= +  (12)
 

sur 1( )h h hy S z −∈  avec au départ 1 0.L+Φ ≡  

 
3. Formulation du problème de détermination 

       des LOS comme un PPM  
À la présente section, nous étendons l’approche de 

Bühler et Deutler discutée plus haut au cas d’une variable 
étudiée dont la densité de probabilité ( )f x  est continue. Le 
problème (11) est transformé en un problème équivalent de 
détermination des LOS en considérant 1h h hy z z −= − =  

1h hx x −−  comme les largeurs de strates, puis en construisant 
la fonction objectif et les contraintes comme des fonctions 
de .hy  Le PPM est traité comme un problème de décision à 
plusieurs degrés dans lequel, à chaque degré, la valeur de la 
LOS, donc de la BOS pour une strate, est déterminée en 
utilisant une méthode de programmation dynamique avec 
une équation récurrente progressive. 

Soit ( )f x  la fonction de probabilité, et 0x  et ,Lx  la plus 
petite et la plus grande valeurs de .x  Si la moyenne de 
population est estimée sous une répartition de Neyman, le 
problème de la détermination des bornes des strates consiste 
à découper l’étendue, 

0Lx x d− = ,  (13) 

aux points  intermédiaires 1 2 1,Lx x x −≤ ≤, ..., ≤  de sorte 
que dans (8), 1

L
h h hW=∑ σ  soit minimale. 

Considérons que ( )f x  comprend n  fonctions linéaires 
ou non linéaires continues par morceaux telles que : 

1 0 0 1

2 1 2

1

( )

( )
( )

( )n n n L

g x x a x a

g x a x a
f x

g x a x a x−

; = ≤ ≤ ,
 ; < ≤ ,

= 

 ; < ≤ = .

⋮
 (14) 

Supposons aussi que, parmi les L  strates, il  est le 
nombre de strates qui doivent être formées sous la densité 
de probabilité ( )ig x ; 1 2 .i n= , , ..,  et que 1 .n

i il L=∑ =  
Si ( )f x  dans (14) est intégrable, en utilisant les 

expressions (3), (4) et (5), nous obtenons ,hW 2
hσ  et hµ  

sous forme d’une fonction des bornes hx  et 1.hx −  Donc, 
dans (8), la fonction objectif peut être exprimée comme une 
fonction des bornes hx  et 1hx −  uniquement. Soit 

1( ) .h h h h hx x W−φ , = σ  

Notons que la fonction susmentionnée possède des 
valeurs différentes pour les diverses densités de probabilité 
dans (14).  

Donc, le problème (8) peut être traité comme un pro-
blème d’optimisation en vue de trouver 1 2 1, , ..., Lx x x −  tel 
qu’il est énoncé dans (9).  

Soit 1 0h h hy x x −= − ≥  la largeur de la eh ( 1 2 )h L= , , ...,  
strate. 

Partant de la définition susmentionnée de ,hy  l’étendue 
de la distribution donnée par (13) est exprimée comme la 
fonction des largeurs de strate : 

1 0
1 1

( )
L L

h h h L
h h

y x x x x d−
= =

= − = − = .∑ ∑  (15) 

La ek  borne de strate ; 1 2 1kx k L= , , ..., −  est alors 
exprimée par : 

0 1 2

1

k k

k k

x x y y y

x y−

= + + + ... +

= + ,
 

qui est une fonction de la ek  largeur de strate et de la 
e( 1)k −  borne de strate. 

Si nous considérons k kz x=  et ajoutons (15) comme 
contrainte, le problème (11) peut être réécrit sous la forme 
d’un problème équivalent de détermination des LOS : 

1
1

1

Minimiser ( )

sous les contraintes

0 1 2

L

h h h
h

L

h
h

h

y x

y d

y h L

−
=

=

φ , ,

= ,

≥ ; = , , ..., .

∑

∑
 (16)

 

Au départ, 0x  est connue. Par conséquent, le premier 
terme, c’est-à-dire 1 1 0( ),y xφ ,  de la fonction objectif du 
PPM (16) est une fonction de 1y  uniquement. Une fois que 

1y  est connue, le point de stratification suivant 1x = 0 1x y+  
sera connu et le deuxième terme de la fonction objectif 

2 2 1( )y xφ ,  deviendra une fonction de 2y  uniquement. 
Par conséquent, en énonçant la fonction objectif comme 

une fonction de hy  uniquement, le PPM (16) s’exprime 
par : 
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1

1

Minimiser ( )

sous les contraintes

0 1 2

L

h h
h

L

h
h

h

y

y d

y h L

=

=

φ ,

= ,

≥ ; = , , ..., .

∑

∑
 (17)

 

Les sections 3.1 et 3.2 illustrent la formulation du 
problème de la détermination des LOS comme un PPM 
pour les variables étudiées de loi triangulaire et de loi 
normale standard, respectivement.  
3.1 PPM pour la loi triangulaire  

Posons que la variable étudiée x  suit la loi triangulaire 
sur l’intervalle [a, b] avec la densité de probabilité : 

2( )

( ) ( )
( )

2( )

( ) ( )

x a
a x c

b a c a
f x

b x
c x b

b a b c

− ; ≤ ≤ − −
= 

− ; < ≤ , − −

 (18) 

où a  est un paramètre d’emplacement, b  est un paramètre 
d’échelle et c  est le paramètre de forme. 

Elle possède deux fonctions par morceaux. 
Quand ,a x c≤ ≤  en partant de (18) et en utilisant (3), 

(5) et (4), nous obtenons , ,h hW µ  et 2
hσ  comme il suit : 

( 2 )

( ) ( )
h h h

h

y y a
W

b a c a

+
= ,

− −
 (19) 

2
1 1

2
2 2

3
2

h h h h h h

h

h h

y y x ay a x

y a

− −+ − +
µ = ,

+
 

et 

2 2 2
2

2

[ 6 6 ]
,

18( 2 )
h h h h h

h

h h

y y a y a

y a

+ +
σ =

+
 (20) 

où 1,h h hy x x −= − 1h ha x a−= −  et 1 .h ha x x c−≤ ≤ ≤  
Donc, de (19) et (20), il découle que 

2 2 26 6

3 2( ) ( )
h h h h h

h h

y y a y a
W

b a c a

+ +
σ = .

− −
 (21) 

De même, quand ,c x b< ≤  en partant de (18) et en 
utilisant (3), (5) et (4), nous pouvons démontrer que  

(2 )

( ) ( )
h h h

h

y b y
W

b a b c

−
= ,

− −
 (22) 

2
1 13 3 6 2

3(2 )
h h h h h h h

h

h h

b y y x b x y

b y

− −− + −
µ = ,

−
 

et 

2 2 2
2

2

(6 6 )
,

18(2 )
h h h h h

h

h h

y b b y y

b y

− +
σ =

−
 (23) 

où 1,h h hy x x −= − 1h hb b x −= −  et 1 .h hc x x b−< ≤ ≤  
Donc, de (22) et (23), il découle que 

2 2 26 6

3 2( ) ( )
h h h h h

h h

y b b y y
W

b a b c

− +
σ = .

− −
 (24) 

Soit 1λ  et 2λ  la dernière et la première strates formées 
sous la première et la seconde fonctions par morceaux de 
(18), respectivement. Si toute strate (disons )l  tombe sous 
les deux fonctions, 1λ  et 2λ  ne sont pas considérées comme 
étant deux strates distinctes, mais comme les fractions de la 
même el  strate. Alors, en utilisant (21) et (24), le PPM (17) 
peut être exprimé comme le problème de détermination des 
LOS pour la variable étudiée dont la fonction de fréquence 
est  triangulaire, sous la forme : 

1

2

2 2 2

1

2 2 2

1

6 6
Minimiser

3 2( )( )

6 6
,

3 2( )( )

sous les contraintes

et 0 1 2 ,

h h h h h

h

L
h h h h h

h

L

h
h

h

y y a y a

b a c a

y b b y y

b a b c

y d

y h L

λ

=

=λ

=

 + +


− −

− + 
+ 

− − 

= ,

≥ ; = , , ...,

∑

∑

∑

 (25)

 

où .d b a= −   
3.2 PPM pour la loi normale  

La variable étudiée x  suit une loi normale standard si sa 
fonction de densité de probabilité est donnée par  

21
( ) exp

2 2

x
f x x

 
= − ; − ∞ < < ∞. 

π  
 

Comme à la section 3.1, en utilisant les définition (3), (5) 
et (4), nous pouvons voir que  

1 1

2 2
2

h h h

h

y x x
erf erf

W

− −+   −   
   = ,  (26) 

2 2
1 1

1 1

( )
2 exp exp

2 2

2 2

h h h

h

h h h

x y x

y x x
erf erf

− −

− −

    +
− − −    

    µ =
+    π −        

 

et 
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2
2 1 1

1

2
1 1

1

2
1 1

1

2
1 1

1

2

1

2 exp
2 2

( )
( )exp

2 2

exp
2 2

( )
( )exp

2 2

2

h h h
h h

h h h h
h h

h h
h

h h h
h h

h h

x y x
x erf

y x y x
y x erf

x x
x erf

y x x
y x erf

y x
erf

− −
−

− −
−

− −
−

− −
−

−

    +  σ = π −     
   

 + + − + −   
  

   − −   
  

 +  + + −     

+ + π 


1

2
2 2
1 1

2

1 1

2

( )
2 exp exp

2 2

,
2 2

h

h h h

h h h

x
erf

x y x

y x x
erf erf

−

− −

− −

  −      

     +
− − − −     

     

+    ÷ π −        
 (27) 

où 1,h h hy x x −= − 1( ) ( ) (2 )h herf x erf x −− = π ×  

1

2exp( )h

h

x

x
u du

−
∫ −  et 1 2 .h L= , , ...,  
Par conséquent, en utilisant les valeurs données par (26) 

et (27), nous pouvons exprimer le PPM (17) sous la forme 

2
1 1

1
1

2
1 1

1

2
1 1

1

2
1 1

1

1
Minimiser Sqrt exp

2 2 2 2

( )
( )exp

2 2

exp
2 2

( )
( )exp

2 2

1

L
h h h

h

h

h h h h
h h

h h
h

h h h
h h

x y x
x erf

y x y x
y x erf

x x
x erf

y x x
y x erf

− −
−

=

− −
−

− −
−

− −
−

    +  −     π    

 + + − + −   
  

   − −   
  

 +  + + −     

+

∑

2

1 1

2
2 2
1 1

4 2 2

( )1
exp exp

2 2 2

h h h

h h h

y x x
erf erf

x y x

− −

− −

+    −        

     +
− − − −     π      

1

sous les contraintes

0 1 2

L

h
h

h

y d

y h L

=

=

≥ ; = , , ..., .

∑
 (28)

 

4. L’algorithme fondé sur la méthode de 

       programmation dynamique  
Le PPM (17) est un problème de décision à plusieurs 

degrés dans lequel la fonction objectif et les contraintes 
peuvent être séparées de ,hy  ce qui nous permet d’utiliser 
une méthode de programmation dynamique telle que celle 
illustrée par Bühler et Deutler (1975) pour le problème (11). 

Considérons le sous-problème suivant de (17) pour les 
( )k L<  premières strates : 

1

1

Minimiser ( )

sous les contraintes

0 1 2 ,

k

h h

h

k

h k
h

h

y

y d

y h k

=

=

φ ,

= ,

≥ ; = , , ...,

∑

∑

 (29)

 

où kd d<  est la largeur totale disponible pour la division 
en k  strates ou la valeur d’état au degré .k  Notons que 

kd d=  pour .k L=  
Les fonctions de transformation sont données par 

1 2

1 1 2 1

2 1 2 2 1 1

2 1 2 3 3

1 1 2 2

k k

k k k k

k k k k

d y y y

d y y y d y

d y y y d y

d y y d y

d y d y

− −

− − − −

= + + ... + ,

= + + ... + = − ,

= + + ... + = − ,

= + = − ,

= = − .

⋮ ⋮

 

Soit ( )k kdΦ  la valeur minimale de la fonction objectif 
de (29), c’est-à-dire 

1 1

( ) min ( )

et 0 1 2 , .

k k

k k h h h k

h h

h

d y y d

y h k

= =


Φ = φ = ,




≥ ; = , , ... 


∑ ∑

∑
 

En utilisant la définition susmentionnée de ( ),k kdΦ  le 
PPM (17) équivaut à calculer ( )L dΦ  par récurrence en 
trouvant ( )k kdΦ  pour 1 2k L= , , ...,  et 0 kd d≤ ≤ .   

Nous pouvons écrire : 
1 1

1 1

( ) min ( ) ( )

et 0 1 2 , 1.

k k

k k k k h h h k k

h h

h

d y y y d y

y h k

− −

= =


Φ = φ + φ = − ,




≥ ; = , , ... − 


∑

∑

∑
 

Pour une valeur fixe de ;ky 0 ,k ky d≤ ≤  
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1 1

1 1

( ) ( )

min ( )

et 0 1 2 , 1 .

k k k k

k k

h h h k k
h h

h

d y

y y d y

y h k

− −

= =

Φ = φ


+ φ = − ,




≥ ; = , , ... − 


∑ ∑

∑

 

En appliquant le principe d’optimalité de Bellman, nous 
écrivons une récurrence progressive au lieu d’une récur-
rence rétrograde comme l’ont proposé Bühler et Deutler 
dans (12) pour appliquer la méthode de programmation 
dynamique, soit : 

[ ]1
0

( ) min ( ) ( ) 2
k k

k k k k k k k
y d

d y d y k−
≤ ≤

Φ = φ +Φ − , ≥ .  (30) 

Pour le premier degré, c’est-à-dire pour 1 :k =  

1 1 1 1 1 1( ) ( )d d y d∗Φ = φ ⇒ = ,  (31) 

où 1 1y d∗ =  est la largeur optimale de la première strate. Les 
relations (30) et (31) sont résolues par récurrence pour 
chaque 1 2k L= , , ...,  et 0 ,kd d≤ ≤  et nous obtenons 

( )L dΦ . Partant de ( )L dΦ , la largeur optimale de la eL  
strate, nous obtenons .Ly

∗  À partir de 1( )L Ld y∗−Φ − , la 
largeur optimale de la e( 1)L −  strate, nous obtenons 1,Ly

∗
−  

et ainsi de suite jusqu’à ce que nous obtenions 1.y
∗  

Soulignons que, selon la fonction par morceaux donnée 
dans (14) sous laquelle la strate est formée, ( )k kyφ  dans 
(30) prendra une valeur différente pour chaque ky , comme 
il suit : 

1 0 pour un ( 1 2 )k k k iy x x a a i i n−= − ≤ − , = , , ...,  

et 

1[ ] pour un ( 1 2 )k i ix a a i i n−∈ , , = , , ..., .  

 
5. Exemples numériques  

À la présente section, nous présentons le détail des 
calculs de l’algorithme exposé à la section 4 pour les PPM 
(25) et (28). 
 
5.1 Loi triangulaire  

Supposons que 0 0,a x= = 1c =  et 2.Lb x= =  Cela 
implique que 0 2Ld x x= − =  et le PPM (25) s’exprime 
sous la forme : 

1

2

2 2 2

1

2 2 2

1

6 6
Minimiser

6 2

6 6

6 2

sous les contraintes 2

et 0 1 2 ,

h h h h h

h

L
h h h h h

h

L

h

h

h

y y a y a

y b b y y

y

y h L

λ

=

=λ

=

 + +



− + 
+ ,



= ,

≥ ; = , , ...,

∑

∑

∑
 (32)

 

où 1h ha x −=  et 12 .h hb x −= −  
En utilisant (30) et (31), nous pouvons énoncer les 

équations récurrentes pour la résolution du PPM (32) de la 
façon suivante : 

Pour le premier degré ( 1)k =  
3
1

1 1 1 1( ) à
6 2

d
d y dΦ = = ,  (33) 

et pour les autres degrés ( 2)k ≥  

2 2 2

1

2 2 2

1

( )

6 6
min ( )

6 2

si 0 1,

6 6
min ( )

6 2

si 1 2,

k k

k k k k k

k k k

k

k k k k k

k k k

k

d

y y a y a
d y

d

y b b y y
d y

d

−

−

Φ =

  + +
 +Φ − 
   

≤ ≤


  − +
+Φ − 

   


< ≤

 
(34)

 

où le minimum est calculé sur 0 ,k ky d≤ ≤ 1k ka x −= =  

k kd y−  et 12 2 .k k k kb x d y−= − = − +  
En remplaçant ka  et kb  par ces valeurs dans (34), nous 

obtenons  

2 2

1

2 2

1

( )

6( )
min ( )

6 2

si 0 1

6(2 )(2 )
min ( )

6 2

si 1 2,

k k

k k k k k

k k k

k

k k k k k

k k k

k

d

y y d y d
d y

d

y y d y d
d y

d

−

−

Φ =

  + −
 +Φ − 
   

≤ ≤ ,


  + − + −
+Φ − 

   


< ≤

 
(35)

 

où le minimum est calculé sur 0 .k ky d≤ ≤  
Puis, en résolvant les équations récurrentes (33) et (35) à 

l’aide d’un programme informatique développé pour 
l’algorithme donné à la section 4, nous obtenons les LOS. 
Le tableau 1 donne les résultats des largeurs optimales de 
strate hy

∗  et, donc, les bornes optimales de strate hx
∗ , ainsi 

que les valeurs de la fonction objectif 1 ( )L
h h hy=∑ φ  pour 

2 3 4 5L = , , ,  et 6. 
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Tableau 1 
Largeurs et bornes optimales de strate pour la loi triangulaire 
 

Nombre 

de 

strates  

L   

Largeurs 

optimales de 

strate (LOS) 

( )hy
∗∗∗∗  

Bornes optimales 

de strate (BOS) 

1( )h h hx x y∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
−−−−= += += += +  

Valeurs optimales de la 

fonction objectif 

∑ ∑
1 1

( )
L L

h h h h
h h

y W
= == == == =

φ = σφ = σφ = σφ = σ  

2 1y
∗ = 1,000000 1x

∗ = 1,000000 0,2357022604 

 2y
∗ = 1,000000   

3 1y
∗ = 0,838081 1x

∗ = 0,838081 0,1655523797 
 2y

∗ = 0,411608 2x
∗ = 1,249689  

 3y
∗ = 0,750311   

4 1y
∗ = 0,645751 1x

∗ = 0,645751 0,1226262641 
 2y

∗ = 0,354249 2x
∗ = 1,000000  

 3y
∗ = 0,354249 3x

∗ = 1,354249  

 4y
∗ = 0,645751   

5 1y
∗ = 0,582819 1x

∗ = 0,582819 0,0998893913 
 2y

∗ = 0,319725 2x
∗ = 0,902544  

 3y
∗ = 0,252176 3x

∗ = 1,154720  

4y
∗ = 0,299439 4x

∗ = 1,454159 
 

5y
∗ = 0,545841   

6 1y
∗ = 0,497369 1x

∗ = 0,497369 0,0829362498 
 2y

∗ = 0,272849 2x
∗ = 0,770218  

 3y
∗ = 0,229782 3x

∗ = 1,000000  

4y
∗ = 0,229782 4x

∗ = 1,229782 

5y
∗ = 0,272849 5x

∗ = 1,502631  

6y
∗ = 0,497369  

 

 
5.2 Loi normale  

Posons que x  suit la loi normale standard dans 
l’intervalle 0( ).Lx x,  Pour les besoins de l’exemple, nous 
supposons que 0 4x = −  et 4.Lx =  Alors, 8,d =  ce qui 
donne le PPM (28) sous la forme : 

1

2
1 1

1

2
1 1

1

2
1 1

1

2
1 1

1

1
Minimize Sqrt

2 2

exp
2 2

( )
( )exp

2 2

exp
2 2

( )
( )exp

2 2

L

h

h h h
h

h h h h
h h

h h
h

h h h
h h

x y x
x erf

y x y x
y x erf

x x
x erf

y x x
y x erf

=

− −
−

− −
−

− −
−

− −
−

  
  ×
  π

   + 
−    

   

 + + 
− + −   

  

   
− −   

  

  +
+ + −  

  

∑

2

1 11

4 2 2
h h hy x x

erf erf− −


  

 +    
+ −    

    

 

2
2 2
1 1( )1

exp exp ,
2 2 2

h h hx y x− −

     +
 − − − −    

π        

 

1

sous les contraintes 8

et 0 1 2

L

h
h

h

y

y h L
=

= ,

≥ ; = , , ..., .

∑

 (36)

 

Nous avons 

1 0 1 2 1

1 2 1

1

4

4

4

k k

k

k

k k

x x y y y

y y y

d

d y

− −

−

−

= + + + ... +

= − + + + ... +

= −

= − − .

 

En introduisant cette valeur de 1kx −  par substitution dans 
(36) et en utilisant (30) et (31), nous obtenons les équations 
récurrentes pour la résolution du PPM (36) comme il suit. 

Pour le premier degré ( 1) :k =  

1
1 1

2
1 1

1

2
1

1

2

1

( 4)1 1
( ) Sqrt exp

2 2 2 2

( 4) ( 4)
( 4)exp

2 2

1 1
exp

2 2

( 4) 1
( 4)exp

2 2

( 4)1 1

4 2 2

d
d erf

d d
d erf

erf

d
d erf

d
erf erf

    −   Φ = − −       π     

 − − 
− − −   

  

   + − −   
   

  −  + − − −       

−   + − − 
  

2
2

1( 4)1 1
exp exp

2 2 2

d

 
 

 

    −  − − − −    π         
 (37)

 

à 1 1,y d=  
et pour les degrés 2 :k ≥  

0

2

2

2

1
( ) min Sqrt

2 2

( 4) 4
( 4)exp

2 2

( 4) 4
( 4)exp

2 2

( 4) ( 4)
( 4)exp

2 2

k k

k k
y d

k k k
k k

k k
k

k k k k
k k

d

d y d
d y erf

d d
d erf

d y d y
d y erf

≤ ≤

 Φ = × 
π

  − − − 
− − −    

   

 − − 
− − −   

  

 − − − − 
− − − −   
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2

2

2
2 2

1

( 4) ( 4)
( 4)exp

2 2

4 ( 4)1

4 2 2

( 4) ( 4)1
exp exp

2 2 2

( )

k k k
k

k k k

k k k

k k k

d d y
d erf

d d y
erf erf

d y d

d y−

  − − − 
+ − −         

 − − −    
+ −    

    

     − − −
− − − −     

π        


+ Φ − .


 (38)

 

En résolvant les équations récurrentes (37) et (38), nous 
obtenons les largeurs optimales de strate hy

∗  et, donc, les 
bornes optimales de strate .hx

∗  Le tableau 2 donne ces 
résultats, ainsi que les valeurs de la fonction objectif 

1 ( )L
h h hy=∑ φ  pour 2 3 4 5L = , , ,  et 6.  

 
6. Discussion  

À la présente section, nous effectuons une étude 
numérique de l’efficacité de la méthode de programmation 
dynamique comparativement à la méthode de la cumulative 
de f  de Dalenius et Hodges, qui est celle utilisée le plus 
fréquemment et la mieux connue. Pour cela, nous avons 
produit des données de taille N = 10 000 pour une popula-
tion de densité de probabilité normale standard ( )f x =  

2(1 2 ) exp( 2),x/ π − /  que nous avons groupées en 19 
classes égales. Au tableau 3, nous donnons les fréquences de 
classe dans la colonne 2 et leurs racines cumulatives dans la 
colonne 3. 

Dans cet exemple, la plus petite et la plus grande valeurs 
de x  sont 0x = -3,98 et Lx = 3,62, respectivement. Par 
conséquent, l’étendue de la distribution est d = 7,60. 

Pour déterminer les BOS pour cette distribution, nous 
utilisons la méthode de la cumulative de f  ainsi que la 
méthode de programmation dynamique. Pour chaque 
L = 2, 3, 4, 5 et 6, nous calculons la variance 1 ,L

h h hW=∑ σ  
que nous utilisons pour évaluer l’efficacité des deux 
méthodes de stratification. Les résultats de cette compa-
raison sont donnés au tableau 4. L’examen de la dernière 
colonne du tableau montre que les BOS obtenues par la 
méthode de programmation dynamique sont plus efficaces 
pour tout L = 1, 2, ..., 6. En outre, l’efficacité de la méthode 
de la cumulative de f  dépend du choix initial du nombre 
de classes, mais il n’existe aucun fondement théorique 
donnant le meilleur nombre de classes (voir Hedlin 2000).  

 
 
 

Tableau 2 
Largeurs et bornes optimales de strate pour la loi normale 
standard 
 

Nombre 

de 

strates 

L  

Largeurs 

optimales de 

strate (LOS) 

( )hy
∗∗∗∗  

Bornes optimales 

de strate (BOS)  

1( )h h hx x y∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
−−−−= += += += +  

Valeurs optimales de la 

fonction objectif 

∑ ∑
1 1

( )
L L

h h h h
h h

y W
= == == == =

φ = σφ = σφ = σφ = σ  

1y
∗ = 4,000000  1x

∗ = 0,000000  
2 2y

∗ = 4,000000   0,6021710931 

1y
∗ = 3,450300  1x

∗ = -0,549700  

2y
∗ = 1,099400  2x

∗ = 0,549700  3 
3y
∗ = 3,450300   

0,4265717619 

1y
∗ = 3,124570  1x

∗ = -0,875430  

2y
∗ = 0,875430 2x

∗ = 0,000000  

3y
∗ = 0,875430  3x

∗ = 0,875430  4 

4y
∗ = 3,124570   

0,3297899642 

1y
∗ = 2,896360  1x

∗ = -1,103640  

2y
∗ = 0,767900  2x

∗ = -0,335740  

3y
∗ = 0,671480  3x

∗ = 0,335740  

4y
∗ = 0,767900  4x

∗ = 1,103640  
5 

5y
∗ = 2,896360   

0,2686646379 

1y
∗ = 2,722440  1x

∗ = -1,277560 

2y
∗ = 0,702200  2x

∗ = -0,575360 

3y
∗ = 0,575360  3x

∗ = 0,000000 

4y
∗ = 0,575360  4x

∗ = 0,575360 

5y
∗ = 0,702200  5x

∗ = 1,277560 
6 

6y
∗ = 2,722440  6x

∗ = 4,000000 

0,2265979522 

 
Tableau 3 
Distribution des fréquences de x  et cum ( )f x  
 

Classe Fréquence ( )f x  Cum ( )f x  

(-3,98)-(-3,58) 2  1,4  
(-3,58)-(-3,18) 6  3,8  
(-3,18)-(-2,78) 23  8,6  
(-2,78)-(-2,38) 59  16,3  
(-2,38)-(-1,98) 155  28,7  
(-1,98)-(-1,58) 296  45,9  
(-1,58)-(-1,18) 630  71,0  
(-1,18)-(-0,783) 1 015  102,9  
(-0,783)-(-0,383) 1 361  139,8  
(-0,383)-0,017 1 551  179,2  
0,017-0,417 1 495  217,9  
0,417-0,817 1 315  254,2  
0,817-1,22 1 003  285,9  
1,22-1,62 613  310,7  
1,62-2,02 285  327,6  
2,02-2,42 128  338,9  
2,42-2,82 38  345,1  
2,82-3,22 18  349,3  
3,22-3,62 7  351,9   

Enfin, les autres méthodes décrites dans la littérature, 
telles que celles de Aoyama (1954), Ekman (1959) et Sethi 
(1963), sont avant tout des méthodes classiques appliquées 
en vue d’obtenir des bornes de strate approximatives. De 
nombreux auteurs, dont Unithan (1978), Lavallée et 
Hidiroglou (1988), Sweet et Sigman (1995), et Rivest 
(2002), ont proposé des méthodes itératives. Ces dernières 
requièrent des solutions initiales approximatives. En outre, il 
n’existe aucune garantie qu’une méthode itérative donnera 
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le minimum global en l’absence d’une solution initiale 
approximative appropriée et la fonction de variance possède 
plus d’un minimum local. L’avantage de la méthode de 
programmation dynamique tient au fait qu’elle donne le 
minimum global de la fonction objectif et qu’elle ne 
nécessite aucune solution initiale approximative.  
Tableau 4 
Efficacité relative de la méthode de programmation dynamique 
 

L  Méthode cum f  Méthode de 

programmation 

dynamique 

Efficacité 

relative 

 BOS ∑ 1
L

h hh
W==== σσσσ  BOS ∑ 1

L
h hh

W==== σσσσ   

2 -0,017  0,60131  -0,00034  0,60126  100,00832  
3 -0,783  0,43177  -0,55015  0,42576  101,41159  
 0,417   0,54884   
4 -0,783  0,33067  -0,87593  0,32905  100,49233  
 -0,017   -0,00081   
 0,817   0,87395   
5 -1,18  0,27066  -1,10418  0,26799  100,99631  
 -3,83   -0,33656   
 0,417   0,33452   
 1,22   1,10147   
6 -1,18  0,24242  -1,27813  0,22598  107,27498  
 -0,783   -0,57619   
 -0,017   -0,00115   
 0,417   0,57369   
 1,22   1,27462    
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Optimisation multi-objective pour une répartition optimale dans 
l’échantillonnage stratifié multivarié 
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Résumé 
Le présent article porte sur le traitement de la répartition optimale dans l’échantillonnage stratifié multivarié comme une 
optimisation matricielle non linéaire en nombres entiers. Un problème non linéaire d’optimisation multi-objectifs en 
nombres entiers est étudié à titre de cas particulier. Enfin, un exemple détaillé, y compris certaines méthodes proposées, est 
donné à la fin de l’exposé. 
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1. Introduction 
 
L’échantillonnage probabiliste est l’un des volets de la 

statistique utilisés le plus fréquemment dans tous les 
domaines de recherche scientifique. Une bonne méthode 
d’échantillonnage d’une population donne lieu à une 
extraction appropriée de données utiles qui permettent de 
bien comprendre les aspects importants de la population. 
L’échantillonnage stratifié est l’une des méthodes classiques 
d’obtention de ce genre d’information. Il s’appuie sur le 
calcul de la taille des échantillons de strate, qui peut se faire 
selon diverses méthodes. Cependant, on a montré que la 
répartition optimale était une approche utile. La répartition 
optimale est considérée comme un problème d’optimisation 
non linéaire dans lequel la fonction objectif est la variance 
sous une contrainte de coût, ou inversement. Habituelle-
ment, on le résout en utilisant l’inégalité de Cauchy-
Schwarz (Stuart 1954) citée dans Cochran (1977), ou la 
méthode du multiplicateur de Lagrange (voir à ce sujet 
Sukhatme, Sukhatme, Sukhatme et Asok 1984). 
La théorie classique de l’échantillonnage s’appuie sur 

une variable ou un paramètre de décision unique ; par 
exemple, dans notre cas, l’échantillonnage stratifié univarié 
repose sur l’étude d’un paramètre, la taille d’échantillon et 
la répartition de cet échantillon entre les strates (voir 
Cochran 1977, Sukhatme et coll. 1984, et Thompson 1997). 
En outre, dans le contexte de l’échantillonnage stratifié, 
certains auteurs ont proposé des approches multivariées 
tenant compte de diverses caractéristiques pour déterminer 
la taille de l’échantillon et sa répartition entre les strates 
(voir, entre autres, Sukhatme et coll. 1984 et Arthanari et 
Dodge 1981).  
Si l’on procède à une répartition optimale et que la fonc-

tion de coût est la fonction objectif, sous certaines con-
traintes de variance dans les différentes caractéristiques, le 
problème peut se réduire à une question de programmation 

mathématique classique et, à ce propos, il existe deux 
approches bien connues, à savoir celle d’Arthanari et Dodge 
(1981), d’un point de vue déterministe et celle de Prékopa 
(1978), d’un point de vue stochastique. Dans le second cas, 
le problème peut être résolu en utilisant n’importe quelle 
méthode présentée dans Díaz-García et Garay (2007). 
Autrement, si nous souhaitons minimiser les variances 

sous la contrainte d’une fonction de coût ou d’une taille 
donnée d’échantillon, nous pouvons adopter plusieurs 
approches pour résoudre le problème (voir Sukhatme et coll. 
1984). Toutefois, les approches susmentionnées ne résolvent 
pas le problème du suréchantillonnage, autrement dit les 
situations où la taille d’échantillon dans une ou plusieurs 
strates est plus grande que la taille de la strate ; de surcroît, 
les tailles d’échantillon obtenues ne sont pas des nombres 
entiers et doivent être approximées. En outre, comme nous 
le verrons, toutes les approches publiées antérieurement 
dans ce domaine sont des cas particuliers de la méthode 
d’optimisation multi-objectifs. Si ces difficultés pouvaient 
être surmontées, nous aurions un aperçu formel et une 
théorie unifiée pour résoudre le problème de la répartition 
optimale sous échantillonnage stratifié multivarié et nous 
pourrions prendre en considération toute la littérature 
(théorique ainsi que pratique) sur l’optimisation multi-
objectifs et les questions connexes. 
Dans le présent article, nous étudions la répartition 

optimale dans l’échantillonnage stratifié multivarié comme 
un problème non linéaire d’optimisation matricielle en 
nombres entiers sous la contrainte d’une fonction de coût ou 
d’une taille d’échantillon donnée. En formulant certaines 
hypothèses, nous proposons un moyen de résoudre le 
problème, par plusieurs méthodes particulières (voir la sous-
section 3.1). Le deuxième objectif de l’article est lié au fait 
suivant : si nous définissons une fonction vectorielle parti-
culière de la fonction objectif du problème d’optimisation 
matricielle, alors à la sous-section 3.2, nous montrons que la 
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répartition optimale dans l’échantillonnage stratifié 
multivarié peut aussi être étudiée comme un problème non 
linéaire d’optimisation multi-objectifs en nombres entiers. 
Aux sous-sections 3.2.1 et 3.2.2, nous proposons diverses 
méthodes pour résoudre ces problèmes. Enfin, à la section 4, 
nous appliquons certaines des méthodes décrites à un 
exemple numérique concernant la sylviculture. 

 
2. Échantillonnage stratifié multivarié  

Considérons une population de taille N, divisée en H 

sous-populations (strates). Nous souhaitons trouver un 
échantillon représentatif de taille n et une répartition 
optimale entre les strates satisfaisant les exigences 
suivantes : i) minimiser la variance de la moyenne estimée 
sous une contrainte budgétaire ou ii) minimiser le coût sous 
une contrainte de variance ; il s’agit du problème classique 
de répartition optimale dans l’échantillonnage stratifié 
univarié (voir Cochran 1977, Sukhatme et coll. 1984, et 
Thompson 1997). Par contre, si nous considérons plus d’une 
caractéristique (variable), le problème est celui d’une 
répartition optimale dans l’échantillonnage stratifié multi-
varié. Afin d’obtenir une expression formelle du problème 
de répartition optimale dans l’échantillonnage stratifié, 
considérons la notation qui suit.  
2.1 Notation  
L’indice inférieur 1, 2, ,h H= …  désigne la strate, 
1, 2, , ,hi N= …  l’unité dans la strate h et 1, 2, , ,j G= …  la 

caractéristique (variable). En outre :   
hN  Nombre total  d’unités dans la 

strate h 

hn  Nombre d’unités provenant de 
l’échantillon dans la strate h 

j

hiy  
Valeur obtenue pour la ei  unité dans 
la strate h de la ej  caractéristique 

1( , , )Hn n ′=n …  Vecteur du nombre d’unités dans 
l’échantillon 

h
h

N
W

N
=  Taille relative de la strate h 

1

hN
j

hi
j i

h

h

y

Y
N

==
∑

 
Moyenne de population dans la 
strate h de la ej  caractéristique 

1

hn
j

hi
j i

h

h

y

y
n

==
∑

 
Moyenne d’échantillon dans la 
strate h de la ej  caractéristique 

 

 

 

 

 

1( , , )G

h h hy y ′=y …  Vecteur des moyennes d’échantillon 
dans la strate h 

ST
1

H
j j

h h
h

y W y
=

=∑  
Estimateur de la moyenne de popu-
lation dans l’échantillonnage stratifié 
multivarié pour la ej  caractéristique 

1
ST ST ST( , , )Gy y ′=y …

 

Estimateur du vecteur des moyennes 
de population dans l’échantillonnage 
stratifié multivarié 

jkhs  
Covariance d’échantillon dans la 
strate h des ej  et ek  caractéris-
tiques, où 

 

1

2

2 1

( )( )
, et 

1

( )

1

h

jk

h

jj

n
j j k k

hi h hi h
i

h

h

n
j j
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i

h hj

h

y y y y

s
n

y y

s s
n

=

=

− −
=

−

−
=

−

∑

∑
 

STCov( )y  Matrice de variance-covariance de 

STy  

�
STCov( )y  

Estimateur de la matrice de 
variance-covariance de ST,y  où 
�

STCov( ) ≡y  �STCov( )y  et 

 

�

� � �

� � �

� � �
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ST ST ST ST ST
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ST STCov( , )j ky y  

Covariance estimée de ST
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où 

� �

�
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ST ST
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ST ST ST
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Cov( , ) Cov( , ), avec

Cov( , ) , et
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hc  Coût par unité d’échantillonnage 
dans la strate h  
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Enfin, soit ST( ) ,G

u ∈ℜV y  de sorte que ST( )u =V y  
� 1

ST(Var( ),y �
ST, Var( )) ,Gy ′…  où, si ,G ′∈ℜa a  désigne la 

transposée de a. 

 
3. Nouvelle approche du problème de répartition 
        optimale dans l’échantillonnage stratifié 

         multivarié  
À la présente section, nous proposons d’envisager la 

répartition optimale dans l’échantillonnage stratifié multi-
varié comme un problème d’optimisation matricielle pour 
lequel nous étudions un certain nombre de solutions 
possibles. Nous constatons que le problème d’optimisation 
multi-objectifs est un cas particulier d’une optimisation 
matricielle. Dans le même ordre d’idée, nous notons que la 
répartition optimale dans l’échantillonnage stratifié multi-
varié peut être considérée comme un problème d’optimi-
sation multi-objectifs. Dans chaque cas, les solutions 
respectives se calculent facilement.  
3.1 Optimisation matricielle  
Formellement, la répartition optimale dans l’échantillon-

nage stratifié peut être étudiée en résolvant le problème 
d’optimisation matricielle non linéaire suivant : 

�
ST

0

minCov( )

sous la contrainte

,c C′ + =

n
y

c n

 (1) 

où C est le coût total, 0c  est un coût fixe et 1( , , ).Hc c′ =c …   
Notons que les solutions proposées pour le problème (1) 

prennent des valeurs réelles; or, les tailles d’échantillon hn  
doivent être des entiers. Nous devons également résoudre le 
problème du suréchantillonnage, c’est-à-dire les situations 
où h hn N≥  pour au moins certaines strates h (voir Arvanitis 
et Afonja 1971). Afin de surmonter ces deux complications, 
nous proposons, au lieu de (1), l’approche alternative 
suivante : 

�
ST

0

minCov( )

sous les contraintes

2 , 1, 2, ,

,

h h

n

c C

n N h H

n

′ + =

≤ ≤ =

∈

n
y

c n

…

ℕ

 (2) 

où ℕ  désigne l’ensemble de nombres naturels. 
Manifestement, la difficulté que pose l’expression du 

problème de cette façon tient à la définition de la signifi-
cation du minimum d’une fonction matricielle. L’idée de 

minimiser une fonction matricielle, en particulier la matrice 
de variance-covariance, a été étudiée dans divers domaines 
de la théorie statistique. Ainsi, pour déterminer les 
estimateurs par la régression d’un modèle linéaire général 
multivarié, on minimise le déterminant ou la trace des 
sommes des carrés et des sommes des matrices produits des 
erreurs (voir Giri 1977). De même, le choix ou la 
comparaison de certains modèles de plans expérimentaux se 
fait par minimisation d’une fonction de la matrice de 
variance-covariance des estimateurs des traitements (voir 
Khuri et Cornell 1987 et Azaïs et Druilhet 1997). 
Heureusement, il est possible de réduire le problème de 

minimisation matricielle non linéaire (2) à un problème de 
minimisation univariée non linéaire en tenant compte des 
éléments suivants (notons que la méthode décrite ici n’est 
que l’une des diverses options possibles (voir Ríos, Ríos 
Insua et Ríos Insua 1989 et Miettinen 1999). Observons que 
�

STCov( )y  est une fonction explicite de n et qu’elle doit 
donc être représentée par � �

ST STCov( ) Cov( ( )).≡y y n  En 
outre, supposons que � STCov( ( ))y n  est une matrice définie 
positive pour tout n, � STCov( ( )) > .y n 0  Soit, maintenant, 

1n  et 2n  deux valeurs possibles du vecteur n et soit 
�

ST 1Cov( ( ))= −B y n �
ST 2Cov( ( )).y n  Nous disons que 

� �
ST 1 ST 2Cov( ( )) Cov( ( )) ,< ⇔ <y n y n B 0  (3) 

c’est-à-dire si la matrice B est définie négative. En outre, 
notons que � SSTT 1Cov( ( ))y n  et � SSTT 2Cov( ( ))y n  sont diagona-
lisables. Alors, soit 

1
Dn  et 2

Dn  les matrices diagonales 
associées à � SSTT 1Cov( ( ))y n   et  � SSTT 2Cov( ( )),y n  respective-
ment, avec 

1 1 1diag( , , ), > > >0G GD = α α α αn … ⋯  et 

2 1 1diag( , , ), > > >0,G GD = τ τ τ τn … ⋯  où jα  et jτ  
désignent les valeurs propres de � SSTT 1Cov( ( ))y n  et 
�

SSTT 2Cov( ( )),y n  respectivement. Donc, l’expression (3) peut 
aussi être présentée sous la forme : 

� �
1 2SSTT 1 SSTT 2Cov( ( )) Cov( ( )) ,D D< ⇔ − <n ny n y n 0  

c’est-à-dire 

� �
SSTT 1 SSTT 2

1, ,

Cov( ( )) Cov( ( )) 0j j

j G=

< ⇔ α − τ <y n y n
…

 
et (4) 

� �
SSTT 1 SSTT 2Cov( ( )) Cov( ( )),≠y n y n  

qui définit un ordre de Pareto faible (voir Steuer 1986, Ríos 
et coll. 1989 et Miettinen 1999). Alors, d’après Steuer 
(1986), Ríos et coll. (1989) et Miettinen (1999), il existe une 
fonction : ,S →ℜf  telle que 

� �

�( ) �( )
SSTT 1 SSTT 2

SSTT 1 SSTT 2

Cov( ( )) Cov( ( ))

Cov( ( )) Cov( ( )) .

<

⇔ <

y n y n

f y n f y n
 
(5)
 



240 Díaz-García et Cortez : Optimisation multi-objective pour une répartition optimale 

 

 
Statistique Canada, No 12-001-X au catalogue 

où � ( 1) / 2
STCov( ( )) G GS +∈ ⊂ℜy n  et S est l’ensemble de 

matrices définies positives. Partant de (5), Steuer (1986), 
Ríos et coll. (1989) et Miettinen (1999) prouvent que le 
problème de minimisation matricielle non linéaire (2) se 
réduit au problème de minimisation univariée non linéaire 
suivant : 

�( )ST

0
1

min Cov( )

sous les contraintes

2 , 1, 2, ,

;

H

h h

h

h h

h

c n c C

n N h H

n

=

+ =

≤ ≤ =

∈

∑

n
f y

…

ℕ

 (6) 

Malheureusement ou heureusement, la fonction ( )⋅f  
n’est pas unique. Par exemple, dans d’autres contextes 
statistiques, nous voyons les fonctions ( )⋅f  suivantes 
utilisées fréquemment (voir Giri 1977) :  
1. la trace de la matrice �

STCov( ( )) ;y n  
� �

ST ST(Cov( ( ))) tr (Cov( ( ))) ;=f y n y n   
2. le déterminant de la matrice � STCov( ( )) ;y n  

� �
ST ST(Cov( ( ))) Cov( ( )) ;=f y n y n   

3. la somme de tous les éléments de la matrice 
�

STCov( ( )) ;y n  

� �
ST ST ST

, 1

(Cov( ( ))) Cov( , ) ;
G

j k

j k

y y
=

= ∑f y n  

4. � �
ST max ST(Cov( ( ))) (Cov( ( ))),= λf y n y n  où maxλ  est 

la valeur propre maximale de la matrice 
�

STCov( ( )) ;y n   
5. � �

ST min ST(Cov( ( ))) (Cov( ( ))),= λf y n y n  où minλ  est 
la valeur propre minimale de la matrice 
�

STCov( ( )) ;y n   
6. � �

ST ST(Cov( ( ))) (Cov( ( ))),j= λf y n y n  où jλ  est la 
ej  valeur propre de la matrice � STCov( ( )),y n      

entre autres.  
En particulier, Dalenius (1957) a étudié le problème (6) 
quand � �

ST ST(Cov( ( ))) Cov( ( )) ,=f y n y n  autrement dit la 
minimisation de la variance généralisée � STCov( ( )) ;y n  
voir aussi Arvanitis et Afonja (1971).   
3.2 Optimisation multi-objectifs  
Considérons maintenant la fonction vectorielle 
: ,GS →ℜF  telle que �

ST ST(Cov( )) ( ).u=F y V y  Un autre 
moyen d’établir le problème (2) est 

�

�

1
ST

ST

ST

0

Var( )

min ( ) min

Var( )

sous les contraintes

2 , 1, 2, ,

,

u

G

h h

h

y

y

c C

n N h H

n

 
 

=  
 
 

′ + =

≤ ≤ =

∈

n n
V y

c n

⋮

…

ℕ

 (7) 

qui est un problème non linéaire de l’optimisation multi-
objectifs en nombres entiers (voir Steuer 1986, Ríos et coll. 
1989 et Miettinen 1999). 
Dans le contexte de l’échantillonnage, soulignons que, 

dans les problèmes d’optimisation multi-objectifs, il existe 
rarement un point *n  considéré comme un optimum, 
autrement dit, peu de cas satisfont à l’exigence que 
� *

STVar( ( ))jy n  soit minimale pour tout 1, , .j G= …  Cela 
justifie la notion qui suit du point de Pareto (qui est défini 
plus faiblement qu’un point optimal) :  

Nous disons que *
ST( )uV y  est un point de Pareto 

de ST( )uV y  s’il n’existe aucun autre point 
1

ST( )uV y  tel que 1 *
ST ST( ) ( ),u u≤V y V y  c’est-à-

dire pour tout j, � �1 *
ST STVar( ) Var( )j jy y≤  et 

1
ST( )u ≠V y  *

ST( ).uV y   
Les critères d’existence de points de Pareto d’un problème 
d’optimisation multi-objectifs sont établis dans Ríos et coll. 
(1989) et dans Miettinen (1999). En particulier, nous avons :  

Soit ST( ) : H G

u ℜ →ℜV y  et considérons un 

compact non vide N H⊂ ℕ  tel que N est 

l’ensemble de toutes les valeurs possibles de n 
déterminées par les contraintes en (7). Si 
�

STVar( )jy  est une fonction semi-continue supé-

rieurement pour chaque 1, , ,j G= …  alors le 
problème (7) possède une solution de Pareto 

optimale.   
Par ailleurs, Steuer (1986), Ríos et coll. (1989) et Miettinen 
(1999) ont étudié l’extension de l’optimisation scalaire 
(conditions de Kuhn-Tucker) au cas vectoriel. En particulier, 
ils ont proposé les conditions nécessaires pour les solutions 
de Pareto, qui deviennent des conditions suffisantes si N est 
convexe, si les fonctions � STVar( ), 1, ,j j G=y …  sont 
convexes et si les multiplicateurs généralisés de Lagrange 
,jδ  associés à chaque fonction � STVar( ),jy  sont positifs, 
> 0jδ  pour tout j. Notons que les résultats susmentionnés 

pour l’existence d’une solution de Pareto et pour les 
conditions de Kuhn-Tucker sont valides quand les variables 
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hn  sont continues, pour tout 1, , .h H= …  Cependant, il 
faut se souvenir qu’afin d’obtenir la solution d’un problème 
d’optimisation en nombres entiers, il est normal d’émettre 
l’hypothèse initiale que ce genre de problème est un 
problème d’optimisation continue. Pour commencer, nous 
calculons la solution du problème d’optimisation continue, 
puis, par des méthodes heuristiques ou de séparation et 
évaluation (branch-and-bound), nous passons à la résolution 
du problème d’optimisation en nombres entiers. Dans ce 
contexte, pour l’optimisation en nombres entiers, en 
pratique, il est suffisant de voir que le problème corres-
pondant d’optimisation continue possède une solution de 
Pareto optimale et de confirmer que l’ensemble N  de toutes 
les valeurs possibles de n contient au moins un ∈n N  pour 
lequel toutes les coordonnées sont des nombres entiers. 
Les méthodes de résolution d’un problème d’optimi-

sation multi-objectifs sont basées sur l’information que l’on 
possède au sujet d’un problème particulier. Trois scénarios 
sont possibles, selon que l’information est complète, 
partielle ou nulle (voir Ríos et coll. 1989, Miettinen 1999 et 
Steuer 1986). Dans un contexte d’échantillonnage stratifié, 
posséder une information complète signifie que le chercheur 
connaît suffisamment bien la population pour proposer une 
fonction de valeur (il s’agit d’une fonction : Hφ ℜ →ℜ  
telle que, en notant ST ST( ) ( ( )),u u≡V y V y n  nous avons que 

* *
SSTT ST 1 SSTTmin ( ( )) min ( ( )) ( ( ( )))u u u< ⇔ φ <V y n V y n V y n  

*
ST 1 1( ( ( ))), )uφ ≠V y n n n  reflétant l’importance de chaque 

variance des caractéristiques étudiées, possibilité qui, de nos 
jours, se rencontre très rarement. En cas d’information 
partielle, le chercheur connaît très bien la caractéristique 
principale étudiée et il s’agit d’un appui suffisant pour la 
recherche. Enfin, en cas d’information nulle, situation qui 
est la plus fréquente, le chercheur ne possède des renseigne-
ments qu’au sujet des estimateurs du paramètre de 
l’expérience, ce qui lui permet de trouver une solution 
appropriée. 
Faute d’espace, il est impossible de donner une expli-

cation exhaustive de toutes les méthodes proposées pour 
résoudre les problèmes d’optimisation multi-objectifs (7) ; 
pour une description détaillée, consulter Ríos et coll. (1989), 
Miettinen (1999) et Steuer (1986). En outre, au lieu des 
méthodes classiques, certaines méthodes heuristiques 
permettent d’aborder le problème d’une autre façon (voir 
Jones et coll. 2002). En guise d’exemple, nous donnons ci-
après un aperçu de deux méthodes utilisées fréquemment, la 
première ayant trait au cas où l’information est complète 
(fonction de valeur, également appelée fonction d’utilité) et 
la deuxième, au cas où l’information est nulle (méthode 
fondée sur les distances).  

3.2.1 Fonction de valeur  
Comme nous l’avons mentionné plus haut, cette méthode 

s’applique au cas où l’information est complète si bien que 
le chercheur est capable de résumer l’importance de toutes 
les caractéristiques étudiées dans une fonction réelle, 
comme il est illustré au paragraphe suivant (voir aussi Ríos 
et coll. 1989, Miettinen 1999 et Steuer 1986, entre autres). 
Sous la méthode de la fonction de valeur, le problème (7) 

s’exprime de la façon suivante : 

ST

0
1

min ( ( )),

sous les contraintes

2 , 1, 2, ,

,

u

H

h h

h

h h

h

y

c n c C

n N h H

n

=

φ

+ =

≤ ≤ =

∈

∑

n
V

…

ℕ

 (8) 

où ( )φ ⋅  est une fonction scalaire qui résume l’importance de 
chacune des variances des G caractéristiques. 
Il est clair que de nombreuses approches décrites dans la 

littérature traitant de la répartition optimale dans l’échantil-
lonnage stratifié multivarié, dont la répartition intermédiaire 
(compromise allocation), la répartition intermédiaire mini-
misant la perte relative totale et la répartition intermédiaire 
en prenant la moyenne des valeurs optimales (voir 
Sukhatme et coll. 1984), sont des cas particuliers de la 
méthode susmentionnée. 
Notons que la fonction de valeur ( )φ ⋅  peut prendre un 

nombre infini de formes, ce qui constitue un obstacle 
fondamental à sa définition. Cependant, certaines fonctions 
simples ont donné d’excellents résultats dans les appli-
cations et peuvent être considérées comme des approches 
prometteuses. L’une de ces formes particulières est celle de 
la méthode de pondération. Sous cette approche, le 
problème (8) peut s’exprimer : 

�
ST

1

0
1

min Var( ),

sous les contraintes

2 , 1, 2, ,

,

G
j

j

j

H

h h

h

h h

h

w y

c n c C

n N h H

n

=

=

+ =

≤ ≤ =

∈

∑

∑

n

…

ℕ

 

de manière que 1 1, 0 1, 2, ,G
j j jw w j G=∑ = ≥ ∀ = …  où jw  

pondère l’importance de chaque caractéristique. 
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Des diverses méthodes multi-objectifs, nous constatons 
que la fonction de valeur est, en général, celle qui est 
appliquée le plus fréquemment, parce que ses propriétés 
sont celles qui ont été étudiées le plus en détail (voir Ríos 
et coll. 1989, Miettinen 1999, Steuer 1986, ainsi que les 
références qu’ils mentionnent).  
3.2.2 Méthode fondée sur les distances  
Parfois, le chercheur ne possède pas suffisamment 

d’information préalable au sujet des variables ou a de la 
difficulté à décider quelles sont les caractéristiques les plus 
importantes de l’expérience. Le cas échéant, la méthode 
décrite ici est très utile, parce qu’elle ne nécessite pas 
beaucoup d’antécédents ; en outre, elle ne requiert qu’un 
vecteur d’objectifs idéaux, qui est déterminé avec 
l’information nulle exprimée dans le problème (voir Ríos 
et coll. 1989 et Steuer 1986).  
Alors, le problème (7) est résolu en obtenant les valeurs 

optimales par minimisation de la distance entre la valeur 
optimale et le vecteur de cibles. 
Soit jθ  le point ou objectif idéal pour la fonction objectif 

�
STVar( ), 1, , ,jy j G= …  c’est-à-dire que le vecteur de cibles 

ΘΘΘΘ  est donné par 

1

.

G

θ 
 =  
 θ 

⋮ΘΘΘΘ  

Notons que nous pouvons calculer le vecteur de cibles 
ΘΘΘΘ  sans information supplémentaire, ce qui est un des 
grands avantages de cette méthode. En fait, il se calcule en 
minimisant individuellement la fonction objectif � STVar( ),jy  

1, , ,j G= …  de sorte que le vecteur ΘΘΘΘ  est défini comme 
étant le vecteur des minima individuels de cette fonction, ce 
que nous obtenons en résolvant les G  problèmes de 
minimisation non linéaires en nombres entiers (voir Rao 
1979) suivants : 

�
ST

0
1

min Var( ),

sous les contraintes

2

1, 2, ,

,

j

H

h h

h

h n

h

y

c n c C

n N

h H

n

=

+ =

≤ ≤

=

∈

∑

n

…

ℕ

 

pour 1, , .j G= …  

Lorsque le vecteur ΘΘΘΘ  est calculé, nous étudions le 
problème d’optimisation avec la nouvelle fonction objectif, 
à savoir 

ST

0
1

min ( ( ), )

sous les contraintes

2 , 1, 2, ,

,

u

H

h h

h

h h

h

d

c n c C

n N h H

n

=

+ =

≤ ≤ =

∈

∑

n
V y

…

ℕ

ΘΘΘΘ

 (9) 

où ( , )d ⋅ ⋅  représente une fonction de distance générale. En 
particulier, quand nous appliquons le programme (9) à la 
distance euclidienne, nous obtenons 

�
2

ST
1

0
1

min Var( )

sous les contraintes

2 , 1, 2, ,

.

G
j

j

j

H

h h

h

h h

h

y

c n c C

n N h H

n

=

=

 − θ 

+ =

≤ ≤ =

∈

∑

∑

n

…

ℕ

 

Une autre option est la fonction de distance qui a été 
proposée par Khuri et Cornell (1987) : 

�( )2ST

2
1

0
1

Var( )
min

sous les contraintes

2 , 1, 2, ,

.

jG
j

j j

H

h h

h

h h

h

y

c n c C

n N h H

n

=

=

− θ

θ

+ =

≤ ≤ =

∈

∑

∑

n

…

ℕ

 

Remarques  
1. Soulignons que nous avons utilisé la contrainte de 

coût 1 0
H
h h hc n c C=∑ + =  dans chaque méthode 

d’optimisation. Cependant, dans certaines situations, 
nous ne restreignons pas les coûts, mais imposons 
des contraintes sur la disponibilité des heures-
personnes pour exécuter une enquête ou sur le temps 
total disponible pour exécuter l’enquête, etc. Ces 
limites peuvent être décrites en utilisant l’expression 
suivante (voir Arthanari et Dodge 1981) : 

1

.
H

h
h

n n
=

=∑  
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2. Notons que les méthodes d’optimisation multi-
objectifs proposées ici sont générales et qu’elles 
doivent être ajustées dans certains problèmes ; par 
exemple, nous ne tenons pas compte de l’unité 
(grandeur) de chaque variance dans les sommes 
respectives pour la fonction de valeur. Nous 
proposons une solution, à savoir remplacer la 
variance de chaque caractéristique par le coefficient 
de variation correspondant 

�
ST STVar( ) / , 1. , ;j jy y j G= …  

ensuite, il est préférable d’utiliser la distance de 
Khuri et Cornell plutôt que la distance euclidienne.  

3. Il est souhaitable d’envisager d’autres estimateurs 
qu’un estimateur de la moyenne, par exemple l’esti-
mateur de la moyenne nationale, ou la comparaison 
de moyennes régionales, etc. En particulier, le 
rédacteur associé a recommandé des estimateurs du 
type : 

�

1

H
G

h h
h

w
=

= ∈ℜ∑T y  (10) 

où plusieurs poids hw  pourraient même être utilisés 
pour la même variable. Par exemple, si l’un des poids 

hw  est égal à 1, qu’un autre est égal à -1 et que les 
autres sont égaux à 0, nous pouvons calculer la 
différence entre les moyennes de deux strates 
différentes. En général, nous pouvons optimiser le 
problème (2) en remplaçant la fonction objectif 
�

STCov( )y  par toute fonction d’intérêt. Par exemple, 
nous pourrions utiliser la matrice de variance-
covariance estimée � ˆCov( )T  de l’estimateur (10), 
parmi de nombreuses autres options.  

 
4. Exemple numérique  

Les données d’entrée sont tirées d’Arvanitis et Afonja 
(1971) qui décrivent une enquête sur les forêts réalisée dans 
le comté de Humbolt, en Californie. La population a été 
subdivisée en neuf strates en fonction du volume de bois 
d’œuvre par unité de surface déterminé d’après des photo-
graphies aériennes. Les deux variables incluses dans 
l’exemple sont la surface terrière (ST) (en terminologie 
sylvicole, « surface terrière » s’entend de la surface d’une 
section perpendiculaire à l’axe longitudinal d’un arbre 
mesurée à 4,5 pieds du sol) en pieds carrés et le volume net 
en pieds cubes (Vol.), exprimées toutes deux sur la base 
d’un acre. Le tableau 1 donne les variances, les covariances 
et le nombre d’unités dans la strate h. 
Pour cet exemple, le problème d’optimisation matricielle 

sous l’approche (2) est 

� �

� �

1 1 2
ST ST ST

2 1 2
ST ST ST

9

1

Var( ) Cov( , )
min

Cov( , ) Var( )

sous les contraintes

1000

2 , 1, , 9

.

h

h

h h

h

y y y

y y y

n

n N h

n

=

 
 
 
 

=

≤ ≤ =

∈

∑

n

…

ℕ

 (11) 

Le tableau 2 donne les solutions de l’optimisation 
obtenues par certaines des méthodes décrites aux sections 2 
et 3. En particulier, nous présentons les solutions pour les 
approches de la trace, du déterminant, de la fonction de 
valeur, de la distance euclidienne et de la distance de Khuri 
et Cornell. Nous incluons aussi la répartition optimale pour 
chaque caractéristique, pour ST et pour Vol. (les deux 
premières lignes du tableau 2). Les deux dernières colonnes 
donnent les valeurs minimales des variances individuelles 
pour les répartitions optimales produites par chaque 
méthode, respectivement. Pour calculer les résultats, nous 
nous sommes servis du logiciel commercial Hyper 
LINGO/PC, version 6.0 (voir Winston 1995). Les méthodes 
d’optimisation utilisées par défaut par LINGO pour 
résoudre les problèmes non linéaires d’optimisation en 
nombres entiers sont celles du gradient réduit généralisé 
(GRG) et de la séparation et évaluation (voir Bazaraa et coll. 
2006). Suivent certains aspects techniques des calculs : le 
nombre maximal d’itérations des méthodes présentées au 
tableau 2 était 1 193 (problème du déterminant) et la durée 
moyenne d’exécution était d’une seconde pour tous les 
programmes. Enfin, notons que l’écart le plus important 
entre les tailles des strates produit par diverses méthodes a 
été obtenu en minimisant la variance généralisée 
�

STCov| ( )|.y  Cela tient, sans aucun doute, au fait qu’il s’agit 
de la seule des méthodes présentées au tableau 2 qui tient 
compte de la covariance entre les deux caractéristiques 
étudiées.  

Tableau 1 
Variances, covariances et nombre d’unités dans chaque 
strate 

 

 Variance  

Strate hN  ST Vol. Covariance 
1 11 131 1 557 554 830 28 980 
2 65 857 3 575 1 430 600 61 591 
3 106 936 3 163 1 997 100 72 369 
4 72 872 6 095 5 587 900 166 120 
5 78 260 10 470 10 603 000 293 960 
6 51 401 8 406 15 828 000 357 300 
7 24 050 20 115 26 643 000 663 300 
8 46 113 9 718 13 603 000 346 810 
9 102 985 2 478 1 061 800 39 872   
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Tableau 2 
Tailles d’échantillon et estimateur des variances pour les diverses répartitions calculées 

 

Répartition 1n  2n  3n  4n  5n  6n  7n  8n  9n  � 1
STVar y( )  � 2

STVar y( )  

ST 10 94 144 136 191 113 81 109 122 5,591 5 441,105 

Vol. 7 62 119 136 200 161 98 134 83 5,953 5 139,531 

�( )STtr Cov( )y  7 62 119 135 200 161 98 134 84 5,591 5 139,531 

�
STCov( )y  9 93 128 129 193 123 86 106 133 5,616 5 403,876 

Fonction de valeura 7 62 119 135 200 161 98 134 84 5,591 5 139,531 
b

Ed  7 62 119 136 200 160 98 134 84 5,944 5 139,557 
c

KCd  10 86 137 135 192 126 86 115 113 5,613 5 308,11 

 a  1 2 0,50w w= =  
 b  Distance euclidienne 
 c  

Distance de Khuri et Cornell   
 

5. Conclusion  
Il est difficile de proposer des règles en vue de choisir 

une méthode pour l’optimisation matricielle (2) quand il 
existe d’importantes différences numériques entre deux 
d’entre elles. Par exemple, le tableau 2 révèle des résultats 
contradictoires en ce qui concerne les répartitions optimales 
et les variances minimales pour les méthodes de la trace et 
du déterminant. Une situation semblable se présente en ce 
qui concerne le choix du critère pour les tests d’hypothèse 
dans le problème MANOVA (voir Giri 1977). En fait, 
l’existence de critères généraux fondés sur des tests de 
puissance ne suffit pas pour prendre une décision objective 
et le choix final dépend des compétences du chercheur. 
Cependant, quand le problème de la répartition optimale 

dans l’échantillonnage stratifié multivarié est considéré 
comme un problème non linéaire d’optimisation multi-
objectifs en nombres entiers, nous pouvons formuler 
certaines recommandations générales afin de réduire le 
nombre de méthodes appropriées dans chaque situation. 
Premièrement, nous devons reconnaître le contexte de 
recherche du problème (c’est-à-dire information complète, 
information partielle ou information nulle). Puis, nous 
pouvons choisir la méthode en fonction de l’information 
disponible. Il importe de souligner qu’on ne doit appliquer 
qu’une seule méthode pour arriver à la solution d’un 
problème de répartition. Par conséquent, les résultats 
obtenus pour un exemple particulier ne sont comparables 
que dans le contexte dans lequel cet exemple a été établi. 
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Une approche d’échantillonnage équilibré pour des plans 
de sondage à stratification multidimensionnelle  

pour l’estimation pour petits domaines 

Piero Demetrio Falorsi et Paolo Righi 1 

Résumé 
Le présent article décrit une stratégie d’échantillonnage utile pour obtenir une taille d’échantillon planifiée pour des 
domaines appartenant à différentes partitions de la population et pour garantir que les erreurs d’échantillonnage des 
estimations de domaine soient inférieures à un seuil donné. La stratégie d’échantillonnage, qui englobe le cas multidomaine 
multivarié, est avantageuse quand la taille globale d’échantillon est bornée et que, par conséquent, la solution standard 
consistant à utiliser un échantillon stratifié dont les strates sont obtenues par le recoupement des variables qui définissent les 
diverses partitions n’est pas faisable, puisque le nombre de strates est plus grand que la taille globale d’échantillon. La 
stratégie d’échantillonnage proposée est fondée sur l’utilisation d’une méthode d’échantillonnage équilibré et sur une 
estimation de type GREG. Le principal avantage de la solution est la faisabilité des calculs, laquelle permet de mettre en 
œuvre facilement une stratégie globale d’estimation pour petits domaines qui tient compte simultanément du plan 
d’échantillonnage et de l’estimateur, et qui améliore l’efficacité des estimateurs directs de domaine. Les propriétés 
empiriques de la stratégie d’échantillonnage étudiée sont illustrées au moyen d’une simulation portant sur des données de 
population réelles et divers estimateurs de domaine. 
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1. Introduction  
Habituellement, le problème des petits domaines est 

traité par la voie de l’estimation. Toutefois, s’il existe des 
variables indicatrices de domaine pour chaque unité de la 
population, d’autres possibilités peuvent être exploitées à 
l’étape de l’élaboration du plan de sondage. Cette condition 
est habituellement remplie dans le contexte des enquêtes-
entreprises, où les variables indicatrices de domaine sont 
disponibles dans le registre des entreprises. Comme l’ont 
souligné Singh, Gambino et Mantel (1994), il est nécessaire 
d’élaborer une stratégie globale de traitement des problèmes 
liés aux petits domaines, qui englobe la planification du plan 
d’échantillonnage et les divers aspects de l’estimation. Dans 
ce cadre, il est essentiel de contrôler la taille d’échantillon 
pour chaque domaine d’intérêt, afin que chacun soit traité, à 
l’étape de l’élaboration du plan, comme un domaine planifié 
pour lequel il est possible de produire des estimations 
directes avec un niveau de précision préétabli. En général, 
dans le cas d’une approche d’inférence fondée sur le plan de 
sondage, la présence d’unités d’échantillonnage dans 
chaque domaine permet de calculer des estimations de 
domaine, quoique celles-ci ne soient pas forcément fiables. 
En outre, dans l’approche fondée sur un modèle ou assistée 
par modèle, la présence d’unités d’échantillonnage dans 
chaque domaine d’estimation permet d’utiliser des modèles 
comportant des effets de petit domaine spécifiques, ce qui 
donne des estimations plus précises des paramètres d’intérêt 

au niveau du petit domaine (Lehtonen, Särndal et Veijanen 
2003). Marker (1999, 2001) propose, pour traiter les 
problèmes d’élaboration du plan de sondage dans le 
contexte des petits domaines, des stratégies d’échantillon-
nage fondées sur la stratification et le suréchantillonnage, 
qui accroissent le  nombre de petits domaines pour lesquels 
il est possible de produire des estimations directes exactes. 
Ces stratégies sont applicables si les domaines sont em-
boîtés, mais pourraient ne pas l’être quand le but de l’en-
quête est de produire des estimations pour deux partitions ou 
plus de la population. Une solution standard en vue d’ob-
tenir des tailles d’échantillon planifiées pour les domaines 
de deux ou plusieurs partitions consiste à utiliser un échan-
tillon stratifié dans lequel les strates sont déterminées par le 
recoupement des variables définissant les diverses parti-
tions. Dans la suite de l’exposé, ce plan sera appelé plan par 
recoupement. Cependant, dans de nombreuses situations 
pratiques, ce type de plan ne convient pas, parce qu’il 
nécessite la sélection d’au moins un certain nombre d’unités 
d’échantillonnage aussi grandes que le produit des nombres 
de catégories des variables de stratification. Cochran (1977, 
page 124) illustre bien ce problème à l’aide d’un exemple 
clair dans lequel le plan par recoupement n’est pas 
réalisable. 
Les renseignements généraux qui précèdent sont typiques 

du contexte des enquêtes-entreprises. Le Règlement du 

Conseil de l’Union européenne concernant les statistiques 
structurelles sur les entreprises établit que les paramètres 
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d’intérêt se rapportent à des domaines d’estimation définis 
par trois sous-ensembles distincts de partitions de la popu-
lation d’entreprises. Par exemple, comme le montre l’exa-
men du tableau 1.1, en Italie, le nombre total de domaines 
d’estimation est égal à 1 821, tandis que le nombre de strates 
non vides du plan par recoupement est supérieur à 37 000. 
Afin de surmonter certains problèmes que posent les 

plans par recoupement, une stratégie simple consiste à 
laisser tomber une ou plusieurs variables de stratification ou 
à regrouper certaines catégories. Cependant, certains do-
maines planifiés deviennent non planifiés et certains d’entre 
eux peuvent avoir une taille d’échantillon faible ou nulle. 
De nombreuses méthodes ont été proposées dans la 

littérature afin de contrôler la taille d’échantillon dans toutes 
les catégories des variables de stratification sans recourir à 
un plan par recoupement. Ces méthodes, généralement 
appelées méthodes de stratification multidimensionnelle (ou 

multiple), ont été élaborées selon deux grandes approches, 
soit i) des schémas fondés sur des carrés latins (Jessen 1970) 
et ii) des problèmes d’arrondissement contrôlé résolus par 
programmation linéaire (Lu et Sitter 2002). Les deux ap-
proches ont certains inconvénients qui ont limité l’utilisation 
des méthodes de stratification multidimensionnelle en tant 
que solution standard pour la planification des plans 
d’échantillonnage dans le contexte des sondages réels. En 
effet, comme l’ont décrit Falorsi, Orsini et Righi (2006), 
dans nombre de ces contextes, il est impossible, par 
exemple, de mettre en œuvre des schémas fondés sur des 
carrés latins quand il n’existe aucune unité de population 
dans une ou plusieurs strates obtenues par recoupement. La 
principale faiblesse de la programmation linéaire est la 
complexité des calculs. La stratégie d’échantillonnage exa-
minée dans le présent article ne souffre pas des incon-
vénients des méthodes susmentionnées et permet de contrô-
ler les tailles d’échantillon pour les domaines d’intérêt, qui 
sont définis par différentes partitions de la population de 
référence. En outre, elle garantit que les erreurs d’échantil-
lonnage des estimations de domaine seront inférieures aux 
seuils fixés. 
La stratégie d’échantillonnage proposée est fondée sur 

l’utilisation de la méthode d’échantillonnage équilibré 
(Deville et Tillé 2004), ainsi que sur l’estimation de type 
GREG (Lehtonen et coll. 2003). Comme il est montré dans 

l’étude portant sur des données empiriques illustrée ici et 
dans Falorsi et Righi (2008), les principaux avantages de 
cette solution sont la faisabilité des calculs et l’efficacité, 
c’est-à-dire l’obtention, pour le cas multidomaine multi-
varié, d’erreurs d’échantillonnage raisonnablement proches 
de celles définies par les solutions univariées optimales. 
Cela permet d’appliquer équitablement une stratégie d’esti-
mation pour petits domaines qui tient compte simultanément 
du plan d’échantillonnage et de l’estimateur, et qui accroît 
l’efficacité des estimateurs directs de domaine. 
Dans certains contextes de sondage, la stratégie d’échan-

tillonnage proposée pourrait définir une taille globale 
d’échantillon trop grande pour qu’il soit certain que les 
bornes préétablies des erreurs d’échantillonnage des estima-
tions de domaine directes soient respectées, ce qui pourrait 
être dû à un trop grand nombres de domaines pour une 
partition donnée de population. Si la taille globale d’échan-
tillon est bornée par des contraintes budgétaires, la stratégie 
d’échantillonnage proposée n’est pas toujours réalisable 
avec des estimateurs directs. Par conséquent, il pourrait être 
nécessaire d’adopter un estimateur de petit domaine indirect 
afin de contrôler les erreurs quadratiques moyennes des esti-
mations des domaines des partitions. Cependant, l’approche 
proposée pourrait être étendue facilement à une stratégie 
prévoyant l’utilisation de l’estimateur direct et d’estimateurs 
indirects de petit domaine pour les partitions qui requièrent 
une taille globale d’échantillon trop grande pour le bornage 
des erreurs d’échantillonnage. 
La présentation de l’article est la suivante. À la section 2, 

nous énonçons le problème, nous présentons la notation 
essentielle et nous décrivons la stratégie globale d’échantil-
lonnage. À la section 3, nous donnons les algorithmes 
appliqués pour trouver les probabilités d’inclusion et les 
tailles d’échantillon de domaine planifiées correspondantes. 
Aux sections 4 et 5, nous illustrons des extensions de la 
stratégie d’échantillonnage. À la section 4, nous étudions le 
cas où le critère de variance est représenté par la variance 
anticipée et, à la section 5, nous présentons une extension au 
cas d’un estimateur indirect de petit domaine simple. À la 
section 6, nous donnons les principaux résultats d’une étude 
empirique portant sur une population réelle d’entreprises 
italiennes. Enfin, à la section 7, nous énonçons brièvement 
certaines conclusions.  

Tableau 1.1 
Nombre de domaines de l’enquête italienne pour les statistiques structurelles d’entreprises par partition 

 

Partition Nombre de domaines 
Classe d’activités économiques (classification à 4 chiffres de la NACE Rév. 1)  465 
Groupe d’activités économiques (classification à 3 chiffres de la NACE Rév. 1) par classe de taille1 395 
Division d’activités économiques (classification à 2 chiffres de la NACE Rév. 1) par région1

 
961 

Nombre total de domaines d’estimation  1.821 
1 Les classes de taille sont définies en fonction du nombre de personnes employées. 
2 Les régions sont au nombre de 21, y compris les provinces autonomes. 
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2. La stratégie d’échantillonnage  
2.1 Paramètres d’intérêt  
Afin de définir formellement le problème, représentons 

par U  une population de N  éléments et par b  une parti-
tion particulière de ( 1, ..., )U b B=  dans laquelle la eb  
partition définit bM  domaines non chevauchants différents, 

bdU ( 1, ...,d = ),bM  de taille bdN  telle que 1
bM

d bdN=∑ =  
N  et, enfin, représentons par 1

B
b bM Q=∑ =  le nombre 

global de domaines. 
Soit ,r ky  et ,bd kδ  respectivement, la valeur de la er  

( 1, ..., )r R=  variable d’intérêt dans la ek  unité de popu-
lation et l’indicateur d’appartenance au domaine, égal à 

1bd kδ =  si bdk U∈  et 0,bd kδ =  autrement. Supposons 
que les valeurs de bd kδ  sont connues pour chaque unité de 
la population. 
Les paramètres d’intérêt sont les M Q R= ×  totaux de 

domaine 

, ,

(  = 1, ..., ; = 1, ..., ; = 1, ...,  ).

bd

bd r r k bd k r k
k U k U

b

t y y

r R b B d M

∈ ∈

= δ =∑ ∑
 

(2.1.1)

 

L’expression (2.1.1) définit un problème multidomaine 
multivarié, puisqu’il existe R  variables d’intérêt (aspect 
multivarié) et 1Q >  domaines (aspect multidomaine).  
2.2 Description concise de la stratégie 

d’échantillonnage  
Supposons qu’afin d’estimer les paramètres ,bd rt  on 

sélectionne un échantillon s  de taille fixe n  à partir de la 
population U avec les probabilités d’inclusion ( ).k k Uπ ∈  
Soit bd bds s U= ∩  l’échantillon de bdn  unités appartenant 
au domaine bdU  (avec 1 )bM

d bdn n=∑ =  où  

,
bd bd

bd k k
k U k U

n
∈ ∈

= λ = π∑ ∑  (2.2.1) 

avec 1kλ =  si k s∈  et 0kλ =  autrement. 
L’échantillon est sélectionné par une méthode de 

stratification multidimensionnelle établie dans le cadre 
d’échantillonnage équilibré qui garantit que l’échantillon 
sélectionné respecte les équations d’équilibrage suivantes 

,
ˆ

htt t=z z  (2.2.2) 

où ,
ˆ

k Uht k k kt a∈∑= λz z  désigne les estimations d’Horvitz-
Thompson de ,k U kt ∈∑=z z  avec kz  représentant un 
vecteur de valeurs des variables auxiliaires connues pour 
chaque unité de population à l’étape de l’élaboration du plan 
de sondage et 1/ .k ka = π  La spécification appropriée des 
vecteurs kz  permet de s’assurer que les tailles d’échantillon 
réalisées, ,bdn  sont égales à des quantités fixes connues 
d’avance, comme il est décrit à la section 2.3. 

Les estimations de ,bd rt  désignées par , greg
ˆ ,bd rt  sont 

obtenues au moyen de l’estimateur GREG modifié (Rao 
2003, page 20) donné par : 

, greg ,
ˆ

bd r bd k r k

k s

t w y
∈

= ∑  (2.2.3) 

où 

1

,
ˆ( ) ( / ) /

bd k k bd k

bd bd ht k k k k k k kk s

w a

t t a c a c
−

∈

= δ

′ ′+ −   ∑x x x x x
 

désigne les poids d’échantillonnage, kx  indique un vecteur 
de valeurs des variables auxiliaires, kc  est une constante 
connue, avec 

bdk Ubd kt ∈∑=x x  et ,
ˆ .

bdk sbd ht k kt a∈∑=x x  L’esti-
mateur (2.2.3) peut être calculé sous le modèle de super-
population de travail suivant 

, ,r k k r r ky ′= +εx β  (2.2.4) 

où rβ  est un vecteur inconnu des paramètres de régression 
fixes et ,r kε  est le résidu aléatoire. L’espérance du modèle, 

,mE  et la variance du modèle, ,mV  sont données respecti-
vement par ( ) 0 ;m r kE ε = 2

,( ) ;m r k k rV cε = σ , ,( , )m r k r iE ε ε =  
0  si .k i≠  
La variance d’échantillonnage approximative de l’esti-

mateur GREG modifié sous échantillonnage équilibré est : 

2
, greg , ,

1ˆ ˆ( | ) 1 ,p bd r ht bd r k
kk U

NV t t t
N Q

∈

 = = − η − π 
∑z z  (2.2.5) 

avec  

, ,
,

,

pour
,

pour
r k k bd bd

bd r k
k bd bd

k U

k U

ε

ε

′ε − ∈
η =  ′− ∈

z

z

z B

z B
 (2.2.6) 

où  
1

, ,(1/ 1) (1/ 1),bd k k k k r k bd k kk U
k U

−
ε ∈

∈

′= π − ε δ π −  ∑ ∑zB z z z  

avec 
bd

U  le sous-ensemble de U  complémentaire de .bdU  
Une preuve de (2.2.5) est donnée à la section 2.5. 
Les probabilités d’inclusion, ,kπ  et les tailles d’échan-

tillon de domaine, ,bdn  sont déterminées par une méthode 
visant à minimiser la taille globale d’échantillon, ,n  tout en 
garantissant que les variances d’échantillonnage seront 
inférieures aux seuils de niveau de précision préétablis, 

, greg ,
ˆ ˆ: ( | )bd r p bd r ht bd rV V t t t V= ≤z z ( 1, ...,b = ; 1, ...,B d =  

;bM 1, ..., ).r R=  Les détails techniques sont décrits à la 
section 3. 
Il convient de souligner que deux ensembles différents de 

covariables ont été introduits afin de mettre en relief le fait 
que l’ensemble de covariables disponibles à l’étape de 
l’élaboration du plan (variables z ) pourrait être différent de 
l’ensemble disponible à l’étape de l’estimation (variables x), 
même si, dans de nombreuses situations pratiques, ils 
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peuvent être identiques. Par exemple, les covariables au 
stade de l’estimation pourraient être mises à jour en fonction 
de celles disponibles à l’étape de l’élaboration du plan. Dans 
notre contexte (voir la section 2.3), les vecteurs kz  sont 
caractérisés comme le spécifie l’expression (2.3.2), étant 
définis uniquement par les variables indicatrices d’apparte-
nance au domaine et par les probabilités d’inclusion, tandis 
que les vecteurs kx  pourraient contenir les valeurs de cer-
taines autres variables plus explicatives du phénomène d’in-
térêt. Par exemple, dans le contexte des enquêtes-entre-
prises, les variables x  pourraient inclure, entre autres, le 
nombre d’employés et le chiffre d’affaires.  
2.3 Échantillonnage équilibré pour la stratification 

marginale  
Les plans de sondage à stratification multidimensionnelle 

peuvent être traités dans le contexte de l’échantillonnage 
équilibré. 
La définition d’un échantillon équilibré dépend du cadre 

inférenciel adopté. Dans l’approche fondée sur un modèle, 
un échantillon est dit équilibré sur un ensemble de variables 
auxiliaires s’il y a égalité entre les moyennes d’échantillon 
et les moyennes de population connues des variables auxi-
liaires (Valliant, Dorfman et Royall 2000). Dans le cas de 
l’approche fondée sur le plan de sondage (ou assistée par 
modèle) considérée ici, un échantillon est équilibré quand 
les estimations d’Horvitz-Thompson des totaux des varia-
bles auxiliaires sont égales aux totaux de population connus 
(Deville et Tillé 2004). 
Afin de définir l’échantillonnage équilibré sous l’ap-

proche fondée sur le plan ou assistée par modèle, intro-
duisons la définition générale du plan d’échantillonnage en 
tant qu’une loi de probabilité ( )p ⋅  sur l’ensemble S  de tous 
les sous-ensembles s  de la population ,U  telle que 

( ) 1,s p s∈∑ =S  où ( )p s  est la probabilité que l’échantillon 
s  soit tiré. Chaque ensemble s  peut être représenté par le 
résultat 1( , ..., , ..., )k N

′ = λ λ λλ  d’un vecteur de N  
variables aléatoires. Soit 1( , ..., , ..., )k N

′ = π π ππ  le vecteur 
de probabilités d’inclusion, où ( ) ( ) ,spE p s∈∑= = Sπ λ λ  
avec ( )pE ⋅  la valeur espérée sous échantillonnage répété. 
Soit 1( , ..., , ..., )k k hk Qkz z z′ =z  un vecteur de Q  variables 
auxiliaires disponible pour chaque unité de la population. Le 
plan d’échantillonnage ( )p s  avec probabilités d’inclusion 
π  est dit équilibré par rapport aux Q  variables auxiliaires 
si, et uniquement si, il satisfait les équations d’équilibrage 
données par (2.2.2) pour tout s S∈  tel que ( ) 0.p s >  
Supposons qu’un vecteur de probabilités d’inclusion π  

compatible avec les distributions d’échantillonnage margi-
nales bdn ( 1, ..., ; 1, ..., )bb B d M= =  est disponible, 
autrement dit que 

( 1, ..., ; 1, ..., ).
bd

bd k b
k U

n b B d M
∈

= π = =∑  (2.3.1) 

Le plan à stratification multidimensionnelle représente un 
cas particulier de plan équilibré où, pour l’unité ,k  le 
vecteur de variables auxiliaires est donné par 

1

11

(0, ..., , ..., 0, ..., 0, ..., , ..., 0)

( , ..., , ..., ).
B

b b B

k k k

Q

k k bd k BM k

= =

′ = π π

= π δ δ δ

z
������� �������

���������������

 (2.3.2)

 

L’expression (2.3.2) définit les kz  comme étant des vec-
teurs contenant ( )Q B−  zéros et B  entrées égales à kπ  aux 
emplacements indiquant les domaines auxquels appartient 
l’unité .k  Quand le vecteur kz  est défini sous la forme 
(2.3.2), si la condition (2.3.1) tient, la sélection de l’échan-
tillon qui satisfait le système d’équations d’équilibrage 
(2.2.2), ( ) / ,k U k sk k k k∈ ∈∑ ∑λ π =z z  garantit que les valeurs bdn  
sont des quantités non aléatoires. Le premier membre des 
équations d’équilibrage (2.2.2) est ( ) /k U k bd k k k∈∑ π δ λ π =  

,
bdk U k bdn∈∑ λ =  tandis que le deuxième membre est 

.
bdk U k Uk bd k k bdn∈ ∈∑ ∑π δ = π =  

Deville et Tillé (2004) ont proposé la méthode du cube 
qui permet de sélectionner des échantillons équilibrés (ou 
approximativement équilibrés) pour un grand ensemble de 
variables auxiliaires et par rapport à divers vecteurs de 
probabilités d’inclusion. En particulier, Deville et Tillé 
(2000) montrent qu’avec la spécification (2.3.2) des 
vecteurs ,kz  les équations d’équilibrage (2.2.2) peuvent être 
satisfaites exactement. La méthode du cube est implémentée 
par un algorithme amélioré pour grands ensembles de 
données (Chauvet et Tillé 2006) disponible dans un code de 
logiciel gratuit qui peut être téléchargé à partir du site Web 
http://www.insee.fr/fr/nom_df_met/outils_stat/cube/accueil_

cube.htm.  
2.4 Estimateur GREG direct modifié  
En nous inspirant de Lehtonen et coll. (2003), nous 

pouvons exprimer l’estimateur (2.2.3) sous la forme 
générale 

, greg , , ,
ˆ ( )

bd bd

bd r r k k r k r k
k U k s

t y a y y
∈ ∈

= + −∑ ∑ɶ ɶ  (2.4.1) 

où ,r kyɶ  dénote la prédiction de ,r ky  sous le modèle de 
superpopulation hypothétique. Les prédictions ,{ ;r kyɶ  

}k U∈  diffèrent d’une spécification de modèle à l’autre, 
selon la forme fonctionnelle et selon le choix des variables 
auxiliaires. L’estimateur (2.2.3) est calculé sous le modèle 
de superpopulation de travail (2.2.4). Les prédictions ,r kyɶ  
sont alors obtenues par 

,
ˆ ,r k k ry ′= x βɶ  (2.4.2) 

où 

( ) 1

,
ˆ / / .r k k k k k r k k k

k s k s

a c y a c
−

∈ ∈

′= ∑ ∑β x x x  (2.4.3) 
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Soulignons que le modèle linéaire (2.2.4) permet de 
définir l’estimateur en ne connaissant que les totaux de 
domaine de l’information auxiliaire et les valeurs kx  pour 
les unités d’échantillonnage. Toutefois, connaissant les 
valeurs kx  pour chaque unité ,k U∈  il est possible de 
construire des estimateurs donnant des prédictions plus 
efficaces ,r kyɶ  obtenues par des modèles linéaires 
généralisés (Lehtonen et Veijanen 1998) ou des méthodes 
de régression non paramétriques (Montanari et Ranalli 
2003). 
Comme l’a souligné Rao (2003, page 20), l’estimateur 

(2.2.3) est approximativement sans biais sous le plan. 
Quand la taille globale d’échantillon augmente, même si la 
taille d’échantillon de domaine bdn  est faible. En outre, la 
somme des estimations , greg

ˆ
bd rt  sur l’ensemble des 

domaines d’une partition est calée sur l’estimation GREG 
habituelle du total, 1 , greg ,

ˆ [1bM
k sd bd r r k kt y a∈=∑ ∑= +  

1( ) ( / ) / ].k U k s k sk k k k k k k k ka a c c−
∈ ∈ ∈∑ ∑ ∑′ ′−x x x x x   

2.5 Variances d’échantillonnage  
Afin d’établir l’expression de la variance (2.2.5), consi-

dérons les résultats donnés par Deville et Tillé (2005). Ces 
auteurs ont proposé d’approximer la variance de l’estima-
teur d’Horvitz-Thompson , ,

ˆ
k sr ht r k kt y a∈∑=  du total rt =  

,k U r ky∈∑  en supposant que l’échantillonnage équilibré peut 
être considéré comme un échantillonnage de Poisson 
conditionnel et en supposant que, du moins pour les grandes 
tailles d’échantillon, les probabilités d’inclusion kπ  sont de 
bonnes approximations des probabilités d’inclusion du plan 
de Poisson. Posant que, par la voie de l’échantillonnage de 
Poisson, le vecteur , ,

ˆ ˆ( , )r ht htt t′ ′z  suit approximativement une 
loi multinormale, ils proposent une bonne approximation de 
la variance d’échantillonnage donnée par 

( )
( )

, , , , ,

, , ,

, ,

2
, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ( | ) ( ( ) )

ˆ ˆ( )

( )

1 1 ( )

p r ht ht p r ht ht y

p r ht ht y

p k r k k y
k s

r k k y
kk U

V t t t V t t t

V t t

V a y

N y
N Q

∈

∈

′= = + −

′= −

′= −

′≅ − −
− π

∑

∑

z z z z z

z z

z

z

B

B

z B

z B

 

(2.5.1)

 

où 1
, ,[ (1/ 1)] (1/ 1).k U k Uy k k k k r k ky−

∈ ∈∑ ∑′= π − π −zB z z z  
L’expression (2.5.1) a été validée par un ensemble de 
simulations. 
Considérons maintenant l’approximation linéaire, 
*
, greg
ˆ ,bd rt  de l’estimateur GREG, dont le calcul peut être 

obtenu conformément à Särndal, Swensson et Wretman 
(1992, pages 450-451) par 

*
, greg , greg ,

,

ˆ ˆ

.

bd bd

bd

bd r bd r k r k r k
k U k s

k r k r k bd k
k U k s

t t a

a

∈ ∈

∈ ∈

′≅ = + ε

′= + ε δ

∑ ∑

∑ ∑

x β

x β
 
(2.5.2)

 

Partant des expressions (2.5.1) et (2.5.2), il est possible 
de dériver le résultat suivant 

( )
( )
( )
( )

*
, greg , , greg ,

, ,

, , ,

, ,

,

2
,

ˆ ˆ ˆ ˆ( | ) ( | )

ˆ|

ˆ( )

(

1 1 ,

p bd r ht p bd r ht

p k r k bd k ht

k s

p k r k bd k ht bd
k s

p k r k bd k k bd
k s

p k bd r k
k s

bd r k
kk U

V t t t V t t t

V a t t

V a t t

V a

V a

N
N Q

∈

ε
∈

ε
∈

∈

∈

= ≅ =

= ε δ =

′= ε δ + −

′= ε δ −

= η

 ≅ − η − π 

∑

∑

∑

∑

∑

z z z z

z z

z z z

z

B

z B  

où 2
,bd r kη  est défini dans (2.2.6). 

La variance d’échantillonnage approximative de , greg
ˆ

bd rt  
dépend des résidus de l’ensemble complet d’unités, à cause 
de la sélection équilibrée. Par conséquent, les unités qui 
n’appartiennent pas à bdU  ont une influence sur la variance 
d’échantillonnage de l’estimateur. 
Examinons maintenant le cas unidomaine univarié et 

supposons que le sondage ne comporte qu’un seul 
paramètre cible, .bd rt  En outre, supposons que l’échantillon 
sélectionné satisfait les équations d’équilibrage, ,

ˆ ,htt t=z z  
quand la taille globale d’échantillon n  est fixe. 
En suivant les arguments proposés par Särndal et coll. 

(1992 ; résultat 12.2.1, page 452), il est facile de prouver 
que, dans ce contexte d’échantillonnage, chaque unité k 
pourrait être sélectionnée avec ( )Q R×  probabilités d’in-
clussion optimales différentes, ,bd r kπɺɺ ( 1, ..., ;b B d= =  
1, ..., ; 1, ..., )bM r R=  

, , , ,bd r k bd r k bd r i

i U

n
∈

π = | η | | η |∑ɺɺ  

ce qui permet d’atteindre les ( )Q R×  bornes inférieures 
différentes, *

| ,bd r nV  des variances approximatives : 

( )

*
, greg , |

2 2
, ,

ˆ ˆ( | )

1 .

p bd r ht bd r n

bd r k bd r k
k U k U

V t t t V

N
N Q n

∈ ∈

= ≥ =

 | η | − η
−   

∑ ∑

z z

 

Enfin, mentionnons que Tillé et Favre (2005) donnent un 
critère pour l’obtention d’une prédiction ,ˆbd r kη  des valeurs 

,bd r kη  qui peut être utilisée dans les contextes d’échan-
tillonnage répété. 
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3. Algorithmes d’échantillonnage  
       pour la détermination des tailles 

       d’échantillon de domaine  
Les probabilités d’inclusion kπ  et les tailles d’échan-

tillon de domaine dérivées, ,
bdk Ubd kn ∈∑= π  sont obtenues 

par une méthode en deux étapes : i) à la première étape, 
appelée optimisation, les probabilités d’inclusion prélimi-
naires, ,k′π  sont déterminées en résolvant un problème de 
minimisation sous contraintes et ii) à la deuxième étape, 
appelée calage, les probabilités d’inclusion, ,kπ  sont 
obtenues sous forme d’une légère modification des ;k

′π  le 
calage est mis en œuvre pour s’assurer que les tailles 
d’échantillon de domaine bdn  soient des nombres entiers. 
Comme nous l’illustrons ci-après, les valeurs kπ  peuvent 

être exprimées sous forme de fonctions implicites des 
résidus inconnus 2

, .bd r kη  Toutefois, dans le contexte des 
sondages réels, la détermination des probabilités d’inclusion 

kπ  peut se faire en utilisant les prédictions 2
,ˆbd r kη  au lieu de 

2
, .bd r kη  Il s’agit d’un problème général concernant la 

planification des plans d’échantillonnage, parce que les 
variances sont habituellement des quantités inconnues qui 
peuvent être estimées convenablement. Dans le contexte des 
sondages répétés, l’effet de l’utilisation des estimations 

2
,ˆbd r kη  pour remplacer 2

,bd r kη  peut être évalué en calculant 
les variances d’échantillonnage après la collecte des 
données. Les résultats empiriques peuvent alors être utilisés 
pour introduire les corrections appropriées dans la plani-
fication du plan de sondage suivant. Toutefois, comme 
l’illustre l’analyse empirique, ainsi que Falorsi et Righi 
(2008), la stratégie proposée semble être efficace et suffi-
samment robuste aux petits écarts par rapport aux conditions 
idéales. 
Les sections 3.1 et 3.2 décrivent, respectivement, les 

deux étapes de l’algorithme de détermination des tailles 
d’échantillon de domaine. Une règle de répartition 

simplifiée, qui semble avoir du mérite dans de nombreux 
contextes de sondage réel, est décrite à la section 3.3.  
3.1 Première étape : optimisation  
Les probabilités d’inclusion k

′π  peuvent être définies 
comme étant la solution du problème ci-après de pro-
grammation non linéaire à N  inconnues, ,k′π  sous les 
contraintes ( )N Q R+ ×   

( )
2
,

Min

1 1

( 1, ..., ; 1, ..., ; 1, ..., )

0 1 ( 1, ..., ).

k

k U

bd r k bd r
kk U

b

k

N V
N Q

b B d M r R

k N

∈

∈

′π


   − η ≤ ′ − π 


= = =


′< π ≤ =

∑

∑  (3.1.1) 

Une solution numérique de (3.1.1) peut être obtenue en 
considérant les algorithmes élaborés pour la répartition 
multivariée dans les sondages stratifiés. Ces algorithmes 
permettent de trouver les valeurs inconnues 0 (hv h> =  
1, 2, ...)  qui représentent la solution du problème non 
linéaire Min ( )h h∑ ν  sous la contrainte ,h rh h rA A∑ ν ≤  où 

rhA  et ( 1, 2, ...)rA r =  sont des quantités positives 
connues. 
Bethel (1989) fait appel au théorème de Kuhn-Tucker 

pour montrer qu’il existe une solution au problème 
susmentionné. Il décrit un algorithme simple et discute de 
ses propriétés de convergence. Chromy (1987) élabore un 
algorithme qui convient pour les tableurs automatisés, mais 
sans donner de preuve explicite qu’il est toujours 
convergent. Nous décrivons ci-après une légère modifica-
tion de l’algorithme de Chromy qui permet de résoudre le 
problème (3.1.1) en garantissant que les inégalités 
0 1 ( 1, ..., )k k N′< π ≤ =  sont respectées. Après l’initiali-
sation, l’algorithme trouve les valeurs de k

′π  par itération 
des deux étapes Calcul et Vérification. En ce qui concerne le 
problème de convergence, il convient de souligner que 
l’algorithme de Chromy a été utilisé principalement pour les 
plans d’échantillonnage stratifiés et, en effet, la documen-
tation fait référence à des échantillons stratifiés. La litté-
rature sur l’échantillonnage appliqué offre un grand nombre 
de preuves empiriques de l’utilisation fructueuse de l’algo-
rithme dans ce contexte. Mentionnons que, dans la modifi-
cation de l’algorithme de Chromy proposée ici, les unités 
d’échantillonnage sont traitées comme des strates et la 
répartition résultante, qui est fractionnaire, définit les proba-
bilités d’inclusion. En outre, il n’existe pas de preuve 
formelle que l’algorithme modifié proposé converge dans 
ces conditions. Néanmoins, dans toutes les expériences 
empiriques que nous avons élaborées, il a convergé systé-
matiquement et nous n’avons rencontré aucune condition 
critique.  
Initialisation : à l’itération initiale ( 0),τ =  poser 1k

τγ =  
( 1, ..., ).k N=   
Calcul : l’itération générique ( 1, 2, ...)τ =  consiste en une 
série d’étapes désignées par (0, 1, 2, ...).u =   

• À l’étape initiale ( 0),u =  poser , 1u

bd r

τ φ =  et calculer 

2
0 , .bd r bd r k k

k U

NV
N Q

τ τ

∈

= η γ
− ∑  

• Aux étapes subséquentes ( 1, 2, ...),u =  calculer les 
valeurs des équations suivantes 

,

1/ 2
, 2

,
1 1 1

(1 ) .
b

u

k

MB R
u

k k bd r bd r k

b d r

N
N Q

τ

τ τ τ

= = =

π =

 
− γ + γ φ η − 

∑∑∑
 
(3.1.2)
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, 2
,,

1 ,u

bd r bd r k ku
k U k

NV
N Q

τ τ
τ

∈

= η γ
− π∑  

et  (3.1.3) 
, ,

0 .
u u

bd r bd r bd rV V Vτ τ τ′ = +  

• Si les deux conditions suivantes : 

,u
bd r bd rV Vτ ′ ≤  et , ,( ) 0,u u

bd r bd r bd rV Vτ τ ′φ − =  (3.1.4) 

 sont respectées (pour tout 1, ..., ; 1, ..., ;bb B d M= =  
1, ...,r = ),R  alors l’étape Calcul s’arrête et les 

probabilités d’inclusion k
τπ  sont celles calculées dans 

l’équation (3.1.2). Sinon, les quantités mises à jour 
, 1u
bd r

τ + φ  sont calculées selon 

, 1 , , , 2[ /( )]u u u u
bd r bd r bd r bd r bd rV V Vτ + τ τ τ τ′φ = φ −  (3.1.5) 

 et les équations (3.1.2) et (3.1.3) sont calculées à 1,u +  
répétitivement avec , 1u

bd r
τ + φ  remplaçant , ,u

bd r
τ φ  jusqu’à 

ce que les conditions (3.1.4) soient respectées.  
Vérification : si la condition 1k

τπ ≤  est vraie pour tout ,k  
alors l’algorithme s’arrête et les valeurs de k

′π  sont fixées à 

k
′π = .k

τπ  Sinon, les valeurs de k
τγ  sont mises à jour 

comme étant 1 1k
τ+ γ =  si 1τ

kπ ≤  et 1 0k
τ+ γ =  si 1.τ

kπ >  
Le calcul est itéré à 1τ +  avec 1

k
τ+ γ  remplaçant .k

τγ  Nous 
avons développé une macro SAS permettant de résoudre le 
problème (3.1.1) qui peut être obtenue sur demande.  
3.2 Deuxième étape : calage  
Pour commencer, les quantités bdn  sont définies en 

arrondissant les résultats des Q  sommes, ( 1, ...,
bdk U k b∈∑ ′π =  

; 1, ..., ).bB d M=  Parfois, une manipulation supplémen-
taire des données peut être nécessaire pour s’assurer que la 
condition 1

bM
d bdn n=∑ =  est respectée pour chaque .b  

Ensuite, les probabilités kπ  sont obtenues en tant que 
solution du problème de calage  

Min ( ; )

,

( 1, , ; 1, , 1),
bd

k k
k U

k k bd
k U k U

b

G

n n

b = … B  d = … M

∈

∈ ∈

  ′π π   


 π = π =



−

∑

∑ ∑
 (3.2.1) 

où ( ; )k kG ′π π  est une fonction de distance entre kπ  et .k′π  
Notons que le problème (3.2.1) peut être résolu par 
l’algorithme bien connu d’ajustement proportionnel itératif 
(Bishop, Fienberg et Holland 1975) ou l’algorithme 
d’ajustement proportionnel itératif généralisé (APIG ; 
Dykstra et Wollan 1987). La fonction de distance logarith-
mique ( ; )k kG ′π π = ln( / )k k k

′π π π − ( )k k
′π + π  évite de 

devoir définir des probabilités kπ  inférieures à zéro, tandis 

que l’APIG évite d’obtenir des valeurs de kπ  supérieures 
à 1.  
3.3 Une règle de répartition simplifiée  
Dans de nombreux contextes de sondage réel où la taille 

globale d’échantillon n  est fixe et où il n’existe pas suffi-
samment d’information pour obtenir de bonnes prédictions 

2
,ˆbd r kη  des valeurs 2

, ,bd r kη  il est possible d’appliquer la 
procédure qui suit. Premièrement, les tailles d’échantillon 
marginales bdn  sont déterminées suivant une règle assez 
simple 

( / ) (1 ) / ,bd b bd b bn n N N n M= α + − α  (3.3.1) 

où (0 1)b bα ≤ α ≤  est une constante fixée qui a été 
déterminée correctement. La règle (3.3.1) s’avère être un 
compromis entre la répartition proportionnelle à la taille de 
la population ( 1)bα =  et la répartition uniforme pour 
chaque domaine d’une partition donnée ( 0).bα =  
Les probabilités kπ  sont alors obtenues comme solution 

du problème de calage (3.2.1) où les tailles d’échantillon 
marginales sont calculées comme il est indiqué plus haut et 
les probabilités initiales k

′π  sont fixées uniformément et 
égales à / .k n N′π =  Les probabilités d’inclusion résultantes 
ne sont plus optimales, au sens décrit plus haut et ne 
garantissent pas que les variances d’échantillonnage sont 
inférieures au seuil préétabli de niveau de précision. Cepen-
dant, elles sont calculées selon une méthode raisonnable qui 
peut être mise en œuvre équitablement et qui représente 
donc un point de référence intéressant en ce qui concerne 
tout contexte de sondage réel. 

 
4. La variance anticipée  

Un critère souvent utilisé pour planifier les stratégies 
d’échantillonnage est le contrôle de la variance anticipée, 
qui peut être définie comme étant : 

2
, greg , , greg ,
ˆ ˆ ˆ ˆAV( | ) ( | ) .bd r ht m p bd r bd r htt t t E E t t t t= = − =z z z z  (4.1) 

Le résultat qui suit peut être obtenu sous les hypothèses 
du modèle (2.2.4) en utilisant les résultats donnés à la 
section (2.5) : 

, greg ,

*
, greg ,

2
,

2
,

, ,

2
,

ˆ ˆAV( | )

ˆ ˆ( | )

1 1

1 1 ( )

12 1

1 1

bd

bd

bd r ht

m p bd r ht

m r k
kk U

k bd
kk U

r k k bd
kk U

a

bd r k
kk U

t t t

E V t t t

NE
N Q

N
N Q

N
N Q

N
N Q

∈

ε
∈

ε
∈

∈

=

≅ =

  = − ε  − π 
  ′− − π 

  ′− − ε  − π  
 = − η − π 

∑

∑

∑

∑

z z

z z

z

z

z B

z B

 

(4.2)
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avec 

2 2 2 2

( )2
, 2 2

(1 ) si

autrement,
bd

bd

r k kk r kj j bd
j k Ua

bd r k

r kj k
j U

c g g c k U

g c

≠ ∈

∈

σ − + σ ∈


η = 
σ



∑

∑
 

où 1 1 1
1( , ..., , ..., ) ( ) ,k kj kN k k U U U U Ug g g − − −′ ′ ′ ′= =g z Z Ω Z Z Ω  
{ } 1

col ,N

U k k=
′=Z z { }1

1
diag 1/ 1 .N

U k k

−
== π −Ω  L’expression 

(4.2) a été obtenue en utilisant les deux résultats suivants : 

2
,

2 1 1 1 1 1 1

2 2 2

1 1 1
, ,

, ,1 1 , ,

2

( )

( ) ( )

,

( ) ( )

( ( ,..., ,..., ) )
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m k bd

r k U U U U U bd r U U U U U k

r k bd r k r kj k
j U

m r k k bd k U U U U U m

r k N r bd r kbd k r N bd N

r kk k bd k

E

V g c

E E

g c

ε
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ε
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′ ′ ′ ′= σ

′= σ =σ
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= σ δ

∑

z

z

z B

z Z Ω Z Z Ω VΩ Z Z Ω Z z

g g

z B z Z Ω Z Z Ω

I

 

où 1diag{ }Nbd r k bd k kc == δV  et 1diag{1} .N

N k==I   
Le résultat (4.2) montre qu’il est possible de définir une 

stratégie d’échantillonnage dont le but est de contrôler les 
variances anticipées. En effet, si les quantités 2

,
a

bd r kη  (ou 
leurs prédictions correctes 2

,ˆ )a
bd r kη  sont utilisées pour 

remplacer les résidus 2
, ,bd r kη  le problème (3.1.1) définit un 

plan d’échantillonnage qui garantit que les conditions 

, greg ,
ˆ ˆAV( | )bd r ht bd rt t t V= ≤z z ( 1, ..., ; 1, ...,b B d= = ;bM r =  

1, ..., )R  seront respectées. 
Le résultat qui suit est intéressant. Dans le cas particulier 

d’une partition unique, si les probabilités d’inclusion, ,kπ  et 
les facteurs d’hétéroscédasticité, ,kc  sont relativement 
constants dans chaque domaine, la sélection d’un échan-
tillon équilibré réduit la variance anticipée. Ce résultat est 
démontré dans Falorsi et Righi (2008).   

 
5. Brève extension au cas d’un estimateur  

       indirect simple de petit domaine  
Si une partition donnée de la population produit un trop 

grand nombre de domaines, il se peut que des contraintes 
budgétaires obligent à définir une erreur d’échantillonnage 
préétablie trop grande des estimateurs directs des domaines 
de la partition ; le cas échéant, il est parfois nécessaire 
d’adopter un estimateur de petit domaine indirect afin de 
contrôler les erreurs quadratiques moyennes des estimations 
des domaines de la partition. Dans la suite de l’exposé, nous 
montrerons comment la stratégie d’échantillonnage décrite 
aux sections 2 et 3 peut être étendue au cas d’un estimateur 
indirect simple de petit domaine. Considérons le cas 

suffisamment général dans lequel le vecteur kx  des 
covariables auxiliaires contient une coordonnée à l’origine  
(constante), telle que .k sbd bd kN w∈∑=  
Soit bɺɺ  la partition pour laquelle il est nécessaire 

d’adopter un estimateur de petit domaine indirect et 
considérons le modèle (7.1.1) décrit dans Rao (2005, page 
116). Dans le contexte étudié ici, le modèle pour l’estima-
teur direct, , greg , greg

ˆ ˆ / ,r rbd bd bd
t t N=ɺɺ ɺɺ ɺɺ  du domaine bdɺɺ  peut être 

défini comme étant 

, greg
ˆ

( 1, ..., ; 1, ..., )

r r r rbd bd bd bd bd

b

t h v u

d M r R

′= + +

= =

a φɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ

ɺɺ
 (5.1)

 

où 
bd
aɺɺ  est un vecteur de dimension 1p ×  des covariables 

au niveau du domaine, rφ  est un vecteur de dimension 
1p ×  inconnu des coefficients de régression, 

bd
hɺɺ  est une 

quantité connue reliée au domaine th, rbd
bd vɺɺɺɺ ∼

2iid(0, )rb νσɺɺ  
indépendante de l’erreur d’échantillonnage rbd

uɺɺ ∼  approxi-
mativement 2ind(0, ),rtbd

σɺɺ  avec 2
, greg ,
ˆ ˆ( |rt p r htbd bd

V t tσ = =zɺɺ ɺɺ  
2) / .
bd

t Nz ɺɺ  Pour les valeurs 
2
rb νσɺɺ  et 2

rtbd
σɺɺ  connues, l’esti-

mateur BLUP de rbd
tɺɺ  est  

, blup , greg
ˆˆ ˆ( (1 ) )r r r r rbd bd bd bd bd bd

t N t ′= γ + − γ a φɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ  (5.2) 

avec  

2 2 2 2 2/( )r r rt rbd b bd bd b bd
h hν νγ = σ σ + σɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ  (5.3) 

et 

1

2 2 2

1

2 2 2
,greg

1

ˆ ( )

ˆ ( )

b

b

M

rt rbd bd bd b bd
d

M

r rt rbl bl bd b bd
l

h

t h

−

ν
=

ν
=

 ′= σ + σ 
 

 
σ + σ 

 

∑

∑

φ a a

a

ɺɺ

ɺɺ

ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ

ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ  (5.4)

 

L’EQM de l’estimateur BLUP est  

2 2 2
, blup

1

2 2 2

1

ˆEQM( ) (1 )

( ) .
b

r r rt rbd bd bd bd bd

M

rt rbd bd bd bd b bd bd
d

t N

h

−

ν
=


= γ σ + − γ



 ′ ′ σ + σ  
  
∑a a a a
ɺɺ

ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ

ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ

 

(5.5)

 

L’examen des expressions (5.3) et (5.5) montre que, pour 
une valeur donnée de la variance 2 ,rb νσɺɺ  il est possible de 
contrôler l’ , blup

ˆEQM( )rbd
tɺɺ  dans la planification du plan 

d’échantillonnage en définissant une valeur appropriée de la 
variance 2 .rtbd

σɺɺ  La procédure itérative qui suit permet de 
trouver les probabilités d’inclusion k

′π  qui garantissent que 
la taille d’échantillon est minimale et que les contraintes 

, greg ,
ˆ ˆ( | )p bd r ht bd rV t t t V= ≤z z  (pour ;b b d≠ =ɺɺ 1, ..., ;bM  
1, ..., )r R=  et , blup

ˆEQM( ) ( 1, ..., ;r rbd bd b
t V d M≤ =ɺɺ ɺɺ ɺɺ r =  

1,..., )R  sont respectées. 
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Initialisation : À l’itération initiale ( 0),j =  trouver les pro-
babilités d’inclusion ,j

k
′π  qui sont la solution du problème 

(3.1.1), en appliquant les contraintes , greg ,
ˆ ˆ( |p r htbd

V t t =zɺɺ  
) bd rt V≤z  (pour 1,..., ;b B= 1, ...,d = ; 1,..., ).bM r R=   

Itération : L’itération générique ( 1, 2, ...)j =  s’énonce 
comme il suit.  

• Calculer 2 2 1[ / ( ( ))] [(1/ )j j
k Urt kbd bd

N N N Q −
∈∑σ = − π −ɺɺ ɺɺ  

2
,1] r kbd

ηɺɺ ( 1, ..., ; 1, ..., ).
b

d M r R= =ɺɺ  
• Calculer j

rbd
γɺɺ  et , blup

ˆEQM( )j
rbd
tɺɺ ( 1, ..., ;

b
d M= ɺɺ  

r = 1, ..., )R  respectivement au moyen des équations 
(5.3) et (5.5) en utilisant les variances d’échantillonnage 

2j

rtbd
σɺɺ  au lieu de 2 .rtbd

σɺɺ  
• Calculer 2 2

, blup
ˆeff EQM( ) / ( ).j j j

r r rtbd bd bd bd
t N= σɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ  

• Trouver les probabilités d’inclusion ,j

k
′π  qui sont la 

solution du problème (3.1.1), en utilisant les valeurs 
2 2
, , eff ( 1, ..., ; 1, ..., ;j j

r k r k rbd bd bd b
d M r R kη = η = = =ɺɺ ɺɺ ɺɺ ɺɺ  

1, ..., )N  pour remplacer les valeurs 2
, .r kbd

ηɺɺ   
Vérification : Si la condition qui suit est satisfaite pour une 
petite quantité 1, | ,j j

k U k kv v−
∈∑ | π − π ≤  alors l’algo-

rithme s’arrête et les probabilités d’inclusion k
′π  sont celles 

calculées à l’itération .j  Sinon, l’itération est calculée répé-
titivement jusqu’à ce que la condition soit respectée. 

 
6. Analyse empirique  

Afin de vérifier les propriétés empiriques de la stratégie 
d’échantillonnage proposée, nous avons effectué deux 
expériences qui ont toutes deux révélé que la stratégie 
proposée donne de bons résultats. La première expérience, 
qui portait sur des données artificielles, est décrite dans 
Falorsi et Righi (2008) ; la stratégie d’échantillonnage 
proposée à la section 2 est appliquée en entier, y compris la 
répartition de l’échantillon décrite aux sections 3.1 et 3.2. La 
deuxième expérience, une simulation basée sur des données 
réelles sur les entreprises, est décrite ci-après. 
L’analyse porte sur la population de 1999 d’entreprises 

comptant de 1 à 99 employés de la division Activités 
informatiques et activités rattachées (classification à deux 
chiffres de la NACE Rév.  1). La base de données utilisée 
pour l’étude par simulation contient N = 10 392 entreprises. 
Les variables d’intérêt choisies pour la simulation sont la 
valeur ajoutée et le coût de la main-d’œuvre. Les valeurs 
des variables, disponibles pour chaque unité de la popula-
tion, proviennent d’une source de données administratives. 
Nous avons considéré deux partitions, à savoir la région 
géographique avec 20 domaines marginaux (DOM1) et le 
groupe d’activités économiques (classification à trois 
chiffres de la NACE Rév.1) avec six groupes distincts 
(DOM2) selon la classe de taille (définie en fonction du 
nombre de personnes employées : 1 = 1 4 ;−  2 = 5 9 ;−  

3 = 10 19 ;−  4 = 20 99)−  avec 24 domaines marginaux. Par 
conséquent, le nombre global de domaines marginaux est 
égal à 44, tandis que le nombre de strates par recoupement 
est de 480, mais seulement 360 de celles-ci possèdent une 
unité de population ou plus. 
Dans la présente étude, n  est fixé à 360. Nous avons 

étudié cinq plans d’échantillonnage, qui sont présentés au 
tableau 6.1. Les deux premiers, qui servent de référence, 
sont de simples plans à stratification unidimensionnelle avec 
échantillonnage aléatoire simple sans remise dans chaque 
strate. Le premier de ces plans, appelé STDOM1, est stra-
tifié par la partition 1 et le deuxième, STDOM2, est stratifié 
par la partition 2. Pour STDOM1, les tailles marginales 
d’échantillon ont été définies par (3.3.1). Le paramètre 1α  
et les tailles marginales d’échantillon connexes 1 (dn d =  
1, ..., 20)  assurent que le coefficient de variation (CV), 
exprimé en pourcentage, des estimations d’Horvitz-
Thompson des totaux de la variable auxiliaire Nombre 

d’employés soient inférieurs à 34,5 % pour tous les do-
maines de la partition 1. De manière analogue, la valeur du 
paramètre 2α  a été définie au moyen de (3.3.1), ce qui 
assure que, sous le plan d’échantillonnage STDOM2, le CV, 
en pourcentage, des estimations d’Horvitz-Thompson des 
totaux de la variable auxiliaire est inférieur à 8,7 % pour 
tous les domaines de la partition 2. Dans la suite, nous 
désignons comme étant des petits domaines ceux dont la 
taille d’échantillon planifiée est plus grande que la taille 
d’échantillon calculée d’après une règle de répartition avec 

1 ( 1, 2)b bα = = . Ces petits domaines doivent être sur-
échantillonnés afin de pouvoir borner les erreurs d’échan-
tillonnage (Marker 2001). 
Nous notons que les règles de répartition susmentionnées 

sont faciles à appliquer dans tout contexte de sondage réel. 
Nous examinons les plans d’échantillonnage équilibrés qui 
respectent les tailles marginales d’échantillon définies par 
STDOM1 pour la première partition et par STDOM2 pour la 
deuxième : le plan BAL s’appuie sur les équations 
d’équilibrage (2.2.2) avec la spécification (2.3.2) du vecteur 
;kz  les échantillons BALPOP satisfont (ou satisfont approxi-

mativement) les équations d’équilibrage k s k bd k k∈∑ π δ π =  

bdn k s k bd k k bdn∈∑ π δ π =  et k s bd k k bdN∈∑ δ π = (b =  
1, ..., ; 1, ..., ).bB d M=  Nous avons obtenu les probabilités 

kπ  des deux plans par la méthode simplifiée décrite à la 
section 3.3. En outre, pour achever la comparaison, nous 
avons considéré un plan coordonné (dénommé CPAR) 
obtenu en sélectionnant un seul échantillon pour chaque 
population marginale par échantillonnage de Pareto (Särndal 
et Lundström 2005) et en veillant à ce que le chevauchement 
des deux échantillons soit maximal. Les tailles marginales 
d’échantillon, définies respectivement par les plans STDOM1 
et STDOM2, ne sont satisfaites qu’à titre d’espérance sur 
l’échantillonnage répété sous le plan CPAR ; les probabilités 
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d’inclusion sont calculées par la méthode itérative décrite 
dans Falorsi et coll. (2006). Nous avons sélectionné 500 
échantillons Monte-Carlo pour chaque plan d’échantil-
lonnage. 
Pour chaque échantillon, nous avons calculé les estima-

tions des totaux de domaine avec l’estimateur d’Horvitz-

Thompson (HT), l’estimateur GREG modifié et l’estimateur 
synthétique exprimés sous la forme ,syn ,

ˆ .
bdk Ubd r r kt y∈∑= ɶ  En 

ce qui concerne les estimateurs utilisant de l’information 
auxiliaire, nous avons exécuté deux modèles linéaires 
homoscédastiques simples, à savoir le modèle (6.1) qui 
utilise dix variables auxiliaires, dont six sont les indicateurs 
d’appartenance au groupe d’activités économiques  et les 
quatre autres sont les indicateurs d’appartenance à la classe 
de taille, et le modèle (6.2), qui utilise les 44 variables 
indicatrices d’appartenance au domaine. Le modèle linéaire 
(6.1) s’exprime par 

( )m k h jE y = β + β  pour ,h jk U U∈ ∩  (6.1) 

où hU  est la population d’entreprises du e (h h = 1, ..., 6)  
groupe d’activités économiques et jU  est la population 
d’entreprises de la e ( 1, ..., 4)j j =  classe de taille du 
nombre d’employés, et hβ  et jβ  sont les effets fixes du eh  
groupe d’activités économiques de la ej  classe de taille. 
Le modèle linéaire (6.2) est 

1 2( )m k d dE y = β + β  pour 1 2 ,d dk U U∈ ∩  (6.2) 

où 1dβ  et 2dβ  sont les effets de domaine distincts. 
 
Tableau 6.1 
Plans d’échantillonnage utilisés dans l’étude par simulation 
 

Plan d’échantillonnage Abréviation 
Stratifié par la partition 1 avec EASSR* dans 
chaque strate 

STDOM1 

Stratifié par la partition 2 avec EASSR* dans 
chaque strate 

STDOM2 

Échantillonnage équilibré sur les tailles 
marginales d’échantillon et sur les tailles de 
population 

BALPOP 

Échantillonnage équilibré sur les tailles 
marginales d’échantillon  

BAL 

Échantillonnage coordonné de Pareto  CPAR 
*EASSR : échantillonnage aléatoire simple sans remise  
Il convient de souligner que le but principal de 

l’expérience est de comparer différents plans d’échantil-
lonnage en utilisant le même estimateur. Dans ce contexte, 
le choix du meilleur modèle n’est pas un problème 
essentiel ; par conséquent, nous avons considéré deux 
modèles possibles assez généraux qui peuvent être 
appliqués dans toutes les conditions des domaines planifiés. 
Le modèle (6.1) est un peu plus fiable que l’autre, parce que 
les estimations des paramètres de régression sont fondées 
sur de grandes tailles d’échantillon ; par contre, le modèle 

(6.2) permet d’évaluer l’effet de la planification des tailles 
d’échantillon de domaine, mais les estimations de chaque 
paramètre de régression sont fondée sur de petites tailles 
d’échantillon. Sous le modèle (6.2), les estimateurs synthé-
tique et GREG modifié donnent des résultats identiques. 
Dans les équations qui suivent, chaque stratégie d’échantil-
lonnage est indiquée en abrégé par le couple (plan, est.), où 
plan indique l’un des cinq plans d’échantillonnage 
mentionnés au tableau 6.1 et est. représente les estimateurs 
HT, synthétique et GREG modifié susmentionnés. 
L’analyse qui suit est fondée sur l’ensemble de petits 

domaines. Nous avons calculé deux mesures de qualité, à 
savoir le biais relatif absolu moyen (BRA)  et l’erreur 
quadratique moyenne relative (EQMR),  exprimées par 

500

,est
1

BRA (plan, est.)

1 1 ˆ (plan) 100,
card( ) 500

F

i

bd r bd r bd r

bd F i

t t t
F

∈ =

=

− ×  ∑ ∑
 

500 2 2
,est

1

EQMR (plan, est.)

1 1 ˆ (plan) 100
card( ) 500

F

i
bd r bd r bd r

bd F i

t t t
F

∈ =

=

 − ×    
∑ ∑

 

où F  est un sous-ensemble particulier des domaines 
marginaux, card( )F  est la cardinalité de F, ,est

ˆ (plan)i
bd rt  et 

la ei  estimation d’échantillon Monte-Carlo ( 1, ..., 500)i =  
du total bd rt  en suivant la stratégie (plan, est.). En 
particulier, F  représente alternativement le sous-ensemble 
de petits domaines de DOM1, celui de DOM2 ou 
l’ensemble global de petits domaines (de DOM1 ainsi que 
DOM2). 
L’étude par simulation Monte-Carlo fait ressortir que les 

méthodes de stratification multidimensionnelle proposées 
dans le présent article permettent de contrôler le biais et la 
variabilité par rapport aux deux stratégies de référence 
(STDOM1 et STDOM2) en regroupant l’une des deux 
variables de stratification. 
Les principaux résultats de l’expérience se rapportant à 

l’ensemble de petits domaines sont présentés au tableau 6.2. 
Ce dernier comprend quatre parties : la première illustre les 
mesures de qualité de l’estimateur HT, les deuxième et 
troisième sont consacrées, respectivement, aux estimateurs 
synthétique et GREG modifié basés sur dix variables 
auxiliaires (modèle (6.1)), tandis que la quatrième donne le 
résultat des estimateurs synthétique et GREG modifié basés 
sur les 44 variables indicatrices d’appartenance au domaine 
(modèle (6.2)). Nous limitons nos commentaires à la 
variable valeur ajoutée, mais des considérations semblables 
pourraient être exprimées pour la variable coût de la 
main-d’œuvre. En général, les commentaires se rapportent à 
l’ensemble global de petits domaines. 
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Tableau 6.2 
Biais relatif absolu moyen (BRA)  et erreur quadratique moyenne relative (EQMR)  des stratégies d’échantillonnage de petit 
domaine 

 

Valeur ajoutée Coût de la main-d’œuvre 
DOM1 DOM2 Global DOM1 DOM2 Global 

Plan 
d’échantillonnage 

BRA  EQMR  BRA  EQMR  BRA  EQMR  BRA  EQMR  BRA  EQMR  BRA  EQMR  

  Estimateur d’Horvitz-Thompson (partie 1) 
STDOM1 1,79 43,19 8,18 148,28 5,41 102,74 1,72 42,82 6,86 155,87 4,63 106,88 
STDOM2 3,42 107,49 0,47 15,26 1,75 55,23 3,32 105,66 0,46 12,66 1,70 52,96 
BALPOP 0,77 24,86 1,29 38,49 1,06 32,58 0,74 23,60 1,20 34,26 1,00 29,64 

BAL 0,84 25,43 1,45 40,61 1,19 34,03 0,79 24,22 1,57 35,80 1,23 30,78 
CPAR 1,35 32,52 2,18 53,85 2,18 44,60 1,44 31,68 2,62 51,44 2,11 42,88 

 Estimateur synthétique avec 10 variables auxiliaires (partie 2) 
STDOM1 14,22 18,88 13,81 100,55 13,99 65,16 12,29 18,40 9,25 95,03 10,57 61,83 
STDOM2 24,82 33,96 14,48 15,96 20,34 26,16 13,13 14,79 12,46 23,11 12,75 19,51 
BALPOP 13,68 17,51 24,98 43,98 20,09 32,51 11,89 15,60 12,35 33,08 12,15 25,50 

BAL 14,92 18,46 21,82 41,66 18,83 31,61 13,37 16,91 10,41 32,64 11,69 25,82 
CPAR 13,68 17,83 23,45 44,63 19,22 33,02 11,82 16,13 11,69 34,93 11,75 26,78 

 Estimateur GREG modifié avec 10 variables auxiliaires (partie 3) 
STDOM1 2,35 30,13 11,26 119,95 7,40 81,03 1,86 29,28 11,79 119,23 7,49 80,25 
STDOM2 3,98 58,62 0,95 15,26 2,26 34,05 2,90 52,66 0,93 12,66 1,78 29,99 
BALPOP 1,11 19,41 2,20 25,80 1,73 23,03 1,01 16,42 1,99 21,73 1,57 19,43 

BAL 1,63 19,41 1,76 26,11 1,70 23,21 1,21 16,72 2,08 21,96 1,70 19,69 
CPAR 1,04 21,27 1,63 29,30 1,37 25,82 1,03 18,27 1,11 24,60 1,08 21,86 

 Estimateur synthétique ou GREG modifié avec 44 variables auxiliaires (partie 4) 
STDOM1 3,39 31,30 27,48 63,22 17,04 49,39 2,76 30,80 28,67 63,05 17,44 49,08 
STDOM2 17,24 102,24 1,37 20,65 8,25 56,00 23,00 102,64 1,42 19,10 10,77 55,30 
BALPOP 1,07 20,71 1,97 26,98 1,58 24,26 1,08 17,62 1,93 24,07 1,56 21,27 

BAL 1,47 20,36 2,13 28,46 1,84 24,95 1,41 17,66 2,02 25,10 1,75 21,88 
CPAR 1,79 23,38 2,22 32,39 2,03 28,48 1,65 20,73 2,08 30,39 1,90 26,21 

 
 
En premier lieu, l’examen de l’estimateur HT nous mène 

aux constatations qui suivent. 
 

• Les deux plans de référence (STDOM1 et STDOM2) 
ont une (EQMR)  pour les domaines non planifiés 
égale à 148,28 % et 107,49 %, respectivement. Ces 
valeurs sont la cause des grandes valeurs de 
l’ (EQMR)  calculées pour l’ensemble global de petits 
domaines, lesquelles sont égales à 102,74 % et 
55,23 %, respectivement. 

• Le plan STDOM2 donne de meilleurs résultats que le 
plan STDOM1. Cette constatation tient au fait que le 
critère de stratification de STDOM2 est corrélé aux 
variables d’intérêt et exerce un contrôle sur un plus 
grand nombre de petits domaines que la stratification 
STDOM1. 

• En ce qui concerne l’ensemble global de petits 
domaines, le plan BALPOP est plus efficace, en ce qui 
a trait au BRA  (1,06 %) et à l’ EQMR  (32,58 %), 
même si le plan BAL est à peine moins bon. 

• La stratégie fondée sur l’échantillonnage coordonné 
produit des valeurs pires que l’échantillonnage équili-
bré, mais donne de meilleurs résultats en terme 
d’ EQMR  que les stratégies de référence. 
Dans le cas de l’estimateur synthétique fondé sur dix 

variables auxiliaires, quelques questions se dégagent. 
• Tous les plans sont caractérisés par un biais important. 
Le plan STDOM1 a un BRA  égal à 13,99 % (bien que 
son EQMR , qui est égale à 65,16 %, soit inaccep-
table). Les autres plans ont un BRA  supérieur à 18 %. 
Ces résultats indiquent que l’estimateur synthétique ne 
devrait être utilisé qu’avec prudence. 

• Le plan STDOM2 est celui dont l’ EQMR  est la plus 
faible (26,16 %), ce qui est dû à une forte réduction de 
la variance de DOM1. Cependant, son BRA  (20,34 %) 
est plus grand que celui de tous les autres plans. 

• En ce qui concerne le biais et la variance, le com-
portement des plans équilibrés et coordonné sont plus 
ou moins les mêmes. Le plan BAL produit les valeurs 
de BRA  (18,33 %) et d’ EQMR  (31,61 %) les plus 
faibles. 
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Les résultats expérimentaux pour l’estimateur GREG 
modifié mènent aux commentaires qui suivent. 

• Tous les plans révèlent une amélioration importante des 
mesures de qualité. En général, le BRA  est remarqua-
blement réduit comparativement au même indicateur 
calculé sur l’estimateur synthétique. Seul le plan 
STDOM1 produit encore un BRA  élevé (7,40 %). 

• Dans le cas du plan STDOM2, la réduction du biais est 
plus que compensée par l’accroissement de la variabi-
lité, ce qui donne une EQMR  égale à 34,05 %. 

• Les plans équilibrés et coordonnés produisent tous de 
bons résultats, quoique les plans équilibrés soient un 
peu meilleurs, l’ EQMR  étant approximativement 
égale à 23 %.  
Enfin, dans la quatrième partie, nous notons que les 

estimateurs synthétique ou GREG modifié basés sur les 
44 variables auxiliaires produisent des résultats analogues à 
ceux de l’estimateur GREG modifié basé sur 10 variables 
auxiliaires. Les plans équilibrés sont les meilleurs, avec une 
légère préférence pour l’échantillonnage BALPOP. 
En général, les plans équilibrés semblent représenter une 

bonne stratégie en vue de contrôler le biais et la variance de 
l’ensemble global de petits domaines. 
La conclusion est que, dans les quatre parties du tableau, 

BALPOP est le plan qui donne généralement les meilleurs 
résultats globaux en ce qui concerne le biais et la précision. 
La stratégie basée sur le plan d’échantillonnage BALPOP 
conjugué à l’estimateur GREG modifié avec les dix 
variables auxiliaires (partie 3) est un choix prudent pour la 
valeur ajoutée ainsi que pour le coût de la main-d’œuvre. Le 
plan BAL donne aussi de bons résultats. En outre, le tableau 
indique que l’utilisation de l’estimateur synthétique de la 
partie 2 doit être envisagée avec prudence, car le biais peut 
être beaucoup plus important que prévu et que le carré du 
biais serait l’élément dominant de l’ EQMR  

 
7. Conclusion   

Le présent article illustre une stratégie d’échantillonnage 
efficace qui permet d’obtenir des tailles d’échantillon 
planifiées pour les domaines appartenant à différentes 
partitions de la population et de s’assurer que les erreurs 
d’échantillonnage des estimations de domaine soient infé-
rieures à des seuils donnés. La stratégie d’échantillonnage, 
qui englobe le cas multivarié multidomaine, est utile quand 
la taille globale d’échantillon est bornée. Dans ces condi-
tions, la solution standard, qui consiste à utiliser un échan-
tillon stratifié dont les strates sont données par le recoupe-
ment des variables qui définissent les diverses partitions, 
n’est pas applicable, puisque le nombre de strates est plus 
grand que la taille globale d’échantillon. 

La stratégie d’échantillonnage proposée est fondée sur 
l’utilisation d’une méthode d’échantillonnage équilibré et 
d’un estimateur de type GREG. Elle peut être étendue 
facilement à une stratégie comportant l’utilisation d’estima-
teurs de petit domaine directs et indirects. 
L’un des principaux avantages de la solution proposée est 

son application facile, puisqu’elle est exécutée par des 
algorithmes qui sont fondés sur des outils logiciels gratuits 
ou qui peuvent être utilisés avec des tableurs automatisés. 
Toutefois, d’autres aspects intéressants se dégagent. 
L’analyse empirique des données réelles sur les entre-

prises révèle de bonnes propriétés de la stratégie proposée, 
qui semble être robuste même lorsque l’on s’écarte des 
conditions idéales (autrement dit, les estimations semblent 
être de haute qualité, même si les probabilités d’inclusion de 
l’échantillon diffèrent des probabilités optimales). Ces ré-
sultats justifient des travaux supplémentaires afin d’établir 
de manière systématique les conditions sous lesquelles la 
méthode proposée donnera de bons résultats. 
En outre, la stratégie proposée semble bien convenir pour 

les grands ensembles de données, en ce qui concerne le 
temps de calcul et, par conséquent, elle paraît appropriée 
pour les enquêtes à grande échelle. 
Enfin, l’approche décrite représente une stratégie globale 

originale d’échantillonnage pour petits domaines qui tient 
compte simultanément du plan d’échantillonnage et de 
l’estimateur. L’article analyse en profondeur les questions 
liées au plan de sondage, mais d’autres travaux de recherche 
sont nécessaires pour étudier plus minutieusement les 
problèmes d’estimation. En particulier, les futurs travaux 
devraient être axés sur l’amélioration des estimateurs fondés 
sur un modèle ou assistés par un modèle due à la présence 
d’unités d’échantillonnage dans chaque domaine d’estima-
tion, ce qui permettra d’utiliser des modèles contenant des 
effets de petit domaine spécifiques et produira des esti-
mations plus précises des paramètres d’intérêt au niveau du 
petit domaine. Ces aspects semblent représenter un domaine 
d’étude prometteur. 
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Estimation pour petits domaines sous un modèle à effets aléatoires  
en deux parties avec application à l’estimation de la littératie  

dans les pays en voie de développement 
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Résumé 
Le présent article traite de situations où la valeur de la réponse cible est zéro ou une observation issue d’une loi continue. Un 
exemple type analysé dans l’article est l’évaluation des compétences en littératie, dont le résultat peut être zéro, ce qui 
représente l’analphabétisme, ou un score positif mesurant le niveau de littératie. Nous cherchons à déterminer comment 
obtenir des estimations valides de la réponse moyenne ou de la proportion de réponses positives pour des petits domaines 
pour lesquels nous ne disposons que de petits échantillons, voire aucun. Comme dans d’autres problèmes d’estimation pour 
petits domaines, la petite taille de l’échantillon pour au moins certains domaines échantillonnés et/ou l’existence de 
domaines non échantillonnés obligent  à utiliser des méthodes fondées sur un modèle. Toutefois, les méthodes disponibles 
ne conviennent pas pour ce genre de données, à cause de la distribution mixte des réponses caractérisée par un pic important 
à zéro juxtaposé à une distribution continue pour le reste des réponses. Par conséquent, nous élaborons un modèle à effets 
aléatoires en deux parties et montrons comment l’ajuster et évaluer la qualité de son ajustement, et comment calculer les 
estimations sur petits domaines d’intérêt et mesurer leur précision. Nous illustrons la méthode proposée au moyen de 
données simulées et de données provenant d’une enquête sur la littératie réalisée au Cambodge. 
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1. Introduction  
Nous examinons dans le présent article des situations où 

la valeur de la réponse cible est soit zéro, soit une 
observation issue d’une loi continue. Un exemple type 
analysé dans l’article est l’évaluation des compétences en 
littératie fondée sur un examen écrit dont le résultat peut être 
zéro, indiquant l’analphabétisme, ou un score positif 
compris dans une fourchette donnée mesurant le niveau de 
littératie. Un autre exemple est la consommation de drogues 
illicites (ou de certains aliments), où une valeur nulle 
signifie « aucune consommation », tandis qu’un résultat 
positif mesure la quantité consommée. Nous étudions le 
moyen d’obtenir des estimations valides de la réponse 
moyenne (niveau moyen de littératie dans notre exemple) 
ou de la proportion de réponses positives (proportion de 
personnes qui savent lire et écrire) dans des petits domaines 
pour lesquels nous ne disposons que de petits échantillons, 
voire aucun. Comme dans d’autres problèmes d’estimation 
pour petits domaines, la petite taille des échantillons dans 
les domaines échantillonnés et l’existence de domaines non 
échantillonnés obligent à appliquer des méthodes fondées 
sur un modèle. 

Nous proposons l’utilisation d’un modèle à effets 
aléatoires en deux parties et montrons comment l’ajuster et 
évaluer la qualité de son ajustement, et comment obtenir les 

estimations sur petits domaines d’intérêt et mesurer leur 
précision. La première partie du modèle spécifie la 
probabilité qu’un score soit nul et la deuxième, la 
distribution des scores positifs. Le modèle n’est pas nouveau 
et est utilisé dans d’autres applications (voir, par exemple, 
Olsen et Schafer 2001, et la discussion et les références 
figurant dans cet article), mais autant que nous sachions, 
cette forme de distribution mixte n’a pas été étudiée 
auparavant dans la littérature traitant de l’estimation pour 
petits domaines. Notons que, dans notre application, les 
scores nuls sont des zéros « structurels » (vrais). Un 
ensemble connexe d’études traitent du nombre excessif de 
valeurs nulles dans les données de comptage, lequel peut 
résulter d’une combinaison de surdispersion et de surrepré-
sentation réelle de zéros (true zero inflation). Les données 
présentant un excès de zéros (zero-inflated data) sont des 
données qui comportent une plus grande proportion de zéros 
que celle que l’on s’attendait à obtenir à partir de données de 
comptage (Poisson) pures. Voir, par exemple, Barry et 
Welsh (2002). 

La première partie de notre modèle est la fonction 
logistique, utilisée pour modéliser la probabilité d’un score 
positif. La deuxième partie est un modèle linéaire contenant 
des termes d’erreur normaux ajustés aux réponses non 
nulles. Les deux modèles contiennent des covariables au 
niveau de l’individu et du domaine, ainsi que des effets 
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aléatoires de domaine reflétant les variations non expliquées 
par les covariables. Le modèle tient compte des corrélations 
entre les effets aléatoires correspondants des deux parties et 
est ajusté par application de simulations Monte-Carlo par 
chaîne de Markov (MCMC). 

Nous avons ajusté le modèle en deux parties aux données 
recueillies dans le cadre de l’enquête nationale auprès des 
ménage sur la littératie réalisée au Cambodge en 1999, 
appelée « Évaluation des niveaux de littératie fonctionnels 
de la population adulte ». La figure 1 donne l’histogramme 
des scores de littératie observés pour cette enquête. Dans 
l’application décrite ici, nous produisons des estimations sur 
petits domaines pour les districts de résidence et les villages 
emboîtés, ce qui nécessite l’utilisation d’un modèle en deux 
parties à effets aléatoires à trois niveaux. Pour évaluer la 
qualité de l’ajustement du modèle, nous utilisons des 
statistiques descriptives simples et des données simulées à 
l’aide du modèle. L’utilisation de simulations nous permet 
aussi de comparer les résultats de l’ajustement du modèle en 
deux parties « complet » à ceux obtenus en ajustant les deux 
parties du modèle séparément, sans tenir compte des 
corrélations entre les effets aléatoires dans les deux parties. 
Nous les comparons également aux résultats obtenus en 
ignorant la nature particulière des données et en ajustant la 
partie linéaire de toutes les réponses, sans tenir compte de 
l’existence de nombreux scores nuls. 

Dans la suite, afin de faciliter l’exposé et la discussion, 
nous examinons les scores de littératie mesurés pour les 
individus résidant dans les villages emboîtés dans les 
districts, mais comme nous l’avons mentionné plus haut, le 
modèle que nous étudions ici peut être utilisé pour de 
nombreuses autres applications. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 1 Histogramme des scores de littératie dans 

l’enquête nationale sur la littératie au 
Cambodge, 1999 

 
 

2. Modèle et prédicteurs pour petits domaines  
2.1 Le modèle en deux parties  

Soit y  la réponse (score du test de littératie dans notre 
application) et R  les covariables et les effets aléatoires. 
Alors, 

( ) ( , 0) Pr ( 0 )

( , 0) Pr ( 0 )

( , 0) Pr ( 0 ).

E y R r E y R r y y R r

E y R r y y R r

E y R r y y R r

| = = | = = = | =

+ | = > > | =

= | = > > | =

 

(1)

 

Dans le cas du problème d’estimation pour petits 
domaines étudié ici, nous appliquons un modèle emboîté à 
trois niveaux avec les districts de résidence définissant le 
premier niveau, les villages, le deuxième niveau et les 
individus, le troisième niveau. Pour l’individu k  résidant 
dans le village j  du district ,i  avec les covariables et les 
effets aléatoires ,ijkR r=  nous avons par conséquent la 
relation 

( )

( , 0)Pr ( 0 ).

ijk ijk

ijk ijk ijk ijk ijk

E y R r

E y R r y y R r

| = =

| = > > | =
 

(2)
 

Nous allons maintenant modéliser les deux parties du 
deuxième membre de (2). Pour les individus dont la réponse 
est positive, nous émettons l’hypothèse du « modèle linéaire 
mixte », 

2 2 2

;

(0, ); (0, ); (0, ),

ijk ijk i ij ijk

i u ij v ijk

y x u v

u N v N N ε

′= β + + + ε

σ σ ε σ∼ ∼ ∼

 
(3)

 

où ijkx  représente les valeurs des covariables au niveau de 
l’individu et du domaine, iu  est un effet de district aléatoire 
et ijv  est un effet de village aléatoire emboîté. Nous 
émettons l’hypothèse d’indépendance mutuelle des effets 
aléatoires iu  et ,ijv  et des résidus ijkε  entre les districts et 
villages, ainsi qu’à l’intérieur des districts et des villages. 
Ces effets et résidus tiennent compte de la variation des 
scores individuels non expliquée par les covariables, et 
définissent les corrélations entre les scores des individus 
résidant dans un même village et les corrélations entre les 
scores des individus résidant dans un même district, mais 
dans des villages différents. 

2 2 2 2 2

2 2 2 2
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u u v
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i i

′ ′ ′

ε

ε

=
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 ′ ′σ σ + σ + σ = ≠
 ′≠

(4)
 

Pour les probabilités de réponses positives (la deuxième 
partie de l’équation (2)), nous émettons l’hypothèse du 
« modèle linéaire mixte généralisé », 

50 

 
 
 
 
 
 

40 

 
 
 
 
 

30 

 
 
 

20 

 
 

10 

 
 
 
 
 

0  

      2,5             17,5          32,5           47,5           62,5          77,5           92,5 

Score de littératie 

Pourcentage 



Techniques d’enquête, décembre 2008 263 
 

 
Statistique Canada, No 12-001-X au catalogue 

* *

* * *
* * *

* * *

* 2 * 2

exp( )
Pr ( 0 , , )

1 exp( )

(0, ); (0, ),

ijk i ij

ijk ijk ijk i ij

ijk i ij

i iju v

x u v
p y x u v

x u v

u N v N

′ γ + +
= > | =

′+ γ + +

σ σ∼ ∼

 

(5)

 

qui implique que *logit( ) log( /(1 ))ijk ijk ijk ijkp p p x′= − = γ +  
* *.i iju v+  Ici, de nouveau, *

iu  et *
ijv  représentent des effets 

aléatoires indépendants de district et de village non expli-
qués par les covariables * .ijkx  Notons que les covariables 

ijkx  dans l’équation (3) et les covariables *
ijkx  dans 

l’équation (5) peuvent différer (voir l’étude empirique à la 
section 4).  
Remarque 1. On pourrait soutenir que le modèle linéaire 
mixte (3) avec les hypothèses de normalité supplémentaires 
implique un modèle probit correspondant pour les 
probabilités .ijkp  Toutefois, cela n’est pas le cas, car nous 
supposons uniquement que le modèle (3) s’applique aux 
scores positifs. Il s’ensuit que les paramètres des deux 
modèles peuvent être considérés comme distincts au sens de 
Rubin (1976). 

Nous tenons compte des corrélations non nulles entre les 
effets aléatoires de district dans les deux parties, et faisons 
de même pour les effets aléatoires de village. Cette 
hypothèse est raisonnable, puisque, pour des valeurs 
données des covariables, on peut s’attendre à ce qu’un 
individu résidant dans un domaine caractérisé par des scores 
de littératie élevés ait une plus forte probabilité d’obtenir un 
score positif qu’un individu résidant dans un domaine où les 
scores sont faibles. La grandeur de ces corrélations et 
l’importance de leur prise en compte dans l’ajustement du 
modèle dépendent du pouvoir prédictif des covariables 
disponibles pour les deux parties du modèle, ou bien, des 
variances des effets aléatoires (les variances sont d’autant 
plus faibles que le pouvoir prédictif des covariables est 
élevé). Nous modélisons les corrélations en supposant que 

* *
* 2 * 2( , ); ( , ).i i u i ij ij v iju u v v

u u N K u v v N K v
| |

| σ | σ∼ ∼  (6) 

La figure 2 fournit des preuves à l’appui de cette propo-
sition obtenues à l’aide des données d’échantillon pour le 
centre du Cambodge qui sont utilisées dans l’étude empi-
rique décrite à la section 4. (Les corrélations empiriques 
entre les variables mesurées sur les deux axes sont égales à 
0,25 pour les villages et 0,38 pour les districts.)   
2.2 Paramètres d’intérêt et prédicteurs  

Pour le village ( , )i j  de taille ,ijN  les paramètres 
d’intérêt du petit domaine sont la moyenne réelle des scores 
de littératie, ijY = 1 / ,ijN

k ijk ijy N=∑  et la proportion de scores 
positifs ijP = 1I ( 0) / ,ijN

k ijk ijy N=∑ >  où I ( 0) 1ijky > =  si 

0,ijky >  et 0 autrement. Notons que les moyennes sont 
calculées sur l’ensemble des individus, y compris ceux dont 
le score est nul. 

Sous le modèle (2), la moyenne est prédite par 

ˆ ˆ ,
ij ij

ij ijk ijk ijk S k S
Y y y N

∈ ∉
=  + 
 ∑ ∑  (7) 

où ijS  définit l’échantillon provenant du village ( , ).i j  En 
vertu de (3) et (5), les scores manquants peuvent être prédits 
sous l’approche fréquentiste par 

* * *

* * *

ˆ ˆ ˆexp( ) ˆˆ ˆ ˆ[ ],
ˆ ˆ ˆ1 exp( )

ijk i ij

ijk ijk i ij

ijk i ij

x u v
y x u v

x u v

′ γ + +
′= × β + +

′+ γ + +
 (8) 

où * *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,i i i iju v u vβ γ  désignent les estimations d’échan-
tillon appropriées (voir la section suivante). Nous pourrions 
ajouter à la moyenne estimée, ˆ ˆ ˆ( ),ijk i ijx u v′ β + +  une estima-
tion ˆ ijkε  obtenue par tirage à partir de la loi 2ˆ(0, )N εσ  ou 
par sélection aléatoire d’un résidu estimé, ,ˆ i j k′ ′ ′ε = , ,( i j ky ′ ′ ′ −  

ˆ
i j kx ′ ′ ′′ β − ˆ ˆ )i i ju v′ ′ ′− , parmi les résidus estimés pour les indi-

vidus échantillonnés. L’ajout d’estimations ˆ ijkε  aux valeurs 
estimées de la moyenne reflète plus fidèlement la variabilité 
des réponses positives. Sous l’approche bayésienne, les 
scores manquants sont prédits par tirage aléatoire à partir de 
leur loi prédictive (voir la section suivante). 

En vertu de (5), la proportion ijP  est prédite sous l’ap-
proche fréquentiste par 

1ˆ ˆI ( 0) I ( 0) ,
ij ij

ij ijk ijkk S k S
ij

P y y
N ∈ ∉

 = > + > ∑ ∑  (9) 

où 
* * *

* * *

ˆ ˆ ˆexp( )
Î ( 0) .

ˆ ˆ ˆ1 exp( )
ijk i ij

ijk

ijk i ij

x u v
y

x u v

′ γ + +
> =

′+ γ + +
 

Une solution bayésienne consiste à prédire les indicateurs 
I ( 0)ijky >  par tirage aléatoire à partir de leur loi prédictive. 
Les moyennes et les proportions de district sont prédites 

de manière analogue, ce qui revient à calculer la moyenne 
pondérée des prédicteurs correspondants de village, avec les 
poids définis par les tailles relatives de village.  
Remarque 2. Le calcul du prédicteur défini par (7) et (8) 
requiert la connaissance des covariables *x , xijk ijk  pour 
chaque unité de la population. De même, le calcul du 
prédicteur (9) requiert la connaissance des covariables *xijk  
pour chaque unité de la population. Il en est généralement 
ainsi pour tous les modèles linéaires mixtes généralisés. 
L’information sur les covariables auxiliaires provient souvent 
de recensements ou d’autres dossiers administratifs. En 
l’absence de cette information, les covariables manquantes 
peuvent être imputées par tirage aléatoire à partir de leur loi 
paramétrique estimée ou de leur loi empirique. 
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Figure 2 Proportion de scores positifs en fonction de la moyenne des scores positifs pour 

les districts et pour les villages du centre du Cambodge. Enquête nationale sur la 
littératie, 1999 

 

3. Inférence  
L’utilisation des prédicteurs sur petits domaines définis 

par les équations (7) à (9) requiert l’estimation des para-
mètres fixes (hyperparamètres) 2 2 2( , , , )u v εβ σ σ σ  de la partie 
linéaire (équation 3) et des paramètres fixes ( , , ,u vK Kγ  

* *
2 2, )
u u v v| |

σ σ  de la partie logistique (équations 5 et 6), ainsi 
que la prédiction des effets aléatoires * *{( , ; , )}.i ij i iju v u v  Au 
cours des deux dernières décennies, des méthodes d’esti-
mation des effets fixes et aléatoires quand on ajuste des 
modèles linéaires mixtes, ou des modèles linéaires mixtes 
généralisés seulement, ont été élaborées sous le paradigme 
tant fréquentiste que bayésien. Ces méthodes permettent 
aussi de calculer des estimateurs de l’erreur quadratique 
moyenne (EQM) ou du risque bayésien des prédicteurs sur 
petits domaines qui tiennent compte de l’estimation des 
hyperparamètres pour corriger l’ordre. Voir le livre publié 
par Rao (2003) et l’article plus récent de Jiang et Lahiri 
(2005) pour une revue et une discussion approfondies. 
Néanmoins, l’étude du modèle en deux parties défini par les 
équations (2) à (6) n’a pas été décrite dans la littérature sur 
les petits domaines et nous allons maintenant examiner 
quelques possibilités d’ajustement de ce modèle.  
3.1 Inférence fondée sur la vraisemblance complète  

Définissons I 1(0)ijk =  si 0( 0)ijkY > =  et désignons 

ijkr = ( , , ),ijk i ijx u v * * * *( , , ).ijk ijk i ijr x u v=  Pour des vecteurs 
donnés *, ,ijk ijkr r  la vraisemblance du modèle en deux parties 
prend la forme 

I I (1 I )

, ,

( ) [ ( , 0)] (1 ) ,ijk ijk ijk

ijk ijk ijk ijk ijk

i j k s

L p f y r y p
−

∈

= | > −∏  (10) 

où ijs s= ∪  désigne l’échantillon provenant de tous les 
villages, ijkp  est définie par (5) et ( , 0)ijk ijk ijkf y r y| >       
est la densité normale de moyenne ( )ijk i ijx u v′ β + +        
et de variance 2

εσ  (équation 3). L’utilisation de cette vrai-
semblance pour l’inférence pose toutefois des problèmes, 

parce qu’en fait, les effets aléatoires {( , ;i iju v * *, )}i iju v  sont 
inobservables. Par conséquent, une possibilité consiste à 
intégrer la vraisemblance sur la distribution (normale) 
conjointe des effets aléatoires, telle qu’elle est définie par 
(3), (5) et (6), et à maximiser la vraisemblance intégrée par 
rapport aux (hyper) paramètres fixes 2 2 2( , , , )u v εβ σ σ σ  et 
( , ,uKγ * *

2 2, , ).v u u v v
K

| |
σ σ  Ayant estimé les paramètres fixes, 

nous pouvons prédire les effets aléatoires par leurs valeurs 
prévues sachant les données (en maintenant les estimations 
du maximum de vraisemblance fixes), ce qui requiert un 
autre ensemble d’intégrations. Olsen et Schafer (2001) con-
sidèrent un modèle en deux parties pour l’ajustement de 
données longitudinales et substituent à la vraisemblance 
intégrée une approximation de Laplace multivariée d’ordre 
élevé (Raudenbush, Yang et Yosef 2000). Pour calculer les 
prédicteurs bayésiens empiriques des effets aléatoires, ils 
utilisent l’échantillonnage d’importance (Tanner 1996), en 
donnant pour valeur aux paramètres fixes leurs estimations 
du maximum de vraisemblance. Toutefois, l’application de 
cette procédure comprend des calculs très compliqués et les 
estimateurs de l’erreur quadratique moyenne (EQM) des 
prédicteurs sur petits domaines obtenus de cette façon ne 
tiennent pas compte de la variation induite par l’estimation 
des paramètres fixes. En général, la contribution de l’esti-
mation des paramètres fixes à l’EQM totale ne peut pas être 
ignorée, à moins que les nombres de districts et de villages 
échantillonnés soient très grands. 

 
3.2 Ajustement séparé des parties du modèle  

L’idée ici est d’ajuster les deux parties du modèle sépa-
rément, puis de combiner les estimations pour calculer un 
prédicteur sur petits domaines défini par (7) et (8). Le pré-
dicteur donné par (9) s’obtient directement de l’ajustement 
de la deuxième partie uniquement. Comme nous l’avons 
mentionné plus haut, les études traitant de l’ajustement des 
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parties séparées du modèle sont nombreuses et des logiciels 
sont disponibles, particulièrement pour les modèles linéaires 
mixtes. Il importe de souligner à cet égard que, sous le 
présent modèle en deux parties, les prédicteurs (7) à (9) sont 
des fonctions non linéaires des données et que, même si les 
hyperparamètres sont connus, il n’existe aucune formule 
explicite pour l’EQM des prédictions. Estimer l’EQM sous 
l’approche fréquentiste avec un biais d’ordre faible requiert 
par conséquent l’élaboration de nouvelles approximations 
appropriées ou des méthodes de rééchantillonnage, qui, dans 
le cas du prédicteur ˆijY  défini par (7) et (8), tiennent compte 
des corrélations entre les données dans les deux parties. 
Vient encore compliquer la situation le fait qu’en ajustant 
les deux parties séparément, la façon d’estimer les 
coefficients ( , )u vK K  qui définissent les corrélations entre 
les effets aléatoires dans les deux parties (équation 6) n’est 
pas claire. Une méthode jackknife d’estimation de l’EQM 
des prédictions pour le prédicteur donné par (9) sous 
ajustement de modèles séparés a été élaborée par Jiang, 
Lahiri et Wan (2002). Les estimateurs bootstrap applicables 
à ce prédicteur, de nouveau sous ajustement de modèles 
séparés, sont étudiés dans Hall et Maiti (2006).  
3.3 Inférence bayésienne sous le modèle en deux 

parties  
L’utilisation de méthodes bayésiennes requiert la spéci-

fication des lois a priori pour les paramètres fixes qui sous-
tendent le modèle en deux parties (les coefficients , ,β γ  

,u vK K  et les variances * *
2 2 2 2 2, , , , ).u v u u v vε | |

σ σ σ σ σ  Cepen-
dant, avec l’aide de simulations Monte-Carlo par chaîne de 
Markov (MCMC), cette approche permet l’échantillonnage 
à partir de la loi a posteriori des paramètres fixes et des 
effets aléatoires, donc l’échantillonnage à partir de la loi 
prédictive des réponses inobservées. Par conséquent, l’utili-
sation de cette approche donne la loi a posteriori complète 
des paramètres de petit domaine d’intérêt, ce qui permet     
le calcul de mesures correctes de l’EQM (variance 
a posteriori) ou d’intervalles de confiance (crédibilité) qui 
tiennent compte de toutes les sources de variation. Comme 
nous l’avons exposé plus haut, l’estimation de l’EQM des 
prédictions sous les approches antérieures pose des 
problèmes, particulièrement en ce qui concerne le prédicteur 
ˆ
ijY  défini par (7) et (8). Un logiciel existe pour exécuter tous 

les calculs nécessaires, mais dans le cas de modèles 
complexes, ces calculs peuvent être intensifs et prendre 
beaucoup de temps. 

Dans l’étude empirique décrite dans le présent article, 
nous avons suivi une approche bayésienne en utilisant le 
logiciel WinBUGS (Spiegelhalter, Thomas et Best 2003). 
Ce logiciel a la réputation d’être « convivial » et, si nous 
nous en tenons à notre expérience passée, il fonctionne 
très bien. Il existe évidemment de nombreux autres 

logiciels pour l’exécution de simulations MCMC, tels 
que MLwiN (Rasbash, Browne, Goldstein, Yang, Plewis, 
Healy, Woodhouse, Draper, Langford et Lewis 2002) ou 
R (Development Core Team 2008). 

WinBUGS implémente l’algorithme MCMC avec 
l’échantillonneur de Gibbs (Gelfand et Smith 1990). Ce 
dernier échantillonne alternativement à partir de la loi 
conditionnelle de chacun des paramètres fixes et aléatoires 
(effets aléatoires), sachant les données et les autres para-
mètres. Il définit une chaîne markovienne, qui, sous 
certaines conditions de régularité, converge vers une réali-
sation de la loi a posteriori conjointe de tous les paramètres 
du modèle. Donc, à la fin du processus d’échantillonnage   
(à la convergence), l’algorithme produit une réalisation 
(unique) de chacun des paramètres fixes et aléatoires à partir 
de leur loi a posteriori conjointe, sachant les données. Les 
réalisations sont représentées ci-après par un tilde au-dessus 
des symboles. Les réalisations ijkyɶ  provenant de la loi 
a posteriori de ijky  sont obtenues par tirage aléatoire de 

1I =  (ou 0) avec les probabilités ijkpɶ  (ou 1 ) ;ijkp− ɶ ijkp =ɶ  
* * *exp( )ijk i ijx u v′ γ + + ×ɶ ɶ ɶ

* * * 1[1 exp( )] ,ijk i ijx u v −′+ γ + +ɶ ɶ ɶ  et en 
définissant 

( ) I .ijk ijk i ij ijk ijky x u v′= β + + + ε ×ɶ ɶɶɶ ɶ ɶ  (11) 

La substitution de ijkyɶ  à ˆijky  dans (7) et de Iijkɶ  à Îijk  dans 
(9) produit une valeur échantillonnée unique de la moyenne 

ijY  et de la proportion ijP  à partir de leurs lois a posteriori 
respectives, pour chaque village ( , ).i j  La répétition 
indépendante du même processus un grand nombre de fois 
(en utilisant des chaînes parallèles, voir plus bas) donne une 
approximation empirique de la loi a posteriori de la 
moyenne et de la proportion. Les moyennes réelles de 
village sont alors prédites en calculant la moyenne des 
valeurs échantillonnées correspondantes dans toutes les 
chaînes et les proportions de village sont obtenues de la 
même façon. L’EQM (risque bayésien) est estimée en 
calculant la variance empirique des valeurs échantillonnées. 
Les intervalles de crédibilité (confiance) avec le taux de 
couverture de (1 )− α  sont définis par les quantiles de 
niveau / 2α  et (1 / 2)− α  de la loi a posteriori empirique. 
La même procédure est appliquée pour prédire les 
moyennes et les proportions de district, et pour calculer les 
variances et les intervalles de crédibilité de prédiction 
correspondants. 

En pratique, l’utilisation de chaînes parallèles pour 
produire des réalisations indépendantes à partir de lois 
a posteriori prend généralement trop de temps, auquel cas 
l’échantillon peut être généré à partir d’une seule longue 
chaîne ou de quelques chaînes, mais en sélectionnant 
seulement toutes les re valeurs échantillonnées (après la 
convergence), ce qui réduit autant que possible les 
corrélations entre les valeurs échantillonnées adjacentes. 
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4. Résultats empiriques  
4.1 Données et modèle  

Pour les illustrations empiriques, nous utilisons des 
données provenant de l’enquête de 1999 « Évaluation des 
niveaux de littératie fonctionnels de la population adulte » 
au Cambodge. Il s’agit d’une enquête auprès des ménages 
dans le cadre de laquelle 6 548 adultes ont été interviewés et 
ont subi un test de littératie comprenant 20 tâches en langue 
Khmer pour lequel les scores variaient de 0 à 100 (voir la 
figure 1 dans l’introduction). L’enquête a été réalisée selon 
un plan d’échantillonnage stratifié à plusieurs degrés dont 
les strates étaient définies par les 24 provinces formant le 
pays. Chaque province est divisée en districts et environ la 
moitié de ceux-ci ont été sélectionnés dans l’échantillon 
(soit, en tout, 96 des 184 districts du pays). Deux communes 
ont été échantillonnées dans chacun des districts sélection-
nés et, à part dans quelques cas, trois villages ont été 
sélectionnés dans chacune des communes échantillonnées. 
Enfin, des ménages ont été échantillonnés dans chaque 
village et un adulte a été sélectionné dans chaque ménage, 
en alternant en fonction de l’âge et du sexe. À chaque degré, 
la sélection a été faite selon un plan d’échantillonnage 
systématique. Le nombre de ménages sélectionnés par 
village était le même pour tous les villages appartenant à 
une même province. Les tailles totales des échantillons 
provinciaux ont été réparties proportionnellement aux tailles 
des populations provinciales. 

Les petits domaines d’intérêt sont les districts et les 
villages. Nous limitons la présente étude aux 50 districts 
ruraux échantillonnés dans les provinces du centre du pays, 
pour lesquels le même modèle devrait être vérifié. De ces 50 
districts, 5 avaient un échantillon de 20 adultes ou moins, et 
les 45 autres, un échantillon de 41 à 120 adultes. Dans 
l’ensemble de données réduit, le nombre de villages était 
286, avec 47 villages pour lesquels la taille de l’échantillon 
était de 9 adultes ou moins et 193 villages pour lesquels la 
taille de l’échantillon était de 10 à 19 adultes. Le nombre 
total d’adultes dans l’échantillon est n = 4 028. 

Le tableau 1 donne les résultats obtenus en ajustant le 
modèle en deux parties complet aux données d’échantillon, 
en utilisant la méthode bayésienne et le logiciel décrit à la 
section 3.3. Dans les deux modèles, les covariables 
(variables explicatives) ont été sélectionnées par application 
de certaines procédures standard de sélection d’un modèle. 
Toutes les covariables, excepté l’âge, le niveau d’études et 
la taille du ménage, sont des variables indicatrices, qui 
prennent la valeur 1 quand la définition de la variable est 
satisfaite. Nous avons utilisé des lois a priori normales avec 
des grandes variances pour les éléments des vecteurs de 
coefficients ,β γ  et des lois a priori uniformes avec 
intervalle grand (mais fini) pour les écarts-types qui 

sous-tendent les deux parties du modèle et les coefficients 

uK  et vK  dans l’équation 6. Par défaut, WinBUGS 
sélectionne automatiquement la méthode d’échantillonnage 
de la loi conditionnelle de chacun des paramètres fixes et 
aléatoires en appliquant l’échantillonneur de Gibbs. Notons 
que les lois conditionnelles n’ont pas de forme explicite 
sous le présent modèle complet. Le logiciel sélectionne une 
méthode d’acceptation/rejet pour la partie logistique et 
d’échantillonnage par tranches (slice sampling) (Neal 2000) 
pour la plupart des autres paramètres et effet aléatoires. 

Pour les simulations MCMC, nous avons produit une 
chaîne de longueur 50 000, avons écarté les 5 000 premières 
valeurs échantillonnées à titre d’« apprentissage », puis 
élagué la chaîne en prenant toutes les 150e valeurs 
d’échantillon. Nous avons constaté, au moyen de certaines 
techniques graphiques d’usage répandu, que le rejet des 
5 000 premières valeurs échantillonnées suffisait à garantir 
la convergence de la chaîne. Ces techniques comprennent la 
comparaison des histogrammes des lois a posteriori des 
divers paramètres basés sur différentes sous-séquences de la 
chaîne, l’inspection des traces de plusieurs chaînes simulées 
en parallèle, chacune avec une valeur de départ différente 
pour confirmer la stabilisation de la chaîne, et la repré-
sentation graphique des autocorrélations des valeurs échan-
tillonnées pour confirmer l’indépendance après un sous-
échantillonnage approprié. Voir Gamerman et Lopes (2006) 
pour une discussion plus approfondie et des exemples, y 
compris des tests de convergence plus formels. Soulignons 
aussi que les résultats des simulations de la section 4, 
obtenus en utilisant le modèle ajusté aux données réelles et 
en produisant une chaîne distincte de longueur 50 000 pour 
chaque simulation et en écartant les 5 000 premières valeurs 
à titre d’« apprentissage », sont très satisfaisants, ce qui 
constitue un autre indice de la convergence de la chaîne 
après les 5 000 premières valeurs. 

Les coefficients K et les variances estimées des effets 
aléatoires impliquent � *Corr ( , )i iu u = 0,45 ; � *Corr ( , )ij ijv v =  
0,21. Fait intéressant, les corrélations sont proches des 
corrélations empiriques obtenues en utilisant les moyennes 
brutes présentées à la fin de la section 2.1. 

Les principaux résultats qui se dégagent du tableau 1 se 
résument comme il suit. Les coefficients de toutes les 
variables explicatives sont fortement significatifs (sur la 
base d’un test t standard) et possèdent généralement le signe 
attendu. D’autres variables que nous avions envisagé d’in-
clure dans les deux modèles se sont avérées non signifi-
catives. Les variances des effets aléatoires sont hautement 
significatives dans les deux modèles, ce qui indique leur 
contribution à l’explication de la variation des scores ou des 
probabilités de score positif qui n’est pas expliquée par les 
covariables incluses dans les deux modèles. 

À titre de diagnostic supplémentaire pour le modèle 
logistique mixte, nous montrons à la figure 3 un diagramme 
de dispersion des proportions de scores positifs observées 
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(I 1)ijk =  en fonction de la moyenne des probabilités 
prédites de score positif sous le modèle, dans le groupe de 
50 individus définis par les valeurs ordonnées des proba-
bilités prédites. Les valeurs tracées se situent presque sur 
une droite, ce qui témoigne d’un bon ajustement. La figure 4 
donne un histogramme des résidus normalisés estimés de la 

partie linéaire mixte, ˆˆ ˆˆ / ET( ) (ijk ijk ijk ijk ijkz y x′= ε ε = − β−  
ˆˆ ˆ ) / ET ( ),i ij ijku v− ε  où ˆET ( )ijkε  est l’écart-type empirique 

des résidus estimés. Bien qu’il ne s’agisse pas d’une courbe 
en cloche « parfaite », l’histogramme ne révèle aucun écart 
important par rapport à la loi normale. 

 
 

Tableau 1 
Paramètres estimés et erreurs types (e.t.) pour l’ajustement du modèle en deux parties 
 

 Partie linéaire Partie logistique 

Variables explicatives Estimation E.T. Estimation E.T. 

 Constante 0β̂ = 6,90 4,00 0γ̂ = -6,48 0,58 

 Années d’études 1β̂ = 7,28 0,53 1γ̂ = 2,16 0,12 

 Années d’études2 2β̂ = -0,24 0,05 2γ̂ = -0,13 0,01 

 A participé à un programme d’alphabétisation   - - 3γ̂ = 2,44 0,27 

 Aidé par l’intervieweur   - - 4γ̂ = 2,00 0,17 

 Faible revenu 5β̂ = -2,61 0,88 5γ̂ = -0,35 0,14 

 Fonctionnaire/professionnel 6β̂ = 13,91 1,89 -               - 

 Sexe (1 pour féminin) 7β̂ = -1,60 0,81 7γ̂ = -0,59 0,14 

 Taille du ménage (adultes) 8β̂ = 0,94 0,29 -               - 

 Âge 9β̂ = 0,84 0,16 9γ̂ = 0,14 0,02 

 Âge2 10β̂ = -0,01 0,002 10γ̂ = -0,002 0,00 

Variances Estimation E.T. Estimation E.T. 

 Entre districts 2ˆ uσ = 66,31 16,72 *
2ˆ
u

σ = 1,28 0,34 

 Entre villages 2ˆ vσ = 66,58 10,45 *
2ˆ
v

σ = 0,86 0,19 

 Résidus 
2ˆ εσ = 322,0 10,12 -   - 

Coefficients K (équation 6)* Estimation E.T. 

 Effets aléatoires de district ˆ
uK = 0,06 0,02 

 Effets aléatoires de village ˆ
vK = 0,02 0,01 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 3 Probabilités observées et prédites de scores positifs 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 4 Histogramme des résidus standardisés pour la partie 

linéaire 
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En guise d’évaluation finale de la qualité de l’ajustement 
du modèle en deux parties, nous avons produit 200 nouveaux 
ensembles de données de taille n = 4 028 au moyen du 
modèle en deux parties estimé du tableau 1, en utilisant les 
mêmes covariables que pour l’échantillon original. Les scores 
de test ont été produits en générant les effets aléatoires et les 
résidus ( , , )i ij ijku v ε  avec les variances estimées 2 2 2ˆ ˆ ˆ( , , )u v εσ σ σ  
(équation 3), en générant les effets aléatoires * *( , )i iju v  en 
utilisant l’équation (6) avec les coefficients et les variances 
estimés * *

2 2
| |

ˆ ˆˆ ˆ( , , , )u vu u
K K

ν ν
σ σ  en tirant aléatoirement des 

valeurs 1 ou 0 avec les probabilités *Pr (I 1) exp(ijk ijkx′= = γ +  
* * * * * 1) [1 exp( )]i ij ijk i iju v x u v −′+ × + γ + +  (équation 5) et, dans le 

cas des valeurs 1, en produisant des scores non nuls ijky =  
ˆ

ijk i ij ijkx u v′ β + + + ε  (équation 3). Nous avons calculé la 
variance *ˆ

u u

2
|

σ  sous la forme *
2ˆ
u u|

σ = *
2 2 2ˆˆ ˆ( ),u uu

Kσ − σ  et avons 
calculé *

2ˆ
v v|

σ  de la même façon (équation 6). Puis, pour 
chaque ensemble de données, nous avons calculé les 
moyennes et les proportions des scores pour chaque village et 
district, et nous les avons utilisées pour calculer les intervalles 
de confiance empiriques basés sur les 200 moyennes et 
proportions. Le tableau 2 donne les proportions de fois que 
les intervalles de confiance (IC) empiriques contiennent les 
valeurs correspondantes observées dans l’échantillon de 
l’enquête cambodgienne. 

Les résultats du tableau 2 révèlent des taux de couverture 
très proches des valeurs nominales pour les villages, mais 
une sous-couverture allant jusqu’à 10 % pour les districts, ce 
qui tient probablement au fait que les derniers taux ne sont 
basés que sur 50 districts seulement. 

 
4.2 Étude par simulation  

L’expérience de simulation a pour but d’étudier l’efficacité 
du modèle en deux parties afin de produire des prédicteurs sur 
petits domaines et les mesures connexes des erreurs de 
prédiction. Elle permet également de comparer les résultats 
obtenus sous ce modèle à ceux obtenus lorsque les deux 
parties du modèle sont ajustées séparément, en ne tenant pas 
compte des corrélations entre les effets aléatoires correspon-
dants dans les deux parties, ainsi qu’aux résultats obtenus 
lorsqu’on ajuste un modèle linéaire mixte à toutes les 
réponses, en ne tenant pas compte de l’accumulation de 
scores nuls. À cette fin, nous avons produit 300 nouvelles 
populations de N = 4 028 scores et 300 nouveaux échan-
tillons de taille n = 1 026, de la même façon que les 
ensembles de données utilisés pour recalculer les intervalles 
de confiance présentés au tableau 2, mais au moyen d’un 
modèle contenant un moins grand nombre de variables 

explicatives que celui présenté au tableau 1. Dans la partie 
logistique, nous avons inclus quatre variables explicatives, à 
savoir le « nombre d’années d’études », la « participation à un 
programme d’alphabétisation », l’« obtention d’aide de 
l’intervieweur » et le fait d’avoir un « faible revenu ». Dans la 
partie linéaire, nous avons inclus cinq variables explicatives, à 
savoir le « nombre d’années d’études, le « sexe », la « taille 
du ménage », l’« âge » et l’« âge2 ». Afin de fixer les valeurs 
des paramètres, nous avons ajusté séparément la partie 
linéaire et la partie logistique contenant les plus petits 
nombres de variables explicatives aux données d’échantillon 
originales. Nous avons fixé les corrélations entre les effets 
aléatoires des parties logistique et linéaire à 0,5 au niveau du 
district ainsi que du village. 

Nous avons considéré les moyennes (proportions) de 
district et de village dans les populations simulées comme 
étant les moyennes (proportions) réelles de district et de 
village, ce qui nous permet d’évaluer la performance de 
divers prédicteurs. Comme nous l’avons souligné dans la 
remarque 2 à la section 2.2, la prédiction des moyennes et 
des proportions de petit domaine sous le modèle en deux 
parties requiert la connaissance des covariables pour toutes 
les unités de la population. Cette exigence est satisfaite dans 
l’étude par simulation, puisque les variables explicatives de 
l’échantillon original de 4 028 individus sont utilisées dans 
les populations simulées. Afin de spécifier les valeurs 
échantillonnées pour les variables explicatives, nous avons 
échantillonné 1 026 individus et utilisé les variables explica-
tives échantillonnées pour chacun des 300 échantillons. La 
moitié des individus dans la moitié des 286 villages ont été 
inclus dans l’échantillon, à l’exception des villages pour 
lesquels l’ensemble de données original comptait moins de 
cinq adultes, auquel cas tous les individus ont été échan-
tillonnés. Nous avons appliqué ce critère de taille minimale 
afin d’éviter des problèmes de calcul durant l’exécution des 
simulations (voir la section 4.3). L’échantillon contenait des 
individus provenant de chacun des 50 districts ruraux, parmi 
lesquels 1 district avait une taille d’échantillon de 4, 
4 districts avaient une taille d’échantillon de 9, 17 districts 
avaient une taille d’échantillon de 15 dn≤ ≤ 20, et les 
28 autres avaient une taille d’échantillon de 21 dn≤ ≤ 30. 
Comme nous l’avons mentionné plus haut, l’échantillon 
contenait les individus provenant de la moitié des 286 
villages, dans laquelle 29 villages avaient une taille 
d’échantillon 2 vn≤ ≤ 5, 109 avaient une taille d’échantillon 
6 vn≤ ≤ 10, et 5 avaient une taille d’échantillon 
11 vn≤ ≤ 19.
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Tableau 2 
Proportions de fois que les intervalles de confiance empiriques contiennent les 
moyennes et les proportions observées dans l’échantillon 
 

     IC à 90 % empirique   IC à 95 % empirique 
Petites domaines Districts Villages Districts Villages 
Nombre de petits domaines 50 286 50 286 
% de couverture des proportions 80 % 88 % 88 % 95 % 
% de couverture des moyennes 88 % 89 % 90 % 94 % 

 
 
Les résultats de l’étude par simulation sont présentés aux 

tableaux 3 et 4 et aux figures 5 et 6. Le tableau 3 donne les 
estimations moyennes des coefficients du modèle et la 
racine carrée de l’erreur quadratique moyenne (REQM) sur 
les 300 simulations obtenues en ajustant les trois modèles 
aux données d’échantillon, soit A- le modèle en deux parties 
complet qui tient compte des corrélations entre les effets 
aléatoires de district et de village dans les deux parties du 
modèle, B- le modèle en deux parties ne tenant pas compte 
des corrélations entre les effets aléatoires de district et de 
village dans les deux parties, c’est-à-dire en ajustant 
séparément les deux parties, et C- le modèle linéaire mixte 
défini par (3), mais ajusté à toutes les réponses, y compris 
les scores nuls. Ce modèle ne tient pas compte de l’accu-
mulation des scores nuls, mais afin de le rendre plus 
comparable au modèle en deux parties, nous y avons inclus 
toutes les variables explicatives comprises dans la partie 
logistique ou la partie linéaire du modèle en deux parties. 
Pratiquement, le modèle linéaire mixte ne peut être utilisé 
que pour prédire les moyennes de district et de village. Pour 
des raisons de comparabilité, nous avons ajusté les trois 
modèles en utilisant le logiciel WinBUGS (donc en 
adoptant le paradigme bayésien), mais il est important de 
mentionner que l’ajustement des modèles B et C en utilisant 
le logiciel MLwiN (Rasbash et coll. 2002), qui est beaucoup 
plus rapide, donne des résultats fort semblables. 

Le tableau 3 ne révèle que des différences mineures entre 
les estimations moyennes et les REQM obtenues en ajustant 
le modèle complet ou en ajustant les deux parties séparément. 
Dans le cas de la partie linéaire, les estimations de la 
moyenne sont très proches des coefficients réels correspon-
dants, ce qui indique qu’il n’y a pas de biais. Pour la partie 
logistique, les estimations de la moyenne sont de nouveau 
proches des coefficients réels, quoique les biais estimés soient 
statistiquement significatifs si l’on se sert de la statistique t 
classique. Le fait que les REQM sont semblables lorsqu’on 
ajuste le modèle complet ou les deux parties du modèle 
séparément donne à penser que, sous les conditions de 
simulation décrites ici, tenir compte des corrélations entre les 
effets aléatoires dans les deux parties n’améliore pas 
l’estimation des coefficients de régression du modèle. Par 
contre, les résultats du tableau 4 révèlent des biais et des 
REQM beaucoup plus petits quand on estime les variances du 

modèle logistique en ajustant le modèle complet, quoique 
l’estimation de la variance « entre villages » demeure 
fortement biaisée. L’estimation des corrélations entre les 
effets aléatoires des deux parties du modèle est satisfaisante. 
Enfin, comme l’indiquent les deux tableaux, l’ajustement du 
modèle linéaire mixte, en ne tenant pas compte de l’accu-
mulation des valeurs zéro produit généralement des estima-
teurs fortement biaisés et, par conséquent, de plus grandes 
REQM, ce qui n’est évidemment pas étonnant. 

La figure 5 montre le biais et la REQM pour la prédiction 
des moyennes et des proportions réelles de district et de 
village sous les trois modèles. Soit ˆ r

aU  n’importe lequel des 
prédicteurs sous les trois modèles (moyennes ou pro-
portions) pour un domaine donné a  tel qu’il est obtenu dans 
la simulation r et désignons par r

aU  la valeur prédite réelle 
correspondante. Nous calculons le biais et la REQM comme 
il suit : 

300

1

1/ 2300 2

1

ˆBiais ( ) / 300 ;

ˆREQM ( ) / 300 .

r r

a a ar

r r

a a ar

U U

U U

=

=

= −

 = − 

∑

∑
 
(12)

 

Les chiffres se rapportant aux villages sont basés sur les 273 
villages (parmi les 286) dans lesquels a eu lieu l’échantil-
lonnage. (Comme nous l’avons mentionné plus haut, dans 
les villages pour lesquels l’ensemble de données original 
contenait moins de cinq adultes, tous les individus sont 
inclus dans l’échantillon.) 

La conclusion évidente qui se dégage des figures 5a, 5c, 
5e et 5g est que l’utilisation du modèle linéaire mixte 
seulement pour prédire les moyennes de district et de village 
produit des prédicteurs biaisés dans les domaines 
échantillonnés ainsi que non échantillonnés, donc de 
grandes REQM. Notons, cependant, que les REQM des 
prédicteurs produits sous le modèle linéaire pour les villages 
sans échantillon sont semblables à celles obtenues sous le 
modèle en deux parties. Ce résultat est probablement dû au 
fait que le modèle linéaire mixte est beaucoup plus simple et 
dépend d’un moins grand nombre de paramètres que le 
modèle en deux parties, ce qui se traduit, pour les villages 
pour lesquels il n’existe pas d’échantillon, par des variances 
de prédiction plus faibles que celles des prédicteurs basés 
sur le modèle en deux parties. Les figures (5a) à (5d) 
montrent que les prédicteurs produits sous le modèle en 
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deux parties, que celles-ci soient ajustées conjointement ou 
séparément, sont fondamentalement sans biais, malgré le 
biais dans l’estimation de certains paramètres de la partie 
logistique observé dans les tableaux 3 et 4. Les figures (5e) 
à (5h) ne présentent aucune différence appréciable entre les 
REQM obtenues en utilisant le modèle complet ou en 
ajustant les deux parties séparément, ce que nous avions 
constaté également dans les tableaux 3 et 4. 

La figure 6 donne le pourcentage de fois que les 
intervalles de crédibilité à 95 % produits sous les trois 
modèles couvrent les vraies moyennes et proportions de 
district ou de village. Voir la section 3.3 pour la construction 
des bornes des intervalles de crédibilité lorsqu’on utilise des 
simulations MCMC. La principale conclusion qui se dégage 
de la figure 6 est que, si l’on ignore l’accumulation de 
scores nuls et que l’on ajuste le modèle linéaire mixte 
seulement, on obtient, pour la plupart des domaines, des 
taux de couverture des vraies moyennes de domaines très 
différents du taux nominal de 95 %, ces taux étant 

particulièrement faibles pour les villages pour lesquels il 
existe un échantillon. L’ajustement du modèle complet 
produit des taux de couverture un peu meilleurs pour les 
moyennes de district que l’ajustement des deux parties du 
modèle séparément, mais les taux de couverture pour les 
proportions de district sont semblables sous les deux 
méthodes. Les intervalles de crédibilité pour les moyennes 
de village semblent différer peu quand on ajuste le modèle 
complet ou les deux parties séparément, mais il convient de 
souligner que l’utilisation du modèle complet produit de 
meilleurs taux de couverture dans 77 % des villages, tandis 
que l’ajustement des deux parties du modèle séparément ne 
produit de meilleurs taux de couverture que dans 15 % 
seulement des villages. Dans les autres villages, les deux 
méthodes aboutissent aux mêmes taux de couverture. Dans 
le cas des proportions au niveau du village, les deux 
méthodes produisent des intervalles de crédibilité 
semblables, sauf dans quelques cas où le modèle complet 
donne généralement de meilleurs résultats. 

 
Tableau 3 
Moyennes et REQM des estimateurs des coefficients du modèle sous les trois modèles 
 

  Moyenne par simulation REQM par simulation 
Coefficient Vraie valeur  Modèle 

complet 
Ajustement 

séparé 
Modèle 
linéaire 

Modèle 
complet 

Ajustement 
séparé 

Modèle 
linéaire 

Partie linéaire 

0β  9,38 8,83 9,73 1,90 6,95 6,95 9,21 

1β  4,97 4,97 4,87 12,59 0,32 0,33 7,63 

2β  -1,65 -1,61 -1,58 -3,24 2,05 2,05 2,27 

3β  1,02 1,05 1,05 1,75 0,57 0,57 0,86 

4β  0,94 0,97 0,96 1,51 0,27 0,26 0,60 

5β  -0,01 -0,01 -0,01 -0,02 0,00 0,00 0,01 
Partie logistique 

0γ  -4,09 -4,38 -4,38           - 0,58 0,59           - 

1γ  1,63 1,73 1,73           - 0,18 0,19           - 

2γ  1,98 2,13 2,13 2,55* 0,41 0,42 7,33* 

3γ  2,06 2,41 2,41 2,05* 0,65 0,65 2,64* 

4γ  -0,35 -0,34 -0,34 0,38* 0,30 0,30 1,37* 

*Estimations obtenues en incluant ces variables explicatives dans le modèle linéaire. 
 

Tableau 4 
Moyennes et REQM des estimateurs des variances et des corrélations du modèle sous les trois modèles  
 

  Moyenne par simulation REQM par simulation 
 Vraie valeur Modèle 

complet 
Ajustement 

séparé 
Modèle 
linéaire 

Modèle 
complet 

Ajustement 
séparé 

Modèle 
linéaire 

Variances – Partie linéaire 
District 60,40 62,23 60,66 103,46 24,52 24,87 46,52 
Village 65,44 70,37 70,36 111,97 24,84 25,75 49,74 
Résidu 336,00 338,31 338,61 696,82 23,76 24,04 361,64 

Variances – Partie logistique 
District 0,92 1,08 1,50 - 0,61 0,91 - 
Village 0,57 0,91 1,15 - 0,70 0,94 - 

Facteurs K 
District 0,071 0,075 - - 0,016 - - 
Village 0,054 0,055 - - 0,012 - - 

Corrélations entre les effets aléatoires des deux parties 
District 0,500 0,506 - - 0,151 - - 
Village 0,500 0,459 - - 0,148 - - 
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(5d) Biais, proportions par village 
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(5e) REQM, moyennes de district 
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Figure 5 BIAIS et REQM des prédicteurs des moyennes et des proportions par domaine 
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Figure 6  Taux de couverture des intervalles de crédibilité à 95 % pour les moyennes et les proportions par domaine 
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(6b) Proportions par district 
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4.3 Problèmes de calcul  
Comme nous l’avons déjà mentionné, l’ajustement du 

modèle complet en tenant compte des corrélations entre les 
effets aléatoires de district et de village dans les deux parties 
requiert des calculs intensifs et n’est pas toujours stable. En 
particulier, nous nous sommes heurtés à de sérieux pro-
blèmes de calcul lors de l’ajustement du modèle complet 
avec de très petits échantillons pour la plupart des villages. 
Par exemple, dans le cas d’un échantillon de 750 individus 
provenant de 264 villages, tel que, pour près de la moitié des 
villages, la taille d’échantillon était de 1 ou 2, les valeurs 
issues des lois a posteriori produites par l’échantillonneur de 
Gibbs se sont avérés fortement corrélées, même pour de très 
grands décalages  −  plus de 1 000 décalages pour les effets 
aléatoires de village et la corrélation entre les effets aléatoires 
de village dans les deux parties, et plus de 500 décalages 
encore après resserrement des lois a priori  −  si bien que 
d’extrêmement longues chaînes ont été nécessaires pour 
obtenir suffisamment de données pour l’inférence. Dans ces 
conditions, les calculs sont excessivement intensifs et la 
vérification de la convergence de certaines lois a posteriori 
est presque impossible. Par conséquent, nous avons 
sélectionné des échantillons de taille 1 026 dans notre étude 
par simulation, avec au moins deux individus provenant de 
chaque village. 

 
5. Résumé  

Le message le plus important qui se dégage de la 
présente étude est que, si l’on ignore l’accumulation de 
scores nuls et que l’on ajuste un modèle linéaire mixte à 
l’ensemble de données complet, les prédicteurs peuvent être 
fortement biaisés et les taux de couverture des intervalles de 
crédibilité risquent d’être incorrects. Manifestement, la 
grandeur du biais et la performance des intervalles de 
crédibilité dépendent, dans ce cas, du pourcentage de scores 
nuls. L’ajustement d’un modèle en deux parties à ce genre 
de données produit généralement des prédicteurs sans biais 
et des intervalles de crédibilité dont les taux de couverture 
sont acceptables. L’ajustement du modèle en deux parties 
complet, en tenant compte des corrélations entre les effets 
aléatoires des deux parties est la meilleure option, mais 
celle-ci n’améliore que légèrement les prédictions dans 
notre étude par simulation, malgré l’utilisation de 
coefficients de corrélation de 0,5 entre les effets aléatoires 
de district et de village dans les deux parties. 

Dans la présente étude, nous avons utilisé des simu-
lations MCMC pour ajuster les modèles et calculer les 
prédicteurs pour petits domaines et leur variance. Pour 
appliquer cette approche, il faut spécifier les lois a priori, ce 
qui peut affecter l’inférence, particulièrement si le nombre 

de domaines échantillonnés est faible, même en spécifiant 
des priors non informatifs. Voir Pfeffermann, Moura et 
Silva (2006) pour une discussion récente et des exemples. 
L’autre problème lié à l’utilisation de simulations MCMC 
est la très grande intensivité des calculs. En outre, l’utili-
sation de cette approche peut devenir instable s’il n’existe 
que quelques observations dans les domaines échantil-
lonnés. Une autre option consiste donc à ajuster le modèle 
en deux parties complet suivant l’approche fréquentiste. Les 
logiciels disponibles comprennent MLwiN (Goldstein 2003) 
et aML (Lillard et Panis 2003), mais leur utilisation ou celle 
d’autres logiciels requiert des modifications pour l’estima-
tion de la variance de prédiction en tenant compte des 
erreurs dans l’estimation des paramètres fixés du modèle. 
Des méthodes de rééchantillonnage, comme le bootstrap ou 
le jackknife, pourraient être envisagées pour cela, mais leur 
adaptation à ce modèle nécessite de nouveaux travaux de 
développement. 
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