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Abstract

The work presented in this report was realized in the applied research project (ARP) 15e004
and focuses on the navigation part. In navigation, an approach often used is to merge data
from an inertial navigation system (INS) and a global positioning system (GPS) receiver
using a Kalman filter. The purpose of this study is to analyze the computational load, ac-
curacy of estimates and robustness to a bias on measurement according to the model and
the Kalman filter selected. To do this, a train, moving along a two dimensional predeter-
mined path, is used. Using a train instead of a satellite launcher is intended to simplify the
analysis. Initially, the effect of grouping the states is studied. A short sampling period is
used, thereby neglecting the effect of eliminating delays inherent in the grouping of states.
Then, the states estimate is compared with the error states estimate. Finally, the extended
Kalman filter is compared with the unscented Kalman filter.

Résumeé

Le travail présenté dans ce rapport s’inscrit dans le projet de recherche appliquée (ARP)
15e004 et se concentre sur la partie navigation. En navigation, une approche souvent utili-
sée est de fusionner les données d’une centrale inertielle (INS) et les données d’un récep-
teur de systeme de positionnement mondial (GPS) a I’aide d’un filtre de Kalman. Le but
de la présente étude est d’analyser la charge de calcul, la précision des estimations et la
robustesse a un biais sur une mesure selon le modele et le filtre de Kalman choisis. Pour
ce faire, le déplacement, en deux dimensions, d’un train sur une trajectoire prédéterminée
est utilisé. L’utilisation d’un train plutdt qu’un lanceur de satellite a pour but de simplifier
I’analyse. Dans un premier temps, I’effet du regroupement des états est étudié. Une période
d’échantillonnage courte est utilisée, ce qui permet de négliger 1’effet de 1’élimination des
retards inhérents au regroupement d’états. Ensuite, 1’estimation d’états est comparée a I’es-
timation d’erreur d’états. Finalement, le filtre de Kalman étendu est comparé au filtre de
Kalman non parfumé.
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Executive summary

Comparaison de différents filtres de Kalman et
modeles de systeme pour la navigation

Yanick Beaudoin, Eric Gagnon, André Desbiens, René Landry; DRDC Valcartier
TM 2011-184; Defence R&D Canada — Valcartier; April 2012.

Actually, Canada has a good expertise in satellite development. However, the satellites de-
veloped in Canada are all put in orbit by foreign launchers. This dependency, sustained by
Canada for several decades, has created a situation where the country is not always able to
put its satellites in orbit inside a timeframe which respects its requirements. The Canadian
Space Agency has recently ordered two feasibility studies aimed at the development of a
small Canadian launcher. The results of these studies have identified some risk technical
elements, including the availability of the guidance, navigation and control (GNC) systems
required, and the limited Canadian expertise in space launcher GNC.

The work presented in this report was realized in the applied research project (ARP)
15e004, which has for main objective to identify viable guidance, navigation and control
(GNC) concepts in support of the possible development of a Canadian small launcher to
put micro satellites in orbit. Also, the 15e004 project aims to develop a Canadian expertise
in space launcher GNC.

Navigation is a critical element on a launcher. It is important to know the position and
speed of the launcher at any time and with the best possible accuracy, to be able to cor-
rect its trajectory properly. In navigation, an approach often used to increase accuracy is to
merge data from an inertial navigation system (INS) and a global positioning system (GPS)
receiver using a Kalman filter. The purpose of this study is to analyze the computational
load, accuracy of estimates and robustness to a bias on measurement according to the model
and the Kalman filter selected. To do this, a train, moving along a two dimensional prede-
termined path, is used. Using a train instead of a satellite launcher is intended to simplify
the analysis. Initially, the effect of grouping the states is studied. To neglect the elimination
of delays inherent to the grouping of states, a short sampling period is used. Then, the es-
timate of states is compared with the estimated error states. Finally, the extended Kalman
filter is compared with the unscented Kalman filter.

The study on the effect of grouping states shows that it is advantageous to limit the number
of states of the model. Indeed, grouping states can reduce the computational load by about
30%, eliminate linear dependencies between states, simplify the setting of the covariance
matrix of states and, when the sampling period is long, eliminate significant delays. Re-
garding the comparison between the states estimation and error states estimation revealed
that the choice depends on the implementation context. Indeed, the burden of calculation
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is similar and the estimates are very similar. The choice is then made by considering the
type of equipment used. Finally, the comparison between the unscented Kalman filter and
extended Kalman filter has found that the last one reduces the computational load by about
70% while offering similar accuracy. Moreover, with the model and the trajectory chosen,
the extended Kalman filter is less sensitive to the adjustment of the states covariance matrix
of the filter.

Several other interesting aspects will be explored later in this study, assessing the robust-
ness during loss of GPS signals, using different sampling frequencies between the GPS and
the INS, effect of long sampling periods and adding states to the model to estimate the bias
on the measurements. Tests will also be performed on a 3D model with 6 degrees of free-
dom. This model includes more non-linearities that will perhaps highlight the advantages
of the unscented Kalman filter.
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Comparaison de différents filtres de Kalman et
modeles de systeme pour la navigation

Yanick Beaudoin, Eric Gagnon, André Desbiens, René Landry ; DRDC Valcartier
TM 2011-184 ; R & D pour la défense Canada — Valcartier; avril 2012.

Actuellement, le Canada a une bonne expertise dans le développement de satellites. Cepen-
dant, les satellites développés au Canada sont tous mis en orbite par des lanceurs étrangers.
Cette dépendance, entretenue depuis plusieurs décennies par le Canada, a créé une situation
ou le pays est n’est pas toujours capable de mettre ses satellites en orbite dans une fenétre
de temps qui respecte ses besoins. L’ Agence Spatiale Canadienne a récemment commandé
deux études de faisabilité visant le développement d’un petit lanceur canadien. Les résul-
tats de ces études ont identifié certains éléments techniques a risque dont la disponibilité
des systemes de guidage, navigation et contrdle (GNC) requis, et ’expertise limitée du
Canada en GNC de lanceurs spatiaux.

Le travail présenté dans ce rapport s’inscrit dans le projet de recherche appliquée (ARP)
15e004 qui a pour objectif principal d’identifier des concepts de guidage, navigation et
contrdle (GNC) viables en support au développement éventuel d’un petit lanceur canadien
pour la mise en orbite de micro satellites. Le projet 15e004 vise également a développer
une expertise canadienne en GNC de lanceurs spatiaux.

La navigation est un élément critique sur un lanceur. Il est primordial de connaitre la posi-
tion et la vitesse du lanceur en tout temps et avec la meilleur précision possible, pour étre
en mesure de corriger sa trajectoire adéquatement. En navigation, une approche souvent
utilisée pour augmenter la précision est de fusionner les données d’une centrale inertielle
(INS) et les données d’un récepteur de systeme de positionnement mondial (GPS) a I’aide
d’un filtre de Kalman. Le but de la présente étude est d’analyser la charge de calcul, la pré-
cision des estimations et la robustesse a un biais sur une mesure selon le modele et le filtre
de Kalman choisis. Pour ce faire, le déplacement, en deux dimensions, d’un train sur une
trajectoire prédéterminée est utilisé. L utilisation d’un train plutot qu’un lanceur de satellite
a pour but de simplifier I’analyse. Dans un premier temps, I’effet du regroupement des états
est étudié. Pour négliger 1’élimination des retards, inhérente au regroupement d’états, une
période d’échantillonnage courte est utilisée. Ensuite, I’estimation d’états est comparée a
I’estimation d’erreur d’états. Finalement, le filtre de Kalman étendu est comparé au filtre
de Kalman non parfumé.

L’étude sur I’effet du regroupement des états montre qu’il est avantageux de limiter le
nombre d’états du modele. En effet, regrouper les états permet de diminuer la charge de
calcul d’environ 30%, d’éliminer les dépendances linéaires entre les états, de simplifier le
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réglage de la matrice de covariance des états et, lorsque la période d’échantillonnage est
longue, d’éliminer des retards non négligeables. Pour sa part, la comparaison entre 1’esti-
mation d’états et I’estimation d’erreur d’états a permis de découvrir que le choix dépend
du contexte d’implémentation. En effet, la charge de calcul est semblable et les estimations
sont tres similaires. Le choix s’effectue alors en considérant le type d’équipements utilisés.
Finalement, la comparaison entre le filtre de Kalman non parfumé et le filtre de Kalman
étendu a permis de constater que ce dernier réduit la charge de calcul d’environ 70% tout
en offrant une précision équivalente. Par contre, avec le modele et la trajectoire choisis, le
filtre de Kalman étendu est moins sensible a I’ajustement de la matrice de covariance des
états du filtre.

Plusieurs autres aspects intéressants seront explorés dans la suite de cette étude, soit I’éva-
luation de la robustesse lors de la perte des signaux GPS, I"utilisation de fréquences d’échan-
tillonnages différentes entre le récepteur GPS et la centrale inertielle, I’effet de périodes
d’échantillonnages longues et 1’ajout d’états au modele pour estimer le biais sur les me-
sures. Des tests seront également effectués sur un modele 3D possédant 6 degrés de liberté.
Ce modele comportant plus de non-linéarités permettra peut-&tre de mettre en valeur les
avantages du filtre de Kalman non parfumé.
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1 Introduction

Actuellement, le Canada a une bonne expertise dans le développement de satellites. Cepen-
dant, les satellites développés au Canada sont tous mis en orbite par des lanceurs étrangers.
Cette dépendance, entretenue depuis plusieurs décennies par le Canada, a créé une situation
ou le pays est n’est pas toujours capable de mettre ses satellites en orbite dans une fenétre
de temps qui respecte ses besoins. L’ Agence Spatiale Canadienne a récemment commandé
deux études de faisabilité visant le développement d’un petit lanceur canadien. Les résul-
tats de ces études ont identifié certains éléments techniques a risque dont la disponibilité
des systemes de guidage, navigation et contrdle (GNC) requis, et ’expertise limitée du
Canada en GNC de lanceurs spatiaux.

Le travail présenté dans ce rapport s’inscrit dans le projet de recherche appliquée (ARP)
15e004 qui a pour objectif principal d’identifier des concepts de guidage, navigation et
contrdle (GNC) viables en support au développement éventuel d’un petit lanceur canadien
pour la mise en orbite de micro satellites. Le projet 15e004 vise également a développer
une expertise canadienne en GNC de lanceurs spatiaux.

La navigation est un élément critique sur un lanceur. Il est primordial de connaitre la posi-
tion et la vitesse du lanceur en tout temps et avec la meilleur précision possible, pour étre
en mesure de corriger sa trajectoire adéquatement. En navigation, une approche souvent
utilisée est de fusionner les données d’une centrale inertielle (INS) et les données d’un ré-
cepteur de systeme de positionnement mondial (GPS) a I’aide d’un filtre de Kalman. Le
but de la présente étude est d’analyser la charge de calcul, la précision des estimations et
la robustesse a un biais sur une mesure selon le modele et le filtre de Kalman choisi. Pour
ce faire, le déplacement, en deux dimensions, d’un train sur une trajectoire prédéterminée
est utilisé. L’utilisation d’un train plutdt qu’un lanceur de satellite a pour but de simplifier
I’analyse. La section 2 présente la méthodologie et les parametres de simulations. La sec-
tion 3 présente ’effet du regroupement des états. La section 4 présente la comparaison entre
I’estimation d’états et ’estimation d’erreur d’états. La section 5 présente la comparaison
entre le filtre de Kalman étendu et filtre de Kalman non parfumé.

DRDC Valcartier TM 2011-184 1



2 Methodologie

Pour simplifier I’analyse, cette étude utilise le déplacement d’un train sur une distance rela-
tivement courte plutot qu’un lanceur de satellites. Ce déplacement est supposé sur une sur-
face plane a une altitude nulle par rapport au niveau de la mer. Ces hypotheses permettent de
considérer un modele en deux dimensions. Les parametres estimés sont la vitesse du train
dans le référentiel Est-North-Up (ENU) et la position du train dans le référentiel Latitude-
Longitude-Height (LLH).

Les comparaisons réalisées portent spécifiquement sur trois aspects ; la charge de calcul, la
précision des estimations et la robustesse a un biais sur une mesure. Les deux premiers as-
pects sont étudiés a I’aide de données non biaisées (tableau 1) alors que le troisieme aspect
est étudié a 1’aide de données biaisées (tableau 2). Pour simplifier I’analyse, une opération
post-traitement convertit les données de position LLLH en données de position ENU (expri-
mées en metres). Dans le but d’étre indépendants de 1’ordinateur utilisé pour effectuer les
calculs, les temps de simulations sont donnés en temps relatif. Le temps référence utilisé est
celui de la simulation en estimation d’erreur d’états sur filtre de Kalman étendu présentée
a la section 5.

Pour évaluer la précision des estimations et la robustesse a un biais sur une mesure, les
données de position et de vitesse fournies par les observateurs de Kalman sont comparées
a la trajectoire de référence réelle. L erreur quadratique moyenne (EQM) et la variance de
I’erreur sont utilisées comme bases de comparaisons.

Pour cette étude, les échantillonnages de la centrale inertielle et du récepteur GPS sont
considérés comme synchronisés. De plus, la période d’échantillonnage doit €tre courte
pour permettre de négliger les retards liés a 1’utilisation de modeles discrets. Donc, la
période d’échantillonnage de la centrale inertielle et du récepteur GPS est fixée a 0,01s. De
plus, les lectures GPS sont considérées comme étant toujours disponibles. Finalement, pour
le calcul des matrices de covariances d’états, la période d’échantillonnage est considérée
suffisamment courte pour négliger la propagation du bruit dans le temps [1]. En ce qui
concerne 1’ajustement des parametres du filtre de Kalman, la variance du bruit d’états est
ajustée par incrément de puissance de 10 en fonction de minimiser I’EQM de la position et
de la vitesse lors des simulations avec le signal sans biais (voir section 2.2).

2.1 Trajectoire de référence

Les figures 1 et 2 présentent respectivement la trajectoire de référence et la vitesse de réfé-
rence du train. Cette trajectoire provient des données accompagnant le document de Lavoie
et Landry [2], celle-ci est quelconque et ne tient pas compte du terrain réel. Cette trajectoire
est congue pour ne pas passer par la discontinuité présente aux poles. Cette discontinuité
provient d’une division par 0 dans les équations d’états. Les simulations durent 600 se-
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condes et la période d’échantillonnage est de 0,01 seconde ce qui donne 60000 lectures
simulées.

0.7947 T T T T T T T T

0.7946 ]

0.7945 - b

0.7944 - b

latitude (rad)

0.7943 b

0.7942 - b

0.7941 - b

0.794 . . . . . . . .
-1.284 -1.2838-1.2836-1.2834-1.2832 -1.283 —-1.2828-1.2826-1.2824-1.2822

longitude (rad)

Figure 1: Trajectoire de référence

30 T T T T T
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20 b

151 1
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10t 1

0 100 200 300 400 500 600
temps (s)

Figure 2: Vitesse de référence

2.2 Bruits de capteurs

Les tableaux 1 et 2 présentent les perturbations ajoutées a chacun des signaux. Les bruits
ajoutés sont des bruits blancs a moyenne nulle auxquels le biais indiqué est ajouté. Les
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données sans biais sont générées a partir des données de trajectoire réelle accompagnant
le document de Lavoie et Landry [2] et les données avec biais proviennent des données
accompagnant ce méme document.

Tableau 1: Données sans biais

Signal Variance
o 12 . 72
GPS Position 1 x 107 rad
Vitesse 1 x 107" (m/s)?
A hos —2 2)2
INS Accélération | 5 x 107% (m/s?)
Angle 5 x 1073 rad?
Tableau 2: Données avec biais
Signal Variance Biais
. 12 . 72
GPS Position 1 x 107 rad 0 rad
Vitesse 1 x 107! (m/s)? 0m/s
N | Accélération | 5 x 1072 (m/s*)? | 5 x 1072 m/s?
Angle 5 x 1073 rad? 0 rad

DRDC Valcartier TM 2011-184



3 Effet du regroupement des états

Pour I’étude de I'effet du regroupement des états, 1’estimation d’états pour un filtre de
Kalman non parfumé est utilisée. Le premier modele considéré estime toutes les variables
intermédiaires utilisées dans le calcul de la position LLH a partir des lectures de la cen-
trale inertielle. Par la suite, les états sont regroupés graduellement jusqu’a I’obtention d’un
modele estimant seulement la position LLH et la vitesse ENU du train. Le regroupement
des états élimine des retards, créant ainsi des différences entre les modeles. Par contre, la
période d’échantillonnage considérée étant tres courte, 1’effet des retards éliminés est négli-
geable, ainsi les modeles sont considérés comme équivalents. Dans tous les cas, le vecteur
de mesures d’entrée du filtre de Kalman est le vecteur de sortie de la centrale inertielle :

Axc(k)

Aye(k) | = u(k) + wy (k) ()

(k)

ou A est I’accélération instantanée, les indices zc et yc sont respectivement les directions
suivant les axes X et Y du référentiel de la centrale inertielle, v/ est 1’ orientation du référen-
tiel de la centrale inertielle par rapport au nord dans le sens horaire et u est le vecteur de
données non bruitées de la centrale inertielle auxquelles est ajouté le bruit de mesure, w,,.

Le vecteur de mesures de sortie du filtre de Kalman y est le vecteur de sortie du récepteur
GPS :

Ve, (k)
Vi, (k)
¢;(k)
Aj (k)

ou x; est le vecteur d’états du modele j auquel est ajouté le bruit de mesure du récepteur
GPS, v. Le vecteur d’états est défini comme suit : V' représentent la vitesse instantanée, les
indices e et n représentent les directions est et nord et ¢; et \; représentent la latitude et la
longitude. Finalement, /; est la fonction d’observation du modele j.

y(k) = h; (z;(k)) + v(k) = +o(k) 2

Le modele d’états considéré est le suivant :

y(k) = h; (z;(k)) + v(k) 3)
xj(k+1) = f; (z;(k),u(k)) + w;(k) 4)
w;(k) = we; (k) + fi (0,wy(k)) )

ou f; est’équation d’évolution des états du modele j, w; est le bruit combiné sur les états
du modele j et wy; est le bruit sur les états du modele j.

3.1 Modéle 0

Le modele 0 est basé sur une approche ot I’équation de propagation d’états est tout simple-
ment constituée des équations de mouvement qui permettent de faire le calcul de la position
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LLH a partir des mesures de la centrale inertielle. Dans un premier temps, les mesures de
la centrale inertielle sont utilisées pour obtenir 1’accélération dans le référentiel ENU. La
rotation de I’accélération du référentiel de la centrale inertiel vers le référentiel ENU est
modélisée par les équations suivantes :

Ak + 1) = Ape(k) sin (k) + Ayo(k) cos ((k)) (©)
Ak +1) = Apo(k) cos (k) — Aye(k) sin (6(k)) )

Ensuite, I’accélération est intégrée pour obtenir la vitesse, ce qui est modélisé par les équa-
tions suivantes :

Ve(k +1) = Ac(k)T + Ve(k) (®)
Vi(k + 1) = Ay (k)T + V,, (k) 9)

ou 7' représente la période d’échantillonnage.

Pour le calcul de la variation de la latitude, le rayon de courbure méridien, M, et le rayon
de courbure normal, NV, de la Terre sont nécessaires [3]. Ceux-ci sont modélisés par les
équations suivantes :

a(l—e?)
(1 — e?sin® (¢(k)))
N(k+1) = - . (11)
(1 —e?sin® (¢(k)))>

ou a est le demi grand axe de la Terre et e est I’excentricité de la Terre

M(k+1) = (10)

3
2

A partir de la vitesse du train, du rayon de courbure méridien de la Terre et du rayon de
courbure normal de la Terre, on trouve la variation de latitude, ¢, et de longitude, A, ce qui
est modélisé par les équations suivantes [3] :

dk+1) = ]‘\/;Eg (12)
M+ = o () (9

Finalement, les variations de latitude et de longitude sont intégrées pour trouver la latitude,
¢, et la longitude, A, ce qui est modélisé par les équations suivantes :

Ok +1) = o(k)T + ¢ (k) (14)

Ak + 1) = A(k)T + (k) (15)
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Les équations (6) a (15) sont regroupées pour former 1’équation d’évolution d’états du
modele O :

Yo(k+1)
Ay (k+1)
Apo(k+1)
Veo (kK +1)
xo(k+1) = | Vag(k +1) | = fo (@o(k),u(k)) +wo(k)
My(k + 1)
No(k +1)
do(k+1)
Xo(k+1)
Po(k +1)
L Ao(k+1)
uy (k)
uz (k)
uz(k)
Ageo (k) sin (Yo(k)) + Aye, (k) cos (1o (k))
Agey (k) cos (Yo(k)) — Ayco (k) sin (vo(k))
Aey (k)T + Voo (k)
Ay (B)T + V,, (k)
= Lo + wo(k) (16)

Ve ()
No (k) cos (¢o(K))

q'ﬁo(k?)T + do(k)
Ao(k)T + Ao(k)

On remarque que 1’accélération instantanée dans le référentiel de la centrale inertielle ainsi
que l'orientation du référentiel de la centrale inertielle font partie de la représentation
d’états. Ceci permet d’avoir des estimations filtrées de ces valeurs lorsque le modele est
utilisé avec un filtre de Kalman.

Une analyse de la signification des variables de la représentation d’états laisse croire qu’il
existe plusieurs dépendances linéaires. En effet, la variation de longitude est proportion-
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nelle a la vitesse dans la direction est :

Xo o Vi, (17)

La variation de latitude est proportionnelle a la vitesse dans la direction nord :

bo X Vi (18)

Pour leur part, le rayon de courbure méridien et le rayon de courbure normal varient en
fonction de la latitude :

My o< ¢ (19)
Ny o< ¢ (20)

En considérant que ¢, M, et N, varient peu sur cette trajectoire, les dépendances linéaires
des relations (17) et (18) peuvent étre démontrées a partir de I’équation (16) :

- Veo (K)

Yok +1) = R0y cos (aui) = Voo @D
dnll + 1) = 220 o Vo () @2)

Pour vérifier les dépendances linéaires, la trajectoire de référence est simulée sur ce modele
en utilisant les données non bruitées de la centrale inertielle. Une analyse de la matrice de
corrélation des états (tableau 3) permet de confirmer ces dépendances linéaires, mises en
évidence par un fond gris, qui risquent de créer des problemes lors de 1’utilisation du filtre
de Kalman.
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Comme !’utilisation d’un filtre de Kalman avec un modele qui comporte des dépendances
linéaires peut impliquer I’inversion d’une matrice singuliere, 1’utilisation de ce modele est
risquée. Par exemple, dans I’équation :

K(k) = P~ (k)HT (k) [H(k)P~(k)H (k) + R(k)] " (23)

qui permet le calcul de la matrice de gains du filtre de Kalman, K [4]. Si la matrice de co-
variance de I’erreur d’estimation a priori, P, est singuliere, que la matrice d’observation,
H, est une matrice identité et que la matrice de bruit de mesures, R, est négligeable devant
le terme H (k)P~(k)H™ (k), I’équation (23) implique I’inversion d’une matrice singuliere.

De plus, le calcul des points sigmas du filtre de Kalman non parfumé implique le calcul de
la racine carrée de la matrice de covariance de I’erreur d’estimation. Or, la racine carrée
d’une matrice singuliere n’existe pas toujours.

Dans certains cas, le réglage de la matrice de covariance de bruit d’états, le réglage de la
matrice de covariance de bruit de mesures ou le réglage de ces deux matrices permet a un
modele qui comporte des dépendances linéaires de fonctionner. Cependant, dans ce cas, les
performances ne sont pas nécessairement optimales. Un test a permis de vérifier qu’il est
possible de faire fonctionner le filtre de Kalman avec ce modele. Toutefois, une matrice de
covariance de bruit d’états non représentative de la réalité a d étre utilisée. Le modele 0
n’est donc pas utilisé dans ce comparatif.

3.2 Modele 1

Dans ce modele, I’approche préconisée afin d’éliminer les dépendances linéaires est de
combiner des états. Le calcul de M (équation (10)) est inséré dans le calcul de qﬁ (équation
(12)) et le calcul de N (équation (11)) est inséré dans le calcul de A (équation (13)), ce
qui permet d’éliminer les dépendances linéaires exprimées par les relations (19) et (20).
Ensuite, le calcul de gb (équation (12)) est inséré dans le calcul de ¢ (équation (14)) et le
calcul de \ (équation (13)) est inséré dans le calcul de A (équation (15)) pour éliminer les
dépendances linéaires exprimées par les relations (17) et (18). Toutes ces modifications
éliminent plusieurs retards dans le calcul des états.

Ces modifications permettent d’obtenir le modele suivant, nommé modele 1 dans ce docu-
ment :
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[Ape, (k+1)]

Aye, (k+1)
Yy (k+1)
A (k+1)
(k1) = | Ay (k+1) | = fi (@2 (k) ulk)) + w3 (k)
Vo, (k+1)
Vi, (ki + 1)
¢k +1)
AM(k+1)
ur (k) |
uz (k)
us (k)
Aze, (k) sin (1(k)) + Aye, (k) cos (1 (k))
Aze, (k) cos (Y1 (k)) — Aye, (F) sin (41 (k)
= Ae, (k ) + wi (k) (24)

1
(1—€?sin? (¢1(k)))?
L ‘/;1 (k) acos(¢1(k))

Une analyse de la matrice de corrélation entre les états de ce modele (tableau 4) permet de
valider I’élimination des dépendances linéaires.

Tableau 4: Matrice de corrélation entre les états du modéle 1

Axi Ayz ¢ Ae An ‘A/e ‘A/n (ZAS ;\
Ay 1 -0,232 —-0,478 —0,000 0,194 0,347 0,162  —0,198 —0,578
Ay,i | —0,232 1 0,174  —0,000 —0,490 —0,110 —0,410 0,500 0,441
U | —0,478 0,174 1 —0,000 0219 —0680 —0,648 —0,367 0,511
A, | —=0,000 —0,000 —0,000 1 —0,278 —0,000 0,330 —0,118 —0,480
A, | 0,194 —0490 0219 —0278 1 —0,401 —0,000 —0,715 —0,100
V. | 0347 —0,110 —0,680 —0,000 —0,401 1 0,201 0,422  —0,385
V. | 0,162 —0,410 -0,648 0,330 —0,000 0,201 1 0,000 —0,565
6 | —0,198 0500 —0,367 —0,118 —0,715 0,422  —0,000 1 0,437
A | —0578 0441 0,511 —0,480 —0,100 —0,385 —0,565 0,437 1

3.3 Modeéle 2

Dans le modele 2, le vecteur de mesures d’entrée du filtre de Kalman u est utilisé directe-
ment dans les calculs de A, (équation (6)) et A,, (équation (7)). Cette simplification élimine
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les états représentant 1’accélération instantanée dans le référentiel de la centrale inertielle
ainsi que I’orientation du référentiel de la centrale inertielle. De plus, elle permet d’élimi-
ner un retard d’une période d’échantillonnage par rapport au modele 1. On obtient ainsi le
modele 2 suivant :

xa2(k+1) =

= Ja (w2(k),u(k)) + wa(k)

Vi ()

) 4 ua(k) cos (uz(k))]
)) — ua(k) sin (uz(k))
)T + Ve, (k)
Ay (R)T + V2, ()

1—e2sin (¢2(k))> T + ¢o(k)

(k
(Ug(k’
A€2(k

a(l—e?)

(1

1—e?sin? (¢ (k)))

RAGE

3.4 Modeéle 3

acosnm) L (k)

+ 'LUQ(/{?)

(25)

I1 est possible de simplifier le modele 2 en insérant les calculs de A, (équation (6)) et
A, (équation (7)) respectivement dans ceux de V. (équation (8)) et V,, (équation (9)). En
plus de simplifier le modele 2, cette modification élimine un autre retard d’une période
d’échantillonnage. On obtient ainsi le modele 3 suivant :

xs(k+1)

12

[V, (k+1)
Vg (k4 1)

¢3(k +1)
Nk 1)

= (1—e? sin? (@(k)))g

= [s (zs(k),u(k)) + ws(k)

[ (uy (k) sin (us(k)) + ug (k) cos (us(k))) T + Vs, (k)]
(u1(k) cos (uz(k)) — ua (k) sin (ug(k))) T + Vs, (k)

T+ ¢3(k)

o Vns(k> a(l—e?)
1
(1—62 sin? (¢3(k))) 2
‘/63 (k) aCOS(¢3(k))

T+ Xs(k)

+ws(k)  (26)
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3.5 Reésultats

Chaque modele est utilisé sur un observateur de type filtre de Kalman non parfumé pour
estimer la trajectoire de référence. Les tests sont effectués selon la méthodologie présentée
a la section 2.

Le tableau 5 montre une diminution de la charge de calcul lorsque le nombre d’états dimi-
nue. I était possible de prédire cette diminution de la charge de calcul. Par contre, la charge
de calcul ne diminue pas de facon linéaire avec le nombre d’états. En effet, les calculs liés
aux états éliminés n’ont pas disparu, mais sont plutdt intégrés dans les calculs d’autres
états.

Tableau 5: Temps relatif de calcul en fonction du regroupement des états

Temps relatif de simulation
Modele 1 5,1
Modele 2 4,2
Modéele 3 3,5

Les tableaux 6 et 7 montrent que tous les modeles donnent des résultats similaires. Les
différences observées sont attribuables a 1’ajustement de la matrice de covariance d’états.
Pour les données non biaisées, le modele 3 donne des estimations avec la variance de
I’erreur la plus faible. A I’opposé, pour des données biaisées, ce méme modele donne les
estimations dont la variance de I’erreur est la plus élevée, ce qui laisse croire que la matrice
de covariance du bruit d’états des modeles 1 et 2 est probablement légerement surestimée,
permettant de capturer le biais dans la variance.

Ces résultats montrent que, lorsque les états intermédiaires ne sont pas nécessaires, il est
avantageux de regrouper les calculs dans un nombre d’états restreint. En effet, regrouper
les états permet de réduire la charge de calcul et d’éliminer les dépendances linéaires. De
plus, le nombre réduit d’états simplifie le réglage de la matrice de covariance. Finalement,
regrouper les états permet d’éliminer des retards qui peuvent devenir non négligeables
lorsque la période d’échantillonnage est longue.
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4 Comparaison entre I’estimation d’états et
I’estimation d’erreur d’états

Dans la section précédente, les observateurs considérés sont basés sur des modeles qui
estiment directement les états du systeéme. Une autre approche possible est d’utiliser un
observateur basé€ sur un modele qui estime 1’erreur d’états. Cette forme du filtre de Kalman
fournit une estimation de I’erreur entre les états estimés et les états réels. Cette section ef-
fectue la comparaison entre I’estimation d’erreur d’état et I’estimation d’états. Pour cette
comparaison, le modele 3 (équation (26)) est comparé a son équivalent en estimation d’er-
reur d’états.

4.1 Présentation du modele

Dans I’estimation d’erreur d’état, le vecteur de mesures de sortie du filtre de Kalman est
la différence entre les mesures GPS et leurs équivalents calculés a partir des mesures de la
centrale inertielle. Pour obtenir ces dernieres, un modele de navigation a I’estime (dead re-
ckoning) doit étre utilisé. Le modele de navigation a I’estime permet également de calculer
la latitude qui est nécessaire au modele d’estimation d’erreur d’états.

Le modele d’états utilisé pour représenter le modele de navigation a I’estime est :
ydr(k) - hdr (wdr k ) (27)

(k)
Tar(k+1) = far (€ar (k) w(k)) + war (k) (28)
wd'r(k) - fdr (O,U)u(k’ (29)

~—

ou I’indice dr indique le modele du module de navigation a I’estime. la définition du vec-
teur ygq, est:
‘/edr (k)
Vi, (k)
r(k) = ar 30
Yar(h) = G () (0

>\dr<k)
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et la définition du vecteur x4, est :

Ve, (k4 1)
Zap(k+1) = ‘;’Zr(fj 11)>
| Adr(k’ + 1)
[ (ur(K) sin (ug(k)) + ua(k) cos (uz (k) T + Ve, (K) |
(u1 (k) cos (us(k)) — ua(k) sin (u3(k))) T + Vy,, (k)
= V., (k) (1-¢ S(;?f_(i;i;(k)))gT + dan (k) + wq, (k) (31)

Nl

—e2sin? -

Ve acos(Ba (B))

Edr

Le modele d’états utilisé pour I’estimation d’erreur d’états est :

0Y(k) = hee (02 (k)) 4 v(k) (32)
dx(k+1) = foo (62(k),0,04,(k)) + Wy, (k) (33)

ou I’indice ee indique le modele d’estimation d’erreur d’états, dy est la différences entre
les mesures GPS et leurs équivalents calculés a partir des mesures de la centrale inertielle
et dx est le vecteur d’erreur d’états. la définition du vecteur dy est :

oVe(k)
5V, (k)
6o (k)
SA(K)

dy(k) = + v(k) (34)

ou 0V est ’erreur sur la vitesse instantanée, d¢ est I’erreur sur la latitude et 0\ est I’erreur
sur la longitude. la définition du vecteur dx est :

[6V.(k+1)
Vu(k+1)
dp(k+1)

| OA(k+1)

ox(k+1)=

0Ve(k)
oV, (k)

= 5V (k) (1—€?sin? (¢dr(k)))%T+5¢(k) + Way () (35)

a(l—e?)

Nl

1—e2sin? (¢4, (k)))
acos($ar (F))

5V, (k)

T + SA(k)

16 DRDC Valcartier TM 2011-184



Considérant les similitudes entre le modele d’estimation d’erreur d’états (équation (35)) et
le modele 3 d’estimation d’états (équation (26)), le bruit d’états w,, est considéré identique
pour ces deux modeles.

Les figures 3 et 4 présentent la différence entre les deux types d’implémentations. Le mo-
dele d’estimation d’états est équivalent a combiner le modele de navigation a I’estime et le
modele d’estimation d’erreur d’états. Quelques manipulations mathématiques permettent
aussi de voir que les deux modeles sont équivalents :

x3(k+1) = xgr(k+1) + dx(k +1) (36)
$3(k + 1) - fdr (mdr<k)7u(k)) + wdr(k) + fee (dw(k)707¢dr(k)) + Wy (k) (37)

En développant f;, et f.. et en regroupant les termes, on trouve :

x3(k +1) = faor (Xar(k) + 6x(k),u(k)) + far (0,04, (k)) + Wy (k) (38)

En considérant ¢4 = ¢3, on retrouve I’équation du modele 3 :

333(]{7 + 1) - f3 ($3(k)’u(k)) + f3 (vau(k)) + Wy (k) (39)

Un développement similaire sur I’équation de sortie permet de retrouver 1’équation de sor-
tie du modele 3 :

y(k) = yar (k) + oy(k) (40)
y(k) = hay (Xgr (k) + hee (dx(k)) + v (k) (41)
y(k) = hs (z3(k)) + v(k) (42)
v(k:l—i—l)
u(k:)—l—wu(k‘) —> (I;/‘lfe):t?rlr?ation —y(k+1)
d'états
w, (k)

Figure 3: Représentation d’états

4.2 Reésultats

Les deux modeles sont utilisés sur un observateur de type filtre de Kalman non parfumé
pour estimer la trajectoire de référence. Les tests sont effectués selon la méthodologie pré-
sentée a la section 2.
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v(k+1)

]
Modéle de N Yar(k+1)
u(k)+w, (k) > navigation >+ HH—y(k+1)

a l'estime v

Gar(k) Eﬂ

Modeéle dy (k_|_1)

d'estimation
d'erreur d'états

wy (k)

Figure 4: Représentation d’erreur d’états

YYYY

Les tableaux 8 et 9 montrent que I’estimation d’états et 1’estimation d’erreur d’états per-
mettent d’obtenir sensiblement les mémes estimations d’états du systeme. Les différences
observées sont tout simplement causées par la précision numérique. De plus, le tableau
10 montre que les deux modeles ont une charge de calcul comparable, et ce, méme si le
modele de navigation a I’estime est simulé en parallele dans le cas de 1’estimation d’erreur
d’états. En ne considérant que les deux points précédents, il n’y a aucun avantage a utiliser
un modele plutdt que 1’autre.

Par contre, en ce qui concerne 1I’'implémentation, 1’estimation d’erreur d’états comporte
plusieurs avantages. Premierement, le filtre de Kalman n’utilise pas les mesures de la cen-
trale inertielle comme mesures d’entrée, mais seulement les mesures du récepteur GPS
comme mesures de sortie (figure 5). Puisque les deux modeles fonctionnent normalement
a une fréquence différente, ceci permet d’ajuster la fréquence d’échantillonnage du filtre
de Kalman a celle du GPS, I'implémentation en est simplifiée. De plus, certaines confi-
gurations utilisent un modele de navigation a I’estime de type “boite noire” dans laquelle
il est impossible de corriger les états. Pour ce type de configuration, I’estimation d’erreur
d’états peut tout simplement étre soustraite de la sortie du modele de navigation a I’estime.
Finalement, une partie des calculs est effectuée par le modele de navigation a 1’estime,
donc si ce modele est externe, la charge de calcul est séparée. A T’opposé, I’avantage de
I’estimation d’états est qu’elle élimine le besoin d’avoir un modele de navigation a I’estime
en utilisant directement les lectures de la centrale inertielle. En effet, dans ce modele les
lectures d’accélérometres et de gyroscopes sont fournies directement comme des lectures
d’entrée au filtre de Kalman (figure 6).
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Tableau 10: Temps relatif de calcul de I’estimation d’états et de I’estimation d’erreur

d’états
Temps relatif de simulation
Etats 3,5
Erreur d’états 3,4
Train
u(lk)+w, (k) [LNS_]| eps y(k+1)
Modéle de yar(k+1) - X
—> navigation , j—><>
> |a l'estime
oy (k+1)
%(k—l—l) ¢dr(k3) v+
Modele 09 (k+1) -~
d'estimation
d'erreur d'états
Gain de
correction

Figure 5: Observateur en représentation d’erreur d’états

Train
INS GPS
u(k)+w,(k) ” y(+1)
Modéle y(k+1) - 4
d'estimaton [— >
d'états
Gain de
C/I\Z(k—}—l) correlction

Figure 6: Observateur en représentation d’états
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5 Comparaison entre le filtre de Kalman
étendu et le filtre de Kalman non parfumeé

Il existe plusieurs formes du filtre de Kalman : filtre de Kalman standard, filtre de Kal-
man étendu, filtre de Kalman non parfumé, filtre de Kalman généralisé, etc. [4, 5, 6, 7, 8].
On s’intéresse ici a deux formes de celui-ci, le filtre de Kalman étendu et le filtre de Kal-
man non parfumé. Le filtre de Kalman non parfumé a été choisi, car il est réputé offrir
d’excellentes performances sur des modeles non linéaires. De son c6té, le filtre de Kalman
étendu a été choisi, car son utilisation est tres répandue, ce qui en fait également une bonne
référence.

5.1 Filtre de Kalman étendu

Le filtre de Kalman étendu est probablement le plus connu et utilisé pour des systemes
non linéaires. Sous cette forme, les matrices d’évolution des €états et d’observation sont
linéarisées a chacune des itérations. Ceci permet d’utiliser les équations du filtre de Kalman
standard, qui lui, est linéaire. Malgré le fait que la convergence de cette forme du filtre de
Kalman est tres difficile (voir impossible) a prouver, des essais en simulation ont montré
que dans la majorité des cas celui-ci converge [4]. Le développement mathématique du
filtre de Kalman étendu dépasse le cadre de ce document et peut étre trouvé dans d’autres
ouvrages [1, 4].

5.2 Filtre de Kalman non parfumé

Le filtre de Kalman non parfumé offre plusieurs avantages par rapport au filtre de Kal-
man étendu. Premierement, le filtre de Kalman non parfumé donne une précision de calcul
comparable a un filtre de Kalman étendu dans lequel une linéarisation par série de Taylor
du deuxieme ordre est utilisée. Donc, lorsque le processus est fortement non linéaire ou
pendant la phase d’initialisation du filtre, le filtre de Kalman non parfumé a théoriquement
une meilleure précision que le filtre de Kalman étendu. De plus, I’utilisation du filtre de
Kalman non parfumé ne nécessite pas le calcul de la matrice Jacobienne, ce qui est le cas
du filtre de Kalman étendu. Finalement, le filtre de Kalman non parfumé peut étre utilisé
sur des modeles ou les équations ne sont pas dérivables de fagons continues, ce qui n’est
pas le cas du filtre de Kalman étendu [4, 5, 6]. Le développement mathématique du filtre
de Kalman non parfumé dépasse le cadre de ce document et peut étre trouvé dans d’autres
ouvrages [4, 5, 6].
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5.3 Reésultats

Les deux filtres sont utilisés pour estimer la trajectoire de référence. Comme la section
précédente conclue que I’estimation d’erreur d’états requiert un temps de calcul 1égere-
ment inférieur a I’estimation d’états, celle-ci est donc utilisée pour la comparaison entre
les filtres. Les tests sont effectués selon la méthodologie présentée a la section 2.

Le tableau 11 montre que filtre de Kalman non parfumé utilise une charge de calcul nette-
ment supérieure au filtre de Kalman étendu. Le tableau 12 montre que sur les données sans
biais, les deux filtres donnent des résultats équivalents. Le tableau 13 montre que lorsque
les signaux comportent un biais, le filtre de Kalman étendu donne de meilleurs résultats. Il
ne faut cependant pas oublier que la matrice de covariance des états a été ajustée a I’aide
d’essais effectués avec les données sans biais. En modifiant la matrice de covariance des
états, il est possible d’améliorer les résultats du filtre de Kalman non parfumé sur les don-
nées avec biais. Par contre, cette modification dégrade les résultats obtenus avec les don-
nées sans biais. Donc, pour cette simulation, le filtre de Kalman étendu est moins sensible
a I’ajustement de la matrice de covariance des états que le filtre de Kalman non parfumé.
Aussi, le modele considéré évolue lentement dans le temps, ce qui le rend presque linéaire.
Sur un systeme linéaire, les deux types de filtres donnent des résultats presque identiques.
Un autre avantage du filtre de Kalman non parfumé est d’éliminer la nécessité de calculer
les matrices Jacobiennes du systeme. Par contre, dans le modele considéré, celle-ci est tres
simple a calculer. Ainsi, pour le cas considéré, les principaux avantages du filtre de Kalman
non parfumé, meilleure résistance aux fortes non-linéarités et I’élimination de la nécessité
de calculer la matrice Jacobienne ne sont pas présents.

Tableau 11: Temps relatif de calcul pour les deux filtres de Kalman

Temps relatif de simulation
Etendu 1,0
Non parfumé 3,4
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6 Conclusion et perspectives d’avenir

Le bon choix de modele et de type de filtre permet d’améliorer la précision des estimations
tout en diminuant la charge de calcul. L’étude sur I’effet du regroupement des états montre
qu’il est avantageux de limiter le nombre d’états du modele. En effet, regrouper les états
permet de diminuer la charge de calcul d’environ 30%, d’éliminer les dépendances linéaires
entre les états, de simplifier le réglage de la matrice de covariance des états et, lorsque
la période d’échantillonnage est longue, d’éliminer des retards non négligeables. Pour sa
part, la comparaison entre I’estimation d’états et ’estimation d’erreur d’états a permis de
découvrir que le choix dépend du contexte d’implémentation. En effet, la charge de calcul
est semblable et les estimations sont tres similaires. Le choix s’effectue alors en considérant
le type d’équipements utilisés. Finalement, la comparaison entre le filtre de Kalman non
parfumé et le filtre de Kalman étendu a permis de constater que ce dernier réduit la charge
de calcul d’environ 70%. De plus avec le modele et la trajectoire choisis, le filtre de Kalman
étendu est moins sensible a 1’ajustement de la matrice de covariance des états.

Plusieurs autres aspects intéressants seront explorés dans la suite de cette étude, soit I’éva-
luation de la robustesse lors de la perte des signaux GPS, I'utilisation de fréquences d’échan-
tillonnages différentes entre le récepteur GPS et la centrale inertielle, I’effet de périodes
d’échantillonnages longues et I’ajout d’états au modele pour estimer le biais sur les me-
sures. Des tests seront également effectués sur un modele 3D possédant 6 degrés de liberté.
Ce modele comportant plus de non-linéarités permettra peut-étre de mettre en valeur les
avantages du filtre de Kalman non parfumé.
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Notation

vy

ettres latines

accélération instantanée

demi grand axe de la Terre

excentricité de la Terre

matrice d’observation

matrice de covariance de bruit de mesures
matrice de gains du filtre de Kalman

rayon de courbure méridien de la Terre
rayon de courbure normal de la Terre
matrice de covariance de I’erreur d’estimation a priori
période d’échantillonnage

données non bruitées de la centrale inertielle
vitesse instantanée

bruit sur les mesures de sortie

bruit combiné sur les états

bruit sur les mesures d’entrée

bruit sur les états

vecteur d’états

mesures du récepteur GPS

e <eNTZENTTC S

g

<L
8

Lettres grecques

oA erreur sur la longitude

Y] erreur sur la latitude

0V  erreur sur la vitesse instantanée

dx  vecteur d’erreur d’états

dy  différences entre les mesures GPS et leurs équivalents calculés a partir des mesures

de la centrale inertielle

A variation de longitude

A longitude

[0) variation de latitude

10) latitude

Y orientation du référentiel de la centrale inertielle par rapport au nord dans le sens
horaire

Indices

e direction est

J identification du modele

n direction nord

Tc direction suivant I’axe X du référentiel de la centrale inertielle

yc direction suivant I’axe Y du référentiel de la centrale inertielle

Abréviations

ENU référentiel East-North-Up (est-nord-haut)

EQM Erreur Quadratique Moyenne

GPS Global Positionning System (systeme de positionnement mondial)
INS Inertial Navigation System (systeme de navigation inertiel)

LLH référentiel Latitude-Longitude-Height (latitude-longitude-altitude)
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