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Tests pour évaluer le biais de non-réponse dans les enquêtes 

Sharon L. Lohr, Minsun K. Riddles et David Morganstein1 

Résumé 

Comment savoir si les ajustements de la pondération réduisent ou non le biais de non-réponse ? Si une variable 
est mesurée pour toutes les unités de l’échantillon sélectionné, on peut calculer une estimation 
approximativement sans biais de la moyenne ou du total de population pour cette variable en se servant des poids 
de sondage. Une seconde estimation de la moyenne ou du total de population peut être obtenue en se basant 
uniquement sur les répondants à l’enquête et en utilisant des poids ajustés pour tenir compte de la non-réponse. 
Si les deux estimations ne concordent pas, il y a des raisons de penser que les ajustements des poids n’ont peut-
être pas éliminé le biais de non-réponse pour la variable en question. Dans le présent article, nous développons 
les propriétés théoriques des estimateurs de variance par linéarisation et par jackknife en vue d’évaluer le biais 
d’une estimation de la moyenne ou du total de population par comparaison des estimations obtenues pour des 
sous-ensembles chevauchants des mêmes données avec différents ensembles de poids, quand la poststratification 
ou la pondération par l’inverse de la propension à répondre servent à ajuster les poids pour tenir compte de la 
non-réponse. Nous donnons les conditions suffisantes sur la population, l’échantillon et le mécanisme de réponse 
pour que les estimateurs de variance soient convergents, et démontrons les propriétés de ces derniers pour un 
petit échantillon au moyen d’une étude par simulation. 

 
Mots-clés : Pondération par l’inverse de la propension à répondre; poststratification; estimation de la variance par 

rééchantillonnage; plan de collecte adaptatif. 

 
 

1  Introduction 
 

Les taux de non-réponse aux sondages probabilistes sont à la hausse partout dans le monde. L’Office of 

Management and Budget des États-Unis requiert une analyse du biais de non-réponse quand les taux de 

réponse sont faibles ou qu’il existe d’autres indices que le biais pourrait poser problème (United States 

Office of Management and Budget 2006). Groves (2006) a recommandé d’utiliser de multiples approches 

pour évaluer le biais de non-réponse possible sur des estimations d’enquêtes clés. 

Habituellement, l’évaluation du biais de non-réponse possible nécessite une source de données « de 

référence » externe ou de l’information riche dans la base de sondage. Les approches courantes pour évaluer 

le biais de non-réponse comprennent 1) la comparaison de variables de la base de sondage pour les 

répondants et les non-répondants, 2) la comparaison de variables de la base de sondage et de variables clés 

de l’enquête pour les répondants précoces et les répondants tardifs, et 3) la comparaison des estimations 

pour les répondants à l’enquête (en utilisant des poids corrigés de la non-réponse) à des estimations 

provenant d’une source de référence indépendante. Toutefois, les différences observées en 1) et 2) 

n’impliquent pas nécessairement qu’un biais de non-réponse persiste après l’ajustement des poids par des 

méthodes de calage ou de pondération par la propension à répondre. Si des ajustements des poids tels que 

ceux décrits dans Brick (2013) réussissent à corriger le biais de non-réponse, les estimations provenant de 

l’enquête en utilisant les poids corrigés de la non-réponse peuvent être approximativement sans biais même 

si les évaluations 1) et 2) révèlent des différences. 
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Dans le présent article, nous comparons une estimation calculée en utilisant les poids de base pour 

l’échantillon sélectionné à une estimation de la même quantité calculée en utilisant des poids corrigés de la 

non-réponse pour les répondants seulement. Un exemple pourrait être la comparaison de la proportion 

estimée de personnes vivant dans les secteurs de recensement dans lesquels plus de 50 % des logements 

sont occupés par le propriétaire à partir de 1) l’échantillon sélectionné, en utilisant les poids de base, 2) les 

répondants, en utilisant les poids de base, et 3) les répondants, en utilisant les poids corrigés de la 

non-réponse et/ou poststratifiés. Les trois estimations de la proportion s’appuient sur la même 

caractéristique, ,y  qui est supposée connue pour toutes les unités dans l’échantillon sélectionné. 

L’exigence que y  soit connue pour l’échantillon sélectionné restreint l’ensemble de variables utilisables 

pour tester le biais de non-réponse. Habituellement, bon nombre de variables clés d’intérêt sont disponibles 

pour les répondants seulement, et non pour l’entièreté de l’échantillon sélectionné. D’autres variables 

disponibles pour l’échantillon sélectionné entier pourraient servir à la poststratification ou à d’autres 

ajustements de la pondération pour la non-réponse. La poststratification force les estimations des totaux de 

population pour les variables de poststratification à égaler les chiffres de population provenant d’une source 

indépendante pour ces variables, de sorte qu’en principe celles-ci ne devraient pas présenter de biais de non-

réponse après que sont effectués les ajustements des poids. Les variables disponibles pour l’échantillon 

entier sélectionné mais non utilisées dans les ajustements de la pondération pour la non-réponse, ainsi que 

les variables corrélées aux variables étudiées clés, sont les meilleurs choix pour tester le biais de non-

réponse. Les variables de la base de sondage qui ne sont pas utilisées pour la poststratification (par exemple, 

une enquête par courriel auprès des étudiants des universités peut fournir des renseignements sur les résultats 

scolaires qui ne sont pas utilisés dans la pondération pour tenir compte de la non-réponse), les 

caractéristiques provenant d’un recensement (comme le pourcentage de pauvreté dans le quartier contenant 

l’adresse échantillonnée), ou l’information recueillie par l’intervieweur (comme des signes visibles de la 

rue de la présence d’enfants dans le ménage) en sont des exemples. 

Eltinge (2002) et Harris-Kojetin (2012) ont recommandé de comparer des estimations obtenues en 

utilisant différents ensembles de poids pour évaluer le biais de non-réponse et pour faire un choix parmi des 

ensembles concurrents de poids corrigés de la non-réponse. Ce genre de comparaisons est fréquent dans les 

analyses du biais de non-réponse : par exemple, Hamrick (2012) a comparé le groupe de répondants à 

l’échantillon complet dans le module sur l’alimentation et la santé de l’American Time Use Survey. 

Toutefois, à ce jour, aucun examen complet des propriétés statistiques qui sous-tendent ces comparaisons 

n’a été effectué. Dans le présent article, nous établissons les propriétés théoriques des estimateurs de 

variance et des tests de vérification d’hypothèse pour les différences entre des moyennes estimées qui sont 

calculées en utilisant la même variable de résultat, mais en se servant de poids et de sous-ensembles de 

données différents, et nous donnons les conditions qui assurent la convergence des estimateurs de variance. 

La poststratification ou la pondération par l’inverse de la propension à répondre sont des méthodes 

utilisées fréquemment pour corriger le biais dû à la non-réponse. Yung et Rao (2000) ont obtenu des 

estimateurs par linéarisation et par jackknife pour la variance d’une moyenne de population estimée en 
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recourant à la poststratification, avec et sans non-réponse. Ils ont considéré un mécanisme de réponse 

uniforme où la propension à répondre est la même dans chaque poststrate, et ont posé que l’indicateur de 

réponse était une caractéristique fixe de la population finie. Kim et Kim (2007) ont étudié les propriétés 

asymptotiques des ajustements de pondération par l’inverse de la propension à répondre, en supposant que 

les indicateurs de réponse des différentes unités étaient indépendants. Les travaux qui précèdent visaient à 

étudier la variance de la statistique d’intérêt poststratifiée ou pondérée par l’inverse de la propension à 

répondre. Le problème que nous examinons diffère de ces travaux car, souvent, le total de population estimé 

à partir de l’échantillon sélectionné est fortement corrélé à l’estimation calculée en utilisant les répondants 

uniquement, particulièrement quand le taux de réponse s’approche de un. Dans le présent article, les 

estimateurs de variance par linéarisation et par rééchantillonnage tiennent compte de cette forte corrélation 

entre les deux ensembles d’estimations et peuvent donc être utilisés pour tester l’hypothèse que la 

poststratification ou la pondération par l’inverse de la propension à répondre élimine le biais pour les 

variables étudiées. Nous étendons également les études antérieures en permettant que les indicateurs de 

réponse soient corrélés à l’intérieur des unités primaires d’échantillonnage, reflétant une éventuelle 

homogénéité intragrappe en ce qui concerne le fait de répondre à l’enquête. 

À la section 2, nous définissons le paramètre à tester dans les conditions de poststratification, établissons 

les estimateurs de variance par linéarisation et par jackknife, et donnons les conditions suffisantes pour que 

les estimateurs de variance soient convergents. Dans certaines circonstances, la variance linéarisée de la 

statistique de test peut être égale à zéro sous l’hypothèse nulle, auquel cas des termes de variance d’ordre 

plus élevé sont nécessaires. Les termes d’ordre plus élevé sont calculés pour le cas particulier d’un 

échantillonnage aléatoire simple dans le théorème 3. À la section 3, nous donnons les estimateurs de 

variance par linéarisation et par jackknife pour vérifier l’hypothèse que la pondération par l’inverse de la 

propension à répondre élimine le biais de non-réponse. À la section 4, nous présentons des études par 

simulation et à la section 5, nos conclusions et une discussion des travaux à venir. 

 
2  Poststratification 
 
2.1  Paramètre et variance par linéarisation 
 

Supposons que la population finie U  contient H  strates, avec hN  unités primaires d’échantillonnage 

(UPE) dans la strate ,h  hiM  unités dans l’UPE i  de la strate ,h  et = hihi
M M  unités au total. Soit hiky  

la variable d’intérêt pour l’unité k  dans l’UPE   .hi  Un échantillon probabiliste S  est tiré de la population, 

avec hn  UPE sélectionnées dans la strate h  et 
=1

= .
H

hh
n n  L’échantillon d’UPE provenant de la strate h  

est désigné par ,hS  et l’échantillon d’unités provenant de l’UPE  hi  est désigné par .hiS  Chaque unité 

possède un poids de sondage  = 1 unité ,hikw P hik S  et le poids de sondage au niveau de l’UPE est 

 = 1 UPE .hi hw P hi S  
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Deux cadres de référence sont utilisés fréquemment pour le mécanisme de non-réponse. Dans un cadre 

« en marche avant » à deux phases, l’échantillon est sélectionné à la phase 1 et le mécanisme de non-réponse 

représente une deuxième phase de sélection (Oh et Scheuren 1987; Särndal et Lundström 2005). Fay (1991) 

a proposé un cadre « en marche arrière » ou « cadre inversé » qui a été étudié plus en profondeur par Shao 

et Steel (1999) et Haziza, Thompson et Yung (2010). Dans ce cadre, le mécanisme de non-réponse est 

appliqué à la population finie pour commencer, puis l’échantillon est sélectionné. Le cadre inversé, que nous 

suivons dans le présent article, spécifie un mécanisme de non-réponse pour les unités non échantillonnées 

ainsi que les unités échantillonnées. Nous supposons que chaque unité de la population possède une valeur 

de l’indicateur de réponse .hikr  Soit  =hik hikR E r  sous le mécanisme de réponse dans la population finie, 

de sorte que hikR  est la valeur de la vraie propension à répondre de l’unité  hik  dans la population. 

Supposons que la caractéristique y  est connue pour toutes les unités dans l’échantillon sélectionné. Nous 

comparons le total de population estimé en utilisant chacune des unités dans l’échantillon au total estimé en 

utilisant les répondants pondérés par poststratification. Il existe C  poststrates, et la poststrate c  contient 

cM  unités de la population avec 
=1

= .
C

cc
M M  Les dénombrements de poststrate cM  peuvent être obtenus 

d’après les données de la base de sondage si les variables de poststratification sont connues pour chaque 

unité figurant dans la base. Souvent, cependant, les dénombrements de poststrate proviennent d’une source 

extérieure, telle qu’un recensement. Soit = 1chik  si l’unité  hik  se trouve dans la poststrate c  et 0 

autrement. Le taux de réponse de la population dans la poststrate c  est = .c hik chik chik U
p R M

  Yung 

et Rao (2000) ont supposé que le taux de réponse cp  était le même pour chaque poststrate. Dans de 

nombreuses applications, néanmoins, les poststrates sont formées de manière que les propensions à répondre 

soient homogènes à l’intérieur de chaque poststrate, mais que les poststrates proprement dites possèdent des 

propensions à répondre moyennes différentes. Par conséquent, nous permettons à cp  de différer d’une 

poststrate à l’autre. 

Si y  est connue pour tous les membres de l’échantillon sélectionné, l’estimateur du total de population 

en utilisant l’échantillon est donné par  

                                               ˆ = = ,SS hik hik hik hik hik
hik S hik U

Y w y Z w y
 
   (2.1) 

où hikw  est le poids de sondage de l’unité k  de l’UPE i  dans la strate h  et hikZ  est la variable indicatrice 

d’inclusion dans l’échantillon. En utilisant uniquement les répondants, l’estimateur poststratifié du total de 

population est donné par  

 
=1 =1

ˆ
ˆ = = .

ˆ

hik hik chik hikC C R
chik S

PS c c R
c chik hik chik c

hik S

w r y
Y

Y M M
w r M









 

 (2.2) 

Nous définissons le paramètre de population finie d’intérêt comme étant la différence entre la valeur 

espérée de ˆ
PSY  et la valeur espérée de ˆ ,SSY  qui sera 0 s’il n’existe aucun biais de non-réponse après la 

poststratification. Définissons  
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= = ,

= ,

R
c chik hik c c

hik U

R
c chik hik hik

hik U

M R p M

Y R y











  

et  

                                                     
=1 =1

= = .
C CR R

c c
c R

c cc c

Y Y
M Y Y

M p
     (2.3) 

En utilisant la relation   = 0,chik hik chik U
R p


  

 
=1

=1

= 1

= 1 .

C
hik

hik chik
c hik U c

C R
hik c

chik hik R
c hik U c c

R
y

p

R Y
y

p M

 








 

 
  

   
  

 

 
  

Nous cherchons à tester l’hypothèse 0 : = 0H   c. : 0,AH    ou alternativement à obtenir un intervalle de 

confiance pour .  Si la propension à répondre dans chaque poststrate c  est uniforme avec =hik cR p  pour 

toutes les unités ayant = 1,chik  alors la différence   sera nulle. Alternativement, = 0  s’il n’existe aucune 

variabilité dans la variable de réponse hiky  dans chaque poststrate. Si l’une ou l’autre de ces conditions est 

vérifiée, la poststratification corrige le biais de non-réponse. Notons que, si la propension à répondre est 

uniforme dans chacune des poststrates – c’est-à-dire si les variables de poststratification expliquent 

complètement la variabilité des propensions à répondre sous-jacentes –, alors la poststratification éliminera 

effectivement le biais pour chaque variable y  possible. Si la variance de hiky  est 0 dans chaque poststrate, 

la poststratification élimine le biais pour ,y  mais n’élimine pas nécessairement le biais pour les autres 

variables. 

Nous estimons   par ˆ ˆ ˆ= ,PS SSY Y   qui peut se réécrire sous la forme  

                              
=1

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= = ,
C

R R R R
PS SS c c c c c SS

c c

Y Y Y Y M M T Y
p

       (2.4) 

où = ,R R R
c c cY Y M  ˆ ˆ= ,R R R

c c cy Y M  et  

                                                        ˆ ˆ= .R R R R
c c c c cT y Y M M    (2.5) 

Le théorème 1 donne la variance de ˆ.  Définissons  

                                                 
=1

= .
C

hik R
Rhik chik hik c hik

c c

R
e y Y y

p


 
  

 
   

Nous supposons les conditions de régularité suivantes. 

(A1) Le nombre de poststrates, ,C  est fixé et  0,1 .c cM M    
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(A2) Il existe une constante K  telle que <hiky K  pour toute unité   .hik  

(A3)  max =hik hikw O M n  et maxhik hik hiw w  est borné. 

(A4) >hikR   pour toute unité   ,hik  pour > 0  fixe. Cela garantit que chaque unité possède une 

propension à répondre positive qui possède une borne strictement non nulle. 

(A5) Le vecteur des indicateurs de réponse  = hikrr  est indépendant du vecteur des indicateurs 

d’inclusion dans l’échantillon  = .hikZZ  En outre, hikr  et ljpr  sont indépendants quand 

    ,hi lj  de sorte que les indicateurs de réponse dans les diverses UPE ne sont pas corrélés. 

 
Les hypothèses (A1) et (A4) font en sorte que le dénominateur dans (2.3) soit presque certainement non 

nul. L’hypothèse (A2) pourrait être remplacée par des conditions de type Liapunov plus faibles, telles que 

celles énoncées dans le théorème 1.3.2 de Fuller (2009) ou dans Yung et Rao (2000) si des hypothèses plus 

contraignantes sont appliquées à la structure de covariance des indicateurs de réponse ;hikr  cependant, en 

pratique, on peut supposer que presque toute caractéristique mesurée dans une population finie est bornée. 

L’hypothèse (A5) est plus faible que l’hypothèse utilisée dans Kim et Kim (2007) voulant que les indicateurs 

de réponse soient indépendants entre les unités. Sous l’hypothèse (A5), les individus se trouvant dans la 

même UPE (par exemple, des personnes vivant dans le même ménage ou dans la même ville) peuvent 

présenter une dépendance lorsqu’elles choisissent de répondre ou non à l’enquête, mais les indicateurs de 

réponse des individus dans différentes UPE sont indépendants. 
 

Théorème 1. Sous les conditions (A1) à (A5), la variance de ̂  est  

                                          1 2
ˆ ˆ ˆ= ,V V V     

où 

                               1
=1

ˆ =
C

hik R
hik hik Rhik hik hik chik hik c

hik U hik U c c

r
V V Z w e E V Z w y Y

p
 

 

            
   Z  (2.6) 

et 

                         
 2

2
=1 =1 =1

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ= 2 Cov , = .

C C C R R R
c c c c c

SS
c c cc c c

T T y Y M
V V Y o M n

p p p


   
    

   
     

 

La preuve est donnée en annexe. Habituellement, seule  1
ˆV   serait prise en considération, parce que 

pour la plupart des applications, elle est d’un ordre plus élevé que  2
ˆ .V   Par contre, contrairement aux 

situations étudiées habituellement dans les sondages, le terme d’ordre un de la variance par linéarisation 

peut être nul dans certains cas pour lesquels on a alors    2
ˆ ˆ= .V V   Si le terme d’ordre un n’est pas 

exactement nul, mais est  2 ,o M n  les deux termes de variance sont nécessaires. 
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Dans (2.6), le deuxième terme est égal à 0 si = 1cp  pour toutes les poststrates c  (c’est-à-dire que la 

réponse est complète), ou si les valeurs de y  dans la poststrate c  ne présentent aucune variabilité pour 

chaque poststrate pour laquelle < 1.cp  Si les indicateurs de réponse hikr  sont tous indépendants, alors  

    2

=1 =1

1
= .

C C
hik cR R

hik hik chik hik c hik chik hik c
hik U c hik U cc c

r p
E V Z w y Y w y Y

p p
 

 

  
  

  
   Z   

Sous le mécanisme de propension à répondre uniforme supposé voulant que =hik cR p  pour toutes les unités 

de la population dans la poststrate ,c  le premier terme dans (2.6) est  

  
=1 =1

ˆ= = .
C C

R R
hik hik Rhik hik hik chik c c c

hik U hik U c c

V Z w e V Z w Y V M Y
 

            
      

Si les propensions à répondre sont uniformes, ce terme est nul si la moyenne de population de R
cY  est la 

même pour toutes les poststrates et que la somme des tailles estimées des poststrates est égale à .M  

Si    2
1

ˆn M V   converge vers une constante positive, un estimateur de variance par linéarisation pour 

 ˆV   est donné par  

                                           2

=1

ˆˆ =
1

h

H
h

L hi h
h i Sh

n
V b b

n





   (2.7) 

où  

  
=1

=
ˆ

hi

C
c R

hi hik hik chik hik c hikR
k S c c

M
b w r y y y

M




 
  

 
    

et  

                                              
1

= .
h

h hi
i Sh

b b
n 
   

 

Théorème 2. Supposons que les conditions (A1) à (A5) sont vérifiées et que    2
1

ˆn M V   converge vers 

une constante positive. Alors,      2
1

ˆ ˆˆ 0Ln M V V      en probabilité. 

 

Le théorème 2 est prouvé en annexe. 

 
2.2  Termes de la variance d’ordre plus élevé 
 

Quand    2
1

ˆ = ,V o M n  les termes d’ordre plus élevé de la variance sont nécessaires. Le théorème 3 

donne ces termes pour le cas particulier de l’échantillonnage aléatoire simple. Sous échantillonnage aléatoire 

simple, chaque unité est désignée par l’indice inférieur i  au lieu de .hik  
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Théorème 3. Supposons que les conditions (A1) à (A5) sont satisfaites, et qu’un échantillon aléatoire simple 

de n  unités est tiré de la population de M  unités, où 0.n M   Soit  ˆ = 1NR
c i ci i ii S

Y w y r


  le total 

estimé pour les non-répondants dans la poststrate .c  Supposons que R
cy  est indépendant de ˆ R

cM  et ˆ ,NR
cY  

et que tous les ir  sont indépendants les uns des autres et sont indépendants de .iZ  Alors,  

      2 2
2 2

=1

2 1ˆ ˆ= .
C

c R R R R
c c c c

c c

p
V V y Y V M M o M n

p



       

 

Nous pouvons estimer  2
ˆV   dans un échantillon aléatoire simple par  

 
 2

2
=1

ˆ ˆ ˆ2 1
,

ˆ

C
c c c c c c

R
c c c

p s M p M M p

p n n

 
   

où ˆ cp  est le taux de réponse empirique dans la poststrate ,c  R
cn  est le nombre de répondants dans la 

poststrate ,c  et 2
cs  est la variance d’échantillon de y  pour les répondants dans la poststrate .c  

En pratique, le terme d’ordre un de la variance estimée en se servant de (2.7) sera généralement non nul, 

même quand  1
ˆ = 0.V   Donc, le terme d’ordre un estimé ne peut pas être utilisé pour diagnostiquer si des 

termes d’ordre plus élevé sont nécessaires. Toutefois, l’expression de la variance en (2.6) implique que le 

terme  1
ˆV   est suffisamment grand pour que l’approximation d’ordre un soit valide quand toutes les 

poststrates ont des taux de réponse strictement inférieurs à un et que la variance intra-poststrate est non 

négligeable. 

 

2.3  Jackknife 
 

L’estimateur de variance par jackknife est défini comme il suit : 

     2

=1

1
ˆ ˆ ˆˆ = ,

g

H
g gj

J
g j Sg

n
V

n
  




   (2.8) 

où  

      

     

 

 

 

   

=1

ˆ ˆ ˆ= ,

ˆ = ,

ˆ = ,

gj gjgj
PS SS

gj
hik hik chik hikC

gj hik S
PS c gj

c hik hik chik
hik S

gj gj
SS hik hik

hik S

Y Y

w r y
Y M

w r

Y w y














 



  

et les poids jackknife sont donnés par :  

         

   0 si =

= si = , .
1

si

gj h
hik hik

h

hik

hi gj

n
w w h g i j

n

w h g



  
 

 (2.9) 
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Si    2
1

ˆn M V   converge vers une constante positive et que les hypothèses (A1) à (A5) sont vérifiées, 

alors    1
ˆ ˆˆ

JV V   converge vers 1 en probabilité. Cela découle des arguments jackknife classiques 

(théorème 6.1 de Shao et Tu 1995), parce que le paramètre de population est une fonction continûment 

dérivable des totaux de populations. Sous les conditions du théorème 2, soit  ˆ ˆˆ
LV   ou  ˆ ˆˆ

JV   

peut être utilisée comme statistique de test. Chacune suit approximativement une loi normale centrée réduite 

quand l’hypothèse nulle 0 : = 0H   est vérifiée. 
 

2.4  Remarques et extensions 
 

À la présente section, nous avons obtenu l’estimateur de variance par linéarisation pour comparer le total 

de population estimé d’une quantité connue pour toutes les unités dans l’échantillon sélectionné à 

l’estimation poststratifiée calculée en utilisant uniquement les répondants. Les théorèmes 1 et 2 donnent 

aussi la variance et l’estimateur de variance pour comparer l’estimateur calculé en utilisant l’échantillon 

sélectionné à celui obtenu pour les répondants pondérés par les poids de base. Dans ce cas, ˆ
PSY  se réduit à 

un estimateur avec une poststrate,  ˆ ˆ ˆ= ,R R
PSY M M Y  où 

 
ˆ = .R

hik hikhik S
M w r

  

Que se passe-t-il si y  est l’une des variables de poststratification ? Dans le cadre utilisé à la présente 

section, les chiffres de population pour les variables de poststratification sont tirés de la base de sondage ou 

d’une source externe. Si y  est une combinaison linéaire d’indicateurs de classe de poststratification, alors 
ˆ
PSY  est le même pour tous les échantillons possibles et sa variance est donc nulle. Alors    ˆ ˆ= ,SSV V Y  

qui est le terme d’ordre un de la variance dans le théorème 1. Si y  est aussi une variable de stratification 

dans le plan de sondage, alors  ˆV   sera nulle. Si y  n’est pas une variable de stratification, alors 

habituellement ŜSY  variera d’un échantillon à l’autre et aura une variance  2O M n  de sorte que le test du 

biais de non-réponse peut être effectué. Nous nous attendrions à ce que le taux de rejet pour le test 

corresponde au seuil de signification   dans ce cas. 

Le paramètre   dans (2.3) a été défini comme étant la différence entre le total de population poststratifié, 

calculé en utilisant les propensions à répondre dans la population sous le schéma de poststratification adopté, 

et le total de population non ajusté. Dans (2.4), le total de population non ajusté Y  a été estimé au moyen 

de l’estimateur d’Horvitz-Thompson. Le paramètre   pourrait aussi être estimé au moyen de l’expression  

 2
=1

ˆ
ˆ ˆ= ,

ˆ

C
c

PS c
c c

Y
Y M

M
    

dans laquelle un estimateur poststratifié est utilisé au lieu de ˆ .SSY  La variance de 2̂  devrait, en principe, 

être inférieure à la variance de ̂  sous les hypothèses de poststratification, ce qui donne lieu à un test plus 

puissant. Cependant, quand y  est une combinaison linéaire des indicateurs de poststrate, la statistique 2̂  

ne peut pas être utilisée pour tester 0 : = 0,H   parce que  2
ˆ = 0.V   Un problème similaire peut se poser 

quand la variable y  est fortement corrélée aux variables de poststratification. Par contre, l’estimateur ̂  

possède habituellement une variance positive même si y  est l’une des variables de poststratification. 

Parfois, la poststratification est effectuée en utilisant des totaux de poststratification moins que parfaits – 

par exemple, les totaux peuvent provenir d’une grande enquête telle que l’American Community Survey 
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qui comporte ses propres erreurs d’échantillonnage et non dues à l’échantillonnage, ou ils peuvent provenir 

d’un recensement portant sur une population légèrement différente. Dans certains cas, il arrive que des 

variables de poststratification, telles que la race ou le groupe ethnique, soient mesurées différemment dans 

l’enquête et dans la source externe des totaux de population. L’utilisation de ̂  plutôt que 2̂  pourrait 

déceler des différences éventuellement  causées par une mauvaise poststratification. 

Au besoin, les tests peuvent être effectués en utilisant des moyennes plutôt que des totaux. Dans ce cas, 

le paramètre de population est  

                                                                  
=1

=
C R

c c
M R

c c

M Y
Y

M M
    

où = ,Y Y M  et peut être estimé par  

         
=1

ˆ ˆ
ˆ = .

ˆ

C R
c c SS

M R
c hikc

hik S

M Y Y

M wM




 
 (2.10) 

 
3  Pondération par la propension à répondre 
 

Une alternative à la poststratification consiste à appliquer la pondération par l’inverse de la propension 

à répondre aux répondants (voir, par exemple, Folsom 1991; Kim et Kim 2007). 

Dans ce cadre, la vraie propension à répondre de l’unité  hik  est hikR  et un modèle est utilisé pour 

prédire la propension à répondre d’après des caractéristiques connues pour tous les individus présents dans 

l’échantillon sélectionné. On fait souvent appel à la régression logistique pour estimer les propensions à 

répondre. Supposons que le -p vecteur hikx  est connu pour chaque unité dans .S  La propension à répondre 

modélisée, si hikx  et hikR  sont connus pour chaque unité de la population, est donnée par  

   1

= 1 exp ,M
hik hikR


   x β   

où β  est la solution des équations de score attendues pour la population  

   = 0.M
hik hik hik

hik U

R R


 x   

Le modèle élimine le biais pour le total de population estimé de y  si  

 = hik
hik hikM

hik U hik

y
R y

R




 
 

 
  (3.1) 

est égal à 0. Si = ,M
hik hikR R  c’est-à-dire si le modèle de propension à répondre est spécifié correctement, 

alors les ajustements de la pondération éliminent le biais pour chaque variable de réponse y  possible. Le 

paramètre de population   est estimé par  

  ˆ ˆ= 1 exp ,hik hik hik hik hik
hik S

w r y y


         x β   

où β̂  est la solution des équations de score de la pseudo-vraisemblance  
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   1
ˆ1 exp = 0.hik hik hik hik

hik S

w r




        x β x   

Contrairement à la situation de poststratification, le paramètre de population   dans (3.1) n’est pas une 

fonction explicite des totaux de population. Comme dans Kim et Kim (2007), nous pouvons obtenir la 

variance par linéarisation et un estimateur de variance par linéarisation de ̂  en utilisant l’équation 

d’estimation pour  , ,β  telle qu’elle est dérivée dans Binder (1983) :  ˆˆ ,β  est la solution de  

                                           ˆ , , = , , , 0,0, ,0, = 0,hik hik hik hik
hik S

w y r 


A β r u x β   (3.2) 

où  

                         
 
 

 
 

1

1

2

1 exp, , ,
, , , = = .

, , ,
1 exp

hik hik hik
hik hik hik

hik hik hik

hik hik hik
hik hik hik hik

ry r
y r

u y r
r y y

           
   
         

x β xu x β
u x β

x β
x β

  

Le paramètre de population   résout l’équation d’estimation pour la population  

                                          , , = , , , 0,0, ,0, = 0.hik hik hik
hik U

y R 


A β R u x β    

 

Théorème 4. Soit        1 2
ˆ ˆ ˆ, = , , , = , .hik hik hik hikhik S

w y r U


  
 U β u x β U β β  Supposons que les 

conditions (A2) à (A5) sont satisfaites et qu’il existe une valeur B  telle que , <hik j Bx  pour toutes les 

unités  hik  et les composantes .j  Alors      2ˆ ˆ= ,LV V o M n    où  

          1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= 2 , ,LV V Cov U V U              T QXC U β CX QT T QXC U β β β  (3.3) 

X  est la matrice de dimensions M p  contenant les lignes ,hik
x  T  est le vecteur de dimension M  

contenant les éléments ,hik hikR y Q  est la matrice diagonale de dimensions M M  dont les entrées sont 

 exp ,hik
x β  et    12= .

 C X I Q QX  
 

Un estimateur de variance par linéarisation pour ̂  peut être obtenu en substituant des estimateurs pour 

les quantités de population dans (3.3) pour obtenir  

 
   

      
1

1 2 2

ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, =

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 Cov , ,

L S S S S S S S S

S S S S

V V

U V U

    

        

β t W Q X C U β CX Q W t

t W Q X C U β β β
  

où SX  est la matrice de dimensions m p  contenant les lignes hik
x  pour les unités échantillonnées, m  

étant la taille de l’échantillon sélectionné, SW  est la matrice diagonale de dimensions m m  des poids hikw  

pour les unités échantillonnées, St  est le vecteur de dimension m  contenant les éléments hik hikr y  pour les 

unités échantillonnées, SQ  est la matrice diagonale de dimensions m m  dont les entrées sont  ˆexp hik
x β  

pour les valeurs de hikx  dans l’échantillon, et    1
2ˆ = .S S S S S

 C X W I Q Q X  
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L’estimateur de variance par jackknife pour la pondération par l’inverse de la propension à répondre est 

défini en utilisant la formule (2.8) avec les poids jackknife donnés en (2.9). Sous les conditions de 

pondération par la propension à répondre,  

       ˆ ˆ= 1 exp ,gjgj gj
hik hik hik hik hik

hik S

w r y y


         x β   

où  ˆ gjβ  résout  

     1

1 exp = 0.gj
hik hik hik hik

hik S

w r




        x β x   

 

Théorème 5. Supposons que les conditions du théorème 4 sont vérifiées. Si    2 ˆ
Ln M V   converge vers 

une constante positive, alors      2 ˆ ˆˆ
L Ln M V V     et      2 ˆ ˆˆ

J Ln M V V     convergent toutes deux 

en probabilité vers 0. 

La preuve du théorème 5 découle des arguments classiques exposés dans Fuller (2009) et dans Shao et 

Tu (1995) et est donc omise. 

Le paramètre   pour l’examen du biais sous pondération par l’inverse de la propension à répondre a été 

défini pour les totaux de population. Comme dans le cas de la poststratification, il peut être souhaitable de 

comparer des moyennes plutôt que des totaux, particulièrement si l’on procède à une troncature des poids 

pour tronquer les grandes valeurs influentes du poids correspondant à la propension à répondre 

 ˆ1 exp .hik
   x β  Dans ce cas, le paramètre à évaluer est  

                                          
 

=

M
hik hik hik hik

hik U hik U
M M

hik hik
hik U

R y R y

R R M
  




 


  

avec l’estimateur  

 
 

 
ˆ1 exp

ˆ = .
ˆ1 exp

hik hik hik hik hik hik
hik S hik S

M
hikhik hik hik

hik Shik S

r w y w y

wr w
  



   


   

 


x β

x β
  

Des ajustements spéciaux sont nécessaires pour tenir compte de la troncature des poids avec l’estimateur de 

variance par linéarisation; nous recommandons d’utiliser le jackknife ou une autre méthode de 

rééchantillonnage pour trouver la variance de ̂  ou ˆ .M  

 
4  Résultats des simulations 
 

Nous examinons la performance des estimateurs de variance dans deux études en simulation. Dans la 

première étude, des populations finies sont générées avec des indicateurs de réponse ,hikr  puis des 

échantillons aléatoires simples sont tirés de la population. Dans la deuxième simulation, des données 

provenant des échantillons de microdonnées à grande diffusion de l’American Community Survey (ACS 



Techniques d’enquête, décembre 2016 219 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

PUMS) couvrant cinq années de 2009 à 2013 sont utilisées comme population, puis des échantillons en 

grappes répétés sont tirés de cette population sous différents mécanismes de non-réponse. 

Pour la simulation comprenant un échantillonnage aléatoire simple, nous avons généré des populations 

finies de 1 000 000 d’unités. Pour étudier l’estimateur par poststratification, nous avons utilisé = 6C  

poststrates pour générer la non-réponse. Les facteurs expérimentaux étaient les suivants : 

 taille d’échantillon, :n  300 ou 1 000; 

 proportion de la population  cM M  dans chaque poststrate : (P1) (1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6), 
(P2) (1/21, 2/21, 3/21, 4/21, 5/21, 6/21), et (P3) (6/21, 5/21, 4/21, 3/21, 2/21, 1/21); 

 taux de réponse dans les poststrates : (R1) (0,2; 0,3; 0,5; 0,6; 0,8; 0,9), (R2) (0,3; 0,7; 0,3; 0,7; 
0,3; 0,7), et (R3) (1; 1; 1; 1; 1; 1). Le niveau (R3), avec réponse complète, est inclus pour explorer 
l’exactitude de l’approximation de la variance d’ordre plus élevé quand  1

ˆ = 0;V   

 moyennes de poststrate : (M1) (0; 0; 0; 0; 0; 0), (M2) (-2; -1; 0; 1; 2; 3) et (M3) (0; 1; 0; 1; 0; 1); 

 nombre de poststrates utilisées dans l’ajustement pour la non-réponse : 1, 3 (fusion de paires 
adjacentes de poststrates), ou 6. Seules les configurations avec 6 poststrates sont assurées de 
corriger le biais de non-réponse. 

 

Dans chaque poststrate, des valeurs de population iy  ont été générées suivant une loi normale de 

moyenne égale à celle spécifiée pour la poststrate et de variance 1. Les indicateurs de réponse ir  ont été 

générés en tant que variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de moyenne .iR  Les simulations de 

l’échantillonnage aléatoire simple ont été effectuées dans la version 3.2.2 de R (R Core Team 2015), et 

2 000 itérations ont été exécutées pour chacune des 162 configurations de simulation, ce qui a donné une 

erreur-type inférieure à 0,005 pour l’estimation Monte Carlo de la proportion de rejets quand l’hypothèse 

nulle = 0  est vérifiée. Certains échantillons générés possédaient moins de deux répondants dans une ou 

plusieurs poststrates, de sorte que certaines répliques jackknife n’auraient contenu aucun répondant dans 

ces poststrates. Pour ces échantillons, les deux poststrates contenant le nombre le plus faible de répondants 

ont été groupées itérativement jusqu’à ce que toutes les poststrates comptent au moins deux répondants. 

Pour chaque configuration de simulation, la variance Monte Carlo (MC) de ˆ,  ˆˆ ,MCV   a été calculée 

comme étant la variance d’échantillon de ˆ
b  pour = 1, , 2 000.b   Les estimations de variance par 

linéarisation et par jackknife ont été calculées pour chaque échantillon simulé, et les moyennes de ces 

estimations sur les 2 000 échantillons sont désignées par  ˆˆ
LV   et  ˆˆ ,JV   respectivement. 

Les figures 4.1 et 4.2 donnent les résultats pour les configurations de simulation dans lesquelles 

 1
ˆ > 0.V   La figure 4.1 présente les histogrammes des rapports des estimations moyennes de variance par 

linéarisation et par jackknife à  ˆˆ .MCV   À la figure 4.2, le diagramme de dispersion montre le pourcentage 

des 2 000 itérations pour lesquelles l’hypothèse nulle 0 : = 0H   est rejetée au seuil de signification de 5 %. 

La plupart des estimations de variance sont proches de la variance MC et le taux de rejet de 0 : = 0H   est 

approximativement 5 % quand = 0,  avec une puissance plus élevée pour les grandes valeurs de .  

Cependant, quatre des simulations exécutées avec = 0  ont produit des variances par linéarisation et par 

jackknife environ deux fois plus élevées que la variance MC, et des taux de rejet compris entre 0 % et 1 %. 
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Ces résultats sont ceux des simulations exécutées avec les moyennes de poststrates (M3), les taux de réponse 

(R3), les proportions de population (P2) ou (P3) et trois poststrates fusionnées. Bien que les moyennes de 

population pour les poststrates fusionnées diffèrent, elles ne le font pas considérablement et une taille 

d’échantillon de 1 000 est trop petite pour que l’approximation asymptotique d’ordre un soit exacte. Pour 

ces configurations, une taille d’échantillon d’environ 15 000 a été nécessaire pour réduire les rapports de 

variance    ˆ ˆˆ ˆ
L MCV V   et    ˆ ˆˆ ˆ

J MCV V   à 1,2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.1  Rapports de (a)  ˆˆ
LV   et (b)  ˆˆ

JV   à  ˆˆ ,MCV   pour les configurations de simulation de la 
poststratification d’un échantillon aléatoire simple dans lesquelles  

1
ˆ > 0.V   Les cercles bleus 

représentent les simulations avec = 1 000n  et les X rouges représentent les simulations avec 
= 300.n  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.2  Puissance empirique pour des tests utilisant la variance par linéarisation et par jackknife, pour des 
configurations de simulation de la poststratification d’un échantillon aléatoire simple dans 
lesquelles  

1
ˆ > 0.V   Les cercles bleus représentent les simulations avec = 1 000n  et les X rouges 

représentent les simulations avec = 300.n  
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La figure 4.3 montre le comportement de  ˆˆ ,LV    ˆˆ
JV   et  2

ˆV̂   quand le terme d’ordre un de la 

variance est  1
ˆ = 0V   mais que  2

ˆ > 0.V   Pour toutes ces simulations, la vraie valeur de   était 0 et le 

terme d’ordre deux  2
ˆV̂   a été calculé en utilisant l’approximation EAS dans le théorème 3. Même si la 

vraie variance d’ordre un  1
ˆV   est nulle pour ces configurations, les variances d’ordre un estimées par 

linéarisation et par jackknife sont non nulles. Pour les simulations avec les moyennes de poststrate (M1) et 

les taux de réponse (R3), par exemple, toutes les poststrates ont la même moyenne de population. Cependant, 

les moyennes d’échantillon pour les poststrates diffèrent, et cela fait que les estimateurs de variance par 

linéarisation et par jackknife sont positifs et, en moyenne, environ deux fois plus grands que la variance MC. 

La même chose se produit avec les moyennes de poststrate (M3), les proportions de population (P1) et les 

taux de réponse (R3) quand trois poststrates sont utilisées. Les trois poststrates fusionnées ont chacune une 

moyenne de population de 1/2, mais les moyennes d’échantillon varient. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 4.3  Rapports de  ˆˆ
LV   (carrés), de  ˆˆ

JV   (signes plus) et de  
2

ˆV̂   (triangles) à  ˆˆ ,MCV   tracés en 
fonction de  ˆˆln ,MCV   pour les configurations de simulation de la poststratification d’un 
échantillon aléatoire simple dans lesquelles  

1
ˆ = 0.V   Pour toutes ces configurations, = 0.  Les 

symboles bleus (avec log de la variance MC   16) représentent les simulations avec = 1 000n  et 
les symboles rouges (avec log de la variance MC   16) représentent les simulations avec = 300.n  

 

Seules les configurations de simulation avec les taux de réponse (R3) ont nécessité l’utilisation de termes 

d’ordre plus élevé ou de grandes tailles d’échantillon pour que les estimateurs de variance par linéarisation 

et par jackknife soient exacts. Il serait facile de reconnaître ces situations en pratique d’après l’absence de 

non-réponse. 

Pour étudier les propriétés des estimateurs à la section 3, nous avons utilisé un sous-ensemble de la 

population générée pour la simulation de la poststratification, ainsi que des populations générées avec une 

covariable continue ,x  ce qui a donné les facteurs : 

 Taille d’échantillon, :n  300 ou 1 000. 

 Génération des valeurs de la population et de la non-réponse. 

1. La non-réponse est générée dans 6 poststrates avec les proportions de population (P1) ou 

(P2), et les taux de réponse (R1) ou (R2). La variable d’intérêt y  est générée avec les 

moyennes de poststrates (M1) et (M2) plus un terme d’erreur  0,1 .N  

                   Log de la variance MC 
        14,5     15,0    15,5     16,0    16,5    17,0    17,5    18,0 

 

(V
ar

ia
nc

e 
es

ti
m

ée
) 

/ (
va

ri
an

ce
 M

C
) 2,2 

 

2,0 
 

1,8 
 

1,6 
 

1,4 
 

1,2 
 

1,0 
 

0,8 



222 Lohr, Riddles et Morganstein : Tests pour évaluer le biais de non-réponse dans les enquêtes 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

2. La covariable x  est générée selon une loi  0,1 .N  Puis, y  est générée sous la forme (Y1) 

 0 0,1N  (indépendante de ),x  (Y2)  0,1 ,x N  ou (Y3)  2 0,1 .x N  Les propensions 

à répondre sont générées comme (R1P) = 0,8R  pour toutes les unités, (R2P) logit

    = 1 1 exp ,R x   et (R3P) logit     2= 1 1 exp 3 .R x   
 

 Modèle de propension à répondre utilisé. 

1. Pour les populations poststratifiées, traiter x  comme une variable continue prenant des 

valeurs de 1 à 6. 

2. Pour les populations avec covariable générée ,x  utiliser la régression logistique linéaire avec 

la covariable .x  Ce modèle est spécifié correctement pour les mécanismes de création de 

réponse (R1P) et (R2P), mais incorrectement pour le mécanisme (R3P). 

 
Afin de réduire l’instabilité des estimateurs, les propensions à répondre estimées inférieures à 0,05 ont 

été remplacées par 0,05, ce qui correspond à des ajustements des poids par troncature plus grands que 20. 

Les figures 4.4 et 4.5 donnent les rapports des variances et la puissance empirique pour les simulations du 

modèle de propension à répondre. Pour toutes les configurations dans cette simulation,  1
ˆ > 0.V   Comme 

dans la simulation de la poststratification, les estimateurs de variance par linéarisation et par jackknife ont 

tous deux donné de bons résultats en général. Cependant, pour quelques configurations, la variance par 

linéarisation est considérablement plus grande que celle obtenue par jackknife, situation qui tient à la 

troncature des poids : le jackknife tient compte automatiquement de l’effet de la troncature des poids sur la 

variance, parce que les répliques jackknife tronquent également les poids. La variance par linéarisation 

utilisée dans la simulation était celle établie pour le théorème 5, et cette formule devrait être modifiée afin 

d’inclure les effets de la troncature. Nous avons également exécuté des simulations en utilisant le jackknife 

dans lesquelles on estimait la moyenne plutôt que le total de population, et le jackknife a donné de bons 

résultats pour ce paramètre également. 

La deuxième étude en simulation portait sur une population de 6 019 599 enregistrements au niveau du 

ménage provenant des échantillons de microdonnées à grande diffusion de l’ACS (ACS PUMS) étudiée 

dans Lohr, Hsu et Montaquila (2015). La population définie par les secteurs de microdonnées à grande 

diffusion compte 3 344 UPE. Huit poststrates ont été formées en se fondant sur la classification croisée des 

ménages selon le mode d’occupation (locataire ou propriétaire), la présence d’enfants dans le ménage (oui 

ou non), et le nombre de personnes ayant un revenu (0-1 ou 2+). La principale variable de résultat y  était 

le revenu du ménage. En outre, une variable de résultat moins asymétrique  log y  a été étudiée, en fixant 

la valeur de  log y  à 0 si < 1.y  

Un plan factoriel 2 2 3   a été utilisé pour cette étude avec les facteurs  

 taux de réponse global : 50 % ou 80 %; 

 nombre d’UPE pour chaque échantillon : 25 ou 100; 

 mécanisme de génération de la non-réponse : (N1) données manquant entièrement au hasard 

(MCAR), avec la propension à répondre pour tous les enregistrements égale au taux de réponse 

pour l’ensemble des ménages; (N2) données manquant au hasard (MAR), où un modèle logistique 
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linéaire avec termes d’effet principaux pour le mode d’occupation du logement, la présence 

d’enfants et le nombre de soutiens de famille génère les propensions à répondre; et (N3) données 

ne manquant pas au hasard (MNAR), où un modèle logistique linéaire avec termes d’effet 

principaux pour le mode d’occupation du logement, la présence d’enfants et le revenu du ménage 

génère les propensions à répondre. 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.4  Rapports de (a)  ˆˆ
LV   et de (b)  ˆˆ

JV   à  ˆˆ ,MCV   pour la simulation du modèle de propension à 
répondre. Les cercles bleus représentent les simulations avec = 1 000n  et les X rouges représentent 
les simulations avec = 300.n  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 4.5  Puissance empirique pour les tests dans la simulation du modèle de propension à répondre en 
utilisant la variance par linéarisation et par jackknife. Les cercles bleus représentent les simulations 
avec = 1 000n  et les X rouges représentent les simulations avec = 300.n  

 
Pour les deux premiers mécanismes de génération de la non-réponse, = 0.  Pour le premier mécanisme, 

il n’existe aucun biais de non-réponse. Pour le deuxième, la poststratification corrige le biais parce que 
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=hik cR p  pour les unités dans la poststrate .c  Pour le troisième, la poststratification ne corrige pas le biais 

parce que la non-réponse dépend de la variable ,y  revenu du ménage. 

Pour chaque configuration de la simulation, les indicateurs de réponse ont été générés indépendamment 

pour les unités de la population en utilisant les propensions à répondre calculées. Pour chaque configuration, 

nous avons tiré un millier d’échantillons dans lesquels les UPE étaient sélectionnées avec probabilité 

proportionnelle à la taille, puis nous avons sélectionné un échantillon aléatoire simple de 100 ménages dans 

chaque UPE échantillonnée. L’erreur-type pour la proportion de rejets quand = 0  est inférieur à 0,007. 

Les calculs pour la simulation ACS ont été effectués au moyen du logiciel SAS® (SAS Institute, Inc. 

2011). Nous avons d’abord calculé les poids ainsi que les poids jackknife pour l’échantillon sélectionné, 

puis les poids poststratifiés et jackknife poststratifiés pour les répondants. Les deux ensembles de poids 

jackknife ont été obtenus en utilisant la même structure de rééchantillonnage, de sorte qu’il y ait suppression 

de la même UPE pour le poids de rééchantillonnage k  pour les répondants et pour le poids de 

rééchantillonnage k  pour l’échantillon sélectionné. Afin de simplifier les calculs de ˆ
M  dans (2.10), nous 

avons concaténé l’échantillon sélectionné et les répondants, avec leurs poids respectifs, en un seul ensemble 

de données et fixé = 1iu  pour les enregistrements dans l’ensemble de données sur les répondants et = 0iu  

pour les enregistrements dans l’ensemble de données sur l’échantillon sélectionné. Le modèle linéaire 

0 1=i iy u   a été ajusté aux données concaténées en utilisant la procédure SURVEYREG, et 1
ˆ ˆ=M   

pour le modèle de régression. 

Le tableau 4.1 donne les résultats de la simulation. Pour toutes les configurations de simulation sauf une, 

la moyenne des estimations de la variance par jackknife est plus grande que la variance Monte Carlo de ˆ ,M  

mais le biais de la variance jackknife est réduit quand un plus grand nombre d’UPE sont échantillonnées ou 

que le taux de réponse est plus élevé. La variable de résultat ,y  revenu du ménage, est très asymétrique, et 

le taux de rejet quand = 0M  s’approche davantage du seuil nominal   de 0,05 quand on utilise la variable 

log-transformée. 

 
Tableau 4.1 
Résultats des simulations en utilisant la population de l’ACS 
 

Mécanisme 
de non-
réponse 

Taux de 
réponse (%) 

Nombre 
d’UPE 

Variable de résultat y  Variable de résultat  log y  

M  % de rejets
 
 
ˆˆ

ˆˆ
J M

MC M

V

V




 M  % de rejets 

 
 
ˆˆ

ˆˆ
J M

MC M

V

V




 

MCAR 50  25   0   3,3   1,21   0   4,5   1,20  
MCAR 50  100   0   3,0   1,09   0   4,4   1,08  
MCAR 80  25   0   3,8   1,14   0   4,0   1,19  
MCAR 80  100   0   3,9   1,07   0   5,2   1,05  
MAR 50  25   0   4,5   1,16   0   4,2   1,11  
MAR 50  100   0   4,9   1,04   0   4,4   1,05  
MAR 80  25   0   3,5   1,16   0   4,7   1,20  
MAR 80  100   0   3,5   1,12   0   4,6   1,11  

NMAR 50  25   8 882   70,8   1,41   0,118   6,3   1,60  
NMAR 50  100   8 882   99,5   1,11   0,118   37,7   1,11  
NMAR 80  25   3 706   45,6   1,18   0,047   14,5   1,20  
NMAR 80  100   3 706   99,4   1,09   0,047   61,0   0,99  
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5  Discussion 
 

Dans le présent article, nous avons considéré des tests de détection du biais de non-réponse après 

l’utilisation de la poststratification ou de la pondération par l’inverse de la propension à répondre. Les 

arguments utilisés dans les théorèmes pourraient être étendus à des méthodes similaires qui sont utilisées 

pour corriger le biais de non-réponse, telles que le ratissage (raking), qui effectue une poststratification 

itérative sur des totaux de population de marge, ou le calage, qui ajuste les poids de manière que les totaux 

de population estimés concordent avec les totaux de contrôle pour un ensemble de variables auxiliaires. 

Haziza et Lesage (2016) soutiennent que l’utilisation d’une procédure en deux étapes de pondération par la 

propension à répondre suivie d’un calage offre plus de protection contre le biais de non-réponse 

qu’uniquement le calage en une seule étape, parce que ce dernier implique un modèle reliant les propensions 

à répondre et les variables de calage, et que le modèle peut être mal spécifié. Les tests proposés dans le 

présent article pourraient être étendus à des situations où l’on utilise à la fois la pondération par la propension 

à répondre et la poststratification, ou être utilisés séparément pour évaluer le biais éliminé à chaque étape 

d’un processus en deux étapes. 

Nous avons employé le jackknife pour l’estimation de la variance par rééchantillonnage. Cependant, tous 

les estimateurs sont des fonctions lisses des totaux de population, si bien que d’autres estimateurs de la 

variance par rééchantillonnage, tels que les répliques répétées équilibrées ou le bootstrap pourraient 

également être utilisés. 

Une difficulté de l’évaluation du biais de non-réponse tient à la quantité limitée d’information disponible 

sur l’échantillon sélectionné. Pour certaines enquêtes, toute l’information auxiliaire disponible est utilisée 

ou prise en considération pour former les poststrates, les classes de pondération par ratissage ou les 

pondérations par l’inverse de la propension à répondre. Pour les caractéristiques utilisées dans la 

poststratification, l’estimateur poststratifié ne possède ni variance ni biais, de sorte que tester ces 

caractéristiques ou des caractéristiques étroitement associées ne permettra pas de découvrir le biais de 

non-réponse dans d’autres variables étudiées. Les variables auxiliaires qui ne sont pas utilisées pour les 

corrections de la non-réponse sont souvent omises uniquement parce qu’elles n’ont pas été sélectionnées 

dans la méthode de choix du modèle utilisé pour former les poststrates ou pour choisir les variables pour la 

régression logistique, et cette situation se produit habituellement parce que leur pouvoir explicatif pour la 

prédiction de l’indicateur de réponse est faible après que les autres variables aient été incluses dans le 

modèle. Pour les enquêtes dont la base de sondage contient moins d’information, il pourrait être possible 

d’obtenir des données auxiliaires en provenance d’autres sources, comme des dossiers administratifs 

associés aux adresses des répondants ou des paradonnées. Il est important de s’assurer que les variables 

utilisées pour tester le biais de non-réponse soient enregistrées de manière cohérente pour les répondants et 

les non-répondants. Par exemple, si y  est l’évaluation de la présence d’enfants dans le ménage faite dans 

la rue par l’intervieweur, cette évaluation initiale doit être utilisée pour les répondants ainsi que les 

non-répondants : l’évaluation utilisée dans l’analyse du biais de non-réponse ne doit pas être mise à jour 

après que l’intervieweur confirme le nombre réel d’enfants dans un ménage répondant. 

Après avoir testé les variables disponibles pour la présence d’un biais de non-réponse, nous ne savons 

toujours pas si les ajustements ont éliminé le biais pour les variables de résultat qui ne sont disponibles que 
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pour les répondants. Abraham, Helms et Presser (2009), ainsi que Kohut, Keeter, Doherty, Dimock et 

Christian (2012) ont constaté que les estimations du bénévolat et de la participation civique sont plus élevées 

dans les enquêtes à faible taux de réponse que pour la Current Population Survey, ce qui indique que les 

ajustements de la pondération n’éliminent pas le biais pour les variables d’engagement civique, alors qu’ils 

semblent corriger le biais pour les variables démographiques et la propriété du logement. Toutefois, tester 

une grande gamme de variables auxiliaires pour la présence d’un biais résiduel peut donner plus de 

confiance dans les résultats d’une enquête sur les variables non testées, ou peut témoigner de préoccupations 

au sujet des inférences faites d’après l’enquête pour les variables d’intérêt. Nous recommandons que les 

concepteurs d’enquêtes planifient celles-ci en pensant à l’évaluation du biais de non-réponse, et recueillent 

des renseignements supplémentaires sur l’échantillon sélectionné dans la mesure du possible. En général, 

plus on peut recueillir d’information sur l’échantillon sélectionné, mieux c’est. 

La comparaison des estimations en utilisant différents ensembles de poids peut présenter un intérêt 

particulier quand on étudie des stratégies axées sur des plans de collecte dynamique ou adaptatifs, telles que 

celles décrites dans Groves et Heeringa (2006) et résumées dans Tourangeau, Brick, Lohr et Li (2016). Dans 

ces stratégies, les phases ultérieures du plan sont modifiées en se servant de l’information recueillie au cours 

des phases de collecte antérieures. Une stratégie avec plan de collecte dynamique pourrait consister à estimer 

les taux de réponse après la première phase de l’enquête, puis à répartir les ressources à la deuxième phase 

de manière à égaliser les taux entre les sous-groupes d’intérêt. Dans une comparaison expérimentale de 

différentes stratégies avec plan de collecte dynamique, il pourrait être intéressant d’évaluer le biais de 

non-réponse estimé pour les diverses stratégies. Riddles, Marker, Rizzo, Wiley et Zukerberg (2015) ont 

comparé les estimations pondérées de la non-réponse pour différents seuils d’exclusion dans la U.S. Schools 

and Staffing Survey afin de voir si les estimations variaient avec une troncation plus précoce de la collecte 

des données. 

Les résultats des théorèmes 1 à 5 sont exprimés pour des échantillons probabilistes. Or, l’intérêt 

augmente pour l’usage d’échantillons non probabilistes en vue d’étudier les populations (Baker, Brick, 

Bates, Battaglia, Couper, Dever, Gile et Tourangeau 2013). Les partisans des échantillons non probabilistes 

soutiennent que, avec des taux de réponse parfois inférieurs à 10 %, un grand échantillon non probabiliste 

peu coûteux peut avoir une plus petite erreur quadratique moyenne qu’un petit échantillon probabiliste. Les 

mêmes méthodes de poststratification et de pondération par l’inverse de la propension à répondre sont 

habituellement appliquées aux échantillons non probabilistes. Les tests proposés dans le présent article 

peuvent être adaptés en vue de les utiliser avec ces échantillons, à condition que l’information auxiliaire soit 

connue pour une série d’individus qui peuvent remplacer la base de sondage. Dans le cas d’une enquête en 

ligne, il pourrait être possible de comparer les caractéristiques des personnes qui visitent la page Web à 

celles des personnes qui répondent à l’enquête. Les travaux de recherche doivent se poursuivre dans ce 

domaine. 
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Annexe 
 

Le lemme qui suit montre que la variabilité additionnelle due au mécanisme de réponse stochastique est 

 2 .O M n  

Lemme 1. Supposons que les hypothèses (A3) et (A5) sont satisfaites et que hikq Q  pour toute unité 
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La dernière ligne découle implicitement de l’hypothèse (A3). 
 

Preuve du théorème 1. De (2.4), il découle que  
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Le terme principal se simplifie en  
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Le lemme 1 et l’hypothèse (A4), qui garantit que 1 cp  est bornée, implique que le deuxième terme est  

 2 .O M n  
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Pour montrer que    2
2

ˆ = ,V o M n  notons qu’en vertu de (A4) et de l’inégalité de Cauchy-Schwarz,  
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L’hypothèse (A2) implique (Fuller 2009, théorème 1.3.2) que  
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quand ,n    où cΣ  est une matrice définie non négative. Conséquemment,  
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l’application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz au terme de covariance implique que    2
2

ˆ = .V o M n  
 

Preuve du théorème 2. Nous montrons que  
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Cela implique que  
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de sorte que  ˆˆ
LV   est un estimateur approximativement sans biais de  1

ˆ .V   La convergence découle de 

(A2), qui implique la normalité asymptotique, et de la loi des grands nombres. 
 

Preuve du théorème 3. Pour ,c d  
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En combinant les termes, nous obtenons  
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Nous pouvons estimer cp  par le taux de réponse empirique dans la poststrate ,c  R R
c cV y Y  par 2 ,R

c cs n  

et, sous échantillonnage aléatoire simple,  ˆ = .R R
c c c c c cV M M M p M M p n     Le terme  2

ˆV   peut 

être négatif quand < 1 2cp  pour certaines poststrates; toutefois, quand < 1 2cp  et   > 0,R
cV y  alors le 

terme d’ordre un de la variance,  1
ˆ ,V   est positif et le terme d’ordre deux est d’ordre inférieur. 
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Preuve du théorème 4. La condition (A4) assure que, asymptotiquement, une séparation complète n’aura 

pas lieu et que M
hikR  est strictement non nul. 

La dérivée de Â  par rapport aux paramètres est  
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Le premier terme est  2O M n  en vertu des arguments classiques et le deuxième terme est  2O M n  en 

vertu du lemme 1, en notant que le bornage de hikR  et hikx  borne également  exp .hik
x β  Par conséquent,  
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Est-ce que la réduction du déséquilibre de la réponse accroît 
l’exactitude des estimations de l’enquête ? 

Carl-Erik Särndal, Kaur Lumiste et Imbi Traat1 

Résumé 

Nous présentons des preuves théoriques que les efforts déployés durant la collecte des données en vue 
d’équilibrer la réponse à l’enquête en ce qui concerne certaines variables auxiliaires augmentera les chances que 
le biais de non-réponse soit faible dans les estimations qui sont, en fin de compte, produites par pondération 
calée. Nous montrons que la variance du biais – mesurée ici comme étant l’écart de l’estimateur calé par rapport 
à l’estimateur sans biais sur échantillon complet (non réalisé) – diminue linéairement en fonction du déséquilibre 
de la réponse que nous supposons être mesuré et contrôlé continuellement tout au long de la période de collecte 
des données. Cela offre donc la perspective intéressante d’un plus faible risque de biais si l’on peut gérer la 
collecte des données de manière à réduire le déséquilibre. Les résultats théoriques sont validés au moyen d’une 
étude en simulation s’appuyant sur des données réelles provenant d’une enquête-ménages estonienne. 

 
Mots-clés : Non-réponse à l’enquête; biais; plan de collecte adaptatif; estimateur par calage; variables auxiliaires. 

 
 

1  Introduction 
 

Le problème de l’estimation exacte en dépit d’une non-réponse importante doit être examiné sous deux 

angles temporellement dépendants, à savoir d’abord les moyens de gérer la collecte des données, puis les 

moyens de traiter l’estimation à partir des données finalement recueillies. La première activité peut 

nécessiter d’importantes ressources. Dans une enquête téléphonique, la planification quotidienne des 

tentatives de prise de contact, l’interaction avec les intervieweurs et les éléments à prendre en considération 

pour établir leur charge de travail peuvent demander de coûteux efforts. L’étape de l’estimation est 

administrativement plus simple; elle comporte la recherche des meilleures variables auxiliaires en vue de 

procéder à une pondération calée pour corriger la non-réponse, après quoi les estimations sont 

habituellement calculées en se servant de logiciels existants. 

La collecte des données est le point de concentration de la littérature sur les plans de collecte dynamique 

(responsive designs); Groves (2006), Groves et Heeringa (2006) ont été parmi les premiers à proposer ces 

plans. Les plans de collecte adaptatifs (adaptive survey designs) sont discutés dans Wagner (2008). L’une 

des idées qui sous-tend cette approche de recherche est qu’une collecte des données qui s’étend sur une 

certaine période pourrait être inspectée à des points de décision appropriés, où des mesures peuvent être 

prises pour obtenir en fin de compte un ensemble bien équilibré de répondants. Schouten, Calinescu et 

Luiten (2013) expliquent comment les plans de collecte adaptatifs peuvent être taillés sur mesure en vue 

d’optimiser les taux de réponse et de réduire la sélectivité de la non-réponse, en tenant compte des aspects 

liés au coût. De nombreux travaux exploratoires ont porté sur les plans de collecte dynamiques (ou 

adaptatifs). La recherche d’une réponse bien équilibrée ou représentative peut être un objectif en soi. 

Différentes pistes ont été explorées, à savoir le classement des cas par ordre de priorité, (Peytchev, Riley, 
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Rosen, Murphy et Lindblad 2010); les règles d’arrêt pour mettre fin aux tentatives de collecte des données 

pour des unités particulières de l’échantillon, (Rao, Glickman et Glynn 2008; Wagner et Raghunathan 

2010); l’utilisation de paradonnées de manière plus générale pour gérer la réponse à l’enquête, (Couper et 

Wagner 2011). 

La mesure et le contrôle du déséquilibre font partie de la phase de collecte des données. La statistique 

de déséquilibre (voir la section 3) joue un rôle central dans le présent article; elle a été utilisée par exemple 

dans Särndal (2011), Lundquist et Särndal (2013), Särndal et Lundquist (2014a, 2014b). Elle est reliée à 

l’indicateur R  (R pour représentativité); voir Schouten, Cobben et Bethlehem (2009), et Bethlehem, Cobben 

et Schouten (2011). 

La seconde étape s’appuie sur la théorie de l’estimation pour résoudre la difficulté que pose la non-

réponse, principalement la façon d’obtenir un faible biais dans les estimations. Considérée strictement 

comme un problème d’estimation, il s’agit d’une activité en soi, après l’achèvement de la collecte des 

données. L’ensemble des unités répondantes est fixé; la quantité des données sur ces unités est « gelée ». 

Le choix des variables auxiliaires joue un rôle crucial. Les « meilleures » doivent être sélectionnées. Cet 

aspect a été traité en profondeur, notamment dans Särndal et Lundström (2005). Deux facteurs sont 

habituellement mentionnés comme étant importants pour l’exactitude des estimations, à savoir la mesure 

dans laquelle les variables auxiliaires choisies peuvent expliquer la variable étudiée et la mesure dans 

laquelle ces variables peuvent expliquer l’indicateur de réponse 0/1 montrant la présence ou l’absence d’une 

unité dans le jeu de répondants. Ces deux degrés d’explication sont l’un et l’autre partiels au mieux, 

imparfaits. Les deux rôles des variables auxiliaires interagissent, comme le soulignent par exemple Little et 

Vartivarian (2005). Une revue détaillée des procédures d’ajustement de la pondération pour corriger la non-

réponse est donnée dans Brick (2013). 

La disponibilité des variables auxiliaires dépend de l’environnement de l’enquête. En Scandinavie, les 

enquêtes auprès des particuliers et des ménages peuvent s’appuyer sur les vastes sources de variables 

auxiliaires que sont les registres administratifs. Et il en est de plus en plus souvent ainsi dans d’autres pays. 

D’aucuns pensent que l’estimation est vraiment l’étape importante : toute mesure qui peut être prise à 

l’étape de la collecte des données, comme l’équilibrage ou l’amélioration de la représentativité, est peut-

être superflue; obtenir les estimations les plus exactes possibles est un problème qui peut être traité 

efficacement à l’étape de l’estimation, grâce à l’usage judicieux des variables auxiliaires dans un processus 

de pondération pour corriger la non-réponse ou par d’autres moyens. Ce point de vue est défendu, par 

exemple, dans Beaumont, Bocci et Haziza (2014). 

Néanmoins, il est clair que les aspects mesurables de la collecte des données influenceront l’exactitude 

des estimations qui sont produites en dernière analyse. L’une de ces mesures est la statistique de déséquilibre 

définie à la section 3. Dans le présent article, les deux activités temporellement dépendantes sont prises en 

compte. L’équilibrage de la réponse doit être combiné à des méthodes d’estimation efficaces afin d’obtenir 

en fin de compte les estimations les meilleures (les plus exactes) possibles. Cette façon de penser sous-tend, 

par exemple, les travaux de Schouten, Cobben, Lundquist et Wagner (2014). 

Les considérations qui motivent le présent article sont les suivantes : il existe des méthodes s’appliquant 

à diverses lignes de conduite – règles d’arrêt, classement des cas par ordre de priorité, et d’autres – durant 
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la collecte des données, en vue d’obtenir en fin de compte un ensemble de répondants r  favorable. Särndal 

et Lundquist (2014a, 2014b) ont utilisé la statistique de déséquilibre IMB  (de l’anglais imbalance) donnée 

à la section 3 comme outil en vue d’arriver à un faible déséquilibre dans l’ensemble de répondants final. Vu 

que des variables auxiliaires seront également utilisées dans l’estimation, dans quelle mesure une meilleure 

exactitude des estimations découlera-t-elle d’un faible déséquilibre durant la collecte des données qui 

précède ? Des signes encourageants, par exemple dans Särndal et Lundquist (2014a), indiquent qu’un 

déséquilibre plus faible donne lieu à une certaine amélioration de l’exactitude, quoique modeste. Ces travaux 

étant empiriques, dans le présent article nous présentons un soutien mathématique/analytique menant à une 

conclusion similaire. 

La présentation de l’article est la suivante : le contexte de l’enquête est exposé à la section 2 et la 

statistique de déséquilibre est présentée à la section 3. L’importance de la relation de régression – celle de 

la variable étudiée sur le vecteur de variables auxiliaires – est décrite à la section 4, et plus particulièrement 

pour l’estimateur (appelé CAL) obtenu par repondération calée pour corriger la non-réponse, à la section 5. 

L’écart de l’estimateur CAL par rapport à l’estimateur (sans biais) nécessitant une réponse complète et est 

analysé à la section 6, à la section 7 et à la section 8, en montrant comment l’écart dépend du déséquilibre. 

Deux résultats sont présentés concernant les propriétés statistiques (moyenne et variance) de l’écart de CAL. 

En particulier, il est montré que la variance de cet écart est, approximativement, une fonction linéaire de la 

statistique de déséquilibre. D’où, l’écart est vraisemblablement plus petit, et les estimations plus exactes, si 

le déséquilibre peut être réduit durant la collecte des données. Les résultats théoriques sont validés 

empiriquement à la section 9 en utilisant des données provenant d’une enquête-ménages estonienne. Le 

logiciel statistique R est utilisé; R Core Team (2014). Une discussion conclut l’article à la section 10. Trois 

annexes fournissent les preuves et les dérivations nécessaires. 

 
2  Contexte et notation 
 

Un échantillon probabiliste s  est tiré de la population finie  1,2, , , , .U k N    L’unité k  possède 

la probabilité d’inclusion connue  Prk k s    et le poids de sondage connu 1 .k kd   Une non-

réponse a lieu. L’ensemble de répondants, désigné ,r  est un sous-ensemble de s  pour lequel la variable 

étudiée est observée. Nous ne savons pas comment r  a été généré à partir de ;s  les probabilités de réponse 

sont inconnues (si l’on suppose qu’elles « existent », elles ne sont pas nécessaires dans le présent article). 

Le taux de réponse (pondéré par les poids de sondage) est  

 .k kr s
P d d    (2.1) 

Si A  est un ensemble d’unités, ,A U  une somme 
k A  s’écrira .

A  L’enquête peut compter de 

nombreuses variables étudiées. Une variable type, désignée y  (continue ou catégorique), possède une 

valeur ky  qui est enregistrée pour k r  mais manquante pour .k s r   Notre objectif est d’estimer le 

total de population de ,y  .kU
Y y   L’indicateur de réponse I  prend la valeur 1kI   pour ,k r  0kI   

pour .k s r   Un objectif dans la pratique est d’obtenir une réponse r  qui est bien équilibrée, au sens qui 
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sera spécifié plus tard. Nous sommes amenés à considérer les différents ensembles r  qui peuvent provenir 

d’un échantillon donné .s  

Le vecteur auxiliaire x  de dimension 1J   prend la valeur kx  connue au moins pour toutes les unités 

.k s  L’information auxiliaire peut être utilisée dans la collecte des données (pour surveiller le flux de 

données entrantes afin d’arriver à un meilleur équilibre) et/ou dans l’estimation (pour le calcul de poids 

calés). Le vecteur auxiliaire ne doit pas nécessairement être le même dans les deux cas, mais nous supposons 

ici que les deux vecteurs concordent et que l’information x  utilisée concerne les unités .k s  Cela englobe 

le cas important des paradonnées, c’est-à-dire des variables portant sur le processus de collecte des données. 

Un type important de vecteur auxiliaire est le vecteur de groupes. Il précise l’appartenance de chaque 

unité k  à l’un de J  groupes de l’échantillon mutuellement exclusifs et exhaustifs, de sorte que 

 0, ,1, 0 ,k
x    où la seule valeur « 1 » indique l’unique groupe (sur les J  possibles) auquel k  

appartient. 

Un vecteur de groupes existe lorsque plusieurs variables auxiliaires catégoriques sont entièrement 

croisées. Par exemple, si  sexe études âge  x  représente le croisement de 2 sexes, 3 catégories 

exhaustives d’études et 4 catégories exhaustives d’âge, alors x  est un vecteur de groupes de dimension 

2 3 4 24J      et pouvant prendre autant de valeurs possibles .kx  Quand plusieurs variables 

catégoriques sont utilisées mais qu’elles ne sont pas entièrement croisées – un important aspect pratique 

dans les organismes statistiques –, la dimension J  de kx  peut être maintenue relativement modeste (disons 

inférieure à 15) tout en codant un nombre beaucoup plus élevé (disons plus d’une centaine) de propriétés 

possibles kx  des unités .k  Pour une étude de la Swedish Living Conditions Survey, Särndal et Lundquist 

(2014a) ont utilisé un vecteur x  de dimension 14 avec 256 valeurs possibles. Le cas du vecteur de groupes 

et le cas du vecteur sans groupes révèlent d’importantes différences dans les résultats qui suivent. 

Tous les vecteurs auxiliaires utilisés ici satisfont une contrainte appliquée pour des raisons de commodité 

mathématique sans restreindre gravement le choix du vecteur, à savoir qu’il existe un vecteur constant μ  

tel que  

 1k
 μ x  pour tout .k  (2.2) 

Par exemple, quand 2J   et  1, ,k kx x  alors  1,0 μ  satisfait la contrainte. Dans le cas du vecteur 

de groupes, où  0, ,1, ,0 ,k
x    alors  1, ,1, ,1 μ    satisfait la contrainte. Si x  n’est pas un 

vecteur de groupes, disons un vecteur utilisé pour coder « études » en se servant de trois catégories 

mutuellement exclusives et exhaustives, et « sexe » au moyen d’une variable univariée égale à 1 ou 0, alors 

3 1 4J     (pas de croisement des variables études et sexe), et  1,1,1,0 μ  satisfait la contrainte. 

 
3  Déséquilibre 
 

Le concept d’équilibre a souvent été évoqué en littérature statistique en faisant référence à l’égalité des 

moyennes de variables particulières pour deux ensembles d’unités, dont l’un est un sous-ensemble de 

l’autre. La méthode du cube de Deville et Tillé (2004) est une méthode permettant d’obtenir un échantillon 
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probabiliste s  tiré de U  qui est équilibré par rapport à un vecteur .x  Dans le contexte de la non-réponse, 

nous voulons savoir dans quelle mesure une réponse r  est bien équilibrée, comparativement à l’échantillon 

probabiliste s  qui aurait donné des estimations sans biais. Un vecteur auxiliaire donné x  possède des 

moyennes calculables r k k kr r
d d  x x  pour la réponse et s k k ks s

d d  x x  pour l’échantillon. 

Si ces moyennes sont égales, ce qui est peu probable, la réponse est parfaitement équilibrée par rapport à 

.x  Le contraste entre la réponse r  et l’échantillon s  peut être mesuré par des quantités scalaires  

        1 1; .s r s s r s r r s r r sQ Q       x x Σ x x x x Σ x x  (3.1) 

L’échantillon et l’ensemble de répondants ne se distinguent que par la matrice de pondération de 

dimensions ,J J  s k k k ks s
d d  Σ x x  opposée à ,r k k k kr r

d d  Σ x x  toutes deux supposées 

non singulières. En particulier, la quantité sQ  est importante pour la statistique de déséquilibre appelée IMB 

(de l’anglais imbalance) de r  par rapport au vecteur x  spécifié : 

      2 1 2, ,r s s r s sIMB r s P P Q   x x x Σ x x  (3.2) 

où P  est le taux de réponse (2.1); voir, par exemple, Särndal et Lundquist (2014a). La notation complète 

 ,IMB r sx  souligne le fait que le déséquilibre dépend de la réponse obtenue r  et du choix du vecteur .x  

À moins qu’il ne soit nécessaire de mettre l’accent, nous utilisons la notation plus simple .IMB  Nous avons 

 0 1IMB P P    pour n’importe quels ensemble de répondants r  et formulation de vecteur ,x  sachant 

.s  La statistique IMB  est une mesure descriptive de la réponse .r  Elle est reliée à un cas particulier de 

l’indicateur R,  dont la motivation repose plutôt sur l’estimation des probabilités de réponse (inconnues) 

pour les unités de population; voir par exemple Bethlehem et coll. (2011). 

La statistique IMB  (3.2) peut être calculée et surveillée en continu pendant une collecte de données 

s’étendant sur une certaine période, disons plusieurs jours ou semaines, durant laquelle les tentatives de 

prise de contact se poursuivent auprès d’une unité de l’échantillon jusqu’à ce que les données souhaitées 

soient obtenues, ou, en cas d’échec, jusqu’à ce que l’unité soit déclarée être un non-répondant. À mesure 

que le taux de réponse P  augmente, IMB  sert d’outil de surveillance et de gestion de la collecte des données 

en vue d’obtenir en fin de compte un ensemble de répondants r  qui, s’il n’est pas parfaitement équilibré 

pour satisfaire ,r sx x  aura au moins une IMB  considérablement plus faible que si aucun équilibrage 

n’avait été tenté durant la collecte des données. Des méthodes d’équilibrage fondées sur la propension à 

répondre, telle que la méthode du seuil et la méthode des proportions égales, sont décrites dans Särndal et 

Lundquist (2014a, 2014b). 

Nous examinerons plus tard le cas particulier où s  est un échantillon autopondéré (comme quand s  est 

un échantillon aléatoire simple), l’ensemble de répondants r  possède une taille fixe ,m  et x  est un vecteur 

de groupes de dimension J  comme il est défini à la section 2. Alors, s  ainsi que r  sont divisés en J  

groupes non chevauchants. Pour le groupe de l’échantillon ,js  si nous désignons par jn  la taille et par 
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js jW n n  la taille relative, 
1

.
J

jj
n n


  Pour le groupe jr  de la réponse, posons que j jm n  est la 

taille; 
1

.
J

jj
m m


  Le déséquilibre (3.2) est alors donné par  

  2

1
,

J

js jj
IMB W p p


   (3.3) 

où les taux de réponse sont j j jp m n  dans le groupe j  et p m n  dans l’ensemble. (Le taux de réponse 

P  est défini en (2.1) avec les poids de sondage généraux ;kd  pour un échantillon autopondéré, où kd  est 

constant, nous utilisons p  minuscule pour désigner le taux de réponse.) Si 0,IMB   nous avons un 

équilibre parfait; tous les taux de réponse de groupe 
j

p  sont alors égaux. 

 
4  L’aspect régression 
 

Le déséquilibre IMB  est déterminé par le vecteur auxiliaire x  sans tenir compte de la variable étudiée 

.y  Or, la relation entre x  et y  est également importante en ce qui concerne le biais des totaux y  estimés. 

Une forte régression de y  sur x  donnera vraisemblablement un petit biais, intuitivement parce que les 

valeurs y  prédites par régression peuvent alors donner des valeurs de remplacement approchées pour les 

valeurs manquantes. Dans le cas de certaines données d’enquête, la force de la régression peut être modeste, 

mais néanmoins avoir un effet important sur le biais. Les vecteurs des coefficients de régression linaire 

ordinaire pour l’échantillon complet s  et pour la réponse r  sont, respectivement,  

    1 1
; .s k k k k k k r k k k k k ks s r r

d d y d d y
      b x x x b x x x  (4.1) 

En présence de non-réponse, rb  est calculable, mais non .sb  Les matrices de dimensions J J  qu’il 

faut inverser sont supposées non singulières. Normalement, ,r sb b  la différence étant peut-être 

considérable (mais inconnue). La régression fondée sur la réponse est incohérente. 

Le déséquilibre pour la variable y  est ,r sy y  où les moyennes sont s k k ks s
y d y d    pour 

l’échantillon (inconnu) et r k k kr r
y d y d    pour la réponse (calculable). La décomposition  

     ,r s r s r r s sy y      x x b b b x  (4.2) 

met en relief deux différences indésirables, r sx x  (due au déséquilibre dans le vecteur ),x  et r sb b  

(due à l’incohérence de la régression); pour obtenir (4.2), notons que r r ry x b  et ,s s sy x b  qui sont des 

conséquences de la contrainte (2.2) appliquée au vecteur .x  

 
5  Estimation du total de population en présence de non-réponse 
 

L’équation (4.2), quand elle est multipliée par ˆ ,ks
N d   peut être exprimée en fonction de trois 

estimateurs courants du total de population .kU
Y y   Deux d’entre eux sont possibles en présence de 

non-réponse,  
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 ˆ ˆ ˆ ˆ, ,k k k k kr r
EXP CAL

k kr r

d y d g y
Y N Y N

d d
  

 
 (5.1) 

avec 1 .k s r kg  x Σ x  De ces estimateurs, ÊXPY  est une simple extension de la moyenne de y  dans la réponse 

et peut être fortement biaisé. L’estimateur par calage ĈALY  donne à ky  le poids .k kd g P  La propriété de 

calage est   ,k k k k kr s
d g P d x x  où le deuxième membre de l’équation est sans biais pour le total 

x  de population ,kU x  ce qui explique pourquoi ĈALY  peut être considérablement moins biaisé que ˆ ,EXPY  

quand x  et y  sont bien reliées. Si les valeurs ky  sont enregistrées pour l’échantillon complet ,s  une 

estimation sans biais sera obtenue au moyen de l’estimateur de Horvitz-Thompson  

 ˆ .FUL k ks
Y d y    

Nous désignerons ces trois types d’estimateur par EXP, CAL et FUL (pour full sample). Maintenant, 

l’expression (4.2) multipliée par ˆ
ks

N d   se lit  

    ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ .EXP FUL EXP CAL CAL FULY Y Y Y Y Y      (5.2) 

Exprimée en mots, Écart de EXP  terme d’ajustement du biais + écart de CAL. L’ajustement calculable 

est  ˆ ˆ ˆ .EXP CAL r s rY Y N   x x b  Les deux écarts par rapport à l’estimateur sans biais, ˆ ˆ
CAL FULY Y   

 ˆ
r s sN b b x  pour CAL et  ˆ ˆ ˆ

EXP FUL r sY Y N y y    pour EXP, ne sont pas calculables en présence de 

non-réponse, parce qu’ils requièrent les valeurs de y  pour l’échantillon complet. 

Comme nous l’avons mentionné, il existe des méthodes pour réduire le déséquilibre IMB  durant la 

collecte des données. Un faible déséquilibre est intuitivement intéressant, mais aboutit-il à une plus grande 

exactitude des estimations ? Ou bien, cela suffit-il de faire intervenir les variables auxiliaires à l’étape de 

l’estimation, par un ajustement de la pondération par calage comme dans l’estimateur CAL ? Le terme 

d’ajustement  ˆ ˆ ˆ
EXP CAL r s rY Y N   x x b  peut clairement être réduit en construisant r  de manière que le 

déséquilibre soit faible; il est égal à zéro pour l’équilibre parfait .r sx x  En pratique, l’estimateur CAL est 

préféré à l’estimateur EXP, le premier étant habituellement plus précis, en raison de l’information auxiliaire. 

Mais l’écart  ˆ ˆ ˆ
CAL FUL r s sY Y N   b b x  est-il plus petit si la réponse r  a été construite de manière à ce 

que IMB  soit faible ? Autrement dit, cela vaut-t-il l’effort (peut-être coûteux) de gérer la collecte des 

données de manière que rx  soit plus proche de sx  et, par conséquent, que IMB  soit réduit ? La question 

est essentiellement celle de savoir si cela ferait aussi se rapprocher rb  et .sb  

 
6  Propriétés statistiques de l’écart de l’estimateur CAL 
 

Dans la décomposition (5.2), l’écart de CAL par rapport à l’estimateur sans biais FUL est ˆ ˆ
CAL FULY Y   

ˆ
rN  où   .r r s s

 Δ b b x  Pour voir si rΔ  est plus petit, ou susceptible de l’être, lorsqu’on réalise un 

faible déséquilibre durant la collecte des données, nous cherchons à obtenir des résultats analytiques au sujet 
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des propriétés statistiques, telles la moyenne et la variance, de rΔ  en fonction de la statistique IMB  (3.2). 

Des résultats très généraux de ce type sont difficiles à obtenir. Plusieurs facteurs compliquent l’analyse, 

dont le plan d’échantillonnage utilisé pour tirer ,s  la loi de probabilité des ensembles de réponses r  sachant 

,s  la composition du vecteur auxiliaire ,x  et ainsi de suite. Les résultats pour des situations particulières 

sont obtenus aux sections 7 et 8. 

Le résultat 1 à la section 7 donne les propriétés – espérance et variance – de  r r s s
 Δ b b x  sur les 

résultats de réponse r  avec une taille fixe m  et une moyenne fixe rx  quand x  est un vecteur de groupes, 

et s  est un échantillon aléatoire simple. La moyenne de rΔ  sur de tels résultats est nulle. Le déséquilibre 

apparaît dans la variance de ,rΔ  qui est linéairement croissante en ,IMB  approximativement. Une raison 

de choisir x  comme étant un vecteur de groupes est que le conditionnement sur rx  mène à des calculs 

relativement simples. Une moyenne fixe rx  implique une valeur fixe de .IMB  (Mais l’inverse n’est pas 

vrai; plusieurs rx  peuvent donner le même IMB.) Une autre simplification quand x  est un vecteur de 

groupes tient aux matrices diagonales rΣ  et .sΣ  Le test empirique présenté à la section 9.1 concerne le 

résultat 1. 

Les calculs simples obtenus grâce au vecteur de groupes le sont au détriment de la généralité. À Statistics 

Sweden, par exemple, il est fréquent les vecteurs x  utilisés en production ne soient pas des vecteurs de 

groupes. L’obtention de résultats mathématiques transparents au sujet de rΔ  est alors plus difficile. 

Le résultat 2 donné à la section 8 est calculé sous un modèle de régression linéaire entre y  et .x  Les ky  

sont alors considérés comme aléatoires, leurs propriétés étant énoncées par le modèle. Il n’est plus nécessaire 

que x  soit un vecteur de groupes. Les conclusions sont à certains égards similaires à celles du résultat 1. 

La situation 2 du test empirique à la section 9.2 se rapporte à la fois au résultat 1 et au résultat 2. 

 
7  Le premier résultat 
 

Le résultat 1 s’applique au contexte d’enquête suivant : un échantillon autopondéré s  de taille n  est tiré 

de  1, , , , ;U k N    le poids kd  est le même pour toutes les unités .k  Le vecteur auxiliaire x  est un 

vecteur de groupes de dimension ,J  de sorte que l’échantillon s  et l’ensemble de répondants ,r  qui sont 

supposés être de tailles fixes ,m n  sont divisés en J  groupes non chevauchants. La notation pertinente 

est donnée à la fin de la section 3. Les valeurs ky  sont traitées comme étant fixes, non aléatoires, comme 

cela se fait habituellement dans l’approche classique fondée sur le plan de sondage. Si les ky  étaient 

observées pour tout ,k s  alors ˆ ,FUL sY N y  avec ,s ks
y y n   serait sans biais sous le plan de 

sondage pour le total de population de ,y  .kU
Y y   Mais ky  est disponible pour k r  uniquement; 

l’estimateur CAL (5.1) devient 
1

ˆ ,
j

J

CAL js rj
Y N W y


   où 

jry  est la moyenne des valeurs ky  des répondants 

dans le groupe .j  Les propriétés statistiques – l’espérance et la variance – de  ˆ ˆ
CAL FUL rY Y N    avec 

 
1 j

J

r r s s js r sj
W y y


    b b x  sont données dans le résultat 1 pour les conditions probabilistes 

suivantes : tous les  n
m  ensembles de réponses r  de taille fixe m  sont supposés a priori être également 
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probables. Sachant ,s  le déséquilibre IMB  est déterminé par    1
, , , , .1

j Jr m m mm x    Sachant ,rx  

il nous reste  1
j

j

J

j

n
mR


   ensembles ,r  ayant tous la même probabilité non nulle 1 R  et le même ,IMB  

donné par (3.3). Les autres ensembles r  de taille m  ne sont plus dans le champ d’observation. Le 

conditionnement sur rx  nous permet d’étudier les propriétés de l’estimateur CAL en fonction de l’IMB. Le 

résultat 1 fait intervenir la variance de la variable étudiée ,y  à l’intérieur des groupes et combinée sur les 

groupes : 

    
2

2 2 2

1

1 ; .
j jyj js

J

k s y js yj
j

S ny y S W S


     (7.1) 

 

Résultat 1. Soit s  un échantillon autopondéré de taille n  et soit kx  un vecteur de groupes de dimension .J  

Supposons que tous les  n
m  ensembles de réponses r  de taille fixe m  sont a priori aussi probables les uns 

que les autres. Alors, 

                                    E , , 0r r m s   x   (7.2) 

     22 2 2

1

1 1 1
E , , 1

J

r r y js yj
j j

p
S m s S W S

m n m p


              
x   (7.3) 

où js jW n n  et j j jp m n  sont la taille relative et le taux de réponse, respectivement, pour le groupe 

,j  p m n  est le taux de réponse global, et 2
yS  et 2

yjS  sont données en (7.1). Si les taux de réponse jp  et 

les variances 2
yjS  ne varient que peu sur les groupes, alors  

 
2

2
2

1 ySIMB
S p

p m

  
 

  (7.4) 

où IMB  est donné par (3.3). 

En cas de réponse complète, quand ,r s  les deuxièmes membres des équations (7.3) et (7.4) sont nuls; 

l’approximation dans (7.4) est exacte : 2 0.S   Pour interpréter le résultat 1, notons que le premier terme 

du deuxième membre de (7.3) est une constante, sachant .m  Ce terme donne la variance conditionnelle pour 

une réponse parfaitement équilibrée, où jp  est la même pour tous les groupes. Le deuxième terme est le 

terme de pénalisation, à savoir la pénalisation du fait de ne pas obtenir l’équilibre parfait durant la collecte 

des données. La taille de ce terme dépend de la mesure dans laquelle le plan de collecte dynamique réussit 

à générer des taux de réponse de groupe 
j

p  qui ne varient que faiblement. Ce terme est nul si l’on peut 

rendre tous les 
j

p  égaux. 

La formule (7.4) indique que la variance 2S  diminue parallèlement à l’ IMB  de manière plus ou moins 

linéaire. Donc, un faible déséquilibre accroît les chances d’obtenir un petit écart ˆ ˆ ˆ ,CAL FUL rY Y N    ce 

qui est important en pratique. Par exemple, pour une non-réponse de 1 40 %,p   2 20,57 yS S m   si 

0,06;IMB   mais si 0,IMB   c’est-à-dire en cas d’équilibre parfait, cette variance est réduite à
2 20,40 .yS S m   L’amélioration est claire, mais ne peut être qualifiée de très grande. Cela tient au fait que 
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2IMB p  est souvent faible comparativement à une non-réponse 1 p  de l’ordre de 30 à 60 %, c’est-à-dire 

les cas dont nous nous préoccupons principalement ici. Donc, prendre des mesures en vue de réduire le 

déséquilibre a un effet désirable, mais modeste plutôt que puissant. 

Dans (7.2) et (7.3), l’espérance  E   est obtenue en prenant la moyenne sur les  1
j

j

J

j

n
m

R


   

ensembles équiprobables r  qui restent parmi  n
m

 après avoir fixé .rx  Il convient aussi de souligner que 

plus d’une moyenne rx  peut donner la même valeur .IMB  Donc, il peut exister plus d’une valeur 2S  pour 

le même .IMB  La fonction linéairement croissante de IMB  en (7.4) est néanmoins leur approximation 

commune. 

 
8  Le deuxième résultat 
 

Dans le résultat 1, les valeurs de la variable étudiée ky  sont traitées comme étant fixes, non aléatoires. 

Dans le résultat 2, elles sont aléatoires et leurs propriétés sont précisées par un modèle de régression linéaire 

  dont les résidus sont k k ky   x β  pour un certain β  inconnu : 

      2 2; , tout ; , 0, tout .k k k k k k kE y E k s E k s           x x β x x x    (8.1) 

Les propriétés données en (8.1) s’appliquent également aux unités k  et   appartenant à tout sous-

ensemble r  de .s  Le résultat 2 donne l’espérance et la variance approximative de  r r s s
 Δ b b x  

conditionnellement à un échantillon autopondéré fixe s  et à un ensemble de répondants fixe r  ayant 

respectivement pour taille n  et .m  
 

Résultat 2. Soit s  un échantillon autopondéré de taille .n  Soit X  la matrice des données x  de dimensions 

J n  dont les colonnes sont ,kx  .k s  Alors, sous le modèle   en (8.1),  

    
2

2
2

, , 0; , , 1 ,r r

IMB
E r s E r s p

p m


 

      
 

X X  (8.2) 

où m  est la taille de l’ensemble de répondants fixe ,r  p m n  est le taux de réponse et IMB  est donné 

par (3.2). 

Le résultat 2 (pour un vecteur x  arbitraire et les ky  aléatoires) reflète le résultat 1 (pour le vecteur x  

de groupes et les ky  non aléatoires) en ce sens que l’un et l’autre donnent une moyenne conditionnelle nulle 

et la même forme linéairement croissante pour la variance conditionnelle approximative. 

Le calcul du résultat 2 donné à l’annexe 3 s’appuie sur une comparaison de deux formes quadratiques 

en r sx x  données dans (3.1), sQ  et .rQ  La première est utilisée dans la statistique de déséquilibre (3.2), 
2 ;sIMB P Q  la seconde détermine les facteurs de pondération 

k
g  pour l’estimateur CAL (5.1). 

L’approximation ,r sQ Q  nécessaire pour le résultat 2, est justifiée à l’annexe 2. 
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9  Essai empirique 
 

Les résultats 1 et 2 donnent le fondement pour tester empiriquement à la présente section la façon dont 

la moyenne et la variance de l’écart  ˆ ˆ ˆ ˆ
CAL FUL r r s sY Y N N     b b x  dépendent du déséquilibre .IMB  

Les deux résultats énoncent que la variance de rΔ  augmente de manière à peu près linéaire à mesure que 

IMB  augmente, sans être faible, même si IMB  est proche de zéro. 

Nous utilisons des données réelles provenant d’une enquête estonienne réalisée auprès de 17 540 

ménages. Les variables qui suivent sont disponibles pour chaque ménage, à savoir le revenu net du ménage, 

utilisé ici comme variable étudiée ,y  et trois variables catégoriques se rapportant au chef de ménage 

désigné, utilisées ici comme variables auxiliaires : i) sexe (1 pour masculin, 0 pour féminin), ii) activité 

économique (1 pour occupé, 0 pour non occupé) et iii) études, avec trois niveaux exhaustifs : faible, moyen 

et élevé. 

Nous calculons la moyenne   de rΔ  et la variance 2S  de rΔ  en prenant la moyenne sur les ensembles r 

pour une moyenne rx  fixe, sachant .s  

 

9.1  Situation de test 1 
 

En harmonie avec le résultat 1, nous voulons prendre en considération les ensembles de réponses r  de 

taille fixe m  issus de l’échantillon s  de taille .n  Le volume des calculs est prohibitif, même pour une 

valeur assez faible de .n  Nous avons tiré s  comme un échantillon aléatoire simple de taille 20n   parmi 

une population de 17 540. Les kd  sont alors constants. La moyenne d’échantillon de la variable y  (revenu 

du ménage) était 10 386,65.sy   Nous définissons kx  comme étant le vecteur de groupes de dimension 

3J   qui précise les trois niveaux d’études exhaustifs, à savoir faible, moyen et élevé. Pour l’échantillon 

réalisé ,s  nous avons  5,8,7 .sn x  

Nous avons fixé la taille des ensembles de réponses r  à 12.m   Le taux de réponse est de 60 % pour 

chacun des   520
12

1,26 10   ensembles de réponses r  possibles. De ceux-ci, nous avons exclu tous ceux 

pour lesquels le vecteur des nombres de réponses rmx  contenait un zéro, pour éviter une matrice rΣ  

singulière. Cela nous a laissé 31 configurations  1 2 3, ,m m m  telles que 1 2 3 12m m m    et les trois 

nombres 1.
j

m   Pour chacune des 31 possibilités, nous avons calculé   et 2S  en prenant la moyenne sur 

les ensembles de réponses r  satisfaisant la configuration fixe. Par exemple,    1 2 3, , 3, 4,5m m m   est 

satisfaite par 14 700 ensembles de réponses ,r  de sorte que la moyenne et la variance de r  sont calculées 

sur ces ensembles. D’autres configurations donnent un nombre beaucoup plus faible d’ensembles de 

réponses, par exemple, seulement 70 pour la configuration (3, 8, 1); quelques-unes de ces configurations 

peuvent être très influentes dans les calculs. Pour chacun des 31 cas,   est théoriquement nulle, en vertu 

du résultat 1. Les calculs l’ont confirmé; une représentation graphique de   en fonction de IMB  n’est pas 

nécessaire. La figure 9.1 montre le tracé des 31 points de 2S  en fonction de .IMB  En raison du caractère 

non unique de IMB  mentionné plus haut, il arrive plusieurs fois que plus d’une valeur de 2S  existe pour 

une même valeur .IMB  La figure 9.1 montre que 2S  suit clairement une tendance à la hausse quand IMB  
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augmente. La figure 9.1 montre aussi l’approximation    2 22 2 1
yapprox S m p pS S IMB      issue du 

résultat 1. Nous avons 0,6; 12p m   et 2 626,3 10 ,yS    de sorte que l’approximation calculée, linéaire 

en ,IMB  est 2
approxS a b IMB    avec 60,879 10a    et 66,102 10 .b    Pour les points associés à une 

faible valeur ,IMB  2S  concorde étroitement avec 2
approxS  linéairement croissante. L’une des raisons est 

que, si IMB  est faible, les taux de réponse de groupe jp  varient peu, ce qui est une des conditions pour 

une approximation proche, comme l’explique le calcul du résultat 1 à l’annexe 1. Pour des valeurs plus 

élevées de ,IMB  la tendance à la hausse en 2S  demeure évidente, mais la dispersion autour de la ligne 

droite théorique est plus prononcée. Cinq points aberrants dans la figure 9.1 ont une très grande valeur de 
2 ;S  trois d’entre eux sont obtenus quand une composante de  1 2 3, ,m m m  est égale au nombre maximal (5 

ou 8 ou 7). Pour ces points, l’on s’attend à une approximation linéaire moins précise, les jp  étant loin d’être 

égaux. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 9.1 Variance conditionnelle de Δ r  en fonction du déséquilibre ;IMB  xk  est un vecteur de groupes de 

dimension 3; ensembles de réponses r  de taille fixe 12 provenant d’un échantillon fixe s  de 
taille 20. 

 
9.2  Situation de test 2 
 

La configuration et les étapes de calcul sont similaires à celles de la situation de test 1, mais kx  n’est 

plus un vecteur de groupes; certains résultats changent considérablement comparativement à la situation de 

test 1. 

Un nouvel échantillon aléatoire simple s  de taille 20n   a été tiré parmi les 17 540 ménages. Pour cet 

échantillon, 9 618,4.sy   Posons que kx  englobe les trois variables auxiliaires (i), (ii) et (iii), mais que 

Variance conditionnelle de Δr sachant r  
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celles-ci ne sont pas entièrement croisées : sexe (variable univariée codée 0 ou 1), activité économique 

(variable univariée codée 0 ou 1) et niveau d’études (trois catégories exhaustives codées (1,0,0) ou (0,1,0) 

ou (0,0,1)). kx  n’est pas un vecteur de groupes; sa dimension est de 1 1 3 5,    et rx  possède 

2 2 3 12    valeurs possibles rΣ  et sΣ  ne sont pas des matrices diagonales. Nous avons sn x

 9, 11, 4, 7, 9 .  Pour cet échantillon ,s  nous avons considéré les ensembles de réponses r  de taille fixe 

12,m   sauf ceux pour lesquels une ou plusieurs des cinq composantes du vecteur des nombres de réponses 

rmx  sont nulles. Cela a laissé 658 vecteurs différents ,rmx  chacun composé de cinq nombres non nuls et 

satisfait par un certain nombre d’ensembles de réponses r  sur lesquels nous avons calculé, en prenant la 

moyenne, le terme   et la variance 2 .S  Il s’agit donc de moments conditionnés sur .rx  

La figure 9.2 montre le tracé des 658 points pour   en fonction de .IMB  Dans la situation de test 1,   

était nulle pour chaque point parce que kx  était un vecteur de groupes. Ce n’est pas le cas dans la figure 

9.2, où les moyennes   s’étalent en éventail quand IMB  augmente. Elles sont nettement plus concentrées 

autour de zéro pour les faibles valeurs que pour les grandes valeurs de .IMB  Plusieurs points (c’est-à-dire 

plusieurs moyennes )rx  peuvent donner la même ou quasi la même valeur de .IMB  La figure 9.2 montre 

que dans un voisinage restreint d’une valeur fixe 0IMB  sur l’axe ,IMB  la moyenne des moyennes   est 

approximativement nulle. En référence au résultat 2, nous pouvons nous attendre à ce que la moyenne de 

  pour une valeur fixe de IMB  soit quasi nulle : sous le modèle (8.1) pour ,ky  le résultat 2 dit que 

 , , 0.rE r s  X  Quand X  et r  sont fixes, il en est de même de .IMB  Si le modèle est une 

raisonnablement bonne représentation, la moyenne de r  pour un IMB  fixe devrait être proche de zéro, 

comme l’indique la figure 9.2. 

La figure 9.3 montre le tracé de la variance conditionnelle 2S  en fonction de .IMB  La tendance d’une 

variance 2S  linéairement croissante en IMB  prédomine, même si kx  n’est pas un vecteur de groupes ici. 

La figure 9.3 montre la droite approximative calculée    2 22 ˆ 1approx p pS m IMB    dérivée du 

résultat 2, en utilisant    22ˆ
k k ss

y n J    x b  pour estimer 2 .  Nous avons 5; 0,6;J p   

12m   et 2 6ˆ 33,6 10 ,    de sorte que la droite dans la figure 9.3 est 2
approxS a b IMB    avec 

61,12 10a    et 67,78 10 .b    L’approximation linéaire tient particulièrement bien pour une faible 

valeur de ,IMB  disons inférieure à 0,1. Pour les grandes valeurs de ,IMB  la dispersion est importante; 2S  

prend certaines valeurs très grandes, et certaines valeurs très faibles également. La figure 9.4 montre le 

comportement conjoint de   et 2S  pour les 658 points. La taille d’un point est proportionnelle à 2 ;IMB  

l’élévation au carré a pour objet de mieux contraster les grandes et les petites valeurs de .IMB  Nous 

constatons que les ensembles de réponses r  pour lesquels IMB  est petit donnent de faibles valeurs de   

et 2 ,S  signe favorable car les estimateurs CAL et FUL sont alors proches. Par exemple, pour les points 

satisfaisant 0,1;IMB     est dans l’intervalle (-1 390; 1 447) et 2S  est dans (0,846×106; 4,86×106). Ces 

intervalles sont étroits; cela est encore plus prononcé pour 0,05.IMB   Quand IMB  est grand, cette 

situation avantageuse disparaît. Par exemple,   peut être très petite et, simultanément, 2 ,S  très grande 

(points au milieu et du côté droit de la figure). Par ailleurs, 2S  peut être quasi nulle tandis que   est très 
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grande en valeur absolue (points dans les parties supérieure et inférieure gauche de la figure.) La situation 

de test 2 illustre le fait qu’un vecteur sans groupes kx  peut donner à la fois une moyenne distinctement non 

nulle de r  et une variance élevée de ,r  et que ces tendances sont accentuées par un grand déséquilibre. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
Figure 9.2 Moyenne conditionnelle de Δr  en fonction du déséquilibre ;IMB  xk  est un vecteur sans groupes 

de dimension 5; ensembles de réponses r  de taille fixe 12 tirés d’un échantillon fixe de taille 20. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 9.3 Variance conditionnelle de Δ r  en fonction du déséquilibre ;IMB  x k  est un vecteur sans groupes 

de dimension 5; ensembles de réponses r  de taille fixe 12 tirés d’un échantillon fixe de taille 20. 
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Figure 9.4 Tracé de la moyenne conditionnelle de Δ r  en fonction de la variance conditionnelle de Δ ;r  xk  est 

un vecteur sans groupes de dimension 5; ensembles de réponses r  de taille fixe 12 tirés d’un 
échantillon fixe de taille 20. Taille des points proportionnelle au carré du déséquilibre. 

 
10  Discussion 
 

Nous commentons ici plusieurs questions qui se posent et indiquons les limites de notre étude. 
 

1. Choix des variables pour le vecteur auxiliaire. Les variables auxiliaires pour le vecteur x  sont traitées 

comme un choix fixe dans le présent article. Ce choix est important quand une éventuellement grande 

quantité de ces variables est disponible. Lesquelles faut-il choisir pour atteindre l’objectif ultime, qui est la 

production d’estimations les plus exactes possibles ? Le résultat 1 montre que, dans le cas du vecteur de 

groupes, deux facteurs sont importants pour 2S  (qui détermine la variance conditionnelle de CAL) : le 

déséquilibre de la réponse IMB  et la variance 2
yS  de la variable étudiée .y  Le fait que 2S  soit 

(approximativement) linéairement décroissante en IMB  incite à essayer de réduire IMB  durant la collecte 

des données. Mais inclure plus de variables dans x  augmente IMB  (parce que l’on recherche une 

concordance sur un plus grand nombre de moyennes ).x  Dans le cas de la variance de ,y  2 ,yS  c’est le 

contraire qui se produit. En vertu de (7.1), 2
yS  est une variance résiduelle moyenne autour des moyennes de 

groupe; l’introduction de variables supplémentaires dans x  réduira 2 ,yS  surtout si elles expliquent bien .y  

Les deux facteurs travaillent en sens opposé : un plus grand nombre de variables auxiliaires donne un plus 

grand déséquilibre ,IMB  mais une plus faible variance de .y  Cela suggère un compromis possible, question 

qui n’est pas examinée dans le présent article. L’une des particularités d’un vecteur de groupes x  joue un 

rôle, à savoir que, si un plus grand nombre de variables catégoriques entre dans le vecteur, la dimension de 

celui-ci augmente de façon multiplicative. Le risque que des cellules soient petites ou vides limite 
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l’extension. En guise d’illustration, si  sexe études âge  x  de dimension 2 3 4 24J      est 

étendu afin d’inclure également la profession avec 4 catégories, de manière entièrement croisée, la nouvelle 

dimension (égale au nouveau nombre de groupes) est 24 4 96.J     En principe, 2
yS  diminue, mais le 

risque d’obtenir de petites cellules est une bonne raison de s’abstenir de croiser entièrement toutes les 

variables et de les faire plutôt intervenir dans un vecteur x  sans groupes. Ce cas est abordé dans le résultat 2, 

selon lequel, si x  explique bien ,y  alors 2
  est petite et donnera une faible variance souhaitée pour .r  

 

2. Information auxiliaire à différents niveaux. Dans le présent article, le déséquilibre IMB  et l’estimateur 

par calage ĈALY  utilisent le même vecteur ,x  et plus particulièrement un vecteur qui contient des données 

auxiliaires pour les unités de l’échantillon uniquement. Il s’agit d’un cas réaliste. Cependant, dans des 

formulations plus générales, la collecte des données ferait usage d’un vecteur de surveillance MVx  

éventuellement différent du vecteur de calage CALx  utilisé plus tard dans l’estimation. Le premier est un 

instrument destiné à obtenir un faible déséquilibre IMB  dans la réponse, tandis que le second sert à obtenir 

de bons poids calés pour ˆ .CALY  Une raison pour laquelle MVx  et CALx  pourraient différer en pratique est que 

les variables auxiliaires pour l’estimation peuvent être des versions mises à jour des mêmes variables 

disponibles au moment de la collecte des données. Il peut y avoir d’autres raisons de choisir MVx  et CALx  

de sorte qu’ils soient différents. En outre, ils peuvent contenir de l’information (si elle est disponible) au 

niveau de la population. Des extensions de notre approche à ce genre de situations sont possibles. 
 

3. Avantage incertain d’une réduction du déséquilibre. Schouten et coll. (2014) dégagent des preuves 

que l’équilibrage de la réponse réduit le biais. Nous constatons aussi qu’il existe une motivation à s’efforcer 

d’obtenir, durant la collecte des données, un ensemble ultime de réponses dont le déséquilibre IMB  est 

faible. Comme le montrent théoriquement les résultats 1 et 2, et comme le confirment empiriquement les 

situations de test 1 et 2, un faible déséquilibre donne un écart ˆ ˆ ˆ
CAL FUL rY Y N    dont l’espérance est nulle 

ou quasi nulle et dont la variance est petite. Il s’agit de notre protection contre un biais important. Si IMB  

augmentait, la variance aurait tendance à augmenter. L’espérance nulle de l’écart ˆ ˆ
CAL FULY Y  est une 

propriété moyenne. Il n’y a aucune garantie que l’écart soit petit pour tout ensemble de répondants 

particulier r  présentant un faible .IMB  
 

4. L’équilibre parfait n’élimine pas le biais. Un déséquilibre nul, 0,IMB   implique une égalité des 

moyennes pour l’ensemble de répondants et l’échantillon complet, .r sx x  Si cet équilibre parfait était 

atteint, le terme d’ajustement du biais dans (5.2) serait nul; l’estimateur par calage (CAL) et l’estimateur 

par facteur d’extension (EXP) sont identiquement égaux. On peut dire que, si un équilibre parfait est atteint, 

la puissance du vecteur auxiliaire est épuisée, non pas en ce qui concerne sa possibilité d’expliquer la 

variable étudiée, mais en ce qui concerne sa possibilité de se distinguer de l’estimateur EXP rudimentaire, 

qui, même s’il n’utilise aucune information auxiliaire, est aussi bon que l’estimateur CAL qui, autrement, 

est meilleur. Cependant, CAL EXP  n’est toujours pas une situation idéale. Comme le montre le 
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résultat 1, la variance de l’écart de CAL n’est pas proche de zéro même si le déséquilibre IMB  est quasi 

nul. L’équilibre parfait n’élimine pas l’écart de CAL, mais un petit IMB  protège contre un grand écart. 
 

5. Implications pratiques. Dans le présent article, nous nous intéressons principalement aux enquêtes 

présentant une « non-réponse importante et inévitable » qui ne peut pas raisonnablement (compte tenu des 

contraintes de temps et de budget de l’enquête) être réduite à un pourcentage à un chiffre, même en 

engageant d’importantes ressources. Les enquêtes où la non-réponse est égale ou supérieure à 30 % sont 

fréquentes aujourd’hui. On est loin de la situation idéale où la réponse est quasi totale, et où le déséquilibre 

et la non-réponse cesseraient essentiellement de poser problème, vu que les estimateurs EXP, CAL et FUL 

seraient proches les uns des autres. 
 

6. Indications pour la généralisation. Les résultats 1 et 2 montrent les propriétés de l’écart de l’estimateur 

CAL parmi les ensembles de réponses sous une formulation donnée du vecteur auxiliaire. Il serait 

souhaitable de généraliser les résultats à d’autres situations. Nos preuves reposent sur l’hypothèse qu’il 

existe certaines matrices inverses. Les extensions à d’autres cas seraient possibles à l’aide de l’inverse 

généralisée de Moore-Penrose. 
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Annexe 1 
 
Obtention du résultat 1 
 

Nous obtenons les expressions (7.2) à (7.4) sous les conditions et la notation exposées à la section 7. 

L’échantillon s  est autopondéré, de taille ,n  et x  est un vecteur de groupes de dimension .J  Nous 

supposons la probabilité   1
n
m



 pour chaque ensemble de répondants r  de taille fixe .m  Nous calculons 

l’espérance et la variance de  
1

,
j

J

r r s s js r sj
W y y


    b b x  où ,js jW n n  conditionnellement à 

m  fixe et à la moyenne    1
, , , , ;1

j Jr m m mmx    
1

.
J

jj
m m


  Sous ce conditionnement, 

 1
j

j

J

j

n
m

R


   ensembles r  ont la même probabilité, où 
j

n  est la taille du groupe d’échantillon ;
j

s  

1
.

J

jj
n n


  Cela est identique à la structure de probabilité pour l’échantillonnage aléatoire simple stratifié 

de jm  à partir de jn  dans la strate ; 1, , .j j J   Sachant m  et ,rx  l’espérance et la variance de 
jry  sont, 

respectivement,
j j

js ks
ny y   et   21 1j j yjm n S  avec 2

y j
S  donné en (7.1). Donc, 

1 j

J

js sj
W y


    

0,sy   ce qui prouve (7.2), et  2 2 2
1

1 1 .
J

js j j yjj
S W m n S 

   En substituant j j jp m n  et ,p m n  

et en utilisant 2 2
1

J

y js yjj
S W S


   donné en (7.1), nous obtenons 
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 2 2 2 2

1 1

1 1 1 1 1
1 1 .

J J

js yj y js yj
j jj j

p
S W S S W S

n p m n m p
 

                
   (A.1) 

Cela prouve (7.3). Pour analyser le terme de pénalisation (deuxième terme du deuxième membre) dans 

(A.1), supposons que les 
j

p  ne varient que peu autour du taux global .p  Alors, 1,j jp p   1, , ,j J   

sont de petites quantités, et      2 31 1 1 1 1 .j j j j jp p p           En gardant les termes 

jusqu’à l’ordre deux, 21 .j j jp p       Le terme de pénalisation est alors approximé par  

      
2

2 2 2

1 1 1

1 1 1
1 1 1 .

J J J
j j

js yj js yj js yj
j j jj

p pp
W S W S W S

m p m p m p  

   
             

    (A.2) 

Supposons en outre que les variances de groupe 2 ,yjS  1, ,j J   ne varient que peu autour de leur 

moyenne pondérée 2 .yS  En utilisant l’approximation 2 2
yj yS S  dans (A.2), nous obtenons  

  
22 2 2

1 1 1

1 1 1 .
J J J

y y j y j

js js js
j j jj

S S p S pp
W W W

m p m p m p  

   
             

     

Ici, le premier terme du deuxième membre est nul. Le deuxième terme, égal à    2 2
yIMB p S m  avec 

IMB  donné en (3.3), devient une deuxième approximation pour le terme de pénalisation en (A.1). Par 

conséquent,      2 2 2 21 1 .y yS m n S IMB p S m     Cela donne le résultat souhaité (7.4). 

 
Annexe 2 
 
Comparaison de deux formes quadratiques 
 

Nous comparons les deux formes quadratiques en ,r sx x  rQ  et sQ  définies en (3.1), et justifions 

l’approximation r sQ Q  nécessaire dans la preuve à l’annexe 3 du résultat 2. Les matrices de pondération 

respectives, rΣ  et ,sΣ  sont définies positives. Par conséquent, rQ  (ou )sQ  ne peut être égal à zéro que 

sous l’équilibre parfait .r sx x  Puisque r sQ Q  pour l’équilibre parfait, l’argument de continuité 

implique que r sQ Q  pour des ensembles de réponses quasi équilibrés. Dans quelle mesure sont-ils proches 

plus généralement ?  

L’estimateur CAL (5.1) utilise les facteurs de pondération 1 ,r kskg  Σ xx  définis pour tout .k s  Leur 

lien avec rQ  est montré dans les deuxième et troisième expressions en (A.3) ci-dessous. Considérons 

également les facteurs 1
r s kkf  x Σ x  pour .k s  Ils jouent un rôle déterminant pour ,sQ  et pour 

2 ,sIMB P Q  comme le montrent les deux dernières expressions dans (A.3). Les moments qui suivent de 

kg  et kf  sont vérifiés à l’aide de la condition (2.2) appliquée au vecteur x  : 

    1, var , 1 ; 1, var , 1 .r r r s r s s s r sg g Q g Q f f Q f Q         (A.3) 
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Pour ,kg  les moyennes sont définies comme étant ,s k k ks s
g d g d    ,r k k kr r

g d g d    et 

les variances sont    2
var ,

s k ks sk sd dg g g      2
var .r k k r kr r

g d g g d    Pour les 

moments correspondants de ,kf  remplaçons kg  par .kf  Les variances  vars g  et  varr f  n’ont pas une 

forme aussi transparente et seront approximées. Une autre propriété importante découlant de (2.2) est 

1.k k k k k k k ks s r r
d f g d d f g d      Ces équations et expressions appropriées dans (A.3) 

donnent  

      cov , 1 ,s k k s k s k s s rs s
f g d f f g g d f g Q          

      cov , 1 .r k k r k r k r r sr r
f g d f f g g d f g Q          

Maintenant, utilisons      2cov , var vars s sf g f g  et l’inégalité analogue où r  remplace .s  En 

utilisant aussi  vars sf Q  et  varr rg Q  provenant de (A.3), nous obtenons les bornes pour le ratio 

:r sQ Q  

 
 

 var
.

var
s r s

r s r

Q Q g

f Q Q
   (A.4) 

Afin d’obtenir des bornes supérieure et inférieure plus transparentes, approximons les deux variances en 

(A.4) en supposant que le coefficient de variation (écart-type divisé par la moyenne) est approximativement 

le même pour la réponse r  que pour l’échantillon ,s  et cela pour f  ainsi que .g  Cela suppose une certaine 

stabilité du coefficient de variation. Alors,          2 2 2
var var 1 ,s s r r r rg g g g Q Q    de sorte que la 

borne supérieure en (A.4) est approximativement  2
1 1.rQ   De même,        2 2

var varr r s sf f f f   

 2
1 ,s sQ Q  ce qui donne   2

1 1sQ
   comme borne inférieure approximative en (A.4). L’intervalle 

approximatif pour le ratio r sQ Q  est donc  

     2 2
1 , 1 .r s s rQ Q Q Q

     

Cela illustre le fait que le ratio n’est pas très éloigné de 1, car pour la plupart des données, les valeurs de 

sQ  et rQ  sont toutes deux faibles comparativement à 1, rQ  étant habituellement la valeur quelque peu plus 

grande. Des travaux empiriques donnent néanmoins à penser que la borne supérieure approximative 

 2
1 rQ  peut souvent être trop faible. 

 
Annexe 3 
 

Obtention du résultat 2 
 

Nous calculons les expressions en (8.2) sous les conditions énoncées. Les tailles de r  et s  sont m  et 

,n  respectivement; le taux de réponse est .p m n  L’écart de l’estimateur CAL par rapport à l’estimateur 

sans biais FUL est ˆ ˆ ˆ
CAL FUL rY Y N    où  
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  r r s s r k k k r k s k k s kd g y d d y d        b b x   

avec rb  et sb  donnés par (4.1), et 1 .k s r kg  x Σ x  Notons que s s sy b x  en vertu de (2.2). Or, 

.r k k k r k s k k s k sd g d d d       x x x  En utilisant le résultat de la multiplication à droite de cette équation 

par ,β  nous obtenons     ,r r k k k k r k s k k k s kd g y d d y d         x β x β  qui exprime r  en fonction 

des résidus k k ky   x β  du modèle (8.1) : 

 .k kk k k sr
r

k kr s

dd g

d d


   

 
  

Puis, nous utilisons les propriétés sous le modèle de k  dans (8.1). De   0k kE  x  pour tout ,k  il 

découle que  , , 0.rE r s  X  Pour évaluer la variance, nous utilisons  2 2 ,k kE  x  pour tout 

,k s  et  , 0k kE   x x   pour tout .k s   Cela donne  

  
       

22 2 2

2 2 2 2
2 2

, , 2 .kk k k ksr r
r

k kr sk kr s

dd g d g
E r s

d dd d
         

  
X   

Ici, kd  s’élimine, parce que sa valeur est constante. Les première et deuxième expressions dans (A.3) 

sont vérifiées pour tout ,kd  en particulier kd  constant, de sorte que nous obtenons 1kr
g m   pour la 

moyenne et 2 1k rr
g m Q   pour la variance plus le carré de la moyenne. Par conséquent,  

    2 2 2
1 1 1 1 1

, , 1 2 .r
r r

Q
E r s Q

m n n m n m               
  

X   

En guise d’étape finale, nous utilisons l’approximation r sQ Q  justifiée à l’annexe 2, et 2 .sIMB p Q  

Alors, comme il est affirmé dans le résultat 2,      2 2 2, , 1 .rE r s p IMB p m    X  
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Résumé 

Le présent article traite de l’inférence statistique de la moyenne d’une population finie fondée sur des échantillons 
poststratifiés par choix raisonné (PCR). L’échantillon PCR s’obtient en sélectionnant d’abord un échantillon 
aléatoire simple, puis en stratifiant les unités sélectionnées en H classes créées par choix raisonné en se basant 
sur les positions relatives (rangs) des unités dans un petit ensemble de taille H. Cela donne un échantillon 
présentant des tailles d’échantillon aléatoires dans les classes créées par choix raisonné. Le processus de 
classement peut être effectué en se servant de variables auxiliaires ou par inspection visuelle afin de déterminer 
les rangs des observations mesurées. L’article décrit l’élaboration d’un estimateur sans biais et la construction 
d’un intervalle de confiance pour la moyenne de population. Puisque les rangs déterminés par choix raisonné 
sont des variables aléatoires, en conditionnant sur les observations mesurées, nous construisons des estimateurs 
Rao-Blackwellisés de la moyenne de population. Nous montrons que les estimateurs Rao-Blackwellisés donnent 
de meilleurs résultats que les estimateurs PCR habituels. Les estimateurs proposés sont appliqués aux données 
du recensement de 2012 du United States Department of Agriculture. 

 
Mots-clés : Échantillon poststratifié; correction pour échantillon fini; échantillon d’ensembles ordonnés; échantillon 

stratifié; estimateur Rao-Blackwellisé. 

 
 

1  Introduction 
 

Dans le cas de nombreuses études par sondage, en plus de la variable d’intérêt, la base de sondage 

contient des variables auxiliaires en vue d’améliorer le contenu informatif d’un échantillon. Ces variables 

auxiliaires ont été utilisées fructueusement pour construire de meilleurs estimateurs, comme les estimateurs 

par le ratio et par la régression. Ces estimateurs requièrent habituellement des hypothèses de modélisation 

fortes quant à la relation entre la ou les variables auxiliaires et la variable d’intérêt. MacEachern, Stasny et 

Wolfe (2004) ont introduit un échantillon poststratifié par choix raisonné (PCR) et construit des estimateurs 

qui nécessitent des hypothèses de modélisation plus faibles que les estimateurs par le ratio et par la 

régression. 

Un échantillon PCR s’obtient en tirant d’abord un échantillon aléatoire simple de taille n  dans une 

population et en mesurant toutes les unités sélectionnées, ;iX  = 1, , .i n  Pour chacune des unités 

mesurées, le chercheur sélectionne 1H   unités additionnelles afin de former un ensemble de taille .H  Cet 

ensemble contient l’unité mesurée iX  et les 1H   unités additionnelles sélectionnées. Les unités que 

contiennent les ensembles ainsi formés sont ensuite classées de la plus petite à la plus grande sans effectuer 

de mesure pour déterminer le rang de .iX  Les paires  , ; = 1, ,i iX R i n  constituent l’échantillon PCR. 

Le processus de classement dans ces ensembles peut être effectué par inspection visuelle des unités ou en 

se servant d’une variable auxiliaire disponible. En cas de recours à l’inspection visuelle, la personne qui 

effectue le classement ne doit pas connaître les valeurs réelles de iX  pour éviter tout biais. En cas 

d’utilisation d’une variable auxiliaire, il faut qu’il existe une relation monotone entre la variable X  et la 
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variable auxiliaire. Ces hypothèses sont beaucoup plus faibles que l’hypothèse de linéarité dans les 

estimateurs par la régression et par le ratio. 

L’information sur le classement dans un échantillon PCR est utilisée en vue d’induire une structure parmi 

les observations mesurées grâce à la création par choix raisonné de H  classes d’unités similaires. La classe 

créée par choix raisonné ,h = 1, ,h H  contient toutes les observations mesurées possédant le rang par 

choix raisonné .h  Puisque le rang iR  renseigne sur la position relative de iX  parmi H  unités dans un 

ensemble, les observations dans la classe créée par choix raisonné h  sont stochastiquement plus grandes 

que les observations dans la classe créée par choix raisonné ,h  pour < .h h  Cette structure induite accroît 

l’information contenue dans l’échantillon. On peut également considérer un échantillon PCR comme étant 

un échantillon stratifié qui contient H  strates. Dans ce cas, la plus grande efficacité peut être établie en 

partant de la théorie classique de l’échantillonnage stratifié dans les plans d’échantillonnage. 

Dans un échantillon PCR, les rangs sont déterminés après avoir sélectionné un échantillon aléatoire 

simple. Donc, le nombre d’observations, ,hM  dans une classe créée par choix raisonné h  est une variable 

aléatoire. La distribution conjointe de  1= , , HM MM   suit une loi multinomiale de paramètres n  et 

vecteur de probabilité de succès  1 , ,1 .H H  Puisque M  est une variable aléatoire, il est fort possible 

que = 0hM  pour une certaine valeur de h  quand la taille d’échantillon n  est petite. L’inférence statistique 

doit alors tenir compte de l’effet des strates vides sur les procédures. 

Dans le contexte d’une population infinie, l’échantillon PCR a suscité l’intérêt de très nombreux 

chercheurs. Pour un petit survol de la littérature, le lecteur est invité à consulter Frey et Feeman (2012, 

2013), Frey et Ozturk (2011), Stokes, Wang et Chen (2007), Wang, Lim et Stokes (2008), Wang, Stokes, 

Lim et Chen (2006), Wang, Wang et Lim (2012), Ozturk (2013, 2014a, 2014b, 2015), ainsi que les 

références mentionnées dans ces articles. 

Un moyen d’éviter une taille d’échantillon aléatoire hM  consiste à classer les unités dans chaque 

ensemble avant de tirer un échantillon aléatoire simple dans la population. Dans ce cas, on parle d’un plan 

d’échantillonnage d’ensembles ordonnés (EEO). L’échantillonnage d’ensembles ordonnés a été introduit 

dans McIntyre (1952, 2005) en vue d’estimer la moyenne de population en recherche agricole. Pour 

construire un échantillon EEO de taille ,n  le chercheur détermine d’abord les paramètres du plan, la taille 

des ensembles H  et le vecteur des tailles d’échantillon des classes créées par choix raisonné =m  

 1 , , ,Hm m  où hm  est le nombre requis d’observations qui doivent être sélectionnées dans la classe créée 

par choix raisonné .h  Ensuite, le chercheur sélectionne nH  unités au hasard dans la population et les 

répartit en n  ensembles, chacun de taille .H  Dans chacun de ces ensembles, les unités sont classées et la 
eh  statistique d’ordre établie par choix raisonné est mesurée dans hm  ensembles de manière que 

=1
= .

H

hh
m n  Les observations mesurées   ;h jX  = 1, , ;hj m  = 1, ,h H  constituent un échantillon non 

équilibré d’ensembles ordonnés, où  h jX  est la statistique d’ordre établie par choix raisonné provenant d’un 

ensemble de taille .H  Si les tailles des échantillons des classes créées par choix raisonné sont toutes égales 

;hm n H  = 1, , ,h H  l’échantillon est alors considéré comme un échantillon équilibré d’ensembles 

ordonnés. S’il n’y a pas d’erreur de classement, la statistique d’ordre établie par choix raisonné devient la 

statistique d’ordre habituelle provenant d’un échantillon de taille .H  Dans ce cas, on utilise la notation de 

la statistique d’ordre habituelle pour désigner la eh  statistique d’ordre,   .h jX  
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Ces dernières années, les travaux de recherche sur les échantillonnages PCR et EEO dans un contexte 

de population finie se sont multipliés. Patil, Sinha et Taillie (1995) ont utilisé un échantillon d’ensembles 

ordonnés pour estimer la moyenne de population pour une population de taille N  quand l’échantillon est 

tiré sans remise. Deshpande, Frey et Ozturk (2006) ont étendu le scénario de sélection sans remise décrit 

dans Patil et coll. (1995) à trois plans d’échantillonnage distincts, plan 0, plan 1 et plan 2, et construit les 

intervalles de confiance pour les quantiles de population. Sous le plan 0, l’échantillon est obtenu en 

remettant toutes les unités dans la population avant de sélectionner l’ensemble suivant. Sous le plan 1, 

l’échantillon est obtenu en remettant uniquement les unités non mesurées dans la population avant de 

sélectionner l’ensemble suivant. Sous le plan 2, l’échantillon est construit en ne remettant aucune des unités 

dans la population, qu’elles aient ou non été mesurées. Al-Saleh et Samawi (2007), Ozdemir et Gokpinar 

(2007 et 2008), Jafari Jozani et Johnson (2011, 2012), Gokpinar et Ozdemir (2010), Ozturk et Jafari Jozani 

(2013), et Frey (2011) ont calculé les probabilités d’inclusion et construit les estimateurs de type Horvitz-

Thompson pour la moyenne et le total de population pour une variante des échantillons sous le plan 0, le 

plan 1 et le plan 2 basée sur des échantillons d’ensembles ordonnés. 

Ozturk (2014a) a combiné les données de classement provenant de différentes sources dans un 

échantillon d’ensembles ordonnés, a estimé les probabilités d’inclusion des unités de la population et 

construit un estimateur pour la moyenne de population. Pour les situations où les valeurs de population des 

variables auxiliaires sont disponibles, Ozturk (2016) a utilisé les rangs dans la population (données globales 

de classement) des unités sélectionnées dans l’échantillon pour induire une plus forte structure dans les 

données afin d’améliorer le contenu informationnel de l’échantillon. Il a montré que les échantillons 

construits en se basant sur les données de classement globales offrent de plus grands gains d’efficacité. Une 

revue complète et à jour de la littérature sur la PCR et l’EEO figure dans un article de synthèse récent publié 

dans Wolfe (2012). 

Dans le présent article, nous considérons des plans d’échantillonnage avec et sans remise pour 

l’échantillonnage PCR en population finie. La section 2 donne une description détaillée de la construction 

des plans. Pour chaque plan, nous obtenons les fonctions de masse de probabilité, les moyennes, les 

variances et les covariances des statistiques d’ordre. Les résultats sont utilisés pour construire un estimateur 

sans biais de la moyenne de population et des estimateurs sans biais de la variance des moyennes de 

population. La section 3 décrit la construction d’estimateurs Rao-Blackwellisés en conditionnant sur les 

observations mesurées ;iX  = 1, , .i n  La section 4 fournit des données empiriques pour les nouveaux 

estimateurs. La section 5 présente l’application des procédures proposées aux données du recensement de 

l’agriculture des États-Unis de 2012 (USDA). La section 6 contient certaines conclusions. Les preuves des 

théorèmes sont présentées en annexe. 

 
2  Plans d’échantillonnage et estimateur 
 

Nous considérons une population finie de taille ,N   1= , , ,Nu u  où ju  est la ej  unité dans la 

population. Soit X  la variable d’intérêt. Les valeurs de X  sur les unités de la population seront désignées 

par 1 , , .Nx x  Sans perte de généralité, nous supposons que les valeurs de population de la variable aléatoire 
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X  sont ordonnées, 1 < < ,Nx x  de sorte que le rang de population de l’unité iu  par rapport à la variable 

X  soit ,i    = = ,
i iu uR x s i  où 

ius  est le rang de 
iux  parmi les N  unités de la population. En plus de la 

variable d’intérêt ,X  nous supposons qu’il existe une variable additionnelle Y  présentant une relation 

monotone avec la variable aléatoire .X  

Nous considérons deux plans d’échantillonnage, le plan 0 et le plan 2. Sous les deux plans, un échantillon 

aléatoire simple  
1

= , ,
nS s sU u u  est sélectionné dans la population .  Sans perte de généralité, 

l’échantillon SU  sera identifié au moyen du vecteur de rangs  1= , , .nS s s  Sous le plan 0, les unités sont 

sélectionnées avec remise, mais sous le plan 2, elles le sont sans remise. Toutes les unités sélectionnées dans 

l’échantillon sont mesurées pour la variable .X  Tout au long de l’exposé, nous désignons  1= , , nX XX   

comme étant un échantillon de taille ,n  où nous utilisons par commodité la notation = .
ii sX X  Il est clair 

que les ;iX  = 1, ,i n  sont tous indépendants sous le plan 0, mais qu’ils sont corrélés négativement sous 

le plan 2. Pour chaque unité mesurée 
isu  dans l’échantillon, nous sélectionnons aléatoirement 1H   unités 

additionnelles sans remise parmi les unités de population restantes pour former n  ensembles, chacun de 

taille ,H  

  
1 1, = , , , ; , ; = 1, , 1; = 1, , .

i H hi H s t t i h tS u u u s t u h H i n


       

Dans chaque ensemble , ,i HS  nous classons les unités en nous basant sur la variable auxiliaire Y  et nous 

déterminons le rang de l’unité mesurée ,
isu  ,iR  parmi H  unités. Notre échantillon poststratifié par choix 

raisonné (PCR) est alors constitué des paires  , ,i iX R  = 1, , .i n  Sous le plan 0, nous remettons dans la 

population toutes les unités non mesurées dans l’ensemble ,i HS  avant de construire l’ensemble suivant. 

Donc, une même unité non mesurée peut figurer dans plus d’un ensemble. Sous le plan 2, aucune des unités 

non mesurées n’est remise dans la population avant de construire l’ensemble suivant. Donc, tous les 

ensembles ,i HS  sont disjoints. 

On peut interpréter le vecteur de rangs  1= , , nR RR   comme une covariable qui remplace des unités 

similaires, c’est-à-dire des unités ayant les mêmes rangs, dans la même classe obtenue par choix raisonné. 

Un échantillon PCR fournit sur l’unité mesurée ,
isu  outre la valeur mesurée ,ix  de l’information 

supplémentaire sous forme de sa position relative (rang )iR  dans l’ensemble , .i HS  La qualité de 

l’information dépend de la force de la relation monotone entre les variables X  et .Y  Il est évident que, si 

les rangs , = 1, ,iR i n  sont ignorés, l’échantillon se réduit à un échantillon aléatoire simple. 

Le scénario de classement est dit cohérent si la même procédure de classement est utilisée dans tous les 

ensembles. Sous un scénario de classement cohérent, les égalités qui suivent sont vérifiées. 
 

Lemme 1. Soit  ,i iX R  un échantillon PCR construit selon un scénario de classement cohérent et la taille 

d’ensemble H  à partir de la population .  
i. Pour le plan ,r  0, 2,r   nous avons  

                         
=1 =1

= = = = = = .
H H

h j j h
h h

P X x P X x R h P X x    

ii. Pour le plan 2, nous avons  
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=1 =1 =1 =1

=1 =1

= , = = = , = = , =

= = , = , .

H H H H

h j t j th
h h h h

H H

h h
h h

P X x X y P X x X y R h R h

P X x X y x y


 








 


  

 

La partie (i) du lemme 1 est donnée dans Presnell et Bohn (1999) dans des conditions de population infinie. 

Dans le présent article, nous utilisons un scénario de classement par choix raisonné cohérent sauf indication 

contraire. La moyenne et la variance conditionnelles de iX  sachant =jR h  et la covariance conditionnelle 

de ,j tX X  sachant que = , =j tR h R h  seront désignées par  

       = = = ,h h i jE X E X R h   

            2 = Var = var =h h i jX X R h   

et 

                                         , = cov , = cov , = , = .h j t j th h hX X X X R h R h      

Sous un classement parfait, les crochets dans ces expressions seront remplacés par des parenthèses. 

Il existe une différence manifeste entre les échantillons PCR sous le plan 0 et le plan 2. Sous le plan 0, 

les paires,  , ;i iX R  = 1, , ,i n  sont mutuellement indépendantes. Sous le plan 2, dans toute paire 

d’observations mesurées iX  et ,jX  les observations sont négativement corrélées même si leurs rangs iR  

et jR  sont indépendants. Les rangs sont indépendants parce qu’ils sont déterminés indépendamment dans 

les différents ensembles. Nous commençons par étudier les propriétés de distribution des variables aléatoires 

dans un échantillon PCR tiré de la population .  

 
Lemme 2. Soit  ,i iX R  un échantillon PCR sous classement parfait avec taille d’ensemble H  tiré de la 

population .  

i) La fonction de masse de probabilité conditionnelle de jX  sachant =jR h  est  

       

1

1
; = = = = ,j i j i

i N i

h H h
i h P X x R h x

N

H



   
  

       



 
 

   

dans les conditions du plan 0 ainsi que du plan 2. 
ii) Les fonctions de masse de probabilité conditionnelles de rX  et tX  sachant que =rR h  et = ,tR h  

   , ; , = = , = = , =r i t j r ti j h h P X x X x R h R h    sont  
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                                                        0 , ; , = ; ; , ,i ji j h h i h j h x x       

pour le plan 0 et  

                      

 

 

1

1

=0

, ; ,

1 1 1

1 1
, , ,

j i

i j

i j h h

i j i N j j h N j H h

h H h h H h
i j x x

N N H

H H





 

  

 

                  
        

                        
  

  
   
  

 
  

pour le plan 2. 
iii) La moyenne et la variance conditionnelles de jX  sachant son rang =jR h  sont  

                 

     

       

=1

2 2 2

=1

= = = ,

= Var = = ,

N

j j ih
i

N

j j ih h
i

E X R h x i h

X R h x i h

 

  





  

pour le plan 0 ainsi que le plan 2. 
iv) La covariance conditionnelle de ,r tX X  sachant leurs rangs sont  

   ,cov , = , = = = 0r t r t h hX X R h R h     

pour le plan 0 et  

       1,
=1 =1 =1

= , , , , ,
N N N N

i j i ih h
i i j i i

x x i j h h x i h x i h   


      

pour le plan 2. 
 

Les preuves des parties (i) et (ii) du lemme susmentionné sont données dans Patil et coll. (1995). Les 

preuves des autres parties sont très faciles et omises ici. 

Le processus de classement dans un échantillon PCR aboutit à un vecteur aléatoire multinomial 

 1= , , ,HM MM   où hM  est le nombre d’observations dans la classe (poststrate) créée par choix raisonné  

,h  = 1, , .h H  La distribution marginale de hM  suit une loi binomiale de paramètres n  et 1 .H  Pour 

simplifier la notation, nous utilisons  = > 0h hI I M  pour désigner l’événement consistant en ce que la 

classe créée par choix raisonné h  est non vide et 
=1

=
H

n hh
d I  pour définir le nombre de classes créées par 

choix raisonné non vides dans un échantillon PCR. Dans le lemme qui suit, nous fournissons certains 

résultats préliminaires utiles sur le vecteur des tailles d’échantillon des classes créées par choix raisonné, 

dont la preuve peut être consultée dans Dastbaravarde, Arghami et Sarmad (2016) et dans Ozturk (2014b). 
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Lemme 3. Soit  , ; = 1, , ,i iX R i n  un échantillon PCR construit sous un scénario de classement cohérent 

avec taille fixée H  tiré de .  Les égalités qui suivent sont vérifiées sous le plan 0 ainsi que le plan 2 : 

(i) 1 = 1 .
n

I
E H

d




 
 

(ii) 
12

1

2 2 =1

1
= .

n
H

k
n

I k
E

d H H

 
  

  
  

(iii) 
1

11

2 =1

1
= .

n
H

k
n

I k
Var

d H H


 
    

  

(iv) 1 2 11
, = .

1n n n

I I I
cov Var

d d H d

  
    

 

(v)  
2 1

1 11

2 2=2 =1 =1
1

1 11 1 ( 1)
= .

1 1

h

h

j
H k n k n m

n k j m
n h

h

nH kI
E k j

M d H n k m mk j


   

                            
    

 

Considérons maintenant l’estimation de la moyenne de population. Nous utilisons  

   22

=1 =1

1 1
= et =

N N

i i
i i

x x
N N

      

pour désigner la moyenne et la variance de la population ,  respectivement. Soit  

  
=1 =1

ˆ = = , = 0, 2
H n

h
r i i

h ih n

I
X I R h r

M d
     

l’estimateur de la moyenne de population   fondé sur le plan ,r  0, 2,r   respectivement. Dans ces 

estimateurs, ,hI  hM  et nd  sont des variables aléatoires. Elles sont utilisées pour apporter une correction en 

vue d’obtenir un estimateur sans biais pour   quand certaines classes créées par choix raisonné sont vides. 

S’il n’est pas tenu compte des rangs dans un échantillon PCR, celui-ci devient un échantillon aléatoire 

simple fondé sur le plan 0 ou le plan 2. Dans ce cas, la moyenne de population   est estimée par  

 
=1

1
= , = 0, 2

n

r j
j

X X r
n
   

pour les données du plan 0 ou du plan 2, respectivement. 
 

Théorème 1. Soit  , ; = 1, , ,i iX R i n  un échantillon PCR avec taille d’ensemble H  construit sous un 

scénario de classement cohérent fondé sur le plan 0 ou sur le plan 2 à partir de la population finie .  i) Les 

estimateurs ˆ r  sont sans biais pour .  ii) Les variances des estimateurs ˆ r  sont  

     0

2
21 12 2

ˆ 2
=1 11

= Var
1

H H

h h
h hn n

H I I
E

H d d M   



      

    

pour = 0r  et  
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2

2 2
2 212

ˆ 1
=1

2 2
21 12

1 ,2 2
=11 1

1 1
= Var

1 1 1

1

1 1

H

h n
hn

H H

h n h h
h hn n

H I H
E I d

H d H H N

I H I
E E I d E

d M H d M H H




  

 

        

    
            



 
  

pour = 2.r  
 

Toutes les valeurs espérées dans 
0

2
̂  et 

2

2
̂  sont calculées sur le vecteur des tailles d’échantillon 

aléatoires .M  Ces valeurs espérées peuvent être calculées facilement au moyen du lemme 2 en utilisant de 

simples fonctions R. Les estimateurs de la moyenne de population fondés sur un échantillon équilibré 

d’ensembles ordonnés sous le plan 0 et sous le plan 2 sont donnés par  

  
*

=1 =1

1
= , = 0, 2,

m H

r h i
i h

X r
mH

    

où =m n H  est la taille du cycle. Puisque les observations sous le plan 0 sont indépendantes, la variance 

de *
0  est la même que la variance de la moyenne d’échantillon EEO dans une population infinie. La 

variance de *
2  est donnée par l’équation 4.5 dans Patil et coll. (1995). En ce qui concerne notre notation, 

la variance de *
2  s’écrit  

 
 
      *

2

22 2
,

=1 =1

1 1 1
= .

1

H H

h h h
h h

N n

n N nH nH
    

 
  

    (2.1) 

Nous exprimons la variance de 2̂  sous une forme légèrement différente afin de la comparer à *
2

2


  

                

    

   
   

 
   

2

2
2 12

ˆ 1 2
=1 1

2 2 2
1 1

2 2
1

2
2 1

1 ,2
=11

= Var
1

1 1 1
1 1

1
.

1 1

H

h n
h n

n n

H

n h h
hn

H I
I d E

H d M

H I I
N H E HE

N H d M d

H I
E I d E

H d M H H

  





  
    

    
             

  
      





 

(2.2)

 

Il est facile de voir l’impact du vecteur des tailles d’échantillon aléatoires M  sur l’estimateur 2̂  dans un 

échantillon PCR en comparant les équations (2.1) et (2.2). Les expressions entre accolades dans l’équation 

(2.2) apportent les corrections pour les tailles d’échantillon aléatoires dans l’échantillon PCR. Pour de 

grandes tailles de population et d’échantillon, *
2

2 ,


  
2

2
̂  et 

0

2
̂  se réduisent à des formes simples. 

 

Corollaire 1. Supposons que n  et N  augmentent de telle façon que le ratio de n N  s’approche d’une 

limite à ,f    = .limn n N f  

i) Si > 0,f  les variances 
2

2
ˆ ,  *

2

2


  et 

0

2
̂  convergent vers deux formes simples  

                    *
2 2

22 2 2
ˆ ,

=1 =1

1
= = 1lim lim

H H

h h h
n n h h

n n f
H 
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et 

                   
0

22 2 2
ˆ

=1 =1

1 1
= = .lim

H H

h h
n h h

n
H H    


     

ii) Si = 0,f   *
2 02

2 2 2 2
ˆ ˆ =1

1
= = = ,lim lim lim

H

n n n hh
n n n

H 
        ce qui est la même chose 

que la variance de la moyenne d’échantillon d’un échantillon d’ensembles ordonnés dans des 

conditions de population infinie. 

iii) Si f  est strictement positive, alors 
2 0

2 2 2
ˆ ˆ ˆ= < .lim lim lim

RSSn n nn n n        

 

La partie (iii) du corollaire indique que, quand les tailles de l’échantillon et de la population augmentent 

à un certain taux, les variances des moyennes d’échantillon des échantillons PCR et EEO dans des conditions 

de population finie sont toujours plus petites que la variance du même estimateur dans des conditions de 

population infinie. Ce gain d’efficacité est dû à la corrélation négative entre iX  et jX  dans les plans 

d’échantillonnage sans remise. 

Nous construisons maintenant des estimateurs sans biais pour 
0

2
ˆ ,  

2

2
̂  et *

2

2 .


  Commençons par 

réécrire les estimateurs 
2

2
̂  et *

2

2


  sous une forme légèrement différente  

                         

   

     

2

2 2
1 12 2

ˆ ,2 2
=1 =11

2 2 2
1 1

2

2 2
2

1 , 2
=1 =1

1
=

1 1

1 1
Var

1 1

= , , ,
1

H H

h h h
h hn n

n n

H H

h h h
h h

I H I
E E

H H d M H d

H I I
E

H d N H d

H
C n H C n H N

H

  




 

      
              

   
         

 
  

 

 

 

 

(2.3)

 

   *
2

2
2 2

,
=1 =1

1
= .

1

H H

h h h
h hHn N


  

 
    

    

Dans l’équation (2.3), il est clair que les coefficients  1 ,C n H  et  2 , ,C n H N  sont des quantités connues 

pour les valeurs données de la taille d’échantillon n  et de la taille de l’ensemble .H  Soit 

                                 

     

 
     

    

      

2

1 2
1 2 =1 =1 =1

2

*
2

2 *
=1 =1

2*
1 2 2

=1 =1 =1

2*
2 2

=1 =1

1
= = = ,

= = = ,
1

1
=

2

1
=

2 1

H H n n
h h

i j i j
h h h i jh nh

n

H n n
h

i j i j
h i j ih n h

H H m m

h i h j
h h h i j

H m m

h i h j
h i j i

I I
T X X I R h I R h

I I M M d
E

d

HI
T X X I R h I R h

M d M

T X X
m H

T X X
m m H



 












 









 

 





  

et  
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  22

=1

1
ˆ = ,

1

n

EAS i
i

X X
n

 
    

où  * = > 1 ,h hI I M  * *

=1
=

H

n hh
d I  et m  est la taille du cycle dans un échantillon équilibré d’ensembles 

ordonnés. Partant du lemme 3, on peut établir facilement que       22
1 2 1= 1 1 .n nE I I d H E I d H   

D’où, 1T  est une statistique qui dépend uniquement des données. Notons que 2ˆEAS  est un estimateur sans 

biais de 2 .  Dans le théorème suivant, nous donnons d’autres estimateurs sans biais  2  de 2  basés sur 

les échantillons PCR et EEO sous le plan 0 et le plan 2.  
 

Théorème 2. Soit  , ,i iX R  = 1, , ,i n  et   ;h iX  = 1, , ;h H  = 1, , ,i m  les échantillons PCR et EEO 

ayant une taille d’ensemble ,H  respectivement, tous deux provenant de la population .  Des estimateurs 

sans biais de 2 ,  
0

2
ˆ ,  

2

2
̂  et *

2

2


  sont donnés, respectivement, par  

                                        

   

   

   

2
1 2

1 2

2
2

* *
1 2

* *
1 2

2  0

1
 2

2=
1

2,

0,

T T H pour le plan

N T T
pour le plan

NH

T T N
pour un EEO équilibré sous le plan

N

T T pour un EEO équilibré sous le plan





  


  






 (2.4) 

                                                 
 
 0

2
1 1 1 22

ˆ 1 2
1

ˆ = ,
2 1 2

n

n n

Var I d I I T
T E Var

H d M d
  

       
 (2.5) 

                                                    
2

2 2
2
ˆ 1 2 2

ˆ
ˆ = , 2 , , ,

1
EASH

C n H T C n H N
H


 


 (2.6) 

                                                    
   

 2

1 22
ˆ 1 2 2

1
= , 2 , , ,

2 1

N T T
C n H T C n H N

N H
 




 (2.7) 

                                                 *
2

* * *
2 1 22ˆ = .

T T T

m N



  

 

Notons que 
2

2
ˆˆ  et 

2

2
̂  sont tous deux sans biais pour 

2

2
ˆ .  L’estimateur 2  est également sans biais pour 

la variance de population 2  dans les échantillons EEO et PCR sous le plan 0 et le plan 2. Le théorème 2 

indique que tous les estimateurs de variance sont sans biais pour toute taille d’échantillon > 1.n  Nous 

notons que  2 2 2
1 1 .nE I d H  En utilisant cette borne, on peut montrer que  1 , 0.C n H   Par ailleurs, le 

coefficient  2 , ,C n H N  peut être négatif pour certaines valeurs de ,n  N  et .H  Rarement, cela peut donner 

une valeur négative pour 
2

2
ˆˆ .  Si 

2

2
ˆˆ  est négatif, nous proposons un estimateur tronqué  
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2 2

2

2

2 2
ˆ ˆ

2
ˆ

2
ˆ1

ˆ ˆsi > 0
=

ˆ, 2 si 0.C n H T

 





 







 

  (2.8) 

Cet estimateur est toujours positif et son biais est très faible. Les valeurs de 
2

2
̂  semblent être toujours 

positives sur la base de notre étude en simulation limitée. 

 
3  Estimateur Rao-Blackwellisé 
 

À la présente section, nous construisons des estimateurs qui améliorent la performance des estimateurs 

PCR de la section précédente. Pour un échantillon aléatoire simple donné 
1
, , ,

ns sX X  les ensembles , ;j HS  

= 1, , ,j n  peuvent être construits sur tous les appariements possibles de  1n H   unités additionnelles 

avec n  unités entièrement mesurées. Chaque construction crée un nouvel ensemble de rangs, donc une 

nouvelle estimation. Nous combinons toutes ces estimations en utilisant le théorème de Rao-Blackwell. Soit  

                        

   

 

1
=1 =1

=1 =1 =1

ˆ= = = , ,

=
= = ; = 0, 2,

H n
h

r j j n
h jh n

n H n
h i

i i i
i h ih n

I
E E X I R h X X

M d

I I R h
X E X a r

M d

 
 
 
 

 
 
 

 

   X

X

X

 

  

où  

                                               
 

=1

=
= .

H
h i

i
h h n

I I R h
a E

M d

 
 
 
X X   

L’espérance en ia X  est prise sur les distributions conditionnelles de ;jR  = 1, , ,j n  ;hM  = 1, , ,h N  et 

nd  sachant .X  Nous notons que les rangs, ;jR  = 1, , ,j n  sont attribués indépendamment dans chaque 

ensemble , .j HS  Donc, les distributions conjointes de ;jR  = 1, , ,j n  sachant les observations mesurées 

;jX  = 1, , ,j n  sont toutes indépendantes  

    
1 1 1, ,

=1

= = , , = = = , 1 .
n

n

n n j j jh h
j

P R h R h P R h h H  X X X    

Supposons que les rangs dans la population, ;js  = 1, , ,j n  des unités de l’échantillon sont connus. Pour 

construire la distribution conditionnelle de =j jR h  sachant = ,
jj sX x  nous observons d’abord que  

      = , = = , et = = 1 .
j jj j j s j j j sP R h X x s h H P X x N   

En utilisant ces fonctions de masse de probabilité conjointe et marginale, nous écrivons  

    

1

1
= = = = = = , 1, , , ,

1

1

j jj j

j j

j j
j j j j j s j sh s

s N s

h H h
P R h P R h X x h H x
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X    (3.1) 
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où 
jsx  est la e

js  unité la plus petite dans la population. L’évaluation de 
js

a
X

 dans r  requiert de grandes 

ressources de calcul. Même si les distributions conditionnelles des rangs jR  sachant X  sont indépendantes, 

elles ne sont pas identiques. D’où, la distribution conditionnelle du vecteur des tailles d’échantillon des 

classes créées par choix raisonné M  sachant X  ne suit pas une loi multinomiale. 

Nous présentons maintenant une approximation pour évaluer .r  Nous reconnaissons d’abord que la 

distribution conditionnelle de =jR h  sachant =
jj sX x  suit une loi hypergéométrique. Donc, nous pouvons 

générer jR  à partir de cette loi hypergéométrique pour des valeurs données de .X  
 

Algorithme 1. 

I. Choisir un entier .B  Pour = 1, , ,b B  générer  ,* ,* ,*
1= , ,b b b

nR RR   à partir de 
=j j

j
R X xs

  dans 

l’équation (3.1). 

II. En utilisant ,* ,bR  calculer  ,* ,*= > 0 ,b b
hI I M   ,* ,*

=1
= = ,

nb b
h jj

M I R h  ,* ,*

=1
=

Hb b
n hh

d I  et  

                 
,*

,* ,*
,* ,*

=1 =1

= = , = 1, , .
bH H

b b
i ib b

h hh n

I
a I R h i n

M d
     

 

Nous approximons ia  par * ,*

=1
= ,

B b
i ib

a a B  = 1, , .i n  De la loi des grands nombres, il découle que *
ia  

s’approche de ia  à mesure que B  devient grand. L’estimateur Rao-Blackwellisé r  est alors approximé 

par * *

=1
= .

n

r i ii
a X   

Si les rangs de population des unités de l’échantillon ne sont pas disponibles, l’algorithme 1 peut ne pas 

être utilisable. Dans ce cas, nous nous servons de l’ensemble de toutes les unités non mesurées pour 

construire les estimateurs Rao-Blackwellisés. Soit   1 1= , , n HY Y
Y   les variables auxiliaires sur les 

variables aléatoires non mesurées. Nous utilisons l’algorithme qui suit pour obtenir une approximation des 

estimateurs Rao-Blackwellisés. 
 

Algorithme 2. Pour = 1, , ,b B  répéter les étapes I à IV. 

I. Effectuer une permutation aléatoire sur les entrées du vecteur Y  pour obtenir =bY  

  .permuter Y  

II. Répartir les entrées de bY  en n  ensembles, chacun de taille 1.H   

III. Apparier ces n  ensembles de taille 1H   avec n  valeurs Y  des unités mesurées pour former n  
ensembles, chacun de taille .H  Obtenir le rang de la mesure X  à partir du rang de la valeur Y  
correspondante dans chaque ensemble,  * * *

,1 ,= , , .b b b nR RR   

IV. En utilisant * ,bR  calculer  ,* ,*= > 0 ,b b
hI I M   ,* *

,=1
= = ,

nb
h b jj

M I R h  ,* ,*

=1
=

Hb b
n hh

d I  et  

                
,*

,* ,*
,* ,*

=1 =1

= = , = 1, , .
bH H

b b
i ib b

h hh n

I
a I R h i n

M d
     

V. Calculer l’estimateur Rao-Blackwellisé *

=1
= ,

n

r i ii
a X   = 0, 2,r  où * ,*

=1
= .

B b
i ib

a a B  
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Même si de grandes valeurs de B  fournissent une meilleure approximation des estimateurs Rao-

Blackwellisés, elles pourraient nécessiter un effort de calcul supplémentaire et ne pas être faisables en 

pratique. Par ailleurs, même de petites valeurs de ,B  telles que = 5,B  pourraient donner lieu à une 

amélioration importante. 

Considérons maintenant la construction d’estimateurs de la variance des estimateurs Rao-Blackwellisés. 

L’obtention d’expressions analytiques pour les variances de r  est un défi. La difficulté tient au fait qu’il 

n’existe pas d’expressions analytiques pour le calcul de ;ia X  = 1, , .i n  Nous faisons donc appel à une 

procédure bootstrap pour calculer la variance de .r  Les estimateurs bootstrap peuvent être construits par 

une méthode d’insertion de valeurs. Soit   une fonctionnelle statistique  = ,T   où   est la population 

finie. L’estimation bootstrap de   peut s’obtenir au moyen de  ˆ ˆ= ,T   où ̂  est la population 

empirique. En population finie, la construction de la population empirique joue un rôle important dans le 

respect des modalités de tirage sans remise des échantillons bootstrap. Soit K  la partie entière de N n  et 

= .k N Kn  Nous construisons ̂  avec  

    
1

fois

ˆ = , , , , , ,
kt t

K

X X
 
 
 

X X    

où les ;
jtX  = 1, , ,j k  sont tirés au hasard de  

1
= , , .

ns sX XX   Dans le cas de cette construction, la 

taille de population, ,N  est la même dans ̂  et .  Nous générons des répliques bootstrap des échantillons 

 
1

*,1 *,1 *,1= , ,
ns sX XX   à partir de ̂  avec remise pour le plan 0 et sans remise pour le plan 2. Pour construire 

la distribution bootstrap de l’estimateur ,r  nous générons des répliques d’échantillon *, , = 1, ,c c CX   et 

calculons  

  *, * *,

=1

= , = 1, ,
i

n
c c

r i s
i

a X c C     

au moyen de l’algorithme 1 ou 2. L’estimation bootstrap de la variance de r  s’obtient alors à partir de  

                                                               22 *, *

=1

1
ˆ = ,

1r

C
c

r r
cC  

     (3.2) 

où *
r  est la moyenne de *, , = 1, , .c

r c C   

Nous construisons pour   un intervalle de confiance bootstrap à  100 1 %  par la méthode des 

centiles en prenant  2 1 2, ,r rL L   où a
rL  est le ea  quantile de *

r  satisfaisant  * ˆa
r rP L    pour 

0 < < 1.a  

 
4  Résultats empiriques 
 

À la présente section, nous examinons les propriétés en échantillon fini des estimateurs au moyen d’une 

petite étude en simulation sous une gamme étendue de paramètres de simulation. Les ensembles de données 

sont générés à partir de populations suivant une loi normale discrète et une loi exponentielle décalée discrète 

pour une taille de population donnée .N  Les populations discrètes sont construites en partant de la fonction 

quantile  
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 1= ; = 1, , ,
1i

i
x F i N

N
 
  

  (4.1) 

où F  est la fonction de répartition de la loi normale ou de la loi exponentielle. Pour la population normale 

discrète, nous avons utilisé un paramètre de position de 10 et un paramètre d’échelle de 4. Pour la population 

exponentielle discrète décalée, nous avons utilisé la fonction de répartition de la loi exponentielle classique 

pour générer ix  dans l’équation (4.1), puis nous avons décalé chaque ix  en ajoutant 10. La taille de 

population est fixée à = 150.N  

Nous avons utilisé des tailles d’échantillon  n  et d’ensemble  H  donnant des valeurs entières pour 

n H  afin de pouvoir créer un échantillon équilibré d’ensembles ordonnés de taille .n  Les combinaisons 

de tailles d’échantillon et d’ensemble  ,n H  sont  10, 2 ,   15, 3 ,   20, 4 ,   25, 5 .  Pour contrôler la 

qualité de l’information sur les rangs, nous avons utilisé la variable auxiliaire ,Y  où  = cor ,X Y  avec 

= 1, 0,75.  La valeur de = 1  donne un classement parfait et la valeur de = 0,75  crée des erreurs dans 

le classement. La taille de la simulation est fixée à 3 000. Les estimateurs Rao-Blackwellisés sont calculés 

au moyen de l’algorithme 1 avec = 50B  et une taille de réplique bootstrap de 200. 

La première partie de la simulation a pour objet d’étudier les gains d’efficacité des estimateurs et la 

probabilité de couverture des intervalles de confiance de la moyenne de population. Tous les estimateurs 

sont comparés aux estimateurs Rao-Blackwellisés sous le plan 2  2 .  Soit  D X  n’importe lequel des 

estimateurs présentés aux sections 2 et 3. L’efficacité relative de  .D  par rapport à 2  est donnée par  

  
 
 2

= ,
EQM D

R D
EQM 

 (4.2) 

où  EQM D  est l’erreur quadratique moyenne estimée de l’estimateur .D  Dans l’équation (4.2), la valeur 

  > 1R D  indique que l’estimateur 2  est plus efficace que l’estimateur .D  

Nous considérons deux types d’intervalles de confiance pour la moyenne de population. L’intervalle de 

confiance par la méthode des centiles fondée sur une distribution bootstrap est donné à la section 3. Les 

probabilités de couverture de ces intervalles seront notées  0
aC   pour le plan 0 et  2

aC   pour le plan 2. 

Un deuxième type d’intervalle de confiance approximatif peut être construit en s’appuyant sur la théorie 

classique. Notons que nous avons des estimateurs sans biais, ˆ ,r  pour les variances de ˆ ;r  = 0, 2.r  Un 

intervalle de confiance à  100 1 %  pour   est donné par  

 1,1 2ˆ ˆ ; = 0, 2,r n rt r     

où 1,1n at    est le ea  quantile supérieur de la distribution t  à 1n   degrés de liberté. Les probabilités de 

couverture de ces intervalles de confiance seront notées  0ˆbC   pour le plan 0 et  2ˆbC   pour le plan 2. 

Ahn, Lim et Wang (2014) ont proposé d’utiliser n H  degrés de liberté pour l’approximation .t  Ce choix 

peut également fonctionner pour l’échantillonnage PCR en population finie avec un certain accroissement 

de la variation due au caractère non équilibré d’un échantillon PCR. Toutefois, cette piste n’est pas 

poursuivie ici faute d’espace. 

Le tableau 4.1 donne les efficacités relatives des estimateurs et les probabilités de couverture des 

intervalles de confiance pour les populations normales discrètes. Il est clair que l’estimateur sous le plan 2 
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Rao-Blackwellisé  r  surpasse tous les autres estimateurs, y compris les estimateurs EEO. En général, les 

estimateurs EEO sont plus efficaces que les estimateurs PCR en raison du vecteur M  des tailles aléatoires 

d’échantillon des classes créées par choix raisonné. Cela peut se constater au tableau 4.1 en examinant le 

ratio  

 
 
 

 
 * *

ˆ ˆ
= , = 0, 2.r r

r r

R EQM
r

R EQM

 
 

  

Pour = 0,r  = 1  et les combinaisons de tailles échantillon-ensemble  , ,n H    10, 2 , 15, 3 ,  

   20, 4 , 25, 5 ,  ces ratios sont de  1, 267 1,698 1,340 ,   1, 491 2,117 1,419 ,   1,815 2,985 1,644 ,  

 2,391 3, 479 1, 455 ,  respectivement. Il est évident que l’estimateur pour l’échantillon d’ensembles 

ordonnés *
0  est plus efficace que l’estimateur PCR 0ˆ .  Cela peut s’expliquer par le fait que l’échantillon 

EEO utilise un vecteur de tailles d’échantillon constantes (non aléatoires)  1= , , .Hn nm   D’où, il n’existe 

pas de variation supplémentaire comparable à celle due au caractère aléatoire de M  dans l’échantillon PCR, 

ce qui donne une plus petite variance pour l’estimateur. 

Le tableau 4.1 (entrées dans les colonnes *
0( )R   et *

2( ))R   montre que les estimateurs PCR Rao-

Blackwellisés sont meilleurs que les estimateurs EEO. Dans ce cas, on constate une différence nette entre 

les estimateurs PCR Rao-Blackwellisés et les estimateurs EEO. En ce qui concerne l’échantillon EEO, 

même si m  est constant, l’information sur le classement (ou le rang iR  appartenant à chaque )iX  s’obtient 

à partir d’une construction particulière de n  ensembles, chacun de taille .H  Par ailleurs, les estimateurs 

PCR Rao-Blackwellisés tiennent compte de toutes les constructions possibles de n  ensembles, chacun de 

taille .H  Donc, le contenu de l’information de classement est plus riche dans un échantillon PCR Rao-

Blackwellisé que dans un échantillon EEO. Cette information accrue sur le classement rend les estimateurs 

Rao-Blackwellisés supérieurs aux estimateurs EEO. 

Le tableau 4.1 donne aussi les probabilités de couverture des intervalles de confiance. Les probabilités 

de couverture des intervalles de confiance bootstrap par la méthode des centiles sont légèrement inférieures 

à la valeur nominale de 0,95. Celles des intervalles de confiance basés sur la distribution t  sont 

raisonnablement proches de la probabilité de couverture nominale de 0,95. 
 

Tableau 4.1 
Efficacités relatives des estimateurs et probabilités de couverture d’un intervalle de confiance à 95 % de la 
moyenne de population. Les ensembles de données sont générés à partir d’une population normale discrète de 
moyenne = 10  et d’échelle = 4  
 

 Efficacités relatives,      0 0 2= Var VarR X X   Probabilités de couverture 

n  H     0R X   2R X   0
ˆR   2

ˆR   *
0R   *

2R   0R   0
aC    2

aC    0
ˆbC   2

ˆbC 

10 2 1,00 2,182 2,050 1,698 1,571 1,340 1,470 1,147 0,880 0,885 0,943 0,947 
15 3 1,00 3,393 3,074 2,117 1,809 1,419 1,732 1,049 0,902 0,896 0,940 0,929 
20 4 1,00 5,739 5,008 2,985 2,277 1,644 2,363 1,238 0,907 0,916 0,944 0,924 
25 5 1,00 7,791 6,536 3,479 2,262 1,455 2,689 1,283 0,908 0,924 0,937 0,903 
10 2 0,75 2,322 2,057 2,236 1,941 1,945 1,761 1,137 0,886 0,890 0,942 0,941 
15 3 0,75 3,726 3,282 3,338 2,829 2,641 2,351 1,129 0,901 0,908 0,946 0,937 
20 4 0,75 5,383 4,562 4,458 3,922 3,451 2,881 1,139 0,910 0,903 0,946 0,930 
25 5 0,75 7,339 6,413 6,054 4,805 4,493 3,527 1,197 0,905 0,904 0,944 0,924 

:a  Les probabilités de couverture sont calculées en partant d’un intervalle de confiance bootstrap par la méthode des centiles.  
:b  Les probabilités de couverture sont calculées en partant de ˆ1, 0,975ˆ ˆ ,

rr nt    = 0, 2.r  
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Le tableau 4.2 donne les estimations de la variance des estimateurs de la moyenne provenant de la 

simulation et des estimateurs donnés par les équations (2.5), (2.6), (2.8) et (3.2) aux sections 2 et 3. Nous 

avons déjà prouvé que les estimateurs 2
ˆˆ ,

r
  = 0, 2r  sont sans biais. Les entrées pour ces estimateurs de 

variance sont très proches des valeurs correspondantes fondées sur les estimations de variance simulées. 

L’estimateur de variance tronqué est presque identique à l’estimateur sans biais non tronqué. Cela montre 

que les valeurs négatives sont rares et qu’il y a peu de différence entre les estimateurs de variance tronqué 

et non tronqué. Les estimations de variance bootstrap des estimateurs Rao-Blackwellisés sont également 

très proches des estimations de variance simulées. Des tendances similaires à celles observées dans les 

tableaux 4.1 et 4.2 se dégagent aussi des tableaux 4.3 et 4.4 pour la population suivant une loi exponentielle 

décalée. 

 
Tableau 4.2 
Estimation de la variance des estimateurs. Les ensembles de données sont générés à partir d’une population 
normale discrète de moyenne = 10  et d’échelle = 4  
 

 Estimations d’après les équations (2.5), (2.6), (2.8), (3.2) Estimations d’après la simulation 

n  H    
0

2
ˆˆ   

2

2
ˆˆ   

2

2
̂  

0

2ˆ    
2

2ˆ     0
ˆaV    2

ˆaV    0
aV    2

aV   

10 2 1,00 1,177 1,078 1,078 0,694 0,646 1,175 1,087 0,794 0,692 
15 3 1,00 0,632 0,534 0,534 0,305 0,275 0,628 0,537 0,311 0,297 
20 4 1,00 0,392 0,300 0,300 0,169 0,146 0,393 0,299 0,163 0,132 
25 5 1,00 0,268 0,175 0,175 0,106 0,087 0,270 0,175 0,099 0,078 
10 2 0,75 1,431 1,335 1,335 0,692 0,645 1,463 1,270 0,744 0,654 
15 3 0,75 0,896 0,802 0,802 0,306 0,276 0,901 0,763 0,305 0,270 
20 4 0,75 0,631 0,531 0,531 0,169 0,145 0,627 0,552 0,160 0,141 
25 5 0,75 0,485 0,386 0,386 0,106 0,089 0,506 0,401 0,100 0,083 

:a  Ces estimations de variance sont obtenues de la simulation, 

 
 
Tableau 4.3 
Efficacités relatives des estimateurs et probabilités de couverture d’un intervalle de confiance à 95 % d’une 
moyenne de population. Les ensembles de données sont générés à partir d’une population exponentielle décalée 
discrète de paramètre d’échelle = 1  et de paramètre de décalage égal à 10 
 

 Efficacités relatives,      0 0 2= Var VarR X X   Probabilités de couverture 

n  H     0R X   2R X   0
ˆR   2

ˆR   *
0R   *

2R   0R   0
aC    2

aC    0
ˆbC   2

ˆbC 

10 2 1,00 1,770 1,663 1,495 1,394 1,193 1,297 1,103 0,838 0,833 0,894 0,950 
15 3 1,00 2,472 2,239 1,757 1,538 1,222 1,446 1,027 0,855 0,842 0,905 0,931 
20 4 1,00 3,839 3,349 2,353 1,889 1,406 1,879 1,212 0,871 0,884 0,915 0,931 
25 5 1,00 4,639 3,892 2,503 1,792 1,235 1,958 1,182 0,865 0,881 0,916 0,915 
10 2 0,75 1,900 1,690 1,941 1,690 1,667 1,520 1,128 0,839 0,857 0,898 0,949 
15 3 0,75 2,708 2,440 2,626 2,233 2,132 1,815 1,117 0,859 0,870 0,914 0,947 
20 4 0,75 3,484 2,996 3,059 2,704 2,430 2,103 1,104 0,869 0,871 0,922 0,938 
25 5 0,75 4,758 4,127 4,156 3,298 3,106 2,402 1,245 0,866 0,877 0,913 0,932 

:a  Les probabilités de couverture sont calculées en partant d’un intervalle de confiance bootstrap par la méthode des centiles. 
:b  Les probabilités de couverture sont calculées en partant de ˆ1, 0,975ˆ ˆ ,r n r

t    = 0, 1.r  
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Tableau 4.4 
Estimation de la variance des estimateurs. Les ensembles de données sont générés à partir d’une population 
exponentielle décalée discrète de paramètre d’échelle = 1  et de paramètre de décalage égal à 10 
 

 Estimations d’après les équations (2.5), (2.6), (2.8), (3.2) Estimations d’après la simulation 

n  H    
0

2
ˆˆ   

2

2
ˆˆ   

2

2
̂  

0

2ˆ    
2

2ˆ     0
ˆaV    2

ˆaV    0
aV    2

aV   

10 2 1,00 0,077 0,069 0,069 0,046 0,042 0,075 0,070 0,055 0,050 
15 3 1,00 0,042 0,036 0,036 0,022 0,020 0,042 0,037 0,025 0,024 
20 4 1,00 0,027 0,022 0,022 0,013 0,012 0,027 0,022 0,014 0,012 
25 5 1,00 0,019 0,014 0,014 0,009 0,007 0,019 0,014 0,009 0,008 
10 2 0,75 0,089 0,083 0,083 0,046 0,043 0,090 0,078 0,052 0,046 
15 3 0,75 0,055 0,051 0,051 0,022 0,020 0,057 0,048 0,024 0,022 
20 4 0,75 0,039 0,033 0,033 0,013 0,011 0,039 0,034 0,014 0,013 
25 5 0,75 0,031 0,025 0,025 0,009 0,008 0,032 0,025 0,009 0,008 

:a  Ces estimations de variance sont obtenues d’après la simulation. 

 
5  Exemple 
 

À la présente section, nous appliquons les estimateurs proposés pour estimer la production de maïs en 

Ohio en se basant sur les données du Recensement de 2012 de l’United States Department of Agriculture 

(USDA). La population est constituée de = 87N  comtés de l’Ohio (un des comtés est exclu de la population 

car les données de recensement ne contiennent aucune entrée pour celui-ci). La variable d’intérêt est la 

production totale de maïs  X  exprimée en boisseaux. Nous utilisons la production de maïs selon le 

recensement de l’USDA de 2007  Y  comme variable auxiliaire. La moyenne et l’écart-type de la 

production de maïs en 2012 sont = 5 021 061X  et = 3 983 560X  boisseaux, respectivement. Le 

coefficient de corrélation entre X  et Y  est de 0,963. En utilisant cette population, nous avons exécuté une 

autre étude en simulation pour estimer la production de maïs et avons construit les intervalles de confiance 

pour la moyenne de population. Des échantillons ont été générés pour les combinaisons de tailles 

d’échantillon et d’ensemble        , = 10,2 , 15,3 , 20, 4 .n H  Les tailles de simulation et des répliques 

bootstrap étaient fixées à 3 000 et 200, respectivement. Les estimateurs Rao-Blackwellisés sont calculés en 

se basant sur 50 répliques. 

Les efficacités relatives des estimateurs par rapport à 2  et les probabilités de couverture des intervalles 

de confiance sont données au tableau 5.1. Celui-ci indique que les estimateurs sous le plan 2 Rao-

Blackwellisé surpassent en performance tous les autres estimateurs pris en considération. Les probabilités 

de couverture semblent être légèrement plus faibles que le niveau nominal de 0,95. 
 

Tableau 5.1 
Efficacités relatives des estimateurs et probabilités de couverture d’un intervalle de confiance à 95 % de la 
moyenne de population. La population est constituée de 87 comtés de l’Ohio. La variable d’intérêt est la 
production de maïs (X) en 2012. La variable auxiliaire est la production de maïs (Y) en 2007, = 5 021 061,X  

= 3 983 560,X   cor , = 0, 963X Y  et = 87N  
 

 Efficacités relatives,      0 0 2= Var VarR X X   Probabilités de couverture 

n  H   0R X   2R X   0
ˆR    2

ˆR    *
0R    *

2R    0R    0
aC    2

aC    0
ˆbC   2

ˆbC 

10 2 2,301 1,981 1,829 1,448 1,468 1,280 1,181 0,883 0,896 0,924 0,925 
15 3 3,745 3,188 2,353 1,612 1,994 1,454 1,200 0,907 0,919 0,940 0,907 
20 4 5,707 4,402 2,901 1,624 2,476 1,143 1,341 0,920 0,920 0,946 0,873 

:a  Les probabilités de couverture sont calculées en partant d’un intervalle de confiance bootstrap par la méthode des centiles. 
:b  Les probabilités de couverture sont calculées en partant de ˆ1, 0,975ˆ ˆ ,r n r

t    = 0, 2.r  
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Le tableau 5.2 donne les estimations de l’écart-type des estimateurs de la moyenne de population d’après 

les simulations et d’après l’expression analytique dans les équations (2.5), (2.6), (2.8), (3.2). Il est de 

nouveau évident que les estimations des erreurs-types sont raisonnablement proches des estimations d’après 

les simulations. Les estimations des écarts-types des estimateurs du total de population sont obtenues en 

multipliant les entrées du tableau 5.2 par la taille de population = 87.N  

 
Tableau 5.2 
Estimation de l’écart-type des estimateurs d’après le recensement de l’USDA de 2012. La population est 
constituée de 87 comtés de l’Ohio. La variable d’intérêt est la production de maïs (X) en 2012. La variable 
auxiliaire est la production de maïs (Y) en 2007, = 5 021 061,X  = 3 983 560,X   cor , = 0, 963X Y  et 

= 87N  
 

 Estimations d’après les équations (2.5), (2.6), (2.8), (3.2) Estimations d’après la simulation 

n  H  
0ˆˆ   

2ˆˆ   
2̂

  
0

ˆ    
2

ˆ     0
ˆaV   2

ˆaV   0
aV   2

aV 
10 2 1 108 818,7 1 027 289,0 1 027 717,4 883 847,8 833 711,4 1 156 300,5 1 028 629,9 929 090,9 854 940,3
15 3 815 371,3 687 605,0 689 118,9 602 682,4 545 000,2 810 156,1 670 521,9 578 608,4 528 146,5
20 4 652 734,4 472 231,5 477 888,6 454 368,3 392 990,3 638 755,1 478 007,6 434 365,0 375 040,7

:a  Ces estimations de variance sont obtenues d’après la simulation. 
 
6  Conclusion 
 

Nous avons élaboré deux plans d’échantillonnage pour l’obtention d’échantillons poststratifiés par choix 

raisonné en population finie. Les plans présentent deux niveaux de modalités de tirage sans remise, à savoir 

le plan 0 et le plan 2. Sous le plan 0, toutes les unités mesurées et non mesurées dans un ensemble sont 

remises dans la population avant de sélectionner les unités suivantes. Sous le plan 2, une modalité de tirage 

sans remise est appliquée à toutes les unités, qu’elles soient mesurées ou non. Donc, sous le plan 0, les 

variables aléatoires sont indépendantes, mais sous le plan 2, elles sont négativement corrélées. Dans ces 

plans, les observations mesurées sont classées et stratifiées en H  classes créées par choix raisonné après 

tirage d’un échantillon aléatoire simple. À l’aide de l’information sur le classement par rangs, nous 

construisons des estimateurs sans biais de la moyenne de population et de la variance de ces estimateurs 

sans biais de la moyenne de population. Nous avons démontré que les nouveaux estimateurs basés sur le 

plan 2 donnent de meilleurs résultats que les estimateurs de la moyenne d’un échantillon aléatoire simple, 

de la moyenne d’un échantillon PCR sous le plan 0 et de la moyenne d’un échantillon d’ensembles ordonnés. 

Le présent article porte principalement sur l’estimation de la moyenne de population, mais les résultats 

s’appliquent également à l’estimation du total de population avec un petit ajustement de la notation. 

La poststratification crée des rangs aléatoires et un nombre aléatoire d’observations dans les classes 

créées par choix raisonné. En conditionnant sur les valeurs mesurées dans l’échantillon, nous construisons 

les estimateurs Rao-Blackwellisés en calculant la valeur espérée conditionnelle des estimateurs sur toutes 

les valeurs possibles des rangs aléatoires. Les estimateurs Rao-Blackwellisés sont sans biais et plus efficaces 

que les estimateurs non conditionnels. Nous construisons une inférence bootstrap en échantillon fini pour la 

moyenne de population fondée sur tous les estimateurs proposés. Les nouveaux plans d’échantillonnage et 

estimateurs sont appliqués aux données du recensement de l’USDA de 2012 pour montrer qu’il s’agit 

d’estimateurs et de plans d’échantillonnage viables dans les études par sondage. 
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Dans l’un de nos projets courants, nous étendons le plan 0 et le plan 2 à l’échantillonnage à deux degrés 

où les unités d’échantillonnage primaires et secondaires constituent deux populations finies. Dans ce cas, 

nous nous attendons à ce que se pose un problème d’optimisation intéressant lié à la sélection des tailles 

d’échantillon, ainsi que du plan 0 et du plan 2 dans l’échantillonnage de degré I et de degré II. 

 
Annexe 
 

Preuve du lemme 1 : La preuve de la partie (i) est donnée dans Presnell et Bohn (1999) dans des conditions 
de population infinie. La preuve est essentiellement la même dans des conditions de population finie. 

Pour prouver la partie (ii), nous considérons la fonction de masse de probabilité conjointe de jX  et tX  

sachant leurs rangs déterminés par choix raisonné =jR h  et =tR h   

         = , = = , = = = , = ; , , .j t j t h hP X x X y R h R h P X x X y x y x y    

Pour = 1, , ,h H  soit =hJ i  l’événement pour lequel la ei  statistique d’ordre dans un ensemble de taille 

H  est jugée être la eh  statistique d’ordre par choix raisonné. En nous servant de cette notation, nous 

écrivons  

            
=1 =1

= , = = = , = , = , = ; , , .
H H

h hi kh h
i k

P X x X y P X x X y J i J k x y x y      (A.1) 

Pour chaque ,i  les événements  = ; = 1, , ,hJ i h H  partitionnent l’espace d’échantillon de la variable 

aléatoire jR  parce que la ei  statistique d’ordre est assignée à un, et uniquement un, rang par choix raisonné. 

Puisque le rang tR  est obtenu indépendamment à partir d’un autre ensemble disjoint en utilisant la même 

procédure de classement, les événements  = ; = 1, , ,hJ k h H    partitionnent aussi l’espace 

d’échantillon. Donc, nous écrivons  

            
=1 =1

= , = , = , = = = , = ; , , .
H H

hi k i kh
h h

P X x X y J i J k P X x X y x y x y


    (A.2) 

En combinant les équations (A.1) et (A.2), nous obtenons  

                
         

      

=1 =1 =1 =1 =1 =1

=1 =1

= , = = = , = ; = , =

= = , = ; , , .

H H H H H H

h hi kh h
h h h h i k

H H

i k
i k

P X x X y P X x X y J i J k

P X x X y x y x y

 
 

 

 

 

  

Cela achève la preuve. 

 
Preuve du théorème 1 : 
 

i)  Nous utilisons l’espérance conditionnelle pour écrire  

       
=1 =1 =1

ˆ = = = = .
H n H

h h h
r i i i h

h i hn h n h

I I M
E E E X I R h R h E EX

d M d M
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Les variables aléatoires ;h nI d  = 1, , ,h H  sont de même loi. En utilisant la partie (i) du lemme 3, 

l’espérance susmentionnée peut s’écrire  

                                                
1

=1 =1 =1

1 1
ˆ = = = = , = 0, 2,

n H H

r h h h
h h hn

I
E E EX r

d H H
   


 

     

ce qui achève la preuve. Les deux dernières égalités dans l’équation qui précède découlent de la partie (i) 
du lemme 1. 
 

ii)  Pour la preuve de  0ˆVar ,  nous utilisons la variance conditionnelle 

            0 0 0ˆ ˆ ˆVar = Var Var .E E  R R   

Puisque les jX  sont sélectionnés avec remise, ils sont tous indépendants. Donc, le premier terme dans 

l’équation ci-dessus donne  

       

2 2
12 2

0 2 2 2
=1 =11

ˆVar = = .
H H

h h
h h

h hn h n

I M I
E E E

d M d M
  

  
  

  
 R   

Nous considérons maintenant  

             

        

     

  

2
0

=1 =1

1 1 22

=1 =1

21

=1

ˆVar = Var Cov ,

= Var Cov ,

= Var
1

H H H
h h h

h h h
h h h hn n n

H H H

h h h
h h h hn n n

H

h
hn

I I I
E

d d d

I I I

d d d

H I

H d

   

  

 









  
  

  

  
  

  


  

 

 



R

  

ce qui achève la preuve de  0ˆVar .  La dernière égalité est obtenue en utilisant la partie (iv) du lemme 3. 

Pour la preuve de  2ˆVar ,  nous considérons de nouveau la variance conditionnelle de 2̂  sachant les 

rangs  

         2 2 2ˆ ˆ ˆVar = Var( ) Var ( ) .E E  R R   

Le deuxième terme du deuxième membre de l’équation ci-dessus peut s’écrire  

             

    

     

     

2
=1

2

=1 =1

1 1 22

=1 =1

ˆVar = Var

= Var Cov ,

= Var Cov , .

h
h h

h n

H H H
h h h

h h h
h h h hn n n

H H H

h h h
h h h hn n n

I
E

d

I I I

d d d

I I I

d d d




  

  












 

  
  

  

  
  

  



 

 

R
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Notons que      1 2 1Cov , = Var 1n n nI d I d I d H   dans la partie (iv) du lemme 3. En utilisant cette 

égalité dans l’équation qui précède, nous obtenons  

      21
2

=1

ˆVar = Var .
1

H

h
hn

H I
E

H d
  

  
R  (A.3) 

Nous considérons maintenant  2ˆVar  R  

                              

   

        

 
 

   

2
=1 =1

2
2

, ,2 2 2
=1

2 2
2

, ,2 2 2
=1 =1

ˆVar = Var =

= 1

1
= .

H n
h

j j
h jn h

H H H
h h h

h h h h h h h h h h
h h h hn h n h h

H H H H
h h h h h

h h h h h
h h h h hn h n h n

I
X I R h

d M

I I I
M M M M M

d M d M M

I I M I I

d M d M d



  

  


 

 






 
 
 

  


 

 

 

  

R R

  

Il est clair que  h n hI d M  et 2 ,h nhI I d  = 1, , ,h H  sont de même loi. En utilisant les égalités ci-dessous  

                        

  2 2 2
1 1 1 1

2 2 2
1 1

2
1 2 1

2 2

1
=

1 1
=

1

n n n

n n

M I I I
E E E

d M d d M

I I I
E E

d H H d

     
    

    

 
       

  

nous écrivons  

 

        

 

   

2 2 2
1 1 12

2 , ,2 2 2
=1 =1 =11 1

2
1

,2
=1

2 2
1 12

,2 2
=1 =1 =11

2
1

2

ˆVar =

1 1

1

1 1
=

1

H H H

h h h h h
h h hn n n

H H

h h
h h hn

H H H

h h h
h h hn n

n

I I I
E E E E

d M d d M

I
E

H H d

I I
E E

d M H H d

I
E

d

   



 






    
     

    

 
      

   
       


 



  



 

R

 

2 2
1 1

,2 2
=11

1 1
.

1

H

h h
hn n

I I
E E

d M H H d


      
             



 

(A.4)

 

Nous montrons maintenant que    2 2
,=1 =1

= 1 .
H H

h hh h
H N     En utilisant la partie (ii) du lemme 1, 

nous observons d’abord que  
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=1 =1 =1 =1

=1 < =1 =1

1

=1 > =1 =0

=1

=

= 2 , , ,

1 1

1
= 2

1

1

H H H H

h hh h
h h h h

i j
i i j h h

H j i

i j
i j i h

H

h

E X X E X X

x x i j h h

i j i N j

h H h
x x

N

H

j h N j H h

h H h





 

 

 
 



 





        
                 


   

  

        
      

 

 

 

 .
N H

H



    

 

  

Dans la dernière somme de l’équation susmentionnée, nous posons que = 1.y h   Après certaines 

simplifications, nous écrivons  

     

    
1

=1 =1 =1 < =1 =0

=1 =1

1 1

1
= 2

1 1

1
= .

H H H j i

h i jh
h h i i j h

H

i j
i j i h

i j i N j

Hh H h
E X X x x

N N H

H

i N i

H h H h
x x

NN H

H



  






       
    

           



 
 

    
  

      
 


 
 

  

 

  

Soit = 1.z h   L’expression ci-dessus se réduit à  

 

    
 
 

   

1

=1 =1 =1 =0

22 2
2

=1 =1

1 1

1
=

11

1

= = .
1 1

H H H

h i jh
h h i j i z

N N

i j i i
i j i i i

i N i

H z H z
E X X x x

NN H N N

H H N H

H H
x x x x

N N N N




 



    
  

      
  

   

        

  

  

  

En utilisant l’équation qui précède, nous concluons que  
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,
=1 =1 =1 =1 =1 =1

2 22 2
2

2
=1 =1

2 2
2 2

=1

=

=
1

1
= = .

1 1

H H

h hh h h h
h h h h h h

N N N

i i i
i i i

N

i
i

E X X E X EX

H H
x x x

N N N

H H
x x

N N N





  
  



             


 

 

  

  



 

(A.5)

 

En insérant l’expression susmentionnée dans l’équation (A.4), nous écrivons  

        

        

   

2 2 2 2
1 12

2 2 2
=11

2 2
1 1

,2 2
=11

1
ˆVar =

1 1

1
.

1 1

H

h
hn n

H

h h
hn n

I H I
E E E

d M H N H d

H I I
E E

H d d M H H


 



   
        

    
          





R

 

(A.6)

 

Nous achevons la preuve en combinant les équations (A.3) et (A.6)  

                  

        

   

   

2
2 1 2

2 1 2
=1 =11

2 2 2
1

2

2 2
1 1

,2 2
=11

ˆVar = Var
1

1

1 1

1
.

1 1

H H

n h h
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n

H

h h
hn n

H I
I d E

H d M

H I
E

H N H d

H I I
E E

H d d M H H

   






    

 
       

    
          

 



  

 

Preuve du corollaire 1 : Les preuves de  i  et  ii  sont très simples. Pour la preuve de (iii), nous réécrivons 

2

2
ˆlimn n   sous la forme  

   
2 2 2
ˆ ,2

=1 =1

1
= .lim

H H

h h h
n h h

n f
H   




 

 
    

En nous servant de l’égalité (A.5), nous écrivons  
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1 1
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où   est utilisé pour indiquer une égalité approximative puisque nous remplaçons la limite f  par sa valeur 

finie pour une certaine valeur de .n  Cette inégalité donne que  

    2 2
ˆ 02

=1

1
ˆ= varlim

H

h
n h

n n
H  


    

ce qui complète la preuve. 
 

Preuve du théorème 2 : Nous commençons par examiner la valeur espérée de 1T  et 2T  sous le plan 0 et le 

plan 2. En utilisant l’espérance conditionnelle, la valeur espérée de 1T  se réduit à  

                  

      

      

        

2

1 2
1 2 =1
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De façon similaire, on peut montrer que  
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Puisque * * ,h nI d  = 1, , ,h H  sont de même loi, nous avons  * *
1 = 1 .nE I d H  Il s’ensuit que 

   
2

2 =1
= 2

H

hh
E T   pour le plan 0 et      

2
2 ,=1

= 2 2
H H

h h hh h
E T     pour le plan 2. 

Pour la preuve de 2 ,  nous commençons par observer que     2 2
1 2 = 2E T E T H   pour le plan 0 et 

     2 2
1 2 = 2 1E T E T NH N   pour le plan 2. Les preuves découlent alors de ces égalités. 

Nous achevons la preuve de l’absence de biais de 
0

2
ˆˆ  et 

2

2
ˆˆ  et 

2

2
̂  en insérant  1E T  et  2E T  dans 

les équations (2.5), (2.6) et (2.7). 

Les preuves pour les estimateurs EEO étant similaires, elles sont omises ici. 
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Échantillonnage rectangulaire adaptatif : échantillonnage en 
grappes adaptatif comme plan facile, incomplet et sans 

recours au voisinage 

Bardia Panahbehagh1 

Résumé 

Cet article présente un plan d’échantillonnage en grappes adaptatif incomplet qui est facile à appliquer, permet 
de bien contrôler la taille de l’échantillon et n’oblige pas à suivre le voisinage. Dans un tel plan, on prélève un 
échantillon initial par un des plans classiques. Si une cellule répond à une condition préétablie, on procède à une 
sélection complète dans un rayon déterminé de cette cellule. On estime la moyenne de la population à l’aide de 
l’estimateur .  Si toutes les probabilités d’inclusion sont connues, on dispose d’un estimateur   sans biais, 
mais si selon le cas ces probabilités sont inconnues pour une partie des unités de l’échantillon final, elles feront 
l’objet d’une estimation. Pour estimer les probabilités d’inclusion, on construit un estimateur biaisé. Toutefois, 
les simulations démontrent que, si la taille d’échantillon est suffisante, l’erreur sera négligeable pour les 
probabilités d’inclusion et que l’estimateur   relatif sera presque exempt de biais. Ce plan rivalise avec 
l’échantillonnage en grappes adaptatif, parce qu’il permet de contrôler la taille de l’échantillon final et que sa 
gestion est facile. Il rivalise également avec l’échantillonnage séquentiel à deux degrés, parce qu’on tient compte 
de la forme en grappes de la population et qu’on diminue le coût de la couverture de toute l’aire 
d’échantillonnage. L’auteur se sert de données réelles d’une population d’oiseaux ainsi que de simulations pour 
comparer ce plan à un échantillonnage séquentiel adaptatif à deux degrés. Les simulations montrent que le plan 
est d’une grande efficacité en comparaison à son rival. 

 
Mots-clés : Échantillonnage en grappes adaptatif; échantillonnage séquentiel adaptatif à deux degrés; unités primaires et 

secondaires d’échantillonnage; probabilité d’inclusion. 

 
 

1  Introduction 
 

L’échantillonnage en grappes adaptatif (EGA) est un plan efficace applicable aux populations rares en 

grappes (Thompson 1990; Thompson et Seber 1996). Il a été conçu pour un échantillonnage par quadrats 

où l’aire d’échantillonnage est habituellement divisée en quadrats non chevauchants pour la sélection de 

l’échantillon. Selon le cas, on parlera de « cellules » ou d’« unités secondaires d’échantillonnage » (USE). 

À la première phase, on prélève l’échantillon initial par un des plans classiques, d’ordinaire par 

échantillonnage aléatoire simple sans remise (EASSR). Par plans classiques (Thompson et Seber 1996), on 

entend les plans où l’échantillonnage ne dépend d’aucune observation sur la variable principale, qu’il 

s’agisse de l’EASSR, de l’échantillonnage stratifié ou de l’échantillonnage systématique. Si on observe un 

événement rare (cellule dont la valeur est au moins aussi grande que celle de la condition C  préétablie) 

après la sélection de l’échantillon initial, l’échantillonnage se poursuit dans le voisinage de ce lieu, l’espoir 

étant qu’on observe d’autres événements rares. La démarche continue tant qu’on relève des événements 

rares. On a démontré que ce plan est utile à l’estimation des paramètres de populations rares et hautement 

formées en grappes (Smith, Brown et Lo 2004). Il reste que l’EGA présente un certain nombre 

d’inconvénients, dont les deux qui suivent :  
 

 la taille de l’échantillon final est aléatoire et incontrôlable;  
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 les voisinages doivent être définis et suivis; suivre un voisinage en EGA, c’est aller d’unité en 
unité et de niveau en niveau autour de l’événement rare initial de manière à observer tous les 
événements rares autour et en toutes directions. La forme de l’environnement et de la grappe peut 
prêter à confusion pour l’échantillonneur.  

 
Pour surmonter la première de ces difficultés, on a conçu un grand nombre de plans comme l’EGA à 

deux degrés ou l’EGA incomplet ou restreint (EGAI).  

Thompson (1991) a introduit l’EGA stratifié et Salehi et Seber (1997), l’EGA à deux degrés. Ce dernier 

est conçu pour la sélection d’un nombre fixe d’unités primaires d’échantillonnage (UPE) par EASSR au 

premier degré et d’un nombre fixe d’USE dans chaque UPE sélectionnée – par EASSR encore – au second 

degré. La condition d’adaptation et le voisinage sont définis en unités secondaires (et non en unités 

primaires). Salehi et Seber ont envisagé deux plans selon que les grappes peuvent chevaucher les frontières 

des unités primaires ou qu’elles ne le peuvent pas, ce qui, par la suite, est plus souhaitable du point de vue 

du contrôle de la taille de l’échantillon final. On a présenté un certain nombre d’autres plans apparentés, 

mais comme ils n’entrent pas dans notre propos, il n’en est pas fait mention ici. 

Salehi et Smith (2005) ont apporté une modification essentielle à l’EGA à deux degrés, ce que l’on 

appelle l’échantillonnage séquentiel à deux degrés, et Brown et coll. (2008) ont avancé une version 

adaptative de cet échantillonnage séquentiel à deux degrés (ESDA). Dans ce dernier cas, on alloue les 

effectifs de second degré parmi les UPE en s’appuyant sur les renseignements préliminaires relatifs aux 

UPE échantillonnées. D’autres efforts de sélection s’appliquent aux UPE là où les USE de l’échantillon 

initial répondent à un critère préétabli ou à la condition C  (un individu de la population rare est présent, par 

exemple). Plus précisément, d  fois le nombre d’unités remplissant la condition C  de l’échantillon initial 

dans une UPE est appliqué à l’UPE en question pour la formation d’un échantillon supplémentaire par 

EASSR. Ainsi, l’ESDA pourrait presque surmonter les deux difficultés, puisque dans ce plan, la taille de 

l’échantillon final est limitée et qu’il n’y a pas lieu de définir et de suivre le voisinage. Toutefois, l’ESDA 

ne recourt pas directement à une mise en grappes de la population. Cela veut dire que l’échantillon 

supplémentaire est un échantillon aléatoire de l’ensemble ESDA-UPE en question en fonction de la taille, 

de la forme et du lieu des UPE. Les autres facteurs ne sont pas essentiels (en d’autres termes, ils ne changent 

en rien les caractéristiques propres à l’ESDA), aussi serait-il inutile de les mentionner ici. 

En ce qui concerne l’EGAI, Brown et Manly (1998) ont proposé une version restreinte de l’EGA pour 

le contrôle de la taille de l’échantillon final. Ils limitent la taille de cet échantillon avant prélèvement par 

une sélection séquentielle de l’échantillon initial. Chao et Thompson (1999) et Su et Quinn (2003) ont 

imposé une contrainte pour le nombre de niveaux de voisinage au-delà de chaque unité remplissant la 

condition de l’échantillon initial à taille fixe. Tous les voisins des unités qui remplissent la condition de 

l’échantillon initial appartiennent au premier niveau de voisinage. À leur tour, tous les voisins qui s’ajoutent 

en fonction des unités du premier niveau de voisinage sont considérés comme appartenant au deuxième 

niveau de voisinage, et ainsi de suite. Bref, on permet, comme on le définit dans l’EGA classique, de 

tronquer une grappe dans l’EGAI à une distance préétablie de l’unité de l’échantillon initial de recoupement. 

Ces auteurs ont introduit un estimateur biaisé pour la moyenne de population. 
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Aspect intéressant, Yang (2011) et Yang et coll. (2011) ont conçu un plan adaptatif à tracé pour remédier 

aux inconvénients de l’EGA dans la pratique et pour utiliser et définir le voisinage, plus particulièrement 

dans les enquêtes à échantillonnage d’une population d’arbre. Le but était de rendre l’EGA plus pratique, 

tout en maintenant une partie de ses grandes caractéristiques. D’après Yang et coll. (2011), le plan à tracé 

est fondé sur un développement conditionnel du tracé : on insère un tracé agrandi (par un facteur de taille 

préétabli) à un point d’échantillonnage par opposition à un tracé initial plus petit si une condition préétablie 

est définie. Chez ces auteurs, la population cible était une population d’arbres et leur but était d’en estimer 

la densité (nombre d’objets à l’hectare). Leur plan ne convenait pas à un échantillonnage par quadrats. Ils 

ont en outre supposé qu’ils pourraient couvrir une aire supplémentaire (au terme de leur échantillonnage) 

pour calculer la probabilité d’inclusion de l’arbre en question, mais cela serait impossible ou coûteux dans 

le cas d’autres enquêtes. 

Chao et Thompson (1999) ont présenté l’EGAI la première fois. Ce plan permet d’appliquer l’EGA sans 

avoir à mesurer tous les membres d’une grappe. Ces auteurs ont introduit leur plan sous une forme relevant 

de la théorie des graphes. Comme on s’y sert de voisinages comme dans l’EGA, c’est un plan complexe à 

gérer, tout comme peut l’être le calcul des probabilités d’inclusion.  

Dans le présent article, nous proposons une version plus maniable de l’EGA avec les aspects positifs des 

plans déjà évoqués. Il s’agit de l’échantillonnage rectangulaire adaptatif (ERA), qui est un plan adaptatif 

pratique, efficace et facile à calculer qui permet d’observer des événements rares, qui ne demande pas qu’on 

suive le voisinage et qui permet de bien contrôler la taille de l’échantillon final.  

Nous présenterons l’ERA à la section 2. À la section 3, nous décrirons une étude de cas réel avec un 

certain nombre de simulations et, à la section 4, nous exposerons nos conclusions et offrirons un traitement 

complet des avantages et des inconvénients de notre plan. 

 
2  Échantillonnage rectangulaire adaptatif 
 

Prenons une population totale de N  unités divisée en M  unités primaires d’échantillonnage (UPE), 

chacune contenant hN  unités secondaires d’échantillonnage (USE). Soit   , , = 1, 2, , ; = 1,h j h M j  

2, , hN  désignant la ej  unité de la eh  unité primaire avec la mesure ou la valeur de dénombrement .hjy  

Dans ce cas, 
1

= hN

h hjj
y

  est le total des valeurs y  de la eh  UPE et 
=1

= 1
M

hh
N   est la moyenne de 

population. 

On peut procéder à un échantillonnage rectangulaire adaptatif (ERA) grâce à une procédure à deux 

degrés. Le premier degré consiste à sélectionner un échantillon aléatoire classique 0s  de taille m  avec M  

UPE. 

À la première phase du second degré, on sélectionne un échantillon initial classique 1 ,hs  de taille 1hn  

dans la eh  UPE, où 0 .h s  

À la deuxième phase, toutes les USE autour des éléments de 1hs  qui remplissent la condition C  dans le 

rayon R  sont ajoutées par adaptation;  1, 2, , dR M   et dM  est le diamètre maximal de chaque UPE. 

Dans ce cas, la définition du rayon diffère de la définition classique. Pour une cellule, le rayon se définit en 

fonction de toutes les cellules qui l’entourent. Ainsi, = 1R  désigne le voisinage le plus proche de premier 

niveau avec les huit USE entourant la cellule et = 2R  désigne ce même voisinage et le deuxième le plus 
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proche avec les 24 USE entourant la cellule (8 USE pour = 1R  et 16 USE pour = 2).R  Si la cellule se 

trouve dans un coin ou près de la limite d’une UPE, le nombre d’USE sera moindre (voir la figure 2.1). Pour 

la eh  UPE donc, il y aura un échantillon supplémentaire 2 ,hs  d’une taille aléatoire 2 .hn  Maintenant, 

l’échantillon final est 1 2= ,h h hs s s  d’une taille aléatoire 1 2= ,h h hn n n  à l’intérieur de la eh  UPE. On 

peut appliquer cette procédure dans un plan avec ou sans chevauchement. 
 

Un estimateur pour la moyenne de population 
 

L’estimateur   (de Horvitz-Thompson) est un estimateur de moyenne de population qui repose sur les 

probabilités d’inclusion de toutes les unités échantillonnées. Si on connaît toutes les probabilités, la 

moyenne de population s’estime avec ce qui suit :  

0

ˆ1
ˆ = ,h

h s hN





  

où h  est la probabilité d’inclusion de la eh  UPE, et 

                                                                        ˆ = ,
h

hj

h
j s hj

y



  

où hj  est la probabilité d’inclusion de l’USE  , .h j  Pour qu’on puisse employer l’estimateur , hj   doit 

être calculé pour tous les éléments   0, ; , .hh j h s j s    

Ajoutons que la variance de l’estimateur est  

 
 

2
=1 1 =1

ˆ1 Var
ˆVar = ,

M M M
h hhh h

h h
h h hh hhN

   
  

  
 

 

     
  
   

où hh   est la probabilité conjointe d’inclusion des eh  et eh  UPE. Un estimateur sans biais de ce qui 

précède sera  

    
  

0 0 0

2

ˆ ˆ ˆ1 Var
ˆVar = ,h h h h hhh

h s h s h s hhhh h
N

     


  


  

    
  

    
   

où   ˆVar h  est  

                                        
1 1

ˆVar = ,
h h

hj hjhjj hj hj

h
j s j s hj hj hjj

y y  


  
  

   

 
 

 
   

où hjj   est la probabilité conjointe d’inclusion de  ,h j  et  ,h j  dans la eh  UPE. 

Il est facile de calculer les probabilités d’inclusion pour le premier degré, surtout en cas 

d’échantillonnage aléatoire simple sans remise (EASSR). Dans ce cas, on peut aisément voir que  

      
 
 

1
= , = ; , = .

1h hh hhh

m m m
h h

M M M
   





 

Pour calculer ,hj  il faut savoir combien de cellules entourant la cellule  ,h j  dans le rayon R  remplissent 

la condition ,C  puisque leur sélection dans l’échantillon initial mènera à la sélection des cellules qui les 
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entourent dans l’échantillon final. Il est nécessaire d’y aller d’une nouvelle notation dans l’ERA avec rayon 

; hjR B  représente l’événement de l’unité  ,h j  sélectionnée dans l’échantillon final et ,hjA  l’événement de 

l’unité  ,h j  remplissant la condition C  et sélectionnée dans l’échantillon initial. De plus, hjs  représente 

toutes les unités qui remplissent la condition C  et qui seraient ajoutées par adaptation à l’échantillon si hjA  

se présente, ce qui comprend l’unité  , ,h j  avec la taille .hjf  La taille hjf  se divise comme =hjf  

1 2 ,hj hjf f  où dans le premier cas, il s’agit du nombre de cellules dans hjs  qui sont disponibles pour 

inclusion dans l’échantillon final  hs  et, dans le second cas, des 2 1= .hj hj hjf f f  Toutefois, rien ne nous 

renseigne sur les unités en question. F  est défini comme ,f   mais pour toutes les unités (qui remplissent 

ou non la condition ).C  

Soit hjjf   désignant la taille de = ,hjhjj hjs s s   et 1 ,hjjf   2 .hjjf   Soit F  avec la même définition.  

L’échantillon ,hjs  de la taille ,hjf  contient toutes les cellules menant à la sélection de l’unité  , ;h j  

,hjjs   de la taille ,hjjf   contient toutes les cellules menant à la sélection d’au moins un des  ,h j  et des 

 ,h j  dans l’échantillon final.  

 

Théorème 1 : Dans l’ERA avec rayon ,R  pour la eh  UPE et avec EASSR pour la sélection de l’échantillon 
initial de taille 1 ,hn  

                                           1

1

= 1

h hj

h
hj

h

h

N f

n
N

n



 


 



 

  (2.1) 

                                          1 1 1

1 1 1

= 1 .

h hh hj hj hjj

h h h
hjj

h h h

h h h

N f N fN f

n n n
N N N

n n n



 



     
   

      
    
    

    

 (2.2) 

Pour obtenir la preuve de théorème, voir l’annexe. 

Il n’y a qu’un problème qui se pose ici : hjf  est connu seulement dans l’échantillon initial qui remplit la 

condition. Toutefois, d’autres échantillons (qui sont ajoutés par adaptation) portent une information partielle 

sur hjf  (c’est-à-dire 1 ).hjf  Notons  Bin ,n p  pour représenter une distribution binomiale fondée sur la 

variable indépendante de Bernoulli n  avec le paramètre .p  Pour estimer ,hjf  2hjf  représente le nombre de 

succès (nombre d’unités remplissant la condition )C  dans les essais 2hjF  essais (recherche sur les unités 

2 ).hjF  On suppose que les essais sont indépendants et identiquement distribués (iid). L’hypothèse iid est là 

pour simplifier les calculs. Cela se traduit, bien sûr, par un biais de l’estimation de certaines des probabilités 

d’inclusion et, par là, par un biais pour l’estimateur   en question. Avec toutes les hypothèses qui précèdent, 

2hjF  serait considéré comme une variable aléatoire en distribution binomiale sous la forme suivante :  

 2 2Bin , ,hj hj hjf F p  

où hjp  est la probabilité que la condition C  soit remplie pour toutes les cellules de la eh  UPE autour de la 
ej  cellule dans le rayon .R  Dans ce cas,  
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   1 2 1 2= = .hj hj hj hj hj hjE f f E f f p F   

Le calcul de hj  mène à deux situations : 
 

 Si la cellule remplit la condition C  et appartient à l’échantillon initial ou qu’elle est ajoutée par 

adaptation et se trouve en un lieu dans l’échantillon final où l’information est complète sur l’aire 

environnante, il devient possible de calculer avec précision la probabilité d’inclusion à partir de 

l’information de l’échantillon final.  

 Si l’échantillon final ne renseigne pas suffisamment pour qu’on puisse calculer la probabilité 

d’inclusion, deux stratégies sont possibles :  

o l’information est partielle sur ,hjf  c’est que tout est connu de 1 ,hjF  et que seul 2hjF  

est à préciser. Dans ce dernier cas, il nous faut uniquement savoir combien de cellules 

remplissent la condition; on n’a pas à connaître y  en toute précision. Si la condition 

C  est définie comme > 0y  par exemple, il nous faut seulement savoir combien de 

cellules de 2hjF  ne sont pas vides. Si on peut le déterminer avec facilité, on pourra 

calculer exactement les probabilités d’inclusion de toutes les unités de l’échantillon.  

o s’il est impossible de calculer ces mêmes probabilités, on pourra estimer hj  par (voir 

l’équation 2.1) 

                                  

   1 2

1 1

1 1

ˆ = 1 = 1 .

h hj h hj hj hj

h h
hj

h h

h h

N E f N f p F

n n
N N

n n



    
  

   
   

  
     

  

 (2.3) 

 

L’utilisation de hjp  ou, en d’autres termes, le fait que l’on pose des probabilités qui varient selon les 

cellules impose des calculs fastidieux. On peut estimer hjp  en s’appuyant sur la configuration spatiale de la 

population. Dans le cas de populations en grappes par exemple, il peut être raisonnable de poser deux types 

de ,hjp  l’un pour les unités de l’échantillon qui remplissent la condition C  et l’autre pour les unités qui ne 

la remplissent pas, de sorte qu’une plus grande probabilité puisse être attribuée aux unités conformes à cette 

condition. On peut supposer toutes sortes de configurations spatiales pour l’estimation de ,hjp  mais pour 

dégager une stratégie simple et facile à comprendre, on peut poser =hj hp p  pour toutes les unités de la eh  

UPE. Dans ce cas, hp  est la probabilité que la condition C  soit remplie par les unités de la eh  UPE. Il serait 

possible de supputer ce que serait hp  à partir de l’information antérieure ou encore de l’estimer sans biais 

à partir de l’échantillon initial comme étant la partie des unités de cet échantillon dans la eh  UPE qui sont 

conformes à la condition .C  

L’estimation de hp  d’après l’échantillon initial est une procédure courante dans un échantillonnage 

adaptatif (voir Brown et coll. 2008, par exemple). Pour des populations rares, de telles estimations peuvent 

se révéler imprécises. Dans la pratique néanmoins, l’ERA ne pose pas de sérieux problème, puisqu’il est 

possible, pour les unités de l’échantillon initial qui remplissent la condition, de calculer sans erreur les 

probabilités d’inclusion (on n’a pas besoin de ).hp  Ajoutons que hp  n’est pas requis dans les unités ajoutées 

par adaptation avec = 0.y  Pour un certain nombre d’unités ajoutées par adaptation avec > 0,y  hp  joue 
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un rôle négligeable dans le calcul des probabilités d’inclusion. L’exemple que nous donnons à la sous-

section qui suit et les résultats de simulation à la section 3 confirmeront ce que nous disons. 

Dans le cas de hjj   (comme pour ),hj  si selon l’échantillon final l’information est suffisante pour le 

calcul de ,hjf  hjf   et ,hjjf   elle est suffisante pour que l’on puisse utiliser l’équation 2.2. Si l’information 

est partielle sur ,hjjf   posons  

  2 2Bin , ,hhjj hjjf F p   

puis  

   1 2 1 2= = .hhjj hjj hjj hjj hjjE f f E f f p F       

Cela suffit à la substitution des « »f   par les  « »E f   dans l’équation 2.2. Faute de formuler l’hypothèse 

= ,hj hp p  on devrait peut-être utiliser hjjp   au lieu de hp  pour estimer .hjjf   Cela rendrait le calcul plus 

difficile. Une perte de précision (si on tient hp  pour constant à l’égard de toutes les unités de la eh  UPE) 

permet en contrepartie d’offrir une stratégie d’échantillonnage simple.  

En prenant un exemple, nous pourrons clarifier tout ce qui précède comme formules et calculs.  

 
Examen d’un exemple 
 

Dans cet exemple, on prend l’UPE en haut à gauche dans le graphique droit de la figure 2.1 où = 112,N  

= 28,hN  = 1h  et 11 = 2.n  Nous supposons que cela est nécessaire au calcul de hj  pour deux unités de 

la figure 2.1 avec = 1.R  Disons d’abord que, pour l’échantillon initial avec = 6,y  on peut aisément voir 

que = 6,hjF  qu’il y a cinq cellules autour en plus de l’élément lui-même et que cinq d’entre elles 

remplissent la condition  = 5 .hjf  Cette information est disponible au terme de la sélection de l’échantillon 

final. Par conséquent,  

 =6

28 5

2
= 1 0,33.

28

2

y

 
 

 

 

 

   

Dans le cas d’un échantillon ajouté par adaptation comme = 248y  et comme nous l’avons déjà évoqué, 

il existe une information partielle (voir la figure 2.2). Dans ce cas, = 9hjF  (cellules en bleu de la partie B) 

et 1 = 6hjF  (cellules en orangé de la partie C). À partir de l’échantillon final, on connaît aussi 1 = 5hjf  

(réponse positive dans les cellules en orangé de la partie C). De plus, 2 = 3hjF  (cellules en bleu de la 

partie C) mais 2hjf  est inconnu. Pour l’estimer, on estimerait 1p  à partir de l’échantillon initial comme 

1 = 1 2 = 0,5p  (voir les cellules en vert dans la première UPE à la figure 2.1), ce qui donnerait  

 =248

28 (5 0,5 3)

2
ˆ = 1 0,42.

28

2

y

   
 
 


 
 

   

Il reste que, selon la population, on peut calculer ceci :  
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 =248

28 7

2
= 1 0,44,

28

2

y

 
 
 


 
 

   

ce qui est très proche de l’estimation. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 2.1 = 112,N  = 28,hN  4,M   4m   et 1 = 2.hn  Les USE en vert sont l’échantillon initial et les 

cellules en jaune, l’échantillon ajouté par adaptation. Le graphique droit correspond à un ERA non 
chevauchant avec 1;R   le graphique gauche correspond a ce même ERA avec 2,R   la condition 
C  se définissant comme > 0.y  Les chiffres sont les valeurs y  respectives des cellules. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 2.2 Probabilité d’inclusion pour 248.y   La partie A indique une partie de l’échantillon final. La 
partie B (cellules en bleu) correspond aux cellules que l’on doit connaître pour la probabilité 
d’inclusion de 248.y   Dans la partie C,  les cellules en orangé sont celles qui doivent être connues 
et pour lesquelles de l’information est disponible. Enfin, les cellules en bleu sont celles qui doivent 
être connues, mais pour lesquelles aucun renseignement n’est disponible. 

 

Partie A                                                 Partie B                                                Partie C 
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Supposons maintenant que le but est de calculer la probabilité conjointe =6, =5y y   (voir la figure 2.3). 

Dans ce cas et selon l’équation 2.2, = 5hjf  (partie B), 2= 3 ,hj hjf f   2 = 5hjF   (cellules en bleu dans la 

partie C), 2= 5hjj hjjf f   et 2 = 5hjjF   (partie D) et enfin  2 = 5 0,5 = 2,5.hjjE f    À partir de l’information 

de l’échantillon, on obtient  

            

   

=6, =5

28 5 28 3 0,5 5 28 5 0,5 5

2 2 2
ˆ = 1 0,22.

28 28 28

2 2 2

y y 

         
        

      
    
         

    

   

Avec une information complète sur la population, on obtient  

                              =6, =5

28 5 28 6 28 8

2 2 2
= 1 0,22,

28 28 28

2 2 2

y y 

      
         

      
    
         

    

   

et il n’y a pas d’erreur à deux positions de décimale. En écrivant un code pour les « »f   et les « »,F  on 

pourra facilement calculer l’estimateur .  

 

 
 

 

 

 

 
 

Figure 2.3 Probabilité conjointe d’inclusion pour = 6y  et = 5.y  Les cellules colorées indiquent 
l’information requise, les cellules en orangé, l’information disponible, et les cellules en bleu, 
l’information à estimer à partir de l’échantillon final. 

 
3  Étude de cas réel et simulations 
 

Dans cette section, nous évaluons l’échantillonnage rectangulaire adaptatif (ERA) et le comparons à 

l’échantillonnage séquentiel à deux degrés adaptatif (ESDA) et à l’échantillonnage aléatoire simple sans 

remise à deux degrés (EASD). Nous n’établissons pas la comparaison avec l’échantillonnage en grappes 

adaptatif (EGA) pour deux raisons : d’abord, Salehi et Smith (2005) ont comparé l’ESDA à l’EGA à deux 

degrés et, ensuite, il serait peu équitable de mettre en parallèle l’ERA, d’une part, et l’EGA ou un EGA 

même incomplet, d’autre part, parce que l’EGA doit définir, utiliser et suivre le voisinage, ce que l’ERA 

n’a pas à faire.  

Partie A                                 Partie B                                 Partie C                                 Partie D 
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Si l’ESDA est un plan sans recours au voisinage, l’ERA satisfait aussi à cette condition, car on peut 

considérer que, si l’échantillonneur peut reconnaître les limites des cellules ou, en d’autres termes, 

distinguer les unités secondaires d’échantillonnage (USE), il peut tout autant reconnaître une USE dans 

l’aire délimitée par un rayon. De plus, l’aire d’échantillonnage pourrait être spécifiée avant même que les 

échantillons ne soient prélevés. En se fondant sur une carte de l’aire, il est possible d’utiliser l’EASSR pour 

les USE et la zone qui les entoure si ces USE remplissent la condition. Comme l’échantillonneur n’a pas à 

revenir à l’aire pour entreprendre la seconde phase de l’échantillonnage (dans la procédure ESDA), l’ERA 

semblera plus facile et moins coûteux que ce dernier. Pour améliorer la comparaison, on devrait aussi tenir 

compte du facteur des coûts.  

Notre comparaison fera appel à deux types de données, celles d’une étude de cas réel et les données de 

cas de simulation. 

Dans ce cas, l’efficacité se définit comme  

 
 
 
EASDEQM

eff . = ,
EQM .

y
 

où EASDy  est l’estimateur classique de moyenne dans un EASD, où EQM désigne l’erreur quadratique 

moyenne et où “.” représente l’un des éléments énumérés ci-après : 
 

 ESDAˆ :  Estimateur de Murthy dans l’ESDA qui est sans biais et que nous appellerons « ESDA ». 

Cet estimateur de la moyenne de la eh  unité primaire d’échantillonnage se présenterait comme  

        ESDA 1 1ˆ ˆ ˆ= 1 ,hc hcq y q y    (3.1) 

où 1q̂  est la proportion des unités qui remplissent la condition C  dans l’échantillon initial et où 

hcy  et hcy   sont les moyennes des unités de l’échantillon final qui respectivement remplissent et 

ne remplissent pas cette même condition dans la eh  UPE. Dans cet estimateur, la première partie 

de l’unité conforme à la condition C  s’estime à partir de l’échantillon initial et la valeur en 

question est adaptée à la moyenne de l’échantillon conforme à la condition C  pour la construction 

de cet estimateur. 

 ERAˆ :  estimateur   dans l’ERA qui est sans biais.  

 ˆERA.ˆ :  estimateur   dans l’ERA, où   s’estime à partir de l’échantillon final à l’aide de 

l’équation 2.3. Il n’est pas sans biais et ce biais relatif se définit comme ˆERA.ˆBiaisR. =  

 ˆERA.
ˆ .y y    

 

Dans ce qui suit, le sigle « ERA »  désignera à la fois ERÂ  et ˆERA.ˆ .  

Deux formules s’appliquent à l’erreur d’estimation des probabilités d’inclusion dans ˆERA.ˆ :  
 

 .ˆ :D Inclu  c’est la moyenne de la différence entre les probabilités réelles d’inclusion et l’estimation 

en question (moyenne de ˆ=hj hj hje    pour toutes les unités de l’échantillon). 
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 .ˆ :DA Inclu  c’est la moyenne de la différence absolue entre les probabilités réelles d’inclusion et 

l’estimation en question (moyenne de ˆ=hj hj hje    pour toutes les unités de l’échantillon).  

Nous emploierons un plan sans chevauchement dans cette section.  

 
Étude de cas réel avec une population de sarcelles à ailes bleues  
 

Smith, Conroy et Brakhage (1995) ont pris une population de sarcelles à ailes bleues pour évaluer l’EGA. 

La population vient d’un dénombrement systématique qui s’est fait par hélicoptère du 13 au 15 décembre 

1992 dans le centre de la Floride. C’est une population formée extrêmement en grappes et son total est de 

= 200N  unités (figure 3.1). Une étude par simulation a permis de constater que l’EGA était efficace pour 

cette population, en ce sens que la variance de l’estimateur est moindre que dans un échantillonnage aléatoire 

simple (Smith, Conroy et Brakhage 1995). 

La population a été divisée en = 8, 4, 2M  UPE. On a appliqué les plans ERA, ESDA et EASD à cette 

population avec différentes valeurs de ,m  1 ,hn  R  et d  (d  étant dans l’ESDA un multiple indiquant la 

taille de l’échantillon supplémentaire à la seconde phase pour les unités remplissant la condition )C  et avec 

25 000 simulations pour chaque combinaison de valeurs. Pour que la comparaison soit équitable, on a choisi 

d  de sorte que les tailles attendues de l’échantillon final pour l’ESDA et l’ERA soient presque les mêmes. 

Dans le plan EASD, la taille de l’échantillon dans chaque simulation était la même que pour l’ERA. On a 

calculé les tailles attendues de l’échantillon par simulation de Monte Carlo. On notera que, dans l’ERA, en 

cas de chevauchement de deux échantillons ou plus ajoutés par adaptation, ce chevauchement a été mesuré 

une fois. Dans la pratique, s’il y a chevauchement dans l’échantillon, les cellules en question doivent être 

prélevées et mesurées une seule fois. 

Les résultats figurent aux tableaux 3.1 et 3.2. Pour renseigner sur l’EQM des estimateurs, nous 

présentons  EASDEQM y  dans les résultats. Avec une telle valeur et l’efficacité des estimateurs, les EQM 

des autres estimateurs sont faciles à calculer. Les résultats sont dignes de mention : l’ERA convenait mieux 

que l’ESDA à toutes les situations. À la différence de l’ESDA, l’ERA était toujours plus efficace que 

l’EASD. Quelquefois, l’ERA était sept ou huit fois plus efficace que l’EASD et le rapport correspondant 

était d’au plus deux et demi environ dans le cas de l’ESDA. Dans plus de 55 % des cas, l’ERA était plus 

efficace dans un rapport de plus de 2, ce qui se vérifiait dans moins de 5 % des cas pour l’ESDA. 

Le biais relatif de ˆERA.ˆ   est le plus souvent acceptable; il peut se révéler inacceptable dans une poignée 

de cas où la taille de l’échantillon est petite. Dans environ 61 % des cas, le biais relatif était de moins de 

0,03 et, dans environ 92 % des cas, il était de moins de 0,07. 

Plus le rayon R  augmentait, plus l’efficacité était grande et un rayon R  plus long convenait aux UPE 

de plus grande taille. Dans cette population, il y a deux grappes importantes au haut du graphique de 

population. Avec = 2,R  la sélection d’une des cellules d’une UPE de grande taille dans l’échantillon initial 

menait à la sélection de toutes les cellules. Voilà pourquoi = 2R  offrait une telle efficacité quand la taille 

de l’échantillon initial était suffisamment grande. 
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De plus, le nombre d’UPE au premier degré avait de l’importance, et les résultats indiquent que plus il 

y en a, plus l’efficacité s’améliore. Comme nous l’avons mentionné, l’efficacité de l’ESDA dépend de la 

taille, de la forme et du lieu des UPE. Lorsque la population ne pouvait être divisée entre un certain nombre 

d’UPE vides et pleins, l’ESDA n’avait pas la même efficacité (voir les populations 2 et 4). Mais comme 

l’ERA fait intervenir la forme en grappes de la population, il ne dépend pas autant des UPE et pourrait même 

donner de bons résultats dans une population avec une seule UPE, ce qui ne se vérifierait pas dans le cas de 

l’ESDA. 

Pour la population 1, .ˆ = 0,025DA Inclu  et .ˆ 0,002;D Inclu   pour la population 2, .ˆ = 0,023DA Inclu  et 

.ˆ 0,005;D Inclu   pour la population 3, .ˆ = 0,024DA Inclu  et .ˆ = 0,004;D Inclu   pour la population 4, 

.ˆ = 0,025DA Inclu  et .ˆ = 0,008.D Inclu   Ainsi, les probabilités d’inclusion étaient d’environ 0,22 pour ces 

simulations. À en juger par .ˆD Inclu  et .ˆ ,DA Inclu  les erreurs d’estimation des probabilités d’inclusion 

paraissent presque négligeables. Cela explique que ˆERA.ˆ   soit presque sans biais. Le biais relatif de ˆERA.ˆ   

offrait une précision acceptable pour les ˆ« ».j  

 
 

Tableau 3.1 
Efficacité des estimateurs avec = 200,N  = 0,C  = 8, 4M  
 

Population 1  R m 1n d  E n ESDÂ ERÂ ˆERA.
ˆ

 ˆERA .
ˆBiaisR.   EASDEQM y

1 4 1 6 7 1,32 2,05 1,62 0,13 81 076 
3 6 19 1,32 1,84 1,64  0,06   22 657  
5 5 30 1,25 1,79 1,69  0,03   12 865  
7 4 40 1,18 1,76 1,71  0,03   8 729  

8 1 6 13 1,22 1,92 1,51  0,14   35 171  
3 6 38 1,33 1,99 1,80  0,06   10 324  
5 5 59 1,35 2,13 2,04  0,04   5 502  
7 4 79 1,34 2,46 2,43  0,03   3 502  

2 4 1 15 10 2,43 3,02 3,04  0,02   71 670  
3 12 27 1,61 2,17 2,24  0,02   16 835  
5 9 40 1,33 1,99 2,05  0,00   9 219  
7 7 51 1,23 1,94 1,97  0,00   6 463  

8 1 15 20 2,37 3,00 3,01  0,02   32 290  
3 12 54 1,69 2,53 2,61  0,02   7 030  
5 9 80 1,52 2,98 3,05  0,02   3 570  
7 7 101 1,45 3,81 3,85  0,01   2 270  

Population 2  R m 1n d  E n ESDÂ ERÂ ˆERA .
ˆ

 ˆERA .
ˆBiaisR.   EASDEQM y

1 2 4 6 13 1,06 1,90 1,58  0,11   36 208  
8 5 25 0,94 1,81 1,61  0,07   15 775  

10 5 30 1,03 1,82 1,66  0,05   12 434  
15 5 42 1,10 1,81 1,72  0,03   7 852  

4 4 6 26 1,00 1,92 1,60  0,11   16 911  
8 5 49 0,98 2,00 1,79  0,07   7 339  

10 5 60 1,00 2,05 1,89  0,06   5 475  
15 4 84 1,03 2,39 2,31  0,03   3 180  

2 2 4 12 20 1,29 2,51 2,52  0,00   28 341  
8 11 36 1,04 2,07 2,08  0,00   11 024  

10 10 42 1,03 2,02 2,02  0,01   8 521  
15 8 55 1,03 1,96 1,96  0,01   5 352  

4 4 12 40 1,04 2,32 2,32  0,02   11 725  
8 11 71 0,99 2,34 2,35  0,00   4 507  

10 10 84 1,01 2,59 2,60  0,00   3 338  
15 8 111 1,04 3,41 3,42  0,00   1 891  
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Tableau 3.2 
Efficacité des estimateurs avec = 200,N  = 0,C  = 4, 2M  
 

Population 3  R m 1n d  E n ESDÂ ERÂ ˆERA .
ˆ

 ˆERA .
ˆBiaisR.   EASDEQM y

1 2 4 6 14 1,11 1,73 1,40  0,18   34 451  
8 5 25 1,05 1,71 1,51  0,10   16 795  

10 5 31 1,09 1,69 1,56  0,08   13 671  
15 5 43 1,16 1,61 1,56  0,03   9 819  

4 4 6 27 1,26 2,18 1,73  0,18   15 357  
8 5 51 1,26 2,78 2,48  0,10   6 759  

10 5 62 1,34 3,18 2,94  0,08   5 078  
15 4 86 1,39 4,80 4,72  0,03   2 964  

2 2 4 12 21 1,30 1,90 1,95  0,05   26 117  
8 11 36 1,13 1,64 1,69  0,03   12 047  

10 10 43 1,11 1,56 1,60  0,02   9 872  
15 8 55 1,12 1,48 1,49  0,01   7 686  

4 4 12 42 1,43 2,55 2,64  0,05   10 818  
8 11 72 1,51 3,43 3,66  0,02   4 275  

10 10 85 1,55 4,29 4,57  0,01   3 183  
15 8 110 1,83 9,44 9,87  0,00   1 856  

Population 4 R m 1n d  E n ESDÂ ERÂ ˆERA .
ˆ

 ˆERA .
ˆBiaisR.   EASDEQM y

1 1 10 6 17 0,93 1,68 1,32  0,13   27 053  
15 5 24 0,90 1,69 1,43  0,09   17 860  
20 5 31 0,91 1,63 1,45  0,08   13 802  
30 4 44 0,92 1,58 1,50  0,02   9 952  

2 10 6 34 0,98 2,16 1,69  0,12   11 851  
15 5 49 0,95 2,52 2,11  0,10   7 409  
20 5 62 0,97 2,91 2,58  0,06   5 153  
30 4 87 1,01 4,56 4,41  0,03   2 940  

2 1 10 14 27 1,01 1,70 1,69  0,02   18 908  
15 13 37 0,93 1,50 1,51  0,02   12 092  
20 10 45 0,84 1,42 1,43  0,01   9 338  
30 8 58 0,88 1,35 1,35  0,00   7 329  

2 10 14 53 1,08 2,38 2,41  0,02   7 512  
15 13 73 1,06 2,80 2,92  0,01   4 317  
20 11 90 1,03 3,59 3,79  0,00   2 933  
30 8 116 1,03 7,60 8,00  0,00   1 672  

 
 

Populations artificielles 
 

La configuration spatiale a été produite avec un code R en application d’un processus en grappes de 
Poisson (Brown 2003). On a sélectionné le nombre de grappes à l’aide d’une distribution de Poisson et les 
centres des grappes étaient situés aléatoirement dans toute l’aire d’échantillonnage. Les individus de la 
grappe se trouvaient autour du centre à une distance aléatoire selon une distribution exponentielle et en une 
direction aléatoire selon une distribution uniforme. On a modifié les paramètres du code pour obtenir trois 
populations bien distinctes. Si on ajoute la population dans la sous-section de l’article citant un exemple, on 
voit que celle-ci recourt à quatre populations artificielles pour évaluer l’ERA (voir la figure 3.2) : 
 

 population 5 : rare et non en grappes;  
 population 6 : non rare mais en grappes;  
 population 7 : non rare et non en grappes;  
 population 8 : rare et en grappes.  
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Figure 3.1 Populations d’oiseaux. Les chiffres sont les valeurs y  respectives des cellules; la moyenne est de 
70,61 et la variance, de 453 709,52. Les traits rouges indiquent les limites des UPE. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 3.2 Populations artificielles. Les chiffres sont les valeurs y  respectives des cellules avec 0,74; 1,76; 1,68 

et 6,10 pour les moyennes et 25,74; 35,34; 29,08 et 1 025,10 pour les variances des quatre 
populations. Les traits rouges indiquent les limites des UPE. 
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Les résultats sont présentés aux tableaux 3.3 et 3.4. Le biais relatif de ˆERA.ˆ   a été jugé acceptable dans 

tous les cas. 
 

Tableau 3.3 
Efficacité des estimateurs avec = 200,N  = 0,C  = 4M  
 

Population 5 R m 1n d  E n ESDÂ
ERÂ ˆERA .

ˆ
 ˆERA .

ˆBiaisR.    EASDEQM y

1 2 4 6 12 0,94 1,53 1,59  0,01  2,29 
8 5 23 0,88 1,48 1,55  0,01  1,01 

10 5 28 0,88 1,45 1,52  0,00   0,77  
15 4 40 0,86 1,50 1,55  0,01  0,48 

4 4 6 24 0,88 1,44 1,50  0,01  1,01 
8 5 46 0,82 1,45 1,52  0,00   0,44  

10 5 57 0,80 1,48 1,54  0,01  0,34 
15 4 81 0,83 1,66 1,72  0,01   0,19  

2 2 4 14 18 1,01 1,30 1,38  0,04  1,93 
8 13 33 0,90 1,11 1,18  0,04  0,76 

10 11 39 0,82 1,07 1,14  0,02   0,56  
15 8 52 0,77 1,12 1,17  0,02  0,34 

4 4 14 37 0,80 1,01 1,08  0,03  0,74 
8 13 66 0,78 1,04 1,06  0,04   0,29  

10 10 78 0,67 1,02 1,03  0,03  0,22 
15 8 104 0,66 1,07 1,12  0,02  0,12 

Population 6 R m 1n d  E n ESDÂ
ERÂ ˆERA .

ˆ
 ˆERA .

ˆBiaisR.    EASDEQM y

1 2 10 5 18 0,98 1,09 1,09  0,02  1,53 
15 4 31 0,96 1,08 1,12  0,01  1,35 
20 4 37 1,00 1,12 1,16  0,01   1,25  
30 3 49 1,02 1,13 1,16  0,01  1,14 

4 10 5 35 1,05 1,28 1,34  0,02  0,28 
15 4 62 1,09 1,56 1,73  0,00   0,17  
20 4 74 1,19 1,76 1,95  0,01  0,12 
30 2 97 1,25 2,48 2,68  0,01   0,06  

2 2 10 10 28 0,87 1,07 1,11  0,01  1,34 
15 7 42 0,90 1,15 1,18  0,01  1,24 
20 6 48 0,93 1,16 1,19  0,01   1,18  
30 5 57 0,99 1,15 1,16  0,00  1,12 

4 10 10 56 0,80 1,30 1,40  0,01  0,46 
15 7 85 0,91 2,76 2,97  0,01   0,23  
20 6 95 1,01 4,19 4,43  0,01  0,18 
30 4 114 1,18 12,19 12,43  0,00  0,12 

 
Tableau 3.4 
Efficacité des estimateurs avec = 200,128,N  = 0,C  = 4M  
 

Population 7 R m 1n d  E n ESDÂ ERÂ ˆERA .
ˆ

 ˆERA .
ˆBiaisR.   EASDEQM y

1 2 4 6 19 0,74 0,69 0,68  0,00   1,72  
8 6 34 0,84 0,76 0,75  0,02  0,84 

10 5 41 0,79 0,77 0,76  0,01  0,69 
15 3 56 0,73 0,85 0,84  0,01   0,50  

4 4 6 38 0,72 0,70 0,70  0,02  0,68 
8 5 69 0,66 0,57 0,57  0,01  0,28 

10 5 83 0,72 0,68 0,69  0,00   0,21  
15 4 112 0,69 0,76 0,75  0,02   0,11  

2 2 4 15 33 0,76 0,68 0,70  0,02   1,13  
8 10 55 0,57 0,62 0,64  0,00  0,54 

10 9 63 0,61 0,70 0,72  0,01  0,45 
15 8 79 0,63 0,81 0,82  0,02   0,36  

4 4 13 66 0,54 0,51 0,51  0,01  0,36 
8 10 110 0,40 0,45 0,48  0,02  0,13 

10 9 126 0,38 0,47 0,49  0,01   0,09  
15 8 156 0,31 0,51 0,53  0,01  0,04 
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Tableau 3.4 (suite) 
Efficacité des estimateurs avec = 200,128,N  = 0,C  = 4M  
 

Population 8 R m 1n d  E n ESDÂ ERÂ ˆERA .
ˆ

 ˆERA .
ˆBiaisR.   EASDEQM y

1 2 3 6 11 0,99 1,97 1,85  0,05   95,39  
5 5 17 0,93 1,88 1,84  0,01  55,29 

10 4 30 0,96 1,72 1,73  0,00  27,73 
13 3 36 0,96 1,60 1,61  0,00   22,02  

4 3 6 22 0,92 2,21 2,10  0,04  39,74 
5 5 35 0,86 2,49 2,49  0,02  21,13 

10 3 59 0,85 4,28 4,36  0,00   8,12  
13 3 71 1,00 6,22 6,27  0,00   5,24  

2 2 3 13 17 1,11 1,68 1,74  0,02   78,55  
5 10 25 0,88 1,50 1,53  0,01  40,42 

10 7 37 0,87 1,41 1,41  0,01  21,05 
13 5 42 0,90 1,34 1,34  0,00   17,92  

4 3 13 34 0,97 1,70 1,75  0,03  27,92 
5 10 49 0,80 1,82 1,87  0,01  13,18 

10 7 74 0,80 3,35 3,39  0,00   4,86  
13 5 83 0,80 5,03 5,06  0,00  3,24 

 
Pour la population 5, l’ESDA n’était pas efficace du tout (sauf dans une situation), mais l’ERA donnait 

de bons résultats et était toujours plus efficace que l’ESDA et l’EASD. L’ERA était meilleur avec = 1,R  

par opposition à = 2,R  parce que la population n’était pas en grappes et qu’un rayon long pourrait avoir 

gaspillé l’échantillon. Toutefois, l’ERA était efficace pour = 2R  à cause d’une grappe de grande taille dans 

l’UPE de la partie inférieure droite.  

Dans le cas de la population 6 qui était hautement formée en grappes sans être rare, l’ESDA n’était pas 

aussi efficace que l’EASD dans presque la moitié des cas, plus particulièrement là où la taille de 

l’échantillon n’était pas très grande. L’ERA était d’un très bon rendement. En raison de la grande taille des 

grappes, l’ERA était meilleur avec = 2R  qu’avec = 1R  et, dans un cas, il était 12 fois plus efficace que 

l’EASD; le rapport correspondant s’établissait à 1,18 pour l’ESDA. Avec = 2,R  si une cellule non vide 

était sélectionnée dans l’échantillon initial, un grand nombre des autres cellules non vides allaient tout autant 

être choisies. Si la taille de l’échantillon initial était suffisamment grande, presque toutes ces cellules seraient 

sélectionnées, nous livrant une information presque complète sur la population et permettant une plus grande 

efficacité que dans les autres plans. 

Dans le cas de la population 7 qui était presque ordinaire, l’ERA et l’ESDA manquaient d’efficacité. La 

population n’était pas en grappes et l’ERA gaspillait l’échantillon autour des cellules remplissant la 

condition C  avec des éléments presque tous vides. Dans de tels cas, l’ESDA était plus efficace que l’ERA 

(cela se produisait dans un certain nombre de situations), puisque l’ESDA répartit la taille de l’échantillon 

supplémentaire également sur l’ensemble des UPE. 

Mentionnons enfin que, dans la population 8, rare et entièrement en grappes, l’ESDA était presque 

dépourvu d’efficacité. Là encore, l’ERA donnait de très bons résultats et se révélait quelquefois six fois plus 

efficace que l’EASD et l’ESDA. 

Pour la population 5, .ˆ = 0,025DA Inclu  et .ˆ 0,004;D Inclu    pour la population 6, .ˆ = 0,020DA Inclu  et 

.ˆ 0,010;D Inclu    pour la population 7, .ˆ = 0,027DA Inclu  et .ˆ = 0,006;D Inclu  pour la population 8, 

.ˆ = 0,016DA Inclu  et .ˆ = 0,004.D Inclu  Ainsi, les probabilités d’inclusion pour les quatre populations étaient 
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respectivement de 0,21, 0,31, 0,24 et 0,34. Là encore, les erreurs d’estimation de ces probabilités étaient 

presque négligeables. 

Signalons en dernier lieu que ˆERA.ˆ   était d’une bonne efficacité, voire supérieure à celle de ERÂ  

(parfois pour une taille d’échantillon plus grande). Comme ERÂ  est sans biais, ERÂ  doit être préféré là où 

l’information est suffisante pour son calcul. Quand l’information manque pour le calcul des « »,j  ˆERA.ˆ   

est un très bon moyen de rechange pour une estimation presque sans biais de la moyenne de population. 

Il n’est pas question ici des coûts, parce que ce facteur favorise l’ERA, plan d’échantillonnage plus 

économique que les plans ESDA et EASD. Comme l’ERA est aussi plus efficace que les autres plans 

abstraction faite des coûts, il est évident que, si on prend les coûts en considération, on conclut d’autant 

mieux à la plus grande efficacité de l’ERA. Par ailleurs, si les coûts de couverture de l’aire d’échantillonnage 

par l’ESDA et l’EASD correspondent presque à ceux de la recherche d’un plus grand nombre de cellules 

remplissant la condition C  (hors de toute mesure exacte) pour le calcul de l’estimateur   sans biais, la 

comparaison devient équitable.  
 

4  Discussion 
 

Le plan d’échantillonnage rectangulaire adaptatif (ERA) est facile à gérer, réduit la couverture de l’aire 

d’échantillonnage, se prête aux calculs, ne recourt pas au voisinage et permet de contrôler la taille de 

l’échantillon final.  

On parle de plan adaptatif, parce que la taille de l’échantillon final dépend des valeurs observées et que 

le plan permet d’observer des événements rares en grappes.  

La gestion en est facile, puisqu’il est simple de déterminer les lieux à étudier pour la sélection de 

l’échantillon supplémentaire. Le plan fait également appel à un comportement intuitif chez les biologistes 

de terrain qui, ayant découvert un événement rare, poursuivent leurs recherches dans le voisinage immédiat. 

Le plan est même plus simple qu’un plan d’échantillonnage en grappes adaptatif (EGA). Il faut aussi dire 

que l’ERA est exécutable sous une forme à deux degrés et sous une forme à un seul degré. Avec ce plan et 

à la différence d’un échantillonnage séquentiel adaptatif à deux degrés (ESDA), on n’a pas à se soucier de 

la taille, du lieu ni de la forme des unités primaires d’échantillonnage. Contrairement à ce qui se passe avec 

l’EGA, l’EGA incomplet (EGAI) et l’ESDA, il est possible pour l’ERA d’indiquer tout l’échantillon 

éventuel que l’échantillonneur doit couvrir avant de commencer à échantillonner. 

En ce qui concerne l’aspect d’efficacité en frais de déplacement pour l’ERA, il n’y a aucune différence 

entre des plans adaptatifs comme l’EGA, l’ERA et l’ESDA à la première phase du second degré pour la 

sélection de l’échantillon initial. Il reste que, à la seconde phase, l’ERA couvre généralement moins les 

cellules que l’EGA et l’EGAI (avec ses unités en bordure) et bien moins en particulier que l’ESDA et 

l’échantillonnage à deux degrés pour une même taille d’échantillon. Vu cette caractéristique, l’ERA 

conviendrait à des enquêtes à couverture coûteuse de population en grappes, et ce, quelle que soit son 

efficacité. 

Les calculs s’avèrent faciles sous l’ERA parce que les probabilités d’inclusion se calculent sans difficulté 

pour la taille de l’échantillon final, et cela signifie que l’estimateur   peut être employé à la place de 
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l’estimateur de Murthy. Ce dernier estimateur (voir l’équation 3.1) dépend étroitement de la taille de 

l’échantillon initial (et de l’estimation de );q  comme l’échantillon initial pourrait être modeste dans certains 

cas, c’est là une faiblesse de l’estimateur de Murthy. Ainsi, un des atouts de l’ERA comme plan 

d’échantillonnage séquentiel est qu’il évite l’estimateur de Murthy et recourt plutôt à l’estimateur .  Qui 

plus est, le calcul de l’estimateur   dans l’EGAI n’est pas des plus faciles, parce qu’il est quelque peu 

compliqué d’estimer les « »j  (voir Chao et Thompson 1999). Comme nous l’avons vu à la section 2.1, il 

est facile de calculer ou d’estimer les « »j  dans l’ERA si on compare cette méthode à la méthode proposée 

par Chao et Thompson (1999). 

Le plan est sans voisinage, en ce sens qu’il ne suit pas le voisinage comme dans l’EGA et l’EGAI, ce 

qui serait compliqué pour l’échantillonneur après certaines étapes. L’ERA est un plan facile pour 

l’échantillonneur, surtout dans les environnements difficiles. L’EGA n’est pas encore d’un usage courant 

dans les enquêtes de terrain en inventaire forestier ou en surveillance de la biodiversité, car sa mise en œuvre 

sur le terrain présente aussi des difficultés d’ordre pratique (Yang et coll. 2011). Un plan comme 

l’échantillonnage ERA conviendrait mieux à de tels environnements.  

Le plan permet un bon contrôle de la taille de l’échantillon final avec le choix du rayon .R  Nous avons 

présenté une version commode de l’ERA. Celui-ci peut s’employer de différentes façons (quelqu’un 

pourrait, par exemple, adopter un plan d’échantillonnage autour d’une cellule au lieu de s’attacher à 

l’ensemble des cellules environnantes). Voilà un sujet d’intérêt pour de futurs travaux sur l’ERA. 

Si on utilise ce plan, il importe de savoir si les unités de population se séparent en grappes, sinon ce 

serait gaspiller les unités de l’échantillon. C’est là un des inconvénients de l’ERA. Un avantage cependant 

est sa façon d’étendre la définition de grappe. Comme l’échantillonneur peut modifier le rayon ,R  une 

grappe en ERA comprend les unités qui s’entourent les unes les autres même à distance, et elles n’ont donc 

pas à être adjacentes. 

L’ERA partage un certain nombre d’avantages des autres plans. Comme l’EGA, il tire parti d’une 

formation en grappes pour observer les événements rares. Comme l’ESDA, il n’a pas à suivre le voisinage 

et, comme l’EGAI, il permet un bon contrôle de la taille de l’échantillon final. 

L’ERA est un nouveau plan d’échantillonnage, et on devrait l’évaluer sur des populations réelles, de 

sorte que les chercheurs puissent en découvrir les capacités, les avantages et les inconvénients.  

 
Annexe 
 

Pour ,hj  on peut aisément voir que  
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et avec ,hjj   et selon le principe fondamental de la mesure en probabilité,  
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Échantillonnage inverse à probabilités inégales 

Yves Tillé1 

Résumé 

Dans le cadre d’une enquête économique auprès d’un échantillon d’entreprises, on sélectionne au hasard des 
professions dans une liste jusqu’à ce que l’on identifie un nombre r de professions présentes dans une unité 
locale. Il s’agit d’un problème d’échantillonnage inverse pour lequel nous proposons quelques solutions. Les 
plans simples avec et sans remise se traitent au moyen des distributions binomiale négative et hypergéométrique 
négative. On propose également des estimateurs pour le cas où les unités sont sélectionnées à probabilités 
inégales avec ou sans remise. 

 
Mots-clés : Emplacement; estimateur de Horvitz-Thompson; binomiale négative; hypergéométrique négative; plan inverse; 

probabilité d’inclusion; salaire. 

 
 

1  Le problème 
 

Le problème est apparu dans le cadre d’une question posée concernant la nouvelle « Enquête sur les 

postes vacants et les salaires » de Statistique Canada. Cette enquête comporte un volet « salaires » et un 

volet « postes vacants ». Dans le cadre de la partie « salaires », on s’intéresse aux salaires moyens, aux 

salaires minimums, aux salaires maximums, et aux salaires d’entrée pour différentes professions.  

L’objectif est de fournir des statistiques sur les salaires au niveau des régions économiques (qui sont une 

subdivision des provinces). Au premier degré, on sélectionne un échantillon de 100 000 emplacements 

d’entreprises (appelées aussi unités locales d’entreprises) selon un plan de Poisson stratifié par secteurs 

d’activité et régions économiques. 

Dans ce qui suit, par simplicité, on utilisera le terme « entreprise » à la place d’« emplacement » tout en 

gardant à l’esprit qu’un emplacement est selon Statistique Canada « une unité de production située en un 

point géographique précis, où se fait l’activité économique ou à partir duquel elle s’exerce, et pour lequel il 

est possible d’obtenir, au minimum, des données en matière d’emploi. » 

Dans un souci de gestion du fardeau de réponse, on ne peut pas inventorier toutes les professions pour 

chaque entreprise. Il a donc été envisagé de proposer une liste de professions et de demander si ces 

professions sont présentes dans une entreprise. Les professions peuvent ainsi être tirées aléatoirement dans 

la liste et proposées successivement au responsable de l’entreprise jusqu’à l’obtention de r  professions. 

Comme on s’intéresse plus spécifiquement aux professions les plus courantes, il est utile de considérer les 

cas où les professions sont sélectionnées à probabilités inégales dans la liste proportionnellement à leur 

prévalence dans la population totale. Notons que cette méthode n’a pas été retenue pour l’Enquête sur les 

postes vacants et les salaires de Statistiques Canada qui propose plutôt aux entreprises enquêtées une liste 

de professions de taille fixe. Cela dit, les caractéristiques théoriques de la méthode demeurent d’intérêt. 

Nous appelons échantillonnage inverse un schéma dans lequel on sélectionne des unités successivement 

jusqu’à l’obtention d’un nombre fixé par avance d’unités présentant une certaine caractéristique. Il ne faut 
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pas confondre l’échantillonnage inverse avec l’échantillonnage réjectif. Dans un échantillonnage réjectif, 

on sélectionne un échantillon selon un plan et on rejette cet échantillon s’il n’a pas la caractéristique désirée 

(par exemple une taille fixe, où une moyenne égale à celle de la population). On réitère la sélection 

d’échantillons jusqu’à l’obtention d’un échantillon ayant la propriété désirée. 

L’échantillonnage inverse pose un certain nombre de questions théoriques. Comment un tel plan peut-il 

être mis en oeuvre avec des probabilités d’inclusion égales ou inégales. Quelle est la probabilité d’inclusion 

d’une profession à l’intérieur de chaque entreprise ? Comment estimer une variable d’intérêt au moyen de 

l’échantillon constitué de quelques entreprises et de quelques professions au sein d’elles ? Comment estimer 

le nombre de professions présentes dans l’entreprise ? Plus généralement, comment peut-on mettre en 

oeuvre cette enquête et ensuite procéder à une estimation ? 

La question essentielle est la manière de sélectionner ces professions. On peut les sélectionner selon un 

plan simple avec ou sans remise ou à probabilités inégales. Une option consisterait à sélectionner les unités 

à probabilités inégales au moyen de la méthode d’échantillonnage de Poisson séquentielle proposée par 

Ohlsson (1998) ou le sondage de Pareto proposé par Rosén (1997). Le problème de l’échantillonnage inverse 

a déjà été abordé par Murthy (1957); Sampford (1962); Pathak (1964); Chikkagoudar (1966, 1969); Salehi 

et Seber (2001). Cependant, le paramètre à estimer est ici particulier, puisque l’on veut estimer des 

moyennes de revenus entre toutes les entreprises possédant une profession particulière. Nous proposons 

également un nouveau plan inverse sans remise à probabilités inégales. 

Cet article est organisé comme suit : Dans la section 2, le problème est posé et la notation est définie. 

On traite ensuite le cas à probabilités égales avec remise à la section 3 et sans remise à la section 4. Le cas 

avec remise et à probabilités inégales est développé à la section 5. On présente enfin une nouvelle méthode 

de tirage pour le cas sans remise à probabilités inégales à la section 6. Enfin, la section 7 contient une petite 

discussion. 

 
2  Formalisation du problème 
 

On utilise la notation suivante : 

 :U  la population de N  entreprises, c’est-à-dire  = 1, , , ,U i N   (U  peut désigner la 

population d’entreprises dans une région économique),  

 :L  la liste de professions,  

 :M  le nombre de professions dans la liste, c’est-à-dire la taille de ,L  

 :iF  la liste des professions présentes dans l’entreprise ,i  avec ,iF L  

 :iD  la liste des professions absentes dans l’entreprise ,i  avec ,iD L  =i iF D L  et 

= ,i iD F   

 :iMp  le nombre de professions dans l’entreprise ,i  c’est-à-dire la taille de ,iF  

 :r  le nombre de professions distinctes que l’on veut obtenir dans chaque entreprise,  

 :iX  le nombre d’échecs obtenus avant d’obtenir les r  professions dans l’entreprise i  en 

sélectionnant les professions selon un plan particulier.  
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L’objectif principal est d’estimer le salaire moyen pour une profession dans la population entière. Soient 

iky  le salaire moyen dans la profession k  au sein de l’entreprise i  et ikz  le nombre d’employés ayant la 

profession k  au sein de l’entreprise .i  L’objectif est d’estimer le salaire moyen de la profession k  donné 

par  

 = .i
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ik ik
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Supposons qu’un échantillon d’entreprises 1S  soit sélectionné dans U  au moyen d’un plan donné 

quelconque avec des probabilités d’inclusion 1 .i  Dans l’entreprise ,i  on sélectionne un échantillon iS  de 

professions au moyen d’un des plans décrits ci-dessous avec la probabilité d’inclusion .k i  Si le plan est 

avec remise, k i  représente l’espérance de nombre de fois que la profession k  est sélectionnée dans 

l’entreprise .i  

On peut estimer kY  au moyen d’un estimateur de type « quotient » (Hájek 1971) : 
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Il est donc nécessaire de connaître la probabilité qu’une profession soit sélectionnée au sein d’une 

entreprise. Cependant, avec un plan de type inverse, cette probabilité n’est pas connue et devra donc être 

estimée pour pouvoir procéder à une estimation de .kY  Comme les probabilités d’inclusion apparaissent au 

dénominateur, il est préférable d’estimer les inverses des .k i  Au sein d’une entreprise, une profession a 

d’autant moins de chance d’être sélectionnée que le nombre de professions qu’elle comporte est élevé. De 

plus, cette probabilité dépend du plan de sondage inverse utilisé au sein de chacune des entreprises. 

 
3  Cas du tirage simple avec remise 
 

Supposons que l’entreprise i  ait une proportion ip  de professions de la liste présentes dans l’entreprise. 

Si l’échantillon de professions est tiré avec remise au sein de l’entreprise i  jusqu’à l’identification de r  

professions présentes dans l’entreprise, alors iX  a une distribution binomiale négative notée 

 ~ , .i iX NB r p  Dans ce cas,  
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Soit , ,ikA k L  le nombre de fois que l’unité k  est sélectionnée dans l’échantillon prélevé dans l’entreprise 

.i  Dans un plan simple avec remise de taille ,n  les ikA  ont une distribution multinomiale. Donc  
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Si on conditionne ce vecteur multinomial sur une taille fixe dans une partie donnée de la population, on 

obtient  
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Ce résultat montre que si l’on conditionne la somme des ikA  sur une partie de la population, la distribution 

reste multinomiale et conditionnellement on a encore un plan simple avec remise. 

Dans la procédure où l’on tire avec remise jusqu’à obtenir r  professions présentes au sein de l’entreprise 

,i  on a donc  
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k D

M Mp

 


  

  

En effet, conditionnellement à ,iX  dans iF  de taille ,iMp  on sélectionne r  professions et, dans iD  de 

taille  1 ,iM p  on sélectionne iX  professions. 
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Dans le cas avec remise, on ne calcule pas vraiment une probabilité d’inclusion, mais l’espérance de ikA  

que l’on note ,k i  

                       = EE = ,k i ik i
i

r
A X

Mp
   

.k L  Le problème est que l’on connaît ,M r  et ,iX  mais pas .ip  On peut estimer ip  par la méthode des 

moments en résolvant  E = ,i iX X  ce qui donne  

     
 ˆ1

=
ˆ

i
i

i

r p
X

p


  

et donc  

 1ˆ = .i
i

r
p

X r
  

La méthode du maximum de vraisemblance fournit le même estimateur que la méthode des moments, mais 

cet estimateur est biaisé (Mikulski et Smith 1976; Johnson, Kemp et Kotz 2005, page 222). Si 2,r   

l’estimateur sans biais à variance minimale de ip  est  

      2

1
ˆ = .

1i
i

r
p

X r


 

  

Cependant 1ˆ1 ip  est sans biais pour 1 .ip  

Comme on utilise des poids qui sont des inverses des ,k i  on estime alors les inverses des k i  par : 
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1

i
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i
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i
i

i i
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r r X r
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Le cas avec remise n’est cependant pas très satisfaisant, car en sélectionnant r  professions présentes 

avec remise, on n’obtient pas nécessairement r  professions distinctes puisqu’on peut sélectionner plusieurs 

fois la même profession. De plus, l’échantillonnage peut s’avérer particulièrement long si iMp  est petit. On 

privilégiera donc l’échantillonnage sans remise. 

 
4  Cas du tirage simple sans remise 
 

Pour le cas sans remise, on utilise la même notation que pour le tirage avec remise. Le nombre d’échecs 

iX  a alors une distribution hypergéométrique négative. Cette distribution de probabilité est un peu 

méconnue à tel point qu’elle a été présentée comme une distribution « oubliée » par Miller et Fridell (2007). 

Cette distribution est le pendant de la binomiale négative pour le tirage sans remise. Le cadre général est le 

suivant : On considère une population de taille M  dans laquelle se trouve iMp  unités favorables, à savoir 
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les professions de la liste qui sont présentes au sein de l’entreprise. Si les tirages sont réalisés à probabilités 

égales sans remise jusqu’à ce que r  unités favorables apparaissent, alors la variable hypergéométrique 

négative,  , , ,i iX NH M r Mp  compte le nombre d’échecs avant d’obtenir r  évènements favorables. 

La distribution de probabilité vaut : 

    

1

Pr = = ; , , = ,i
i i

i

M x rx r

Mp rx
X x p x M r Mp

M

Mp

    
       


 

 

  

où   0, , 1 ,ix M p    1, 2, ,M     1, 2, , ,iMp M   et  1, 2, , .ir Mp   

  
 

 
     
   2

1 1 1 1
E = , var = .

1 1 2
i i i

i i
i i i

Mr p rM p M Mp r
X X

Mp Mp Mp

    
  

  

De nouveau, on peut noter ikA  le nombre de fois que l’unité k  est sélectionnée dans l’échantillon. 

Maintenant ikA  ne peut prendre que les valeurs 0 et 1. Si on sélectionne n  unités au moyen d’un plan simple 

sans remise dans ,L  le plan de sondage est défini par  

  
1

Pr = , = ,ik ik

M
A a k L

n




  
 

  

où  0,1 ,ika   et  

              = .ik
k L

a n

   

Si on conditionne le vecteur des ikA  sur une taille fixe dans une partie de la population, on obtient  
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avec  

 = .
i

ik
k F

a r

   

Ce résultat montre que si l’on conditionne la somme des ikA  sur une partie de la population, on a encore 

un plan simple sans remise. Dans la procédure où l’on tire sans remise jusqu’à obtenir r  professions 

présentes au sein de l’entreprise ,i  on a donc  

           
si

E =

si .

i
i

ik i

i
i

i

r
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Mp
A X

X
k D

M Mp

 


  

  

La probabilité d’inclusion est donc  
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pour tout .k L  À nouveau, le problème est que l’on connaît ,M r  et ,iX  mais pas .ip  On peut estimer 

ip  par la méthode du maximum de vraisemblance au moyen d’une méthode numérique. 

Par la méthode des moments, on peut avoir une estimation en résolvant en ip  l’équation :  = Ei iX X  

c’est-à-dire, 
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ˆ 1
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Mr p
X

Mp




  

D’où  
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i
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Mr X
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On vérifie cependant en quelques lignes que, si 2,r   

 2

1
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1i
i

r
p

r X


 

  

est sans biais pour .ip  

À nouveau, comme on utilise des poids qui sont des inverses des .k i  On estime alors les inverses des 

probabilités d’inclusion par : 
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Ces poids sont également utilisés dans l’estimateur de Murthy (1957) qui est sans biais (voir aussi Salehi et 

Seber 2001). Si < ,iMp r  toutes les professions seront sélectionnées dans l’entreprise i  et les probabilités 

d’inclusion estimées sont alors égales à 1. 

 
5  Tirage à probabilités inégales avec remise 
 

Le tirage à probabilités inégales n’est pas vraiment plus difficile à traiter quand le tirage est avec remise. 

Notons maintenant ikp  la probabilité de tirage d’une profession à chaque tirage avec  

 = 1.ik
k L

p

   

On note iP  la somme des ikp  restreintes aux professions présentes au sein de l’entreprise :i  

                = .
i

i ik
k F

P p

   

Dans ce cas, iX  a une distribution binomiale négative avec les paramètres r  et .iP  Donc,  
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Soit ,ikA k L  le nombre de fois que l’unité k  est sélectionnée dans l’échantillon. Dans un plan à 

probabilités inégales avec remise de taille ,n  les ikA  ont une distribution multinomiale. Donc  

                                                       Pr = , = ! ,
!

ika
ik

ik ik
k L ik

p
A a k L n

a

    

où = 0, , ,ikA n  et  

 = .ik
k L

a n

   

Si on conditionne ce vecteur multinomial sur une taille fixe dans une partie de la population, on obtient  
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                         = .
i

ik
k F

a r

   

Ce résultat montre que si l’on conditionne la somme des ikA  sur une partie de la population, la distribution 

reste multinomiale et conditionnellement on a encore un plan à probabilités inégales avec remise. 

Avec la procédure selon laquelle on tire avec remise jusqu’à obtenir r  professions présentes au sein de 

l’entreprise ,i  on a donc  

        
si
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si .
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X p
k D
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L’espérance de ikA  vaut  

                    = EE = ,ik
k i ik i

i

rp
A X

P
   

.k L  Le problème est que l’on connaît ,ikp r  et ,iX  mais pas .iP  On peut estimer iP  par la méthode des 

moments en résolvant  E = ,i iX X  ce qui donne  
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i
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et donc  

 1
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i

r
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X r
  

La méthode du maximum de vraisemblance fournit le même estimateur que la méthode des moments, mais 

cet estimateur est biaisé (Mikulski et Smith 1976; Johnson et coll. 2005, page 222). En effet, l’estimateur 

sans biais à variance minimale est  
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Cependant 1
ˆ1 iP  est sans biais pour .iP  

À nouveau, comme on utilise des poids qui sont des inverses des .k i  On estime alors les inverses des 

k i  par : 
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6  Tirage à probabilités inégales sans remise 
 

6.1  Tirage séquentiel sans remise 
 

Pour le tirage sans remise, le premier problème est la définition du plan. Une option est d’utiliser la 

méthode d’Ohlsson (1995) appelée échantillonnage de Poisson séquentiel. Cette méthode consiste à générer 

M  variable aléatoires uniformes dans l’intervalle  0,1  notée .iku  Ensuite on choisit les n  unités 

correspondant aux plus petites valeurs de | .ik k iu   Cette méthode a l’avantage d’être utilisable pour toute 

taille d’échantillon et de fournir une suite d’échantillons qui sont inclus l’un dans l’autre. Malheureusement, 

elle ne vérifie qu’approximativement les probabilités d’inclusion fixées. Les approximations sont cependant 

très précises selon les simulations données dans Ohlsson (1995). 

Des méthodes ont été également proposées par Sampford (1962) et Pathak (1964). Nous proposons une 

solution exacte à ce problème au sens où les probabilités d’inclusion sont exactement vérifiées. On 

commence par calculer les probabilités d’inclusion pour un plan de taille fixe n  avec des probabilités 

d’inclusion proportionnelles à une variable auxiliaire strictement positive , .kb k L  Les probabilités sont 

déterminées par  

   = min 1, ,k
k i n

L

b
n C

b






 

 
 


  

où nC  est déterminé de sorte que  

        = min 1, = .k
k i n

k L k L
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b
n C n

b


 




 

 
   



  

Un algorithme simple pour calculer ces probabilités est décrit entre autres dans Tillé (2006, page 19). Ces 

probabilités peuvent être calculées simplement au moyen de la fonction inclusionprobabilities 

du package R sampling. 

Une méthode de tirage séquentielle doit donc sélectionner un échantillon de taille n  avec des 

probabilités d’inclusion   .k i n  Ensuite, elle doit permettre de passer de la taille n  à la taille 1n   en 

sélectionnant simplement une unité supplémentaire de manière à ce que l’échantillon complété ait bien une 

probabilité d’inclusion  1 .k i n   Il semble que la seule méthode permettant de réaliser cela est la méthode 

éliminatoire (Tillé 1996). La méthode éliminatoire part de la population complète (la liste des professions) 

et élimine une unité à chaque étape. À l’étape = 1, , ,j N  l’unité est éliminée parmi les unités restantes 

avec la probabilité  

 
 

 
1 .

1
k i

k i

N j

N j







 
  

Cette méthode permet ainsi de créer une suite d’échantillons inclus l’un dans l’autre qui vérifient les 

probabilités d’inclusion relatifs à leur taille. 

Il suffit donc d’appliquer la méthode éliminatoire pour la taille d’échantillon = 1n  afin que l’algorithme 

élimine toutes les unités successivement. En les prenant dans l’ordre inverse des éliminations, on obtient 
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une suite d’unités. Les n  premières unités de cette suite sont bien sélectionnées avec les probabilités 

d’inclusion   .k i n  L’Annexe contient une fonction en langage R qui permet de générer cette suite. Ce 

code est soumis à une simulation qui montre que les probabilités obtenues par simulations en appliquant 

cette fonction sont bien égales aux probabilités d’inclusions fixées pour toutes les tailles d’échantillon. 
 

6.2  Plan inverse ou négatif à probabilités inégales 
 

Maintenant que le plan est bien défini, on peut définir le plan inverse. On prend les unités dans la liste 

de professions au moyen de la méthode éliminatoire jusqu’à ce que r  professions présentes dans l’entreprise 

soient sélectionnées. Dans ce cas, la distribution de probabilité du nombre d’échecs iX  semble impossible 

à calculer. Le calcul de la probabilité d’inclusion conditionnelle  E ik iA X  est également problématique. 

On peut cependant procéder par analogie et estimer les probabilités d’inclusion en se basant sur 

l’expression (5.1) développée pour le cas avec remise où l’on remplace simplement ikp  par  
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On obtient alors  
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7  Discussion 
 

Le problème du tirage peut donc être résolu pour tous les cas : avec ou sans remise et à probabilités 

égales ou inégales. La solution proposée sur la base de la méthode éliminatoire respecte exactement les 

probabilités d’inclusion, ce qui n’est pas le cas du sondage séquentiel de Ohlsson. La mise en oeuvre est 

particulièrement simple, car le programme donne une séquence de professions à proposer dans l’ordre 

jusqu’à ce que l’objectif fixé soit atteint. 

La question de l’estimation est un peu plus délicate. Pour le cas sans remise avec des probabilités 

inégales, on doit se contenter d’une solution heuristique. On voit également qu’au deuxième degré, on a 

tendance à avoir des probabilités d’inclusion plus faibles dans les entreprises qui contiennent beaucoup de 

professions. Ceci devrait nous conduire à sélectionner avec des plus grandes probabilités les entreprises qui 

pourraient avoir un plus grand nombre de professions afin de ne pas sélectionner des professions avec des 

probabilités trop inégales. 
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Annexe 
 
# 
# Chargement du package sampling qui contient la fonction inclusionprobabilities(). 
# 
library(sampling) 
# 
# La fonction retourne un vecteur avec les numéros d'ordre des éliminations.  
# La dernière (resp. première) unité éliminée est la première (resp. dernière)  
# composante du vecteur. 
# La fonction donne donc les numéros des unités à présenter 
# successivement pour le tirage inverse. 
# L'argument x est le vecteur des valeurs prises par la variable auxiliaire utilisée pour calculer 
# les probabilités d'inclusion. 
# 
elimination<-function(x) 

{ 
pikb=x/sum(x) 
M = length(pikb) 
n = sum(pikb) 
sb = rep(1, M) 
b = rep(1, M) 
res=rep(0, M) 
for (i in 1:(M)) { 

a = inclusionprobabilities(pikb, M - i) 
v = 1 - a/b 
b = a 
p = v * sb 
p = cumsum(p) 
u = runif(1) 
for (j in 1:length(p)) if (u < p[j]) 

break 
sb[j] = 0 
res[i]=j 
} 

res[M:1] 
} 

# 
# 500 000 simulations avec une taille dans une liste de taille M=20.  
# En prenant les m premières composantes du vecteur v, on a un échantillon 
# de taille m. 
# 
M=20 
x=runif(M) 
Pik=array(0,c(M,M)) 
# 
# Calcul des probabilités d'inclusion pour toutes les tailles d'échantillon de 1 à 20 
# 
for(i in 1:M) Pik[i,]=inclusionprobabilities(x, i) 
rowSums(Pik) 
 
SIM=50000 
SS=array(0,c(M,M)) 
for(i in 1:SIM) 
{ 
S=array(0,c(M,M)) 
v=elimination(x) 
for(i in 1:M) S[i,v[1:i]]=1 
SS=SS+S 
} 
SS=SS/SIM 
# 
# Comparaison des probabilités d'inclusion réelles et empiriques. 
# 
Pik 
SS 
SS-Pik 
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Une mise en garde concernant la winsorisation de Clark 

Mary H. Mulry, Broderick E. Oliver, Stephen J. Kaputa et Katherine J. Thompson1 

Résumé 

Les procédures de winsorisation permettent de remplacer les valeurs extrêmes par des valeurs moins extrêmes, 
déplaçant en fait les valeurs extrêmes originales vers le centre de la distribution. La winsorisation sert donc à 
détecter ainsi qu’à traiter les valeurs influentes. Mulry, Oliver et Kaputa (2014) comparent la performance de la 
méthode de winsorisation unilatérale élaborée par Clark (1995) et décrite par Chambers, Kokic, Smith et Cruddas 
(2000) avec celle de l’estimation M (Beaumont et Alavi 2004) dans le cas de données sur une population 
d’entreprises fortement asymétrique. Un aspect particulièrement intéressant des méthodes qui servent à détecter 
et à traiter des valeurs influentes est la plage de valeurs définies comme étant influentes, que l’on appelle « zone 
de détection ». L’algorithme de winsorisation de Clark est facile à mettre en œuvre et peut s’avérer très efficace. 
Cependant, la zone de détection qui en résulte dépend considérablement du nombre de valeurs influentes dans 
l’échantillon, surtout quand on s’attend à ce que les totaux d’enquête varient fortement selon la période de 
collecte. Dans la présente note, nous examinons l’effet du nombre de valeurs influentes et de leur taille sur les 
zones de détection produites par la winsorisation de Clark en utilisant des données simulées de manière à 
représenter raisonnablement les propriétés de la population visée par la Monthly Retail Trade Survey (MRTS) 
du U.S. Census Bureau. Les estimations provenant de la MRTS et d’autres enquêtes économiques sont utilisées 
dans le calcul d’indicateurs économiques, comme le produit intérieur brut (PIB). 

 
Mots-clés : Valeur aberrante; masquage; enquête mensuelle sur le commerce de détail. 

 
 

1  Introduction 
 

Récemment, nous avons étudié des méthodes de détection et de traitement des valeurs influentes dans le 
but de trouver une méthode objective pour identifier et traiter les valeurs influentes dans une population 
d’entreprises fortement asymétrique (Mulry et coll. 2014). Une observation est jugée influente si sa valeur 
est correcte, mais sa contribution pondérée exerce un effet excessif sur le total estimé ou sur la variation 
d’une période à l’autre. Les valeurs influentes sont peu fréquentes dans les enquêtes économiques, mais s’il 
s’en produit une et qu’elle n’est pas « traitée », elle pourrait introduire une surestimation ou une sous-
estimation importante des totaux d’enquête ou de la variation d’une période à l’autre. Cette situation 
pourrait, à son tour, avoir une incidence sur d’autres mesures de l’économie. Ainsi, les estimations 
mensuelles des ventes et des stocks découlant de la Monthly Retail Trade Survey (MRTS) du U.S. Census 
Bureau servent d’entrées dans le calcul du produit intérieur brut (PIB). Dans le cas de toute méthode de 
détection et de traitement des valeurs aberrantes, un aspect particulièrement intéressant est la plage de 
valeurs qui, selon la méthode, sont des valeurs influentes, plage que l’on appelle « zone de détection ». La 
taille et les bornes de la zone de détection influent directement sur le nombre de valeurs identifiées et sur la 
quantité minimale d’ajustement qui leur sera appliquée. Par conséquent, il importe de comprendre comment 
« manipuler » la méthode utilisée, pour s’assurer que 1) les vraies valeurs influentes sont systématiquement 
identifiées et reçoivent toujours le traitement minimal nécessaire, afin de prédire leur effet sur les totaux 
sans perturber exagérément la distribution de l’échantillon et que 2) des valeurs qui ne sont pas influentes 
sont rarement identifiées comme l’étant et sont systématiquement associées à des ajustements triviaux. 

Une des méthodes utilisées pour la détection et le traitement des valeurs influentes est la winsorisation. 
Celle-ci consiste à remplacer les valeurs extrêmes par d’autres, moins extrêmes, déplaçant de fait ainsi les 
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valeurs extrêmes originales vers le centre de la distribution. Le processus de winsorisation peut être 
unilatéral si l’on traite uniquement les valeurs extrêmes qui sont trop élevées, ou bilatérales si l’on traite 
simultanément les valeurs élevées et faibles. Les valeurs désignées comme étant influentes sont modifiées 
(« traitées ») en les remplaçant par des valeurs choisies en vue de réduire au minimum l’erreur quadratique 
moyenne (EQM) de l’estimation du total. Pour une discussion plus approfondie, voir Chambers (1986), 
Chambers et coll. (2000), et Martinoz, Haziza et Beaumont (2015). 

Dans la présente note, nous nous concentrons sur la winsorisation de Clark, une méthode unilatérale 
élaborée par Clark (1995) et décrite par Chambers et coll. (2000). La méthode de winsorisation de Clark 
s’appuie sur un modèle de données hypothétique, et utilise un algorithme pour détecter et traiter les valeurs 
influentes. Les valeurs détectées et traitées représentent la zone de détection. Nos études ont montré que 
l’algorithme de winsorisation de Clark peut être efficace, mais que la zone de détection qui en résulte dépend 
fortement du nombre de valeurs influentes dans l’échantillon. Si celui-ci ne contient aucune valeur influente, 
la procédure est anticonservatrice, c’est-à-dire qu’elle apporte de très petits changements à plusieurs valeurs 
qui ne sont pas considérées comme étant influentes, ce qui réduit la variance et l’EQM, mais laisse le total 
estimé essentiellement inchangé (troncature). Par ailleurs, la procédure peut devenir très conservatrice si 
l’échantillon contient une seule valeur influente, en fonction de la distance de cette valeur par rapport au 
reste de la distribution. Quand l’échantillon contient deux valeurs influentes ou plus, la winsorisation de 
Clark détecte et ajuste uniquement les valeurs influentes et ne tronque aucune valeur non influente. 
Cependant, la procédure peut être sujette au masquage (Barnett et Lewis 1994). La troncature d’observations 
lorsqu’aucune valeur influente n’est présente ne plaît pas aux analystes de domaines spécialisés dans un 
contexte de production où le temps est limité. Le coût de l’examen d’un résultat « faussement positif » peut 
être prohibitif et les valeurs traitées pourraient être catégorisées comme étant imputées dans les calculs des 
taux de réponse. Cependant, l’algorithme offre l’avantage d’être simple à mettre en œuvre et de ne pas 
nécessiter de connaissances a priori de la population. Il existe certainement des situations où ces avantages 
de la winsorisation de Clark peuvent supplanter les inconvénients. 

Nous examinons les zones de détection des valeurs influentes produites par la winsorisation de Clark en 
utilisant un ensemble de données simulées qui représente raisonnablement la population de la MRTS et qui 
a été utilisé pour la première fois dans Mulry et coll. (2014). Nous montrons, dans plusieurs scénarios, que 
la présence d’une seule par contraste avec deux valeurs très influentes peut influer sur la zone de détection. 
Notre objectif n’est pas de conseiller ou de déconseiller le recours à la méthode; la présente note a pour 
objet de sensibiliser les utilisateurs éventuels aux aspects de la procédure qui peuvent avoir une incidence 
sur le résultat. 

La section 2 donne des informations de base sur les enquêtes mensuelles auprès des entreprises incluant 
un sommaire du plan d’échantillonnage et de la méthode de pondération. La section 3 présente une 
description de la méthodologie de la winsorisation de Clark ainsi que de sa mise en application dans la 
MRTS. La discussion à la section 4 se concentre sur la zone de détection pour les valeurs influentes alors 
que les sections 4.1 et 4.2 traitent de la situation où l’échantillon compte respectivement une et deux valeurs 
influentes. La section 5 conclut par un résumé. 

 

2  Contexte des enquêtes auprès des entreprises 
 

Comme c’est le cas pour de nombreuses enquêtes auprès des entreprises, l’échantillon de la MRTS est 
tiré d’une population de sociétés très asymétrique. Le programme de la MRTS sélectionne un échantillon 
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tous les cinq ans selon un plan d’échantillonnage aléatoire simple stratifié. Les strates primaires sont définies 
en fonction de l’industrie principale déclarée par la société et les unités figurant dans les strates sont ensuite 
sous-stratifiées en fonction des ventes annuelles estimées (U.S. Census Bureau 2014). Au moment de 
l’introduction de l’échantillon, les petites entreprises sont généralement échantillonnées à un taux faible et 
possèdent des poids d’échantillonnage élevés, tandis que les entreprises plus grandes sont échantillonnées à 
un taux plus élevé et possèdent de faibles poids d’échantillonnage, ce qui est typique des plans de sondage 
auprès des entreprises (Smith 2013). Au départ, toutes les entreprises comprises dans une même strate 
d’échantillonnage possèdent le même poids d’échantillonnage. Toutefois, les poids des entreprises 
individuelles peuvent être ajustés à mesure que l’échantillon évolue, en raison d’augmentations persistantes 
des ventes chez certaines entreprises et de diminutions chez d’autres. Par conséquent, la simulation d’une 
structure de pondération réaliste pour un échantillon à maturité pose des difficultés. Lorsqu’apparaissent 
des valeurs influentes, c’est la combinaison du poids et des ventes déclarées qui produit la valeur pondérée 
inhabituellement grande. 

Les poids d’échantillonnage des petites unités pouvant être très grands, l’examen des valeurs non 
pondérées pour identifier les valeurs influentes serait plutôt trompeur. Nous illustrons l’effet combiné du 
poids et des ventes en nous servant d’un échantillon (réplique) unique tout au long de la présente note. La 
figure 2.1 donne le tracé des poids d’échantillonnage en fonction des valeurs non pondérées et pondérées 
des ventes, respectivement, pour cet échantillon. Certaines entreprises (celles échantillonnées avec une 
probabilité égale à 1) sont représentées par des cercles vides. Le graphique de gauche montre que les unités 
qui possèdent les plus petites valeurs des ventes ont tendance à avoir les poids d’échantillonnage les plus 
élevés. Par conception, à mesure qu’augmente la valeur observée (non pondérée) des ventes, le poids 
d’échantillonnage diminue également. Toutefois, comme le montre le graphique de droite, la valeur 
pondérée pour les petites et pour les grandes entreprises contribue de la même façon au total estimé. En 
effet, une faible valeur des ventes multipliée par un grand poids d’échantillonnage peut facilement influer 
sur le total estimé. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 2.1  À gauche, poids d’échantillonnage en fonction de la valeur non pondérée des ventes. À droite, poids 

d’échantillonnage en fonction de la valeur pondérée des ventes pour l’unité. Les unités sélectionnées 
avec certitude sont représentées par des cercles vides. 
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Les programmes d’enquêtes économiques publient des totaux et des estimations de la variation d’une 

période à l’autre. Les valeurs influentes sont examinées quant à leur effet pondéré sur le total. Si les 

estimations du total des ventes varient fortement d’une période à l’autre, les estimations des variations sont 

affectées en conséquence. À l’heure actuelle, quand une valeur influente est décelée, la stratégie 

d’atténuation varie selon que les spécialistes du domaine pensent que l’observation en question représente 

un phénomène isolé ou un décalage persistant. Si la valeur influente semble être inhabituelle pour 

l’entreprise, elle est remplacée par une « valeur imputée » qui concorde mieux avec le reste de la 

distribution, qu’elle soit ou non rejetée à la vérification. (Nota : si la valeur de remplacement était obtenue 

par winsorisation de Clark, il s’agirait techniquement d’une valeur « ajustée ».) Si la valeur influente 

persiste, témoignant d’un changement permanent, son poids d’échantillonnage est ajusté. 

 
3  Méthode 
 

Nous commençons par présenter la notation nécessaire pour décrire la winsorisation de Clark décrite 

dans Mulry et coll. (2014). Pour la ei  entreprise dans un échantillon de taille n  pour le mois d’observation 

, tit Y  est la caractéristique étudiée (par exemple ventes), tiw  est le poids de sondage (qui peut ou non être 

équivalent à l’inverse de la probabilité de sélection), et tiX  est une variable fortement corrélée à ,tiY  telle 

que les revenus du mois précédent. Le total mensuel tY  est estimé par t̂Y  défini par 
1

ˆ .
n

t ti tii
Y w Y


   

Pour simplifier la notation, nous supprimons l’indice pour le mois d’observation t  dans la suite de la 

présente section. Dans le cas de la MRTS, le poids de sondage iw  est le poids d’échantillonnage 

(éventuellement modifié), puisque le traitement des données manquantes se fait par imputation. 

La forme générale de l’estimateur du total winsorisé unilatéralement est conçue pour de grandes valeurs 

et s’écrit *
1

ˆ n

i ii
Y w Z


   où   min , .i i i i i iZ Y K Y K w    

La détection de l’observation i  en tant que valeur influente par winsorisation de Clark a lieu quand 

.i iZ Y  Plus d’une observation peut être identifiée. Notons qu’utiliser  min ,i i iZ Y K  assurerait une 
influence bornée et un estimateur robuste. Cependant, cela pourrait aboutir à un grand biais dans *ˆ .Y  

Pour mettre en œuvre la méthode, Clark suppose un modèle général où les iY  sont caractérisés comme 

étant des réalisations indépendantes des variables aléatoires avec  i iE Y   et   2var .i iY   Alors 

l’approche consiste à approximer le iK  qui minimise l’EQM sous le modèle en posant que i iK    

  1
1 ,iL w

  ce qui nécessite l’estimation de i  et de .L  L’approche de Clark s’appuie sur une méthode 

élaborée par Kokic et Bell (1994) comprenant le calcul d’un K  pour chaque strate plutôt que pour chaque 

unité individuelle. 

Pour une estimation de ,i  Chambers et coll. (2000) proposent d’utiliser les résultats d’une régression 

robuste. Dans notre application, nous avons utilisé la procédure SAS ROBUSTREG (SAS 2014) pour 

exécuter la régression robuste par la méthode de la moindre médiane des carrés (LMS pour least median of 

squares) pondérée. La régression robuste LMS fait appel à des poids pour compenser l’hétéroscédasticité 

visible à la figure 2.1. D’autres méthodes prises en considération semblaient trop sensibles pour nos 

données, désignant certaines observations comme influentes alors qu’elles n’étaient pas suffisamment 

grandes pour avoir un effet excessif sur le total estimé dans notre ensemble de données empiriques. Dans 

d’autres applications, des méthodes de régression robuste différentes pourraient avoir une meilleure 
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performance et devraient être prises en considération. Notre modèle de prédiction estime i  avec ibX  où 

b  est le coefficient de régression et iX  est l’observation du mois précédent, choisie parce que iX  et iY  ont 

tendance à être fortement corrélées et qu’aucunes données administratives ne sont disponibles sur une base 

mensuelle. Afin d’estimer ,L  la procédure de winsorisation de Clark utilise l’estimation de i  pour estimer 

les résidus pondérés 

    1i i i iY wD    par    1 .ˆ
i i i iY bX wD     

Certaines unités possèdent des valeurs résiduelles pondérées nulles, en supposant qu’aucun autre 

ajustement des poids n’est effectué (par exemple, pour la non-réponse totale, pour la poststratification). 

Ensuite, la méthode de Clark comprend le triage des estimations des résidus par ordre décroissant 

     1 2
ˆ ˆ ˆ, , ., nD D D  L’étape suivante consiste à trouver la plus grande valeur de ,k  appelée * ,k  telle que 

     1
ˆ ˆ1

k

k jj
k D D


   soit positif, puis à estimer L  au moyen de    

*1*
1

ˆ ˆ1 .
k

jj
L k D


    Enfin, 

l’estimation de iK  prend la forme   1ˆ ˆ 1 ,i i iK bX L w
    qui est utilisée pour déterminer les valeurs de 

iZ  pour l’estimation du total *ˆ .Y  Chambers et coll. (2000) recommande de former l’estimation de L  pour 

la procédure en utilisant une moyenne des estimations de L  obtenues en se servant des données provenant 

de plusieurs mois antérieurs. Néanmoins, les exemples présentés à la section 4 ne s’appuient que sur le mois 

précédent parce que nous utilisons des données tirées d’une série stationnaire simulée, construite pour 

refléter les différentes moyennes et variances dans les strates d’échantillonnage pour une industrie dans la 

MRTS. La série stationnaire a été créée en construisant une population simulée à partir des données de la 

MRTS et en appliquant un modèle ARMA pour générer la série chronologique. Donc, les ajouts et les 

suppressions à l’échantillon de la MRTS au cours du temps (c’est-à-dire nouvelles entreprises et entreprises 

disparues) ne sont pas intégrés dans le plan de simulation. Par conséquent, prendre la moyenne sur plusieurs 

mois antérieurs n’offre aucun avantage par rapport à l’estimation ponctuelle pour le mois précédent. En 

outre, nous avons utilisé les valeurs winsorisées comme variables auxiliaires  iX  dans l’application de la 

procédure au mois suivant, afin d’étudier la propagation des effets de l’ajustement dans des conditions de 

production. Même si les valeurs influentes ont été induites par ajout d’une grande quantité à une observation 

choisie au hasard dans une strate présentant l’un des poids les plus grands, la valeur de L  a été calculée en 

utilisant toutes les observations de l’échantillon dont le poids était supérieur à un. Des renseignements plus 

détaillés sur la construction de la série peuvent être consultés dans Mulry et coll. (2014). Nous n’avons pas 

exploré l’utilisation d’une moyenne des estimations de L  provenant de plusieurs mois antérieurs avec des 

données de la MRTS simulées tenant compte de la saisonnalité, de la volatilité et des variations de la 

conjoncture économique ni avec des données de la MRTS empiriques. Une telle moyenne des estimations 

de L  pourrait être utile pour d’autres plans de sondage et d’autres enquêtes présentant un comportement 

plus stable, comme des exécutions annuelles plutôt que mensuelles. 

 
4  Zones de détection 
 

Nous examinons, dans trois scénarios, la plage de valeurs influentes définie par la winsorisation de Clark 

et appelée zone de détection. Un des scénarios correspond à la présence d’une seule valeur très influente 

dans l’échantillon. Dans les deux autres, l’échantillon contient deux valeurs très influentes. 
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Les figures 4.1 et 4.2 font appel à des grilles de données non pondérées pour illustrer les zones de 

détection pour l’application de l’algorithme de winsorisation de Clark à un seul échantillon provenant d’une 

industrie de la MRTS simulée, caractérisée par une faible volatilité, un revenu mensuel de 2,5 milliards de 

dollars et une taille d’échantillon de 147. Dans ces figures, chaque point  ,x y  de la grille correspond à une 

valeur influente possible, où x  représente la valeur non pondérée pour le mois précédent et ,y  la valeur 

non pondérée du mois courant. Puisque les poids pour une même entreprise varient rarement d’un mois à 

l’autre, les diagrammes de dispersion des valeurs pondérées sont similaires et ne sont donc pas présentés. 

Nous utilisons les poids d’échantillonnage pour les points de la grille et ne modifions pas les poids dans 

notre simulation. Tous les points situés sur une droite verticale ont le même poids, les poids 

d’échantillonnage étant plus faibles pour les unités possédant les valeurs des ventes plus élevées. Les zones 

de détection sont construites en insérant chaque paire de coordonnées  ,x y  de la grille dans l’échantillon, 

puis en exécutant l’algorithme de winsorisation de Clark avec la paramétrisation décrite à la section 3 pour 

voir si la valeur y  pondérée dans la paire insérée est désignée comme étant influente. 

 

4.1  Résultats pour une valeur influente 
 

À la présente section, nous illustrons l’effet qu’a sur la zone de détection un échantillon contenant une 

seule valeur influente, ce que nous appellerons scénario 1 dans la suite de l’exposé. À la figure 4.1, les 

observations non pondérées de l’échantillon utilisé pour former les zones de détection sont tracées en noir, 

l’axe des x  représente la valeur du mois précédent et l’axe des ,y  celle du mois courant. La droite de 

régression robuste obtenue par la méthode de la moindre médiane des carrés et utilisée dans le modèle de 

prédiction est incluse à titre de référence. Pour l’échantillon donné, une observation située dans la zone 

hachurée gris clair (zone de détection) est signalée comme étant influente et ajustée par la méthode de 

winsorisation de Clark. La droite verticale en trait pointillé marque l’observation échantillonnée la plus 

grande dont le poids est supérieur à un; autrement dit, il est garanti que toutes les observations situées à la 

droite de cette asymptote ont un poids égal à un. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 4.1  Zone de détection pour la winsorisation de Clark pour une seule valeur influente. Tous les points 

de l’échantillon sont représentés en noir. 
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La grande proximité de la limite inférieure de la zone de détection et de la droite de régression reflète la 

troncature qu’effectue la méthode pour minimiser l’EQM en réduisant la variance au prix de l’introduction 

d’un petit biais. Conséquemment, plusieurs observations non influentes dans cette zone de détection sont 

néanmoins tronquées légèrement. Nous avons observé ce phénomène à de nombreuses reprises dans 

plusieurs autres ensembles de données empiriques (différents). 

 
4.2  Résultats pour deux valeurs influentes 
 

Maintenant, examinons la zone de détection quand l’échantillon contient deux valeurs très influentes 

induites. Notre approche consiste à maintenir fixes la valeur et le poids d’une des observations induites et à 

permettre à la valeur de la deuxième observation induite de varier en même temps que le poids 

correspondant, ce qui permet de déterminer la zone de détection pour la seconde observation 

conditionnellement à la première. Cette approche nous permet d’évaluer si la procédure est sujette au 

masquage qui se produit quand une grande valeur empêche l’identification d’autres valeurs extrêmes. Nous 

considérons deux scénarios pour la valeur fixe. Dans le scénario 2, la contribution de la valeur influente 

fixe à l’estimation du total des ventes dépasse de 667 millions celle du mois précédent. Dans le scénario 3, 

la valeur influente fixe a un effet moins grave, puisque sa contribution est 334 millions plus élevée, soit la 

moitié de l’augmentation observée dans le scénario 2. 

Le graphique de gauche de la figure 4.2 présente la zone de détection (en gris clair) dans le scénario 2. 

Ici, la valeur fixe (non pondérée) est de 350 000 au mois précédent et de 8,2 millions pour le mois courant, 

avec un poids de 85. Indépendamment de la présence ou non de la seconde observation dans le graphique, 

l’observation fixe a systématiquement été désignée comme étant influente. Notons que les observations qui 

auraient été désignées faussement comme étant influentes et tronquées légèrement au scénario 1 (voir la 

figure 4.1) n’auraient pas été modifiées dans ce scénario. Ici, la zone de détection est limitée uniquement à 

l’identification d’observations à effet grave similaires, qui sont supposées être atypiques.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 4.2  Zones de détection pour la winsorisation de Clark pour la seconde de deux valeurs influentes. À 

gauche, la première est maintenue fixe et est extrême. À droite, la première est maintenue fixe, mais 
est moins extrême. Tous les points de l’échantillon sont représentés en noir. 

 

M
oi

s 
co

ur
an

t (
m

il
li

on
s)

 
 

  0
   

   
1 

   
 2

   
   

 3
   

   
4 

   
  5

   
   

6 
   

  7
   

   
8 

   
  9

 

  0      1       2      3       4       5      6       7      8       9  
                          Mois précédent (millions) 

Scénario 2 

M
oi

s 
co

ur
an

t (
m

il
li

on
s)

 
 

  0
   

  1
   

   
2 

   
  3

   
   

4 
   

   
5 

   
  6

   
   

7 
   

  8
   

   
9 

  0       1      2       3      4       5       6      7       8      9 
                           Mois précédent (millions) 

Scénario 3 



322 Mulry, Oliver, Kaputa et Thompson : Une mise en garde concernant la winsorisation de Clark 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

La différence prononcée entre le scénario 1 et le scénario 2, dans les tailles relatives des zones de 

détection, pourrait indiquer que cette procédure, telle qu’elle a été appliquée, est vulnérable au masquage. 

Le masquage a lieu quand une valeur influente empêche de déceler la présence d’une autre (Barnett et Lewis 

1994). Nous examinons cette possibilité au scénario 3, en réduisant de moitié la valeur non pondérée de la 

valeur influente fixe dans le mois courant (maintenant 4,1 millions au lieu de 8,2 millions) tout en 

permettant au poids de garder la même valeur de 85. Le graphique de droite de la figure 4.2 montre deux 

zones ombrées différentes : l’une gris clair, où la valeur influente fixe et la seconde valeur (variable) peuvent 

être détectées, et l’autre gris foncé, à la gauche de la zone gris clair, où l’algorithme détecte la valeur variable 

comme étant influente, mais manque la valeur fixe. Les ajustements dans la zone gris clair réduisent le biais 

ainsi que l’EQM. Dans la zone gris foncé, les ajustements réduisent l’EQM, mais ne diminuent pas 

considérablement le biais. La zone en blanc à la droite de la zone gris clair indique où n’est décelée que la 

valeur influente fixe. Cependant, la zone en blanc contient de grandes observations dont le poids est faible, 

de sorte que ces observations ne représentent pas grand-chose d’autre qu’elles-mêmes et, par conséquent, 

les ajustements dans cette plage ont peu d’effet sur le biais. 

Cette exploration préliminaire valide nos craintes quant à la possibilité d’un masquage. Une approche 

susceptible d’atténuer le masquage quand une série stationnaire présente un niveau élevé de bruit consiste 

à prendre la moyenne de L  sur plusieurs mois antérieurs, comme l’ont proposé Chambers et coll. (2000). 

Le plan d’échantillonnage peut être un facteur. Le graphique de gauche dans la figure 2.1 montre que les 

poids diminuent rapidement à mesure qu’augmentent les observations non pondérées pour les observations 

comprises entre 0 et 1 million. Dans cette plage, le poids de l’unité a plus d’effet que sa valeur observée sur 

la taille de son résidu pondéré utilisé dans le calcul de * .k  Une variation relativement faible de la valeur de 

la variable peut déclencher une variation nettement plus importante de son résidu pondéré et faire changer 
* ,k  ce qui affecte le nombre de valeurs influentes détectées. Les poids utilisés dans le présent exemple 

reflètent ceux utilisés dans la MRTS pour l’industrie en question et n’ont pas été construits artificiellement 

afin de créer une illustration pour la méthodologie de winsorisation de Clark. 

 
5  Sommaire 
 

L’usage de la winsorisation de Clark est très tentant en raison de la simplicité de sa mise en œuvre et de 

l’absence de paramètres, à condition que l’on puisse construire un modèle de régression robuste viable. 

Cependant, à l’instar de nombreuses procédures de détection des valeurs aberrantes, la méthode présente 

certaines vulnérabilités qui ne sont pas toujours évidentes. La présente note montre que la procédure peut 

être efficace pour identifier et traiter les valeurs influentes, mais est également très sensible au nombre de 

valeurs influentes dans l’échantillon et à leur taille en ce qui concerne la droite de régression utilisée pour 

déterminer les bornes de la zone de détection. Les propriétés de la zone de détection varient selon qu’une 

valeur influente est présente ou non, et selon le nombre et la gravité lorsqu’une ou plusieurs de ces valeurs 

apparaissent. Si l’échantillon ne contient aucune valeur influente, la procédure est anticonservatrice en ce 

sens qu’elle tronque des valeurs non considérées influentes pour minimiser l’EQM (en réduisant la 

variance). En revanche, elle peut devenir très conservatrice en fonction du degré d’écart entre la valeur 

influente pondérée et les autres valeurs figurant dans l’échantillon. Quand celui-ci contient deux valeurs 
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influentes ou plus, la winsorisation de Clark ne permet de détecter et d’ajuster que les valeurs influentes et 

ne tronque aucune valeur qui n’est pas influente. Toutefois, nos résultats montrent qu’il existe des 

possibilités de masquage qui doivent être prises en considération lors de l’application de la procédure. 

Si l’existence d’une valeur influente est un événement vraiment rare et que les grandes valeurs influentes 

présentent un intérêt, la légère troncature d’une poignée de valeurs qui ne sont pas influentes sera un 

inconvénient. Par contre, dans les applications où des valeurs influentes sont fréquentes ou celles pour 

lesquelles des données historiques ne sont pas disponibles pour la modélisation, avant d’exécuter la 

winsorisation de Clark, il faut définitivement évaluer la quantité de troncature pour déterminer si les petits 

changements agrégés influent considérablement sur le total estimé. Dans la négative, il s’agit d’une 

approche intéressante. Dans l’affirmative, d’autres méthodes, telle l’estimation M qui offre plus de contrôle 

sur la zone de détection, pourraient être avantageuses. 
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Quelques remarques sur un petit exemple de 
Jean-Claude Deville au sujet de la non-réponse 

non-ignorable 

Yves Tillé1 

Résumé 

Un exemple présenté par Jean-Claude Deville en 2005 est soumis à trois méthodes d’estimation : la méthode des 
moments, la méthode du maximum de vraisemblance et le calage généralisé. Les trois méthodes donnent 
exactement les mêmes résultats pour les deux modèles de non-réponse. On discute ensuite de la manière de 
choisir le modèle le plus adéquat. 

 
Mots-clés : Calage; calage généralisé; méthode des moments; vraisemblance. 

 
 

1  L’exemple de Deville 
 

Lors d’une conférence à l’Université de Neuchâtel, Jean-Claude Deville (2005) a présenté un exemple 

simple pour illustrer l’intérêt du calage généralisé pour traiter la non-réponse non-ignorable (au sujet du 

calage généralisé voir Deville 2000, 2002, 2004; Kott 2006; Chang et Kott 2008; Kott et Chang 2010; 

Lesage et Haziza 2015). Cet exemple est recopié ci-dessous dans son intégralité. 
 

« Les corrections destinées à compenser les effets de la non-réponse demandent une 

connaissance très précise des facteurs qui la causent. En particulier, si ce que l’on veut 

mesurer influe directement sur la probabilité de réponse, on est amené à prendre des risques 

avec les données. Voici un petit exemple fictif : un groupe d’étudiants est interrogé sur sa 

consommation de drogue. Les résultats de l’enquête sont les suivants : 

 
Tableau 1.1 
Exemple de Deville 

 

 OUI NON NON-RÉPONSE ENSEMBLE 
Garçons 40 80 180 300 
Filles 20 160 120 300 
Ensemble 60 240 300 600 

 
Naïvement on dirait que le pourcentage de consommateurs est estimé par 60/(240+60)=25 %. 

Cette estimation est faite sous l’hypothèse que les non-répondants ont le même comportement 

que les répondants. Mais on remarque que le taux de réponse des filles est plus important que 

celui des garçons. Pour corriger cela, on calcule le taux de consommateurs chez les filles, soit 

1/9, et chez les garçons soit 3/9, et on conclut que la population étudiante observée est 
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consommatrice à 2/9=22,2 %. Si maintenant on pense que c’est le fait de consommer qui induit 

la non-réponse, le modèle a deux paramètres ouip  et nonp ,  respectivement probabilité de 

répondre des consommateurs et des non-consommateurs. On trouve que ces probabilités valent 

respectivement 0,2 et 0,8. Le nombre estimé de consommateurs est donc de 200 chez les 

garçons et 100 chez les filles et l’estimation du pourcentage global est de 50 %! ». 

 

L’exemple est a priori très simple et éclaire parfaitement la typologie habituelle des trois mécanismes de 

non-réponse. Chacune des trois estimations proposées dans l’exemple correspond à l’une de ces trois 

catégories. 
 

 MCAR (Missing Completely at Random) : la probabilité de réponse ne dépend ni de la variable 

d’intérêt (le fait de consommer de la drogue), ni de la variable auxiliaire (le sexe).  

 MAR (Missing at Random) : la probabilité de réponse ne dépend pas de la variable d’intérêt y  

après avoir conditionné sur la variable auxiliaire x  (le sexe). Dans le cas présent, la probabilité 

de réponse ne dépendrait alors que du sexe.  

 NMAR (Not Missing at Random) : la probabilité de réponse dépend de la variable d’intérêt elle-

même (le fait de consommer de la drogue) même si l’on prend en compte la variable auxiliaire .x  

 

L’exemple montre l’intérêt du calage généralisé qui permet de traiter directement le cas NMAR. Jean-

Claude Deville traite le problème en considérant que les probabilités ouip  et nonp  sont des paramètres à 

estimer. Cet exemple peut être traité de multiples façons selon le point de vue que l’on a sur l’inférence. 

Dans ce qui suit, nous montrons qu’il existe au moins trois méthodes pour traiter ce problème : la 

méthode des moments, la méthode du maximum de vraisemblance et le calage. La méthode du maximum 

de vraisemblance n’a pas été traitée par Jean-Claude Deville. Nous développons complètement les calculs 

pour les deux premières méthodes d’estimation en considérant les deux modèles. Nous calculons aussi les 

résultats pour le calage et le calage généralisé. 

Nous montrons que les trois résultats obtenus sont identiques. La fonction de vraisemblance estimée 

pourrait être utilisée pour réaliser un choix entre les deux modèles. Malheureusement, cette fonction prend 

la même valeur pour les deux modèles, ce qui ne permet pas de choisir le modèle. Nous proposons cependant 

une piste pour réaliser un choix. 

Dans la section 2, on présente la notation utilisée. La section 3 est consacrée à l’estimation par la méthode 

des moments et la section 4 à l’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance. Dans la section 5, 

on applique les méthodes de calage et de calage généralisé. On termine par une discussion sur les intérêts 

respectifs des différentes méthodes en section 6. 

 
2  Notation 
 

Le tableau 2.1 contient la notation pour le tableau 1.1. 
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Tableau 2.1 
Notation pour le tableau 1.1 
 

  Drogué Non Drogué Manquant Total  

Homme   HDr    HSr    Hm    .Hn   

Femme   FDr    FSr    Fm    .Fn   

Total   .Dr    .Sr    m    n   

 
On supposera, par simplicité, que l’on est face à un recensement. Autrement dit, les 600 étudiants n’ont 

pas été sélectionnés de manière aléatoire. La seule source d’aléa est donc le mécanisme de non-réponse. 

Cette hypothèse n’est pas tellement restrictive, car elle est équivalente à considérer que l’échantillon est 

aléatoire mais que les raisonnements qui suivent sont réalisés conditionnellement à l’échantillon aléatoire. 

L’objectif est d’estimer le tableau 2.2 d’effectifs. Ce tableau est donc supposé ne pas être aléatoire. Il s’agit 

donc de distribuer les non-répondants Hm  et Fm  en consommateurs de drogue ou non-consommateurs. 

 
Tableau 2.2 
Effectifs à estimer à partir du tableau 1.1 
 

  Drogué Non Drogué Total 

Homme   HDn    HSn    .Hn   

Femme   FDn    FSn    .Fn   

Total   .Dn    .Sn    n   

 
Par ailleurs, on suppose que la non-réponse suit un plan de Poisson, autrement dit chaque individu décide 

de répondre ou non avec une probabilité fixée indépendamment des autres individus. La probabilité de 

réponse peut, quant à elle, varier d’un individu à l’autre. 

Les deux vecteurs  , , ,HD HS Hr r m  et  , ,FD FS Fr r m  suivent chacun une loi multinomiale dont les 

paramètres dépendent du modèle utilisé. Le cas MCAR, qui est complètement trivial, ne sera pas étudié. 

Dans le tableau 2.3 qui représente le cas MAR, la probabilité de réponse ne dépend que du sexe ( Hp  pour 

les hommes, Fp  pour les femmes). Dans le tableau 2.4 qui représente le cas NMAR, la probabilité de 

réponse ne dépend que du fait de consommer de la drogue ou pas ( Dq  pour les drogués, Sq  pour les autres). 

 
Tableau 2.3 
Cas 1 : Modèle MAR, la non-réponse dépend du sexe 
 

   Drogué   Non Drogué   Manquant   Total  

Homme    E =HD HD Hr n p     E =HS HS Hr n p       .E = 1H H Hm n p    .Hn   

Femme    E =FD FD Fr n p     E =FS FS Fr n p       .E = 1F F Fm n p    .Fn   

Total    .E Dr     .E Sr    m    n   
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Tableau 2.4 
Cas 2 : Modèle NMAR, la non-réponse dépend du fait de se droguer ou non 
 

   Drogué   Non Drogué   Manquant   Total  

Homme    E =HD HD Dr n q     E =HS HS Sr n q         E = 1 1H HD D HS Sm n q n q      .Hn   

Femme    E =FD FD Dr n q     E =FS FS Sr n q         E = 1 1F FD D FS Sm n q n q      .Fn   

Total    .E Dr     .E Sr    m    n   

 
3  Estimation par la méthode des moments 
 
3.1  Cas MAR 
 

La méthode des moments permet une estimation rapide des paramètres. Pour le cas MAR, on obtient de 

la troisième colonne du tableau 2.3 les équations : 

  
   

   

.

.

E = 1 ,

E = 1 ,

H H H

F F F

m n p

m n p




  

ce qui donne les estimateurs  

 
.

.

ˆ = 1 ,

ˆ = 1 ,

H
H

H

F
F

F

m
p

n

m
p

n





  

et donc, à partir des deux premières colonnes,  

              

. .
.

. .

. .
.

. .

ˆ = = ,
ˆ ˆ

ˆ = = .
ˆ ˆ

HD FD H F
D HD FD

H F H H F F

HS FS H F
S HS FS

H F H H F F

r r n n
n r r

p p n m n m

r r n n
n r r

p p n m n m

 
 

 
 

  

L’estimation des probabilités de réponse est ˆ = 0,4Hp  et ˆ = 0,6.Fp  On obtient donc l’estimation donnée 

dans le tableau 3.1. 

 
Tableau 3.1 
Estimation : cas MAR 
 

   OUI   NON   ENSEMBLE  

Garçons   100,00   200,00   300  
Filles   33,33   266,66   300  
ENSEMBLE   133,33   466,66   600  
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3.2  Cas NMAR 
 

Pour le cas NMAR, on obtient du tableau 2.4 les équations : 

                                        

     

     

1 1
E = E ,

1 1
E = E .

D S
H HD HS

D S

D S
F FD FS

D S

q q
m E r r

q q

q q
m E r r

q q

 


 


  

Après quelques calculs, on obtient les estimateurs suivants pour les probabilités de réponse : 

                                               
   

   

ˆ = ,

ˆ = .

HD FS FD HS
D

H HD FS F FD HS

HD FS FD HS
S

F FS HD H HS FD

r r r r
q

m r r m r r

r r r r
q

m r r m r r


  


  

  

Finalement, on obtient  

              

   

   

. . .
. . .

. . .
. . .

ˆ = = = ,
ˆ

ˆ = = = .
ˆ

D H HD FS F FD HS H FS F HS
D D D

D HD FS FD HS HD FS FD HS

S F FS HD H HS FD F HD H FD
S S S

S HD FS FD HS HD FS FD HS

r m r r m r r n r n r
n r r

q r r r r r r r r

r m r r m r r n r n r
n r r

q r r r r r r r r

   
 

   
 

  

Comme l’écrit Deville, l’estimation des probabilités de réponse est ˆ = 0,2Dq  et ˆ = 0,8.Sq  On obtient 

alors l’estimation donnée dans le tableau 3.2. 

 
Tableau 3.2 
Estimation : cas NMAR 
 
   OUI   NON   ENSEMBLE  

Garçons   200   100   300  
Filles   100   200   300  
ENSEMBLE   300   300   600  

 
4  Estimation par la méthode du maximum de vraisemblance 
 
4.1  Cas MAR 
 

La distribution de probabilité est multinomiale. Dans le cas MAR, la fonction de vraisemblance vaut : 

     

 
   

   

. . .

. . .

. . .

. . .

! 1
, , , =

! ! !

! 1
.

! ! !

HD HS H

FD FS F

r r m

H HD H H HD H H H
HD FD H F

HD HS H H H H

r r m

F FD F F FD F F F

FD FS F F F F

n n p n n p n p
n n p p

r r m n n n

n n p n n p n p

r r m n n n
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En annulant les dérivées partielles de la log-vraisemblance par rapport aux paramètres Hp  et ,Fp  on obtient 

deux équations à deux inconnues. La solution donne les estimateurs  

 
.

.

ˆ = 1 ,

ˆ = 1 .

H
H

H

F
F

F

m
p

n

m
p

n





  

En annulant les dérivées par rapport à HDn  et ,FDn  on obtient les estimateurs  

 ˆ ˆ= et = .
ˆ ˆ
HD FD

HD FD
H F

r r
n n

p p
  

Donc,  

       .ˆ ˆ ˆ= = .
ˆ ˆ
HD FD

D HD FD
H F

r r
n n n

p p
    

Ces estimateurs sont exactement les mêmes que ceux obtenus par la méthode des moments. 

 
4.2  Cas NMAR 
 

Dans le cas NMAR, la fonction de vraisemblance vaut : 

 

 
       

       

. . .

. . .

. . .

. . .

! 1 1
, , , =

! ! !

! 1 1
.

! ! !

HD HS H

FD FS F

r r m

H HD D H HD S HD D H HD S
HD FD D S

HD HS H H H H

r r m

F FD D F FD S FD D F FD S

FD FS F F F F

n n q n n q n q n n q
n n q p

r r m n n n

n n q n n q n q n n q

r r m n n n

        
    

    

        
     

    



  

En annulant les dérivées partielles de la log-vraisemblance par rapport aux quatre paramètres ,Dq  ,Sq  HDn  

et ,FDn  on obtient un système de quatre équations de degré deux assez compliqué à quatre inconnues. Nous 

avons vérifié au moyen d’un logiciel de calcul symbolique que la solution donnée par la méthode des 

moments est une solution de ce système d’équations. Évidemment, comme le système est de degré deux, il 

existe une seconde solution. Cependant cette seconde solution donne, pour l’exemple de Deville, des valeurs 

négatives qui ne sont pas acceptables pour estimer des probabilités et des effectifs. 

 
5  Estimation par calage et calage généralisé 
 

5.1  Notation 
 

Pour définir le calage, nous allons définir la notation suivante. Soit  = 1, , , ,U k N   l’ensemble des 

personnes interrogées (ici = 600)N  et R U  l’ensemble des répondants à la question concernant la 

consommation de drogue. On définit également  
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1 0 si l’individu est un homme
=

0 1 si l’individu est une femme.
k

k

k









x   

et  

                                    
 

 

1 0 si l’individu a répondu qu’il consomme de la drogue
=

0 1 si l’individu a répondu qu’il ne consomme pas de la drogue.
k

k

k









z   

En utilisant la notation définie précédemment,  

                          

. . .

. . .

.

.

= , = , = ,

0
= , = ,

0

H H H D

k k k
k U k R k RF F F S

H H HD HS

k k k k
k R k RF F FD FS

n n m r

n n m r

n m r r

n m r r

  

 

 

    
             

   
       

  

 

x x z

x x x z

  

et 

                           
.

.

0
= .

0

D

k k
k R S

r

r






 

 
 z z   

 
5.2  Estimation par calage simple 
 

En utilisant le calage simple tel qu’il est décrit dans Deville et Särndal (1992), on cherche un poids qui 
s’écrit  

  = ,k kw F x λ   

où  1 2= , λ  est un vecteur de paramètres et  .F  est une fonction de calage, c’est-à-dire une fonction 

strictement croissante, telle que  0 = 1F  et dont la dérivée  .F   est telle que  0 = 1.F   

Le vecteur λ  est identifié en résolvant par la méthode de Newton le système d’équation  

   = .k k k
k R k U

F 

 
 x λ x x  (5.1) 

Finalement, l’estimateur par calage est donné par  

 
.

.

ˆ
= .

ˆ

D

k k
k RS

n
w

n 


 

 
 z   

Dans notre application, l’équation (5.1) devient  

  
   

   

. 1 .

. 2 .

= = = .
H H H

k k k
k R k UF F F

n m F n
F

n m F n






 

   
      

 x λ x x   
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On obtient directement que  

  
 

 

. .

. .

si l’individu est un homme
= =

si l’individu est une femme.

H H H

k k

F F F

n n m k
w F

n n m k







x λ   

Donc, les estimateurs calés sont  

 

. .
.

. .

. .
.

. .

ˆ =

ˆ = ,

H F
D HD FD

H H F F

H F
S HS FS

H H F F

n n
n r r

n m n m

n n
n r r

n m n m


 


 

  

ce qui est exactement le même résultat que ceux donnés par les méthodes des moments et du maximum de 

vraisemblance. Dans ce cas, la solution ne dépend pas de la fonction de calage utilisée. Évidemment, 

l’exemple est particulièrement simple. Dans tous les cas plus complexes que la définition de catégories ne 

se chevauchant pas, le résultat dépend de la fonction de calage utilisée. 

 
5.3  Calage généralisé 
 

Dans le calage généralisé tel qu’il est défini dans (Deville 2000, 2002, 2004; Kott 2006), les poids 
s’écrivent  

  = .k kw F z λ   

Le vecteur λ  est identifié en résolvant le système d’équation  

   = .k k k
k R k U

F 

 
 z λ x x  (5.2) 

Enfin, l’estimateur par calage généralisé est donné par  

 
.

.

ˆ
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ˆ

D

k k
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n
w
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 z   

Dans notre application, l’équation (5.2) devient : 

  
   

   

1 2 .

1 2 .
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HD HS H

k k k
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F
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 z λ x x   

ce qui peut s’écrire de manière matricielle  

 
 

 

1 .

2 .

= .
HD HS H
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r r F n

r r F n





  
      

  
  

On résout simplement ce système linéaire  
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Les estimateurs sont donc : 
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À nouveau, la solution ne dépend pas de la fonction de calage utilisée. La solution est identique à la solution 

obtenue par les méthodes des moments et du maximum de vraisemblance. Ici également cette propriété 

découle de la simplicité de l’exemple. Dans tous les cas plus complexes, le résultat dépend de la fonction 

de calage utilisée. 

 
6  Discussion 
 

L’exemple de Deville est particulièrement heureux, car pour les deux modèles, les trois méthodes 

d’estimation fournissent exactement les mêmes estimateurs. Évidemment, si le modèle est plus compliqué, 

l’usage de la méthode du maximum de vraisemblance devient laborieux voire impossible. La méthode de 

calage et de calage généralisé fonctionne dans tous les cas pour autant que le nombre de variables de calage 

dont les totaux sont connus soit suffisant et que la matrice  

 k k
k R




 x z   

soit inversible. Dans cet exemple, le déterminant de cette matrice apparaît au dénominateur des estimateurs. 

Un faible déterminant rend donc les estimations particulièrement hasardeuses. Lesage et Haziza (2015) 

recommandent par ailleurs de vérifier que les corrélations entre les variables kx  et kz  soient suffisamment 

élevées afin d’éviter une possible amplification du biais. 

Si les variables sont quantitatives, les solutions vont dépendre de la fonction de calage utilisée (.).F  On 

préconise l’utilisation de la fonction de calage    = 1 expk kF  z λ z λ  qui a l’avantage de fournir des poids 

supérieurs à 1. L’inverse de ces poids peut dès lors être interprété comme une probabilité de réponse estimée 

au moyen d’un modèle logistique. 

La difficulté principale reste évidemment le choix entre les deux modèles proposés. Dans l’exemple de 

Deville, on pourrait trouver plus « logique » de voir la non-réponse plutôt dépendre du fait de consommer 

de la drogue que du sexe. Cependant, on se trouve assez démuni pour établir un choix entre les deux modèles. 

Les valeurs des deux fonctions de vraisemblance pour les paramètres estimés sont exactement égales. Est-

il possible d’aller au-delà de l’intime conviction pour choisir le modèle ? Comme suggéré dans Haziza et 
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Lesage (2016), nous préconisons dans tous les cas de calculer les deux pondérations et de comparer les 

poids et les estimations obtenues avec chacune d’elles. 

Une piste consiste peut-être à calculer un indice de dispersion des probabilités de réponse comme la 

variance. En effet, si cette variance est élevée, cela signifie que le modèle a permis de calculer des 

probabilités de réponse plus contrastée d’un individu à l’autre et donc qu’il a pu mieux prendre en compte 

cette non-réponse. La validation par recherche de poids contrasté est la base de l’identification des groupes 

de réponse homogènes pour toutes les méthodes de segmentation par exemple avec l’algorithme CHAID 

(Chi-square Automatic Interaction Detector) développé par Kass (1980). En effet, avec cette méthode, à 

chaque étape, on scinde les groupes de réponses homogènes selon les catégories qui rendent les probabilités 

de réponse les plus contrastées. En appliquant ce même principe pour réaliser le choix du modèle, on peut 

choisir le modèle qui fournit les poids les plus contrastés. En effet, si la variance est faible, cela signifie que 

le modèle de non-réponse n’a pas pu mettre en évidence des différences de probabilités de non-réponse 

entre les individus. La variance des probabilités de réponse est par ailleurs le carré du R-indicateur défini 

par Schouten, Cobben et Bethlehem (2009), utilisé ici pour choisir un modèle de non-réponse. 

Dans les deux cas, la moyenne des probabilités de réponse vaut 0,5. En effet,  

   . .
.

ˆ ˆ 300 0,4 300 0,6
= = = 0,5

600
H H F F

H

n p n p
p n

n

   
  

et  

       . .
.

ˆ ˆ ˆ 300 0,2 300 0,8
ˆ= = = 0,5.

600
D D S S

D

n q n q
q n

n

   
  

Pour le modèle MAR, la variance vaut  

 
       2 2 2 2

. .ˆ ˆ 300 0,4 0,5 300 0,6 0,5
= = = 0,01.

600
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n p p n p p
V

n

     
  

Pour le modèle NMAR, la variance vaut  

   
       2 2 2 2

. .ˆ ˆ ˆ ˆ 300 0,2 0,5 300 0,8 0,5
= = = 0,09.

600
D D S S

NMAR

n q q n q q
V

n

     
  

La plus grande variance du modèle NMAR plaide en sa faveur. Les probabilités de réponse sont en effet 

beaucoup plus contrastées. 
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Une note sur le concept d’invariance dans les plans 
d’échantillonnage à deux phases 

Jean-François Beaumont et David Haziza1 

Résumé 

Les plans d’échantillonnage à deux phases sont souvent utilisés dans les enquêtes lorsque la base de sondage ne 
contient que peu d’information auxiliaire, voire aucune. Dans la présente note, nous apportons certains 
éclaircissements sur le concept d’invariance souvent mentionné dans le contexte des plans d’échantillonnage à 
deux phases. Nous définissons deux types de plans d’échantillonnage à deux phases invariants, à savoir les plans 
fortement invariants et les plans faiblement invariants, et donnons des exemples. Enfin, nous décrivons les 
implications d’une forte ou d’une faible invariance du point de vue de l’inférence. 

 
Mots-clés : Échantillonnage à deux phases; estimateur d’Horvitz-Thompson; invariance faible; estimateur par double 

dilatation; invariance forte. 

 
 

1  Introduction 
 

Les plans d’échantillonnage à deux phases sont souvent utilisés dans les enquêtes lorsque la base de 

sondage ne contient que peu d’information auxiliaire, voire aucune. L’échantillonnage à deux phases 

consiste à tirer d’abord un grand échantillon de la population (habituellement selon un plan 

d’échantillonnage rudimentaire) en vue de recueillir des données sur des variables liées aux caractéristiques 

d’intérêt pour lesquelles la collecte est peu coûteuse. La notion qui sous-tend l’échantillonnage à 

deux phases est la création d’une pseudo-base de sondage plus riche en information auxiliaire que la base 

de sondage originale. Ensuite, en se servant des variables observées à la première phase, on peut appliquer 

une procédure d’échantillonnage efficace pour tirer un sous-échantillon (habituellement petit) de 

l’échantillon de première phase en vue de recueillir des données sur les caractéristiques d’intérêt. 

L’échantillonnage à deux phases peut aussi s’avérer utile dans le contexte de la non-réponse, vu que 

l’ensemble de répondants est souvent traité comme un échantillon de deuxième phase.  

Nous adoptons la notation suivante : considérons une population U  de taille .N  Un vecteur 1I  est 

généré conformément au plan d’échantillonnage  1 ,F I  où  1 11 1= , , NI I I   désigne un vecteur de 

variables indicatrices telles que 1iI  est égal à 0 ou à 1. L’échantillon de première phase, désigné par 1,s est 

l’ensemble d’unités de la population pour lesquelles 1 = 1,iI  et 1 1= ii U
n I

  est la taille de 1.s  Ensuite, un 

vecteur 2I  est généré conformément au plan d’échantillonnage  2 1 ,F I I  où  2 21 2= , , NI I I   désigne 

le vecteur de variables indicatrices telles que 2iI  est égal à 0 ou à 1. L’échantillon de deuxième phase, 

désigné par 2 ,s  est l’ensemble d’unités de la population pour lesquelles 1 = 1iI  ainsi que 2 = 1,iI  et 

2 1 2= i ii U
n I I

  est la taille de 2 .s  En pratique, notons que les variables indicatrices 2iI  ne sont pas 

générées pour les unités de population qui appartiennent à l’ensemble 1.U s  Cependant, du moins 
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conceptuellement, rien n’empêche de définir ces variables indicatrices pour les unités en dehors de 

l’échantillon de première phase.  

Soit  1 1= = 1i iP I  et  1 1 1= = 1, = 1ij i jP I I  les probabilités de sélection d’ordre un et d’ordre deux 

à la première phase. De même, soit    2 1 2 1= = 1i iP I I I  et    2 1 2 2= = 1, = 1ij i jP I I 1I I  les 

probabilités de sélection d’ordre un et d’ordre deux à la deuxième phase. Notons que les probabilités de 

sélection (d’ordre un et d’ordre deux) à la deuxième phase peuvent dépendre de l’échantillon réalisé 1.s  

La présentation de l’article est la suivante. À la section 2, nous définissons les concepts d’invariance 

faible et forte, et donnons certains exemples. À la section 3, nous discutons des implications de l’invariance 

faible et de l’invariance forte du point de vue de l’inférence. En particulier, nous discutons de la 

décomposition inverse de la variance dans le cas d’un plan d’échantillonnage à deux phases fortement 

invariant.  

 
2  Le concept d’invariance 
 

Nous faisons la distinction entre le concept d’invariance forte, qui peut également être appelée invariance 

en loi, et celui d’invariance faible, qui peut également être appelée invariance en les deux premiers moments.  
 

Définition 1. Un plan d’échantillonnage à deux phases est dit fortement invariant (ou invariant en loi) à 

condition que  

    2 1 2=F FI I I  (2.1) 

Une implication de la définition 1 est que      1 2 1 2, =F F FI I I I  et donc que, sous un plan 

d’échantillonnage à deux phases fortement invariant, le vecteur 2I  peut être généré avant le vecteur 1.I  En 

pratique, le concept d’invariance forte n’est satisfait que pour quelques plans d’échantillonnage à 

deux phases seulement. Un premier exemple est l’échantillonnage de Poisson à la deuxième phase. Cela 

englobe le cas de la non-réponse, qui est souvent considéré comme un échantillonnage de Poisson de 

deuxième phase. Un autre exemple est celui de l’échantillonnage à deux degrés. Tous deux sont décrits plus 

en détail ci-dessous.  
 

Exemple 1. À la première phase, un échantillon 1s  est sélectionné conformément à un plan 

d’échantillonnage arbitraire, suivi à la deuxième phase d’un échantillonnage de Poisson, où les 

probabilités de sélection  2 1i I  des unités sont fixées avant l’échantillonnage, ce qui signifie que 

 2 1 2=i i I  pour .i U  Puisque l’échantillonnage de Poisson est entièrement caractérisé par les 

probabilités de sélection d’ordre un, nous avons    2 1 2= .F FI I I  Par conséquent, ce plan 

d’échantillonnage est fortement invariant. Il peut être mis en œuvre comme il suit : premièrement, générer 

le vecteur 2I  conformément au plan d’échantillonnage de Poisson  2F I  et, indépendamment, générer le 

vecteur 1I  conformément au plan  1 .F I  

Exemple 2. L’échantillonnage en grappes à deux degrés peut être décrit comme suit. Au premier degré, on 

tire un échantillon de grappes de la population de grappes. Puis, au deuxième degré, dans chaque grappe 

sélectionnée au premier degré, on tire aléatoirement un échantillon d’éléments. Notons que, même dans ce 
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cas, le vecteur 1I  est encore défini au niveau de l’élément, sa taille N  correspondant au nombre d’éléments 

dans la population. Dans ces conditions, la variable indicatrice de sélection d’un élément j  dans la 

grappe ,i  1 ,ijI  est égale à 1 pour tous les éléments j  à l’intérieur d’une grappe sélectionnée .i  Par 

conséquent, l’échantillonnage à deux degrés est un cas particulier de l’échantillonnage à deux phases 

décrit à la section 1. Si le tirage dans les grappes est indépendant de la sélection des grappes au premier 

degré, nous sommes alors en présence d’un plan d’échantillonnage en grappes à deux degrés fortement 

invariant. Cela est satisfait si le tirage des éléments dans une grappe est indépendant du tirage des éléments 

dans toute autre grappe. Un plan d’échantillonnage en grappes à deux degrés fortement invariant peut être 

mise en œuvre en inversant l’acte d’échantillonnage : au lieu d’échantillonner d’abord les grappes, nous 

commençons par tirer les éléments dans chacune des grappes de la population, puis nous échantillonnons 

les grappes.  
 

Notons que notre définition d’invariance forte pour les plans à deux degrés diffère légèrement de celle 

donnée dans Särndal, Swensson et Wretman (1992, chapitre 4), parce que cette dernière est restreinte aux 

grappes sélectionnées au premier degré. Cependant, à toute fin pratique, les définitions sont essentiellement 

équivalentes. Nous avons utilisé la définition 1 plutôt que la définition classique de Särndal et coll. (1992) 

parce qu’il n’est pas facile d’étendre cette dernière au cas de l’échantillonnage à deux phases. 

 

Définition 2. Un plan d’échantillonnage à deux phases est dit faiblement invariant (ou invariant en les deux 

premiers moments) si  

    2 1 2 2 1 2 1 1= = , .i i ij ijet i s j s     I I   

Clairement, un plan d’échantillonnage à deux phases fortement invariant est faiblement invariant, mais 

le contraire n’est pas vrai. L’exemple qui suit décrit un plan d’échantillonnage qui est faiblement invariant, 

mais non fortement invariant.  
 

Exemple 3. À la première phase, nous tirons un échantillon, 1,s  de taille 1 ,n  conformément à un plan 

d’échantillonnage à taille fixe arbitraire. De 1,s  nous tirons un échantillon aléatoire simple sans remise, 

2 ,s  de taille 2 ,n  où 2n  est fixée avant l’échantillonnage. Ce plan d’échantillonnage à deux phases est 

faiblement invariant puisque 2 2 1= ,i n n  et    2 2 2 1 1= 1 1 ,ij n n n n    qui restent les mêmes d’une 

réalisation de 1I  à l’autre. Cependant, il n’est pas fortement invariant, puisqu’il est impossible de générer 

2I  avant 1I  et de satisfaire la contrainte de taille d’échantillon fixe pour 2 .n  En fait, cela serait également 

vrai pour tout plan d’échantillonnage à taille fixe à la deuxième phase satisfaisant  2 1 2=i i I  et 

 2 1 2= .ij ij I  

Enfin, nous décrivons un plan d’échantillonnage à deux phases non invariant.  
 

Exemple 4. À la première phase, nous tirons un échantillon aléatoire simple sans remise, 1,s  de taille 1 ,n  

conformément à un plan d’échantillonnage à taille fixe arbitraire. Pour chaque 1,i s  nous enregistrons 

une variable auxiliaire .x  De 1,s  nous tirons un échantillon de deuxième phase, 2 ,s  de taille fixe 2 ,n  

suivant une procédure de sélection avec probabilité d’inclusion proportionnelle à la taille. Dans ce cas, 

nous avons  
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Clairement, la probabilité d’inclusion de l’unité i  dans 2s  varie d’une réalisation de 1I  à l’autre. Puisque 

 2 1i I  est une fonction de 1,I  elle n’est connue qu’après que l’échantillon de première phase 1s  soit 

effectivement réalisé.  

 
3  Implications de la propriété d’invariance 
 
3.1  Invariance faible 
 

Pour un plan d’échantillonnage à deux phases arbitraire, la probabilité d’inclusion de l’unité ,i  1, ,i i s   

est généralement inconnue et définie comme étant  
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 (3.1) 

où 1i  désigne une réalisation du vecteur aléatoire 1.I  Donc, les i  sont généralement inconnues parce 

qu’elles nécessitent de connaître non seulement  1 1=P I i  pour chaque 1I  possible (ce que nous 

connaissons dans de nombreux cas), mais aussi  2i 1I  pour chaque .1I  Ces dernières sont généralement 

inconnues parce que  2i 1I  peut dépendre du résultat de la phase 1. Cependant, si le plan 

d’échantillonnage est faiblement invariant,  2 2=i i 1I  et (3.1) se réduit à  

                         
1 1

2 1 1 1 2
: =1

= = = .
i

i i i i
i

P   
i

I i  (3.2) 

Supposons que nous souhaitions estimer le total de population = .y ii U
t y

  Puisque les i  sont 

généralement inconnues, l’estimateur d’Horvitz-Thompson de ,yt  

                          
2

1ˆ = ,HT i i
i s

t y 


   

ne peut habituellement pas être utilisé. Fréquemment en pratique, on recourt plutôt à l’estimateur par double 
dilatation (DE pour double expansion) 

        
2

11
1 2 1

ˆ = .DE i i i
i s

t y  


 I   

En général, ĤTt  ainsi que ˆ
DEt  diffèrent. Toutefois, pour les plans d’échantillonnage à deux phases 

faiblement invariants, l’expression (3.2) montre clairement que tous deux sont identiques. 
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3.2  Invariance forte 
 

Soit   un paramètre de population finie et ˆ,  un estimateur de .  La variance totale de ̂  peut être 

exprimée sous la forme  

      ˆ ˆ ˆ= .V VE EV  1 1I I  (3.3) 

La décomposition (3.3) est souvent appelée décomposition à deux phases de la variance; par exemple, 

Särndal et coll. (1992). Si le plan d’échantillonnage à deux phases est fortement invariant, la variance totale 

de ̂  peut aussi être décomposée comme suit  

      ˆ ˆ ˆ= .V EV VE  2 2I I  (3.4) 

La décomposition (3.4) est souvent appelée décomposition inverse de la variance, car l’ordre 

d’échantillonnage est inversé, ce qui ne se justifie que si le plan à deux phases est fortement invariant. La 

décomposition (3.4) ne peut pas être utilisée dans le cas d’un plan d’échantillonnage à deux phases 

faiblement invariant, car le vecteur 2I  ne peut pas être généré avant le vecteur 1.I  La décomposition inverse 

a été étudiée dans le contexte de la non-réponse par Fay (1991), Shao et Steel (1999), et Kim et Rao (2009), 

entre autres. Dans un contexte de non-réponse, en supposant que les unités répondent indépendamment les 

unes des autres, l’ensemble de répondants peut être considéré comme un échantillon de deuxième phase 

sélectionné par échantillonnage de Poisson où les probabilités d’inclusion, appelées probabilités de réponse, 

sont inconnues. Si ces dernières restent les mêmes d’une réalisation de l’échantillon à l’autre, nous sommes 

essentiellement en présence d’un plan d’échantillonnage à deux phases fortement invariant. La 

décomposition (3.4) peut être utilisée pour justifier des estimateurs de variance simplifiés pour les plans 

d’échantillonnage à deux phases; voir Beaumont, Béliveau et Haziza (2015). 
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CORRIGENDUM 

 
Appariement statistique par imputation fractionnaire 

Jae Kwang Kim, Emily Berg et Taesung Park 
Volume 42, numéro 1, (juin 2016), 21-43 

 
 
Dans la version initialement diffusée de l’article de Kim, Berg et Park (2016), l’hypothèse (i) de la remarque 
(2.1) à la page 24 aurait dû être  
 

 
(i)    2 1 2 1 2 12, , = ,f y x x y f y x y  

 
C’est à dire, dans l’équation de droite, l’indice de x  aurait dû être 2 plutôt que 1.  
 
Les versions électroniques de l’article original ont été mises à jour. 
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