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Dans ce numéro 
Au mois d'août 1991, l'Université de Waterloo organisait un symposium en l'honneur de 

monsieur le professeur V.P. Godambe à l'occasion de son 65'ème anniversaire de naissance. Les 
communications qui ont été présentées à ce symposium portaient sur des sujets comme les 
fondements de l'inférence, la théorie de l'estimation et la théorie des sondages, tous des sujets 
qui intéressent M. Godambe et que celui-ci a contribué largement à développer. Dédiée à 
M. Godambe, la section spéciale Inférence à l'aide de données d'enquête de ce numéro contient 
quelques-unes des communications du symposium qui ont trait à la théorie des sondages. 
CoHectivement, ces communications traitent de nombreuses questions essentielles relatives 
à l'inférence fondée sur des données d'enquête, par exemple le rôle de la modélisation, la 
robustesse, les plans de sondage complexes, les méthodes de rééchantillonnage et les effets de 
l'imputation. 

Royall examine l'estimation basée sur un modèle pour des paramètres de population finie. 
Il décrit l'opposition entre les plans qui assurent l'efficience du modèle et ceux qui sont robustes 
à l'égard d'une défaUlance du modèle. La robustesse est concrétisée grâce à des échantiHons 
équiHbrés. RoyaU présente une classe de modèles pour lesquels l'échantillon optimal est déjà équilibré 
de telle sorte que, pour les modèles de cette classe, robustesse et efficacité sont conciliables. 

Smith et Njenga étudient l'inférence fondée sur un modèle et celle fondée sur la randomisa-
tion pour des enquêtes par sondage et proposent une méthode d'inférence basée sur un modèle 
qui est robuste et non paramétrique. Par suite de simulations faites avec des données réelles et 
des données fictives, les auteurs concluent que l'estimateur qu'ils proposent pour l'estimation 
d'un coefficient de régression est robuste lorsqu'on s'écarte des hypothèses de linéarité et 
d'homoscédasticité, qu'il est assez efficace et qu'il a des propriétés conditionnelles et incondi
tionnelles raisonnables. 

Rao, Wu et Vue passent en revue les travaux récents sur les méthodes de rééchantillonnage 
applicables à des plans de sondage complexes, notamment la méthode "jackknife", la méthode 
BRR (balanced repeated repHcation) et la méthode "bootstrap". Dans une étude de simulation 
oîi ils recourent à une population hypothétique, les auteurs évaluent et comparent des estimateurs 
de variance et des intervalles de confiance pour la médiane de la population. 

Mantel examine le cas de l'estimation par modèle d'une moyenne de population finie établie 
à partir d'une enquête par sondage. Il propose d'élargir le modèle de teUe manière que la moyenne 
de population finie soit une fonction connue de l'estimation optimale (fondée sur le recensement) 
d'un paramètre du modèle. Le modèle élargi est alors un compromis entre l'efficience de modèle 
et la pertinence de la population finie. 

Krieger et Pfeffermann s'intéressent à l'estimation de paramètres de modèle par la méthode 
du maximum de vraisemblance. Ils décrivent diverses méthodes que l'on trouve dans les ouvrages 
spéciaHsés et ils examinent le problème des plans informatifs. Ils proposent l'utiHsation de 
distributions pondérées, où les poids sont définis en modèle comme une fonction des covariables 
et de la variable étudiée. La méthode proposée donne des résultats assez satisfaisants dans une 
étude de simulation. 

Dans le dernier article de la section spéciale, Sârndal examine le problème de l'estimation de 
la variance lorsque l'imputation est utilisée pour constituer un ensemble complet de données. 
La variance totale est définie comme la somme de la variance d'échantillonnage et de la variance 
d'imputation. L'estimateur de variance proposé est un estimateur de la variance d'échantillonnage 
fondé sur un plan, avec une correction pour biais fondée sur un modèle, en même temps qu'un 
estimateur de la variance d'imputation fondé sur un modèle. Sârndal donne quelques exemples 
et présente une étude empirique. 

Armstrong et Wu exposent le problème de la répartition de l'échantillon pour un plan de 
sondage général à deux phases comme un problème de programmation non linéaire sous 
contraintes. En exploitant la structure mathématique du problème, ils proposent une solution 
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qui consiste en des itérations entre deux sous-problèmes qui sont beaucoup moins complexes 
sur le plan du calcul. Ils présentent des résultats empiriques démontrant que la méthode proposée 
donne des résultats très satisfaisants. 

Couper et Groves étudient si des intervieweurs expérimentés obtiennent des taux de réponse 
plus élevés que des intervieweurs inexpérimentés, en "neutralisant" les différences dans le plan 
d'enquête et dans les attributs des populations affectées aux intervieweurs. Après avoir démontré 
que le rapport est positif et curviligne, ils tentent d'expliquer les mécanismes qui permettent aux 
intervieweurs expérimentés d'obtenir ces taux de réponse et élaborent sur la nature du rapport. 

Lahiri et Wang proposent de nouveaux estimateurs du "poids en valeur" et de r"importance 
relative" des strates de produits et services, deux paramètres indispensables pour la construction 
des indices des prix à la consommation aux É.-U. Les estimateurs proposés sont des estimateurs 
composites qui intègrent de l'information provenant de sources pertinentes. Les auteurs 
comparent ces estimateurs à quatre autres estimateurs par une étude numérique. 
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Robustesse et optimalité de plan dans des modèles de 
prédiction pour populations finies 

RICHARD M. ROYALL' 

RÉSUMÉ 

Dans de nombreux cas de sondage de populations finies, le plan peut être optimal, c'est-à-dire qu'il 
minimise la variance du meilleur estimateur linéaire sans biais suivant un modèle de travail particulier, 
mais laissera à désirer au point de vue de la robustesse - l'estimateur aura de fortes chances d'être affecté 
d'un biais si le modèle de travail est incorrect. Cependant, il existe d'importants modèles selon lesquels 
le plan de sondage assure efficience et robustesse. Nous présentons un théorème qui définit ces modèles 
et les plans optimaux qui s'y rattachent. 

MOTS CLÉS: Échantillon équilibré; protection contre le biais; défaillance du modèle; modèle de travail. 

1. INTRODUCTION 

^ L'"estimateur par quotient" d'un total de population finie T = y, + . . . -\- y„; est 
T = Nxps/Xs, oii X = {Xi + . . . -t- Xf^)/N est la moyenne de population connue d'une 
variable auxiliaire et Xs et y^ sont des moyennes d'échantillon. Il s'agit du meilleur estimateur 
Hnéaire sans biais (MELSB) de T suivant le modèle M: 

E(Yj) = 0Xj, 

, V TAx ^a x, i = J 

eoy{Yi, y ) = ) ' •> 
' ^ \0 autrei 

autrement. 

De façon générale, cet estimateur est biaisé suivant d'autres modèles, qui renferment des 
fonctions de régression différentes, mais nous verrons plus loin qu'il est possible de s'assurer 
une protection contre le biais suivant des modèles précis en choisissant soigneusement l'échantillon. 

Dans cet article, nous nous intéressons particulièrement à des populations auxquelles est 
censé s'appliquer de façon satisfaisante sinon parfaite un modèle particulier comme M. Nos 
inférences seront faites à partir de ce modèle. Par exemple, nous qualifierons un estimateur 
f d e non biaisé seulement si £ '^(7 ' - T) = 0. Nous reconnaissons, par ailleurs, que ce 
modèle est une approximation et qu'il pourrait être sérieusement erroné. C'est pourquoi nous 
le décrivons comme un modèle de travail; de plus, nous cherchons des méthodes d'échantil
lonnage et d'estimation qui soient robustes, c'est-à-dire efficaces, non seulement selon le modèle 
de travail, mais aussi suivant d'autres modèles qui décriraient mieux les relations entre les 
variables présentes dans la population étudiée. 

Nous désignons par M{bQ,bi, ••• ôy : v) le modèle de régression polynomial général: 

J 

E{Yj) = Y àjffjx^i 
7 = 0 

' Richard M. Royall, Johns Hopkins University Baltimore, MD 21205 U.S.A. 
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coy{Yj,Yj)=\j;''^ '=' 
2 

autrement 

oîi ôj est un indicateur qui prend la valeur zéro ou un selon que la variable expHcative x^ est 
incluse ou non dans le modèle. Le meilleur estimateur Hnéaire sans biais selon ce modèle est 
désigné par 7'(ôo, • . . , ôy : v). Notre premier modèle est donc M(0, 1 : x), et f (0, I : x) est 
l'estimateur par quotient. 

Royall et Herson (1973) ont montré que f (0, I : x) demeure non biaisé suivant M{ôo, ..., 
bj : v) pour n'importe quel vecteur (ÔQ, . ..,bj) formé de zéros et de uns, et n'importe quelle 
série de valeurs Vj, . . . , Vyv, si l'échantillon est équilibré enx,x^, ..., x'': 

Yxijn = Yxfjn j= 1,2, . . . , / . 
s 1 

Cela signifie que dans un échantillon compensé (ou équiHbré), f (0, I : x) est robuste en ce 
sens qu'il demeure non biaisé suivant des modèles de régression qui sont beaucoup plus généraux 
que le modèle de travail M{0, 1 :x). RoyaH et Herson (1973, section 4.5) ont aussi montré 
comment, avec un échantillon à peu près équilibré, on peut obtenir assurément un estimateur 
f (G, I : x) approximativement sans biais. Ils ont de plus montré que dans un échantillon 
équilibré, cet estimateur conserve non seulement sa propriété d'être sans biais mais aussi son 
optimalité suivant de nombreux modèles de régression polynomiaux, notamment M{1 : 1), 
M{1, 1 : x),et M{0, I, 1 : x^). Plus particulièrement, l'estimateur est optimal suivant 
n'importe quel modèle de régression polynomial de degré 7ou moins, à la seule condition que 
la fonction de variance du modèle puisse être exprimée comme une combinaison linéaire des 
variables explicatives. 

Suivant le modèle de travail M{0,l:x), on n'assure la robustesse de l'estimateur par quotient 
dans des échantillons équilibrés qu'au prix d'une grande perte d'efficacité. Suivant ce modèle, 
l'échantillon pour lequel la variance est minimum est constitué des n unités auxquelles corres
pondent les valeurs x les plus élevées, et l'efficacité d'un échantillon équilibré est seulement 
x/maxs{xs). (RoyaH et Herson 1973). 

En ce qui concerne l'estimateur par régression linéaire, on obtient des résultats théoriques 
très comparables aux résultats présentés ci-dessus pour l'estimateur par quotient, exception 
faite d'une différence majeure. L'estimateur est f ( I , I : 1) = N[ys -f 6(x - x^)], où 
b = ï,s(Xi - Xs)yi/ï.s(Xi - Xs)^. Il s'agit de l'estimateur optimal (MELSB) suivant le modèle 
de régression linéaire à variance constante, M( 1, 1 : 1 ). Lorsque l'échantillon est équiHbré, 
cet estimateur est robuste, conservant sa propriété d'être sans biais (et son optimalité) suivant 
la même grande catégorie de modèles de régression polynomiaux que pour l'estimateur par 
quotient. Cependant, à la différence de l'estimateur par quotient, l'estimateur par régression 
n'acquiert pas sa robustesse aux dépens de l'efficacité: la variance selon le modèle de travail 
M(l , I : 1) est réduite au maximum dans des échantillons équilibrés, où Xj = x. Cela 
s'explique par le fait que la variance d'erreur E{t - T)^ est la somme d'une constante et 
d'un terme proportionnel à (jc - JCj)̂  var(è). Pour réduire au maximum var{b), il faut 
maximiser l,s(Xi - Xs)^; or, ce terme est supprimé automatiquement dans le cas des 
échantillons pour lesquels x̂  = x. 

Existe-t-il d'autres modèles où l'échantillon pour lequel la variance du MELSB est minimum 
peut aussi assurer une protection contre le biais dans diverses conditions? En particulier, existe-
t-il des modèles de ce genre pour des problèmes qui impliquent des fonctions de variance non 
constante? Nous montrons qu'il existe de tels modèles en posant un théorème qui définit une 
famille de modèles ayant les propriétés voulues ainsi que les échantillons optimaux 
correspondants. Les résultats présentés dans cet article intègrent ceux de Kott (1984) et de TaUis 
(1986) et en sont la généralisation. Ils se rapprochent étroitement aussi des résultats de Pereira 
et Rodrigues (1983) et de Tarn (1986), sans oublier ceux d'Isaki et Fuller (1982.) 
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2. RÉSULTATS DE BASE 

Il est utile, à ce stade-ci, de recourir à l'écriture vectorielle et matricielle, selon laquelle Y 
est le vecteur de population (F , , Y2, . .., Y^)' et le modèle M{X : V) spécifie que 
E{Y) = Xj3 et yar{ Y) = KCT̂ , où X est une matrice A'̂  x /? de variables explicatives, Kest 
diagonale et le vecteur /3 et le scalaire a^ sont inconnus. Pour un échantillon donné 5 de « 
unités, nous inscrivons d'abord les unités échantillonnées, de sorte que 

©•-a;) '^=a;) . 
où Yr est le vecteur de dimension {N - n) correspondant aux unités non échantillonnées, etc. 
Désignons par 1̂  et I„ les vecteurs (1, . . . I ) ' de magnitude n et {N - n) respectivement. 

Le total de population est T = i;y; -1- I;Y,. Une fois que l'échantillon 5 est observé, on 
connaît le premier terme, 1/}^. On obtient le MELSB de T'en additionnant à cette quantité 
le meilleur prédicteur Hnéaire sans biais de I/F^: 

f{X: V) = i;y, + i;xJ{X: v), 

où ${X : V) = {X;Vf^X,) - ' X^Vf^Y,. La variance d'erreur est 

var(f(A'.- V) - T) = i ; ( A ' ; ^ - % + K)l,a\ 

où As = X^Vf ^Xs. Ces formules se simplifient lorsque le vecteur VI est inclus dans le sous-
espace vectoriel créé par les colonnes de A'et que nous désignons par 311 (A'). 

Lemme 1. Si VI € DU (A'), alors 

f{X: V) = l'Xp{X: V) 

et, suivant M( A': V), 

yar{f{X: V) - T) = {l'XAf^X'l - l'Vl)a^. 

Démonstration: L'estimateur se simpHfie parce que VI € M{X) signifie que VI = A'cpour 
un vecteur c quelconque, de sorte que Ayi^ = X^Vf^XsC,d'oii l^Xj = c'A^'K^'y, = 1/7 .̂ 
La formule de variance découle de la relation cov(f, T) = cov(l'Aj3, l /FJ = l'XAf^X^ls = 
l'Xc = l ' F l . 

Le lemme 1 montre que pour des modèles où VI € 911 (A'), l'échantillon n'influe sur la 
variance que par l'intermédiaire deAfK Cela a pour effet de simplifier l'étude de la relation 
entre la variance et l'échantillon ainsi que la recherche d'échantillons efficaces. 

L'ensemble des échantillons qui satisfont 

l^Wf'^'Xs/n = l'X/1'W'^'l, 

où West une matrice N x N, sera désigné par 5(A' : W). Lorsque West la matrice unité, / , 
B{X : I) désigne l'ensemble des échantillons équilibrés en fonction des colonnes de A'. Royall 
et Herson (1973) ont démontré que, suivant un grand nombre de modèles de régression poly
nomiaux, les MELSB se simplifient grandement dans des échantillons équilibrés: 
Théorème 1. Suivant M(A' : K), où FI € M(A'), si 5 € fi(A' : / ) , alors 
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f{X: V) = {N/n)l^Ys 

yar{f{X: V)) = [(N/n) - l]l'Vla^. 
(1) 

Le théorème suivant montre que si K = /, la variance en (1) est la plus petite possible, c'est-
à-dire que les échantillons équiHbrés B{X:I) sont optimaux si 71 € 3TI (A') ; ce théorème définit 
aussi des échantillons optimaux pour une classe de modèles qui ont une structure de variance 
plus générale. 
Théorème 2. Suivant M{X : K), si VI et V'^'l 6 311 (A'), alors 

var ( f (A ' : V) - T) >[ {l'V'^'D^/n - l'Vl]a^; 

la variance prend la valeur minimum si et seulement sis i B{X : V), auquel cas 

f{X:V) = {l'V'''l){l^Vs-'''Ys)/n. 

Démonstration: Puisque VI € 311 (A'), la quantité à minimiser est a'A~^a, où a = X'I 
(lemme 1). Or, V'^'l € 31l(A') suppose qu'il existe unp-vecteur q pour lequel K'^'l = Xci et 
comme Kest diagonale, nous sommes sûrs que F / ' 1 ^ = X^Ci pour chaque échantiUon s. Il 
s'ensuit que c{Afi = n et l'inégalité recherchée découle de l'inégalité de Schwarz: 

{a'Ar^a){c{AsCi) = {a'A^^a) .- n > {a'ci)^. 

La condition nécessaire et suffisante pour l'égalité est a ' = kc(A,, où k = 1 ' V'^'l/n. Cela 
équivaut às€ B{X: V) puisque c{As = i;Vs~'''"^s- On obtient ensuite facilement par des 
opérations algébriques les expressions simples pour l'estimateur f{X : V) et sa variance. 

Les formules du théorème 2 sont bien connues dans la théorie classique des sondages (c.-à-d. 
ceHe fondée sur la randomisation). Le MELSB T{X : V) prend la forme élétmentaire de l'esti
mateur de Horvitz-Thompson, fffj = ï.syi/'^i, lorsque ^, la probabilité de sélection pour 
l'unité /, est proportionnelle à vl''\ De plus, la Hmite supérieure de la variance correspond à 
celle qu'ont déterminée Godambe et Joshi (1965, théorème 6.1) pour l'espérance de modèle 
de la variance d'échantillonnage aléatoire. 

Supposons que nous avons, pour un modèle de travail M{X : V) qui respecte les conditions 
du théorème 2, un échantillon optimal s et un MELSB f. Prenons maintenant un modèle plus 
général M{X, Z : V), qui renferme une ou plusieurs variables explicatives additionnelles Z; 
les résultats du théorème 2 sont toujours valables pourvu que l'échantillon appartienne à 
B{Z: V) aussi bien qu'à fi (A': K). L'échantillon et l'estimateur demeurent optimaux suivant 
le modèle plus général et la variance reste inchangée. Autrement dit, il est possible de conserver 
l'optimalité dans notre modèle de travail (échantillon à variance minimum et MELSB) et, en 
même temps, d'assurer une protection contre le biais causé par l'addition de variables 
explicatives Z en soumettant l'échantillon à la contrainte B{Z : V). Non seulement cette 
méthode préserve l'estimateur du biais dans M{X, Z:V), mais aussi eHe garantit l'optimalité 
et de l'échantillon et de l'estimateur dans le mode le plus général. Évidemment, la propriété 
d'être sans biais est conservée aussi dans le modèle encore plus général M{X, Z : W),oùW 
est une matrice de covariance quelconque. 

3. EXEIMFLES 

Quatre modèles ressortent particuHèrement dans la théorie des sondages pour populations 
finies. D'après la notation utilisée dans la section I pour les modèles de régression polynomiaux, 
ces quatre modèles son tM( l : I ) , M ( l , l : 1), M(0,I : x) e tM(0 , l :x^). Les estimateurs 
optimaux pour les trois premiers modèles sont, respectivement, l'estimateur avec facteur 
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d'extension, l'estimateur par régression et l'estimateur par quotient. Quant à l'estimateur 
optimal pour le quatrième modèle, f(0,l : x^) = Y,syi + (N - n)Xrl,s(yi/nXi), l'estimateur 
par moyenne de quotients fffr = Nx'Zs(yi/nXj) en tient lieu lorsque la fraction de sondage 
n/N est faible. 

Une manière de trouver une méthode d'échantillonnage et d'estimation pratique suivant 
l'un ou l'autre de ces quatre modèles de travail est d'utiliser le meilleur estimateur linéaire sans 
biais selon le modèle tout en garantissant de la robustesse enchoisissant un échantillon pour 
lequel l'estimateur demeure non biaisé dans des modèles de régression polynomiaux plus 
généraux. En ce qui concerne les deux premiers modèles, M( 1 :1 ) et M( 1,1: 1 ), nous constatons 
que cette méthode crée de la robustesse sans que cela se fasse aux dépens de l'efficacité dans 
le modèle de travail. Suivant les deux modèles, la protection contre le biais nécessite un échantillon 
équilibré simple (non pondéré); or, ces modèles satisfont les conditions du théorème 2 avec 
K = /, ce qui impHque que l'échantillon équilibré simple est optimal. 

En ce qui concerne les deux autres modèles toutefois, il est plus difficile de concilier robustesse 
et efficacité. Nous avons noté dans la section I que l'estimateur par quotient était l'estimateur 
optimal dans M(0,1 : x), et tandis que l'échantHlon optimal est constitué des n unités qui maxi
misent x̂ , la protection contre le biais dans M( 1, 1 : x) nécessite un échantillon par lequel x̂  
n'est pas maximisée mais posée égale à la moyenne de la population, x. Il en va de même du 
modèle M{0, 1 : x^) l'échantillon optimal est, là aussi, celui par lequel est maximisée la 
moyenne de l'échantillon, x̂ , mais la protection contre le biais dans des modèles de régression 
polynomiaux nécessite un échantillon "surcompensé", où la moyenne égale S^xf / l^^x, (Scott, 
Brewer et Ho 1978). 

Suivant les deux derniers modèles, M{0, 1 : x) et M{0, 1 : x^), il est possible de créer de 
la robustesse sans trop de perte d'efficacité en utilisant au départ un modèle de travail plus 
général. Le théorème 2 est utile à cet égard. Prenons tout d'abord le modèle M(0, I : x^). Si 
nous utiHsons t{0, 1 : x^) dans un échantillon surcompensé, la variance de l'erreur est 
l {Nx)^/n - l,xf -I- £^(x, - Xs)J']a^. Mais si nous utiHsons le modèle de travail plus général 
M(0, I, I : x^) et l'estimateur f (0, 1, 1 : x^), le théorème montre que tout échantillon où 
Xs = ï.xf/'Zxj est optimal, avec, comme variance minimum, { {Nx)'^/n - l,xf]a^. Par 
ailleurs, il est possible d'obtenir une protection contre le biais dans des modèles de régression 
polynomiaux encore plus généraux sans aucune perte d'efficacité en imposant les contraintes 
rattachées à la condition fi(A': F), c.-à-d. E W ' / « = S T-^//E Î A:, y = 0, 3, ..., J. 
Compte tenu de ces contraintes appliquées à l'échantillon, et que l'on désigne collectivement 
par l'appellation "équilibre en TT", T{0, 1,1 : x^) est l'estimateur par moyenne de quotients 
(Kott 1984). Cet échantillon et cet estimateur conservent leur optimalité dans tous les modèles 
detypeM(ôo, 1, 1,63, ...,bj:x^). 

Il n'existe pas toujours des échantillons équilibrés ô( A' : F). L'exemple ci-dessus le montre; 
lorsque n augmente à un point tel que n/N > N{x^)/Y,xf, il ne peut y avoir d'échantillon 
équilibré en ir car, si c'était le cas, la formule de la variance deviendrait négative. Notons que 
la condition n/N > N{x^)/'£xf suppose que max(x,) > Nx/n, de sorte que dans des 
populations de ce genre, il n'existe pas de plan d'échantillonnage aléatoire avec probabilité 
de sélection proportionnelle à x. 

Pour généraHser l'autre modèle, M(0.1 : x), de manière que le théorème s'appHque, nous 
pouvons ajouter une variable explicative, x'''': 

E{Yj) =&iaxï' + &ix, 

var(y,) = a^Xj. 

Suivant le théorème 2, tout échantiHon qui satisfait l'équation 

Y xi^ln = Y ^il Y ^'' (2) 
s I 1 ' 1 



198 Royall: Robustesse et optimalité de plan dans des modèles de prédiction 

est optimal selon le modèle précité; on a ainsi le meilleur estimateur linéaire sans biais Y.Xj'' 
ï.sXi~'^yi/n et la variance minimum [{Y,x!^')^/n - Nx}a^. Celle-ci se compare avanta
geusement avec la variance de l'estimateur par quotient dans un échantillon équilibré, 
Nx{N/n - l)a\ Par ailleurs, si, de fait, E{Yj) = /3o + ^inxi''' + PiXi + &2x}, il est 
possible de conserver l'optimalité de l'échantillon et de l'estimateur (sans que la variance 
n'augmente) en soumettant l'échantiUon aux conditions supplémentaires suivantes: 

N 

Y^r'-jn-^JY^^ 
(3) 

/ N , N 

Y xr n = Y -U Y ^' 
s I \ ' l 

Avec les conditions (2) et (3), le MELSB prend la forme élémentaire suivante: 

;v 

Y ^1'' Y (>''/̂ '̂ )̂/«' 
1 s 

qui est, en fait, l'estimateur de Horvitz-Thompson pour un plan d'échantillonnage avec 
probabilité proportionneUe à x''''. 

4. ÉCHANTILLONNAGE PROBABILISTE 

Les résultats de la section 2 sont importants par rapport à une variable expHcative non 
observée Z. Si Z était connue pour toutes les unités de la population, comme X l'est, nous 
pourrions utiliser dès le départ M( A', Z : F) comme modèle de travail et f{X, Z : V) comme 
estimateur. Mais supposons que nous ignorons l'importance de Z et que nous utiHsons le modèle 
de travail M(A' : F) et l'estimateur f{X : V) alors que c'est M(A', Z : F) qui est pertinent. 
Dans ces circonstances, nous dirons qu'un échantillon tiré deB( A' : F) est "équilibré en A"'. 
Bien que nous puissions choisir un échantillon qui est équilibré en X, rien ne garantit que ce 
même échantillon sera équUibré en Z; et s'il ne l'est pas, notre estimateur est biaisé: 

E{f{X: V) - T) = [{l/n){l'V'^'l){i;Vs-'''Zs) - l'Zjy. 

où y est le coefficient de Z: EY = X0 •{• Zy. 
On peut assurer une protection contre de tels biais grâce à l'échantillonnage aléatoire. Si 

nous recourons à un plan d'échantillonnage aléatoire avec des probabiHtés de sélection 
ir, = «V/'̂ VI ' F'^'l, / = 1,2, ..., N, nous aurons une espérance d'équilibre en Z: 

£^I;F-'/^Z,/« = rz/i'F'/^i, 

l'indice ir indiquant que l'espérance est définie par rapport au plan d'échantiHonnage aléatoire 
et non par rapport à un modèle de prévision. De plus, si notre plan d'échantiHonnage est conçu 
de telle manière que var^( 1 ' Vf'^'Zs/n) tend vers zéro lorsque n augmente, on peut réduire 
la probabUité de tirer un échantillon fortement déséquilibré, par exemple un échantiHon pour 
lequel |1;F7'' ' 'Z^/« - rZ / rF ' ' ' ' I | > ô, en choisissant une taille d'échantillon, «, suffisamment 
élevée. Autrement dit, l'échantillonnage probabiliste peut produire un équilibre en Z "en 
probabilité". 
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La force de ces observations réside dans leur portée; en effet, elles s'appliquent à n'importe 
quelle matrice Z de variables explicatives. En particulier, elles s'appliquent à la matrice X des 
variables explicatives de notre modèle de travail ainsi qu'aux variables explicatives qui auraient 
été négligées. Naturellement, la faiblesse de ces observations est qu'elles portent sur le processus 
d'échantillonnage plutôt que sur les résultats de ce processus. Une proportion prévisible des 
échantillons qui seront tirés seront fortement déséquilibrés par rapport aux variables explica
tives connues A'. Si l'équilibre en A'est indispensable dans une étude particulière, il ne faudra 
rien laisser au hasard pour sa réalisation (voir l'étude empirique de Royall et Cumberland I98I). 
Les méthodes d'échantillonnage au sort restreint, qui garantissent l'équilibre en A'de l'échan
tillon prélevé - la "méthode du panier" de Wallenius (1980) par exemple - pourraient être 
une solution de compromis acceptable. 

Il arrive qu'une variable expHcative Z dont on ignorait la valeur au moment de l'échantil
lonnage devienne connue par la suite, comme dans le cas de la stratification a posteriori. Si 
on constate que l'échantillon prélevé est mal équilibré en Z, on peut en conclure que l'échan
tillonnage probabiHste n'a pas assuré la protection voulue contre le biais suivantM{X, Z : V); 
s'il est trop tard pour tirer un nouvel échantillon, on doit utiliser un estimateur qui est non 
biaisé suivant ce modèle afin d'assurer une protection contre le biais. Bref, l'échantillonnage 
probabiliste ne garantit pas un équilibre approximatif en Z; il nous permet simplement de dire 
que cet équilibre est très probable. L'échantillonnage probabiliste permet aussi d'affirmer qu'un 
échantillon donné est assez bien équilibré, en l'absence de renseignements visant à prouver le 
contraire. En revanche, il ne doit pas empêcher de constater l'existence d'un déséquilibre lorsque 
c'est le cas. 

Notons que suivant le plan d'échantillonnage probabHiste ci-dessus, l'estimateur ( I ' F ' ' '^ ) 
{lsV~'^'Ys)/n, qui correspond à 7'( A' : F) si FI et V'^'l appartiennent tous deux à 311 (A') et 
si 5 est inclus dans B(A' : F), est non biaisé par rapport à la distribution de probabilité issue 
du plan d'échantillonnage. Toutefois, si l'échantillon prélevé n'est pas équilibré en A'(c.-à-d. 
que si s n'est pas inclus dans B{X : F)) , le même estimateur n'est pas sans biais suivant 
M{X : V). 
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Méthodes robustes basées sur un modèle 
pour des enquêtes analytiques 

T.M.F. SMITH et E. NJENGA 

RESUME 

Dans cet article, on étudie la notion de robustesse appliquée à la randomisation et à l'inférence fondée 
sur un modèle pour des enquêtes descriptives et analytiques. Le manque de robustesse qui caractérise 
les méthodes basées sur un modèle peut être compensé en partie par un plan de sondage élaboré avec 
soin. À partir de méthodes de Hssage, les auteurs proposent des méthodes d'analyse robustes basées sur 
un modèle. 

MOTS CLÉS: Enquêtes analytiques; robustesse; méthodes de lissage. 

1. INTRODUCTION 

Nous allons étudier la notion de robustesse dans l'inférence pour population finie tant du 
point de vue de la randomisation que du point de vue des modèles. Dans son article pionnier 
sur une théorie unifiée du sondage des populations finies, Godambe (1955) n'a pas seulement 
fait la démonstration de son fameux théorème de la non-existence; il a aussi fait des propositions 
concernant l'inférence robuste pour population finie. Il a proposé un modèle de superpopu
lation pour les variables unitaires j ' , et a laissé à entendre que la stratégie, c'est-à-dire le choix 
du plan de sondage et de l'estimateur, devrait dépendre de l'espérance de modèle de la variance 
d'échantillonnage. Il a de plus noté que la propriété d'être sans biais en/? était indispensable 
si l'on voulait appliquer des méthodes optimales. Ces idées ont été développées dans plusieurs 
articles, notamment ceux de Godambe (1982) et de Godambe et Thompson (1977). Les résukats 
de ces études tendent à confirmer l'optimalité de l'échantillonnage avec PPT (probabilité 
proportionnelle à la taille) et de l'estimateur de Horvitz-Thompson (1952). Or, comme l'inef
ficacité de cette approche dans les enquêtes polyvalentes a été démontrée, nous trouvons les 
conclusions relatives à l'optimalité et à la robustesse moins convaincantes que les conclusions 
apparemment négatives sur les fondements de l'inférence. 

Le manque de robustesse de nombreuses méthodes basées sur un modèle est notoire - voir 
Hansen et coll. (1983) - et le gros des ouvrages de RoyaH et des ses collaborateurs, par exemple 
Royall et Herson (1973a,b), sont consacrés à l'élaboration de méthodes robustes basées sur 
un modèle. Après avoir passé en revue ces ouvrages, nous proposons une méthode robuste basée 
sur un modèle pour estimer un grand nombre de statistiques complexes utilisées dans l'analyse 
multidimensionnelle de données d'enquêtes; cette méthode tient compte des effets de l'échan
tillonnage. Ce que nous proposons n'est pas une stratégie mais une procédure qui peut servir 
à l'analyse de données d'enquête après le tirage de l'échantillon. 

2. STRUCTURE FORMELLE 

Pour étudier la robustesse, il faut tout d'abord définir une structure formelle pour l'inférence 
pour population finie à la manière de Godambe (1955). Nous considérons donc une population 
de TV unités désignées par l'ensemble U = (1 ,2 , . . . , A^). À chaque unité / correspond un 
vecteur de valeurs, j»,, qui sera calculé sur la base de l'échantillon, etyu = {yi, ..., y/sf) désigne 
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la matrice des valeurs pour la population finie. Soit un échantillons, sous-ensemble de U, prélevé 
selon certaines règles. Nous nous intéressons ici aux règles qui reposent uniquement sur de 
l'information préalable, 2,, qui existe sur toutes les unités de la population. Soit ly l'infor
mation préalable pour toute la population etp{s \ Zu) la règle d'échantillonnage. Puisque la 
règle ne dépend pas deyy, elle est non informative. Sip{s \ gy) est une règle d'échantillonnage 
aléatoire, elle détermine une distribution de probabilité pour f, l'ensemble des échantiHons, 
laqueHe distribution est à la base de l'inférence de randomisation. Les données d'échantillon 
sont représentées par l'expression d^ = {{i,^,) : les]. Posons y s comme la matrice des valeurs 
pour l'échantiHon; par conséquent, un estimateur sera une fonction des données, d^, et de 
l'information préalable, ^y, qui comprend l'information supplémentaire. Nous désignons par 
Ep, et Vp l'espérance mathématique et la variance en ce qui regarde la distribution/?(5 | Zu) • 

Dans une méthode basée sur un modèle, on suppose, en plus, que les valeurs de la population, 
yy, sont des variables aléatoires. Un inconvénient majeur de ce genre de méthode est de 
spécifier un modèle probabiliste paramétrique pour la distribution conjointe de toutes ces 
variables aléatoires, laquelle distribution doit reposer sur toute l'information préalable, y 
compris celle sur la structre des unités de la population et les relations entre ces unités. Par 
conséquent, les modèles doivent refléter une classification hiérarchique (grappes) et une 
classification par blocs (strates), de même que des corrélations entre les variables. Cette structure 
risque de devenir si complexe qu'on Hmite habituellement l'attention aux matrices de moyennes 
et de covariances. De façon générale, posons f{yu \ Zu',}^) comme la distribution conditionnelle 
pour population finie, où X est un vecteur de paramètres inconnus. C'est là une spécification 
suffisante en ce qui concerne l'inférence prédictive pour des valeurs de population finie comme 
les totaux. Pour ce qui regarde l'inférence analytique pour des paramètres de la distribution 
marginale de^, il faut, en plus, spécifier la distribution marginale des valeurs préalables gy. 
Désignons cette distribution par/(^[/;^); alors, la distribution marginale de yu est 

f(y,u',l) = \f(i!u I lu',W(^u',^)dZu, (2.1) 

où ^ == g(X,^) est le paramètre analysé. 
En appliquant la règle d'échantiHonnage à la population, on obtient les données d^. La 

distribution conjointe des données, d^, et des valeurs préalables, Zu, est 

f(ds,Su',K^) = P(s I Zu) \f(yu I St/;^)/(i:c/;^)% 
(2.2) 

= P{s I Zu)f(i!s I Su','b)f(^u;^), 

où s, désigne les unités qui ne sont pas dans 5. Cette distribution est le fondement d'une méthode 
d'inférence basée sur un modèle. Nous désignons par E,„, et F^ l'espérance mathématique et 
la variance en ce qui regarde le modèle. 

L'expression (2.2) implique que la personne qui fait les inférences doit connaître parfaitement 
la règle d'échantillonnage/)(5 | Zu) comme les valeurs de ̂ y. Si ce n'était pas le cas,p{s | Zu) 
pourrait devenir informative par rapport aux valeurs non observées j ' j , voir Scott (1977) et 
Sugden et Smith (1984) et ne pourrait pas, par conséquent, figurer à l'extérieur de l'intégrale 
de (2.2). 

Dans ce contexte, où il est question à la fois d'échantillonnage aléatoire et de modélisation 
de valeurs, l'inférence de randomisation correspond au cas où les valeurs yy sont des 
constantes inconnues et la distribution de modèle devient dégénérée au point yy. La seule 
probabilité qui reste est celle en/?(5 | Zu), et cette distribution pour l'ensemble f de tous les 
échantillons possibles est à la base de l'inférence de randomisation. Notons que la distribu
tion de randomisation est déterminée entièrement par la règle d'échantiHonnage et les valeurs 
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préalables, lu- Elle ne dépend d'aucun paramètre inconnu ni des données d'enquête, yy. Cela 
a pour effet de rendre p{s \ ^y) non informative car il y a moins de renseignements dans 
P(s I Su) que dans ly à elle seule. C'est ce qui expHque que Godambe ait obtenu des résultats 
négatifs à propos de l'inférence de randomisation. 

Par contraste, l'inférence basée sur un modèle dépend uniquement du terme de l'équation 
(2.2) réservé au modèle, étant donné que/?(5 | Zu) ne contient pas d'information sur^^. Pour 
faire des inférences prédictives sur y,, on se sert de la distribution conditionnelle, 
f(yu |^i,2t/;^). qui est indépendante de fa distribution de randomisation,/?(5 | ^y). La règle 
d'échantillonnage est toujours importante au stade de l'élaboration car elle influe sur l'effi
cience et la robustesse, mais elle n'a aucune importance au stade de l'inférence. Par ailleurs, 
l'échantillonnage aléatoire est un moyen sûr de rendre la règle d'échantillonnage non 
informative, ce qui en fait une méthode d'échantillonnage scientifiquement acceptable. 
Toutefois, les inférences basées sur un modèle peuvent ne pas être robustes si elles dépendent 
largement du choix du modèle, comme le démontrent de nombreux auteurs, notamment Hansen 
et coll. (1983). 

Une solution de compromis serait d'utiliser les deux composantes de l'expression (2.2), soit 
la distribution de modèle et la distribution de randomisation, dans le choix de l'estimateur. 
Cette solution avait été proposée par Godambe (1955) en vue de renverser les résukats négatifs 
qu'il avait obtenus. Il proposak d'utiHser comme critère l'espérance de modèle de la variance 
de randomisation, c'est-à-dire£;„ Vp{ts),où ̂ êst l'estimateur du total Tpour une population 
finie. Afin de trouver une solution optimale dans une classe particulière de modèles, Godambe 
limitait le choix de t^ à la classe des estimateurs non biaises en/?. Cette restriction a fait l'objet 
de nombreuses critiques et plusieurs auteurs, dont Brewer (1979), Sârndal (1980), Isaki et Fuller 
(1982) et Little (1983), ont, par la suite, proposé un assouplissement en reconnaissant la propriété 
d'être approximativement sans biais comme une sorte d'équivalent de la propriété d'être sans 
biais. Cela s'exprime le plus souvent comme la propriété d'être asymptotiquement non biaisé 
selon le plan, laquelle nécessite la construction d'une suite hypothétique de populations finies 
dont la taille tend vers l'infini. Bien que ce raisonnement mathématique puisse sembler décevant, 
la proposition selon laquelle les méthodes, qui sont choisies avant le tirage de l'échantillon, 
devraient dépendre de la moyenne calculée suivant un modèle d'échantillonnage répété est 
parfaitement acceptable. Le problème se trouve plutôt dans la question suivante: quelle 
distribution choisir pour faire les inférences une fois que l'échantillon est tiré? 

3. ROBUSTESSE 

La robustesse est une notion qui n'est pas très bien définie en statistique. Dans VEncyclopedia 
of Statistical Sciences de Kotz et Johnson (1988), il est écrit: 

"(...) une méthode robuste est une méthode qui est efficace non seulement dans 
des conditions idéales mais aussi dans des conditions autres. " (TRADUCTION) 

Et encore, ajoute-t-on, faut-il savoir ce que l'on entend par "conditions autres" et par 
"efficace". Avec cette définition très générale en tête, nous allons étudier la robustesse dans 
l'inférence de randomisation et l'inférence basée sur un modèle pour des totaux de population 
finie. L'impression générale est que le premier type d'inférence est robuste alors que le second 
ne l'est pas. 

Les résultats négatifs qu'a obtenus Godambe peuvent vouloir dire que l'inférence de 
randomisation est irréalisable en règle générale. C'est sûrement vrai en ce qui concerne les 
populations hétérogènes, comme celle de RoyaH ("axe, ass and box of horseshoes"), ou les 
populations qui comptent un petit nombre de valeurs extrêmes, mais pour ce qui a trait aux 
populations homogènes, l'expérience montre de façon très évidente que l'inférence de rando
misation non seulement est réalisable mais fonctionne dans un sens bien défini. 



204 Smith et Njenga: Méthodes robustes pour des enquêtes analytiques 

L'utilisation de l'inférence de randomisation suppose que l'on abandonne certains principes 
statistiques, comme celui de la vraisemblance, au profit du théorème Hmite central, car nous 
prétendons que suivant un échantillonnage aléatoire répété fondé sur la règle/?(5 | Zy) 

^̂  ~ ^ ~ N{0,1), (3.1) 

^Vp{ts) 

pour tout ts qui est approximativement non biais en/? pour T, où TV et « sont grands mais n/N 
est faible. Bien qu'on en ait fait la preuve formelle uniquement suivant l'EAS (échantillonnage 
aléatoire simple) et des plans semblables, des données empiriques montrent que les propriétés 
de couverture par randomisation des intervalles de confiance à 95% du type 

ts ± I . 9 6 ^ T ^ , (3.2) 

où Vp{ts) est un estimateur convergent de Vp{ts), sont approximativement justes sauf dans 
le cas de plans extrêmes ou de populations hétérogènes. 

Sur cette question, Godambe et Thompson (1977) s'expriment dans les termes suivants: 

"On peut interpréter l'utilisation de tels intervalles de la façon suivante: 

I: Nous sommes passablement sûrs, a priori, que y appartient au sous-ensemble 
de R'^pour lequel l'intervalle contient T{y) pour 95% de tous les échantillons 
possibles. 

II: Il n'y a aucune raison de croire que les valeurs y de l'échantillon, combinées 
à toute autre information dont nous pourrions disposer sur la population, 
modifient de quelque façon que ce soit l'affirmation exprimée en I. Par 
conséquent, même une fois l'échantillonnage accompli, nous croyons que si 
on appliquait de façon répétée le plan de sondage à cette population, l'inter
valle contiendrait T{y) dans environ 95% des fois. 

La robustesse de l'intervalle vient évidemment de ce qu 'ilsuffit de conditions très 
larges et essentiellement informelles pour que l'interprétation donnée en I et II 
soit valide. " (TRADUCTION) 

Hansen et coll. (1983) expriment une opinion très semblable: 

"Pour des plans d'échantillonnage probabiliste, les intervalles de confiance 
calculés, étant donné des échantillons suffisamment grands, sont justes en ce sens 
que la probabilité (de randomisation) que ces intervalles renferment la valeur à 
estimer est égale ou supérieure au niveau de confiance théorique et ce, quelle que 
soit la répartition des caractéristiques entre les éléments de la population d'où est 
tiré l'échantillon. " 

"Pour la plupart, le mot robustesse signifie que les inférences qui sont faites à 
partir d'un écantillon ne changeront pas si les hypothèses qui ont été posées ne 
sont pas respectées. En théorie, et même dans les faits, on crée de la robustesse 
dans les sondages probabilistes en ayant recours à un échantillonnage avec 
probabilités connues (c.-à-d. la randomisation) et à des estimateurs convergents 
et en utilisant un échantillon suffisamment grand pour que le théorème limite 
central s'applique, de sorte que l'on puisse dire que les estimations sont distribuées 
approximativement selon une loi normale. " (TRADUCTION) 
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Notons qu'avec cette définition de la robustesse, il ne semble pas nécessaire de préciser ce que 
sont des conditions idéales ou ce que serait une dérogation à ces conditions. L'échantillonnage 
aléatoire et des estimateurs convergents sont les seules choses requises. Brewer et Sârndal (1983) 
sont clairs là-dessus: 

"Les méthodes d'échantillonnage probabiliste sont robustes par définition; comme 
elles n 'utilisent pas de modèle, U est inutile de se demander ce qui arriverait si le 
modèle s'avérait erroné. " (TRADUCTION) 

Comment une méthode statistique peut-elle être si robuste? 

Parce qu'elle est entièrement sous le contrôle du statisticien; celui-ci ne tente pas d'introduire 
des "éléments naturels" dans la structure. La distribution de randomisation a une forme connue 
et ne dépend pas de paramètres inconnus. Il n'est pas nécessaire de faire des inférences sur 
p{s I zu)- De même, c'est le statisticien qui décide de la base de l'inférence: échantillonnage 
répété fond sur la règle/?(5 | Zu)- Les règles d'échantillonnage et les estimateurs utilisés 
peuvent varier selon les statisticiens, mais la procédure qui est représentée par l'expression (3.1) 
engendre des propriétés de couverture approximativement justes dans chaque cas et est donc 
robuste. Voilà un exemple de robustesse-critère. Or, il se peut qu'une procédure donnée ne 
soit pas efficace pour les totaux de certaines variables. Nous avons déjà souligné l'inefficacité 
notoire de l'estimateur de Horvitz-Thompson dans les cas où la variable d'enquête est corrélée 
négativement avec la variable de taille. Lorsqu'on essaie de réaliser des conditions de robustesse 
et d'efficacité parmi un très grand nombre de variables, on en vient souvent à recommander 
l'utilisation d'un plan d'échantiHonnage aléatoire simple stratifié; voir, par exemple, Godambe 
(1982), Hansen et coH. (1983). 

Dans l'inférence basée sur un modèle, le statisticien s'amuse à modéliser la "nature". C'est 
lui qui choisit des distributions de probabilité comme f{yy \ Zu',^), mais la forme réelle de ces 
distributions est inconnue, comme le sont d'ailleurs les valeurs des paramètres. Si un estimateur 
ts de T, est choisi, son espérance mathématique et sa variance dépendront du choix du modèle. 
Les écarts par rapport au modèle peuvent amener une modification de la moyenne et de la 
variance et, par conséquent, une modification des intervalles de confiance qui sont le résultat 
de l'appHcation du théorème limite central aux résidus du modèle. La robustesse attribuable 
au théorème limite central est plus Hmitée dans l'inférence basée sur un modèle que dans l'infé
rence fondée sur la randomisation puisque dans le premier cas, eHe ne s'appHque qu'aux résidus. 
Il est possible d'éHminer certains écarts par rapport au modèle en choisissant un plan de sondage 
convenable, comme le font Royall et Herson (1973a,b), mais on ne pourra jamais obtenir une 
robustesse parfaite. La base de l'inférence est aussi totalement différente. Au lieu d'une 
distribution inconditionnelle fondée sur l'échantillonnage répété, l'inférence basée sur un 
modèle utilise une distribution conditionnelle fondée sur l'échantillon s. 

Ces deux approches sont-elles conciliables? Avant l'échantillonnage, c'est-à-dire au moment 
du choix des méthodes, ces approches peuvent être conciliées. Les tenants de la première position 
comme ceux de la seconde se servent de la même information préalable, Zy, et les deux groupes 
utilisent des modèles pour la proposition de plans de sondage et d'estimateurs et déterminent 
leurs méthodes en fonction de l'erreur quadratique moyenne globale 

E„,Ep{ts - T)\ (3.3) 

Les tenants de la randomisation posent habituellement une condition, comme la propriété d'être 
approximativement non biaisé en/?, tandis que les tenants de la modélisation peuvent exiger 
la propriété d'être approximativement non biaisé selon le modèle, et il est possible de concilier 
les deux positions en choisissant un plan de sondage conçu de telle sorte que l'estimateur non 
biaisé selon le modèle est aussi non biaisé en/?. De cette manière, on exploite au maximum 
l'expression (2.2) et on tire le meilleur des deux approches. 
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Après l'échantillonnage, les possibilités de conciliation sont minces. La base de l'inférence 
n'est pas du tout la même. Dans un cas il est question d'une distribution inconditionnelle et 
dans l'autre, d'une distribution conditionnelle. Royall et Cumberland (1981) ont montré de 
façon concluante comment cela pouvait faire toute la différence. Du même coup, ils ont prouvé 
le manque de robustesse de quelques-uns des estimateurs classiques de la variance fondés sur 
un modèle. 

La conciHation des deux approches est possible dans le cas, par exemple, d'un plan d'échan
tillonnage stratifié. Les tenants de la randomisation comme ceux de la modélisation s'entendent 
pour dire que l'échantillonnage stratifié est robuste, et en ce qui concerne l'ÉAS à l'intérieur 
de strates, les inférences basées sur un modèle et celles basées sur la randomisation s'accordent. 
Ces remarques viennent confirmer l'une des rares observations positives en ce qui concerne 
les enquêtes par sondage: 

Théorème: La stratification est une bonne chose. 

Démonstration: Voir Cochran (1977, chap. 5). 

La stratification nous permet d'examiner de plus près la question de la robustesse. Si un 
tenant de la randomisation et un tenant de la modélisation adoptent tous deux le même mode 
de stratification et le même plan d'ÉAS à l'intérieur de strates, ils feront les mêmes inférences 
pour un échantillon donné. Supposons maintenant que par une analyse plus poussée ou 
l'addition de nouveaux renseignements, on convient qu'il aurait fallu utiliser un niveau de 
stratification de plus. Quel effet cette constatation a-t-elle sur les inférences respectives du tenant 
de la randomisation et du tenant de la modéHsation? Celui-ci dira que le modèle initial a été 
mal spécifié et que, par conséquent, les inférences faites à partir de ce modèle sont biaisées. 
L'estimateur et la variance du modèle initial seront faux. Par contre, le tenant de la randomi
sation pourra dire que l'information additionnelle est intéressante et utilisable pour une 
stratification a posteriori des résultats initiaux, mais aussi qu'on peut, si c'est nécessaire, ne 
pas en tenir compte puisque les inférences initiales seraient toujours valables au sens défini 
en (3.2), la seule conséquence possible étant une perte d'efficacité. D'un côté, on juge que 
l'inférence initiale n'est pas robuste; de l'autre, la même inférence est vraisemblablement 
robuste. Lorsqu'on en fait la moyenne pour des échantiHons répétés, le biais du tenant de la 
modéHsation se transforme, pour le tenant de la randomisation, en une composante de la 
variance d'échantillonnage ou en une perte d'efficacité. En conclusion, si les tenants de la 
randomisation et les tenants de la modéHsation partent de la même base, ils n'interprètent pas 
de la même manière les écarts par rapport à cette base. D'un côté, il s'agit d'un biais; de l'autre, 
il s'agit d'une variance. Peut-on vraiment parler de robustesse dans un cas et de non-robustesse 
dans l'autre? 

4. INFÉRENCE ANALYTIQUE 

En inférence analytique, on ne s'intéresse plus à une fonction connue des valeurs j ' ^ ; , pour 
la population finie, de sorte que même si « = Â , l'inférence renferme toujours un certain degré 
d'incertitude, aussi faible soit-il. Les tests d'hypothèses sont un exemple du genre; l'hypothèse 
nulle de l'absence de différence n'a pas de signification dans une population finie de taille fixe. 
Parmi les objets possibles de l'inférence analytique, notons les paramètres X et ̂ , dans le modèle 
(2.2), ou des fonctions de ces paramètres, commet dans (2.1). D'autres objets possibles sont 
les paramètres des populations finies qui ont un rapport bien déterminé avec la population finie 
donnée, serait-ce par une structure spatiale ou temporelle. On trouvera une analyse récente 
des méthodes d'inférence analytique dans Skinner et coll. (1989). 

L'inférence analytique débute par la spécification du modèle de superpopulation; cette 
opération vise à définir la nature des liens qui existent entre la population finie et la superpo
pulation. On pose souvent l'hypothèse que la population finie est extraite d'une superpopulation 
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comme un ensemble de variables aléatoires i.i.d. (indépendantes et identiquement distribuées). 
L'applicabilité de cette hypothèse à des populations qui ont une structure - c.-à-d. réparti

tion en grappes ou stratification - est discutable. Dans cet article, nous tenons pour acquis cette 
applicabilité, du moins si l'on considère des strates largement définies. Compte tenu de cette 
proposition, un ÉAS tiré de la population finie est aussi un échantillon i.i.d. de la superpopu
lation et les inférences peuvent être faites directement de l'échantillon vers la superpopulation. 
Si l'échantHlon n'est pas un ÉAS mais qu'il est prélevé à l'aide d'un planp {s \ Zu) Qui exploite 
l'information en zu, il rie s'agit plus d'un échantiHon i.i.d. de la superpopulation. C'est ce 
qu'on appelle le problème de l'échantillonnage, et l'effet de l'échantillonnage doit être pris 
en considération dans l'inférence finale. 

Le modèle de superpopulation définit une hiérarchie: 

superpopulation D population finie D échantillon. 

Si la population finie est un ensemble de variables aléatoires i.i.d. tiré de la superpopulation, 
les paramètres de la population finie, par ex. les moyennes, sont liés aux paramètres corres
pondants de la superpopulation dans les termes suivants: 

yu^En,(yu) + Op{N-''^). (4.1) 

Puisque N est habituellement très grand, une inférence sur j'y vaudra bien une inférence sur 
Em{yu)- Les inférences faites suryy au moyen des poids/? rattachés à la règle d'échantillon
nage p{s I Zu) sont le fondement de l'inférence analytique basée sur la randomisation. 
Notons que cette approche dépend fortement de l'hypothèse d'un ensemble de variables 
aléatoires i.i.d. pour la population finie. 

En ce qui concerne les analyses plus complexes, comme l'analyse de régression logistique, 
on peut se servir de la méthode du pseudo-EMV, mentionnée dans Skinner et coll. (1989, sect. 
3.4.4) et Binder (1983), pour définir le paramètre de population finie pertinent de même que 
l'estimateur de randomisation. Le paramètre de population finie est défini habituellement au 
moyen d'une équation d'estimation; voir Godambe (1960) et Godambe et Thompson (1986). 
Comme dans la section 3, les intervalles de confiance reposent sur la distribution incondition
nelle produite par un plan d'échantillonnage aléatoire répété. 

L'inférence analytique basée sur un modèle repose sur trois choses: le modèle intégral de 
la population d'enquête yy, les variables de plan Zu et la règle d'échantillonnage/? (s | Zu), 
c'est-à-dire 

f(yu,Zu,s;>^,^) =f(y,u I Zu',^) f(Zu',^)P(s I Zu)- (4.2) 

Dans le cas de l'échantillonnage aléatoire, le plan d'échantillonnage ne modifie pas la distri
bution conditionnelle/(^(y | 2c/;X) mais transforme la distribution marginale de Zu, qui s'écrit 
f(Zu',^) avant l'échantillonnage, en 

gs(Zu',^) = f(Zu',<è)P(s I Zu) (4.3) 

après l'échantillonnage. Par conséquent, l'échantillonnage n'influe aucunement sur les 
inférences portant sur X, alors qu'il a de l'effet sur les inférences portant sur </> et, donc, sur 
^ = ,?(X,0), les paramètres de la distribution marginale/(^[/;0). Dans le cas des inférences 
portant sur 0 et 0, les données de l'échantillon ne peuvent passer pour des données d'un ÉAS 
tiré du modèle de superpopulation. 
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Si nous supposons que les distributions de la superpopulation sont des distributions normales 
multidimensionnelles, alors 

(i) E{y I z) est Hnéaire en z, et 

(ii) V(y 1 2 ) = - ^ . indépendant de z-

Suivant ces hypothèses de linéarité et d'homoscédasticité, il existe un estimateur de la matrice 
de covariance, 'Zyy, de^ basé sur un modèle, qui s'écrit (voir Skinner et coll. 1989, section 6.4) 

tyy = Yyys + ty, (V^, - V^) b^,, (4.4) 

OÙ Vyys, V^ et by^ sout, dans les deux premiers cas, des matrices de covariance de l'échan
tillon et, dans le'troisième cas, une matrice de coefficients de régression pour des données 
réputées i.i.d. et provenant de la distribution conditionnelle/(^tz | S(/;X). L'expression (4.4) 
est appelée estimateur corrigé de Pearson, en hommage à K. Pearson (1903). 

Par des études théoriques et empiriques, Pfeffermann et Holmes (1985), Holmes (1987) et 
Njenga (1990) ont montré que les inférences faites à partir de (4.4) ne tiennent plus si on s'éloigne 
des hypothèses de linéarité et d'homoscédasticité. Nathan et Holt (1980) avaient proposé une 
version pondérée en/? de (4.4) dans le but d'accroître la robustesse. Pour obtenir le nouvel 
estimateur, il suffit de remplacer toutes les sommes pondérées également dans (4.4) par les 
sommes pondérées en /? correspondantes. On obtient ainsi l'estimateur du maximum de 
vraisemblance pondéré en probabilité {pwml). Les propriétés de cet estimateur ont été étudiées 
empiriquement et théoriquement dans Holmes (1987), Njenga (1990) et Skinner, HoH et Smith 
(1989, chapitre 8). On a observé qu'il avait les mêmes propriétés inconditionneHes que d'autres 
estimateurs pondérés en /?, comme l'estimateur de Horvitz-Thompson de S^j. et des 
propriétés conditionnelles supérieures. Dans l'étude de simulation de la section 6, nous avons 
choisi l'estimateurpivm/pour représenter l'ensemble des estimateurs pondérés en/?. Comme 
la version pondérée en/? de Y^ dans (4.4) est un estimateur convergent selon le plan de K^ ,̂ 
le nouvel estimateur est un estimateur convergent selon le plan de Y,yy- Nous allons maintenant 
examiner une nouvelle méthode robuste basée sur un modèle. 

5. UN ESTIMATEUR NON PARAMÉTRIQUE FONDÉ SUR LES MOMENTS 

Dans cette section, nous tentons de remédier au manque de robustesse d'estimateurs basés 
sur un modèle comme (4.4), qui dépendent fortement des hypothèses de linéarité et d'homos
cédasticité. Si la population finie est constituée d'observations i.i.d. provenant de la super
population et que l'attention se porte spécialement sur les paramètres de la superpopulation, 
Hy ^tY,yy, dans la distribution marginale dey, la méthode que nous utilisons dans les circons-
fances tient compte du fait que les données d'échantillon sont des observations i.i.d. tirées de 
la distribution conditionnelle/(^ | 2) tandis que les variables de plan, Zv, constituent un 
échantillon i.i.d. de taille Attiré delà distribution marginale de z- Pour des raisons de simplicité, 
nous supposons qu'une seule variable de plan a été utiHsée, par exemple une mesure de la taille, 
de sorte que z soit une variable aléatoire scalaire. 

Nous supposons que la moyenne et la matrice de covariance conditionnelles dey étant donné 
z sont des fonctions lisses de z de forme inconnue. Soit 

E{y I z) = fx(z), (5-1) 

V{y\z) =i:yy{z). (5.2) 
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On peut estimer ces fonctions paramétriques à l'aide de techniques d'estimation non paramé
trique comme les méthodes de lissage linéaire. Parmi les méthodes de ce genre, notons 
l'estimation-noyau (voir, par ex. Casser et Muller 1979), la régression locale (voir, par ex. 
Cleveland 1979) et les fonctions splines de lissage (voir, par ex. Silverman 1985). Nous comptons 
estimer une à une les fonctions incluses dans (5.1) en nous servant de l'estimateur noyau 

^(z) = Y ^k(z,zj)yj. (5.3) 
jis 

Nous posons la condition selon laquelle la somme des poids doit être égale à un de sorte que 
l'estimateur soit une moyenne pondérée, et nous utilisons le noyau gaussien, où kest la largeur 
de bande. Ce genre d'estimateur a fait l'objet de nombreuses études, dont l'une des plus récentes 
se trouve dans Casser et Engel (1990). 

La structure propre à (5.1) et à (5.2) suppose implicitement que l'on peut écrire 

de sorte que 

Par conséquent, 

L = l^(Zj) + £j. V'€5, (5.4) 

êj = Hj - è(Zj), j^s. (5.5) 

èjlf = (^j - è(Zj) ) (yj - A(2;) ) ̂  (5.6) 

est un estimateur de Y,yy(Zj). En multipHant chaque terme aai,(zj) de ï,yy{Zj) par un facteur 
d'ajustement linéaire" on obtient 

^ab(z) = Y ^h(Z,Zj)êjaêjà, (5.7) 
jis 

où Wj,{z,Zj) est un noyau à largeur de bande h, laquelle est généralement plus élevée que k, 
qui sert à l'estimation de la moyenne conditionnelle, (5.3). 

Pour ce qui a trait aux estimations des moments marginaux, on a recours aux formules 
standard, à savoir 

liy = E,{^{z)), (5.8) 

^yy = E,{Lyy{z)) -^ V,{^{Z)) . (5.9) 

Or, 

et l'estimateur proposé est 

Hy = î ii(z)f(z)dz. 

ày = \ ii(z)f{z)dz. (5.10) 
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Puisque A'̂  est grand, nous proposons d'utiHser la fonction de densité empirique (Parzen 
1962) définie par l'équation 

dF{z) = f(z) = UN, si z = Zj, j = 1, ...,N, (5.11) 

= 0 , autrement . 

En remplaçant/(z) dans (5.10) par son équivalent en (5.11), on obtient l'estimateur 

'^y = N-' Y i^(^j) • (5.12) 
7=1 

Pour estimer Ç̂ ,̂ , nous suivons une méthode semblable pour le premier terme du membre 
de droite de l'équation (5.9). Le second terme, quant à lui, peut s'écrire 

V,{li(z)) = î (li(z) - iiy){ii(z) - iiy)V(z)dz. (5.13) 

Nous proposons comme estimateur 

N 

yz(li(z)) = N-' Y (è(^j) - '^y)(à(Zj) - '^(y))^- (5-14) 
7 = 1 

Par conséquent, l'estimateur proposé de Lyy est 

hy = ^~'\ Y ^^yy'^^J^ + (̂ (̂ >^ ~ èy)(è(Zj) - èy)^]\ - (5-15) 
' - 7 = 1 -^ 

Dans Njenga (1990), on étudie les propriétés asymptotiques de ces estimateurs. 

Si nous cherchons à estimer I,yy, c'est notamment pour effectuer des analyses multidimen
sionnelles, comme une analyse de régression qui met en rapport au moins deux des compo
santes de;'. Dans la section qui suit, nous donnons les résultats d'une étude de simulation dans 
laquelle un coefficient de régression simple - régression entre deux variables j» est estimé à partir 
d'échantillons aléatoires stratifiés auxquels correspondent des fractions de sondage différentes. 

6. ESTIMATION D'UN COEFFICIENT DE RÉGRESSION: 
ÉTUDE DE SIMULATION 

Soit;' = (;',,;'2)^, avec comme moyenne â  = (/ii,/Li2)^et comme matrice de covariance 

La,! al J 

Nous voulons estimer une fonction de 'Zyy, soit le coefficient de régression linéaire simple 

Bi2 = aii/a\. (6.1) 



Techniques d'enquête, décembre 1992 211 

Nous allons estimer les éléments de Y,yy à l'aide des fonctions suivantes: 

(i) l'estimateur corrigé de Pearson de Y,yy fondé sur (4.4); 
(ii) la version pondérée en probabilité de (4.4); 

(iii) un estimateur noyau fondé sur (5.14). 

Les estimateurs correspondants de fi,2, ou de son équivalent pour population finie, Biiy, sont 
désignés par fii2,,„/, fii2,pwm/ et fii2,„,v respectivement. Dans le premier cas, l'indice "ml" 
signifie que fii2,m/ est aussi l'estimateur du maximum de vraisemblance (maximum likelihood 
estimator - MLE) suivant un modèle normal à plusieurs variables. Dans le troisième cas, 
l'indice "nw" signifie Nadaraya (1964) et Watson (1964). Les deux premiers estimateurs ont 
été retenus à cause de leur bon rendement dans des études de simulation antérieures; voir Skinner 
et coH. (1989 chapitre 8). 

Nous avons effectué trois études de simulation différentes. Dans la première, nous avons 
généré une population normale à plusieurs variables dans le but de comparer le rendement du 
nouvel estimateur avec celui de l'estimateur du maximum de vraisemblance, qui est optimal 
pour les populations de ce genre. Dans la deuxième étude de simulation, nous avons généré 
une population homogène quadratique afin de comparer le rendement des estimateurs dans 
les cas où seule l'hypothèse de linéarité n'est pas respectée. Enfin dans la dernière étude, nous 
avons comparé les estimateurs dans le cas où la structure de la population est inconnue; 
autrement dit, nous avons utiHsé une population "réelle". Dans toutes ces études de simulation, 
nous avons effectué des analyses conditionnelles aussi bien que des analyses inconditionnelles. 
Le premier type d'analyses nous permet de déterminer si un estimateur particulier est efficace 
pour certains échantillons et moins efficace pour d'autres, tandis que le second type évalue 
en moyenne l'efficacité d'un estimateur pour l'ensemble des échantillons qui peuvent être 
produits à l'aide d'un plan particulier. 

Le nouvel estimateur utilise le noyau gaussien 

f^k(Zi,Zj) = qexpl- {Zj - zj)^/2k^], iiU, j€s, 

où Cj = 1/ Syçj exp [-{Zj - Zj) ̂ /2k^ ]. En opérant une simulation avec différentes valeurs 
de k, la largeur de bande, nous avons pu constater que l'erreur quadratique moyenne était 
relativement la même pour un très grand nombre de valeurs de k et que cette constance relative 
avait été rendue possible grâce à un jeu de réduction du biais et d'accroissement de la variance. 
Nous avons choisi pour k des valeurs qui produisaient un biais relativement faible pour chaque 
plan d'échantillonnage stratifié. 

Comme la population "réelle" dont nous disposions consistait en 6,962 observations tirées 
de l'enquête de 1975 sur les dépenses des familles au Royaume-Uni, nous avons construit, pour 
nos simulations, trois populations ayant cette taille, avec comme vecteur de moyennes et matrice 
de covariance 

Ml 

M2 

Mz 

E = 

(T] ffi2 ffij 

<^2, 02z 

al 

Les valeurs réelles de E figurent dans le tableau 6.1. 
La variable de plan, z, repose sur les dépenses d'alimentation, la variable indépendante sur 

le revenu total et la variable dépendante sur les dépenses totales. Nous avons divisé la population 
de 6,962 observations en cinq strates en utiHsant la variable de plan comme critère de stratification. 
L'opération a été effectuée de telle manière que la première strate contenait les 1,393 unités 
ayant les valeurs z les plus basses, les deuxième, troisième et quatrième strates contenaient 1,392 
unités chacune et la cinquième strate contenait les 1,393 unités ayant les valeurs z les plus élevées. 
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Tableau 6.1 
Valeurs de paramètres tirées de la population réelle 

Variable É.T. Matrice de corréladon 

yi Dépenses totales 
y2 Revenu total 
Z Dépenses d'alimentation 

0.668 
0.849 
0.658 

1 
0.75 
0.41 

1 
0.28 1 

Tableau 6.2 

Plans d'échantUlonnage strafifié 

Plans 

Dl Répartition proportionnelle 
D2 Répartition croissante 
D3 Répartition de U 

"l "2 

20 20 
5 9 

40 8 

«3 

20 
16 
4 

«4 

20 
30 

8 

"5 

20 
40 
40 

Symbole 

A 
V 
-1-

Les plans d'échantillonnage utiHsés s'inspiraient de ceux employés par Holt, Smith et Winter 
(1980). Désignons un plan d'échantiHonnage aléatoire stratifié par («i . . . «5), /Î/, unités étant 
prélevées dans la strate/i,/i = 1, . . . , 5. Les plans d'échantillonnage ainsi que les symboles 
utilisés dans les graphiques figurent dans le tableau 6.2. 

Pour les divers plans d'échantillonnage stratifié, nous avons prélevé 1,000 échantillons indé
pendants de taiHe « = 100 dans la population finie. Ces 1,000 échantillons ont servi à estimer 
la distribution d'échantillonnage des diverses statistiques à l'étude. On obtient les résultats 
inconditionnels en faisant la moyenne des statistiques à l'étude pour les 1,000 échantillons. 

Afin d'évaluer les propriétés conditionnelles des estimateurs, nous avons réparti les 1,000 
échantillons en 20 groupes de 50 échantillons chacun, ces groupes étant classés dans un ordre 
précis, c'est-à-dire suivant un mouvement croissant de la valeur de A^^= {S^^ - S^^)/S^^ 
pour les estimateurs "nw" et "ml", où 

Szz = N-^ly{Zj - Zy)\ S^ = « - ' ls(Zi - ^ . ) ^ 

Zy = N-^'^yZj, Zs = n-^Y.sZi, 

et de la valeur de A*/ = (S*„ - S^^)/S^ pour les estimateurs "pwml", où 

S^ = lsWi{Zj - zf)\ z? = IsWiZj, Wj = {NiTj)-' et ir,-

désigne la probabiHté de sélection de l'unité /, de telle sorte que le premier groupe renferme 
les 50 échantillons auxquels correspondent les valeurs de Af̂  (ou de A*[) les plus basses, et 
ainsi de suite jusqu'au 20ème groupe, qui contient les 50 échantiHons auxquels correspondent 
les valeurs de A^ (ou de A*/") les plus élevées. Nous supposons que la variation de Af̂  (ou de 
A*[) à l'intérieur de chaque groupe est faible. On peut alors représenter graphiquement la 
distribution conditionnelle des divers estimateurs, étant donné A £ (ou A*[). 

Dans les deux premières études de simulation, le biais, l'écart-type et l'erreur quadratique 
moyenne sont calculés par rapport à la valeur de Bi2y dans la population finie générée par le 
modèle. On est donc en mesure de les comparer aux valeurs tirées de la population "réeHe" 
de la troisième étude de simulation. 



Techniques d'enquête, décembre 1992 213 

Tableau 6.3 
Biais absolus inconditionnels des trois estimateurs de S|2 

N = 6,962, n = 100 Valeur vraie fl,2 = 0.595 

Plan de sondage 

Dl 

D2 

D3 

B\2,ml 

0.0003 

0.0007 

0.0026 

Viais absolus de 

"l2,pwml 

0.0003 

0.0019 

0.0018 

Bl2.nw 

0.0185 

0.0269 

0.0159 

Tableau 6.4 
Écart type inconditionnel des trois estimateurs de B12 

Plan de sondage 

Dl 

D2 

D3 

.. 
Bl2,ml 

0.0500 

0.0522 

0.0486 

Écarts types 
„ 

^I2,pwml 

0.0500 

0.0693 

0.0710 

„ 

B\2,nw 

0.0507 

0.0531 

0.0503 

Tableau 6.S 
Erreur quadratique moyenne inconditionnelle des trois estimateurs de B12 

Plan de sondage 

Dl 

D2 

D3 

, 
Bl2.ml 

0.0025 

0.0027 

0.0024 

Erreur quadratique 

^ 
"12,pwml 

0.0025 

0.0048 

0.0050 

moyenne 
„ 

Bl2,nw 

0.0029 

0.0035 

0.0028 

Etude de simulation 1 

Dans la première étude de simulation, on a "tiré" les 6,962 valeurs pour population finie 
d'une distribution normale multidimensionnelle; la matrice de corrélation correspondante est 
celle qui figure dans le tableau 6.1. Ces observations devraient mettre en valeur l'estimateur 
^I2,ml-

Les tableaux 6.3, 6.4 et 6.5 donnent, respectivement, les biais inconditionnels, les écarts-
types inconditionnels et l'erreur quadratique moyenne inconditionnelle. 

Comme prévu, l'estimateur Bi2,m/ est celui qui a la meilleure erreur quadratique moyenne. 
Le nouvel estimateur Bi2,nw a des qualités surprenantes; son biais est élevé mais son écart-type 
est comparable à celui de Si2,m/- La valeur du biais est comparable à celles que l'on trouve dans 
d'autres étude pour des populations très lisses (linéaires); voir, par exemple. Casser et Engel 
(1990). Il faut une très forte largeur de bande pour reproduire une fonction très lisse. 
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Figure 6.1 Diagramme de dispersion des moyennes de groupes de B i2,m/ 
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Figure 6.2 Diagramme de dispersion des moyennes de groupes de B I2,pwmi 
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Figure 6.3 Diagramme de dispersion des moyennes de groupes de B12 i 

Les diagrammes conditionnels sont reproduits dans les figures 6.1, 6.2 et 6.3. Ils ne révèlent 
pas d'autres formes de biais que celle que l'on trouve dans le tableau 6.3. Des études antérieures 
montrent que les biais des estimateurs ÉAS et des estimateurs simples pondérés en p ont un 
comportement très régulier (voir Skinner et coll. 1989, chapitres 7 et 8). 

Étude de simulation 2 

Échantillonnage répété dans une population homogène quadratique 

Cette étude de simulation ressemble à une autre effectuée par Holmes (1987). Nous avons 
généré6,962 valeurs de (;',,,;'2;,2,) / = I . . . 6,962, pour population finie en extrayant tout 
d'abord une valeur Zj de la distribution uniforme U{0,10). Une fois cette valeur générée, il est 
possible de calculer les valeurs yu et y2i correspondantes au moyen des équations suivantes: 

et 

y2i = ^2-1- H2ZJ + R2ZJ + 62,-

;',,• = m, -I- HiZj + RiZj + ei,-, 

où e2, et €1, sont des variables aléatoires tirées de distributions normales de moyenne nulle et 
de variance constante, et ^1 ?£ 0,/?2 ?̂  0. Comme dans Holmes (1987), nous avons choisi les 
paramètres de ces équations de telle manière que les régressions de yi et de ^2 par rapport à 
z soient des fonctions monotones croissantes de z et que la régression de yi par rapport à y2 
soit approximativement linéaire de manière à faire du coefficient de régression fi,2 un 
paramètre significatif pour l'estimation. 
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Tableau 6.6 

Biais absolus incondidonnels des trois estimateurs de B12 
N = 6,962, n = 100 Valeur vraie de 5,2 = 0.857 

Plan de sondage 

Dl 

D2 

D3 

Bl2,ml 

0.0119 

0.0923 

0.0124 

Biais absolus de 

"l2,pwmt 

0.0119 

0.0132 

0.0098 

Bl2,nw 

0.0171 

0.5556 

0.0104 

Tableau 6.7 
Écart type inconditionnel des trois estimateurs de B12 

Plan de sondage 

Dl 

D2 

D3 

Bl2,ml 

0.0877 

0.0972 

0.0785 

Écarts types 

Bl2,pwml 

0.0877 

0.1230 

0.1110 

Bl2,nw 

0.0877 

0.1150 

0.0797 

Tableau 6.8 
Erreur quadradque moyenne inconditionnelle des trois estimateurs de B12 

Plan de sondage 

Dl 

D2 

D3 

Bl2,ml 

0.0078 

0.0180 

0.0063 

Erreur quadratique moyenne 

B\2,pwml 

0.0078 

0.0153 

0.0124 

B\2,nv/ 

0.0080 

0.0164 

0.0065 

Les tableaux 6.6, 6.7 et 6.8 donnent, respectivement, le biais inconditionnel, l'écart-type 
inconditionnel et l'erreur quadratique moyenne inconditionneHe des trois estimateurs du coef
ficient de régression. 

Nous constatons que l'estimateur "nw" est fortement biaisé et très inefficient en ce qui 
concerne le plan D2 (répartition croissante), mais qu'il est approximativement non biaisé 
inconditionnellement et efficace en ce qui a trait aux plans Dl et D3. Comme on pouvait s'y 
attendre, l'estimateur "pwml" est approximativement non biaisé inconditionnellement pour 
tous les plans considérés. Bien qu'il soit plus biaisé que "pwml" l'estimateur "nw" l'est moins 
que "ml" pour les plans à probabilités inégales. De plus, "nw" est plus efficient que "ml" 
pour le plan D2 et à peu près aussi efficient pour le plan D3. Il est aussi plus efficient que 
"pwml" pour le plan D3 (répartition en U). 
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Figure 6.4 Diagramme de dispersion des moyennes de groupes de B I2,in/ 
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Figure 6.5 Diagramme de dispersion des moyennes de groupes de B j 2 pwm/ 
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Figure 6.6 Diagramme de dispersion des moyennes de groupes de Bi2,nw 

Les graphiques de l'analyse conditionnelle sont reproduits dans les figures 6.4, 6.5 et 6.6. 
Nous voyons d'après la figure 6.4 que l'estimateur "ml" est approximativement non biaisé 

conditionnellement en ce qui concerne les plans Dl et D3 et qu'il n'est pas plus biaisé condi-
tionnellement en ce qui a trait au plan D2. La figure 6.5 nous montre que l'estimateur "pwml" 
n'est pas plus biaisé conditionnellement dans l'un ou l'autre des plans. Nous voyons d'après 
la figure 6.6 que l'estimateur noyau "nw" n'est que légèrement plus biaisé conditionnellement 
dans chacun des trois plans. 

Etude de simulation 3 

Échantillonnage répété dans une population "réelle" à plusieurs variables. 

Dans cette étude de simulation, nous nous servons des 6,962 données simples réelles tirées 
de l'enquête sur les dépenses des familles pour constituer la population finie. Nous considé
rons les mêmes variables que dans la section 3 et tirons successivement des échantiHons de cette 
population pour analyser les propriétés de robustesse des trois estimateurs par régression. Nous 
nous attendons que la population "réeHe" ne respecte aucune des hypothèses de normalité. 

Les résultats de l'analyse inconditionnelle figurent dans les tableaux 6.9, 6.10 et 6.11. Nous 
constatons que l'estimateur noyau "nw" est le plus efficient et qu'il est approximativement 
non biaisé inconditionnellement pour tous les plans d'échantillonnage. 

L'estimateur "ml" est moins biaisé et plus efficient que l'estimateur "pwml" en ce qui 
concerne les plans à probabilités inégales. 

Les graphiques de l'analyse conditionnelle sont reproduits dans les figures 6.7, 6.8 et 6.9. 
Nous voyons d'après la figure 6.7 que l'estimateur "ml" est approximativement non biaisé 

conditionnellement pour les plans Dl et D2 mais qu'il est affecté d'un faible biais conditionnel 
pour ce qui est du plan D3. La figure 6.8 nous montre que l'estimateur "pwml" n'est pas plus 
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Tableau 6.9 
Biais absolus inconditionnels des trois estimateurs de B12 

N = 6,962, n = 100 Valeur vraie de 0,2 = 0.595 

Plan de sondage 

Dl 

D2 

D3 

Bl2,ml 

0.0245 

0.0260 

0.0128 

Biais absolus de 

^I2,pwml 

0.0245 

0.0408 

0.0355 

Bl2,nw 

0.0056 

0.0060 

0.0072 

Tableau 6.10 
Écart type inconditionnel des trois estimateurs de B12 

Plan de sondage 

Dl 

D2 

D3 

Bl2,ml 

O.IU 

0.106 

O.IU 

Écarts types 

Bl2,pwml 

0.111 

0.132 

0.122 

B\2,nw 

0.111 

0.108 

0.111 

Tableau 6.11 
Erreur quadratique moyenne incondionnelle des trois estimateurs de B12 

Plan de sondage 

Dl 

D2 

D3 

„ 

Bl2,ml 

0.0130 

0.0120 

0.0125 

Erreur quadratique 
„ 

Bl2,pwml 

0.0130 

0.0192 

0.0161 

moyenne 
„ 

B\2,nw 

0.0121 

0.0117 

0.0123 

biaisé conditionnellement dans l'un ou l'autre des plans. Enfin, nous voyons d'après la figure 
6.9 que l'estimateur noyau "nw" est approximativement non biaisé conditionnellement pour 
les trois plans. 

Ces études de simulation nous permettent de conclure que le nouvel estimateur ^i2,„w est 
satisfaisant. Lorsqu'on s'écarte des hypothèses de linéarité et d'homoscédasticité, cet estima
teur paraît robuste pour divers plans de sondage et semble être relativement efficace et avoir 
des propriétés conditionnelles et inconditionnelles raisonnables. Nous savons d'après des études 
antérieures que $i2,pwmi est aussi efficace que les estimateurs pondérés en/? plus classiques sur 
le plan inconditionnel et qu'il a des propriétés conditionnelles de beaucoup supérieures. Compte 
tenu de ce que le nouvel estimateur Bi2_„„ semble avoir, selon cette étude, de meilleures 
propriétés que l'estimateur "pwml", qui avait été choisi pour représenter le groupe d'estima
teurs pondérés en/? à cause de son rendement dans d'autres études de simulation, il est permis 
de croire que /3i2_„„ pourrait être utiHsé dans des études analytiques où on s'intéresse à un petit 
nombre de paramètres clés. 
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Figure 6.7 Diagramme de dispersion des moyennes de groupes de B i2,m/ 
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Figure 6.9 Diagramme de dispersion des moyennes de groupes de B12,nw 
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Quelques travaux récents sur les méthodes de 
rééchantillonnage applicables 

aux enquêtes complexes 

J.N.K. RAO, C.F.J. w u et K. VUE' 

RESUME 

Les méthodes de rééchantillonnage permettant d'obtenir, par inférence, des résultats à partir de données 
d'enquêtes complexes incluent la méthode du jackknife, la méthode BRR ("balanced repeated 
replication") et la méthode d'auto-amorçage. La présente communication passe en revue certains travaux 
récents relatifs à ces méthodes, pour l'estimation des erreurs-types et des intervalles de confiance. Certains 
résultats empiriques relatifs à des statistiques non lisses sont également présentés. 

MOTS CLÉS: BRR; auto-amorçage (bootstrap); jackknife; plans à plusieurs degrés stratifiés; estimation 
de la variance. 

1. INTRODUCTION 

La théorie classique de l'échantillonnage est largement consacrée à l'estimation de l'erreur 
quadratique moyenne (MSE) d'estimateurs sans biais ou approximativement sans biais y d'un 
total y pour l'ensemble de la population. Un estimateur de l'erreur quadratique moyenne, ou 
de la variance, fournit une mesure du degré d'incertitude de l'estimateur Y. Il est de pratique 
courante de supposer que l'estimateur Y suit approximativement une distribution normale, 
puis d'utiliser un intervalle de confiance bilatéral Y ± Za/2s{ Y), ou encore un intervalle de 
confiance unilatéral {Y — ZaS{Y),oo)ou, {- oo,y -f ZotS{Y)), oÙ5(y) est l'erreur-type de 
y (c.-à-d. la racine carrée de l'estimation de l'erreur quadratique moyenne) et z„ est le point 
alpha supérieur d'une variable N{0, 1). Ces intervalles comprennent le total vrai y avec une 
probabilité d'environ 1 - a si la taille de l'échantillon est grande, mais la probabilité réelle 
d'inclure le total vrai pourrait être sensiblement inférieure à 1 - a si l'échantillon est petit 
ou s'il compte beaucoup d'unités de mêmes grappes. Pour des statistiques non linéaires, comme 
des ratios ou des coefficients de régression ou de corrélation, la méthode bien connue de linéa
risation (ou développement de Taylor) est souvent utilisée (voir Rao 1988 pour des applications 
détaillées). Des méthodes de rééchantillonnage, comme le jackknife, la méthode BRR et la 
méthode d'auto-amorçage, sont également employées. En fait, plusieurs organismes américains 
et canadiens ont adopté la méthode du jackknife pour l'estimation de la variance dans le cas 
d'échantillonnages à plusieurs degrés stratifiés. La méthode de linéarisation a l'avantage de 
pouvoir s'appliquer à des plans de sondage généraux, mais elle nécessite l'établissement d'une 
formule d'erreur-type distincte, s{ê), pour chaque statistique non linéaire d. En revanche, les 
méthodes de rééchantiHonnage utilisent une formule d'erreur-type unique pour toutes les 
statistiques d. Toutefois, la méthode du jackknife et la méthode BRR ne sont applicables, stric
tement, qu'aux plans à plusieurs degrés stratifiés dans lesquels les grappes situées à l'intérieur 
des strates sont sélectionnées avec remise, ou dans lesquels la fraction de sondage du premier 
degré est négligeable. La méthode d'auto-amorçage de Rao et Wu (1987) convient à des plans 
plus généraux, mais elle exige d'abondants calculs et son adaptation aux plans complexes n'a 
pas encore été entièrement étudiée. 

' J.N.K. Rao, Department of Mathematics and Statistics, Carleton University, Ottawa (Ontario) KIS 5B6. 
C.F.J. Wu, Department of Statistics and Actuarial Science, University of Waterloo, Waterloo (Ontario) N2L 3G1. 
Kim Vue, Division des méthodes d'enquêtes sociales. Statistique Canada, Ottawa (Ontario) KlA 0T6. 
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Le présent document fait état de certains travaux récents relatifs aux méthodes de rééchan
tillonnage applicables aux enquêtes complexes. Il énonce aussi quelques résultats empiriques 
concernant l'estimation de la variance par la méthode du jackknife et la méthode d'auto-
amorçage, pour des statistiques non Hsses comme la médiane, en vertu d'un échantillonnage 
par grappes stratifié et d'un échantillonnage aléatoire simple stratifié. 

2. ÉCHANTILLONNAGE À PLUSIEURS 
DEGRÉS STRATIFIÉS 

Les enquêtes à grande échelle utilisent souvent des plans d'échantillonnage à plusieurs degrés 
stratifiés comportant un grand nombre de strates, L, et un nombre relativement faible d'unités 
primaires d'échantillonnage (grappes), «A(> 2), prélevées dans chaque strate h. En fait, il est 
très fréquent de sélectionner «/, = 2 grappes dans chaque strate, pour permettre un niveau 
maximum de stratification des grappes, compatible avec l'obtention d'un estimateur valide 
de la variance. Nous supposons que le sous-échantillonnage appliqué aux grappes sélectionnées 
est effectué de manière à permettre une estimation sans biais des totaux des grappes y/,,, 
/ = 1, ..., nf,; h = 1, ..., L. 

Soit w„,vt(> 0) le poids de l'enquête associé au A:-ième élément de l'échantillon (unité finale) 
appartenant à la /-ième grappe sélectionnée dans la h-ième strate. Souvent, les poids de base 
Wj,ji^ sont soumis, au moment de la stratification à posteriori, à une correction visant à les 
rendre compatibles avec des totaux connus de variables propres à la stratification à posteriori. 
L'enquête sur la population active canadienne, par exemple, utilise un estimateur de régression 
généraHsée pour assurer cette compatibiHté. Nous omettrons toutefois cette complication 
dans la présente communication. L'expression suivante définit un estimateur du total de la 
population Y: 

y = Y ^hikyiiiic, (2-1) 

OÙ 5 dénote l'échantillon d'éléments et yj,jj, est la valeur d'un attribut d'intérêt, y, associé à 
l'élément {hik)Ç.s. Nous supposons un niveau de réponse complet pour chaque question. 

Il est de pratique courante de sélectionner les grappes avec probabilités proportionnelles 
à la taille (ppt) et sans remise, afin d'accroître l'efficacité des estimateurs par rapport à l'échan
tillonnage avec ppt avec remise, et pour éviter la possibilité d'inclure plus d'une fois la même 
grappe dans l'échantillon. Toutefois, à l'étape de l'estimation de la variance, les calculs sont 
énormément simplifiés si l'on traite l'échantillon comme si les grappes étaient sélectionnées 
avec remise et que le sous-échantillonnage était effectué indépendamment chaque fois qu'une 
grappe est choisie. Cette simplification se traduit pas une surestimation de la variance de f, 
mais le biais relatif sera vraisemblablement faible si la fraction de sondage du premier degré 
est peu élevée dans chaque strate. 

Si l'on écrit y sous la forme 

Y-Y'"" (2-2> 
A = i 

avec 

'•/./ = Y ("h'>Vhik)yi,ii(, h= Y '•'"•/"'" 
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on note que les r̂ , sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (iid) 
ayant la même moyenne. Y/,, et la même variance dans chaque strate h, selon un échantillon
nage avec remise des grappes. Il s'ensuit que l'expression suivante donne un estimateur sans 
biais de la variance de Y: 

s^Y) = Y ^Ih/nh, (2.3) 
h 

avec 
"h 

{nj, - l)sj„ = Y (rhi - h)^-
1=1 

Si l'échantillonnage des grappes est fait sans remise, s^{Y) produira une surestimation de la 
variance vraie de Y. 

Il est souvent intéressant, par ailleurs, d'estimer la fonction de distribution de la population, 
F{t), et \ep-ieme quantile, B = F-\p),0 < p < l,en particulier la médiane de la popu
lation e = F ' ( 1/2). L'estimateur de l'enquête de F{t) est donné par: 

F{t) = Y '^hikChik, (2.4) 
(/ll*)6i 

oùleswf,,,, = W/„;t/IiW;»vt sont les poids normalisés Y.s'^hik = 1 et où â /yt = isiy,,,,, < ^ et 
^hik = 0, et dans le cas contraire. Lcjo-ième quantile de l'échantillon est ainsi obtenu: 

ê = F-'(p). (2.5) 

En pratique, pour calculer Ô, on classe d'abord les valeurs sélectionnées y,,,,, en ordre crois
sant, disons [y(hik)], puis on cumule les poids connexes ^^t jusqu'à ce qu'on croise/?. Le 
premier ;'(;„;t) que l'on rencontre après avoir croisé/? est considéré comme lep-'ième quantile 
de l'échantillon, ê. Woodruff (1952) a obtenu des intervalles de confiance pour un quantile, 
et Rao et Wu (1987) ont obtenu un estimateur simple de la variance en utiHsant l'intervalle 
de Woodruff (voir aussi Kovar, Rao et Wu 1988, Francisco et Fuller 1991). Shao (1991) a 
examiné des statistiques L générales, notamment le courbe de Lorenz de l'échantillon et l'indice 
de concentration de Gini, qui sont des exemples de statistiques L lisses, et les quantiles de 
l'échantillon, qui sont des exemples de statistiques L non lisses. 

Plusieurs paramètres non linéaires dignes d'intérêt, comme des moyennes de la population, 
des ratios, des coefficients de régression et de corrélation, peuvent être exprimés sous forme 
de fonctions lisses, B = g{Y), d'un vecteur de totaux, Y = (y,, . . . , Y^)', de variables 
convenablement définies. On a alors un estimateur de B sous la forme B = g( F). La méthode 
de linéarisation peut être utilisée pour estimer la variance de g{Y),en vertu de tout plan 
complexe (voir Binder 1983 et Rao 1988). 

3. MÉTHODES DE RÉÉCHANTILLONNAGE 

Les méthodes de rééchantiHonnage, comme la méthode du jackknife et la méthode d'auto-
amorçage, sont largement utilisées dans le cas de variables iid. Des modifications ou des 
prolongements appropriés de ces méthodes ont également été élaborés afin de permettre le 
traitement des données d'enquête provenant d'échantillons stratifiés ou en grappes. Nous 
présentons maintenant un bref compte rendu de certains travaux récents ayant porté sur trois 
de ces méthodes (jackknife, méthodes BRR et d'auto-amorçage), dans le contexte de l'échan
tillonnage à plusieurs degrés stratifié. 

file:///ep-ieme
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3.1 Jackknife 

Pour la simplicité, supposons que B = g{Y) soit une fonction lisse du total estimé Y. Soit 
^(gj) = g(y(gj)) l'estimateur de 6 obtenu de l'échantiHon après avoir omis les données provenant 
de la^-ième grappe sélectionnée dans la g-ième strate {j = 1, ..., ng; g = 1, ..., L), où 

y^gj) = Y '̂ '"*-̂ '"* + Ht i;r^'^^'*r^''*' ^^'^^ 
(liik)is (gik)is^ * ^ 

fljig i^j 

Notons que Y^gJ^ est obtenu en remplaçant le poids du {gik)-'ième élément par ngWgj,,/ {ng - 1), 
i ?f y, mais en conservant les poids originaux, w,,ji„ pour h 7^ g. L'expression suivante donne 
un estimateur courant de la variance de 6 selon la méthode du jackknife avec suppression d'une 
grappe: 

s](B) = Y " - ^ ^ ê (̂ "uv) - ^)'- (3-2) 
«=i "« j=i 

Deux variantes de s]{B) sont obtenues en remplaçant 6 dans (3.2) par 0(g.) = lLjB(gj)/ng et 
B i,)= Egi;^'(«y)/«. où /! = Eg«g- Dans le cas linéaire, B = Y, tous les estimateurs de la 
variance selon la méthode du jackknife sont réduits à l'estimateur "approprié" de la variance, 
s^{Y), donné par (2.3). Rao et Wu (1987) ont effectué une analyse de second ordre des 
estimateurs de la variance de rééchantillonnage quand B est exprimé sous forme d'une fonc
tion lisse de totaux, Y. Leurs principales conclusions concernant la méthode du jackknife sont 
les suivantes: 1) Différents estimateurs de la variance selon la méthode du jackknife sont asymp
totiquement égaux à des termes d'ordre supérieur à mesure que s'accroît le nombre de strates, L. 
2) Dans le cas important où «̂  = 2 pour tous les h, l'estimateur de la variance selon la 
méthode de linéarisation, s\{B), ainsi que l'estimateur de la variance selon la méthode du 
jackknife, sont asymptotiquement égaux à des termes d'ordre supérieur, d'où il résuHe que 
le choix entre les deux méthodes devrait dépendre davantage de facteurs opérationnels que de 
critères statistiques. 

La méthode du jackknife courante avec une suppression, dans le cas d'observations indé
pendantes et identiquement distribuées (iid), comporte un inconvénient, à savoir que contrai
rement à la méthode d'auto-amorçage, eHe n'offre pas d'estimateur convergent de la variance 
pour des statistiques non Hsses, comme la médiane. Shao et Wu (1989), toutefois, ont montré 
que cette déficience peut être corrigée par l'emploi d'une forme plus générale de la méthode 
du jackknife, appelée méthode du jackknife avec d suppressions, dans laquelle le nombre 
d'observations supprimées, d, dépend d'une mesure du degré de Hssage de la statistique. En 
particuHer, pour les quantiles de l'échantillon, la méthode du jackknife avec d suppressions, 
où rf satisfait à la condition A?'''Vcf ^Oetn-d-co quand « - oo produit des estimateurs 
convergents de la variance dans le cas d'observations iid. Ce résultat donne à penser qii'un 
effet semblable pourrait demeurer valable dans la méthode du jackknife avec suppression d'urie 
grappe pour l'échantillonnage à plusieurs degrés stratifié, puisque tous les éléments sélectionnés 
provenant d'une grappe {gj ) incluse dans l'échantillon sont supprimés quand on calcule Sj{B) 
comme en (3.2). Nous nous penchons actuellement sur l'étude théorique de ce problème, mais 
nous avons effectué une étude de simulation Hmitée qui laisse croire que l'estimateur de la 
variance selon la méthode du jackknife avec suppression d'une grappe s]{ê) pourrait se 
révéler un très bon estimateur. Nous allons maintenant exposer les résultats de l'étude de 
simulation pour la médiane, B = F'^Vi). 
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Tableau 1 
Bias et biais relatif en % (entre parenthèses) de l'estimateuur de la variance 

jackknife pour la médiane selon un échantillonage par grappes stratifié 
{n/, = 2, L = 32) et certaines valeurs de corrélation intra-grappes identiques, 

p, et certaines tailles de grappes identiques, M 

0 
0.05 
0.10 
0.20 
0.30 
0.50 

1 

7.5(116) 
-
-
-
-
-

10 

.28(41) 

.22(27) 

.28(28) 

.31(22) 

.32(18) 

.44(17) 

M 

20 

.09(29) 

.09(18) 

.10(14) 

.11(10) 

.11 (7) 

.15 (6) 

30 

.04(15) 

.05(12) 

.06 (9) 

.08 (8) 

.07 (5) 

.11 (5) 

50 

.01(15) 

.03 (8) 

.02 (3) 

.03 (3) 

.01 (1) 

.04 (2) 

Dans l'étude de simulation, nous avons produit des échantillons de grappes stratifiés 
{yiiik, ^ = 1. • •., M;i = 1, . . . , ni,; h = 1, ..., L ) en utilisant le modèle d'erreurs emboîtées 

yi,ik = l^h + "1,1 + e,,ji,ayecaj„ - N{0,ali,) ete,,,,, ~A^(0,a^^), où la taille des grappes, M, 
est supposée identique pour toutes les grappes {hi), et où les corrélations intra-grappes, 
(^li,/(ali, +ali,) = p,,, sont supposées égales pour toutes les strates h (c.-à-d. {i.e., pj, = p). 
Les poids de l'enquête normalisés sont donnés par W;,,̂ ., avec tv ,̂̂  = (^,,/(/2^A/), où Wj, 
désigne la taille relative de la strate /!. Le nombre de strates L{= 32), les moyennes des strates, 
/i/,, les variances al = al,, -h al,, et les tailles W,, ont été choisis de manière à correspondre à 
des populations réelles observées dans une étude américaine intitulée "US National Assessment 
of Educational Progress Study" (Hansen et Tepping 1985). Nous avons produit 1,000 échan
tillons par grappes stratifiés indépendants avec n,, = 2 pour chaque combinaison sélectionnée 
(p,M), puis nous avons calculé le biais et le biais relatif de l'estimateur de la variance selon la 
méthodedujackknife,55(e), pour la médiane: biais de [5}(e')] = 2,53,(0")/1,000 - MSE(e'), 
où si,{6) est la valeur de s] {§) pour le Même échantillon simulé (/ = 1, . . . , 1,000); biais 
relatif de lsl{B)] = biais de [53(0")]/MSE(e'). Nous avons calculé MSE(0) à partir d'un 
ensemble indépeiidant de 10,000 échantillons par grappes stratifiés pour chaque {p,M): 
MSE(0) = Y.,(B, - (9. )VlO,000, où 0, est la valeur de 0'pour le Même échantillon simulé, 
B. = ) : B , / ett = 1, ..., 10,000. 

Le tableau I indique les valeurs simulées du biais et du biais relatif (entre parenthèses) de 
l'estimateur de la variance selon la méthode du jackknife pour certaines combinaisons de p 
et de M. En premier lieu, nous notons que dans le cas spécial de l'échantillonnage aléatoire 
simple stratifié {p = 0,M = 1), le biais relatif est très élevé (116%), ce qui confirme la 
non-convergence de ^5 (B) dans ce cas. En deuxième lieu, nous observons que le biais et le biais 
relatif diminuent tous deux quand M augmente, pour un p donné. De plus, pour une taille de 
grappes donnée M, le biais augmente généralement avecp, mais le biais relatif, en fait, décroît, 
parce que MSE (B) augmente plus vite que le biais quand p s'accroît. Il est réconfortant de constater, 
en effet, que le biais relatif ne dépasse pas 10% pour M > 30etp > O.lOouM > 20etp > 0.20. 

3.2 Méthode BRR 

La méthode BRR ("balanced repeated replication") a été proposée par McCarthy (1969) 
pour le cas spécial important de «;, = 2 grappes par strate. Un ensemble de R demi-
échantillons compensés (répétitions) est formé en retranchant une grappe de l'échantillon dans 
chaque strate. Cet ensemble peut être défini par une matrice de plan R x L dénotée (ô^), 
I < r < /?, I < /z < Lavecô^ = -I- 1 ou - 1 selon que la première ou la deuxième grappe 
de l'échantillon appartenant à la h-ième strate se trouve dans le r-ième demi-échantillon, et 
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Yr^h^h' = 0 pour tout/i 9^ /z', c.-à-d. que les colonnes de la matrice sont orthogonales. Un 
ensemble minimum de R demi-échantillons compensés peut être construit à partir de matrices 
deHadamard {L + 1<R<L + 4) en choisissant n'importe quel ensemble de L colonnes 
excluant la colonnes contenant les valeurs -I- 1. 

Soit 0'''* l'estimateur de B obtenu à partir du r-ième demi-échantillon. Notons que 0'''' est 
obtenu de Ben remplaçant le poids du {hik)-ième élément par 2w/„,t ou 0 selon que la {hi)-ième 
grappe est choisie ou non dans le demi-échantillon. Un estimateur de la variance selon la 
méthode BRR pour B est donné par 

sU(B) =j Y (̂ ''̂ ' - '̂>'- (̂ -̂ ^ 
r = l 

Plusieurs variantes de 5BRR(^) sont aussi disponibles; par exemple, B peut être remplacé par 
B(-) = Y.rB^'^^/R- Dans le cas linéaire, B = Y, tous les estimateurs de la variance selon la 
méthode BRR sont réduits à l'estimateur "approprié" de la variance, s'^{Y), comme pour la 
méthode du jackknife. 

Krewski et Rao (1981) ont établi la convergence desl{B) et de5|RR(0) pour des statistiques 
lisses B = g{Y),a mesure que L augmente. Rao et Wu (1985) ont effectué une analyse du second 
ordre et ont montré que 5BRR(^) et sl{B) ne sont pas asymptotiquement équivalents à des 
termes du second ordre, contrairement à s]{B) et si{B). Shao et Wu (1992) ont établi la 
convergence de s\f(R{B) pour les quantiles, B = F'^p). 

La méthode BRR a été étendue au cas de n,, = p > 2 grappes par strate, p étant premier 
ou une puissance de nombre premier (Gurney et Jewett 1975), mais le nombre de répétitions, 
R, nécessaires est beaucoup plus grand que dans le cas de «/, = 2. Dans beaucoup de plans 
d'enquête, les n,, ne sont pas égaux. Pour tenir compte de ce cas général où les n^ sont inégaux, 
Gupta et Nigam (1987), ainsi que Wu (1991), ont proposé l'utilisation de tableaux orthogo
naux mixtes de force deux pour le tirage d'échantillons répétés compensés, où «/, est le nombre 
de symboles dans la h-'i'eme colonne du tableau. L'orthogonalité du tableau assure que les échan
tillons répétés sont compensés. Comparativement au cas où les «/,. sont égaux, la correction 
des poids de l'enquête est plus complexe. Une méthode appropriée a été énoncée par Wu (1991). 
D'après sa formule (6), deux corrections distinctes devraient être appHquées aux unités sélec
tionnées et non sélectionnées pour faire partie de chaque échantUlon répété. Un traitement algébrique 
simple de l'équation (6) de Wu montre que w^jic devient w/,,,, = [1 4- («/, - i)'''']w,,ik ou 
yŷ '.̂  - [1 _ {n,, - 1)'^'] Wj,ji, selon que le {hik)-ième élément est choisi ou non pour faire 
partie de l'échantillon répété. (Notons que w^̂ . = 2 et wl^j,, = 0 pour n,, = 2). Le calcul qui 
reste pour obtenir B^'"' et 5^RR(0) est le même qu'en (3.3). En outre, ces poids de l'enquête 
modifiés peuvent être appHqués àB = F~^{p),et au cas plus général B = T{F), où Test une 
fonctionnelle de F. Il suffit de remplacer w,,,,, dans (2.4) par ŵ vt ou w^'j,, selon que le 
{hik)-ième élément est inclus ou non dans le r-ième échantillon répété pour obtenir /"•' de 
Fpour le r-ième échantillon répété, ainsi que e<'> = r(F<'''). Le calcul de l'estimateur de la 
variance selon la méthode BRR est le même qu'en (3.3). 

L'utilisation de tableaux orthogonaux mixtes pose deux problèmes. Premièrement, le tableau 
peut être de taille élevée pour un «/, général. Deuxièmement, il n'existe pas de tableaux ortho
gonaux pour toutes les combinaisons de ni,. Une solution pratique consiste à réunir les n,, 
unités primaires d'échandHonnage (upé) de la strate h en deux ou quatre groupes d'upé, puis 
d'appliquer la méthode BRR aux groupes en traitant ces derniers comme des unités. Cette 
extension est appelée la méthode BRR à unités groupées. Comme l'a montré Wu (1991), sa 
perte d'efficacité peut être relativement faible, par rapport à la méthode BRR complète, si les 
groupements sont faits judicieusement. Par exemple, il faut davantage de groupes si n^ est grand 
et si les unités formant la strate sont plus hétérogènes. Pour n,, = 2,3 ou 4, de nombreux 
tableaux orthogonaux mixtes ont été construits (voir, par exemple. Dey 1985 et Wang et Wu 
1991). Si rtft ne peut prendre que les valeurs 2 ou 4, des tableaux orthogonaux saturés peuvent 
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être facilement construits pour n'importe quelle combinaison, comme on peut le voir dans Wu 
(1989). Autrement dit, le nombre de répétitions peut être aussi petit que possible. Par conséquent, 
il est possible de constituer un vaste ensemble de tableaux orthogonaux mixtes en vue d'une 
utilisation pratique si n,, se limite à 2, 3 ou 4. 

La méthode BRR et les prolongements examinés jusqu'ici n'exigent le prélèvement que d'une 
seule unité (upé) par strate pour chaque échantiHon répété. Pour le cas où n^ est grand, disons 
supérieur à 3, Sitter (1992) a proposé l'emploi de multi-tableaux orthogonaux, de façon à 
permettre que le nombre d'unités rééchantillonnées par strate soit supérieur à un. Cela pourrait 
exiger moins d'échantillons répétés et pourrait englober des cas où il n'existe pas de tableaux 
orthogonaux de force deux, par exemple si nj, = 6. 

3.3 Méthode d'auto-amorçage 

La méthode d'auto-amorçage, dans le cas des variables iid, a été abondamment étudiée 
(Efron 1982). Rao et Wu (1987) ont proposé une extension englobant les plans d'échantiHonnage 
à plusieurs degrés stratifiés, mais limitée aux statistiques Hsses B = g{Y). Cette extension 
exigeait, pour que l'estimation de la variance soit valide dans le cas ou n^, est petit, qu'une 
correcdon d'échelle soit effectuée, semblable à celle décrite à la section 3.2. Toutefois, les 
auteurs ont omis de tenir compte du fait que la correction d'échelle devrait porter sur les poids 
de l'enquête WA,̂ . plutôt que sur les valeurs y^jk directement, comme ils le proposaient. Par 
conséquent, leur méthode ne peut être étendue au quantile B = F~\p). Nous présentons 
maintenant une méthode générale englobant à la fois les statistiques lisses et les statistiques 
non Hsses, pour des taiHes arbitraires n,,. En voici le fonctionnement: (i) Sélectionner un 
échantillon aléatoire simple de m,, grappes avec remise parmi les n^ grappes de l'échantillon, 
indépendamment pour chaque h. Soit m^j le nombre de fois que la {hi)-ième grappe de 
l'échantillon est choisie (X, mt, = m^). Définissons ainsi les poids propres à la méthode 
d'auto-amorçage: 

whk = [Il - ('"/,/(«/, - 1))'''^) + (m„/{nh - i))'^'{n„/mj,)ml;i\w„j„. (3.4) 

Si la {hi)-ième grappe n'est pas incluse dans l'échantillon d'auto-amorçage, m^j = 0 et le 
second terme de (3.4) disparaît. Si m,, est choisi de manière à être inférieur ou égal ànj, - 1, 
les poids d'auto-amorçage w^,,, sont tous positifs si w,,,,, ( 0 pour tout {hik)is. Calculer B*, 
l'estimateur de B, selon la méthode d'auto-amorçage, en utilisant les poids ŵ ,-̂  dans la for
mule de 0. La médiane d'auto-amorçage, par exemple, est calculée comme auparavant au moyen 
des poids d'auto-amorçage normalisés ŵ ,vt = W /̂AT/ISM'A/*. pourvu que tous les ŵ ,̂ , soient 
plus grands que zéro, (ii) Répéter de façon indépendante l'étape (i) un grand nombre de fois, 
disons B, et calculer les estimations correspondantes B*if, ..., B*B). 

L'estimateur d'auto-amorçage de la variance selon la méthode d'auto-amorçage s\ooj(B) = 
E*{B* - E*B*)^, est donné approximativement par 

I ^ 
SIOOT(B) =— Y [̂ (6) - ^^^- (3-5) 

^ b=i 

On obtient une variante de (3.5) en remplaçant B par 0f.) = Y,i,B\h)/B. Dans le cas linéaire, 
'^BOOT(^) se réduit à l'estimateur "approprié" de la variances^{Y). 

Rao et Wu (1987) ont obtenu des intervalles de confiance selon la méthode d'auto-amorçage 
pour des foncdons Hsses, 0 = g( y), au moyen d'une approximadon de la distribution de/ = 
(^ - 0)/5y(0) à l'aide de sa contrepartie d'auto-amorçage/* = {B* - 6)/sj{B*),oùsl{B*) 
est obtenue de (3.2) en remplaçant w,,/,^ par ŵ ,vt. Un intervalle de confiance bilatéral au niveau 
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(I - o;) pour B est alors donné par [ B - t*ySj{B), B - tlsj{ê)}, où f£ et tf; sont les points Q;/2 
inférieur et supérieur de /* obtenus de l'histogramme de la méthode d'auto-amorçage de 
^*i). • • •. l*B)- C^^ histogramme d'auto-amorçage peut aussi permettre l'étabHssement d'inter
valles de confiance unilatéraux. Des travaux empiriques de Kovar, Rao et Wu (1988) ayant 
porté sur des fonctions lisses indiquent que l'intervalle de confiance qu'on en déduit avec 
ffi^ - fi^ - \ permet la déterminadon des taux d'erreur tant à l'extrémité inférieure qu'à 
l'extrémité supérieure de manière plus efficace qu'avecl'intervalle jackknife \B - Zan^A^), 
B + Za/2Sj(B) ] , mais que le taux d'erreur total ne se différencie pas de celui obtenu avec cette 
dernière méthode, c.-à-d. que pour des intervaHes bilatéraux, les deux méthodes ont une 
performance semblable pour ce qui est de la probabilité d'inclure la valeur vraie. Si une 
transformation stabiHsatrice de la variance peut être trouvée, par exemple la transformadon 
tanh' ' appliquée au coefficient de corrélation estimé, le problème des taux d'erreur inégaux 
aux deux extrémités posé par l'intervalle jackknife semble se corriger. On peut donc conclure 
que l'intervalle jackknife, ou tout autre intervalle basé sur la théorie normale, s'il se fonde sur 
de telles transformations, peut être udle quand les transformations sont connues, tandis que 
la méthode d'auto-amorçage offre une solution de rechange quand de telles transformations 
n'existent pas ou sont inconnues. 

Nous présentons maintenant les résultats d'une étude de simuladon limitée relative à la 
performance de la méthode d'auto-amorçage proposée dans le cas de la médiane. En udHsant 
la population de base 1 de Hansen-Tepping avec L = 32 strates (voir Kovar et coll. 1988, 
sections 3 et 6 pour avoir des détails), nous avons produit 500 échantillons aléatoires simples 
stratifiés indépendants avec «/, = 5, puis nous avons calculé le biais reladf et le coefficient de 
variadon (stabilité relative) de l'estimateur de la variance basé sur l'intervaUe de Woodruff 
avec a = O.I (voir Kovar et coll. 1988, éq. (2.8)), de l'esdmateur de la variance BRR (3.3), 
ainsi que de l'estimateur de la variance selon la méthode d'auto-amorçage (3.5) et de sa variante 
obtenue en remplaçant B par Bl.y Nous avons udlisé m,, = n,, - 1 et n,, - 3, ainsi que 
B = 500 échantillons répétés selon la méthode d'auto-amorçage pour chaque échandllon, 
tandis que les échantUlons répétés BRR ont été obtenus à pardr d'un tableau orthogonal, au 
moyen de 250 exécutions. Nous avons fait une approximation de l'erreur quadratique moyenne 
vraie de 0 en choisissant 10,000 échantillons aléatoires stratifiés indépendants. Nous avons aussi 
calculé les taux d'erreur à chaque extrémité (taux nominal de 5% à chaque extrémité) et les 
étendues standardisées de l'intervalle de confiance basé sur la loi normale, en utilisant 
l'estimateur de la variance BRR, l'intervalle de Woodruff et l'intervalle selon la méthode d'auto-
amorçage obtenu d'après la méthode des centiles au moyen de l'histogramme de B^i), ..., 
B*B) pour chaque échantillon. 

Tableau 2 
Biais relatif en % et CV en % d'estimateurs de la variance, et taux d'erreur et éteridues 

standardisées d'intervalles de confiance (niveau nominal de 5% à chaque extrémité), 
pour la médiane, selon un échantillonnage aléatoire simple stratifié L = 32, n,, = 5) 

Biais relatif Taux d'erreur Étendue 
ivieinoui 

Woodru 
BRR 

ff 

Auto-amorçage*: 
mh = 

m,, = 

4 

2 

(%) 

4.2 
3.1 

12.6 
(7.5) 
13.0 
(7.8) 

47 
31 

52 
(48) 
54 

(49) 

/ 

4.2 
5.0 

5.0 

5.0 

S 

5.6 
5.0 

5.2 

4.8 

standardisée 

0.997 
1.004 

0.987 

0.988 

Les résultats relatifs à la variante de l'estimateur de la variance selon la méthode d'auto amorçage 
sont indiqués entre parenthèses. 
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Le tableau 2 indique les valeurs résultant de la simulation pour le biais relatif, le coefficient 
de variation, les taux d'erreur des extrémités inférieure (I) et supérieure (S), ainsi que les étendues 
standardisées. En premier lieu, nous notons que l'estimateur de la variance selon la méthode 
de d'auto-amorçage (3.5) affiche un biais relatif plus grand et un coefficient de variadon (CV) 
légèrement plus élevé que sa variante obtenue en remplaçant ^ par B^.y biais relatif de 12.6% 
comparativement à 7.5%, et CV de 52% comparativement à 48% pour m,, = n,, - 1 = 4. 
En revanche, l'estimateur de la variance BRR affiche le biais relatif le plus faible (3.1%) et 
le plus pedt CV (31 %), tandis que l'estimateur de la variance basé sur l'intervalle de Woodruff 
comporte un biais relatif plus faible (4.2%) et un CV comparable (47%). En deuxième lieu, 
les taux d'erreur des extrémités inférieure et supérieure sont voisins du niveau nominal (5%) 
pour les intervalles selon les méthodes d'auto-amorçage et BRR, tandis que les taux d'erreur 
sont légèrement inégaux pour l'intervalle de Woodruff (/ = 4.2% et S = 5.6%). Enfin, nous 
observons que les étendues standardisées sont à peu près égales pour toutes les méthodes. Dans 
l'ensemble, l'estimateur de la variance selon la méthode d'auto-amorçage et les intervalles 
d'auto-amorçage basés sur la méthode des cendles ne se sont pas révélés meilleurs que l'esti
mateur de la variance BRR et l'intervalle connexe basé sur la loi normale, ou que l'estimateur 
de la variance Woodruff et l'intervalle de Woodruff. 
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Estimation pour population finie à l'aide de 
fonctions d'estimation 

HAROLD J. MANTEL' 

RÉSUMÉ 

Godambe et Thompson (1986) définissent et élaborent des méthodes d'estimation optimale simultanée 
de paramètres de superpopulation et de population finie à partir d'un modèle de superpopulation et d'un 
plan de sondage. Dans leurs travaux, ils définissent le paramètre de population finie, 9/̂ , comme la solu
tion de l'équation d'estimation optimale pour le paramètre de superpopulation 8; cependant, un autre 
paramètre de population finie, 0, peut être tout aussi intéressant. Nous proposons d'élargir le modèle 
de superpopulation de telle manière que le paramètre </> soit une fonction connue de d/sj, c.-à-d. 
<̂  = /(S/v)- Alors, <i> est estimé de manière optimale par f(ds), où, d'après Godambe et Thompson 
(1986), ds est l'estimateur optimal de Ôyv étant donné l'échantillon s et le plan de sondage. 

MOTS CLÉS: Fonctions d'estimation; estimateur linéaire généralisé; paramètre de population finie. 

1. ESTIMATION D'UNE MOYENNE 

Dans cet ardcle, nous traitons de l'estimation d'un paramètre de population finie tel que 
la moyenne établie à partir d'une enquête par sondage. Il est aussi question d'un modèle de 
régression hypothétique pour superpopulation qui met en relation la variable étudiée et des 
covariables connues. Le but de cet exercice est d'obtenir une méthode d'estimation qui offre 
de bonnes propriétés aussi bien par rapport au plan de sondage que par rapport au modèle 
hypothétique. Cette étude s'inspire des travaux de Godambe et Thompson (1986). 

Nous supposons que nous avons une population finie d'individus P = [i:i = 1, ..., N]. 
À chaque individu / sont associés une variable inconnue y, et un vecteur de covariables, Xj. 
Celui-ci peut être connu pour tous /eP ou seulement pour les / faisant partie de l'échantillon 
tandis que la moyenne de la population, Xjsi, est connue. Si nous posons E^ comme l'espérance 
par rapport au modèle de superpopuladon, les hypothèses du modèle sont les suivantes: 

(i) yj et yj sont indépendantes pour / 9^ j 

(ii) £'m(^,) = xfp pour un vecteur réel inconnu 0 

(ih) E^{yj - xf^)^ = a\„ i = 1, ..., N, pour des valeurs v,- connues et une valeur a^ 

inconnue. 

D'après Godambe et Thompson (1986), nous définissons un paramètre de population finie 
/3/v comme la solution de l'équation d'estimation linéairement optimale 

g* = Y (̂ ' - '̂• '̂̂ )Vv, = 0, (1) 
1=1 

c'est-à-dire, 

;̂v = (Xj;v^ 'X^) - 'XJ^VfJ 'y^, (2) 

H. J. Mantel, Division des méthodes d'enquêtes sociales. Statistique Canada, Ouawa (Ontario), Canada K1A 0T6. 
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oùyji = {yi, ..., y^), VN, est une matrice diagonale ayant pour éléments V], . . . , Vyy. et X,^ 
est une matrice à A'̂  lignes, la /'-ième ligne étant xJ. 

Or, iSyv est inconnu. Godambe et Thompson (1986) ont défini et élaboré des méthodes 
d'estimation optimale simuHanée de jS et de jS/v à pardr du modèle et du plan de sondage. 
Désignons les données d'une enquête par sondage par x̂  = {('. J',). '€5). 

Pour l'estimation simultanée de (3 et de /3;v> nous considérons des fonctions d'estimation 
h{xs, |8) telles que Ep{h) = g* en (I), où Ep désigne l'espérance par rapport au plan de 
sondage. Une fonction h* de cette classe est appelée optimale si, pour toutes les autres fonctions 
h de la même classe, E^Eplhh'''] - E,„Eplh*h*''^] est définie non négative. Le théorème 1 
de Godambe et Thompson (1986) montre que la fonction optimale h* est définie par l'expression 

h*{Xs, P) ^ Y ^y- - '̂•̂ i3)j:,77r,v,, (3) 

où TT, est la probabilité, selon le plan de sondage, que l'individu / fasse partie de l'échantillon 
s. Nous désignerons la racine de cette fonction par 4 . c'est-à-dire, 

4 = {xjnr ' K- 'Xs)-' xJ n,- ' K- ' y s, (4) 

où y s est le vecteur des yjS pour ids, 11̂  et Vs sont des matrices diagonales ayant pour éléments 
•Kj et V, respectivement, ids, et Xs est une matrice ayant pour Hgnes xf, lis. 

Jusqu'à maintenant, il n'a été question que de l'estimadon de jS ou $N- En réalité, nous 
cherchons à estimer J/v. la moyenne de population des ^,5. Pour cela, nous pouvons utiHser, 
par exemple, un estimateur par régression généralisé, 

J'oREG = xUs + il^s~'(ys - Xs$s)/N, (5) 

où 1̂  est un vecteur de uns dont la grandeur équivaut à la taille de l'échantillon s. Sârndal, 
Swensson et Wretman (1992), notamment, analysent cet estimateur. Le premier terme de 
l'estimateur offre de bonnes propriétés par rapport au modèle tandis que le second terme offre 
de bonnes propriétés par rapport au plan. Toutefois, l'adéquadon de J'GREG au modèle et au 
plan ne dépend pas de la forme particulière de 4 . et rien, à première vue, ne nous empêche 
de croire que l'on pourrait remplacer 4 dans (5) par un estimateur de 0 basé uniquement sur 
un modèle. L'optimalité selon le plan de 4 est apparemment peu pertinente. 

L'estimateur que nous proposons ici étabHt une relation plus étroite entre le modèle hypo
thétique et le paramètre de population finie Jyv- Comme 4v en (2) est estimé de manière 
optimale par 4 en (4), les fonctions de 4v sont esdmées de manière optimale par la foncdon 
équivalente de 4 • Si J'AT = M ^4V POur un vecteur u quelconque, nous estimerons y,s! au moyen 
de M ̂ 4 • Un tel vecteur existe si et seulement si I^ lyy est inclus dans l'espace vectoriel engendré 
par les colonnes de A'yv, auquel cas, si Kŷ l/v = ^ N « . nous pouvons avoir u = Xl/Vfj' 
Xf^a/N = Xjsf. En revanche, si Î l̂ v n'est pas dans l'espace vectoriel engendré par les colonnes 
de Xf^, nous allons l'y inclure. Ce faisant, nous sacrifions quelque peu l'efficacité du modèle, 
bien que la version élargie demeure acceptable par rapport au modèle initial. Nous insistons 
moins sur l'efficacité du modèle afin d'accroître le rapport avec des populations finies. Il est 
intéressant de noter que lorsque les variances du modèle ne dépendent pas de i, notre méthode 
aboutit à l'inclusion d'une constante arbitraire dans le modèle de régression. 

La méthode proposée ici se rapproche beaucoup de celle de Little (1983), qui suggère de 
recourir à l'estimation basée sur des modèles, et seulement les modèles qui produisent des 
estimateurs asymptotiquement convergents selon le plan. Par ailleurs, Isaki et Fuller (1982) 
proposent de se Hmiter aux plans pour lesquels l'estimateur fondé sur un modèle est asympto
tiquement convergent selon le plan. 
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2. COMPARAISON AVEC L'ESTIMATEUR PAR 
RÉGRESSION GÉNÉRALISÉ 

Soit W,sr la matrice de plan pour le modèle élargi, c'est-à-dire 

^N= (V^1^,X^). (6) 

Pour les besoins de l'analyse, nous supposons que I^lyv n'est pas inclus dans l'espace vectoriel 
engendré par les colonnes de A^. De même, posons Ws comme la version augmentée de Xs et 
y, y/S! et 7^ comme les versions augmentées de j8, ^,^, et 4 respectivement. 

Pour des raisons de commodité, nous désignerons notre estimateur de la moyenne de popu
lation comme l'estimateur par régression augmenté, 

JAREG = wjjys. (7) 

Nous allons montrer tout d'abord que JAREG est aussi une sorte d'estimateur de différence 
généralisé. D'après (6), si u est un vecteur de grandeur appropriée dont le premier élément est 
égal à un et les autres nuls, alors W^« = P l̂yv et WJw = 1̂ 1̂ . Par conséquent, 

llUs-'Wsys = u''WlVs-%-'Wsys = M ^ I ^ / ^ - ' n . - ' j ' , = I / H / ' J ; . 

et il s'ensuit que le second terme de l'estimateur par régression généralisé de l'équation (5), 
où 4 est remplacé par 7^, est égal à 0. 

En deuxième lieu, comparons J'AREG (équ. 7) et JGREG (équ. 5). De longs calculs nous 
amènent à l'équation suivante: 

J'AREG = xJs + {Ci/C2)llns-'{ys - Xs$s)/N, 

où 

c, = ij,{v^if, - x^{xlVs-%-'Xs)-'xlns-'is) 

et 

C2 = iIns-'{Vsis - Xs{x]'Vs-%-'Xs)-'xlUs-%). 

Exprimé de cette manière, JAREG ressemble étonamment à J'GREG. sauf en ce qui concerne le 
facteur de pondération placé devant le second terme. Il ne semble pas possible d'expliquer de 
façon heuristique le poids (C1/C2). Cependant, on constate que C] est précisément la somme 
des résidus d'une régression pondérée des v, sur les x, fondée sur l'échantillon s et que C2 
ressemble à un esdmateur d'Horvitz-Thompson de Ci, sauf que les résidus dépendent aussi de 
l'échantillon s. Dans le cas de grands échantillons tirés de grandes populations, (C1/C2) devrait 
tendre vers 1. 

En comparant J'AREG avec^'cREG. nous pouvons dire que le premier est plutôt fondé sur un 
plan tandis que le second est plutôt fondé sur un modèle. Il est vrai que J'AREG est convergent 
selon le plan, mais J'GREG a en plus une caractéristique de plan pour échantillon de taille finie 
en ceci que 7^ est la solution d'une équadon d'estimation qui est non biaisée selon le plan pour 
l'équation à définition de paramètre de /Ŝ v. Les équations à définition de paramètre sont 
traitées dans Godambe et Thompson (1984, 1986). 
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3. ESTIMATION DE LA VARIANCE ET INTERVALLES DE CONFIANCE 

Une méthode de producdon d'intervalles de confiance qui serait conforme à l'idée générale 
des fonctions d'estimation serait de construire un pivot normal multidimensionnel asymptotique 
basé sur h* ainsi qu'un estimateur de la variance correspondante. Les régions de confiance 
approximatives pour 7̂ ^ correspondraient alors à des régions de probabilité de la distribution 
normale mulddimensionnelle estimée de ce pivot approximatif. Or, nous ne nous intéressons 
pas à y s mais à une fonction non injective de cet estimateur. Nous allons opter pour une 
méthode plus simple, à savoir l'estimation directe de la variance deJ'AREG-

Sârndal, Swensson et Wretman (1989) se sont penchés sur l'estimadon de la variance pour 
J'GREG. défini en (5), lorsque le second terme de l'expression est nul. Nous avons vu dans la 
secdon 2 que l'estimateur J'AREG a précisément cette forme. L'estimateur de la variance de 
Sârndal, Swensson et Wretman peut s'écrire 

^s=Yé Y hSisëisEjsSjs, (8) 
iis jiS 

OÙ Ây = {iTjj - Tr,-7ry)/iry, TTy, étant la probabilité de plan que les individus/ety fassent partie 
de l'échantillon s, gjs est le /-ième élément du vecteur ligne w^( W^Vs' ' l l^ ' ^̂ 'j) " ' ^I ^s~ ' . 
et èjs = (yj - xJys)/iTi. Voir Sârndal, Swensson et Wretman (1989) pour une analyse détaillée 
des propriétés de modèle et de plan de Vg en (8). Notons que ;'AREG en (7) peut s'écrire 
J'AREG = liis gis yil-^i et 

J'AREG - yN = Y ^'•'^'•^ ~ ^l(îs - ÎN), 
lis 

où ëjN = (yi - wlyN)/iri. Or, si V^IN = ^N", nous avons wj^ = lyv^yv '̂/v' ^N/^ = 
a'^Wj,V;:i'Wfj/N, de sorte que pour de grands échantillons, gjs tendra vers 1/A/̂ pour ids. La 
variance de plan de J'AREG est donc approximativement égale à 

Y Y ^ijêiNèjN/N\ 
HP jiP 

où Ajj = {-Kjj - TTjTTj), et cette expression peut être estimée au moyen de l'équadon 

1̂1 = D D ^jëisêjs/N\ (9) 
lis iis 

On parle de l'estimateur ci-dessus dans des ouvrages pionniers sur l'estimateur par régression 
généralisé; voir, par exemple, Sârndal (1981, 1982). Nous pouvons considérer l'estimateur Vg 
défini en (8) comme une version de Vi corrigée en fonction des valeurs observées de gjs, i^s. 
Sârndal, Swensson et Wretman (1989) montrent que Vg est souvent non biaisé ou quasi non 
biaisé selon le modèle pour l'incertitude quadratique moyenne de modèle de J'AREG tout en 
étant convergent selon le plan pour la variance de plan du même estimateur. 

On peut maintenant construire des intervalles de confiance approximadfs pour J/v en se 
fondant sur une approximation normale de la distribution de (̂ ^AREG - yN)/[ ^gV^- Cette 
méthode a un fondement asymptodque tant du point de vue du plan que du point de vue du 
modèle, et il est nécessaire de vérifier si elle est bien adaptée à certains échantillons de taille 
finie. À cette fin, on peut, par exemple, comparer un ensemble d'intervaHes de confiance 
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produits à l'aide de cette méthode avec un ensemble d'intervalles basés uniquement sur un 
modèle en supposant la normaHté des erreurs et en udHsant une variable /. Si les deux ensembles 
d'intervalles sont très différents, on aura lieu de douter de la validité des intervalles basés à 
la fois sur un modèle et sur un plan; cependant, d'autres recherches seront nécessaires avant 
que nous puissions résoudre cette question de façon satisfaisante. 

Binder (1983) propose une autre méthode d'estimation de la variance par rapport au sujet 
qui nous occupe. On peut en effet estimer la variance de plan de h* comme estimateur de g* 
à 7/v au moyen des techniques courantes basées sur un plan, en subsdtuant 7̂  à -ŷ f, et on peut 
ensuite calculer la variance de 7̂  comme estimateur de 7̂ ^ au moyen d'une linéarisation de 
Taylor de h* par rapport à -ŷ v. On pourrait recourir aussi à la linéarisation de Taylor'pour 
calculer l'estimateur de la variance d'une fonction de 7̂  qui sert d'estimateur pour la fonction 
équivalente de y/s,. 

4. SUJETS DE RECHERCHE POUR L'AVENIR 

Nous venons de voir comment la méthode décrite dans cet article peut servir à estimer des 
moyennes de populations finies ou, plus généralement, des fonctions de paramètres de régres
sion linéaire. Il est normal de se demander si cette méthode peut aussi servir à l'estimation 
d'autres types de paramètres de populadon finie, comme les fonctions de distribution et les 
quantiles, ou à l'estimadon pour petits domaines et si cela nécessite des ajustements et lesquels. 

Prenons le cas particulier de l'estimation d'une fonction de distribution à un point précis. 
Il y a deux façons d'intégrer de l'information de covariables dans un modèle. La première est 
de poser explicitement la probabilité comme une fonction des covariables, comme dans le 
modèle logistique. La seconde, qui est courante dans l'estimation de fonctions de distribution, 
comme dans Chambers et Dunstan (1986), Rao, Kovar et Mantel (1990) et d'autres, est de poser 
que les résidus d'une régression de la variable observée sur les covariables sont indépendants 
et identiquement distribués suivant une loi indéterminée. Selon cette méthode, le paramètre 
étudié doit être une fonction du paramètre de population finie. Peut-on se servir de cette 
méthode pour l'estimation de fonctions de distribution ou de quantiles? 

Une autre question majeure dans le domaine des sondages est l'estimation pour petits 
domaines, c'est-à-dire l'estimation de totaux, de moyennes ou de proportions pour des sous-
ensembles de la population finie. Platek, Rao, Sârndal et Singh (1987) présentent une analyse 
détaillée de la question. Une façon simple d'adapter la méthode décrite dans la section 1 à 
l'estimation pour petits domaines serait de l'appliquer séparément dans chacun des domaines 
étudiés; il s'agirait alors, en quelque sorte, d'une estimation par régression généralisée avec 
stratification a posteriori. Notons que dans les circonstances, il faut connaître les totaux des 
covariables pour chaque domaine étudié. Une pratique courante dans l'estimation pour petits 
domaines consiste à "emprunter" de l'information dans les domaines voisins par l'intermédiaire 
d'un modèle qui met en relation les petits domaines et certaines covariables de même que les 
petits domaines entre eux. Singh, Mantel et Thomas (1991) font une bonne analyse de la 
question. Une méthode qui s'est avérée très udle est l'estimation empirique de Bayes fondée 
sur des modèles à effets aléatoires, que l'on doit à Fay et Herriot (1979). Liang et Waclawiw 
(1990) examinent des fonctions d'estimation destinées à des modèles empiriques de Bayes. Est-il 
possible de construire des modèles qui visent à "emprunter" de l'information dans les domaines 
voisins de manière que les paramètres étudiés deviennent des fonctions d'un paramètre de 
population? 
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Estimation par la méthode du maximum 
de vraisemblance dans des enquêtes 

par sondage complexes 

ABBA M. KRIEGER et DANNY PFEFFERMANN' 

RÉSUMÉ 

L'estimation de vraisemblance maximale fondée sur des données d'échantillon complexe nécessite une 
plus grande modélisation en raison de l'information contenue dans le plan d'échantillonnage. Par ailleurs, 
on peut appliquer des pseudo-méthodes du maximum de vraisemblance, qui consistent à maximiser des 
valeurs estimées de la fonction de caractérisation du recensement. Dans cet article, nous examinons 
quelques-unes des méthodes décrites dans les ouvrages spécialisés et nous les comparons à une nouvelle 
méthode qui tire son origine de la notion de "distributions pondérées". Les comparaisons portent 
principalement sur des situations où la totalité ou une fraction des variables de plan sont inconnues ou 
mal spécifiées. Les résultats obtenus avec la nouvelle méthode sont encourageants mais précisons que 
notre analyse se limite actueUement à des situations simples. 

MOTS CLÉS: Estimateurs corrigés selon le plan; plans "neutres" et plans informatifs; pseudo-méthode 
de vraisemblance; distributions pondérées. 

1. INTRODUCTION 

On se sert souvent des données d'enquête pour faire de l'inférence analytique sur des 
paramètres de modèle comme les moyennes, les coefficients de régression, les probabilités par 
case, etc. Les modèles se rapportent aux données de la population; c'est pourquoi on les appelle 
modèles de recensement. Lorsqu'elles sont appliquées à des données d'enquête, les méthodes 
du maximum de vraisemblance "classiques" présentent un inconvénient en ceci que le modèle 
qui est valable pour l'échantillon peut être très différent de celui qui est valable pour la popu
ladon à cause des effets d'échantillonnage. 

Pour illustrer le problème et quelques-unes des solutions proposées dans la littérature 
statistique, prenons un exemple simple. Une population U est constituée de Alunites désignées 
par ( 1, . ..,N\.k chaque unité / correspond un vecteur ( Y„Zj) de mesures indépendantes 
tirées d'une distribution normale bidimensionnelle de moyenne /i' = {ix.Y,ix,z) et de matrice 
des variances-covariances 

[ a\, ay£\ 

Les valeurs (j'„z,) sont observées pour un échantillon 5 de « < < N^unités prélevées suivant 
un plan d'échantillonnage probabiliste. On cherche à estimer jxyet ay. Nous considérons trois 
cas qui se distinguent l'un de l'autre par le processus d'échantillonnage et le genre de données 
disponibles. 

Cas A - L'échantillon est tiré suivant un plan d'échantillonnage aléatoire simple avec remise 
et seules les valeurs ( {y,, Zj), Us] sont connues. En désignant les unités de l'échantillon par 
(1, ..., n], nous pouvons dire que 7], . . . , Y„ .-^ 7V(;Liy,CTy-) ce qui donne 

' Abba M. Krieger, Department of Statistics, University of Pennsylvania, Philadelphia, PA 19104. Danny Pfeffermann, 
Department of Statistics, Hebrew University, Jérusalem 91905. 
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Ar = .V. = E /= lyiln; à\ = I f= 1 (yj -ys)''/n=s\ (1.1) 

comme EMV de ̂ y et de ff y. De toute évidence, £;vf(Ar) = li-Y^tEM\\n/{n - Ulffy) = a], 
où EM{ • ) représente l'espérance mathématique selon le modèle, les unités de l'échantillon 
étant invariables. 
Cas B - L'échantillon est tiré avec des probabiHtés proportionnelles à z, avec remise de telle 
sorte qu'à chaque tirage k = 1, ..., n,Pj = P{ies) = z,/ Eyli Zj. Les données connues de 
l'analyste sont (;'„2„/€5) et U„+i, ...,ZN]- Supposons que Corr( Y,Z) > 0. Cela implique 
que P{Yj > ixy \ /€5) > 1/2 étant donné que le plan d'échantillonnage favorise le tirage 
d'unités pour lesquelles la valeur de Z et donc celle de 7 sont élevées. De toute évidence, les 
estimateurs définis en (l.I) ne peuvent plus être des EMV dans les circonstances. 

La situation que nous venons de décrire correspond à l'exemple "classique" des données 
manquantes qui fait souvent l'objet d'analyses dans les ouvrages statistiques (Andersen 1957). 
Les EMV de /iy et de ay sont, dans ce cas-ci, 

Î^Y = ys + b{Z - Zs); àl = sl-\- b\sl - sh, (1-2) 

où Z =Ef=i2//A .̂ Zs =E"=iV«, b =Y.Ui(yi - ys)(Zi - Zs)/i:Ui(Zi - Zs)^, 
S\ = E/li(2/ - Z)^/Net si = E?=i(2( - Z5)V«. Notons que dans ce cas-ci, il est possible 
d'atténuer les effets d'échantillonnage en modélisant la distribution conjointe de la variable 
de réponse Y et de la variable de plan Z. On dit alors du processus d'échantillonnage qu'il est 
"neutre" (voir secdon 2.1). 
Cas C - Mêmes conditions que dans le cas B, sauf que seules les valeurs d'échantillon 
{(yi, Zj), /es) et les probabilités d'échantiHonnage [P,, i^s] sont connues. Bien que les valeurs 
dezj,i = 1, . . . , N, soient connues au moment de l'échantillonnage, il arrive souvent que les 
fichiers destinés à l'analyse secondaire ne contiennent pas d'information sur les variables de 
plan ou les probabilités de sélection relatives aux unités qui ne font pas partie de l'échantillon. 

Les estimateurs définis en (1.2) ne sont plus pertinents dans les circonstances puisque la 
moyenne et la variance de Z pour la population sont inconnues. Toutefois, en ce qui concerne 
les grandes populations, pour lesquelles Z= constante, on peut définir un EMV approximatif 
de ixy par l'expression /i?_ = Ps + b*{l/N - Ps),oùPs =Y.'i=i Pi/n etb* = E "= ipi - Ps) 
{Pj - Ps)/Ï, "=\{Pi - Ps)^- L'estimateur fx* se justifie par le fait que P, = Zj/NZ, de telle 
sorte que pour Z = constante, ( Y,, P,) est un vecteur de valeurs tirées d'une distribution 
normale bidimensionnelle où P = E /^ iPi/^ = 1 /^- Cet estimateur est une illustration du cas 
où, comme le recommande Rubin (1985), on utilise les probabilités d'échantillonnage en 
remplacement des variables de plan lorsque l'information sur ceHes-ci est incomplète. 

Il est possible d'obtenir un EMV approximatif pour le cas C en appliquant ce que les auteurs 
appellent la pseudo-méthode de vraisemblance. Celle-ci est décrite dans la section 2; disons 
qu'elle consiste essentiellement à maximiser un estimateur convergent selon le plan de la fonction 
de caractérisation du recensement, c'est-à-dire de la fonction de caractérisation que l'on aurait 
obtenue dans le cas d'un recensement. Cette fonction n'est aucunement influencée par le plan. 
La pseudo-méthode de vraisemblance produit pour le cas C les estimateurs suivants: 

i^Y = yps-i: ?=iH'f.v,/E ?=,<; àl = sl = l U<(y, - yps)'ilU< (1-3) 

où w* = {l/nPj). Comme K,̂  et sj spnt des estimateurs convergents selon le plan de 
y = 'LÎLiyj/Net de Sy = Eî=\(yi - Y)'^/Nrespectivement, ils sont aussi des estimateurs 
convergents de /xy et de a\ en ce sens que plim„^ oo,Ar_a, {yps, s^) = (i^y, oy). 

Dans cet ardcle, nous étudions une autre méthode d'estimation fondée sur le principe du 
maximum de vraisemblance; cette méthode est, en théorie, appHcable même lorsque l'analyste 
dispose pour seule information des données de l'échantillon. Inspirée de la théorie des 
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distributions pondérées (Rao 1965, 1985; Padl et Rao 1978), la méthode en question utilise 
les probabilités d'échantillonnage. Nous l'illustrons ici en nous servant de distributions normales 
et de deux plans d'échantillonnage différents; l'étude montre que la méthode est efficace dans 
ces conditions. Un autre avantage que semble faire ressortir l'étude empirique par rapport à 
la méthode proposée est sa robustesse devant une mauvaise spécification des variables de plan. 

La section 2 sert à passer en revue les diverses méthodes d'estimation fondées sur le principe 
du maximum de vraisemblance qui sont traitées dans la littérature statistique. Dans la section 3, 
nous exposons dans ses grandes lignes la nouvelle méthode. La section 4 sert à décrire l'étude 
empirique et à en exposer les résultats. La section 5 renferme les conclusions. 

2. EXAMEN DES MÉTHODES TRAITÉES DANS 
LA LITTÉRATURE STATISTIQUE 

Dans cette section, nous examinons sommairement les méthodes que l'on propose dans les 
ouvrages statistiques pour établir des estimations à partir de données d'enquête selon le principe 
du maximum de vraisemblance; il peut s'agir de la méthode du maximum de vraisemblance 
ou de versions approchées de cette méthode. Afin de mieux saisir la difficulté du problème, 
nous allons d'abord étudier la notion de plan d'échantillonnage "neutre". Pour une analyse plus 
détaillée de la méthode du maximum de vraisemblance et des autres méthodes destinées à l'infé
rence analytique pour les enquêtes par sondage, le lecteur se référera à Pfeffermann (1993). 

2.1 Plans d'échantillonnage "neutres" et informatifs 

Supposons que Z' = (Zj, . . . , Z,^) désigne /f variables de plan (variables auxiliaires) qui 
servent à l'élaboration du plan de sondage et désignons par Z = ( | i , . . . , ZN) ' la matrice 
Â  X AT des valeurs de Z, de sorte que z, est le vecteur se rapportant à l'unité /. Les variables 
de plan peuvent comprendre des variables indicatrices de strate ainsi que des caractères 
quantitatifs pour les unités et les grappes. Désignons par Y' = (y,, . . . , Yp) les variables de 
réponse. Pour des raisons de commodité, nous supposons que Y est indépendant de Z bien 
que, comme nous le mentionnons plus bas et le soulignons dans l'étude empirique, les 
probabilités d'échantillonnage puissent dépendre directement des valeurs de Y. La matrice des 
valeurs des variables de réponse, Y = (y,, . . .,yN), peut être décomposée sous la forme 
y = [Ys, Yg], où ŷ  = ( ,̂-,/65) et Ys = {yi,iis]. Soit / = (/i, ...,1^)' un vecteur d'indi
cateurs d'inclusion dans l'échantiHon conçu de telle sorte que /,• = 1 lorsque lis et /, == 0 dans 
le cas contraire. 

Comme nous l'avons vu dans l'introduction, l'inconvénient majeur de l'estimation par la 
méthode du maximum de vraisemblance (MMV) sur la base de données d'enquêtes complexes 
est qu'en règle générale,/(y^;X*) 9^ | / ( y;\)c?yj-, oùlesymbole/( • ; •) représente la densité 
de probabilité. Nous avons aussi vu dans l'introduction qu'il est parfois possible de résoudre 
cette difficulté en modéHsant la distribution conjointe de y et de Z. Par conséquent, supposons 
que l'on connaît la valeur de Z pour chaque unité de la population et que l'on observe Y 
uniquement pour les unités de l'échantillon. On peut donc exprimer la densité de probabilité 
conjointe de l'ensemble des données par la formule 

f{Ys,I,Z;6,<^,pJ = lf{Ys,Ys \ Z;Bi)P{I \ Y,Z;p_i) g{Z;c^)dY-s. (2.1) 

Si on fait abstraction du processus d'échantillonnage dans l'inférence, celle-ci reposera donc 
sur la distribution conjointe de Ĵ  et de Z; autrement dit, on ne tient pas compte du terme de 
probabiHté, P{I \ Y, Z; pi), qui figure dans le membre de droite de l'équation (2.1). 
L'inférence sera donc basée sur l'équation 

/ ( Ys, Z; 6,<^) = j / ( Ys,Y, | Z;0,) g{Z;<^)dYs. (2.2) 
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On dit que le processus d'échantillonnage est "négligeable" ou "neutre" si l'inférence fondée 
sur (2.1) équivaut à ceHe fondée sur (2.2). C'est exactement ce qu'on observe pour les plans 
d'échantillonnage qui dépendent seulement des variables de plan, Z, puisque dans ce cas, 
P{I \ Y, Z;pj) = P(I\ Z;p_i). Rubin (1976), Little (1982) et Sugden et Smith (1984) définissent 
et illustrent fes conditrons exactes qui doivent exister pour que l'on puisse faire abstraction du 
processus d'échantillonnage. 

Les difficultés que soulève l'estimation par la méthode du maximum de vraisemblance (MMV) 
sur la base de données d'enquêtes complexes apparaissent maintenant plus clairement compte 
tenu des équations (2.1) et (2.2). En premier lieu, il faut connaître toutes les variables de plan 
pertinentes ainsi que leur valeur pour la population. Or, comme on l'affirme souvent dans les 
ouvrages statistiques (voir Pfeffermann 1993 pour une bibliographie), ce n'est pas nécessairement 
le cas. En deuxième lieu, il faut que le processus d'échantillonnage soit "négligeable" au sens 
où nous l'entendons ci-dessus ou encore, que les probabilités P ( / | Y,Z;p) soient modélisées 
et incluses dans la fonction de vraisemblance. Enfin, l'utilisation de la MMV exige la 
spécification de la densité de probabiHté conjointe/( Y,Z;B,<^) = f(Y \ Z;Bi)g{Z; ^ ) . 

2.2 MMV exacte basée sur une factorisation de la fonction de vraisemblance 

Anderson (1957) a été le premier à proposer la factorisation de la fonction de vraisemblance 
pour des données tirées d'une distribution normale multidimensionnelle. La factorisation est 
réalisable lorsque les observations sont organisées selon un plan hiérarchique, c'est-à-dire 
lorsqu'il est possible de constituer l'ensemble de variables d'enquêteXi, ..., Xpde manière 
que Xj soit observée pour toutes les unités pour lesquelles Xj+i est observée, 
j = 1, ..., {p - 1). Rubin (1974) étend l'analyse à d'autres distributions et à des structures 
de données plus générales. HoH, Smith et Winter (1980) reprennent le raisonnement pour 
l'estimation de coefficients de régression basée sur des données d'enquêtes à plan de sondage 
complexe. 

Supposons que le processus d'échantillonnage est "négligeable", de sorte que l'inférence 
peut reposer sur la distribution conjointe/( Ys,Z;B,<^) = f{Ys \ Z;di) g{Z;(^). On peut en 
conséquence factoriser la fonction de vraisemblance comme suit: 

L{6,c^;Ys,Z) = L(Bi;Ys \ Z) L{<^;Z). (2.3) 

En supposant que les paramètres 0, et 0 soient distincts au sens où l'entend Rubin (1976), on 
peut calculer l'estimation la plus vrai'semblable de chacun de ces paramètres à l'aide des 
composantes respectives de l'équation (2.3). 

Si on applique (2.3) dans le cas où (J / ' .Z / ) sont tirées d'une distribution normale 
multidimensionnelle, on obtient les EMV suivants pour ^xy = E{Y) et Ey = y (Y) 
(Anderson 1957). 

y ^ îs + hZ - îs)', IY = Syy + B{Szz - Szz]B', (2.4) 

où (ys,Zs) = i:U(yi,Zi)/n, Z = E / l i Zj/N,Szz = l'li(Zi - Z){zj - Z)'/N, Szz = 
E"=i(?/ - Zs){Zj - Zs)'/netB = lU{yj - | . ) ( ? / - zj'szz'/n. 

On déduit directement de (2.4) l'estimation la plus vraisemblable de la matrice des coeffi
cients, Bi2, de la régression à plusieurs variables de y, par rapport à Y2, oùY' = {Y{ ,Y2). 
Par conséquent, si 

Ey = 
Lu, 1,12 

E21. L22. 
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où 

Ijj = cov[(y,^y/)'], i,j = 1,2, fi,2 =i:,2 I2-2' et B12 = ti2 tn'-

En ce qui a trait à l'expression explicite de B12, voir HoH, Smith et Winter (1980). 

2.3 Estimateurs corrigés selon le plan (ECP) 

Supposons qu'on puisse faire abstraction du processus d'échantillonnage. Désignons par 
(N(B ; Y) la fonction de vraisemblance logarithmique de B que l'on obtiendrait dans le cas d'un 
recensement. Soient ht,,{ Y \ Z, y ;̂ ^2) la distribution conditionnelle de y étant donné Z et Ys, 
et Ej,^{ • \ Z,Ys) le terme d'espérance mathématique pour h,^. L'ECP B,SID de B, tel que le 
propose Chambers (1986), est défini par l'équation 

EH,,[- (N(BND) I Z,Ys] = min{Eh^[- („{B) \ Z,Ys];B^Q}. (2.5) 

Notons que l'espérance mathématique £'/vo(^) = E,,^{!N(B) \ Z,Ys] dépend du paramètre 
vectoriel ^1 de la distribution conditionnelle / ( Y \ Z;Bi ) . On calcule l'estimateur B^o de 
l'équation (2.5) en substituant^", à 0,, oùBi est l'EMV de^, établi à partir des données ~{Ys,Z). 

Par des opérations algébriques simples, on peut montrer qu'en ce qui concerne le modèle 
normal multidimensionnel de la section 2.2, les ECP de (lyet Ey sont identiques aux EMV 
définis en (2.4). Par ailleurs, un avantage probable de cette méthode est qu'elle peut être 
appliquée à d'autres fonctions de perte. 

2.4 Pseudo-méthode de vraisemblance 

Le trait marquant de cette méthode est qu'elle utilise les probabilités d'échantiHonnage pour 
estimer les équations de vraisemblance pour le recensement. Les équations estimées sont ensuite 
maximisées par rapport au paramètre vectoriel étudié. Il n'est pas nécessaire de connaître la 
valeur des variables de plan, bien que l'étude empirique montre qu'il est possible d'accroître 
l'efficacité des estimateurs si on connaît la valeur de ces variables pour la population. 

Supposons que les valeurs Y, pour la population sont tirées de façon indépendante d'une 
distribution commune/(y;0) et soit Î[^(B; Y) = E /li log/(y;;^) la fonction de vraisemblance 
logarithmique pour le recensement. Suivant certaines conditions de régularité, l'EMV | est une 
solution des équations 

y{B) = di„{B; Y)/d§ = lf'=iu{6;yj) = 0, (2.6) 

où "d" est l'opérateur de dérivée et u{B,y,-) = d log f {Yi;B)/dB. Le pseudo-EMV de B est 
défini comme la solution de Û{B) = 0, où ~Û{B) est un estimateur convergent selon le plan de 
t/(^) encesensqueplim„_c)o,N-oo[f/(.?) - U(B)] = 0 pour tousse©. L'estimateur courant 
de U{6) est l'estimateur de Horvitz-Thompson (Horvitz et Thompson 1952), de sorte que le 
pseudo-EMV de 0 est la solution de (7(^) = Y,"=\W*u{6;yi) = 0 , où wf est égala [l / / ' ( /65)] 
pour l'échantillonnage sans remise et à wf = {1/nPj) pour l'échantillonnage avec remise. 

En ce qui concerne le modèle normal multidimensionnel, les pseudo-EMV de nyet de Ey sont 

HY = i:f=iW,^,-/!:?=.< iy= ):uwr(yj- iiY)(yj- •^Y)'ii:u<. (2.1) 
On obtient le pseudo-EMV de la matrice de coefficients. Bu, par la formule 5,2 = È 12 È 22' • 

L'ouvrage de Skinner et coH. (1989) renferme divers exemples d'application de cette méthode 
dans des modèles différents. Notons aussi les ouvrages de Binder (1983), de Chambless et Boyle 
(1985), de Roberts, Rao et Kumar (1987) et de Pfeffermann (1988). 
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Les valeurs des variables de plan (variables auxiliaires) Z pour la population peuvent servir 
à accroître l'efficacité des estimateurs convergents selon le plan de U{B). Mentionnons à titre 
d'exemple r"EMV pondéré en probabilité" de Nathan et HoH (1980) et de Smith et Holmes 
(Skinner et coH., 1989, chap. 8). L'estimateur en question a la même structure que l'EMV exact 
tiré de l'expression (2.4), à la différence que les statistiques non pondérées sont remplacées 
par des statistiques pondérées. Par exemple, dans l'équation (2.4), {ys,Zs) est remplacé par 
E "=,wf {yj,Zi)/Y,"=iwf; de même pour les autres expressions. 

Une propriété importante du pseudo-EMV est qu'il est généralement convergent selon le 
plan pour les valeurs de la population que l'on obtient en résolvant les équations de vraisem
blance correspondantes pour le recensement, que le modèle soit exact ou non ou que le plan 
d'échantillonnage soit informatif ou non. Voir Pfeffermann (1993) en ce qui regarde les 
conséquences de cette propriété par rapport à d'autres études. Godambe et Thompson (1986) 
examinent d'autres propriétés théoriques du pseudo-EMV. 

3. EMV TIRÉ DE DISTRIBUTIONS PONDÉRÉES 

3.1 Formulation générale 

La densité de probabilité pondérée d'une variable aléatoire X" est définie 

r(x) = w{x)f{x)/w, (3.1) 

où/(x) est la densité de probabilité non pondérée et w = \w{x)f{x)dx = E[w{X)] est le 
facteur de normalisation qui fait que la probabilité totale est égale à un. On obtient des 
conditions propices à la création de distributions pondérées lorsque des réalisations x def{x) 
sont observées et enregistrées avec des probabilités différentes, w{x). L'espérance w correspond 
alors à la probabilité d'enregistrement d'une observation etf{x) est la densité de probabilité 
de la variable aléatoire correspondante X". 

La notion de distribution pondérée a été définie par Rao (1965). PatH et Rao (1978) analysent 
divers cas qui impliquent des densités de probabiHté comme celle définie en (3.1). On retrouve 
dans de nombreuses appHcations le cas particulier où H'(X) = | X | , | X | étant une mesure de 
la grandeur dex. Dans ces circonstances, la densité de probabilité est dite "biaisée par rapport 
à la grandeur" ou "biaisée par rapport à la valeur". Cox (1969) et Patil et Rao (1978) étudient 
les propriétés de cette distribution par rapport à diverses fonctions de densité/(x). Vardi (1982), 
pour sa part, traite l'estimation de distributions pondérées. 

Comment la notion de distribution pondérée peut-elle être appliquée à l'inférence analytique 
fondée sur des échantillons complexes? Considérons, comme avant, une population finie 
U =[1, ..., N] avec des valeurs aléatoires X{i) = x- = {yf ,z,' ) tirées de façon indépen
dante d'une densité de probabilité commune /i (x;ô) = /(y,- | z,;.^i)g(Z/;^)- Supposons que 
l'unité / soit échantillonnée avec une probabilité w{Xj;a), qui dépend des valeurs x,- et, 
probablement, d'un paramètre vectoriel inconnu a. Désignons par X" les valeurs enregistrées 
pour l'unité i€s. La densité de probabiHté de XJ^ est alors 

/i"'(x,; g, b) = /(x, I iis) = P[iis\X{i) = x,] h{Xj;b)/P{i€s) 

= w{Xi; a)h{Xj;b)l \w{Xi;q)h{Xi;b)dXi. (3.2) 

Les paramètres cibles dans l'inférence analytique sont le paramètre vectoriel b ou des fonctions 
de celui-ci. Soit s = ( 1, . . . , n) un échantillon de taille fixe n < < N prélevé avec remise 
de telle sorte qu'à n'importe quel tirage k = 1, ..., n, P{j€s) = w{xj;oi),j = 1, ..., N. 
La densité de probabilité conjointe de [Xj", i = 1, ..., n] est alors n"=,/i"'(x,;g,ô) de 
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sorte que la fonction de vraisemblance est 

L{b;Xs,s) = const x Ilf^,/i(x,;ô)/[|w(x;g)/2(x;ô)c/x] ", (3.3) 

où Xs = [X|, . . . , x„]. La fonction de vraisemblance (3.3) possède les propriétés suivantes: 

1 ) Elle est définie en fonction du paramètre vectoriel b, ce qui est un avantage par rapport 
à la fonction de vraisemblance (2.3), où b n'est pas directement représenté. 

2) Elle est une fonction des probabilités d'échantillonnage w{Xj;a), qui font partie du 
dénominateur. 

3) Elle a trait à la distribution conditionnelle des données de l'échantillon étant donné les unités 
de l'échantillon, ce qui la distingue de la fonction de vraisemblance tirée de la densité de 
probabiHté définie en (2.1), qui est la densité de probabilité conjointe des données de 
l'échantillon et du vecteur/des indicateurs d'inclusion dans l'échantillon. Godambe et 
Rajarshi (1989) donnent un exemple de l'utilisation de cette fonction de densité avec des 
distributions pondérées pour des EMV. 

4) Pour utiliser la fonction de vraisemblance (3.3), il faut définir la densité de probabilité 
conjointe, h (x;ô), s'appliquant à la population et spécifier la relation entre les probabilités 
d'échantillonnage et les variables observées pour l'échantillon. La première condition est 
commune à toutes les méthodes proposées dans les ouvrages statistiques pour l'estimation 
fondée sur le principe du maximum de vraisemblance. En revanche, la spécification des 
fonctions w{x) est propre à la méthode exposée dans cette section. Cette opération peut 
se faire par une modélisation de la relation empirique entre les probabilités d'échantil
lonnage et les observations. Une fois qu'on a trouvé un modèle acceptable, on peut estimer 
les probabilités w{x,a) sur la base de l'échantillon, puis intégrer les estimations dans la 
fonction de vraisemblance. Nous présentons ci-dessous deux exemples que nous analysons 
empiriquement dans la section 4. 

3.2 Exemples 

Nous reprenons le modèle qui a été considéré dans la section 2 et dans lequel X/ = ( Y- ,Zj' ) 
sont des réaHsations indépendantes d'une distribution normale multidimensionnelle de moyenne 
Hx = (liYsliz) et de matrice de variances-covariances. 

Lxx -
L YY, L YZ 

LzY> Lzz 
(3.4) 

Considérons les plans d'échantillonnage suivants: 

Dl - Échantillonnage PPT avec remise: Posons T, = a,' Yj + a^Z, comme une variable de 
plan simple et supposons que l'échantillon est prélevé avec des probabilités proportionnelles 
aux valeurs T dentelle sorte qu'à chaque tirage k = 1, . . . , « , P(/€5) = tj/NT, 
i = 1, ..., N,oùT = E j l i tj/N. Nous supposons que Â  est suffisamment grand pour que 
l'écart entre Tet IJLT = E{ T) soit négligeable. Les coefficients a = {a{,a2) sont fixes. Dans 
des cas particuliers, a, = 0, ce qui implique que Test uniquement fonction des variables de 
plan (variables auxiliaires) Z, ou «2 - 0. auquel cas T est uniquement une fonction des 
variables de réponse Y. Supposons, comme avant, que nous voulons estimer la moyenne /xy 
et la matrice de variances-covariances E yy ou des fonctions de ces paramètres. 
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Lorsque a;, = 0 et que T est connu pour chaque unité de la population, on peut estimer 
les paramètres inconnus à l'aide de l'équation (2.3). Les EMV correspondants figurent en (2.4), 
où Z est remplacé par T. Supposons, toutefois, que la seule information dont dispose l'analyste 
consiste dans les valeurs de ^échantillon, x/ = (y,%?/'), / = 1, . . . , « , et les probabilités 
d'échantillonnage, P, = tj/NT. Suivant l'hypothèse T = i^r, on peut exprimer la fonction de 
vraisemblance pour [tix, Y^xx^ '^^ ^^ façon suivante (en se servant de l'équation (3.3)) 

L(H:x,llxx;Xs,s) = nf=, {a'Xj)<t>{xj;,x.x, lxx)l(q{HY + «2ëz)". (3-5) 

où (t>(x;iix,ï,xx^ ^^^ '^ densité de probabilité normale de moyenne fix et de matrice de 
variances-covariances ï,xx- ^^ fonction de vraisemblance définie en (3.5) est aussi une 
fonction des coefficients vectoriels inconnus a. Il est toutefois possible de déterminer les valeurs 
de a jusqu'à concurrence d'une constante c^qui s'annule dans la fonction de vraisemblance) 
en faisant une régression des probabilités d'échantillonnage Pj par rapport à a. 

Dans l'étude de simulation présentée dans la section 4, nous envisageons le cas où les variables 
de plan ne sont pas toutes connues, même pour les unités de l'échantillon. Par conséquent, 
supposons que Z/ = (Z,„Z2/) et que l'information dont dispose l'analyste consiste dans les 
probabilités d'échantillonnage P,, i = 1, .. ., n, et les observations |x*' = Cv/.Zi,), 
/ = 1, . . . , /i). La fonction de vraisemblance (3.3) s'écrit maintenant 

L(iii,lxx',^,s) = nf=, w{xf)<l^{xr;ix%, lxx)/(w*)", (3-6) 

où >v(x*) représente les probabilités d'échantillonnage exprimées comme une fonction dex*. 
De toute évidence, les valeurs x* ne déterminent pas entièrement les probabiHtés ^(x*), sauf 
si «22 = 0- En supposant la normalité, 

w{Xj,q) = «0 + 01*'yi + oi2Z\i + «M (3-7) 

où [6,1 est du bruit blanc. On peut donc obtenir une version approchée de la fonction de 
vraisemblance (3.6) en substituant w*{xf) = «o + g*'^/ + «l^u à w{xf). Les valeurs de 
a* = (aj , q*,a2) ' peuvent être estimées au moyen de l'équation de régression (3.7), et les 
estimations introduites dans la fonction de vraisemblance. 

D2 - Échantillonnage stratifié où Tsert de variable de stratification: Supposons que la population 
U soit divisée en L strates t/,, . . . , Uf de taiHes respectives Ni, . . . , A'̂ ,̂, ï.h = iNi, = N, 
suivant l'ordre croissant des valeurs de T. Considérons un échantiHon aléatoire simple stratifié 
sans remise de taille n = Y,h=inj„ où les («/,) sont fixes. La fonction de densité pondérée 
de Xf, les valeurs enregistrées pour l'unité lis, est en l'occurrence [comparer avec (3.2)] 

Pih{Xj;b)/w si f,- < / (1) 

P2h{Xj;b)/w si ? " * < / , < / '^ ' 
/i"'(x,;g,ô) = /(x, I i€s) = { ' ~ , (3.8) 

P,^h{Xi;b)/w si / ' ^ - " < /, 

oùP;, = {nj,/Ni,) et où, pour {Nj,] suffisamment grand, la probabilité w = P(/€S) peut être 
reproduite assez fidèlement par l'expression 
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w = P{iis) = P, j 4>{t)dt + Y.h=2Ph j ^(t)dt + Pf, L ,, <l>(t)dt, (3.9) 

où 0 ( 0 est la densité de probabilité normale de T. 

Supposons que les strates soient assez grandes pour que l'on puisse considérer les tirages dans 
chaque strate comme indépendants. Posons/ir = E{T) = a'fix,ol- = Var( r ) = a ' E x x " 
ainsi que $^ = jioc 0(0^^^-Pour des limites données [/''"') etîes coefficients vectoriels a, on 
peut exprimer la fonction de vraisemblance pour b de la façon suivante: 

L{b;Xs,s) = const x nf=,/i(x,;ô)n^= ,P^ ' ' / 

[̂ 1 *! + lUPhi^h - ^h-i] + PLU - ^L-l]]"- (3.10) 

Hausman et Wise (1981) recourent à une variante de (3.10) pour estimer le vecteur des 
coefficients de régression lorsque les Hmites de strates sont déterminées par les valeurs de la 
variable dépendante. Ils supposent que les limites de strates sont connues mais n'empêchent 
pas que les probabilités d'échantillonnage dans les strates soient inconnues, auquel cas ces 
probabilités sont ajoutées à l'ensemble de paramètres inconnus par rapport auxquels la fonction 
de vraisemblance est maximisée. 

Dans beaucoup de cas, les Hmites de strates sont inconnues et doivent être estimées à l'aide 
des données de l'échantillon. Lorsque les valeurs ( / , , /= 1, . . . , « ] sont incluses dans les 
données, on peut estimer le vecteur a grâce à une régression de t, par rapport à x„ comme dans 
l'exemple de l'échantillonnage PPT ci-dessus. En outre, si (/(,) < . . . < t^„)) sont 
les valeurs ordonnées de t,, on peut estimer les limites de strates par la formule /*'* = 
'/2 (?(„,) + ^(„, + i)) ••• / ' ^ ~ " = '/2 (?(„•) -t- /(„.+,)), où «•* = EA'^TI'"/,. En substituant ces 
estimations dans l'équation (3.10), on obtient une version approchée de la fonction de 
vraisemblance qui peut ensuite être maximisée par rapport à b. 

La situation se complique lorsqu'on ne connaît pas les valeurs tj même pour les unités de 
l'échantillon. Nous tentons de résoudre cette difficulté dans l'étude de simulation en prévoyant 
la valeur de /, au moyen de la fonction discriminante Hnéaire de Fisher, c'est-à-dire en 
spécifiant les coefficients vectoriels à de telle manière qu'ils maximisent le rapport de la somme 
des carrés intergroupe à la somme des carrés intra-groupe des combinaisons linéaires a'Xj, 
les groupes étant ici les strates. Une fois constitués les prédicteurs t, = â'x,-, on estime les 
limites de strates de la même manière que dans le cas précédent sauf que fj remplace /,. De plus, 
Ar = « ' ë x et ffj- = à' Y,xx ^- En substituant ces estimateurs dans l'équation (3.10), on 
obtient une version approchée de la fonction de vraisemblance qui peut ensuite être maximisée 
par rapport à b. 

Comme dans l'exemple de l'échantillonnage PPT, il est possible d'adapter la fonction de 
vraisemblance (3.10) à la situation où seulement quelques-unes des variables de plan seraient 
connues. La maximisation de la nouvelle fonction s'effectue de la manière décrite plus haut. 

4. RÉSULTATS DE LA SIMULATION 

4.1 Remarques générales 

Afin d'illustrer et de comparer l'efficacité des diverses MMV présentées dans cet article, 
nous avons exécuté une petite étude de simulation qui se divise en deux étapes. La première 
étape consistait à générer une population finie de taille A'̂  = 8,000 de telle manière que les 
valeurs x,' = (yu,y2i,Zu,Z2i), i = 1, . . . , 8,000 proviennent d'une distribution normale 
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multidimensionnelle. Dans la seconde étape, nous avons prélevé des échantillons indépendants 
de taiHe n = 800 en nous servant des deux plans d'échantillonnage décrits dans la section 3.2 
et de deux définitions différentes pour la variable de plan. Le nombre d'échantillons prélevés 
dans chaque cas était de 300. Nous avons calculé les divers estimateurs pour chacun des échan
tillons sur la base des données empiriques disponibles, puis nous avons calculé le biais et l'erreur 
quadratique moyenne (EQM) empiriques par rapport à l'ensemble des échantillons. Afin d'étu
dier et de comparer les propriétés conditionnelles des estimateurs analysés, nous avons divisé 
les 300 échantillons prélevés dans chaque cas en 10 groupes selon l'ordre croissant des valeurs 
de la moyenne d'échantillon de la variable de plan et nous avons calculé le biais et l'EQM pour 
chacun des groupes. Nous décrivons plus en détail ci-dessous les diverses étapes de la simulation. 

4.2 Génération des valeurs de la population et plans d'échantillonnage 

Les valeurs de zu et de Z2i ont été générées de façon indépendante à partir d'une distri
bution normale (20, 10^). Les valeurs de ;',,, quant à elles, ont été générées comme y^ = 
Zu + Z2i + eu; ti; ~ MO, 10^). Enfin, les valeurs y2i ont été générées comme y2i = 
yij + O.Szu + 0.5z2i + £2,-; £2/ ~ MO, 20^). 

Nous nous sommes servis des deux plans d'échantillonnage décrits dans la section 3.2 et 
de deux définitions différentes pour la variable de plan (en l'occurrence, la taille): i) t, = 
0.5(z,, + Z2i) et ii) /, = 0.25(>',, -I- ^2; + Z\i + Z2i). En conséquence, un échantHlonnage 
fondé sur la première variable de plan respecte les conditions de "neutralité" définies dans 
la section 2.1, pourvu que l'on connaisse les valeurs (Zi,Z2) pour la population entière. Si ces 
valeurs sont connues uniquement pour l'échantillon, le plan d'échantillonnage ne sera "neutre" 
que par rapport à la distribution conditionnelle/(;'i,;'21 Z\,Z2) Lorsque l'échantillonnage 
repose sur la seconde variable de plan, nous avons un plan d'échantillonnage informatif. 

En ce qui concerne l'échantillonnage stratifié (plan D2), nous avons généré huit strates de 
taille identique suivant l'ordre croissant des valeurs de la variable de taille. Les effectifs des 
strates sont définis de telle manière qu'ils augmentent avec la valeur de t,'s. 

4.3 Estimateurs étudiés 

Les paramètres estimés dans notre étude sont le vecteur de moyennes et la matrice de 
variances-covariances de la distribution marginale de (y,,y2). Nous allons étudier sept 
estimateurs pour le plan Dl et neuf pour le plan D2. Le lecteur est prié de se référer à la section 
3.2 pour une description du mode de calcul des divers estimateurs. 

PLAN Dl 

ML{Zi,Z2) - L'EMV exact lorsque le plan est "neutre" (équation 2.4). 

I^MX(Zi,Z2) - Les estimateurs que l'on tire de ML(Z,,Z2) en remplaçant les statis
tiques non pondérées par des statistiques pondérées par des probabilités 
(voir les commentaires qui suivent l'équation (2.7)). 

A/L (Z, ) - Même chose que ML (Z,,Z2) sauf que Z, est la seule variable de plan 
de sorte que Z = Zi. 

WML{Zi) - Mêmechoseque IFML (Zj.Zz) sauf que Z, est la seule variable de plan. 

CPL - Les pseudo-estimateurs du maximum de vraisemblance classiques 
(équation 2.7). 

WDML{X*) - Les estimateurs (tirés de distributions pondérées) que l'on obtient par 
la maximisation de la fonction de vraisemblance définie en (3.6). 

WDML {X*,Zi) - Les estimateurs que l'on obtient par la maximisation de la fonction de 
vraisemblance (3.6), sauf que la moyenne et la variance de Z, sont 
posées égales à leurs valeurs respectives pour la population. 



Techniques d'enquête, décembre 1992 251 

PLAN D2 

Les cinq premiers estimateurs sont les mêmes que pour le plan Dl. Les quatre autres sont définis 
ci-dessous: 

WDML {X*) - Les estimateurs que l'on obtient par la maximisation de la fonction de 
vraisemblance (3.10), les coefficients a* [(équation (3.7)] étant estimés 
au moyen de la fonction discriminante linéaire. 

WDML {X*,Zi ) - Même chose que WDML {X*), sauf que la moyenne et la variance de 
Z| sont posées égales à leurs valeurs respectives pour la population. 

WDML (X*,ts) - Les estimateurs que l'on obtient par la maximisation de la fonction de 
vraisemblance (3.10) lorsque les valeurs/^ = (/,, . . . , /„) sont connues 
pour les unités de l'échantillon. 

WDML {X*,ts,Zi ) - Même chose que WDML {X*,ts), sauf que la moyenne et la variance de 
Z, sont posées égales à leurs valeurs respectives pour la population. 

Il convient de souligner que les estimateurs tirés de distributions pondérées ne sont pas de 
vrais EMV en raison, comme l'explique la section 3.2, des approximations incluses dans le 
processus de maximisation (voir aussi le commentaire 2 ci-dessous). 

Commentaires 

1) Les estimateurs que nous étudions peuvent être classés en fonction des données d'échantillon 
et de population qu'ils utiHsent et selon que les variables de plan sont spécifiées correctement 
ou non et que les conditions de "neutralité" sont respectées ou non. Ainsi, les estimateurs 
ML(Z,,Z2) et WML{Zi,Z2) utiHsent les valeurs de Z, et Z2 pour la population ainsi que 
les valeurs de y, et y2 pour l'échantiHon. Comme nous l'avons mentionné dans la section 
2.4 et comme le souligne aussi Pfeffermann (1992) dans une analyse plus poussée, l'emploi 
de WML{Zi,Z2) a pour but de parer à d'éventuelles erreurs de spécification du modèle ou 
à des plans d'échantillonnage informatifs. Les esdmateurs ML(Z|) , WML{Zi), 
WDML{X*,Zi) et WDML{X*,ts,Zi), utiHsent les valeurs connues de Z, pour la 
population mais non les valeurs de Z2, pas même celles pour l'échantillon. On se sert de 
ces estimateurs lorsque les variables de plan sont mal spécifiées ou que la valeur de certaines 
d'entre elles n'est pas connue. L'estimateur WDML {X* ) utilise uniquement les valeurs de 
y,, y2 et Z| relatives à l'échantillon ainsi que les probabilités d'échantillonnage. 
L'estimateur WDML{X*,ts) utilise, outre ces valeurs et ces probabiHtés, les valeurs 
d'échantillonnage de la variable de plan. L'estimateur CPL, quant à lui, utilise seulement 
les valeurs de y, et y2 pour l'échantillon ainsi que les probabilités d'échantillonnage. 

2) Nous avons maximisé la fonction de vraisemblance tirée de distributions pondérées en nous 
servant d'une quasi-méthode de Newton puisée dans la bibliothèque de sous-programmes 
d'IMSL. Cette méthode ne peut être appliquée que si l'utilisateur a fourni au préalable les 
dérivées partielles de la fonction de vraisemblance par rapport à chacun des paramètres. 
Il convient ici de souligner une observation qui a été faite durant le processus de 
maximisation. Il est plus facile de paramétrer la fonction de vraisemblance par rapport à 
E~', où E est la matrice de covariance de y,, y2 et Z,. De plus, pour faire en sorte que 
les six paramètres qui définissent E~' ne soient assujettis à aucune contrainte, nous utili
sons les éléments de la matrice triangulaire supérieure B de sorte que B'B = E~'- Peu 
importe les valeurs que nous aurons pour B, nous obtiendrons toujours une matrice E ~ ' 
semi-définie positive. 
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Tableau 1 

EQM des estimateurs de /i, pour des plans d'échantiHonnage 
différents et des variables de plan différentes 

(moyenne vraie: /i, = 4 0 ) 

Estimateurs 

ML{Zi,Z2) 

WML{Zi,Z2) 

ML(Zi) 

WML(Zi) 

WDML{X*,Zi) 

WDML{X*) 

CPL 

WDML{X*,ts) 

WDML{X*,ts,Zi) 

Dl - échantiUonnage 

tj = O.Szj tj 

0.43 

0.43 

2.67* 

0.58 

0.56 

0.80 

0.77 

-

-

avec PPT 

= 0.25X,-

1.86'* 

0.57 

4.38* 

0.90 

0.63 

0.90 

1.19 

-

-

D2 - échantillon 

tj = 0.5z,-

0.47 

0.50 

6.39* 

0.62 

1.51* 

3.59* 

0.56 

0.74 

0.74 

nage stratifié 

tj = 0.25Xj 

3.43* 

0.52 

8.32* 

0.58 

0.59 

0.49 

0.47 

0.43 

0.57 

* EQM expliquée en très grande partie par le biais. 

Tableau 2 

EQM des estimateurs de af pour des plans d'échantiHonnage 
différents et des variables de plan différentes 

(variance vraie: (T, = 300) 

Estimateurs 

ML{Zi,Z2) 

WML{Zi,Z2) 

ML(Zi) 

WML{Zi) 

WDML{X*,Zi) 

WDML{X*) 

CPL 

WDML(X*,is) 

WDML{X*,ts,Zi) 

Dl - échantillonnage 

tj = O.Szj tj 

12.33 

14.00 

24.32* 

18.61 

14.36 

16.37 

21.11 

-

-

avec PPT 

= 0.25X/ 

18.35* 

18.72 

33.66* 

26.61 

17.41 

19.68 

29.06 

-

-

D2 - échantiHc 

tj = 0.5z,-

16.00 

20.87 

35.16* 

24.22 

26.94* 

41.08* 

24.19 

26.18* 

25.70* 

)nnage stratifié 

tj = O.lSXj 

29.00* 

19.83 

53.66* 

20.35 

15.49 

15.34 

20.18 

15.46 

15.72 

EQM expliquée en très grande partie par le biais. 



Techniques d'enquête, décembre 1992 253 

4.4 Résultats 

Nous considérons que les résultats qui découlent de l'estimation de /*, = £( y, ), de a, = 
Var(y,), et de £21 - le coefficient de pente de la régression de y2, par rapport à y, -
représentent bien les résultats que l'on obtient en estimant les autres paramètres. Les tableaux 
1 à 3 contiennent l'EQM des divers estimateurs pour deux plans d'échantillonnage différents 
et deux valeurs de la variable de plan différentes. Les EQM qui sont expliquées en très grande 
partie par le biais sont identifiées par un astérisque. 

On peut résumer ainsi les principales constatations qui ressortent de ces tableaux (et de 
l'estimation des autres paramètres du modèle): 

1) L'estimateur ML(Z|,Z2) surclasse tous les autres lorsque les conditions de "neutralité" 
sont respectées, mais il est fortement biaisé lorsque le plan d'échantillonnage est informatif. 
L'estimateur WML{Zi,Z2) est essentiellement non biaisé dans tous les cas, sauf que 
l'utilisation de poids d'échantillonnage accroît la variance. Néanmoins, cet estimateur 
surclasse en général l'estimateur CPL, surtout en ce qui concerne l'échantillonnage avec 
PPT à cause de l'utilisation des valeurs de (Z,,Z2) pour la population. 

2) L'estimateur ML{Zi) est fortement biaisé dans presque tous les cas. Notons particuliè
rement le fort biais observé lorsque tj = 0.5{zu + Z2i), ce qui témoigne de la sensibilité 
des EMV au regard de la spécification exacte des variables de plan. Comme H^ML(Z,,Z2), 
l'estimateur WML{Zi) est non biaisé et surclasse l'estimateur CPL en ce qui a trait à 
l'échantillonnage avec PPT. 

3) L'estimateur CPL est non biaisé dans tous les cas. Une constatation intéressante ressort 
des tableaux à propos de cet estimateur; en effet, par rapport aux autres estimateurs étudiés, 
le CPL est plus efficace dans l'estimation de la moyenne que dans l'estimation des variances 
et des covariances. Intuitivement, nous pouvons expHquer cette différence par le fait que 
dans l'estimation des variances et covariances, les poids d'échantiHonnage sont utilisés deux 
fois, ce qui a pour effet d'accroître la variance. 

4) En ce qui concerne l'échantillonnage avec PPT, les estimateurs WDML{X*) et 
WDML{X*,Zi) présentent un très bon rendement, le premier surclassant nettement 
CPL et le second l'emportant sur WML{Zj). Fait intéressant, WDML{X*) est 
généralement plus efficace que WML{Zi) même s'il utilise moins d'information. On peut 
expliquer la supériorité de WDML{X*) sur CPL par le fait que le premier repose plus 
souvent sur des modèles, bien que, comme il en a été question dans la section 2.4, on puisse 
imaginer CPL comme l'estimateur qui maximise l'estimateur non biaisé selon le plan des 
équations de vraisemblance applicables à la population. 

5) Voyons maintenant l'échantillonnage stratifié. Dans le cas d'un plan informatif, c'est-à-
dire lorsque /,• = 0.25x„ la situation ressemble à celle observée pour l'échantillonnage avec 
PPT: WDML{X*) surclasse une fois de plus CPL et WML{Zi). En fait, aucun des quatre 
estimateurs issus de fonctions de vraisemblance fondées sur des distributions pondérées ne 
se distingue vraiment des autres malgré que les quatre utilisent des données d'échantillon 
et de population différentes. Lorsque tj = O.Sz,, les quatre mêmes estimateurs sont infé
rieurs à WML{Zi) et à CPL sauf - fait très intéressant - en ce qui a trait à l'estimation 
du coefficient de régression, où ils sont à peu de choses près aussi efficaces que l'estimateur 
optimal ML(Z,,Z2). Le rendement médiocre de WDML{X*) (et, dans une beaucoup 
moins grande mesure, de WDML{X*,Zi)) dans l'estimation de la moyenne et de la 
variance est principalement attribuable à une mauvaise définition des limites de strates et, 
par conséquent, à une spécification inexacte du dénominateur de l'expression (3.10). On 
peut probablement résoudre la difficulté soit en incluant dans l'ensemble des paramètres 
inconnus de la fonction de vraisemblance (3.10) les limites de strates et les coefficients a* 
qui mettent en relation les valeurs /, et les observations (équation 3.7), soit en remplaçant 
la fonction discriminante linéaire par une autre fonction (non Hnéaire) comme la régression 
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Tableau 3 
EQM des estimateurs de B21 pour des plans d'échantUlonnage 

différents et des variables de plan différentes 
(coefficient vrai: ^21 = 1.33) 

Estimateurs 

ML(Z,,Z2) 

WML(Zi,Z2) 

ML(Zi) 

WML{Zi) 

WDML(X*,Zi) 

WDML(X*) 

CPL 

WDML{X*,ts) 

WDML(X*,ts,Zi) 

Dl - échantiUonnage 

tj = O.Szj tj 

0.043 

0.054 

0.045 

0.055 

0.043 

0.044 

0.055 

-

-

avec PPT 

= 0.25X,-

0.069* 

0.060 

0.078* 

0.062 

0.047 

0.049 

0.063 

-

-

D2 - échantilk 

tj = 0.5z,-

0.048 

0.068 

0.056 

0.069 

0.049 

0.050 

0.069 

0.048 

0.048 

)nnage stratifié 

tj = 0.25X; 

0.120* 

0.066 

0.134* 

0.065 

0.045 

0.046 

0.065 

0.045 

0.045 

EQM expliquée en très grande partie par le biais. 

logistique. Cette dernière solution a ceci d'intéressant qu'elle permet de réduire le nombre 
de paramètres par rapport auxquels la fonction de vraisemblance doit être maximisée, ce 
qui peut être indispensable lorsqu'on a un nombre élevé de strates. 

Nous avons examiné jusqu'ici le biais et l'EQM inconditionnels des estimateurs. Comme 
nous le mentionnions dans la section 4.1, nous avons aussi étudié les propriétés conditionnelles 
de ces estimateurs en calculant le biais et l'EQM pour des échantiHons qui ont des moyennes 
d'échantillon de la variable de plan semblables. Les conclusions de cette étude rejoignent celles 
que nous avons exposées plus tôt. Par conséquent, des estimateurs qui sont approximativement 
non biaises inconditionnellement sont aussi approximativement non biaises conditionnellement 
et vice versa. 

Cette observation est quelque peu étonnante car on a souvent mis en évidence dans les 
ouvrages statistiques les piètres propriétés conditionnelles de l'estimateur CPL par exemple. 
Cette contradiction s'explique peut-être par le fait que la taiHe de nos échantiHons est élevée 
ou que le nombre de groupes (10) qui a servi à la répartition des échantillons n'est pas suffi
samment grand. Pour des considérations d'espace, nous ne reproduisons pas ici les résukats 
de l'analyse des propriétés conditionnelles des estimateurs. 

5. CONCLUSIONS 

Les résukats de l'étude de simulation montrent que les estimateurs que l'on obtient par la 
maximisation de fonctions de vraisemblance fondées sur des distributions pondérées peuvent 
remplacer avantageusement les pseudo-estimateurs du maximum de vraisemblance que l'on 
obtient en maximisant les estimateurs convergents selon le plan des équations de vraisemblance 
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pour le recensement. Les estimateurs tirés de distributions pondérées sont particuHèrement 
efficaces dans l'étude de simulation en présence d'un plan d'échantillonnage informatif, ce 
qui n'est pas le cas de l'EMV "exact", qui peut devenir fortement biaisé en présence d'un tel 
plan. Toutefois, pour pouvoir utiliser ces estimateurs, il faut modéliser la relation entre les 
probabiHtés d'échantillonnage et les données de l'échantillon. L'étude de simulation montre 
qu'une modélisation ou une estimation erronées de la relation peuvent créer des biais 
considérables. 

Par conséquent, la question qu'il faut se poser par rapport à l'usage de ces estimateurs est 
de savoir si les données de l'échantillon peuvent reproduire fidèlement le modèle qui décrit la 
relation entre les probabHités d'échantiHonnage d'une part et les variables de réponse et 
les variables de plan d'autre part. Il semble que la seule manière de répondre à cette question 
soit d'examiner des enquêtes réelles qui utiHsent des plans d'échantillonnage communs. Notons 
d'autres questions importantes qui ont trait à l'utilisation de ces estimateurs, à savoir 
i) l'existence d'estimateurs de variance fiables pour permettre la construction d'intervalles de 
confiance justes et ii) la manière de parer à une erreur de spécification de la distribution des 
variables de réponse pour la population. Ces deux questions se posent aussi bien pour d'autre 
méthodes d'estimation fondées sur le principe du maximum de vraisemblance. Nous espérons 
que les résultats de notre étude ouvriront la voie à d'autres recherches visant à approfondir 
ces questions et des questions connexes. 
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Méthodes pour estimer la précision des estimations 
d'une enquête ayant fait l'objet 

d'une imputation 

CARL-ERIK SÂRNDAL 1 

RÉSUMÉ 

Dans presque toutes les grandes enquêtes, l'imputation est utilisée sous une forme ou sous une autre. 
Le présent article expose une méthode d'estimation de la variance lorsque l'imputation simple (plutôt 
que multiple) est utilisée pour créer un ensemble complet de données. L'imputation ne reproduit jamais 
les vraies valeurs (sauf dans des cas tout à fait exceptionnels). L'erreur totale de l'estimation de l'enquête 
est considérée, dans cet article, comme la somme de l'erreur d'échantillonnage et de l'erreur d'imputa
tion. Par conséquent, on en arrive à une variance globale qui est la somme d'une variance d'échantillon
nage et d'une variance d'imputation. L'article s'attarde principalement à l'estimation de ces deux 
composantes, en utiHsant les données après imputation, c'est-à-dire les valeurs réellement observées et 
les valeurs imputées. La méthode est fondée sur un modèle, en ce sens que le modèle sous-jacent à la 
méthode d'imputation, ainsi que la distribution de randomisation ayant servi à la sélection de l'échan
tillon, détermineront ensemble la forme que prendront les estimateurs de la variance. Les résultats 
théoriques sont confirmés par une simulation de Monte Carlo. 

MOTS CLÉS: Imputation simple; estimation de la variance; modèle d'imputation; inférence fondée sur 
un modèle. 

1. DIFFERENTS TYPES D'IMPUTATION 

Le présent article fait état de travaux réalisés dans le cadre de l'élaboration du Système géné
ralisé d'estimation (SGE) de Statistique Canada. Des estimations de la variance seront 
régulièrement effectuées à l'aide des différents modules d'estimation définissant le SGE. Il est 
apparu nécessaire de mettre au point des méthodes qui puissent servir à l'estimation de la 
variance dans les cas où l'ensemble de données contient des valeurs imputées, comme c'est le 
cas dans la plupart des enquêtes. 

La pondération et l'imputation sont deux des principales méthodes permettant de traiter 
les données manquantes à des fins d'estimation. Dans les publications récentes traitant de la 
pondération, on considère habituellement que les poids servant à compenser la non-réponse 
devraient être l'inverse des probabilités de réponse propres à un mécanisme de réponse dont 
on fait l'hypothèse. Puisque les probabilités de réponse, en général, sont inconnues, elles doivent 
être estimées à partir des données disponibles. L'imputation, par contre, a l'avantage de fournir 
un tableau de données complet. Un tel tableau simplifie le traitement des données, mais cela 
ne signifie pas pour autant que les "méthodes d'estimation ordinaires" peuvent être utilisées 
directement. Les valeurs imputées se fondent sur des échantillons, et ont par conséquent leurs 
paramètres statistiques propres, comme une moyenne et une variance. 

De nos jours, l'imputation est une technique abondamment utilisée. Il est intéressant de 
signaler ce que Pritzker, Ogus et Hansen (1965) disent de la ligne de conduite adoptée en matière 
d'imputation par le US Bureau of the Census: "Essentiellement, notre approche en ce qui 
concerne le problème de . . . l'imputation est que nous devrions recueilHr de l'information par 
mesure directe pour une proportion très élevée des agrégats à totaliser, avec un contrôle suffisant 

' Cari-Erik Sârndal, Département de mathématiques et de statistique. Université de IVIontréal, C.P. 6128, succursale A, 
Montréal (Québec) H3C 3J7. 
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de la qualité, de telle sorte que pratiquement toute règle raisonnable . . . d'imputation donnera 
grosso modo les mêmes résukats . . . Pour ce qui est de l'imputation dans les recensements 
et les enquêtes par sondage, nous avons adopté une norme selon laquelle un faible niveau 
d'imputation, de l'ordre de I ou 2 %, est ce que nous visons." 

Idéalement, un niveau d'imputation de 1 ou 2 % demeure un objectif que nous devrions 
chercher à atteindre. On note toutefois un taux d'imputation beaucoup plus élevé dans la plupart 
des enquêtes réalisées de nos jours par les grands organismes d'enquête. Il est clair que si 30 % 
des valeurs sont imputées, les effets de l'imputation ne peuvent être passés sous silence. L'impu
tation peut engendrer une erreur systématique (biais) de l'estimation ponctuelle; c'est peut-
être là son plus grand danger. Toutefois, même si l'on peut trouver une méthode d'imputation 
ne produisant pas d'erreur systématique appréciable, on ne peut omettre l'effet souvent 
considérable qu'exerce l'imputation sur la précision (la variance) de l'estimation ponctuelle. 
Il importe de se doter de méthodes simples, mais valables, d'estimation de la variance pour 
les données d'enquête contenant des imputations, afin de pouvoir évaluer adéquatement les 
coefficients de variation des estimations de l'enquête. 

Plusieurs méthodes d'imputation différentes ont été proposées. Celles-ci peuvent être classées 
de diverses façons. L'un des classements possibles fait intervenir le nombre d'imputations 
effectuées. Dans les méthodes d'imputation simple, une seule valeur est imputée en remplace
ment d'une donnée manquante. On obtient ainsi un tableau de données complet, dans lequel 
les valeurs imputées sont marquées. Les estimations sont calculées au moyen de l'ensemble 
de données complet. Dans le cas de l'imputation multiple, deux valeurs ou plus sont imputées 
à chaque valeur manquante. Plusieurs ensembles de données complets sont ainsi obtenus. Les 
estimations sont calculées au moyen des ensembles de données complets. 

Les méthodes d'imputation diffèrent également selon le modèle qui sous-tend l'imputation. 
Certaines méthodes se fondent sur un modèle explicite, par exemple lorsque la valeur imputée 
est obtenue par un ajustement de régression, un quotient ou une moyenne. Dans d'autres 
méthodes, le modèle est seulement implicite, par exemple dans l'imputation hot deck et l'impu
tation du plus proche voisin. Les distinctions qui précèdent sont importantes dans le cadre du 
présent article. 

Statistique Canada utiHse actuellement diverses méthodes d'imputation: plus proche voisin, 
quotient courant, moyenne courante, valeur précédente, moyenne précédente, tendance 
auxiliaire. Ce sont toutes des méthodes d'imputation simple. Les valeurs imputées sont produites 
dans le Système généralisé de vérification et d'imputation (SGVI); de là eHes entrent dans le 
Système généraHsé d'estimation (SGE), où les estimations ponctuelles et les estimations de la 
variance sont calculées dans plusieurs modules d'estimation différents. Le présent article traite 
en particulier de la méthode d'imputation par le quotient courant, l'une de celles fondées sur 
un modèle explicite. 

2. QUELQUES RÉFLEXIONS SUR L'INPUTATION 
MULTIPLE 

La méthode de l'imputation mukiple a été proposée par D.B. Rubin vers 1977. Ses idées 
sont traitées dans plusieurs articles, en particulier dans Herzog et Rubin (1983) et Rubin 
(1986) qui en exposent la teneur, ainsi que dans un livre, Rubin (1987). L'imputation mukiple 
présente à la fois des avantages et des inconvénients; il en va de même de l'imputation 
simple. 

Rubin (1986) voit dans l'imputation simple l'inconvénient suivant: " . . . la valeur imputée 
exclut toute incertitude sur la valeur à imputer. Si une valeur était vraiment appropriée, eUe 
ne serait pas manquante. Ainsi, lorsqu'on assimile les valeurs imputées à des valeurs observées, 
on sous-estime systématiquement l'élément d'incertitude même en supposant que l'on connaisse 
les motifs exacts de la non-réponse." 
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L'imputation multiple est attrayante du fait qu'elle incorpore l'idée d'une variabilité dans 
l'imputation. C'est précisément cette variabilité - la variabilité à l'intérieur des ensembles 
complets de données et entre ces ensembles - qui est exploitée dans les méthodes d'estimation 
de la variance liées à l'imputation multiple. Ces méthodes font un usage très fructueux des 
notions statistiques de base. (On pourrait faire valoir, toutefois, que la sélection d'un échantiHon 
comporte elle aussi une variabilité, mais que la plupart des enquêtes doivent se Hmiter au 
prélèvement d'un seul échantiHon et que l'estimation doit se faire uniquement à partir de ce 
dernier.) 

On peut constater, à l'aide d'exemples simples, que le fait de traiter les valeurs imputées 
comme des valeurs observées peut entraîner une grave sous-estimation de l'incertitude réelle; 
les responsables de l'échantiHonnage sont depuis longtemps sensibles à ce danger. Et il est vrai 
que parfois, les utilisateurs traitent les valeurs imputées exactement comme les valeurs observées, 
avec comme résultat des énoncés de précision erronés. Avec les moyens informatiques 
d'aujourd'hui, il est facile de faire une imputation selon une règle ou une autre, mais il est plus 
difficile d'obtenir des estimations valides de la variance. 

La citation ci-dessus laisse entendre que l'imputation d'une valeur unique, parce qu'aucune 
variation ne lui est associée, ne permet pas d'en arriver à des estimations raisonnables de la 
variance, et conduit nécessairement à une sous-estimation. Je ne partage pas cet avis. Les 
méthodes que j'examine montrent que des estimations valides de la variance sont bel et bien 
possibles avec l'imputation simple. 

Une méthode d'estimation de la variance en présence de valeurs imputées devrait avoir les 
propriétés suivantes: a) reposer sur un fondement théorique solide; b) être robuste à l'égard 
des hypothèses régissant l'imputation; c) être pratique, simple à réaHser et facilement acceptée 
par les utilisateurs. 

Bien que l'imputation multiple ait les qualités énoncées en a) et b), il est clair qu'elle est 
dépourvue de la propriété c), à tout le moins dans certaines applications. Dans l'élaboration 
du SGE, nous devons miser sur des méthodes d'application facile, aptes à recueillir facilement 
l'adhésion de l'utilisateur. L'utilisateur de l'ensemble de données (quelqu'un qui n'est pas avant 
tout un statisticien) peut comprendre facilement que le statisticien fait une imputation unique, 
avec l'objectif d'attribuer la meilleure valeur possible à l'élément manquant. Certes, il peut 
être intéressant à certaines fins, par exemple pour des analyses secondaires, de disposer de 
plusieurs ensembles complets de données, mais les coûts de stockage de tels ensembles obligeront 
souvent à renoncer à une telle option. 

Il est fort possible que l'imputation mukiple se révèle utile dans des contextes différents, 
et pour des raisons autres que celles qui sont essentielles à l'élaboration du SGE. L'imputa
tion multiple est l'un des moyens qui existent pour traiter le problème de la sous-estimation 
de la variance, du moins dans certaines situations. Cette méthode, par ailleurs récemment 
critiquée par Fay (1991), ne constitue pas la seule solution possible. Voyons les possibilités 
offertes par les méthodes d'imputation simple. Le méthode décrite ci-dessous se fonde sur 
Sârndal (1990). 

3. VARIANCE D'IMPUTATION ET VARIANCE 
D'ÉCHANTILLONNAGE 

Une règle d'imputation correspond à un modèle (explicite ou implicite) de la relation entre 
les variables d'intérêt de l'enquête. Autrement dit, dès que l'analyste a étabH une règle d'impu
tation, il ou elle a, en fait, choisi un modèle. Le principe du développement qui suit est que 
si une teHe règle est considérée suffisamment bonne pour les estimations ponctuelles (absence 
d'erreur systématique), elle est également suffisamment bonne pour les estimations connexes 
de la variance. En d'autres termes, le modèle devrait permettre à la fois le contrôle du biais 
et la validité de l'estimation de la variance. 
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Soit U = [ 1, ..., k, ..., N] une population finie; supposons que y désigne une des varia
bles étudiées dans l'enquête. L'objectif est d'estimer le total de ;' pour l'ensemble de la 
population, c.-à-d. t = EoV/t- (Pour n'importe quel ensemble C d'unités de la population, où 
C ^ U, £c. ï,kic est une désignation abrégée de t = SoV*; par exemple, signifie 'Zkiuyk-) Un 
échantillon probabiliste s est prélevé selon un plan d'échantiHonnage déterminé. Les probabi
Htés d'inclusion sont connues, et l'on obtiendrait des estimations ordinaires, fondées sur le 
plan, de la variance si toutes les unités k£s étaient observées. Toutefois, il y a des données man
quantes. Sok r le sous-ensemble de 5 pour lequel les valeurs ̂ '/̂  sont réellement observées. Pour 
le complément, s — r, des valeurs imputées sont calculées. Les données après imputation sont 
l'ensemble des valeurs dénotées ̂ •^, kç^s, telles que: 

y,t si k i r 
y*k ^ <t . , , 

.Vimp.-t SI k i s - r , 

oùy^: est une valeur réellement observée, et Jimp,̂  est la valeur imputée pour l'unité ^. Si r = s, 
il n'y a aucune imputation; toutes les données sont des observations réelles. 

Écrivons l'estimateur de t qui serak utiHsé dans le cas d'une réponse de 100 % (c.-à-d. r = s) 
de la façon suivante: f = Y^kis^kyk = Ls^kyk, où w,, est le poids attribué à l'observation;';;.. 
Par exemple, pour un échantHlonnage aléatoire simple sans remise (EASSR) de n unités parmi 
N, Wjf. = N/n pour tous les kÇ:S lorsque la moyenne de l'échantillon étendue à la population 
est UtiHsée pour estimer t, et w,, = {zy/Zs)(N/n) = ('ZyZk)/(ï,sZk) Pour tous les k€s 
lorsqu'on utilise l'estimateur par quotient avec z comme variable auxiliaire. 

Lorsque les données contiennent des valeurs imputées, l'estimateur de t est f» = Y,s'^ky*k -
Autrement dk, nous supposons que les poids ŵ  sont identiques à ceux qui sont utiHsés lorsque 
toutes les données sont des observations réelles. Ce principe est utilisé dans les modules 
d'estimation du SGE. Il s'appuie sur l'hypothèse que l'imputation selon la règle choisie cause 
peu ou pas d'erreur systématique dans les estimations. 

La variance de l'estimation d'un total est accrue par l'imputation, parce que l'imputation 
(sauf dans des circonstances tout à fait exceptionnelles) ne reproduit pas la vraie valeur ̂ ^. On 
le constate concrètement quand on appHque la règle d'imputation à des unités de l'échantillon 
réellement observées; des erreurs se produisent toujours. Si la règle n'est pas exempte d'erreur 
pour les unités répondantes, elle n'est pas non plus exempte d'erreur pour les unités non 
répondantes. À la section 4, nous exprimons la variance de û comme la somme de deux 
composantes, une variance d'échantillonnage et une variance attribuable à l'imputation: 

V = V + V 
' t ô t — "^sam T̂  "^imp-

La variance d'imputation If̂ p est nulle si toutes les données sont réellement des valeurs 
observées, ou si la méthode d'imputation est apte à reproduire exactement la vraie valeur j ' ^ 
pour chaque unité exigeant une imputation. (Aucun de ces deux cas n'est susceptible de survenir 
en pratique.) Le processus décrit à la section 4 utiHse les données après imputation, y^,;, k€s, 
pour obtenir des estimations de chacune des deux composantes, ce qui donne: 

V = V 4- V 

La composante V^^m est déterminée en deux étapes: 

1) Calculer l'estimation ordinaire, fondée sur le plan, de la variance au moyen des données 
après imputation. (Par exemple, si l'EASSR est utilké et que r = s, l'estimation non 
biaisée ordinaire de la variance de Nps est N^{l/n - l/N)'Zs(yk - ys)^l(n - !)• 
Cette formule, appliquée aux données après imputation, donne N^{l/n - 1/N) 
ï.s(y*k - y*s)^/('^ - I), où;'»^ est la moyenne des rt valeurs;'»^.) 
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2) Ajouter un terme de correction tenant compte du fait que de nombreuses règles d'imputation 
produisent des données ayant une variabilité "moindre que naturelle", phénomène propre 
à entraîner une sous-estimation de la variance d'échantillonnage à moins que des mesures 
correctives soient prises. Enfin, la composante Vi^p est facilement calculée à partir des 
données après imputation. L'utilisateur acceptera facilement l'argument selon lequel la 
variance fournie par la formule ordinaire n'est pas suffisante à elle seule; quelque chose doit 
être ajouté pour tenir compte de l'imperfection de la règle d'imputation. 

Une propriété intéressante de la méthode est que si aucune imputation n'est nécessaire, c.-à-d. 
si r = s, il en résulte que V̂ p̂ = 0 et que V̂am égale r"estimateur ordinaire de la variance" 
qui aurait été utilisé si 100 % des valeurs avaient été réellement observées. 

4. EXPOSE THEORIQUE 

L'erreur totale de f» est ainsi décomposée: 

r» — t = {t — t) -\- (f« — f) = erreur d'échantillonnage + erreur d'imputation. 

L'erreur d'imputation est la différence entre l'estimation inconnue qui aurait été calculée 
si les données avaient été formées entièrement d'observations réelles, et l'estimation qui peut 
être calculée à partir des données après imputation. L'erreur d'imputation est 

û - t' = - Y ^k^k, 
s — r 

ou 

^k yk .VimpiA: 

est un résidu d'imputation qui ne peut être observé pour une unité k ^ s — r.ha grandeur de 
Cjc dépend de la qualité d'ajustement offerte par le modèle d'imputation. Les résidus sont 
faibles si la méthode d'imputation donne des valeurs substituts presque parfaites. L'analyse, 
à partir d'ici, peut prendre diverses directions. Nous utiliserons une méthode fondée sur un 
modèle dans laquelle trois différentes distributions de probabiHté sont examinées. Les symboles 
d'espérance correspondants sont E^, Es et E^. L'indice | signifie "par rapport au modèle 
d'imputation", l'indice 5 signifie "par rapport au plan d'échantillonnage" et l'indice r signifie 
"par rapport au mécanisme de réponse, s étant donné' '. Le modèle découle de la règle d'impu
tation, et est donc connu; le plan d'échantillonnage est la distribution d'échantillonnage 
probabiliste donnée, et est donc aussi connu; le mécanisme de réponse est une distribution habi
tuellement inconnue régissant la réponse, l'échantillon 5 étant donné. 

L'estimateur f» est globalement non biaisé, au sens où E^EsEr{t^ — t) = 0, si deux 
conditions sont remplies: 

a) l'ordre des opérateurs d'espérance peut être modifié, de sorte que E^EsEr{ • ) peut être 
évalué sous la forme EsEr[E^{ • | 5, r) ), et 

b) le résidu d'imputation £ * = > ' * " y\mx>,k a une espérance (selon le modèle) nulle pour 
chaque kç.r, c.-à-d. E^(e,^) = 0, d'où U résulte que E^{t^ — t) = 0. 

La condition (a) est remplie si la réponse est régie par un mécanisme qui peut dépendre de 
5 et de données auxiliaires, mais non des;'^. ^€5. Autrement dit, la probabilité g (r) de réaliser 
l'ensemble de réponses r est de la forme q{r) = q{r \ s, \x,i:ki.s] ), où \x,^:kç.s] désigne les 
données auxiliaires. Le mécanisme de réponse peut alors être qualifié de neutre (c.-à-d. qu'on 
peut ne pas en tenir compte). 
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Examinons maintenant la variance globale donnée par 

K,o, = E^EsEA{t, - O'I, 

qui peut être aussi appelée variance prévisible en vertu du modèle d'imputation Ç. Nous 
obtenons: 

Kot = E^sr(t\) = E^EsEA {U - tf] 

= E^EsEA{f- t) + {û - Ô l ' 

= E^Vp-^- EsErV^,, (4.1) 

où P̂  = Es{{t — 0 )̂  est la variance fondée sur le plan de t, en supposant que f est non biaisé 
selon le plan pour le total /. (Pour un estimateur légèrement biaisé selon le plan, Vp est l'erreur 
quadratique moyenne selon le plan de t.) Notons que {t — t) dépend de s seulement, et non 
de r. De plus, 

V^c ^ E^[(û - t)^\s,r\ 

est la variance (selon le modèle) de l'erreur d'imputation, étant donné des ensembles 5 et r. 
L'indice c signifie "conditionnelle". Pour en arriver à (4.1), on suppose que la condition (a) 
est vérifiée, c.-à-d. que l'espérance E^ peut être déplacée à l'intérieur de EsEr, et que le terme 
mixte 

2E^Es[ (t - t) \E,(U - t) I s] ] (4.2) 

disparaît, ou est suffisamment proche de zéro pour être omis. Ce serak le cas si l'erreur d'impu
tation probable était nulle ou négligeable en vertu du mécanisme de réponse, étant donné 
l'échantillon probabiHste s réalisé. Même si (4.2) n'égale pas exactement zéro pour le méca
nisme déterminant la réponse, on peut souvent assimiler (4.2) à zéro et utiliser quand même 
la méthode ci-dessous, laquelle permet d'obtenir une bien meilleure estimation de la variance 
que si l'on prétendait naïvement que les données imputées sont aussi valables que les données 
réellement observées. Pour une imputation par le quotient et un EASSR, cas que nous exami
nons à la section 5, le terme (4.2) égale exactement zéro. 

En utilisant les désignations V^^^ = E^Vpet Î p̂ = EsE^V^c dans (4.1), on obtient 

V = V + V 

ou 

variance totale = variance d'échantillonnage -l- variance d'imputation. 

L'objectif est d'estimer la variance totale, de façon à déterminer un intervalle de confiance 
valide pour la valeur inconnue t. Notre méthode consiste à obtenir des estimations distinctes, 
Ksan,et Î mp, des deux composantes V^^^ = E^Vpet V-̂ p - f'̂ jE'rKjc. Les données disponibles 
pour cette estimation sont les y^i^, kds. La façon d'obtenir Î am et V,mp est la suivante: 

(i) Estimation de la composante variance d'échantillonnage. Soit Vp l'estimateur ordinaire (non 
biaisé selon le plan ou quasi non biaisé selon le plan) de la variance selon le plan Vs. Appelons 
V^p la quantité résultant du calcul de Vp à partir des valeurs après imputation y^,t, k€s. 
Pour de nombreuses règles d'imputation, V^p sous-estime Î am- La sous-estimation est 
compensée de la façon suivante. Évaluons l'espérance conditionnelle 
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E^{Vp- V,p\s,r) = Fdif. 

Alors, pour 5 et r donnés, trouvons un estimateur non biaisé selon le modèle, désigné V^f, de 
Kdif. Cela exigera normalement l'estimation de certains paramètres du modèle ^. Par 
conséquent, 

Ei{Vi;(\s,r) = E^{Vp - V,p\s,r). 

Alors 

'sam ~ '*p' 'd'iï 

est globalement non biaisé pour la composante Kjan, = E^ Vp, comme le montre le calcul qui 
suit: 

£j£,£,(Ksam) =EsEAE^{V,p) +£j(Kdif)) 

= EsEAE^{Vp)} =E^Es{Vp) 

= EtV = V 

(ii) Estimation de la composante variance d'imputation. Il suffit de trouver un estimateur, V^,., 
qui soit non biaisé selon le modèle pour V^^. Autrement dit, E^{V^c) = ^ic- Encore ici, 
l'estimation de paramètres inconnus du modèle ^ peut être nécessaire. Il en résulte que V^^ 
est globalement non biaisé pour la composante variance d'imputation Î ^p, puisque 

EsErE^(V^,) =EsE,V^,= I^^p. 

Enfin, un estimateur globalement non biaisé de Î oi est donné par 

V = V -i- V 
"̂ tot "̂ sam ' 'imp> 

OÙ Ksam = V^p + Vdif et î mp = ^ic- Notons que le rôle de Î jf est d'apporter une correction 
tenant compte du fait que les données après imputation peuvent afficher une variation "moindre 
que natureHe". Cela se produit souvent lorsque ̂ 'jnjp̂  égale la valeur prévue provenant d'un 
ajustement de régression, c.-à-d. "la valeur située sur la ligne". La variation autour de la ligne 
n'est pas reflétée par la valeur prévue. 

Pour que l'estimateur V̂g, construit ci-dessus soit globalement non biaisé, la condition (a) 
doit être remplie, le terme énoncé en (4.2) doit être égal à zéro, et le modèle d'imputation doit 
être approprié, de façon que F̂ if et Kĵ . soient non biaises selon le modèle pour K̂ if et V^,., 
respectivement. Il se peut que de légers écarts par rapport au modèle d'imputation supposé 
n'aient pas de conséquences graves, mais si la définition du modèle d'imputation est grossiè
rement déficiente, il est clair que VIQ, pourra être gravement biaisé, en raison du biais selon 
le modèle de V^,^ et V^c- Des simulations de Monte Carlo décrites dans Lee, Rancourt et 
Sârndal (1992) montrent que l'estimateur de la variance Î ot est passablement robuste à l'égard 
des déficiences du modèle d'imputation. Quoi qu'il en soit, le fait d'ajouter les termes V^f et 
V^c constitue une importante amélioration par rapport à l'utilisation de l'estimateur de 
variance non corrigé élémentaire V^p. 

Notons que si le modèle d'imputation demeure valable, une estimation non biaisée de la 
variance est fournie par la méthode même si les probabilités de réponse diffèrent entre les unités, 
pourvu qu'elles dépendent des valeurs Xŷ  seulement. Autrement dit, nous pouvons appliquer 
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un profil de réponse systématique en vertu duquel les unités ayant des valeurs x̂ ^ élevées sont 
moins susceptibles de répondre que les unités ayant des valeurs x^ faibles. Si les probabilités 
de réponse dépendent explicitement des valeurs y^, la situation est différente; le mécanisme 
de réponse n'est pas neutre et la condition (a) n'est pas remplie. Il y aura alors un biais dans 
Ktot attribuable à cette non-neutralité; les simulations décrites dans Lee, Rancourt et Sârndal 
(1992) donnent une idée de l'ampleur de ce biais. 

Exemple. On utilise l'EASSR pour prélever l'échantillon s, formé de n unités parmi N. 
Désignons par m la taille de l'ensemble de réponses r. Supposons qu'on impute la moyenne 
des répondants aux unités exigeant une imputation. Le modèle d'imputation correspondant 
^ prévoit que^'jt = |S + ê t, où les ê  sont des termes d'erreur non corrélés avec £{(6^) = 0, 
Kç(e^) = CT^. Autrement dk,;'»^. = y j^ si kç.r et y ̂ j^ = |8 = yr^ikds - r, et nous obtenons 
l'estimateur f» = {N/n) Y,sy*k = f^Pr- Ici, l'estimateur ordinaire, fondé sur le plan, de la 
variance pour une réponse de 100 % est Vp = N^{l/n - l/N)'Zs{yk - ys)^/(n - 1); 
lorsque cette formule est appliquée aux données après imputation, on obtient V^p = 
N^{l/n - 1/N){{m - l)/{n - l)]SJr, où S^, =lr(yk - yr)^/(m - 1). D'autres 
calculs donnent V^f = N^{l/n - 1/N)[{n - m)/{n - l ))S^,et V^^ = N^{l/m - 1/n) 
Sjr- Ainsi, Ksam = Kp + Kiif =N^(Vn - I/7V)S^,et Î ot = ^ ^ ( l / m - 1/7V)S^„ lequel 
est facile à accepter comme "bon" estimateur de la variance pour cette règle d'imputation 
simple. Le tableau qui suit montre la contribution de chacun des trois termes à l'estimateur 
de la variance totale Î ot. Pour différents taux d'imputation, en supposant que Â  est grand 
comparativement à w et à «, et que {m — l)/m = (« — l)/n « 1. 

taux d'imputation en 

100 (1 - m/n) 

10 
20 
30 

Vo contribution en "lo à I^o, 

^*P 

81 
64 
49 

' a i f Mmp 

9 10 
16 20 
21 30 

Le tableau illustre les dangers de considérer les valeurs imputées comme des données réeHes. 
Avec 30 % de valeurs imputées, l'estimateur de la variance ordinaire V^p couvre, dans cet 
exemple, moins de la moitié de la variance totale correctement estimée. L'imputation par la 
moyenne des répondants est un exemple utile, du fait de la relative simplicité des résultats. Mais 
habituellement, en situation réeHe, une telle imputation n'est ni justifiée ni efficace. Le modèle 
sous-jacent n'est pas assez raffiné pour éviter une erreur systématique dans les estimations 
ponctuelles, et les résidus e,i = y,; — pr peuvent varier considérablement. 

5. APPLICATION A L'IMPUTATION PAR 
LE QUOTIENT COURANT 

La méthode se fonde sur l'hypothèse qu'une valeur auxiliaire positive Xj^^ est connue pour 
chaque unité kds. Si kç^s - r, nous imputons j'imp.t = BXj, où Ê = (Er.V/t)/(E/->^Ar)- Les 
données après imputation sont les suivantes: 

t yk si k € r 

fîXyt si A: € s — r. 
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L'imputation par le quotient courant se fonde sur le modèle 

yk = &Xj, H- e,,, (5.1) 

où les Êyt sont des erreurs du modèle non corrélées telles que 

E^{e„) = 0, V^{e„) = a^x,,. (5.2) 

Supposons que l'échantillon s soit choisi par EASSR. Désignons les tailles respectives de s, 
r et s — r par n, m et n — m. Si aucune imputation n'était nécessaire, l'estimateur de 
t = Et/J'A serait t = Nys. En utilisant les données après imputation, nous obtenons 

û - (N/n) Yy*k = ^^sPr/Xr. (5.3) 

(Le trait supérieur et l'indice s, r ous - r désignent la "moyenne ordinaire", par exemple 
yr = Tiryk/i^, Xs-r = ï,s-rXk/(n — m), ctc.) D'après les résultats de la section précé
dente, nous avons Ktot = Kĵ ^ + Împ, avec V,^^ = E^[N^{l/n - l/N)Sly] et V^^p = 
EsE,[N^{l/m - l/«)Ciff2), où S]y = Y,y{y,, - yy)^/(N - 1) et C, = x,Je,_,/je„ une 
constante connue. Le terme mixte (4.2) égale exactement zéro dans ce cas. Notre méthode 
d'estimation de la variance donne Kto, = V^^^ -|- V,,nx, avec 

^atn = N\l/n- l/N)[S]^s + Q â ' ) , (5.4) 

Kp = N^{\/m - l/n)Cià\ (5.5) 

oùS^«5 = Y.s(y*k — y*s)^/(n — 1) est la variance calculée à partir des données après impu
tation, et nous avons choisi d'estimer a^ par la formule non biaisée selon le modèle 

a 
2 _ 1 Lr{y, - Êx,)'' 

xAl - {l/m){cv^A^] m - 1 

où cVxr = Sxr/Xr est le Coefficient de variation de x dans l'ensemble de réponses r. La constante 
Co est donnée par 

Q — '~2^((^ys ~ ^y*s). 

ou 

n - 1 
Y (yk - y s)' _ v2 

^ys 
s 

est la variance de l'échantillon (inconnue) selon des données formées de 100 % d'observations 
réelles. Après évaluation, on a 

Q _ I f y^ V- _ ^s-rXk £ '-•s-rXk'-'sXl^ 

n - K t r ' ^rXk " ^rXk ) 
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Si m n'est pas trop petk, les approximations à^ ~ (Y, rÂ) / (1 rXk) où e^ = yk - BXj^ et 
CQ ~ {1 - m//7)jc^_r sont suffisamment bonnes pour la plupart des applications. 

La composante variance d'imputation peut être ainsi exprimée 

Î p̂ = N^{l/m - l/n)AXsâ\ 

oùA = Xs-rlXf. La constante A reflète l'effet de sélection dû à la non-réponse. Si les unités 
ayant une valeur élevée sont moins enclines à répondre que les unités ayant une valeur faible, A 
peut être beaucoup plus grand que un et, pour un échantiHon donné 5 et un nombre de répondants 
donné m, la composante l̂ mp tend à être élevée, par rapport au cas où, disons, toutes les unités 
sont également enclines à répondre. Cette tendance apparaît raisonnable intukivement. 

Deux cas spéciaux sont à signaler: 1) Si tous les x^ sont égaux à 1, l'estimation de la variance 
totale devient simplement 

l̂ tot = ï̂ sam + Vi^p = N''{l/m- l/N)S]r, 

où S\r est la variance des m observations réelles y,^. Cela correspond à la variance obtenue 
selon un plan d'échantiHonnage à deux phases, chaque phase étant fondée sur un EASSR. 
2) Si aucune imputation n'est nécessaire, c.-à-d. si 5 = r, on a V̂ p̂ = 0, et 

V'tot = Krci = N^{i/n- 1/N) S] s-

Autrement dk, notre méthode donne l'estimateur bien connu de la variance pour un EASSR. 

Une étude de Monte Carlo comportant 100,000 ensembles de réponses répétés r a été effec
tuée afin de confirmer les résultats ci-dessus pour une imputation par le quotient courant. Une 
population finie de taille N = 100 a été créée conformément au modèle décrit par (5.1 ) et (5.2). 
L'ensemble de réponses typique r a été obtenu de la façon suivante: tirage par EASSR d'un 
échantillon 5 de taille n = 30; s étant donné, création de r par un mécanisme de réponse prenant 
la forme d'essais de BernouHi indépendants, un pour chaque kis, avec une probabilité Bj^ que 
le résultat sok "réponse". Trois mécanismes de réponse différents ont été utilisés; mécanisme 1 : 
Bj, s'accrok avec y^ de telle sorte que B^ = 1 - exp( - Uiy^); mécanisme 2: B,, s'accrok à 
mesure que j^t décrok, de teHe sorte que Bj, = exp( - ^2.)'*); mécanisme 3: B,, est constant à 
0.7, c.-à-d. que le mécanisme de réponse est uniforme. Les constantes «i et 02 dans les deux 
premiers mécanismes de réponse (qui peuvent être qualifiés de non neutres) ont été fixées de 
manière à produire une probabiHté de réponse moyenne de 0.7. Les taiHes des ensembles de 
réponses r réalisés ont donc varié autour d'une moyenne de 21 pour les trois mécanismes. Pour 
chaque r, l'estimation ponctueHe f» donnée par (5.3) a été calculée, ainsi que trois estimateurs 
de la variance différents, V = K(f» ). Ces estimateurs étaient: 1) l'estimateur de la variance 
fondé sur un modèle Kot = ^̂sam + V\mp, égal au total de (5.4) et de (5.5); 2) l'estimateur de 
la variance pour un échantHlonnage à deux phases A^^(l//î" - l/N)SJr + N^C^/m - 1/n) 
Y, r^l/ (m - I ), qui découle de la théorie ordinaire de l'échantillonnage à deux phases avec 
l'hypothèse d'un sous-échantillonnage EASSR de m répondants parmi n unités de l'échantillon 
initial (Rao 1990); et 3) l'estimateur de la variance non corrigé ordinaire N'^{l/n - 1/N) 
Sl^s, obtenu en faisant comme si les valeurs imputées étaient aussi bonnes que les valeurs 
réelles. Les résultats figurent dans le tableau qui suit: 

Estimateur de V 

Fondé sur un modèle 
À deux phases 
Non corrigé ordinaire 

Mécanisme 1 

-0 .20 
9.95 

-25.73 

Biais relatif de V en 

Mécanisme 2 

-4 .64 
-12.49 
-37.90 

% 

Mécanisme 3 

-3 .99 
-1 .11 

-33.21 
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Le biais relatif d'un estimateur Va été calculé sous la forme ( moy ( K) - var (/» ) ) /var (f» ), 
où moy(K)_est la moyenne des 100,000 valeurs de V, et (f») est la variance des 100,000 
valeurs de f». La simulation montre que l'estimateur de la variance fondé sur un modèle 
Kot = Kam + Mmp est quasi non biaisé pour les trois mécanismes de réponse. D'une certaine 
façon, ce n'est pas surprenant parce que la population a été créée de manière à concorder avec 
le modèle d'imputation par le quotient. Les mécanismes I et 2 sont du type non neutre et ne 
répondent pas à la condition (a) de la section 4, requise pour que I^Q, soit dépourvu de biais. 
Fait intéressant, toutefois, le biais de Kt̂ t dans cet exemple demeure quand même faible. 
L'estimateur à deux phases fonctionne bien pour le mécanisme 3 (réponse uniforme), cas pour 
lequel il a été conçu; dans les autres cas, il est biaisé. Enfin, considérer les valeurs imputées 
comme des données réelles entraîne, comme prévu, une sous-estimation prononcée de la vraie 
variance pour les trois mécanismes. Une étude de Monte Carlo plus approfondie de l'estimation 
par le quotient est décrite dans Lee, Rancourt et Sârndal (1992). Cet article donne une idée 
de l'effet d'une définition déficiente du modèle d'imputation, sujet également abordé dans 
Rao (1992). 

6. VALEURS IMPUTÉES AYANT UN RÉSIDU AJOUTÉ 

Nous pouvons distinguer deux types de valeurs imputées: 1) la valeur imputée j'imp,̂ ^ est 
constituée d'une valeur prévue seulement, ;'pred,/t. par exemple quand il s'agit d'une valeur 
provenant d'une ligne ou d'une surface résukant d'un ajustement de régression. Par exemple, 
dans la méthode d'imputation par le quotient courant utilisée ci-dessus, j'jmp.Â  = ypttd.k,. - BXj,, 
oùB = { Yryk)/( YrXk); 2) la valeur imputée ;'in,p,t est constituée d'une valeur prévue et d'un 
résidu, c.-à-d. quê î̂ p^̂ . = y^.^^^ + e*. Le terme résiduel, dont le rôle est de rendre les valeurs 
imputées plus conformes aux observations réelles, peut être obtenu par échantillonnage des 
résidus e^ = y,, - >'pred,A: calculés pour les unités répondantes kdr. Un moyen de le faire est 
exposé ci-dessous. Ce type d'imputation est parfois recommandé, dans la littérature, comme 
moyen de préserver les distributions des valeurs imputées; voir, par exemple, l'analyse faite 
dans Little (1988). Le processus d'imputation devient alors plus ardu à réaliser et, pour les besoins 
du SGE (dont le but principal est une estimation valide de la précision des estimations de l'enquête), 
il n'est pas clair que les avantages réalisés justifient l'effort additionnel. 

Nous présentons cependant une marche à suivre pour l'imputation par "valeur prévue plus 
résidu" dans le cas où le modèle d'imputation par le quotient courant est pris comme point 
de départ: Pour kir, calculons e^ = yu - Bx,,, oùB = { E , 7 A ) / ( Er-^^t), Puis 4 = e^/^k. 
On obtient ainsi un ensemble de m "résidus standardisés" 4 . Ensuite, pour une unité kds - r, 
calculons e° = Vx^è ,̂ où è^ est tiré par EASAR de l'ensemble, et x^ appartient à l'unité exigeant 
une imputation. Les unités ayant une valeur x élevée ont alors tendance à obtenir des résidus 
e^ plus élevés, ce qui est conforme au modèle. Posons ensuite e* = e% -{Ys-r^k)/(" - m). 
Pour k 6 s-r, imputons ;'in,p,t = Bx^ + e*,k e s-r; pour kir, nous avons les observations 
réeHes, y,,. Puisque la somme des e* doit par définition égaler zéro pour l'ensemble des unités 
de s - r, l'estimateur ponctuel est donné par t\ = {N/n) Ysy*k = NXsPr/Xr comme à la 
section 5, mais sa variance est différente. On peut montrer queE^EsErE„ {S]^s - S]s) « 0. 
où £"# désigne la moyenne par rapport à la sélection au hasard d'un résidu standardisé. Autrement 
dit, la différence entre la variance calculée à partir des données après imputation, S]^s, et la 
variance inconnue d'un échantillon formé entièrement d'observations réelles, S],s, est approxi
mativement égale à zéro en moyenne. Nous pouvons utiliser Kjam = N^(l/n - 1 /N) S^ » ̂  en 
tant qu'estimateur à peu près globalement non biaisé de la composante variance d'échantil
lonnage. Il n'est pas nécessaire maintenant d'ajouter une correction V^i^. Toutefois, il reste 
toujours à calculer un estimateur de la variance d'imputation Î mp = N^{l/m - l/n)Cia^ 
et à l'ajouter à Kjam-
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7. CONCLUSIONS 

Les travaux continus sur les techniques d'estimation de la variance dont il est fait état dans 
le présent article visent à étendre l'analyse: I) aux méthodes d'imputation fondées sur un modèle 
qui sont seulement implicites, en particulier la méthode d'imputation du plus proche voisin; 
2) au cas où plusieurs méthodes d'imputation sont utilisées dans la même étude. 

DeviHe et Sârndal (1992) présentent les résultats d'une extension dans laquelle l'estimateur 
de Horwitz-Thompson t = Ysyk/T^k sert de prototype. L'estimateur utilisant les données après 
imputation est alors donné par 

r ^ s-r ' s s-r 

OÙ e,i = y^ - XkB est le résidu d'imputation pour l'unité k, obtenu par régression multiple. 
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Une méthode de répartition de Téchantillon pour 
des plans d'échantillonnage à deux phases 

J.B. ARMSTRONG et C.F.J. WU' 

RÉSUMÉ 

Dans la foulée de l'élaboration d'un plan de sondage pour des enquêtes-entreprises à Statistique Canada, 
nous exposons le problème de la répartition de l'échantillon pour un plan de sondage général à deux phases 
comme un problème de programmation non linéaire sous contrainte. En exploitant la structure mathé
matique du problème, nous proposons une solution qui consiste en des itérations entre deux sous-problèmes 
qui sont beaucoup moins complexes sur le plan du calcul. Lorsqu'on utilise une solution approximative 
comme valeur de départ, la méthode proposée donne des résultats très satisfaisants dans une étude 
empirique. 

MOTS CLÉS: Répartition optimale; programmation convexe. 

1. INTRODUCTION 

Le but de cet article est de proposer une méthode de répartition de l'échantillon pour des 
plans de sondage à deux phases. Supposons qu'il faille répartir en L strates une population 
de taille Nen fonction d'une variable auxiHaire z dont nous ne connaissons pas la valeur avant 
l'échantillonnage. En revanche, nous connaissons la valeur d'une deuxième variable auxiliaire 
(taille), X, qui est corrélée avec la variable étudiée, y, pour toutes les unités de la population. 
Dans la première phase de l'échantillonnage, la population est divisée en G strates selon x. On 
tire tout d'abord un échantiHon aléatoire simple de la strate g{g = 1,2, ..., G) avec comme 
fraction de sondage Vg, et on observe la valeur z pour chaque unité échantillonnée. Dans la 
seconde phase, on tire un nouvel échantillon parmi les unités qui forment l'échantillon de la 
strate g et pour lesquelles la valeur z appartient à la classe h {h = 1,2, . . . , L ) ; la fraction 
de sondage est alors Vg,,. On observe ensuite la valeur ;/ pour les unités de l'échantillon de la 
seconde phase. 

Dans le cas où il n'y a pas de stratification en fonction de la taille (c.-à-d. G = 1), Cochran 
(1977) définit la formule de répartition qui réduit au minimum la variance de l'estimation 
y = Yi, Yiis2niiyi/{v • <Jh) du total de population Y = Yii^h • Y/,, étant donné un coût 
fixe, C, pour l'enquête, N,, et Y^ étant, respectivement, la taille et la moyenne de la popula
tion pour la strate h et Yiis2nh J'/ désignant la somme des valeurs de y pour les unités de 
l'échantillon de la seconde phase, 52, pour lesquelles la valeur z est incluse dans la classe h. 
Si les estimations d'enquête servent à l'analyse, la variance du total estimé pour la classe h, 
% = Y,iis2niiyi/(v • V,,), mérite aussi d'être considérée. Sedransk (1965), Booth et Sedransk 
(1969), Rao (1973) et Smith (1989) se penchent sur des problèmes de répartkion où l'on minimise 
une fonction de variances de totaux de classe estimés, étant donné une contrainte de coût. 

La méthode que nous décrivons dans cet article peut servir à résoudre le problème de la 
répartition dans tous les cas de stratification où la variance du total estimé pour chaque classe 
z est assujettie à une contrainte. L'idée de cette méthode nous est venue à la suite d'une 
expérimentation faite au cours d'une enquête-entreprises de Statistique Canada, où étaient 
échantillonnés des dossiers fiscaux d'entreprises. 

' J.B. Armstrong, Division des méthodes d'enquètes-entreprises. Statistique Canada, Ottawa (Ontario) Kl A 0T6 et 
CF. J. Wu, Department of Statistics and Acturial Science, University of Waterloo, Waterloo (Ontario) N2L 3G1. 
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Statistique Canada se procure des renseignements sur la population des déclarants auprès 
de Revenu Canada. L'organisme statistique est tenu de produire des estimations de variables 
financières pour des domaines définis par le croisement des provinces et des codes à quatre 
chiffres de la Classification type des industries (CTI4). Or, à Revenu Canada, seuls les codes 
à deux chiffres offrent un niveau de précision acceptable. Afin de normaliser le niveau de 
précision des estimations pour les domaines définis par le croisement des "CTI4" et des 
provinces, on a mis en application un plan d'échantillonnage à deux phases. Dans la première 
phase, on prélève un échantillon de déclarants à Revenu Canada dans des strates définies en 
fonction du code à deux chiffres de la CTI et du revenu brut de l'entreprise (taille). Avant de 
passer à la seconde phase de l'échantillonnage. Statistique Canada attribue un code à quatre 
chiffres de la CTI à chaque unité échantiHonnée; ce code est réputé plus précis que ceux fournis 
par Revenu Canada. Dans la seconde phase de l'échantillonnage, on se sert de strates définies 
en fonction du code à quatre chiffres de la CTI et de la taille de l'entreprise. Les limites de 
classe sont les mêmes dans les deux phases. Pour une description détaillée du plan d'échantil
lonnage, le lecteur est prié de se référer à Choudhry, Lavallée et Hidiroglou (1989b). 

L'échantillon de la première phase est formé suivant un échantillonnage de BernouHi (appelé 
aussi échantHlonnage de Poisson). Supposons que le déclarant / d'une case particulière formée 
par le croisement des provinces et des codes à deux chiffres de la CTI (CTI2) appartient à la 
strate de première phase g. Pour déterminer si ce déclarant appartient à l'échantillon de première 
phase, on génère un nombre pseudo-aléatoire compris dans l'intervalle (0,1), disons R,, en se 
servant du numéro d'identification unique du déclarant. Le déclarant sera inclus dans l'échan
tillon de première phase si 7?,€ (O.Ug). Pour ce qui est du tirage de l'échantillon de la seconde 
phase, on se sert aussi d'un échantillonnage de BernouHi, mais avec un ensemble de nombres 
pseudo-aléatoires différent. L'échantiHonnage de BernoulH permet de procéder à l'échantil
lonnage et au traitement avant d'avoir toute l'information voulue sur l'univers du déclarant. 
Cet avantage est précieux car la collecte d'informations s'échelonne normalement sur deux ans. 
Avec l'échantillonnage de BernouHi, la taille des échantillons est aléatoire. Dans Choudhry, 
Lavallée et Hidiroglou (1989b), on calcule la variance de ÎA-STRAT = EgI(€s2ngnA>'// 
{vg • Vgh) au moyen d'un échantiHon aléatoire simple qui tient lieu d'échantiHon de BernouHi 
(voir Sunter 1986). Suivant cette méthode, on prélève à la première phase un échantillon 
aléatoire simple de taille fixe n'g = Vg - Ng dans la strate g. Désignons par ng,, le nombre 
d'unités de la strate g (taille) dans l'échantiHon de première phase qui font partie de la strate h 
(CTI4). Dans la seconde phase, on prélève un échantiUon aléatoire simple de taHle ng^ = Vg^ • ngh 
dans la strate h et la strate g, Vg^ étant considérée fixe. La variance de KA-STRAT est définie 

n-Y (-^ - 0 • A" + D (7 - 0 
„ Vg • ^gh J , \h / 

• Bg,,, 

ou 

^gli — f^gli • ^gh, 

•2 

«-(^)(t-*)' 
et Sjh est la variance dans la strate de seconde phase gh (taille x CTI4). 

Voici comment est structuré cet article. Dans la section 2, nous exposons le problème de 
la répartition optimale par rapport à l'échantillonnage à deux phases de dossiers fiscaux. Nous 
proposons une solution itérative appelée "méthode exacte". Dans la section 3, nous décrivons 
une version approchée de la répartition optimale qui peut servir à générer des valeurs de départ 
pour la méthode exacte. La section 4 contient les résultats d'une étude empirique où l'on compare 
diverses valeurs de départ pour la méthode exacte. Enfin, la section 5 sert de conclusion. 
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2. MÉTHODE EXACTE 

Dans cette section, nous exposons le problème de la répartition optimale et nous lui opposons 
une solution itérative appelée "méthode exacte". Pour exposer ce problème par rapport à 
l'échantillonnage à deux phases de dossiers fiscaux, il suffit de considérer une case formée par 
le croisement des codes à deux chiffres de la CTI (CTI2) et d'une province en particulier qui 
contient Â  unités. Le coût de l'échantillonnage d'une unité dans la première phase est A",, 
quelle que soit la strate dans laquelle se trouve cette unité, tandis qu'il est de A'2 dans la seconde 
phase, peu importe la strate. Suivant l'échantillonnage de BernouHi, la fonction de coût est 

F* = Ki. x;«i + >̂ 2- Y E^^"-
g g h 

Puisque la taille des échantillons, «g et «g,,, est aléatoire, nous utilisons l'espérance de coût 

F = Ki.Yh-Ng + K2-Y Y"^-'^'^' ^^"^ (ï) 

Rao (1973) et Smith (1989) se servent aussi de l'espérance mathématique de fonctions de coût 
aléatoires pour résoudre des problèmes de répartition dans des plans à deux phases. Pour ce 
qui a trait à l'échantillonnage de dossiers fiscaux, le coût total pour une province équivaut à 
la somme des coûts de l'échantillonnage pour toutes les cases "CTI2" dans la province. Le 
coefficient de variation estimé du coût de l'échantillonnage à deux phases de dossiers fiscaux 
pour la province de Québec, fondé sur des données de 1988, était environ 1.85%. Ce coefficient 
était moindre pour le coût de l'échantillonnage à l'échelle nationale. 

Il est nécessaire de minimiser (I) par rapport à Vg, g = 1, 2 ..., G, et à Vg,,, g = 1, 
2, ..., G, h = 1,2, ..., H, étant donné les contraintes 

Y ( . r V -^) •'^B'. + Y (-- 0 •^^'•^ci- Yi, h = 1,2,...,H, (2) 
g \"g ' "gh / T "̂̂ ^ ^ 

0 < ug < 1, ^ = 1,2, . . . , G, 

0 < ug;, < 1, ^ = 1,2, . . . , G, h = 1,2, . . . , / / , 

où C/, désigne le coefficient de variation cible pour le domaine h (CTI4). 

Lorsqu'on a tenté de résoudre directement le problème en appliquant l'algorithme de 
programmation quadratique successive de Schktkowski (1985) à la manière d'IMSL (1987), 
on a obtenu des résultats variables. L'algorithme fonctionnait bien pour des problèmes qui 
renfermaient un petit nombre de variables et de contraintes. Cependant, il n'a pas été possible 
d'obtenir des solutions satisfaisantes pour les problèmes où il y avait plus de 35 variables ou 
plus de 50 contraintes environ. 

Le tableau 1 contient quelques chiffres de coût obtenus par l'application directe de 
l'algorithme de Schittkowski en ce qui concerne l'échantillonnage de dossiers fiscaux. Cette 
opération visait à résoudre les problèmes de répartition liés à certaines cases "CTI2" dans la 
province de Québec où il fallait composer avec un grand nombre de variables et de contraintes; 
à cette fin, nous nous sommes servis de données pour l'année d'imposition 1988. Avec 
l'approche directe, toutes les fractions de sondage (première phase comme seconde phase) 
étaient posées égales à un au départ. Le tableau 1 donne aussi le coût (moins élevé que l'autre) 
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Tableau 1 

Résultats pour la méthode directe et la méthode exacte 

CTI 2 

30 

35 

39 

427'* 

Nombre de 
variables 

62 

37 

38 

39 

Nombre de 
constraintes 

86 

51 

50 

48 

Coût ($) -
méthode directe 

5155** 

551 

1667 

27528** 

Coût ($) -
méthode exacte 

1897 

512 

1450 

3383 

• En ce qui à trait aux industries de la construction, on se sert des codes à trois chiffres pour la stratification de 
la première phase. 

•• Le programme d'IMSL s'est interrompu à cause d'une erreur interne, qui n'a pu être corrigée après consultation 
de la documentation. 

calculé au moyen de la méthode que nous appelons "méthode exacte" et qui est décrite plus 
bas. Les données du tableau indiquent que l'application directe de l'algorithme de Schittkowski 
à la manière d'IMSL est inadéquate pour des cases "CTI2" lorsqu'il y a un grand nombre de 
variables et de contraintes. 

La méthode exacte repose sur une simpHfication majeure du problème défini par (1) et (2); 
on peut réaliser cette simpHfication en exploitant la structure mathématique du problème. Plus 
précisément, nous reformulons le problème en deux grandes étapes, chacune d'elles pouvant 
recevoir une solution itérative. Dans la première étape, on minimise (1) par rapport à Vg, 
g = 1,2, . . . , G, étant donné la valeur de toutes les fractions de sondage de la seconde phase. 
Cette étape nécessite l'utilisation de techniques d'optimisation non linéaire. La deuxième étape 
consiste à minimiser (1) par rapport aux fractions de sondage de la seconde phase, étant donné 
les fractions de sondage de la première phase calculées dans la première étape. Cette minimi-
sation ne nécessite pas d'itérations puisque sa solution a une forme analytique fermée. En outre, 
elle peut se faire pour chaque valeur de h prise individuellement, h = 1,2, ..., H. Une fois 
la seconde étape terminée, on répète la première étape et on poursuk le processus itératif. On 
constate la convergence lorsque la variation de la fonction de coût entre deux itérations devient 
négligeable. 

Posons Ug'" et v^l,^ comme les estimations des valeurs optimales de Vg et de Vg,, obtenues après 
/ itérations (chaque itération comprenant une double exécution des deux étapes décrites 
ci-dessus). Au début de l'itération / -I- I, il faut transformer les variables définies par l'expres
sion ^g''"^" = l/i^l'"^" - 1- Cette opération a pour but de redéfinir le problème d'optimi
sation qui se pose dans la première étape de l'itération comme un problème renfermant des 
contraintes linéaires et une fonction-objectif convexe, c'est-à-dire comme un problème de 
programmation convexe. Les problèmes de ce genre sont plus faciles à résoudre. 

Plus précisément, chaque itération comporte les opérations suivantes: 

(i) minimisation de 

g ^ ' A ^ I 

par rapport à X^'\ g = 1,2, . . . , G, étant donné les contraintes 

Cl 'y'h-Y C ^ ^ -^) '^gh-Y ^i" • ^̂ ^ ^ 0' f^-^'^'-'f^ 
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^g<" > 0, ^ = 1,2 G. 

(ii) calcul de Ug''' = I/(.A'g''' -I- I ) , ^ = 1,2, . . . , G. Minimisation, pour chaque valeur de 
h = 1,2, . . . , / / , prise individuellement, de 

pii = Y "^' • '̂ « '̂ • ^^ 'gii 

par rapport à v^l,\ g = 1,2, ..., G, étant donné les contraintes 

0 < ug'i' < 1, g = 1,2, . . . , G , 

où h est considéré comme fixe. 

Nous verrons dans la section 3 qu'il n'est pas nécessaire de recourir à des méthodes 
numériques pour résoudre l'étape (ii). La méthode exacte ne nécessite donc que la résolution 
d'une série de problèmes de programmation convexe ne renfermant chacun que G variables. 
Il est beaucoup plus facile de résoudre un problème de programmation convexe qu'un problème 
de programmation non linéaire général. Dans le premier cas, une solution locale est aussi une 
solution globale. 

Posons/*''' comme la valeur de la fonction de coût, (1), calculée au moyen de v^''' et de v^j,K 
Les valeurs F'-''' forment une suite monotonement décroissante et, de ce fait, tendent vers une 
limite. C'est la valeur de départ qui détermine si cette limite et les fractions de sondage corres
pondantes conduisent au minimum global, cela à cause de la géométrie des contraintes définies 
en (2). Dans la pratique, il faudrait tester plusieurs valeurs de départ en vue de trouver la 
meilleure solution. Une de ces valeurs nous est fournie par la "méthode approximative", qui 
ne nécessite pas d'itérations. Cette méthode est décrite dans la section suivante. 

3. MÉTHODE APPROXIMATIVE 

Dans cette section, nous présentons une méthode de répartition qui se rapproche de la 
répartition optimale. Elle a été proposée la première fois par Choudhry, Lavallée et Hidiroglou 
(1989a). Après avoir supposé que toutes les fractions de sondage de la seconde phase sont égales 
à un, on détermine une formule approchée de répartition optimale pour l'échantillon de la 
première phase. On répartit ensuite l'échantiHon de la seconde phase, compte tenu des fractions 
de sondage de la première phase. Comme le coût de l'échantillonnage d'une unité dans l'une 
et l'autre phase ne dépend pas de la strate dans laquelle se trouve l'unité, minimiser le coût 
revient à minimiser la taille de l'échantillon à chaque étape de la méthode. 

La première étape de la méthode approximative consiste à trouver une solution approchée 
au problème de la répartition optimale pour un plan d'échantillonnage à une phase. Pour cela, 
on doit calculer le minimum - pour chaque valeur de h prise individuellement - de 

rW _ - Y "̂ «i" • ^« (3) 
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par rapport à Vg\h, g = 1, 2, ..., G. Le symbole Ug|/, indique que la détermination de la 
fraction de sondage pour la strate g est assujettie à une seule contrainte de précision, à savoir 
celle relative au domaine h (CTI4), h étant fixe. En particuHer, la minimisation doit s'effectuer 
eu égard aux contraintes 

E f— - ^ V (A/. + B,,) < cl - Yl, (4) 

0 < vg\„ < 1, g = 1,2, . . . , G . (5) 

On peut montrer que le minimum de (3) est obtenu lorsque l'égaHté dans l'équation (4) est 
satisfake, de sorte que le problème défini par les équations (3), (4) et (5) équivaut à calculer 
le point critique du lagrangien 

E = Y''^\>'^s + ^'[ci' yl- Y (j-^-^) - (̂ ^̂  + ^«"^j• 
s o 

En posant les dérivées par rapport à Vg^^ égales à zéro, on obtient 

ug|, = {{Ag, + Bg„)/Ng)''' • ( - X)'/% g = 1, 2, . . . , G. (6) 

En posant dL/dX = 0, on obtient 

{-xy^ = Y ((^gh + BgH) ' ^g)"'l(cl •yl+ Y (̂ ^̂  + ^g")) • (7) 

Après avoir substitué (7) dans (6), on obtient la fraction de sondage optimale pour la strate 
g, étant donné une seule contrainte de précision, ceHe relative au domaine h (CTI4), 

v'/2 v*\„ = {(Ag„ + Bg,)/Ng)' 

Y ( (A,„ + Bg,) • Ng^^Ucl -Yl-t Y (^g" + ̂ g")) • (8) 
g ' ^ g 

Si une ou plusieurs des fractions de sondage définies par l'expression (8) sont supérieures 
à un, on peut poser ces fractions égales à un et procéder à une répartition avec un nombre 
moindre de strates. On reconnak dans cette technique la méthode de "surrépartition" dont 
fak état Cochran (1977). Il est nécessaire de calculer (8) pour h = 1,2, . . . , / / . La fraction 
de sondage approximative de la première phase pour la strate g, v*, est posée égale à la valeur 
la plus élevée de l'ensemble {v*\h,h = 1.2, ..., H] pour g = 1,2, . . . , G; de cette manière, 
nous sommes sûrs que la contrainte de précision relative à chaque domaine "CTI4" sera 
satisfaite. 

Étant donné les fractions de sondage de la première phase, il est facile de calculer les fractions 
de sondage optimales de la seconde phase. Supposons que, pour la case h formée par le 
croisement des codes à deux chiffres de la CTI (CTI2) et des provinces, les strates g visées par 
l'opération de répartkion correspondent à un ensemble de nombres entiers, T. Nous posons 
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les fractions de sondage de la seconde phase égales à un pour les strates g qui ne sont pas visées 
par l'opération. Normalement, on devrait avoir l'ensemble r = (1,2, . . . , G), maisàcause 
du phénomène de "surrépartition" qui survient durant la répartition de l'échantillon de la 
seconde phase, par exemple, F peut ne pas contenir tous les entiers de 1 à G. Répartir l'échan
tillon de la seconde phase équivaut à déterminer le minimum de 

Ph= Y "sh • "! • ^gh (9) 
g(.T 

par rapport avg,,, g^T, étant donné les contraintes 

(10) 

ger 

0 < ug;, < 1, ger, (11) 

ou 

M, = CIYI-Y(J^-'^- (\h + Bg,). 

Notons que le nombre prévu d'unkés appartenant au domaine h (CTI4) dans l'échantillon 
de la seconde phase pour la strate g, v* - Ng,, figure dans l'équation (9). On peut montrer 
facilement que (9) prend une valeur minimum lorsque l'égalité dans l'équation (10) est satisfaite. 
Par conséquent, la minimisation équivaut à déterminer le point critique du lagrangien 

Y "sh • vl -Ng^ + X- (M,-Y- ( - - ^ ) • ^ ) , 
giT V tfr \"sh ) "t) 

Lu = 

par rapport à Vg,, g^V, et à X, étant donné les contraintes 

0 < ug/, < 1, ger. 

En posant les dérivées premières de L, égales à zéro et en simplifiant, on obtient 

Vg,= ( - X • Ag,/Ng,)'^' - (1/u*), ggr, (12) 

(-X)^^ = Y (^gh -Ag^r'WDr,, (13) 

ou 

Dru = Cl-YlY (^) • A . - D (-^ - l ) • (Au + Bg,). 
gçr ^ s/ g ^ « ^ 
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Notons qu'une répartition ne sera possible que si D^u est positif. En substituant (13) dans (12), 
on obtient 

vlu = (Agu/Ng,)''' - (1/ug*) • Y (^gh ' AguY^'/Dr,. (14) 
giV 

Si v^, est supérieure à un pour certaines strates de seconde phase gh, on peut bien sûr utiliser 
la méthode de "surrépartition" mentionnée plus haut. Notons que l'équation (14) produk aussi 
la solution voulue pour l'étape (ii) de chaque itération de la méthode exacte. 

4. ÉTUDE EMPIRIQUE 

La méthode approximative est utile à deux points de vue. Premièrement, elle constitue une 
bonne valeur de départ pour la méthode exacte et deuxièmement, elle est probablement plus 
facile à appliquer dans la pratique. Dans cette section, nous présentons les résultats d'une étude 
comparative empirique dans laquelle nous avons utilisé des données de la province de Québec 
pour l'année d'imposition 1988. Nous communiquons les résultats obtenus au moyen de la 
méthode exacte, pour diverses valeurs de départ, comme au moyen de la méthode approxima
tive. Étant donné que les quantités Ng,, Y, et Sj,, nécessaires aux deux méthodes, étaient 
inconnues, nous les avons estimées à l'aide des données. 

Nous avons procédé à une stratification selon la taiHe, comme dans la vraie enquête: quatre 
strates à tirage partiel et une à tirage complet. Des schèmes de répartition ont été déterminés 
pour 64 cases "CTI2" (toutes tirées des données du Québec sauf quelques-unes à effectif réduit). 
Le nombre de fractions de sondage calculé au cours de cette opération variait de 8 à 92, avec 
une médiane de 24. Le nombre de contraintes, lui, variait de 9 à 115, avec une médiane de 31. 
Une vingtaine de cases "CTI2" renfermaient plus de 35 variables et dix-huit de ces cases 
renfermaient aussi plus de 50 contraintes. En tout, nous avions 1,850 strates de seconde phase, 
qui comptaient environ 230,000 unités de population. 

Le coût de l'échantillonnage à la première phase a été étabH à $1.40 l'unité; ce coût 
comprenait le microfilmage ou la reproduction par photocopie des déclarations d'impôt à 
Revenu Canada, l'envoi de l'information à Statistique Canada et la détermination des codes 
à quatre chiffres de la Classification type des industries. Quant au coût de l'échantillonnage 
de la seconde phase, qui correspondait essentiellement au coût de la transcription de valeurs 
pour des variables financières, il a été établi à $7.00. Ces coûts reflètent assez bien ceux 
enregistrés normalement dans la vraie enquête. 

Pour calculer les schèmes de répartition à l'aide de la méthode exacte, nous nous sommes 
servis de trois valeurs de départ: I - la solution de la méthode approximative; II - l'ensemble 
des fractions de sondage de la première phase posées égales à un, plus les fractions de la seconde 
phase conditionnellement optimales correspondantes; et III - un ensemble aléatoire de fractions 
de sondage de première phase possibles, avec les fractions de seconde phase condkionnellement 
optimales correspondantes. En outre, nous avons éprouvé la méthode exacte avec une pertur
bation de chacune de ces valeurs de départ. En ce qui concerne la valeur de départ I, la valeur 
perturbée de la fraction de sondage de première phase pour la strate g était uj"* = 
0.1 -I- 0.9 • u|, où u|est la solution de la méthode approximative. Les fractions de sondage 
de la seconde phase ont pris au départ des valeurs optimales, étant donné la valeur perturbée 
des fractions de la première phase. La valeur de départ III a été perturbée de façon analogue. 
En ce qui a trait à la valeur de départ II, la valeur perturbée de la fraction de sondage était 
i;] '̂ = 0.1 + 0.9 • u*̂ , où i;*;fest optimale, à condition qu'U yak recensement à la première 
phase de l'échantillonnage. Pour chaque valeur de départ, nous avons retenu le meilleur résukat 
observé, peu importe qu'il ak été obtenu à l'aide de la valeur authentique ou de la valeur 
perturbée correspondante. La convergence était constatée dès que la variation relative de la 
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Tableau 2 

Résultats pour la méthode exacte et la méthode approximative 

Exacte - Valeur de départ 
Méthode Approximative 

1 11 111 

Coût total ($) 122779 139347 200998 130228 

Nombre de cases pour lesquelles la méthode 
a produit le meilleur résultat* 48 17 1 

• Pour deux cases, les valeurs de départ I et II ont produit le même résultat et celui-ci est supérieur au résultat obtenu 
au moyen de la valeur de départ III. C'est pourquoi la somme des chiffres de cette ligne est 66 plutôt que 64. 

fonction de coût entre deux itérations était inférieure à 10"''. La version d'IMSL de 
l'algorithme de programmation quadratique successive de Schittkowski était utilisée pour 
résoudre les problèmes de programmation non linéaire. 

Les résultats de l'étude empirique figurent dans le tableau 2. On y trouve le coût total de 
l'échantillonnage calculé selon quatre solutions, de même que le nombre de cases "CTI2" pour 
lesquelles chacune des valeurs de départ utilisées pour la méthode exacte a produit de meilleurs 
résultats que d'autres valeurs de départ. Nous n'avons pas indiqué les coûts du calcul puisqu'ils 
n'étaient pas suffisamment élevés pour avoir une influence quelconque. 

Les résultats montrent que la méthode approximative offre les meilleures valeurs de départ 
pour la méthode exacte. Bien que la valeur de départ II ait donné de meilleurs résultats que 
la valeur de départ I pour 17 cases "CTI2", le coût total associé à la valeur II est plus élevé 
que celui établi à l'aide de la méthode approximative. La méthode exacte laisse à désirer lorsque 
les valeurs de départ correspondent à un ensemble aléatoire de fractions de sondage de première 
phase possibles. 

Bien que le coût total établi au moyen de la valeur de départ I de la méthode exacte n'est 
que 5.7% moins élevé que le coût établi à l'aide de la méthode approximative, il convient de 
souligner que la méthode exacte (avec valeur de départ I) sera toujours supérieure à la méthode 
approximative. Celle-là a donné de meilleurs résultats que celle-ci pour 42 cases. 

5. CONCLUSION 

Dans les deux premières sections de cet article, nous avons exposé le problème de la répartition 
d'un échantillon pour les plans de sondage à deux phases comme un problème d'optimisation 
sous contrainte. Si le nombre de variables et de contraintes est peu élevé, on peut obtenir une 
solution par l'application directe de méthodes numériques. En revanche, l'approche directe 
laisse à désirer lorsque les variables et les contraintes sont en grand nombre. 

En exploitant la structure mathématique du problème, on peut reformuler celui-ci en deux 
sous-problèmes: premièrement, un problème de programmation convexe avec contraintes 
linéaires qui renferme beaucoup moins de variables et deuxièmement, un problème que l'on 
peut résoudre sans recourir à des méthodes numériques. L'algorithme que nous avons proposé 
dans la section 2 consiste en des itérations entre les deux sous-problèmes. Plus simple sur le 
plan du calcul, il est plus efficace que l'approche directe pour résoudre des problèmes qui 
renferment un grand nombre de variables et de contraintes. Dans la section 3, nous avons 
présenté une méthode approximative de répartition de l'échantillon qui ne nécessite pas l'emploi 
de méthodes numériques. L'étude empirique de la section 4 montre que la méthode approxi
mative offre une valeur de départ particulièrement bonne pour l'algorithme proposé dans la 
section 2. 
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Le rôle de l'intervieweur dans la participation aux enquêtes 

MICK P. COUPER et ROBERT M. GROVES' 

RÉSUMÉ 

À l'aide de données tirées d'une enquête portant sur des intervieweurs du U.S. Census Bureau, cet article 
étudie si des intervieweurs expérimentés obtiennent des taux de réponse plus élevés que des intervieweurs 
inexpérimentés, en "neutralisant" les différences dans le plan d'enquête et dans les attributs des 
populations affectées aux intervieweurs. Après avoir démontré que le rapport est positif et curviligne, 
l'étude tente d'expliquer les mécanismes qui permettent aux intervieweurs expérimentés d'obtenir ces taux 
de réponse et élabore sur la nature du rapport. L'article examine quels comportements et quelles attitudes 
sont à la base du plus grand succès dans l'espoir que ces éléments pourraient être inculqués aux stagiaires. 

MOTS CLÉS: Intervieweurs; non-réponse; taux de réponse; taux de réponse; participation à une enquête. 

1. INTRODUCTION 

Les spécialistes des méthodes d'enquête soupçonnent depuis longtemps que l'intervieweur 
est une source importante de variation dans les taux de réponse. Les indicateurs de cette situa
tion comprennent les différences observées parmi les stagiaires dans l'aptitude à observer et 
à appliquer les Hgnes directrices relatives aux interviews, une variation dans le taux de données 
manquantes pour les questions entre les intervieweurs, les taux de réponse d'intervieweurs 
particuliers ainsi que l'aptitude de certains intervieweurs à obtenir des réponses auprès 
d'enquêtes qui avaient refusé de collaborer avec d'autres intervieweurs. Toutefois, le fait que 
les intervieweurs travaillent souvent dans des sous-populations différentes et qu'ils font donc 
face à des défis différents pour remplir leurs tâches a une influence sur plusieurs de ces 
indicateurs. 

Une bonne partie de ce que nous croyons à propos de l'incidence de l'intervieweur sur la 
participation à une enquête n'a pas encore été vérifié ou demeure peu concluant. Dans une 
étude souvent citée, Durbin et Stuart (1951) ont trouvé que les intervieweurs expérimentés étaient 
incontestablement supérieurs à des volontaires étudiants pour ce qui est des taux de réponse. 
Groves et Fultz (1985) ont trouvé que les intervieweurs débutants (qui n'étaient entrés en 
fonction que depuis 1 à 6 mois) avaient les taux de refus les plus élevés au cours d'une enquête 
téléphonique. Dans une étude citée par Inderfurth (1972), les taux de non-réponse pour les 
intervieweurs du Census Bureau formés en 1962 et en 1963 ont diminué régulièrement au cours 
des premiers mois d'emploi pour atteindre le niveau des intervieweurs expérimentés après 
22 mois. Par contre. Singer, Frankel et Glassman (1983, p. 74) ont trouvé que l'effet de 
l'expérience sur les taux de réponse au cours d'une enquête téléphonique était contraire à l'intui
tion, c'est-à-dire, que les intervieweurs plus expérimentés n'ont pas obtenu des taux de réponse 
plus élevés. Ils font remarquer, cependant, que ce résultat est basé sur seulement six inter
vieweurs. Dans une étude portant sur 16 intervieweurs travaillant sur le terrain en Suède, 
Schyberger (1967) a trouvé que les taux de non-réponse étaient plus élevés pour les intervieweurs 
expérimentés que pour les intervieweurs qui avaient été recrutés peu de temps auparavant. En 
bref, les résultats empiriques n'appuient pas toujours la croyance universelle que les inter
vieweurs expérimentés ont plus de succès. 

' Mick p. Couper et Robert M. Groves, U.S. Bureau of the Census et University of Michigan. Bureau 2315-3, Bureau 
of the Census, Washington, DC 20233. 
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Dans le présent article, nous examinons le rôle de diverses caractéristiques des intervieweurs, 
particuHèrement l'expérience, pour obtenir la coHaboration des répondants. Il faut remarquer 
que l'intervieweur ne représente qu'un élément d'un ensemble important de facteurs qui peuvent 
avoir un effet sur la participation à une enquête. Ces facteurs comprennent des caractéristiques 
des répondants, l'interaction entre le répondant et l'intervieweur, des caractéristiques du plan 
d'enquête ainsi que des facteurs contextuels et liés à la situation. Pour une étude de ces facteurs, 
se reporter à Groves, Cialdini et Couper (1992). 

Nous devons aussi remarquer qu'il se peut que des modèles différents soient plus appropriés 
pour des composantes différentes de la non-réponse. Par exemple, la motivation des inter
vieweurs, leur ténacité et l'effort qu'ils consacrent peuvent être plus importants pour réduire 
le nombre de cas où l'on n'a pu entrer en communication avec le répondant, alors que les 
aptitudes liées à la persuasion jouent un plus grand rôle dans la partie refus de la non-réponse. 
Les données analysées ici ne nous permettent pas de faire la distinction entre ces composantes 
de la non-réponse. Conséquemment, les modèles testés n'ont pas tout le pouvoir explicatif qu'ils 
pourraient posséder. 

Dans le présent article, nous nous intéresserons à deux questions: a) les intervieweurs expé
rimentés obtiennent-ils des taux de réponse plus élevés? b) dans l'affirmative, quels sont les 
mécanismes à la base du rapport entre l'expérience et les taux? Ces questions sont importantes 
pour l'ensemble des chercheurs s'intéressant aux enquêtes. Si l'on peut faire adopter aux inter
vieweurs débutants les comportements des intervieweurs expérimentés qui obtiennent des taux 
de réponse élevés, alors il se pourrait que les premiers connaissent le même succès que ces 
derniers. Si ce n'est pas le cas, alors l'importance de réduire le taux de roulement parmi les 
intervieweurs expérimentés demeure élevée pour les organismes qui réalisent des enquêtes. 

2. TRAVAUX EN VUE D'OBTENIR UN MODELE DE 
PARTICIPATION À UNE ENQUÊTE 

On peut déterminer un certain nombre de caractéristiques des intervieweurs qui peuvent avoir 
une incidence sur la participation à une enquête. Ces caractéristiques sont illustrées à la figure 1. 
Nous étudierons les effets de l'expérience de l'intervieweur, de ses attentes et de son compor
tement sur les taux de réponse, en "neutraHsant" les caractéristiques de la région d'affectation 
ainsi que du plan d'enquête. Nous examinerons, à tour de rôle, chacun des ensembles de 
variables. 

2.1 Expérience de l'intervieweur 

Tout d'abord, on s'attend à ce que l'expérience des intervieweurs ait un effet positif sur les 
taux de réponse que ces derniers obtiennent. Cela découle des leçons apprises par tâtonnement 
lors de l'application de différentes techniques au fil des ans et de diverses lignes directrices 
relatives à la formation ainsi que des expériences acquises lors de diverses enquêtes. L'expé
rience a donc deux composantes: la durée et l'étendue. Le nombre d'années pendant lesqueHes 
une personne a travaiHé comme intervieweur pourrak représenter la durée de l'expérience. Un 
indicateur de l'étendue de l'expérience est le nombre d'organismes différents pour lesquels un 
intervieweur a travaillé ou le nombre de genres d'études différentes auxquelles un intervieweur 
a travaillé. On soutient que la durée et l'étendue de l'expérience servent toutes deux à accrokre 
la variété des différentes situations d'interview auxquelles un intervieweur est exposé. 

Nous nous attendons à ce que le rapport entre la durée de l'expérience (telle que mesurée 
par la durée des fonctions) et les taux de réponse soit curviHgne. L'expérience acquise au cours 
des premières années de réalisation d'interviews aura une plus grande incidence sur les taux 
de réponse que celle qui est acquise plus tard. Après un certain point, le nombre de nouvelles 
situations auxquelles un intervieweur a à faire face diminue et les intervieweurs deviennent plus 
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à l'aise pour s'occuper de la grande variété de personnes qui font partie d'un échantillon avec 
lesquelles ils peuvent avoir à traiter et de zones d'affectation qui peuvent leur être confiées. 
Après ce point, il se peut que les années additionnelles d'expérience ne produisent pas d'autres 
gains dans les taux de réponse. 

Une autre hypothèse est que l'auto-sélection plutôt que l'expérience produk des taux de 
réponse plus élevés parmi les intervieweurs qui ont été en fonction plus longtemps. En d'autres 
mots, ce n'est pas le fak que les intervieweurs s'améliorent avec le temps, mais que les meilleurs 
intervieweurs ont tendance à rester alors que les intervieweurs moins bons cessent de faire ce 
travail. Nous croyons qu'une combinaison de ces deux facteurs expHque les variations dans 
le rendement des intervieweurs. Toutefois, on ne peut vérifier l'hypothèse de l'auto-sélection 
dans une enquête transversale comme celle dont nous parlons et U faut donc faire preuve de 
prudence quand on tire des conclusions à partir de ces analyses. 

Si les intervieweurs expérimentés obtiennent des taux de réponse plus élevés, nous supposons 
que cela se produit suite aux effets combinés des attentes des intervieweurs {p. ex., la confiance) 
et de leur comportement {p. ex., une présentation orale efficace). Il faut remarquer que nous 
ne supposons aucun effet direct de l'expérience sur les taux de réponse. En d'autres mots, est-il 
possible de déterminer les aptitudes et les comportements des intervieweurs qui peuvent expli
quer les différences possibles dans les taux de réponse? 

2.2 Attentes de l'intervieweur 

On fait l'hypothèse que des attentes positives de la part des intervieweurs contribuent à des 
taux de réponse plus élevés. Il est probable que les intervieweurs qui ont une plus grande 
confiance dans leur aptitude à persuader les personnes faisant partie d'un échantiHon donné 
à participer à l'enquête correspondante, qui croient en la légitimité du travail qu'ils effectuent 
et qui sont confiants que la majorité des personnes acceptent de participer aux enquêtes obtien
dront des taux de réponse plus élevés que ceux qui n'ont pas cette attitude. L'étude de Singer, 
Frankel et Glassman (1983), dans laquelle on a trouvé que les intervieweurs qui prévoyaient, 
avant l'enquête, que la tâche de persuader les répondants était "assez facile", ont obtenu des 
taux de réponse plus élevés que ceux qui croyaient que la tâche était "assez difficile", apporte 
un certain appui empirique à cet argument. 

2.3 Comportement de l'intervieweur 

Pour ce qui est des comportements des intervieweurs, nous cherchons à déterminer les 
mécanismes qui permettent de transformer une expérience plus considérable et des attentes 
positives en des taux de réponse plus élevés. On peut comparer le comportement des inter
vieweurs pour ce qui est d'obtenir la collaboration des personnes faisant partie de l'échantillon 
à celui d'autres "professionnels de l'acquiescement" (comme les vendeurs, les collecteurs de 
fonds, etc.). Après un examen approfondi des preuves basées tant sur des expériences que sur 
l'observation, Cialdini (1984, 1990) détermine six principes d'acquiescement utilisés pour 
décider si l'on va accéder à une demande. Voici, brièvement, ces principes: 

a) Échange: une personne accepterait mieux d'acquiescer à une demande dans la mesure où 
l'acquiescement constitue un témoignage de reconnaissance pour ce qu'on a perçu comme 
un cadeau, une faveur ou une concession. 

b) Cohérence: Après s'être engagée dans une position, une personne accepterait mieux 
d'acquiescer à des demandes relatives à des comportements qui sont cohérents avec cette 
position. 

c) VaHdation sociale: On accepterait mieux d'acquiescer à une demande dans la mesure où 
l'on croit que des personnes qui nous ressemblent acquiesceraient à cette demande. 
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d) Autorité: On accepterait mieux de céder aux demandes d'une personne que l'on considère 
être une autorité légitime. 

e) Rareté: On accepterait mieux d'acquiescer à des demandes afin de profiter d'occasions qui 
sont rares. 

f) Estime: On accepterait mieux d'acquiescer à des demandes présentées par des personnes 
pour lesquelles on a de l'estime. 

Nous sommes intéressés à savoir dans quelle mesure les intervieweurs utilisent ces principes 
pour persuader les personnes faisant partie d'un échantillon de participer à l'enquête 
correspondante. 

On soutient que les intervieweurs qui font une utilisation appropriée de chacune de ces 
stratégies auront vraisemblablement un plus grand succès pour ce qui est de persuader les 
personnes, dans l'échantillon, qui sont peu disposées à collaborer à l'enquête à y participer. 
Toutefois, l'utiHsation, sans distinction, de telles techniques de persuasion dans toutes les 
situations peut se retourner contre l'intervieweur. Par exemple, si l'on fait appel au principe 
de l'autorité dans des régions où il y a beaucoup de méfiance à l'endroit du gouvernement, 
cela peut fort bien avoir un effet négatif sur la collaboration. L'utilisation de ces principes 
d'acquiescement peut ne pas être universellement efficace dans toutes les situations ou pour 
toutes les personnes faisant partie d'un échantillon. 

Ainsi, il ne suffit pas de savoir si ces techniques de persuasion sont utilisées par les inter
vieweurs, mais aussi comment elles le sont. Deux concepts nous intéressent ici. L'un d'entre 
eux porte sur le nombre de techniques différentes dont un intervieweur dispose et le second 
a trait à la mesure dans laquelle on applique ces techniques de façon appropriée. Nous dési
gnerons le premier de ces concepts par l'expression "répertoire de techniques" dont l'inter
vieweur dispose. Un intervieweur débutant peut apprendre une ou deux présentations "toutes 
faites" pendant sa formation puis les utiliser avec toutes les personnes faisant partie d'un 
échantillon avec lesquelles il a à travailler. Par contre, l'intervieweur expérimenté possède un 
répertoire étendu de présentations parmi lesquelles il peut choisir et qu'il peut appliquer en 
fonction de la situation. 

Le second concept est celui de l'application appropriée des aptitudes ou des techniques dont 
l'intervieweur dispose. Nous désignons ce concept par l'expression "adaptation". On s'attend 
à ce qu'un intervieweur soit un "diagnostiqueur psychologique avisé" (Cannell 1964), qu'il 
soit en mesure d'évaluer une situation rapidement et d'appliquer les messages persuasifs 
appropriés. Ces aptitudes s'acquièrent par l'expérience, soit au travail, soit dans la vie en 
général. Il se peut que l'intervieweur débutant avec moins d'aptitudes et moins de confiance, 
adhère, de façon rigide, à un petit nombre de méthodes "qui ont fait leurs preuves". L'inter
vieweur expérimenté est plus en mesure d'adapter sa méthode à chaque répondant éventuel. 

Il se peut que la faculté d'adaptation ainsi que l'application appropriée de techniques de 
persuasion soient plus critiques que les techniques ou les comportements réels eux-mêmes. Si 
c'est le cas, il devrait être possible d'élaborer un modèle parcimonieux qui n'utilise que les 
derniers concepts et d'éliminer les comportements particuliers mesurés. 

2.4 Zone d'affectation 

Afin d'examiner l'effet des intervieweurs sur la participation à une enquête, nous devons 
tenir compte du fait qu'on leur confie différentes zones à interviewer. Idéalement, dans le plan 
d'expérience on affecterait de façon aléatoire les intervieweurs à des régions de l'échantillon, 
supprimant toute confusion statistique entre les caractéristiques de l'intervieweur et celles de 
la population. Sans une telle randomisation, nous tentons de préciser les caractéristiques de 
la population qui ont de l'importance pour le taux de réponse et de les "neutraliser" 
statistiquement. 
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Premièrement, le problème que pose l'obtention de la collaboration des membres d'un 
chantillon dans les centre-villes est bien connu (voir Steeh 1981; Smith 1983). House et Wolf 
(1978) ont trouvé que les taux de criminaHté croissants, particuHèrement dans les régions 
urbaines à forte densité de population, ont fortement contribué à dissuader les personnes de 
participer à des enquêtes et ont nui au comportement de confiance et d'assistance en général 
(Korte et Kerr 1975). Nous supposons que cela découle à la fois de la répugnance des résidents 
à s'associer à des étrangers et de l'inquiétude qu'ont les intervieweurs à pénétrer dans ces 
quartiers. 

Si l'on se reporte aux caractéristiques des ménages faisant partie d'un échantillon, on a trouvé 
qu'il existak une corrélation positive entre la taiHe des ménages et les taux de réponse (voir 
Gower 1979; Paul et Lawes 1982; Rauta 1985). Pour les ménages composés d'une seule 
personne, les taux de refus tendent à être relativement élevés (voir Brown et Bishop 1982; Wilcox 
1977). Cela peut être dû, en partie, à la proportion élevée de personnes âgées qui vivent seules. 
Par contre, pour les familles avec des enfants à charge, les taux de réponse tendent à être plus 
élevés. Selon Lievesley (1988), la probabiHté élevée de trouver quelqu'un à la maison découlant 
de proportions élevées d'enfants âgés de 0 à 4 ans peut expliquer des taux de réponse plus élevés 
dans certaines régions du R.-U. 

Les résukats relatifs aux caractéristiques des personnes faisant partie d'un échantillon sont 
un peu moins clairs. Un certain nombre de chercheurs (voir Brown et Bishop 1982; Hawkins 
1975; Herzog et Rogers 1988; Weaver 1975) ont trouvé qu'il y avak une association entre l'âge 
et la non-réponse. L'incidence d'autres caractéristiques des personnes dans un échantillon 
comme la race, la scolarité, le statut socio-économique, le sexe, etc. est quelque peu contra
dictoire (voir Groves (1989) et Goyder (1987) pour des études de ces facteurs). 

2.5 Caractéristiques des plans d'enquête 

• Finalement, les caractéristiques des plans d'enquête (sujet, fardeau de déclaration, règles 
pour le choix des répondants, etc.) ont vraisemblablement une influence sur la décision, que 
prend une personne faisant partie d'un échantillon, de participer à l'enquête correspondante, 
à la fois directement et à cause des contraintes relatives aux attentes et au comportement des 
intervieweurs. 

2.6 Effets des interactions sur le taux de réponse 

Nous soupçonnons qu'il peut y avoir un certain nombre d'effets d'interactions statistiques 
qui ont des influences sur la non-réponse. Une question est de savoir s'il existe certaines régions 
(comme les régions des centre-villes à forte denské de population) dans lesquelles l'expérience 
d'un intervieweur est plus importante que dans d'autres. Par exemple, il se peut que les régions 
urbaines à forte densité de population puissent être plus diverses, exigeant une plus grande 
expérience pour faire face à une plus grande variété de situations différentes. Le comportement 
dans des régions où les situations auxquelles les intervieweurs ont à faire face sont toutes fort 
semblables pourrait être plus facile à apprendre, puisqu'on aurait besoin de moins de stratégies 
de persuasion. 

Nous avons aussi le sentiment qu'il se peut que, pour des enquêtes différentes, on obtienne 
des taux de réponse qui varient pour des sous-populations différentes parce que l'importance 
du sujet de l'enquête n'est pas la même pour de tels groupes. Par exemple, on peut s'attendre 
à ce que, pour la National Crime Survey (qui se concentre sur la victimisation criminelle), on 
obtienne de meilleurs taux de réponse dans les régions où la criminalité est élevée que dans celles 
où la criminalité est faible. De même, pour la National Health Interview Survey (qui mesure 
des activkés reHées à la santé) on peut obtenir des taux de réponse plus élevés dans les régions 
où la population est plus âgée que la moyenne. On peut s'attendre à des interactions semblables 
entre la Consumer Expenditure Survey et les variables telles que la taille moyenne des ménages 
et le niveau moyen de revenu. 
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3. MÉTHODE 

3.1 Stratégies de collecte des données 

Les résukats présentés dans cet article font partie d'une étude plus considérable sur la 
participation à une enquête lors d'enquêtes directes aux États-Unis. Dans la première partie 
du travail on a eu recours à une série de groupes de décision dont faisaient partie des inter
vieweurs travaillant à une variété d'enquêtes différentes dans tout le pays. Les renseignements 
obtenus à l'aide de ces groupes ont mené à l'élaboration d'un questionnaire structuré visant 
à tester certaines de ces hypothèses auprès d'un nombre plus considérable d'intervieweurs. 

Les enquêtes portant sur les intervieweurs avaient pour objectif de mesurer les influences 
comportementales, expérientielles et attitudinales sur les niveaux de collaboration obtenus par 
les intervieweurs. L'élaboration et l'essai du questionnaire ont été effectués par des employés 
du Survey Research Center en collaboration avec des employés du U.S. Census Bureau. 

On a fait remplir ce questionnaire par des intervieweurs du U.S. Census Bureau travaillant 
aux trois enquêtes par interview sur place suivantes: a) la Consumer Expenditure Quarterly 
Survey (CE), commandkée par le Bureau of Labor Statistics; b) la National Health Interview 
Survey (HIS), commanditée par le National Center for Health Statistics et c) la National Crime 
Survey (NCS), commanditée par le Bureau of Justice Statistics. 

Le questionnaire a été posté, en février 1990, aux intervieweurs du Census Bureau travaillant 
à ces trois enquêtes. Tous les intervieweurs ont été payés à leur taux de rémunération habituel 
pour rempHr le questionnaire (la majorité des intervieweurs ont reçu une rémunération 
correspondant à une heure de travail). Dans une tentative en vue d'obtenir des réponses sincères 
et pour éliminer la menace d'intervention de la part des surveillants, on a assuré les intervieweurs 
que leurs réponses particulières ne seraient pas vues par un quelconque de leurs surveillants, 
qu'on n'en parlerait pas avec ces derniers et que les résukats ne seraient publiés que sous forme 
de totaux statistiques. 

Les questionnaires ont été retournés au bureau central par la poste. On a eu recours à des 
lettres et à des appels téléphoniques de rappel pour accrokre le taux de réponse. On a reçu 1,013 
questionnaires remplis, ce qui représente un taux de réponse de 97.1%. Un certain nombre 
des questionnaires ont été exclus des analyses présentées ici. Tous les intervieweurs surveillants 
(256) ont été exclus. Il arrive souvent que ces personnes n'ont pas, en propre, de tâches régulières 
et, généralement, elles travaillent à un certain nombre d'enquêtes différentes. On fait souvent 
appel à ces intervieweurs pour obtenir des réponses quand il y a eu refus ou pour terminer des 
tâches incomplètes. Si l'on exclut les intervieweurs surveillants, il est rare qu'il y ait transfert 
de tâche d'un intervieweur à un autre dans les enquêtes étudiées. Aux fins du calcul des taux 
de réponse au niveau de l'intervieweur, chaque cas de non-réponse a été attribué à l'intervieweur 
original, même si, par la suke, un autre intervieweur a pu obtenir la collaboration du répondant. 
De plus, les intervieweurs qui ont commencé à travailler pendant la période au cours de laquelle 
l'interview auprès des intervieweurs a été réalisée, et pour lesquels on ne disposait pas de données 
chronologiques sur leurs taux de réponse ont aussi été exclus (46 intervieweurs). Cela a laissé 
un total de 711 intervieweurs, 207 travaillant à l'enquête CE, 139 à l'enquête HIS et 365 à 
l'enquête NCS. Il se peut que le nombre de cas inclus dans les analyses soit réduit davantage 
à cause de données manquantes pour certaines variables. 

3.2 Structure des données 

En plus des réponses au questionnaire, d'autres variables ont été ajoutées au fichier de 
données. EUes comprenaient un ensemble de variables permettant de représenter la zone d'affec
tation de chaque intervieweur. Généralement, l'unité primaire d'échantillonnage (UPÉ) dans 
laquelle un intervieweur travaille est composée d'un comté ou de plusieurs comtés limitrophes. 
Les données au niveau du comté ont été tirées du County and City Data Book (Bureau of the 
Census 1988), groupées au niveau de l'UPÉ et jointes aux enregistrements des intervieweurs. 
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Il faut remarquer que ces variables ne peuvent refléter que des différences grossières dans la 
zone d'affectation d'un intervieweur et ne peuvent, par exemple, faire la distinction entre les 
régions du centre d'une viHe et celles des banlieues. 

La date à laquelle chaque intervieweur a été embauché par le Census Bureau a été obtenue 
à partir des dossiers administratifs afin de créer une variable utilisée comme mesure de la durée 
des fonctions. Bien que cette variable n'indique pas la durée de l'expérience pour une enquête 
particulière, elle reflète la période pendant laquelle un intervieweur a été employé par le Census 
Bureau. 

Un inconvénient majeur de cette étude est qu'il n'a pas été possible d'obtenir des mesures 
de la race, de l'âge, du sexe ou d'autres attributs démographiques de l'intervieweur. Les 
restrictions en matière de confidentialité ne nous ont pas permis d'accéder aux dossiers 
personnels pour recueillir ces renseignements, pas plus que nous n'avons pu inclure ces sujets 
dans le questionnaire soumis aux intervieweurs. 

3.3 Plan analytique 
Trois enquêtes différentes sont représentées dans l'ensemble de données. Plutôt que d'intro

duire des variables de contrôle mesurant des caractéristiques fondamentales des plans employés 
pour les enquêtes, nous avons utilisé des variables auxiliaires pour "neutraliser" les différences 
importantes, au niveau conception, entre ces enquêtes. 

La variable dépendante est le taux de réponse agrégé pour la période de six mois allant 
d'octobre 1989 à mars 1990. Il n'a pas été possible d'obtenir des données au niveau de l'inter
vieweur sur les composantes de la non-réponse (particulièrement sur les refus) pour cette 
période. Ces taux ne permettent donc pas de faire la distinction entre les composantes "impos-
sibiHté d'entrer en communication" et "refus" de la non-réponse. Il faut donc remarquer que 
les analyses présentées ici sont basées sur des taux de réponse au niveau de l'intervieweur plutôt 
que sur des taux de refus. 

Les taux de non-réponse pour les trois enquêtes en 1990 (basés sur les totaux de l'échan
tiHon national) sont donnés au tableau 1. 

La proportion des refus par rapport à la non-réponse totale varie de 87% pour l'enquête 
CE à 52% pour l'enquête NCS. Nous soupçonnons que différents ensembles de facteurs agissent 
sur ces deux composantes de la non-réponse. Idéalement, des modèles distincts seraient ajustés 
pour chaque composante, mais cela n'a pas été possible, compte tenu des données courantes. 
Dans la mesure où les facteurs qui ont un effet sur les refus diffèrent de ceux qui ont un effet 
sur d'autres composantes de la non-réponse (comme l'impossibilké d'entrer en communication), 
il y aura confusion dans l'interprétation des résultats (voir Lievesley 1988). On peut aussi voir 
que les taux de non-réponse pour ces trois enquêtes sont faibles pour commencer. Cela 
peut limiter davantage l'aptitude de ces modèles à expliquer les différences entre les 
intervieweurs. 

Compte tenu du fait que la taille des tâches des intervieweurs varie (et qu'elle a, par consé
quent, un effet sur la variance de chaque taux de réponse mesuré), nous avons utilisé les 
moindres carrés pondérés (MCP) avec la taille de la tâche comme poids. Nous avons comparé 
les résultats des MCP à ceux obtenus à l'aide des moindres carrés ordinaires (MCO) et avons 
constaté que les MCP réduisent très légèrement la valeur des coefficients, mais qu'ils n'ont 
aucun effet sur le signe ou sur la valeur relative des coefficients. Toutes les analyses présentées 
ici sont basées sur les solutions obtenues à l'aide des MCP. 

Nous avons effectué une série de tests afin de déterminer dans quelle mesure les modèles 
précisés sont appropriés. Nous avons détecté un certain nombre de valeurs aberrantes dans 
la variable dépendante. Toutefois, la suppression de ces valeurs aberrantes a eu peu ou pas 
d'effet sur les résultats obtenus et, par conséquent, nous avons conservé ces valeurs dans toutes 
les analyses. Nous avons aussi effectué des tests de l'hypothèse de normalité. Les courbes de 
probabilité normale montrent que les résidus provenant de ces modèles ne diffèrent pas beau
coup de ceux obtenus pour une distribution normale. 
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Tableau 1 
Taux de non-réponse en 1990 pour trois enquêtes 

Enquête Taux de 
non-reponse 

% 

13.4 
4.5 
3.1 

Taux de 
refus 

% 

11.6 
2.8 
1.6 

Consumer Expenditure Survey (CE) 
Health Interview Survey (HIS) 
National Crime Survey (NCS) 

On fait l'hypothèse que l'effet de la durée des fonctions sur le taux de réponse est plus élevé 
au cours des premières années d'emploi. La variable "durée des fonctions" est transformée 
(on utilise le logarithme naturel) afin de refléter cette hypothèse. La variable transformée produit 
effectivement une amélioration dans l'ajustement par rapport à la forme linéaire de la variable 
"durée des fonctions". 

On peut trouver, à l'annexe A, une description plus détaillée des variables utilisées dans ces 
analyses. 

4. RESTRICTIONS 

Avant de décrire les analyses, il est important de faire remarquer certaines des restrictions 
s'appliquant à ces données. Tout d'abord, ces conclusions ne se rapportent qu'aux inter
vieweurs travaillant à trois enquêtes permanentes nationales du Census Bureau au moment 
où l'interview auprès des intervieweurs a été réalisée. On ne peut généraliser les conclusions 
à d'autres enquêtes téléphoniques ou directes réalisées par des organismes universitaires ou 
du secteur privé. 

De plus, les données sont de nature transversale. Les effets de cohorte et de période sont 
confondus avec les effets de l'expérience. C'est-à-dire que toutes les différences observées dans 
les taux de réponse selon l'expérience de l'intervieweur peuvent être dues à des changements 
dans la qualité des intervieweurs embauchés au fil des ans, dans l'efficacité de la formation 
des intervieweurs dans le temps ou dans la rotation différentielle selon la qualité des inter
vieweurs. On peut construire des hypothèses afin d'appuyer les effets tant positifs que négatifs 
de ces facteurs sur les taux de réponse. L'incidence mesurée de l'expérience des intervieweurs 
sur les taux de réponse est donc une combinaison complexe de ces facteurs. On doit disposer 
de mesures longitudinales sur les intervieweurs pour démêler ces effets. 

Les intervieweurs ne sont pas affectés aléatoirement à des zones. Bien que nous ayons tenté 
de "neutraliser" un certain nombre de caractéristiques des zones d'affectation qui peuvent 
avoir une incidence sur les taux de réponse, il peut exister de nombreux autres facteurs qui 
pourraient expHquer les différences dans les taux de réponse entre les zones d'affectation. De 
plus, nous sommes limités à des facteurs de contrôle qui laissent à désirer sur les attributs des 
comtés et des groupes de comtés, pas sur les attributs de zones d'affectation particulières dans 
des comtés. Une analyse hiérarchique renfermant des données sur des répondants particuliers 
et sur les personnes qui les ont interviewés améliorerait ces facteurs de contrôle. 

Finalement, on a mesuré la variable dépendante pour une période qui va jusqu'à celle où 
l'on a fait remplir le questionnaire par les intervieweurs, inclusivement. On ne disposait pas 
de données plus récentes sur le taux de réponse à ce moment. Compte tenu du fait que l'on 
n'a pas mesuré les comportements et les attentes avant d'obtenir les taux de réponse, on doit 
faire preuve de prudence avant d'établir des rapports de cause à effet. 

En dépk de ces restrictions, ces données nous fournissent l'occasion de vérifier les opinions 
courantes à propos du rôle de l'expérience des intervieweurs en ce qui a trait au taux de réponse 
et d'étudier le rôle des attentes et du comportement des intervieweurs lors d'enquêtes directes. 
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5. RÉSULTATS 

Nous avons tout d'abord mesuré l'incidence de l'expérience, en "neutralisant" les caracté
ristiques des zones d'affectation et les variables fictives utilisées pour les enquêtes (modèle 1 
du tableau 2). Examinons tout d'abord les coefficients des variables de contrôle. Avec de rares 
exceptions, la majorité des variables relatives à la zone d'affectation ont une incidence signi
ficative sur les taux de réponse. Tant la densité de la population que le taux de criminalité ont 
l'effet prévu, on obtient des taux de réponse inférieurs dans les régions à criminalité élevée et 
à forte densité de population. L'effet négatif de la taUle du ménage est contraire à ce que l'on 
attendait. Cette situation peut être expliquée, en partie, par le fait que ces enquêtes recueillent 
toutes des renseignements auprès ou à propos de tous les membres adukes du ménage, 
augmentant de ce fait le fardeau de déclaration pour les gros ménages. Cela est contraire à 
ce qui se produit dans de nombreuses enquêtes où un seul adulte est choisi dans chaque ménage. 
L'effet de l'âge correspond à notre hypothèse, les taux de réponse tendant à être inférieurs (mais 
pas de façon significative) dans les zones où il y a de plus grandes proportions de personnes 
de plus de 65 ans, mais plus élevés dans les régions où l'on retrouve de nombreux ménages avec 
de jeunes enfants. 

Les effets considérables pour les deux variables d'enquête (par rapport à la catégorie omise 
de la Consumer Expenditure Survey) reflètent des différences dans les taux de réponse moyens 
pour ces trois enquêtes. De tels écarts peuvent être attribués à une foule de différences relatives 
au plan d'enquête (durée de l'interview, règles pour la sélection des répondants, plans par 
panel par opposition à plans transversaux, contenu des questionnaires, etc.) qui dépassent 
la portée du présent article. Néanmoins, il est clairement nécessaire de "neutraliser" ces 
différences. 

Examinons maintenant l'effet mesuré de l'expérience, compte tenu de ces variables de 
contrôle. On peut voir que la durée des fonctions a un effet positif important sur les taux de 
réponse, même quand on "neutralise" la nature de la zone à laquelle un intervieweur est affecté. 
Cela semble confirmer les opinions courantes à propos du rôle de l'expérience des intervieweurs. 
Les différences entre les intervieweurs pour ce qui est des taux de réponse semblent être plus 
que de simples artefacts des différences dans les zones auxquelles ils sont affectés et l'expérience 
joue un rôle important dans de telles différences entre les intervieweurs. 

Nous avons aussi fait des tests portant sur l'inclusion d'un indicateur pour l'étendue de 
l'expérience, mais avons trouvé qu'un tel indicateur n'a pas d'effet significatif en présence des 
variables restantes. Donc, pour les intervieweurs du Census Bureau du moins, il semble que 
l'expérience acquise lors du travail effectué pour d'autres organismes réalisant des enquêtes 
n'ait pas, sur les taux de réponse, d'incidence marginale qui dépasse celle de la durée des 
fonctions. 

La durée des fonctions a-t-elle,une incidence différentielle sur les taux de réponse dans 
différentes zones d'affectation? Le modèle 2 du tableau 2 inclut un terme d'interaction entre 
le logarithme de la durée des fonctions et la densité de la population. On a aussi fak un test 
portant sur un terme addkionnel d'interaction entre la durée des fonctions et le taux de 
criminalité, mais on a trouvé que ce coefficient n'était pas significatif et que l'interaction avait 
peu d'incidence sur les autres éléments du modèle. Le terme d'interaction dans le modèle 2 
est statistiquement significatif, mais son signe est le contraire de celui que l'on prévoyait. Nous 
avons fait l'hypothèse que l'expérience aurait une incidence plus élevée dans les régions à forte 
densité, mais H ne semble pas que ce sok le cas. Une autre explication pourrait être un "effet 
d'épuisement professionnel". Il se peut que les intervieweurs plus expérimentés travaillant dans 
les régions urbaines à forte densité de population perdent leur enthousiasme plus rapidement 
que les intervieweurs expérimentés employés dans les régions rurales où le travail est moins 
difficile et cela contribue à des taux de réponse moins élevés. L'épuisement professionnel des 
intervieweurs peut être un facteur qui contribue aux taux de roulement plus élevés dans les 
grandes régions métropolitaines. 



Techniques d'enquête, décembre 1992 289 

c 
o 
a. 

•OJ 

(U 

•o 

W 
U 

X 

= U 
es z 

H 

0. 
U 

U 

>e
ff

ic
ie

 

u 

rr
.-

ty
pe

 

OS 

"AI 

O <N 
O O — * » 
O O vû >o Os 
o o o r n o 

O O d d rn 
I I I 1 

OO vo 
r^i «Al 
O O .— 
O O —' ^^,-^ 
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Nous avons aussi fait des tests portant sur les interactions entre les trois enquêtes et diverses 
caractéristiques des tâches. Aucune de ces caractéristiques ne semble avoir un effet percep
tible dans ces modèles et nous n'en traiterons pas davantage ici. Comme autre test pour la 
présence d'interactions additionnelles auxquelles participent les variables d'enquête, nous avons 
ajusté des modèles distincts pour chacune des trois enquêtes. Les modèles obtenus sont essen
tiellement les mêmes pour chacune des trois enquêtes étudiées. Ainsi, bien que le niveau de 
réponse diffère parmi les trois enquêtes, l'incidence relative de la durée des fonctions sur les 
taux de réponse semble être identique. 

Compte tenu du fait qu'il semble que les intervieweurs expérimentés obtiennent des taux 
de réponse plus élevés peu importe la zone à laquelle ils sont affectés, nous pouvons mainte
nant nous attaquer à la question de savoir comment l'expérience a une incidence sur les niveaux 
de collaboration. Qu'est-ce qui rend un intervieweur plus expérimenté plus en mesure d'obtenir 
la collaboration des répondants? 

La première étape comprend l'ajout, au modèle 2, de variables sur les attentes des inter
vieweurs. Les résultats sont présentés sous le tkre Modèle 3 au tableau 2. Les trois variables 
des attentes vont toutes dans la direction prévue, bien qu'une seule soit statistiquement signi
ficative aux niveaux traditionnels. Il semble que les intervieweurs qui croient plus à leur aptitude 
à convaincre les répondants peu disposés à répondre de participer à l'enquête obtiennent effec
tivement des taux de réponse plus élevés. 

Il faut signaler que le lien de causalité entre les attentes et les taux de réponse ne peut être 
établi dans une étude transversale comme celle-ci. Il se peut qu'un plus grand succès amène 
de plus grandes attentes d'un succès à venir, plutôt que le contraire. Cette interprétation va 
à l'encontre de l'hypothèse selon laquelle le fait d'insuffler une plus grande confiance en soi 
parmi les intervieweurs permettrait d'obtenir des niveaux de réponse plus élevés. Néanmoins, 
il s'agit d'une conclusion fascinante que l'on doit étudier plus à fond. 

L'étape suivante consistait à ajouter au modèle l'ensemble de comportements des inter
vieweurs. On peut voir les résultats dans le modèle 4 du tableau 2. Il faut remarquer deux points 
à propos de ces résukats. Tout d'abord, l'explication fournie par l'inclusion de cet ensemble 
de comportements des intervieweurs n'a pas permis d'éliminer l'effet de la durée des fonctions. 
En fait, l'ajout soit des variables sur les attentes, soit des variables sur le comportement n'a 
guère d'effet sur le coefficient correspondant à la durée des fonctions. 

Deuxièmement, les résultats pour les comportements particuliers sont un peu contradictoires. 
On s'attendak à ce que les coefficients pour toutes les variables de comportement soient positifs. 
Cela n'est pas le cas. Les résultats pour l'autorité et l'échange montrent que les intervieweurs 
qui emploient ces techniques obtiennent des taux de réponse plus élevés. Par contre, l'utilisa
tion du principe de rareté semble avoir l'effet contraire. Il se peut bien que le fait d'exercer 
des pressions sur un répondant pour respecter certaines échéances se retourne contre l'inter
vieweur. Les autres variables de comportement ne semblent pas avoir un effet significatif sur 
les taux de réponse obtenus par les intervieweurs du Census Bureau. 

On a proposé plus tôt de considérer l'utiHsation d'un modèle réduk dans lequel on n'emploie 
que les variables "répertoire" et "adaptation". Dans le tableau 2, on a vu que ces deux variables 
n'ont pas d'effets significatifs en présence des autres variables de comportement. Même après 
avoir supprimé du modèle les autres variables de comportement, les variables "répertoire" 
et "adaptation" ont encore peu d'incidence sur les taux de réponse. Ainsi, ces données 
fournissent peu d'appui empirique à l'argument selon lequel la façon dont les intervieweurs 
utilisent diverses techniques d'acquiescement est plus importante que les comportements réels 
eux-mêmes. Toutefois, il se peut que les mesures de ces deux concepts soient faibles et un 
meilleur test de leur rôle devrait être effectué au niveau du répondant. 
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6. DISCUSSION 

Dans cet article on a cherché à mesurer si les intervieweurs expérimentés obtiennent des 
taux de réponse plus élevés que les intervieweurs inexpérimentés. On a trouvé que c'est le 
cas. On a ensuite essayé d'expliquer pourquoi cela se produit. Dans une large mesure, cette 
tentative a échoué. Une des raisons qui explique cette situation peut être le fait que le modèle 
est inexact. Cependant, les discussions qui se sont poursuivies avec les intervieweurs et 
le personnel de surveillance nous amènent à croire que cette formulation théorique a une 
certaine valeur. 

On peut avancer quatre explications. Premièrement, on fait l'essai du modèle à un niveau 
d'agrégation qui n'est pas approprié. Bien que le questionnaire se concentrait sur ce que les 
intervieweurs font généralement, nous sommes plus intéressés à connakre la façon dont ils 
agissent dans des situations particulières. Un test plus approprié portant sur ces idées devrait 
être réalisé au niveau du répondant ou du ménage. Deuxièmement, la mesure de divers concepts 
peut être inadéquate. On peut améliorer l'adaptation des concepts utilisés dans les documents 
sur l'acquiescement en comportements particuliers des intervieweurs. Troisièmement, il faut 
faire remarquer, à nouveau, que ces modèles portent sur les taux de réponse et non sur les taux 
de refus. Il se peut que certains comportements soient plus appropriés pour persuader des 
personnes dans l'échantillon de participer à l'enquête (on vise alors à réduire le nombre de refus), 
alors qu'H est possible que d'autres servent plus à réussir à accéder à des personnes dans l'échan
tillon (la partie de la non-réponse relative à l'impossibilité d'entrer en communication avec 
le répondant). On n'a pu élaborer ici des modèles distincts pour ces deux processus. Finalement, 
il est possible que d'autres caractéristiques non mesurées des intervieweurs (apparence, qualité 
de la voix, tenue, etc.) jouent aussi un rôle qui influence la décision du répondant. 

Ces lacunes possibles n'annulent pas le rôle de ces comportements pour ce qui est d'influencer 
les taux de réponse. Les conclusions suggèrent plutôt d'autres recherches et analyses pour 
examiner les rapports entre des comportements particuliers et leur application d'une part et 
les taux de réponse au niveau de l'intervieweur d'autre part. Nous pensons que ce champ 
d'enquête a une certaine valeur et travaiHons en vue d'acquérir une meilleure compréhension 
du rôle de l'expérience, des attentes et du comportement des intervieweurs relativement à la 
participation à une enquête. 
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ANNEXE A 

VARIABLES UTILISÉES DANS LES ANALYSES 

Voici un résumé des variables utilisées dans les analyses. On peut obtenir des exemplaires 
du questionnaire en s'adressant aux auteurs. 

Variable dépendante 

Taux de réponse: Il s'agit du taux de réponse obtenu par chaque intervieweur au cours de la 
période de six mois sur laquelle portait l'étude, exprimé en pourcentage. 
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Zone d'affectation 

Densité de la population: Densité de la population (personnes au mille carré). 

Taux de criminalité: Taux de criminalité (crimes pour 100,000 habitants). 

Pourcentage de personnes 
de 65 ans ou plus: Pourcentage de la population âgée de 65 ans ou plus. 

Pourcentage de personnes 
de moins de 5 ans: Pourcentage de la population âgée de moins de 5 ans. 

Taille du ménage: Taille moyenne du ménage. 

Enquête 

Ensemble de variables fictives servant à désigner l'enquête à laqueHe chaque intervieweur est 
affecté: 

HIS: L'intervieweur est-il affecté à la Health Interview Survey? 

I = Oui 
0 = Non 

NCS: L'intervieweur est-il affecté à la National Crime Survey? 

1 = Oui 
0 = Non 

CE: (Consumer Expenditure Survey), cette enquête constitue donc la catégorie omise. 

Expérience de l'intervieweur 

Durée des fonctions: Mesurée en jours de travaH à l'emploi du Census Bureau à titre 
d'intervieweur, valeur transformée en années fractionnaires. 

Étendue de l'expérience: Total du nombre d'organismes d'enquête différents pour lesquels 
l'intervieweur a travaillé. 

Attentes de l'intervieweur 

Confidentialité: On a demandé aux intervieweurs s'ils pensaient qu'il y avait des situations 
dans lesquelles le Census Bureau donnerait des renseignements fournis par 
un répondant dans le cadre d'une enquête à un ou plusieurs des organismes 
suivants (FBI, CIA, INS, 1RS, organismes des administrations pubHques 
d'État et locales). 
1 = Respect d'une confidentiaHté élevée (le Census Bureau ne donnerait de 

renseignement à aucun de ces organismes). 
0 = Non-respect d'une confidentiaHté élevée (le Census Bureau donnerait 

des renseignements à un ou plusieurs de ces organismes). 

Taux/qualité: Compromis entre le taux de réponse et la qualité des données. Lequel des 
énoncés ci-après décrk le mieux votre sentiment à titre d'intervieweur: 
1 = Il est préférable de persuader un répondant peu enthousiaste de parti

ciper que d'accepter un refus. 
0 = Il est préférable d'accepter un refus de la part d'un répondant peu 

enthousiaste. 



Techniques d'enquête, décembre 1992 293 

Efficacité: On a demandé aux intervieweurs dans quelle mesure ils étaient ou non 
d'accord avec l'énoncé suivant: Avec suffisamment d'efforts, je peux 
convaincre même le répondant le moins enthousiaste de participer à l'enquête. 
Échelle ordinale à quatre valeurs, I = fortement d'accord, 4 = fortement 
en désaccord. Une note élevée indique une plus grande confiance en soi. 

Comportements de l'intervieweur 

Autorité: On a demandé aux intervieweurs à quelle fréquence ils laissaient divers 
documents (demande de rendez-vous, exemplaire de la lettre de présenta
tion, etc.) au domicile des répondants quand ils ne trouvaient personne 
à la maison. Les réponses à ces questions ont été combinées pour former 
une échelle de fréquence d'utilisation de documents servant à accrokre 
l'autorité. Une note élevée montre une plus grande utiHsation de l'autorité. 

Échange: Cherchez-vous à complimenter un élément du domicile ou de l'apparence 
personnelle du répondant? 

1 = Toujours, parfois 

0 = Rarement, jamais 

Validation sociale: Dites-vous "La majorité des personnes aiment répondre à l'interview?" 

1 = Toujours, parfois 

0 = Rarement, jamais 

Pertinence: 

Rareté: 

Cohérence: 

Répertoire: 

Adaptation: 

ExpHquez-vous aux répondants comment les résultats de l'enquête 
pourraient les toucher personnellement? 

1 = Toujours, parfois 

0 = Rarement, jamais 

Dites-vous à un répondant que l'interview doit être terminée pour une 
certaine date? 

1 = Toujours, parfois 

0 = Rarement, jamais 

Avant qu'un répondant ak montré un signe quelconque de collaboration, 
commencez-vous à poser les questions de l'enquête? 

1 = Toujours, parfois 
0 = Rarement, jamais 

Dans une question ouverte, on a demandé aux intervieweurs de fournir 
la Hste de tout ce qu'ils font habituellement pour persuader un répondant 
peu enthousiaste de participer à l'enquête. Le nombre d'éléments uniques 
mentionnés sert d'indicateur du répertoire de techniques disponibles. 

Pour une série de 15 éléments relatifs au comportement, les intervieweurs 
indiquaient s'ils avaient toujours, parfois, rarement ou jamais un tel 
comportement. On obtient un indicateur de l'adaptation à l'application 
de diverses techniques de persuasion en comptant le nombre de fois où un 
intervieweur a précisé une des catégories du milieu (parfois ou rarement) 
en réponse à ces questions. Une note élevé montre une plus grande utili
sation de l'adaptation. 
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Une méthode multivariée pour l'estimation composite 
des dépenses de consommation en vue du calcul 

des indices des prix à la consommation 
aux États-Unis 

p. LAHIRI et WENYU WANG 

RESUME 

Les auteurs se penchent sur l'estimation du "poids en valeur" et de l'"importance relative" de diverses 
strates de produits et services pour les régions de consommation. L'estimation de ces paramètres est une 
opération indispensable pour la construction des indices des prix à la consommation aux É.-U. Dans 
cet article, on se sert de modèles à plusieurs variables pour construire des estimateurs composites qui 
intègrent de l'information provenant de sources pertinentes. L'erreur quadratique moyenne (EQM) des 
estimateurs proposés et des estimateurs existants est estimée au moyen des demi-échantillons répétés tirés 
de l'enquête. D'après les résultats obtenus, les estimateurs proposés semblent être supérieurs aux autres 
estimateurs. 

MOTS CLÉS: Dépenses de consommation; estimation composite; indice des prix à la consommation; 
poids en valeur; enquête journal; demi-échantillon; indice de Laspeyres; erreur quadra
tique moyenne; estimation synthétique. 

1. INTRODUCTION 

L'indice des prix à la consommation (IPC) des É.-U. est un indicateur des variations de prix 
touchant un ensemble de biens et services dont le volume et la qualité sont constants pendant 
une période quelconque. À chaque mois, le Bureau of Labor Statistics (BLS) des É.-U. calcule 
un certain nombre d'indices des prix à la consommation pour diverses régions géographiques, 
unités de consommation et classes de produits (voir le BLS Handbook of Methods, 1988). 

La plus petite unité de classification des produits pour laquelle le BLS calcule des IPC est 
la "strate de produits et services". Il s'agit d'un ensemble préétabli de biens ou services de 
consommation (par ex. : lait entier frais) qui peuvent être achetés au détail durant une "période 
de référence" par un ensemble déterminé d'unités de consommation. Une unité de consom
mation peut être formée de tous les membres d'un ménage qui sont unis entre eux par les liens 
du sang, du mariage ou de l'adoption ou par toute autre forme de contrat. Un groupe de strates 
de produits et services forme ce que l'on appelle une catégorie de dépenses (par ex.: produits 
laitiers). 

À des fins d'échantillonnage, on a divisé les É.-U. en huit régions dites "principales". Une 
région principale peut être "autoreprésentative" ou "non autoreprésentative" et fait partie 
de l'une ou l'autre des quatre régions géographiques suivantes: Nord-Est, Midwest, Sud et 
Ouest. Une région autoreprésentative se compose de toutes les grandes villes d'une région. Une 
région non autoreprésentative correspond généralement à un comté ou à un groupe de comtés 
contigus. À des fins de publication, les régions principales sont subdivisées en "régions de 
consommation" ou "régions de publication". 

Nous décrivons ci-dessous la formule de Laspeyres qu'utilise le BLS pour calculer l'IPC 
pour une région donnée et la catégorie de dépenses E par exemple. Soit 

p. Lahiri, Department of Mathematics and Statistics, University of Nebraska-Lincoln, Lincoln, NE 68588 0323, 
USA. Wenyu Wang, SUNY Health Science Center at Brooklyn, Box 1203, 450 Clarkson Avenue, Brooklyn, NY 
11203, USA. 
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Pj, = le prix moyen de tous les produits ou services de la strate / à la période t {t = 0,T); 

Qjo = la quantité totale de biens ou de services de la strate / achetés à la période ? = 0 (période 
de référence). 

Alors, l'indice de Laspeyres au temps t = Test défini 

IT= Y 2 ' 0 ^ , T / Y Ô'O'P'O 
HE I HE 

Y C,{PjT/Pjç>) 
HE 

D '̂ 
HE 

= E HEPi(PiT/Pio) , 

ou 

Cj = QjoPio = dépenses totales pour les produits ou services de la strate i à t = 0, 

^i = Cj/ YHECJ = proportion de la dépense totale consacrée aux produits ou services de la 
strate i a t = 0. 

Les quantités C, et R, représentent respectivement le "poids en valeur" et 1' "importance 
relative" de la strate de produits et services / dans la catégorie de dépenses E. 

Le Bureau of Labor Statistics se sert des données de la Consumer Expenditure Survey (CES) 
des É.-U. pour calculer les indices des prix à la consommation. La CES est constituée de deux 
volets: une enquête journal et une enquête par interview, chacune ayant ses plans d'échantil
lonnage et ses questionnaires propres. Dans cet article, nous ne considérons que des données 
de l'enquête journal. Selon le plan de sondage, toutes les unités primaires d'échantillonnage 
(UPÉ) d'une région autoreprésentative particulière sont tirées avec une probabilité égale à un, 
mais dans le cas des régions non autoreprésentatives, on ne tire qu'un échantiHon probabiliste 
d'UPÉ. Dans un deuxième temps, on prélève un échantiHon d'unités de consommation (UC) 
dans chacune des UPÉ échantillonnées en utilisant une fois de plus un plan probabiliste. 
Pendant deux périodes consécutives d'une semaine, chaque répondant consigne dans un journal 
les dépenses qu'il fait pour divers produits. Pour en savoir plus sur l'IPC et la CES, le lecteur 
est prié de consulter le Handbook of Methods du BLS (1988). 

Les estimateurs classiques du poids en valeur et de l'importance relative des strates de produits 
et services sont généralement beaucoup moins efficaces au niveau de la région de publication 
qu'aux niveaux d'agrégation géographique supérieurs (par ex., régions principales). Cela 
s'explique par le fait que les régions de publication ne comptent chacune qu'un petit nombre 
d'unités de consommation. D'où la nécessité d'améliorer les estimateurs classiques en 
"empruntant" de l'information à des sources connexes. Marks (1978) et Cohen et Sommers 
(1984) ont étudié certains estimateurs composites qui groupent de l'information en provenance 
de régions connexes. Ghosh et Sohn (1990) ont obtenu des estimateurs composites du poids 
en valeur et de l'importance relative à l'aide d'une méthode empirique de Bayes. 

La méthode qu'utilise actuellement le Bureau of Labor Statistics comporte plusieurs étapes. 
Premièrement, on calcule des estimateurs composites de l'importance relative à l'aide d'une 
méthode proposée par Cohen et Sommers (1984). On se sert ensuite d'une méthode itérative 
de "balayage" pour déduire les estimateurs du poids en valeur des estimateurs de l'importance 
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relative. Les estimations finales du poids en valeur pour la catégorie de dépenses et pour la 
région principale sont égales aux estimations provisoires correspondantes. Si nous prenons les 
moyens d'obtenir par un procédé de balayage des données qui concordent, c'est probablement 
parce que, aux niveaux d'agrégation supérieurs les estimateurs préliminaires ont en général 
un rendement plus satisfaisant qu'aux niveaux d'agrégation inférieurs. La dernière étape de 
la méthode du BLS consiste à déduire directement des estimateurs finals du poids en valeur 
les estimateurs finals de l'importance relative pour chaque division. 

Contrairement à d'autres auteurs, nous tenons compte de la corrélation entre les strates de 
produits et services lorsque nous présentons dans la section 2 nos estimateurs composites. Le 
facteur de rétrécissement de l'estimateur composite qui présente l'erreur quadratique moyenne 
la moins élevée d'une catégorie appropriée d'estimateurs comprend des paramètres inconnus. 
Ceux-ci sont estimés au moyen des échantillons répétés compensés de l'enquête. L'estimateur 
que proposent Cohen et Sommers (1984) est en fait un cas particulier de notre estimateur dans 
l'hypothèse où il n'existe aucune corrélation entre les estimateurs préliminaires. 

Dans la section 2, nous cherchons essentiellement à estimer le poids en valeur d'une strate 
de produits et services pour une région de publication. Il est toutefois possible d'estimer des 
poids en valeur pour des niveaux d'agrégation plus élevés (par ex.: catégorie de dépenses pour 
une région de publication, etc.) en effectuant les sommations voulues. D'après les résultats 
de notre étude, si l'on en juge par l'erreur quadratique moyenne, les estimateurs que nous 
proposons surclassent constamment les estimateurs préliminaires correspondants et, donc, les 
estimateurs du BLS (notons qu'à cause du procédé de balayage, les estimateurs du BLS sont 
identiques aux estimateurs préliminaires pour les niveaux d'agrégation supérieurs). 

Dans la section 3, nous proposons un estimateur composite de l'importance relative d'une 
strate de produits et services pour les régions de publication. Au lieu d'utiliser les estimateurs 
préHminaires des poids en valeur, nous nous servons des estimateurs préliminaires de l'importance 
relative de chacune des strates de produits et services qui constituent la catégorie de dépenses 
à l'étude. Comme la somme de ces estimateurs est égale à un, la matrice de variances-covariances 
des estimateurs préliminaires est singulière, ce qui fait que l'estimation de l'importance relative 
est un problème différent de l'estimation des poids en valeur. La méthode que nous proposons 
permet de supprimer de façon optimale une strate de produits et services, ce qui élimine le 
problème de la singularité de la matrice de variances-covariances des estimateurs préliminaires. 
Les résultats numériques de notre analyse montrent que l'estimateur proposé surclasse inva
riablement tous les autres estimateurs étudiés en ce qui regarde l'erreur quadritique moyenne. 

La section 4 renferme tous les résultats numériques. Nous avons évalué différents estimateurs 
du poids en valeur et de l'importance relative en nous fondant sur l'erreur quadritique moyenne 
estimée établie à l'aide des demi-échantHlons compensés (voir McCarthy (1969), Ghosh et Sohn 
(1990)). D'après nos résultats, les estimateurs proposés semblent être supérieurs à tous les autres 
estimateurs étudiés. 

2. ESTIMATION DU POIDS EN VALEUR 

Soit Xjji la moyenne des dépenses de deux semaines consécutives faites pour tous les 
produits ou services de la strate / par l'unité de consommation / dans la région de publication 
y d'une région principale particuHère (/ = 1, ..., I;j = 1, ..., m;l = 1, . . . , nj). Soit Wjj 
le poids d'échantillonnage rattaché à l'unité de consommation / dans la région de publication 
j {j = 1, ..., m; l = 1, ..., nj). Ce poids représente un certain nombre d'unités de 
consommation dans la population et est déterminé par le Census Bureau selon une méthode 
complexe qui tient compte de divers facteurs comme les probabilités de sélection, la non-
réponse, etc. Le but de cette section est d'estimer Bjj, c.-à-d. les dépenses hebdomadaires 
moyennes réelles d'une unité de consommation pour les produks ou services de la strate / dans 
la région de publication7. Le poids en valeur est défini simplement comme NjBjj, Nj étant le 
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nombre total d'uiûtés de consommation dans la région de pubHcationy. L'estimateur préHminaire 
de Bjj est défini par l'expression 

nj . nj 

yu = Y ^J'^Ui Y ^J'' ('• = 1. • • •-^; j = 1, ...,m). (2.1) 

1=1 I / = ] 

De même, l'estimateur correspondant pour une région principale s'écrit 

m "J I m "J 

yi=Y L ^j'^ui Y E ^•'- (2.2) 
y = l / = 1 ' j = \ 1=1 

Comme la variabilité de Yj. est beaucoup moins grande que ceHe de Yjj, il nous faut un 
estimateur composite de Bjj qui accroisse le niveau de précision. Soit Yj = (Yy, ..., Yfj ) ' 
etBj = {Bjj Bfj)',j = 1, ..., m. Posons P̂  comme la matrice de variances-covariances 
vraie deYj,{j=l,...,m). Suivant une hypothèse artificielle, à savoir Bj = (i, un vecteur 
colonne I x 1, {j = 1, ..., m),le meiHeur estimateur de Bj est défini 

(
m K _ i m 

Y ^fl E ^ ' '^v (2-3) 
j=\ ^ j=i 

expression que l'on obtient en minimisant '£T= i ( ̂ ' ~ M) ' K/~ ' ( ^ ~ t^) P^'' rapport à n. Or, 
l'hypothèse artificieHe se vérifie difficilement. Par contre, lorsqu'il n'y a aucune espèce de 
similitude entre les 6j, il convient d'utiliser Yj comme estimateur de Bj. Pour les cas intermé
diaires, on peut se servir d'un estimateur composite comme celui-ci: 

Bij(ajj) = (1 - ajj)Yjj -l- a„e,^, (2.4) 

où les Ujj sont des valeurs constantes (0 < Ujj < 1), et e, est un vecteur colonne / X 1 dont 
l'élément / est égal à 1 et les autres éléments sont nuls. 

On obtient Ujj en minimisant l'erreur quadratique moyenne 

£[{{!- ajj)Yjj + ajjeljx - Bjj}^ \ B,j] (2.5) 

par rapport à Ujj. La formule optimale est donc 

j=i 

E[{Yjj -eljl)^\ Bj,j = 1 m] 
(2.6) 

Par conséquent, l'estimateur optimal de Bjj, pour la classe d'estimateurs définis en (2.4), s'écrk 

Bjj = {1 - àij)Yjj + âjjCj'il. (2.7) 
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Remarque 1: Dans le calcul de l'estimateur optimal Bjj, on suppose que les quantités Vj, 
{j = 1, ..., m),etE[{Yjj - e//I)^ | 6j,j = 1, ..., m] sont fixes et connues. 

Remarque 2: L'estimateur proposé par Cohen et Sommers (1984) est un cas particulier de Bjj 
lorsque 

^ 1=1 ' 

• 1 

Diag(or?, ...,a]). 

Notons que ces auteurs supposent qu'U n'existe pas de corrélation entre les strates de produits 
et services, ce qui semble être une hypothèse très restrictive du point de vue de notre étude. 

Remarque 3: Il convient de souligner que par une simple inversion de matrice (voir Rao 1973), 

>^-(p-)-' = 4^..(i;/.-')-] yj 

qui est définie positive. De plus, 

E\{Yjj - e'jfi)^\Bj,j = 1, . . . , m] = e/Vjïvj + (Y ^-~') '1 ~'^^'-

Par ailleurs, lorsque Bj = n, àjj = 1 et, par conséquent, Bjj = e/p.. Autrement, la grandeur 
du facteur de rétrécissement dépend de la valeur de 

Plus l'écari entre Bjj et e/( E j"= i F / ' ) - ' ( E ™= i Vf %) est grand, plus àjj est faible. Autrement 
dit, si une région particulière se distingue nettement des autres par ses caractéristiques, notre 
méthode attribuera moins de poids à la portion synthétique de l'estimateur. C'est ce qui explique 
la forte variabilité des facteurs de rétrécissement du tableau 1. 

Tableau 1 
Facteurs de rétrécissement âjj pour la région non autoreprésentative de l'Ouest 

/ ' 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

1 

0.8479225 

0.8434894 

0.0969009 

0.4446537 

0.6999551 

0.0318442 

2 

0.7057626 

0.5692695 

0.0786758 

0.5444809 

0.3460123 

0.4981756 

2 

0.9214804 

0.8092725 

0.6953904 

1 

0.5487382 

0.2598752 
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Nous allons estimer àjj a l'aide des 20 demi-échantillons compensés provenant de l'enquête. 
Posons wjP comme le poids attribué à l'unité de consommation / de la région j pour 
l'échantiHon répété A: (y = 1, . . . , m; / = 1, . . . , «y; A: = 1, . . . , 20). Ces poids sont élaborés 
par le Census Bureau selon une procédure complexe. Pour un échantillon répété quelconque, 
environ la moitié des unités de consommation reçoivent un poids nul et le reste reçoivent un 
poids poskif. Définissons 

^T: = 

2 0 , = , 

Lj=l J Lj^i J 

Y^r- Y ^I'^^UIIY ^''' 
1=1 ' 1=1 

vW _ ry(.A:) y/*)-) ' 
ij — l ^ Ij , - • -, ^ Ij 1 , 

20 

vj = 1/20 Y ^y/'^ - yjUYj^'^ - YJ]' 
k=l 

Nous proposons alors l'estimateur de Bjj suivant: 

Bfj= (1 - âtj)Yjj + afje;y.. (2.8) 

Remarque 4: Sur la base de l'argument donné dans la remarque 3, âfj > 0. Mais il peut arriver 
que âfj soit supérieur à un. Par conséquent, nous considérons l'estimateur suivant: 

Bjj= (1 - ajj)Yjj + âjjelî,, (2.9) 

où âjj = min [ 1 ,âfj]. 

Le tableau 1 donne les valeurs de âjj pour la région non autoreprésentative de l'Ouest. 

3. ESTIMATION DE L'IMPORTANCE RELATIVE 

SoitRjj = î^y !;[=,}<;l'estimateur préliminaire'de l'importance relative/-y = Bij/YLi^ij, 
{i = 1, ...,I;j = 1, ..., m). Posons/?y = {Ry, ...,R,j)', {j = 1, ..., m). Comme 
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Yi=iPij =1 . U = 1, . . . , m), la matrice de variances-covariances de Rj est singulière. On 
ne peut donc appliquer directement la méthode exposée dans la section précédente. Pour 
contourner le problème de la singularité, nous supprimons une strate de produits et services 
de la catégorie de dépenses étudiée. Sans aucune perte de généralité, supprimons la strate /. 
Dans un deuxième temps, appliquons la méthode décrite dans la section 2 afin d'obtenir 
l'estimateur de r,y suivant, (/ = 1, . . . , / - l;y" = 1, ..., m) 

rfj = {1 - djj)Rjj + djje/l, (3.1) 

ou 

Pour / = /, 

âjj = min[l, âfj] , 

df, = 'ij 

l^Y [̂ /̂ '-̂ /?'<'M^ 
k=\ 

I i=\ 

Rr = {RiP,...,R^f%j)', 

J 20 

^J = ^ E (Rj'' -Rj)(Rl'' -Rj)', 
k=l 

[ m ~\ I '" 

Y (ôH')-%j Y (̂ •̂') 
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âfj = min [ I , J ; , ] , 

'^'j - pi? 

D^?- [ E 0)/')-'] 
- 1 

k=l 

[ m ~\ I '" 

Y (Dji^)-'RïP Y <^n') 
j=l J ' j=l 

Pour estimer rfj, nous nous servons d'une méthode univariée qui donne l'estimateur de rfj, 
suivant, {j = 1, ..., m): 

rfj = (1 - âfj)R,j-\- âfjRf. 

Comme estimateur final de r, nous avons r,- = {r^, . . . , P/j)', où fjj = ffj/ Y, 'i=i^fj- Pour 
ce qui est de la suppression de la strate de produits et services, nous avons /choix possibles. 
Nous choisissons la combinaison pour laqueHe l'erreur quadritique moyenne estimée (pour 
l'ensemble des strates) est la plus faible. On peut obtenir un autre estimateur de r,j en sous
trayant Y, 1=1 ^ij de un. Cependant, selon la procédure, il y a des chances réelles que la valeur 
estimée de rfj soit négative. 

4. RÉSULTATS NUMERIQUES 

Dans cette section, nous évaluons divers estimateurs du poids en valeur et de l'importance 
relative en nous fondant sur l'erreur quadritique moyenne estimée. Nous comparons en fait 
quatre estimateurs: l'estimateur préliminaire, l'estimateur proposé par Cohen et Sommers 
(1984), l'estimateur qu'utilise actuellement le BLS et l'estimateur empirique de Bayes qu'ont 
étudié récemment Ghosh et Sohn (1990). L'estimateur de Cohen-Sommers du poids en valeur 
(avant balayage) est défini par l'expression 

e.ÇS = êfj^* si I ê^^* - Yjj\ < c-sd(î^;) 

= Yjj -f c-sd{Yjj) si 0,f* > Yjj + c-sd(y;,) 

= Yjj - c-sd{Yjj) si ê,f* < Yjj - e-sd(Yjj) 

ou 

= (1 -alj^)Yjj + â\j'Yj., 

â,j^ = min [l, (1 - Nj/N) [^ Y (̂ i*' - ^>)']/[^ E (^)'' - ^''')']] ' 
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Tableau 2 

Valeurs du facteur de sécurité (c) pour les régions principales 

Région '^'^'^^ NCS^ NENS NESR SSNS SSSR WWNS WWSR 
principale — ^ ] - ' ^ - — 

c 1.0 .5 1.0 .5 3.0 .25 1.0 .5 

NCNS: Centre-Nord (Midwest) - non autoreprésentative. 
NCSR: Centre-Nord - autoreprésentative. 
NENS: Nord-Est - non autoreprésentative. 
NESR: Nord-Est - autoreprésentative. 
SSNS: Sud - non autoreprésentative. 
SSSR: Sud - autoreprésentative. 
WWNS: Ouest - non autoreprésentative. 
WWSR: Ouest - autoreprésentative. 

m nj . m nj 

yt'' = Y Y '^l'^^'ui E E v̂ 
/=1 / = ! ' /=1 / = ! 

r> 
7=1 /=1 ' 7=1 /=1 

Nj = nombre total d'unités de consommation dans la région de publication y, 

m 

^ = E ^•' 
7=1 

^^^^u) = J[l,Y^y'^''-yu)Y 

c = facteur de sécurité déterminé par le BLS (voir tableau 2). 

L'estimateur de Cohen-Sommers de l'importance relative est défini par l'expression 

r,f = rÇ^* si I r,^^* - Rjj\ < c-sd{Rjj) 

= Rjj -I- c-sd{Rjj) si r,^^* > Rjj -f- c-sd{Rjj) 

= Rjj -f c-sd{Rjj) si r,!j^* < Rjj - c-sd{Rjj), 

r^'* = (1 -âÇ')Rjj + â!fR^, 

m nj j I m "j 

^P = Y Y ^j'^ui E E E ^'^j" 
; ' = ! / = ! / 1 = 1 / • = ! / = ! 

OU 

7=1 /=1 ' /=1 7=1 /=1 
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J f = âÇ^* si 0 < J,f* < I, 

= 0 si â,^^* < 0, 

= 1 si J,f* > 1, 'ij 

, 2 0 1 20 

i- Y (R^' - R'j)' - :̂  E (̂ '̂ ' - ^o)(̂ '̂*" - ^ '̂) 
J C S * _ k=l k=l . 
'U , 20 

20.= . 

m nj I r m "J 

j^csik^ = j^ ^ w^rxjjj i ; E E ^'''^> 
/= r / = ! ' /=1 / = l / = 1 

Sd(i?,y) = ^ ^ E (^'^* - ^U) 

Puisque £ [=, f^ ^ 1, nous avons divisé fff" par E f= i ô̂ ^ pour les besoins de la comparaison. 

La méthode qu'utUise actuellement le Bureau of Labor Statistics (voir United States 
Department of Labor 1988) comporte un certain nombre d'étapes. 

Étape 1: Déterminer un estimateur du poids en valeur comme ci-dessous: 

âcs(i) _ fçs Ŷ  Y 
"u " 'u ZJ 'J' 

i=\ 

Étape 2: Déduire l'estimateur final de Bjj de B^^'-^'' par un procédé de "balayage". L'estimateur 
final, désigné par By^^, satisfait aux deux conditions suivantes: 

E ^u"-' - Y ^u, 
1=1 1 = 1 

m m 

Y ^v '̂f ' = E ""j^u-
7 = 1 7 = 1 

Étape 3: Enfin, déterminer un estimateur de l'importance relative comme ci-dessous: 

, B L S ^ ^BLS / ^ ^ B L S . 

/ /=1 
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Dans nos calculs, nous avons estimé Nj par Y.i"li W,. 

L'erreur quadratique moyenne d'un estimateur e,y de Bjj est définie par l'expression 

EQM = E{ejj - Bjj)^ 

= E{ejj - Yjj)' - V{Yjj) -f 2Cov(e,;,î^.,.), 

où l'on suppose que E{ Yjj | Bjj) = Bjj. La formule ci-dessus est définie dans Cohen et Sommers 
(1984). Comme dans Ghosh et Sohn (1990), nous estimons les trois termes de la formule au 
moyen des demi-échantillons compensés de l'enquête. Par exemple, 

E(eij - Yjj)' ^ ^ Y (4*^' - ^ i* ' ) ' ' 

k=l 

20 
nyu) ^:^Y^^é'' - yij)'' 20 

k=\ 

20 

20 
Coy{ejj,Yjj) ^ ^ J ] (^'^' " ^ O ^ ^ f " >̂ v) • 

k=l 

Dans l'expression ci-dessus, ê j*' désigne l'estimateur Cjj fondé sur le A:-ième demi-échantillon 
{k = 1, . . . , 20). Par exemple, 

B,P^^'^ = (I - â ; f )}^ f ) + â,fy/*), 

ej^' = (I -â,,.)}^f' -^ âjje; f^^'K 

Nous calculons B^^^^''^ à l'aide de la méthode multi-étape utilisée pour calculer B^^^, sauf que 
nous remplaçons Yjj, Rjj et r^^ par î^f >, /?;)*' et r^^^''^ respectivement. Il convient de souHgner 
que la procédure ci-dessus ne tient pas compte de la variation due à l'estimation des coefficients 
(c.-à-d. des Ujj) des estimateurs composites. Cohen et Sommers (1984) ont recommandé 
l'utilisation de demi-échantillons des demi-échantillons, ou quarts d'échantillons, pour tenir 
compte de cette variation. Nous n'avons pas pu appliquer cette méthode puisque notre ensemble 
de données ne renfermait pas de données relatives à des quarts d'échantillons. 

Les données que nous analysons sont tirées de la Consumer Expenditure Survey de 1982-
1983 (volet "enquête journal"). La catégorie de dépenses étudiée est celle des produits laitiers. 
Cette catégorie compte en tout six strates de produits et services: I) lait entier frais, 2) autres 
sortes de lait frais et crème, 3) beurre, 4) fromage, 5) crème glacée et produks assimilés et 6) 
autres produits laitiers. 

Nous estimons l'erreur quadratique moyenne de tous les estimateurs étudiés pour chaque 
région de publication et chaque strate de produits et services. Le tableau 3 donne l'erreur 
quadratique moyenne estimée (pour l'ensemble des strates et l'ensemble des régions de 
publication d'une région principale) des estimateurs de Bjj. Notons que sur ce plan, tous les 
estimateurs composites sauf celui proposé par Ghosh et Sohn (1990) surclassent l'estimateur 
préliminaire pour toutes les régions principales. Les estimateurs 6,j^ et Bjj sont tous deux 
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Tableau 3 

Erreur quadratique moyenne estimée de différents estimateurs de djj 

Région 
principale 

NCNS 

NCSR 

NENS 

NESR 

SSNS 

SSSR 

WWNS 

WWSR 

Yu 

.020047 

.036620 

.018162 

.052883 

.021757 

.047500 

.052387 

.018223 

Erreur quadratique moyenne de 

Bij 

.011549 
(22) 

.024783 
(32) 

.013299 
(26) 

.051100 
(3) 

.013146 
(39) 

.028984 
(38) 

.029938 
(42) 

.033529 
(-83) 

^U 

.009342 
(53) 

.016017 
(56) 

.007327 
(59) 

.038911 
(26) 

.009954 
(54) 

.031743 
(33) 

.017433 
(66) 

.009925 
(45) 

^U 

.014885 
(25) 

.023627 
(35) 

.013046 
(28) 

.045610 
(13) 

.014415 
(33) 

.044238 
(6) 

.030069 
(42) 

.014898 
(18) 

^U 

.009428 
(52) 

.016155 
(55) 

.005504 
(69) 

.028958 
(45) 

.006418 
(70) 

.009270 
(80) 

.010849 
(79) 

.005761 
(68) 

Nota: Les chiffres entre parenthèses représentent 
préliminaire, Yjj. 

'amélioration en pourcentage par rapport à l'estimateur 

supérieurs à B^^^. L'estimateur que nous proposons, Bjj, surclasse B^^ dans six des huit régions 
principales. Dans les deux autres régions (NCNS et NCSR), B,j^ est supérieur, mais de très 
peu, à Bjj. 

Dans les tableaux 4 et 5, nous tentons de démontrer que le procédé de "balayage" n'est peut-être 
pas nécessaire. Le tableau 4 a pour objet le paramètre Y 'i=\Bij, c.-à-d. le poids en valeur vrai 
pour une catégorie de dépenses. À cause du procédé de "balayage", Y 'i=iBu^^ = E f=i ^̂ 7-
Voici que nous proposons un autre estimateur, Y 'i=\Bjj, et que nous comparons son erreur 
quadritique moyenne estimée (pour l'ensemble des régions de pubHcation d'une région 
principale) à celle de E 'i=\Yjj. Dans tous les cas, notre estimateur est notablement supérieur. 

Le tableau 5 a pour objet le poids en valeur d'une strate de produks et services pour une 
région principale. L'estimateur préliminaire (qui est identique à l'estimateur BLS en raison 
du procédé de "balayage") s'écrk ( l'j'=\l1UWjjYjj)/{l'p=iY.iLiWjj). La méthode que 
nous présentons permet aussi la construction d'estimateurs au niveau de la région principale. 
L'estimateur que nous proposons est Bj. =Y]'=i I "Li Wjj Bjj/( E j l i E "l, Wjj). Le tableau 5 
donne l'erreur quadratique moyenne estimée de ces deux estimateurs. On constate une fois 
de plus que notre estimateur surclasse l'estimateur préHminaire (BLS). 

Les résultats des tableaux 4 et 5 donnent à penser que l'étape de l'harmonisation des données 
par un procédé de "balayage", comme le prévoit la méthode du BLS, n'est peut-être pas 
indispensable. En effet, on peut vraisemblablement améHorer les estimateurs classiques à des 
niveaux d'agrégation supérieurs. 
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Tableau 4 
Erreur quadratique moyenne estimée de deux estimateurs des dépenses 

de consommation moyennes pour une catégorie de dépenses 

Région 
principale 

NCNS 

NCSR 

NENS 

NESR 

SSNS 

SSSR 

WWNS 

WWSR 

Estimateur 
préliminaire 

0.12384 

0.29819 

0.21658 

0.67486 

0.21506 

0.68415 

0.35446 

0.19292 

Estimateur 
proposé 

0.07969 

0.13040 

0.07602 

0.20119 

0.08303 

0.06462 

0.05175 

0.05524 

Tableau 5 

Amélioration 
(en pourcentage) 

36 

56 

65 

70 

61 

90 

85 

71 

Erreur quadratique moyenne estimée de deux estimateurs des dépenses 
de consommation moyennes pour une région principale 

Région 
principale 

NCNS 

NCSR 

NENS 

NESR 

SSNS 

SSSR 

WWNS 

WWSR 

Estimateur 
préliminaire 

0.008181 

0.003672 

0.006174 

0.011680 

0.007501 

0.004434 

0.008203 

0.002786 

Estimateur 
proposé 

0.0045468 

0.0031047 

0.0029128 

0.0056922 

0.0036401 

0.0013751 

0.0022560 

0.0007882 

Amélioration 
(en pourcentage) 

44 

15 

53 

51 

51 

69 

72 

• 72 

Le tableau 6 donne l'erreur quadritique moyenne estimée (pour l'ensemble des strates et 
l'ensemble des régions de pubHcation d'une région principale) de divers estimateurs de l'importance 
relative. Notons que, comme dans le tableau 3, tous les estimateurs sauf r,°^ surclassent 
l'estimateur préliminaire Rjj pour toutes les régions principales. L'estimateur que nous 
proposons, Pjj, est le plus efficace de tous les estimateurs étudiés. 

Dernièrement, Swanson (1992) a comparé différentes méthodes d'estimation du poids en 
valeur pour 12 des quelque 70 catégories de dépenses de l'IPC. Son étude montre que dans 
l'ensemble, la méthode que nous proposons est supérieure à toutes les autres. 
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Tableau 6 

Erreur quadrat ique moyenne estimé de différents estimateurs de l ' importance relative 

Région 
principale 

Erreur quadrat ique moyenne estimé de 

Ri pGS pCS pBLS 

NCNS 

NCSR 

NENS 

NESR 

SSNS 

SSSR 

W W N S 

WWSR 

.0006342 

.0009125 

.0003588 

.0004264 

.0005071 

.0006564 

.0013709 

.0003540 

.00046480 
(27) 

.00071967 
(21) 

.00026894 
(25) 

.00072001 
(-69) 

.00033736 
(33) 

.00048569 
(26) 

.00086849 
(37) 

.00070770 
(-100) 

.00033143 
(48) 

.00040226 
(56) 

.00014146 
(61) 

.00028862 
(32) 

.00019352 
(62) 

.00053173 
(19) 

.00051474 
(62) 

.00021384 
(40) 

.00042130 

(34) 

.00044815 

(51) 

.0001620 
(55) 

.00030555 
(28) 

.00021385 
(58) 

.00053603 
(18) 

.00061901 
(55) 

.00023255 
(34) 

.00018592 

(71) 

.00021309 
(77) 

.00011105 
(69) 

.00016744 
(61) 

.00011925 
(76) 

.00030979 
(53) 

.00028519 
(79) 

.00013750 
(61) 

Nota: Les chiffres entre parenthèses représentent l'amélioration en pourcentage par rapport à Rjj. 
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