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Dans ce numéro 

Chers lecteurs. 
Chères lectrices. 

Je m'empresse de partager avec vous deux bonnes nouvelles. Tout d'abord, le numéro de 
décembre marquera le 25' anniversaire de Techniques d'enquête. Ce sera un numéro un peu plus 
volumineux de la revue, comportant des articles d'éminents statisticiens contemporains. 
Deuxièmement, nous comptons préparer une version électronique de la revue. Nous espérons 
monter le numéro de décembre 1999 sur un site Web spécial. Tous les abonnés actuels pourtont 
télécharger la revue gratuitement. Les résultats de cet essai nous permettront de déterminer s'il serait 
préférable d'offrir la version électronique au Ueu de la version imprimée, ou en plus de celle-ci. Le 
prochain numéro vous foumira des renseignements supplémentaires. Vos remarques et vos 
suggestions sont toujours bien accueillies. 

Le présent numéro aborde un choix de sujets : trois articles sur les estimations infrarégionales, 
quatre sur les estimations en général, deux sur les nouveaux plans d'échantillonnage et deux autres 
sur l'analyse des données. 

Kroger, Sâmdal et Teikari proposent une nouvelle famille de plans d'échantillonnage, sous la 
manchette d'échantillonnage mixte de Poisson, qui cortespond à un mélange pondéré de plans 
d'échantillonnage de Poisson et de Bemoulli. Grâce à une étude de Monte Carlo portant sur des 
données finlandaises, ils montrent empiriquement que, pour divers estimateurs ponctuels, 
l'échantillonnage mixte de Poisson est plus efficace que l'échantillonnage de Poisson ordinaire. 

Bell et Kramer cherchent à résoudre le problème que pose depuis longtemps l'estimation de la 
variance des estimateurs X-11. Chaque mois, les bureaux de la statistiques du monde entier publient 
les estimations bmtes de diverses variables, ainsi qu'une mesure cortespondante de l'erteur, 
ordinairement l'erreur-type ou le coefficient de variation. Par contre, ils ne sont en mesure de 
produire aucune mesure de ce genre pour les estimations désaisonnalisées ou estimations de 
tendance cortespondantes obtenues par la méthode X-11. Bell et Kramer proposent une méthode 
intéressante qui permet de résoudre pratiquement le problème. Ils calculent deux formes d'erteur, 
l'une résultant de l'erteur d'échantillonnage et l'autre, de l'utilisation d'extrapolations ARMMI pour 
prolonger la série aux deux extrémités. 

De Haan, Opperdoes et Schut se penchent sur l'échantillonnage d'articles dans un groupe de 
produits, aux fins de leur inclusion dans le calcul de l'indice des prix à la consommation, d'après 
les données de lecteurs optiques. À l'heure actuelle, la plupart des bureaux de la statistique 
appliquent une méthode d'échantillonnage raisonné qui biaise naturellement les estimations. Les 
auteurs s'efforcent de déterminer si l'échantillonnage probabiliste serait une meilleure méthode en 
ce qui conceme l'erteur quadratique moyenne et obtiennent des résultats intéressants. 

Pierte Duchesne considère une nouvelle classe d'estimateurs de calage robustes qui permet 
d'obtenir des poids restreints à un intervalle donné. La démarche consiste a transformer en poids 
cales des poids impUcites robustes judicieusement choisis. Dans une brève étude empirique, les 
nouveaux estimateurs sont à la fois illustrés et comparés avec des estimateurs déjà proposés. 

Tillé étudie une méthode d'échantiUonnage répété qui tient compte de renseignements auxiUaires. 
Il commence par généraliser l'utilisation des probabilités conditionnelles d'inclusion de façon à 
pouvoir les appUquer à tout plan d'échantillonnage. Puis, il constrait des estimateurs que l'on peut 
considérer comme étant des estimateurs linéaires optimaux et les compare à l'estimateur de 
régression généraUsé (GREG). Il différencie les divers estimateurs grâce à un ensemble de 
simulations. Enfin, il discute du problème de l'interaction entre le plan de sondage et les variables 
auxiliaires. 

Prasad et Rao étudient le problème de l'estimation régionale au moyen d'un modèle à effets 
aléatoires. Alors que les méthodes classiques d'estimation des moyennes régionales sont fondées 
sur un modèle, Prasad et Rao obtiennent des estimations fondées sur le plan de sondage (assistées 
par modèle) grâce à l'intégration des poids d'enquête. Ils calculent aussi les estimateurs à base de 
modèle cortespondants de l'erteur quadratique moyenne (EQM) des estimations régionales. Ds 
montrent, grâce à une simulation, que leur estimateur de l'EQM est assez stable et n'est que 
légèrement biaisé. 
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Dans leur article sur l'estimation régionale, Moura et Holt se concentrent sur des modèles à 
plusieurs niveaux, qui tiennent compte de données auxiliaires au niveau tant de l'unité que de la 
petite région, ainsi que d'effets aléatoires régionaux en ce qui concerne aussi bien les coordonnées 
à l'origine que la pente des droites de régression. Ds estiment les paramètres des modèles à effets 
fixes et aléatoires par une méthode itérative généraUsée des moindres cartes restreinte. Ils calculent 
une valeur approchée de l'erteur quadratique moyenne. Es montrent, par des simulations, que le 
modèle permet de produire de meilleurs estimateurs régionaux que ceux fondés sur des modèles plus 
simples, qu'une spécification trop poussée du modèle n'entraîne aucune perte importante d'efficacité 
et que l'approximation de l'EQM et l'estimateur connexe de l'EQM donnent de bons résultats. 

Chattopadhyay, Lahiri, Larsen et Reimnitz étudient l'estimation des proportions régionales 
d'événements rares. Ils se servent des données d'une enquête téléphonique sur la consommation 
d'alcool et de drogues pour illustrer leur méthode et la comparer à d'autres. L'estimateur qu'ils 
proposent combine des estimations démographiques par groupe âge/sexe/comté fondées sur des 
données de recensement et des estimations bayesiennes empiriques des proportions dans ces groupes 
fondées sur des données d'enquête. Ils proposent un estimateur jackknife de l'erteur quadratique 
moyenne qui tient compte de la variabilité due à l'estimation des paramètres du modèle. 

Rubin Bleuer et Kovacevic étudient les problèmes que pose l'estimation des proportions 
longitudinales de faibles revenus d'après les données d'une enquête longitudinale dont le plan de 
sondage est complexe. Ils envisagent deux estimateurs fondés sur le plan de sondage : l'un 
s'appuyant à la fois sur les échantillons longitudinal et transversal, appelé « estimateur mixte » et 
l'autre, uniquement sur l'échantillon longitudinal. Grâce à une simulation, ils comparent les deux 
estimateurs en cas d'érosion de l'échantiUon en appUquant des modèles de correction pour l'érosion 
fondés sur l'hypothèse, d'une part, que les unités d'échantillonnage « manquent au hasard » et, 
d'autre part, qu'elles « manquent complètement au hasard ». Ils illustrent les résuUats au moyen de 
données de deux enquêtes longitudinales. 

Tate étudie le couplage des données recueillies sur une même personne au cours de cycles 
trimestriels subséquents de la British Labour Force Survey, une enquête par panel avec 
renouvellement d'un cinquième de l'échantillon à chaque cycle. Elle examine les divers facteurs 
susceptibles de biaiser les analyses réalisées d'après des données couplées de ce genre. Plus 
précisément, elle étudie les effets éventuels de l'érosion de l'échantillon, des erteurs de réponse et 
de la réponse par procuration. Elle envisage aussi diverses méthodes de cortection pour tenir compte 
de ces biais. 

Enfin, dans une note brève. Gabier, Haeder et Lahiri présentent une justification fondée sur un 
modèle de la formule bien connue de l'effet de plan de sondage proposée par Kish. Ds montrent que 
la formule produit en réalité une valeur pmdente de l'effet réel de plan de sondage. 

Le rédacteur en chef 
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L'échantillonnage mixte de Poisson: une famille de plans permettant 
une sélection coordonnée à l'aide de nombres aléatoires permanents 

HANNU KROGER, CARL-ERIK SÀRNDAL et ISMO TEIKARI' 

RÉSUMÉ 

Les auteurs présentent l'échantillonnage mixte de Poisson, qui correspond à une famille de plans d'échantillonnage tirant 
son nom du fait que chaque membre de la famille est un mélange de deux plans d'échantillonnage de Poisson, c'est-à-dire 
l'échantiUoimage ptJt de Poisson et l'échantillonnage de Bemoulli. Ces deux plans se situent aux extrémités opposées d'un 
spectre continu indexé en fonction d'un paramètre continu. L'échantiUoimage mixte de Poisson est destiné aux populations 
très asymétriques que l'on rencontre souvent dans les enquêtes-entreprises. Les statisticiens y trouvent un éventail d'options 
pour l'ampleur de la coordination des échantillons et le contrôle du fardeau de réponse. Certains plans d'échantillonnage 
mixte de Poisson donnent des estimations nettement plus précises que l'échantillonnage ptTi de Poisson habituel. Ce résultat 
a de l'importance car l'échantillonnage ptn de Poisson est très efficace en soi, à supposer qu'il se fonde sur une bonne 
mesure de la taille. 

MOTS CLÉS: Enquêtes-entreprises; population irrégulière; fardeau de réponse; estimateur de régression. 

1. OBJECTIFS DE L'ECHANTILLONNAGE 
MIXTE DE POISSON 

L'échantillonnage mixte de Poisson est une famille de 
plans d'échantillonnage qui se prête aux enquêtes-
entreprises, avec leur population souvent très asymétrique. 
L'échantillonnage mixte de Poisson englobe les plans 
traditionnels d'échantillonnage de Bemoulli et d'échantil­
lonnage ptn de Poisson comme deux cas spéciaux qui se 
trouvent aux extrémités d'une gamme de possibilités 
indexée en fonction d'un paramètre continu. Ce paramètre, 
appelé largeur de BemouUi et désigné B, satisfait 
Q ^B <.fj^, où / j , est la fraction d'échantillonnage prévue 
et préétablie de la portion «tirage partiel» de la population, 
c'est-à-dire la portion oti la sélection aléatoire s'applique. 

Les nombres aléatoires, sous forme de réalisations 
indépendantes de la variable aléatoire Unif (0,1), sont 
utilisés couramment dans les procédures automatisées 
modemes de sélection d'un échantillon. Fan, MuUer et 
Rezucha (1962) ont introduit plusieurs mécanismes de 
tirage séquentiel (unité par unité) fondés sur des nombres 
aléatoires. À présent, l'échantillonnage mixte de Poisson 
se fonde sur la technique du nombre aléatoire permanent 
(NAP), qui suppose dès la création d'une entreprise, l'attri­
bution d'un nombre aléatoire à chaque unité de la base de 
sondage (le registre des entreprises, dans le cas d'une 
enquête-entreprise). Le nombre aléatoire est permanent en 
ce sens qu'il reste associé à l'unité pour toute la durée de 
vie de celle-ci. La technique du NAP facilite la coordina­
tion des échantillons et le contrôle du fardeau de réponse. 
Parmi les premières mentions de l'échantillonnage axé sur 
le NAP, mentionnons Brewer, Early et Joyce (1972) et 
Atmer, Thulin et Bàcklund (1975). On trouvera dans 

Ohlsson (1995) un récent aperçu des diverses techniques 
NAP, avec d'importantes appUcations. 

L'échantiUonnage ptTi de Poisson offre l'avantage d'une 
sélection de grandes unités avec une probabilité relative­
ment supérieure à celle des petites unités, dont la part du 
total estimatif de la population est de toute façon relative­
ment mineure. La coordination des échantillons ptJi de 
Poisson à l'aide du NAP a été inti-oduite par Brewer et coll. 
(1972) et elle a été discutée ensuite par plusieurs auteurs, y 
compris Sunter (1977) et Ohlsson (1995). 

Comme pour l'échantillonnage ptn de Poisson, l'échan-
tiUonnage mixte de Poisson permet de contrôler le fardeau 
de réponse (voir la section qui suit). Les grandes entre­
prises ont relativement plus de chances d'être choisies que 
les plus petites. Le contrôle de la sélection se fait par 
renouvellement de façon à répartir le fardeau de réponse. 
Un autre objectif de l'échantiUonnage mixte de Poisson est 
d'inclure dans l'échantillon l'ensemble (ou une partie 
importante) des unités de la population (elles sont donc 
observées, de sorte que leurs données de base peuvent être 
mises à jour) de façon régulière au cours d'une certaine 
période de temps. D peut s'agir, par exemple, d'inclure 
chaque entreprise dans l'échantillon au moins une fois 
durant une période de dix ou douze ans. 

2. LA PROCEDURE DE SELECTION LIEE A 
L'ÉCHANTILLONNAGE MIXTE DE POISSON 

Soit U = [l,...,k,...,N}, une population finie, où le 
nombre entier k représente la ̂ -ième unité de la population. 
Soit y la variable d'intérêt et ŷ  sa valeur pour l'unité k; y,^ 
est inconnue avant la sélection de l'échantillon et 

Hannu Kroger et Ismo Teikari, P.O. Box 3A, Fin-00022, Statistics Finland, Finland; Cari-Erik Sàmdal, llième étage. Immeuble R.H. Coats, Statistique 
Canada, Ottawa, (Ontario) KlA 0T6, Canada. 
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l'observation. À l'unitéA: e U est également associée une 
mesure positive connue de la taille x^. Celle-ci a comme 
rôle dans l'échantillonnage mixte de Poisson d'entraîner 
une sélection plus fréquente des grandes unités; de plus, la 
variable de taille devrait servir de variable auxiliaire à 
l'étape de l'estimation. 

Un échantillon s est tiré de la population U. La taille de 
J peut être aléatoire; sa taille prévue, désignée n, est un 
nombre établi d'avance. L'échantiUon s est constitué de 
deux parties non chevauchantes, 5 =5^u.y^, où .ŷ  s'appelle 
la partie certitude de s et s^ la partie randomisation de s. 
La partie s^, constituée de très grandes unités avec proba­
bilité de sélection égale à 1 est désignée au cours d'une 
étape préUminaire, à l'aide des mesures connues de la taiUe Xj^. 
On trouvera une procédure de ce type à la section 3. Selon 
les caractéristiques de la population, il peut arriver 
qu'aucune partie certitude ne soit désignée, de sorte que^^ 
est la série ensemble, mais cette possibilité est assez 
exceptionnelle pour la population très irrégulière que l'on 
trouve normalement dans les enquêtes-entreprises. 

Un terme qui est très souvent utilisé comme synonyme 
de la partie certitude est la strate à tirage complet. Si la 
strate à tirage complet est désignée f/̂ , une description 
probabiliste consiste à affirmer que s^. est tiré de là strate à 
tirage complet U^ de sorte que s^ = U^. suivant une 
probabilité de 1. La taille de5^ = U^. est n^. 

Ensuite, l'échantUlon de randomisation 5^ est tiré du 
reste de la population Uj^ = U-U^,de taille Nj^= N - n^^. 
Il est constitué d'unités ayant une probabilité d'inclusion de 
71̂  strictement inférieure à 1. Dans le présent exposé, 5^ est 
tiré par échantillonnage mixte de Poisson (donc suivant la 
technique du NAP). La taille de 5^ est aléatoire; sa taille 
prévue, désignée n^, est établie en fonction de l'équation 

Dans le présent exposé, l'échantillonnage de Poisson 
désigne une sélection cortespondant à des essais de 
BemoulU indépendants unité par unité avec des probabilités 
d'inclusion quelconques de 7t̂ . Plus précisément, l'échan­
tillonnage ptjt de Poisson signifie un échantillonnage de 
Poisson pour lequel 71̂  est directement proportionnel à une 
mesure de la taille. L'échantillonnage de Bemoulli est un 
cas spécial d'échantillonnage de Poisson dans lequel tous 
les Tiĵ  sont égaux. 

Pour l'échantillonnage mixte de Poisson, il nous faut 
d'autres éléments de notation. Pour l'unité ke U^, défi­
nissons la mesure de la taille relative 

"R^k/Eu, (2.1) 

Nous pouvons désormais supposer que A^ < 1 pour tous 
les keUjf, parce que si A^<1 n'était pas vrai pour 
certaines unités A: e f/̂ , la procédure de la section 3 servant 
à l'établissement de la partie certitude de l'échantillon 
aurait en réalité attribué ces unités à la partie certitude s^. 

Nous définissons maintenant l'échantillonnage mixte de 
Poisson à l'aide d'un diagramme bidimensionnel. En 

abscisse, le NAP d'une unité est tracé. En ordonnée, une 
mesure g^, liée à la taille est tracée. À chaque cycle 
d'enquête, une nouvelle région de tirage d'un échantiUon 
est désignée par renouvellement dans ce diagramme, et la 
coordination de l'échantillon est assurée comme suit. 

L'échantillonnage mixte de Poisson est caractérisé par 
deux paramètres, B et /^, où /^ tel que 0 </^ = «̂ j/Â ^ < 1 
désigne le taux d'échantillonnage fixe prévu dans 
Uff = U- Uç.. Le paramètre B, appelé la largeur de 
BemouUi, est tel que O^fl^/^. Pour chaque unité 
ke Uj^, définissons 

Qk 
fn-P 
1 -B X, 1 -B 

(2.2) 

où Xy = 5̂ y ^J^R- ^^^^ B = 0, nous avons Qi^=Ai^, qui 
est la mesure de la taille pour l'échantillonnage ptn de 
Poisson habituel. À l'autre extrême B =/^, nous avons 
Qk-{^ pour tous les keUj^; dans ce cas, la taille ne joue 
aucun rôle dans la sélection de f/̂ , qui se laisse réduire à 
l'échantillonnage de BemoulU. Les mesures ô^ sont 
utilisées dans la sélection mixte de Poisson d'échantillons 
coordonnés, comme nous le décrivons ci-dessous. 

Commençons par un tracé des points (r^iô^) pour 
keU^, où r̂  désigne le NAP associé à l'unité k au 
moment de la création, et g^ est donné d'après (2.2). Pour 
ce qui est de la figure 1, l'échantiUonnage de Poisson se 
définit comme suit: inclure dans l'échantillonnage de 
randomisation, j ^ , toutes les unités ayant des NAP r̂  qui 
se trouvent dans l'intervalle (0, B], et inclure également 
certaines unités ayant des NAP r̂^ dans l'intervalle (B, 1], 
c'est-à-dire ceux pour lesquels Q^^ est au moins égal à une 
valeur de seuil qui se trouve sur la ligne reliant les points 
(B, 0) et (1, 1). La zone de sélection est ainsi la partie 
ombragée de la figure 1. À noter que puisque Â^ < 1 pour 
tous les keUj^, U s'ensuit d'après (2.2) que 
ô^.< (1 - Blfg)l{l - B) ^l pour tous les k€ U^^, lorsque 
O^B<f^. 

Pour l'échantillonnage ptn de Poisson, la probabilité 
d'inclusion de l'unité k est t i=A^ d'après (2.1). La 
coordination des échantillons de Poisson fondés sur le NAP 
a été introduite par Brewer et coU. (1972) à l'aide d'une 
représentation graphique correspondant à B = 0 dans les 
figures 1 et 2. À chaque cycle, la zone de sélection est alors 
un triangle; le NAP de l'unité en abscisse est tracé en 
fonction de la mesure de la taille de l'unité, A^, en 
ordonnée. La coordination est assurée par «le déplacement 
de la zone de sélection vers» la droite. La coordination des 
échantillons mixtes de Poisson est assurée de façon 
semblable. 

Les figures 1 et 2 illustrent comment l'échantillonnage 
mixte de Poisson coordonné à partir deU^ = U-Uf. peut 
avoir lieu pour deux cycles d'enquête consécutifs. Dans 
chacune des deux figures, l'échantillon se définit comme la 
série d'unités pour laquelle le point (r^, ô̂ )̂ se trouve à 
l'intérieur de la zone ombragée. Le «point de départ» sur 
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Q 
Q ^ 

B 1 r 

Figure 1. Échantillonnage au moment 1 

1 r 

Figure 2. Échantillonnage au moment 2 

l'axe du NAP est le point à la droite duquel nous 
commençons à compter les unités à inclure dans l'échan­
tillon. Au moment 1 (figure 1), le point de départ est 0; au 
moment 2 (figure 2), le point de départ est D. (En général, 
le point de départ peut être un point choisi au hasard dans 
l'intervalle unitaire; autrement dit, l'échantillon identifié à 
la figure 2 est également celui qui serait choisi au moment t = 1 
si à ce moment-là le point de départ choisi au hasard sur 
l'axe du NAP avait été égal à D.) 

Une façon pratique d'assurer le renouvellement de 
l'échantillon est d'avoir recours à la méthode du dépla­
cement constant, qui suppose que le point de départ est 
déplacé vers la droite suivant une valeur fixe à chaque 
nouveau cycle d'enquête (voir Ohlsson 1995). La constante 
D s'appelle le déplacement constant. Le point de départ au 
moment 3 serait donc 2D, et ainsi de suite. 

Nous examinons ci-dessous l'échantiUonnage mixte de 
Poisson et l'estimation pour un même cycle, et nous 
pouvons nous concentrer sur la figure 1 (moment 1 ), avec 
le point de départ 0 sur l'axe du NAP. L'algorithme de 
l'échantillonnage mixte de Poisson pour les paramètres B 
et fg, et le point de départ 0, est donc le suivant: à la 
figure 1, l'unité k est comprise dans la partie randomisation, 
5^, (i) si 0<r^^f i , ou (ii) si B<ri^^l et 
{r,-B)l{l-B). 

Par conséquent, k est compris dans s^^ si 

Qk^ 

0<r^iB + Q^{l-B). 

Puisque r^~ Unif(0,1), les probabilités d'inclusion de 
prenuer ordre dans le cadre de l'échantillonnage mixte de 
Poisson sont 

7t, 
B + Q^{1 -B) pour keU^ 

1 pour k 6 U^. 
(2.3) 

D est facile de voir que les probabilités d'inclusion 
répondent à l'exigence obligatoire que leur somme soit 

égale à la taille prévue de l'échantUlon qui est fixée 
d'avance: 

Eu^k = Eu,^-EuAP^Qk(^-P)}=n c*n^=n. 

Nous observons maintenant deux cas extrêmes de la 
famille de schémas d'échantiUonnage mixte de Poisson: 
l'échantillonnage de BemouUi est obtenu si B =/^ dans 
l'algorithme mixte de Poisson, car alors Q^^ = 0 pour tous 
les k 6 [/^, et l'algorithme devient: inclure l'unité ke U,^ 
dans 5^ si 0 < r̂  ^/^, ce qui représente l'échantillonnage 
de BemoulU. L'échantiUonnage ptTi de Poisson est obtenu 
si fi = 0 dans l'algorithme mixte de Poisson, car alors 
l'algorithme devient: inclure l'unité keUj^ dans 5^ si 
0<r^^A^, où A^ est donné d'après (2.1). Or cela 
représente l'échantillonnage ptn de Poisson à partir de f/j,, 
la probabiUté d'inclusion étant de Jt;i=A^, c'est-à-dire 
directement proportionnelle à la mesure de la taille x^. 

L'échantillonnage mixte de Poisson est un mélange 
d'échantillonnage ptît de Poisson et d'échantillonnage de 
BemouUi du fait que la probabiUté d'inclusion mixte de 
Poisson, 7t̂  = fi + g^(l -B), est égale à une combinaison 
linéaire des probabilités d'inclusion qui s'appliquent pour 
les deux plans extrêmes, pondérée en fonction de la largeur 
de BemoulU relative. X = Blf^^, de sorte que 0 :S A. ^ 1. 
Nous avons 71̂ =̂ .̂ !̂  +(1 -A.)jcf", où n^^ =/^ pourtous 
les k (BemoulU) et les 7t̂ '" = A^ (ptn de Poisson). 

Le caractère de l'échantillonnage mixte de Poisson est 
déterminé par ses deux paramètres B et / j , . À titre d'illus­
tration, nous constatons à partir de (2.1) et (2.3) que la 
probabilité d'inclusion de l'unité ke U,f est 111^= B -y 
(1 -Blfj^Aj^. Ainsi, pour une unité/: qui est grande (mais 
pas assez grande pour répondre aux exigences pour 
Sç = Uç.), de sorte que A^ se rapproche de 1, nous avons, 
en approximation étroite, ni^ = B -^ l - Blf^. Par contre, 
pour une unité qui est petite, de sorte que sa valeur Â  se 
trouve très près de zéro, nous avons, en approximation 
étroite, n̂  = B, indépendamment de la taille. Ainsi, pour 
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/ j , = 10 %, le tableau 1 ci-dessous indique comment la 
probabilité d'inclusion n̂  varie selon fi, où fi = 0 est 
l'échantillonnage ptn de Poisson et fi =/^ = 0.10 est 
l'échantillonnage de Bemoulli. 

Tableau 1 
Valeurs de la probabilité d'inclusion;:^ en fonction du 

paramètre B et de la taille relative A,. 
lorsque le taux d'échantillonnage fixe prévu f^ est de 0,1 

Valeurs de Tt̂  

Valeur de B 

(petite unité) 

(grande unité) 

0 

0 

1 

0,03 0,05 

0,03 . 0,05 

0,73 0,55 

0,07 

0,07 

0,37 

0,10 

0,10 

0,10 

On voit donc que pour un plan d'échantillonnage mixte 
de Poisson se rapprochant de l'échantillonnage de Bemoulli 
{B près de 0,10), les probabiUtés d'inclusion des unités à la 
fois grandes et petites se situent près du taux d'échantil­
lonnage fixe prévu de 0,10. Par contre, pour un plan mixte 
de Poisson se rapprochant de l'échantillonnage ptn de 
Poisson {B près de 0), il est pratiquement certain qu'une 
petite unité ne fera pas partie de l'échantillon et qu'une 
grande unité en fera partie. Le tableau montre également 
comment l'échantillonnage mixte de Poisson comportant 
une valeur intermédiaire de B modifie les probabilités 
d'inclusion: les chances qu'une petite unité fera partie de 
l'échantillon diminuent quelque peu comparativement à 
l'échantillonnage de Bemoulli, et la sélection d'une grande 
unité devient moins probable que pour l'échantillonnage 
ptn de Poisson. 

Les répercussions pour ce qui est du fardeau de réponse 
sont les suivantes: le fardeau de réponse total à la popu­
lation demeure le même pour toutes les valeurs de B; on 
demande toujours une déclaration à un total de n = n^->- n^. 
unités. Comparativement à l'échantillonnage ptn {B = 0) 
de Poisson, le fait d'établir une valeur B dans les limites de 
l'intervalle [0, /^] aura comme effet de déplacer une partie 
du fardeau de réponse des unités plus grandes aux unités 
plus petites; par le fait même, la précision des estimations 
est accme dans de nombreux cas (voir les sections 5 et 6). 

Enfin, nous devons mentionner les probabilités 
d'inclusion de second ordre dans le cadre de l'échantil­
lonnage mixte de Poisson, car eUes sont nécessaires pour le 
calcul de la variance en fonction du plan. Elles sont 
simples. Si n ,̂ désigne la probabilité que les unités ketlse 
trouvent toutes deux dans l'échantiUon, nous avons 

% = ^k^i (2.4) 

pour k*l€U = U^uU^, puisque les NAP r̂  sont des réali­
sations indépendantes de la variable aléatoire Unif(0,l). 
Pour k = l, nous avons n ,̂ = ^t^ = \- L^ fonction multipli­
cative (2.4) de n^ simplifie énormément le calcul de la 
variance en fonction du plan. Nous obtenons un estimateur 
simple à somme unique de la variance, comme en (4.2) 
ci-dessous. 

3. DETERMINATION DE LA PARTIE 
CERTITUDE DE L'ÉCHANTILLON 

Si la population est extrêmement irtégulière, un 
ensemble d'unités (la partie certitude de l'échantillon, s^.) 
est tirée moyennant une probabilité de 1, et l'échantillon­
nage mixte de Poisson peut servir à la sélection randomisée 
pour le reste de la population, C/̂ . Plusieurs procédures 
peuvent être envisagées pour l'établissement de la série 
certitude; nous présentons ici une procédure qui est raison­
nable (sans être nécessairement optimale) et qui sert à la 
simulation de Monte Carlo décrite à la section 5. La série 
certitude est désignée à l'aide des mesures positives 
connues de la taille x^, par l'entremise de la procédure 
décrite ci-dessous, moyennant une ou plusieurs étapes. La 
taille d'échantillon prévue n est fixe pour l'ensemble de 
l'échantillon, s = s^^v s^. Au cours de la première étape, 
les mesures relatives de la taille Â ,̂,. = nx^/^^x^ sont 
calculées pour keU. Les unités k, s'il y en a, pour 
lesquelles A^-j. ^ 1 sont attribuées à la partie certitude. 
Elles forment une série désignée U^' notons sa taille 
n^(,.. La procédure est alors répétée afin que l'on puisse 
vérifier si d'auttes unités devraient être attribuées à la partie 
certitude. La deuxième étape consiste à calculer les 
mesures relatives de la taille A .̂̂ ) = {n- "at)) ît̂ Î ''̂ * °" ̂ ^ 
sommation s'étend à la série U -U„^y Si Â .̂ ^ < 1 pour 
tous les keU - Uai) '^ Procédure cesse et la partie certitude 
définitive est s^ = U^f^^y Si toutefois Â ^̂ ) ^ ^ POur 
certaines unités, celles-ci sont également attnbuées à la 
partie certitude, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'une étape / 
soit atteinte où toutes les mesures relatives intermédiaires 
de la taille A^^ sont inférieures à 1. La partie certitude 
ultime S(. contiendra par exemple n̂ -, unités et nous aurons 
alors A^< 1 pourtous les ke U - s^, où A^ = n^x^/^^x^ 
avec Mj, = n - «ç, et la somme s'étendra à U - s^. 

4. ESTIMATION SUBSEQUENTE A 
L'ÉCHANTILLONNAGE MIXTE DE POISSON 

Même si la variable auxiliaire joue un rôle utile à l'étape 
de l'échantillonnage, nous recommandons de l'utiliser 
également à l'étape de l'estimation. Pour estimer le total de 
la population, i' = X{/>'t' considérons l'estimateur de 
régression généralisée (REGG). 

REGG ''kSkYk (4.1) 

où û^ = 1 /Jtjt est le poids d'échantillonnage et le second 
poids, le poids g, est donné par 

g, = lHX-X)'T]'x,lc, 

où jCj désigne la valeur vectorielle auxiliaire pour l'unité 
k,X = Zs^k^k' ^^ ̂ s = 'Ls'^k^k^'k'^k- L'exigence imposée 
à l'information auxiliaire veut que le total vectoriel 
X = £yJCj soit connu d'une source fiable. La variable de 
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taiUe unidimensionnelle x̂  servant à calculer le ô^ dans le 
schéma de sondage mixte de Poisson peut être une des 
composantes de x^ ou peut être une combinaison linéaire 
des composantes de x:̂ . Dans l'étude empirique décrite à 
la section 5, x. est unidimensionnel, et x. • X,. Les 
constantes q , précisées par l'utilisateur, permettent la 
pondération des données, en plus des poids d'enquête a^. 
Un choix répandu est ĉ  = 1 pour tous les k. 

Un estimateur répandu de la variance de l'estimateur 
REGG (voir Sâmdal, Swensson et Wretman 1992, ch. 6) est 
donné sous forme quadratique dans gj^e., où ê  est le 
résidu de régression ê  =y^ -x^î, où B=T^ Hs'^k^kyJ^k-
Un des avantages de l'échantillonnage mixte de Poisson, 
c'est que l'estimation de la variance cortespondante est 
simple. D en est ainsi parce que les NAP r̂  sont des réali­
sations indépendantes de la distribution Unif(0,l). 
L'équation (2.4) s'applique donc et tous les termes produits 
sous forme quadratique égalent zéro. Puisqu'il ne reste que 
les termes mis au carte, l'estimateur de la variance devient 
simplement V = 5̂ â̂ (â  - l)g^ e^. Enfin, puisque â  -1 =0 
pour tous les kes^, nous obtenons l'estimateur de la 
variance servant à l'étude de Monte Carlo décrite à la 
section 5, c'est-à-dire, 

^ = E . û t («*- l )^ t ' e^ (4.2) 

5. UNE ETUDE DE MONTE CARLO DE 
L'ÉCHANTILLONNAGE MIXTE DE POISSON 

MENÉE À L'AIDE DE DONNÉES FINLANDAISES 

Afin d'illustrer différents aspects de l'échantillonnage 
mixte de Poisson, nous avons mené une étude de Monte 
Carlo comportant quatre estimateurs du total Y de la popu­
lation. L'expérience a supposé des tirages répétés d'échan­
tillons aussi bien que des attributions répétées de la série de 
N NAP aux unités de la population. À noter que, puisque 
chaque attribution des Â  NAP aux unités de la population 
donne un résultat aléatoire, une étude Monte Carlo cortecte 
exige également une répétition des attributions de NAP. 
Par conséquent, à la suite de la première attribution de N 
NAP, nous avons tiré 100 échantillons mixtes de Poisson à 
l'aide d'une valeur fixe de la largeur de Bemoulli B. 
(Chaque échantiUon a été sélectionné en utilisant un 
nouveau point de départ sélectionné au hasard sur l'axe des 
NAP.) Ensuite, une nouveUe série de N NAP a été 
attribuée, 100 échantillons supplémentaires ont été tirés, et 
ainsi de suite, jusqu'à l'obtention de 100 x 100 = 
10 000 paires NAP/échantiUon, pour la valeur donnée de B. 
Pour chacune des 10 000 paires, nous avons calculé les 
quati-e estimateurs ponctuels, les quatre estimateurs cortes­
pondants de la variance et les quatre intervalles de 
confiance cortespondants. Vu les 10 000 répétitions, nous 
nous attendons à ce que l'erteur de Monte Carlo soit plutôt 
faible. 

Les quatre estimateurs utilisés dans l'étude de Monte 
Carlo comportent les expressions ci-dessous, où â  = 1 /n̂ ^ 
est le poids d'échantillonnage de l'unité k, et n̂^ est donné 
d'après (2.3): 

1. L'estimateur de Horvitz-Thompson, 

^i = Es ^kYk = Eu, yk + Es^ "kYk-

2. L'estimateur de ratio (combiné), 

Y2 = X Z?2 

où X = Y,u^k ^^ 2̂ = ï^s^kYk^ï's'^k^k- ^'^s^ "" '̂ ŝ 
spécial de (4.1) tel que jĉ  = x̂  = ĉ .̂ 

3. L'estimateur REGG 

^3 = ï^u^Yk + L.^kYk + h (XR - L^^k^k) 

où ^/j = Z[/̂ JC^ et bj='Z^^a^{ai^- l)yi^x^lY,,^ 
a^t^a^ - l)xl. C'est un ca spécial de (4.1) tel que 
•^*=^*etc, = ( a , - l ) - ' . 

4. L'estimateur de ratio (distinct), 

y. - Ev, Yk - xA 

où X^ = Xy^x, et b, = Y.s,akyklls,^k''k-
Pour l'échantillonnage ptn de Poisson (B = 0), nous 

avons ^4 = (Xj yj^k)^^s ' où «̂  estlataiUeîdéatoirede j ^ ; 
l'estimateur correspondant Y^ a été considéré par Brewer 
etcoU. (1972). Maintenant Y2 et Y^ diffèrent en autant que 
la courbe de régression est calculée en fonction de 
l'échantillon groupé s, mais dans Y^ la courbe est calculée 
séparémentpour l'échantiUon de randomisation 5^. Enfin, Y.^ 
diffère de Y2 et de Y^ en autant qu'il fait appel à la 
pondération aj^a^^ - l), et non simplement à a^. À noter 
que tous les Pj. 3̂ et les Y^ sont membres de la famiUe 
REGG d'estimateurs foumis par (4.1). En assimilant Kj. 
^3 et y^ à (4.1), nous ti-ouvons les poids g supposés par 
chacun des trois estimateurs. Ces poids sont nécessaires 
pour l'estimation de la variance. Nous pouvons nous 
attendre à ce que la simulation montre que Y2, ^3 et î'4,qui 
utilisent la variable auxiUaire tant à l'étape du plan de 
sondage qu'à l'étape de l'estimation, permettront d'amé­
liorer l'estimateur HT Yy (comporteront une variance 
inférieure à la sienne), cet estimateur utiUsant l'information 
auxiliaire uniquement à l'étape de l'échantillonnage; 
l'ampleur de l'amélioration est imprévisible, mais il est 
intéressant de l'observer. 

Nous avons utilisé une véritable population de données 
pour la simulation de Monte Carlo. Cette population est 
constituée de N = 1 (XK) entreprises finlandaises. Pour une 
entreprise ^, ^ = 1,..., 1,000, ŷ  est le nombre d'employés 
(équivalents à temps plein) x 10, et x^^ est le salaire payé par 
l'entreprise à ses employés en milliers de MFI (marks 
finlandais). L'information auxiUaire (salaire payé) provient 



Kroger, Sârndal et Teikari: L'échantillonnage mixte de Poisson 

du registre TVA des autorités fiscales de la Finlande. La 
variable de l'emploi est celle qui exige une estimation. Les 
1 000 unités ont été tirées (d'une façon essentiellement 
aléatoire) d'une population initiale plus grande d'entre­
prises finlandaises. Les unités comportant une valeur de 
zéro pour ŷ^ ou pour x^, ont été éliminées afin que les 
résultats de la simulation ne soient pas perturbés par des 
facteurs externes. Par conséquent, comme pour les valeurs ŷ  
et x^, la population utilisée dans la simulation est naturelle, 
mais à cause de l'élimination d'unités, ses propriétés 
(moyenne, écart-type, asymétiie, etc.) diffèrent de celles de 
la population initiale plus grande. 

Le total y de la population à estimer est ^ = H^y^ = 
169, 168. La taille prévue de l'échantillon total s=Sç.uSi^, 
a été fixée à « = 100. La procédure décrite à la section 3 a 
permis de déterminer la partie certitude Sç. de l'échantillon. 
D en est résulté une partie certitude s^ constituée des 29 = Sç, 
unités les plus grandes. Le reste de la population, 
Ui^ = U - s^ possède les caractéristiques descriptives 
suivantes: la taille est de N^ = 1 000 - 29 = 971 ; le total de 
y est Y^ = 4 6 138 (c'est-à-dire 27% du total de la 
population y = 169 168); le coefficient dé variation 
(écart-type divisé par la moyenne) est de 1,78 pour la 
variable y et de 1,94 pour la variable x; le coefficient de 
cortélation entre x et y est de 0,965. La partie randomisation 
s^, de taille prévue «j, = 100 - 29 = 71 unités, est mise en 
oeuvre dans la simulation par sélection répétée de l'échan­
tillon mixte de Poisson à partir de i/j,. On trouvera à 
l'annexe un tracé de (x^,y4) pour les unités ^ dans U^. 

Afin de constater l'effet de la largeur de BemoulU, nous 
avons effectué la simulation pour un éventail de valeurs B: 
fi = 0, 0,01,..., 0,07, et, de plus, B =f^ = n^lN^ = 71/971 
= 0,073 (d'où l'échantillonnage de Bemoulli). Pour chaque 
valeur de fi, 100 x 100 = 10 000 paires NAP/échantiUon ont 
été réalisées, et les résultats ont servi à calculer, pour 
chacun des quatre estimateurs ponctuels, cinq statistiques 
sommaires de Monte Carlo. Ce sont les suivantes, si Y 

désigne un des quatre estimateurs ponctuels, V l'estimateur 
de variance correspondant obtenu de (4.2) et 
(y-Z|.j,/2^^'^"^^i-a/2^^) l'intervalle de confiance 
correspondant pour Y au niveau de confiance nominal 
1 -a, où z, _^f2 est la valeur pour la distiibution, Zj ^̂ ^ = 
1 960 pour a = 5%, et z, _^,2= ^ -645 pour a = 10%: 

(l)MCEy = l'espérance de Monte Carlo de l'estimateur 
ponctuel, c'est-à-dire la moyenne arithmétique des 
10 000 estimations ponctuelles; 

(2)MCV y = la variance de Monte Carlo de l'estimateur 
ponctuel, c'est-à-dire la variance des 10 000 estimateurs 
ponctuels; 

(3) MCE V = l'espérance de Monte Carlo de l'estimateur de 
la variance, c'est-à-dire la moyenne arithmétique des 
10 000 estimations de la variance; 

(4) MCRTE95 = le taux de couverture de Monte Carlo des 
intervalles de confiance nominaux de 95%, c'est-à-dire 
le nombre de fois que le paramètre cible Y se trouve 
dans l'intervalle de confiance, divisé par 10 000 et 
exprimé en pourcentage; 

(5) MCRTE90 = le taux de couverture de Monte Carlo des 
intervalles de confiance nominaux de 90%; sa définition 
est analogue à celle de MCRTE95. 

On trouve les résultats de la simulation dans le tableau 2 
(taille moyenne de l'échantillon, variance de Monte Carlo; 
espérance de Monte Carlo de l'estimateur de la variance) et 
le tableau 3 (taux de couverture de Monte Carlo). Les 
tableaux n'indiquent pas l'espérance de Monte Carlo y, 
puisque dans tous les cas cette quantité se rapproche 
beaucoup de la valeur du paramètre cible Y = 169, 168, 
confirmant que tous les estimateurs sont essentiellement 
non biaises. L'écart de l'espérance de Monte Carlo Y par 
rapport à Y est inférieur dans tous les cas à 0,14%, et dans 
la plupart des cas nettement inférieur. On constate que la 
taille moyenne de l'échantillon pour les 10 000 répétitions 
se rapproche beaucoup de n = 100, comme il se doit. 

Tableau 2 
Résultats de l'étude de simulation pour différentes largeurs de Bemoulli B: taille moyenne de l'échantillon, MCV Y et MCE V; 

est.y renvoie à l'estimateur Y.; j=l,..., 4. Les valeurs des huit demières colonnes sont à multiplier par 10'.) 

Bemoulli 
largeur de B 

0,000 

0,010 

0,020 

0,025 

0,030 

0,040 

0,050 

0,060 

0,070 

0,073 

Taille moyenne de 
l'échantillon 

99,95 

100,05 

100,04 

100,09 

100,06 

99,86 

100,02 

99,99 

100,05 

100,02 

est. 1 

24,56 

22,74 

24,75 

25,51 

28,03 

35,17 

42,25 

56,08 

90,73 

119,13 

est. 2 

3,63 

1,96 

1,82 

1,82 

1,83 

2,01 

2,56 

3,42 

4,80 

6,06 

MCV? 

est. 3 

3,43 

1,84 

1,77 

1,78 

1,80 

2,03 

2,64 

3,65 

5,47 

7,09 

est. 4 

3,46 

1,85 

1,78 

1,79 

1,81 

2,06 

2,67 

3,67 

5,59 

7,43 

est. 1 

24,92 

23,53 

25,37 

26,86 

28,58 

33,54 

41,42 

55,70 

91,28 

116,27 

est. 2 

3,67 

1,98 

1,85 

1,87 

1,91 

2,11 

2,48 

3,20 

4,89 

6,00 

MCEV 

est. 3 

3,43 

1,86 

1,77 

1,81 

1,87 

2,11 

2,51 

3,24 

4,72 

5,34 

est. 4 

3,46 

1,87 

1,78 

1,82 

1,88 

2,15 

2,59 

3,44 

5,37 

6,49 
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Tableau 3 
Résultats de l'étude de simulation pour différentes largeurs de Bemoulli B: taux de couverture en pourceivtage des intervîdles de confiance 

nominaux de 95% et de 90%, MCRTE95 et MCRTE90; est.; renvoie à l'estimateur; Y.;j=l,..., 4 

Bemoulli niveau de confiance nominal de 95% 
largeur B est. 1 est. 2 est. 3 est. 4 

niveau de confiance nominal de 90% 

est. 1 est. 2 est. 3 est. 4 
0,000 

0,010 

0,020 

0,025 

0,030 

0,040 

0,050 

0,060 

0,070 

0,073 

94,50 

95,20 

95,06 

95,06 

94,63 

93,84 

93,97 

93,54 

92,93 

91,03 

92,03 

93,13 

94,23 

93,73 

94,12 

94,44 

94,38 

93,57 

94,99 

95,02 

92,75 

93,47 

93,88 

94,56 

94,09 

94,47 

93,76 

92,12 

90,67 

88,03 

92,48 

93,52 

93,88 

94,70 

94,19 

94,64 

93,82 

92,69 

92,03 

90,46 

89,70 

90,43 

90,36 

90,64 

89,85 

88,77 

88,67 

89,10 

88,40 

86,53 

86,36 

88,06 

89,36 

89,15 

89,06 

89,60 

88,67 

87,57 

88,62 

88,62 

87,35 

87,93 

88,49 

89,73 

88,70 

89,41 

88,08 

85,99 

84,27 

81,26 

86,74 

88,02 

88,55 

89,72 

88,86 

89,60 

88,53 

87,27 

86,11 

83,86 

Les tableaux 2 et 3 donnent lieu aux remarques suivantes: 

1. Entamons l'examen du tableau 2 en comparant les 
variances de Monte Carlo d'un estimateur à l'autre, pour 
une largeur de Bemoulli B fixe. On constate que, pour 
chague valeur de fi, il n'y a guère de choix entre Y2, Y^ 
et y ,̂ relativement à la variance. Par contre, l'esti­
mateur HT comporte une variance nettement supérieure. 
À titre d'exemple, le ratio MCV y3/MCV Y^ est égal à 
3,43/24,56 = 0,140 pour fi = 0 (ptn de Poisson), 
1,80/28,03 = 0,064 pour B = 0,03, et 7,09/119,13 = 
0,060 pour B = 0,073 (Bemoulli). Cela confirme que 
l'estimateur HT est un choix médiocre comparativement 
à l'utilisation de la variable auxiliaire fortement 
corrélée. Cela s'applique à l'échantillonnage de 
BemoulU, ce qui n'a rien de surprenant, mais aussi aux 
valeurs B se rapprochant de l'extrémité inférieure de 
l'intervalle [0,/^], ce qui montre que le plan de sondage 
n'assure pas à lui seul l'extraction de toute la puissance 
de la variable auxiliaire, même si avec B pratiquement 
nul, nous nous rapprochons d'une sélection ptn 
rigoureuse (et donc supposément très efficace). La 
variance comparativement grande de l'estimateur HT 
s'explique en partie par le fait que le caractère aléatoire 
de la taille de l'échantillon dans le cadre de l'échantil­
lonnage mixte de Poisson pénaUse l'estimateur HT 
(mais non pas les estimateurs REGG). Puisque l'estima­
teur HT est inefficace, nous n'en parlons pas davantage. 

2. Lorsque nous examinons les petites différentes entre 
fj, y^ et ?4, nous remarquons au tableau 2: Mesuré en 
fonction de la variance de Monte Carlo, 1̂3 est meilleur 
que Y^ pour toutes les largeurs de Bemoulli B, mais de 
façon marginale seulement. De plus, Y^ et 9^ sont 
meilleurs que fj à l'extrémité inférieure de la fourchette 
de valeurs B, possiblement parce que dans Y2 "ous 
permettons à la partie certitude de l'échantillon de 
contribuer à l'estimation de la courbe, de façon quelque 

peu inappropriée, puisqu'il n'existe un problème 
d'estimation que pour la partie randomisation. Or à la 
limite supérieure, la relation est inversée et, pour 
l'extrémité supérieure B = 0,073 (Bemoulli), Y2 
clairement meilleure que yj.C^ue les différences entre f̂ . ^3 
et ŷ  soient si faibles n'a rien de surprenant car elles 
sont toutes des variétés de l'estimateur REGG faisant 
appel essentiellement à la même information auxiliaire. 

3. Le tableau 2 confirme que l'estimateur de la variance V 
proposé fonctionne bien, comme nous nous y attendions; 
l'espérance de Monte Carlo V se rapproche énormé­
ment, à peu d'exceptions près, de la valeur cible que V 
tente d'estimer, c'est-à-dire la variance de Y, mesurée 
ici en fonction de la variance de Monte Carlo î. Cela 
est vrai pour tous les estimateurs et toutes les valeurs de 
B, à quelques exceptions remarquables près, c'est-à-dire 
dans le cas de Y.^ et de î^ lorsque B se rapproche de 
l'extrémité supérieure (BemoulU). L'estimateur de la 
variance sous-estime alors la variance. 

4. Le résultat le plus intéressant du tableau 2 est, à notre 
avis, le fait que la variance de ?2 ou de f 3 ou encore de f^, 
considérée en fonction de la largeur de Bemoulli B, 
n'atteint pas son minimum pour fi = 0 (ptn de Poisson), 
comme on aurait pu s'y attendre au début, mais plutôt 
pour une valeur de B qui se situe entre 0,02 et 0,03. De 
plus, l'amélioration du cas B = 0,02 par rapport au cas 
fi = 0 est appréciable pour tous les ^2' les ^̂3 et les î^. 
Si nous mesurons cette amélioration à l'aide de la 
variance de Monte Carlo(i^lfi = 0,02) divisée par la 
variance de Monte Carlo ( Î\B = 0), nous ti-ouvons que 
ce ratio est de 50% environ seulement pour tous les ^ j . 
les 9^ et les ^4. Plus précisément, pour ^2 le ratio est 
de 1,82/3,63 = 0,501, pour 9^ U est de 1,77/3,43 = 
0,516, et pour 9^ il est de 1,78/3,46 = 0,514. Compte 
tenu de ces résultats, nous avons ajouté une simulation 
pour fi = 0,025, valeur qui n'a pas été examinée lors de 
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la série originale de simulations. Les résultats, que l'on 
trouve également au tableau 1, confirment qu'une 
variance minimale est obtenue, pour les trois estima­
teurs, ?2' ^3 et 9^, à un point qui se trouve près de fi = 
0,025. Une raison qui pourtait expUquer pourquoi il est 
nettement préférable de considérer B comme une valeur 
franchement supérieure à fi = 0, ce qui donne l'échantil­
lonnage ptn de Poisson, se formule comme suit: lorsque 
B est égal à 0 (ou très près de 0), les unités comportant 
les valeurs x les plus petites, lorsqu'elles sont choisies, 
comportent des poids démesurément grands, ce qui 
entraîne une forte variabilité. On peut l'éviter en 
choisissant B nettement éloigné de zéro. 

5. Les résultats de Monte Carlo du tableau 3 concemant les 
taux de couverture montrent que l'estimation de la 
variance et la procédure d'intervalle de confiance 
fonctionnent de façon satisfaisante. Comme la théorie 
nous le laisse entendre, MCRTE95 et MCRTE90 se 
rapprochent, pour les quatre estimateurs, de leurs 
valeurs théoriques, 95% et 90% respectivement. C'est 
uniquement pour ^3 et pour 9^, lorsque B se rapproche 
de l'extrémité supérieure (Bemoulli), que nous remar­
quons nettement une baisse de MCRTE sous la valeur 
nominale, en partie à cause de la sous-estimation de la 
variance mentionnée antérieurement. 

6. AUTRE INDICATION QUE 
L'ÉCHANTILLONNAGE MIXTE DE POISSON 

EST PLUS EFFICACE QUE 
L'ÉCHANTILLONNAGE ptn DE POISSON 

Initialement, nous n'avions aucune raison particulière de 
croire que l'échantiUonnage mixte de Poisson combiné à un 
estimateur REGG serait plus efficace pour certaines 
largeurs de Bemoulli B a l'intérieur de [0,/^] que pour 
l'échantiUonnage ptn de Poisson (B = 0). La forte amélio­
ration - une réduction de la variance de 50% environ pour 
notre population particulière - a été assez surprenante. 
Pour d'autres populations, la réduction de la variance peut 
être égale ou inférieure aux 50% que nous avons observés. 
Puisque notre résultat dépend des données, il est 
souhaitable de fournir un argument plus général à l'appui 
de l'affirmation que l'échantillonnage mixte de Poisson 
comportant une valeur B nettement à l'intérieur de [0,/^] 
est meilleur que l'échantillonnage ptn de Poisson {B = 0). 
Nous allons maintenant présenter un tel argument. 

Nous avons examiné la variance de Taylor de 9, 
c'est-à-dire la variance de la statistique linéarisée de Taylor. 
Elle est donnée par (voir Sàmdal et coll. 1992, ch. 6) 

T̂AY = l y ^°k -^)Pk' où E,^ est l'analogue pour la popu­
lation du résidu ê  fondé sur l'échantillon qui est utilisé 
dans l'estimateur de la variance (4.2). Pour l'estimateur 9^, 
par exemple, le résidu en question est ^^ = ŷ  ~ ^3^k ^^^ 
bj = Zy (a* -1 )>'*X,/£ {a, - l)x^; pour 9,, b, = 
l u y * / I y / t remplace 273. 

Il est raisonnable de modéliser le résidu mis au carré 
comme E,^ = a^x^{l + 5^), oùp satisfait 0 ^ p ^ 2, et 5̂  se 
rapproche de zéro. Cela cortespond à l'hypothèse d'un 
modèle de superpopulation ŷ  = Jc '̂ P + e ,̂ où les ê  sont 
des erteurs indépendantes avec une valeur modèle prévue 
de zéro pour chaque *, et ê  conçorte la variance modèle o^x/. 
Pour l'approximation E^ ~ cP^ x / , et pour a^ = l 1%^. avec n̂  
donné par (2.3), nous obtenons 

T̂AY ^ ° T y , K - 1)^/ = ^{fiiP'P) - P(P)) 

Où H{B,p)=x^Yu,''klPxu^*{fK-B)x^r' et T{p) = 
Zy x/ . Considerons'maintenant une valeur fixe de p telle 
que" 0 <.p ^2. Nous voulons savoir si H{B, p) comporte 
une valeur plus petite pour certains B a l'intérieur de 
l'intervalle [0, / ^ ] , comparativement à sa valeur pour 
fi = 0, qui représente H{0, p). À cette fin, voyons si la 
dérivée H' {B, p) = dH{B, p)ldB est négative pour fi = 0. 
Nous trouvons 

H'{B,p) =x^j:u. x/(c, -x,^)[Bx^^ + (fR-P)XkY-

Sa valeur pour fi = 0 est de H' (0, p) = {x^j If g) Zy Xk 
{Xi^-Xy ). Le signe de H' (0, p) est le même que celui de 

Z(/ Xk''''{Xk -^u )• Toutefois, cette quantité cortespond, 
à part le facteur l/(5v^ -1), àlacovariancedans [/̂  entre x^' 
et x̂  - Xy (à noter que x^ -Xy comporte une moyenne 
nulle). Lorsque p satisfait 0^p^2 , cette covariance est 
négative: lorsque x̂^ augmente, x,^-Xy augmente progres­
sivement, et x^'^ diminue progressivement (et demeure 
toujours positif). Le signe de H'{0, p) est donc négatif; par 
conséquent, ce n'est pas pour fi = 0 que H{B, p) atteint sa 
valeur minimale, mais pour un B quelconque à l'intérieur de 
[0, / ^ ] . Pour p = 2, «"(O, p) = 0, et H{B, p) atteint son 
minimum pour fi = 0. 

Compte tenu de ces considérations, on peut se demander 
si la population utiUsée pour la simulation de la section 5 
cortespond à une valeur de p€[0,2], mais distinctement 
inférieure à 2, de façon que l'on puisse s'attendre à des 
avantages appréciables de l'échantillonnage mixte de 
Poisson. Pour trouver une réponse, nous avons estimé p en 
ajustant la version logarithmique du modèle E,^ = 
0^x^(1 + 5ĵ ) aux données disponibles pour U^ = U - U^.. 
Autrement dit, nous avons ajusté Wi^ = a -t-pZk, où ŵ  = 
log E^;E^=y^-b^x, avec ^ = Et/^yt/Et/^.Jc^;^^ = 
logx^, et a est un terme de la coordonnée a l'origine. Nous 
avons obtenu la valeur p =1,45, en traitant p comme une 
courbe de régression linéaire estimée comme p =Y,u 

K - ^ u,)(h -2 uyl^uS^k -^uf- Puisque cette valeur 
p est nettement inférieure à 2, notre population de Monte 
Carlo est effectivement une population dont nous pouvons 
attendre des avantages appréciables pour l'échantillonnage 
mixte de Poisson comportant une valeur de B qui se trouve 
à l'intérieur de [0,/^]. 
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7. DISCUSSION ET RECOMMANDATIONS 
PROVISOIRES 

L'échantiUonneur peut se demander: si je compte utiUser 
l'échantillonnage mixte de Poisson pour mon enquête, 
jumelé à un estimateur REGG, quel serait un choix 
approprié pour Bl Rappelons que, dans le présent exposé, 
nous avons observé pour une population particuUère une 
efficacité nettement accme (une réduction de la variance de 
50% environ comparativement à l'échantillonnage ptn de 
Poisson) lorsque le paramètre mixte de Poisson B est ajusté 
à 30% de /^ environ. Nous avons cm savoir que le gain de 
variance se rapporte aux caractéristiques de l'erreur rési­
duelle, ce qui a été confirmé à la section 6 par la consta­
tation que, lorsque la configuration résiduelle mise au carte 
se conforme a Ei^ = o^x/, où p satisfait 0 ^ p < 2, comme 
c'est le cas dans de nombreuses populations d'enquête-
enti-eprise, l'échantillonnage mixte de Poisson avec B dans 
les limites de l'intervalle [0, /^] peut être fort avantageux. 
Toutefois, le présent exposé n'aborde pas la question du 

choix optimal de B. Dans la pratique, la valeur de B doit 
êù-e ajustée à l'étape du plan de sondage, et le choix optimal 
de B dépend de caractéristiques inconnues de la population. 
Une connaissance préalable de la population, en particulier 
pour ce qui est de la stmcture de sa variance résiduelle, peut 
guider le choix de B. 

Les recommandations provisoires du présent exposé sont 
les suivantes: Si l'information préalable suggère une confi­
guration résiduelle mise au carte se conformant à o^x/ 
avec p < 2, on utilise l'échantillonnage mixte de Poisson 
avec B = 0,3fj^. Par contre, si en réalité le p inconnu est tel 
que p > 2, même si le meilleur choix dans ce cas pourtait 
être fi = 0 (échantillonnage ptn de Poisson), il serait 
probablement peu risqué d'utiliser B = 0,3/^, car il est 
probable que la variance considérée comme une fonction de 
B augmente tout doucement. Par conséquent, B = 0,3/^ 
semble représenter une suggestion générale raisonnable. 
Ces recommandations sont provisoires; la question mérite 
d'être étudiée plus à fond que ne le permet le cadre du 
présent exposé. 
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Figure 3. Diagramme de dispersion de x (salaires annuels) par rapport à y (emploi) pour la partie f/„ de la population 
de Monte Carlo de 1 000 entreprises finlandaises 
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Vers des variances pour la désaisonnalisation X-11 
WILLIAM R. BELL et MATTHEW KRAMER' 

RÉSUMÉ 

Nous élaborons une méthode qui permet d'estimer la variance dans le cas de la désaisonnalisation effectuée à l'aide de la 
méthode X-11 et qui prend en compte les effets de l'erreur d'échantillonnage et des erreurs liées à l'extension de prévision. 
Dans notre méthode, l'erreur de désaisonnalisation présente dans les valeurs centrales d'une série chronologique 
suffisamment longue est causée uniquement par les effets de l'application de filtres X-11 aux erreurs d'échantillonnage. 
Vers les deux extrémités d'une série, nous prenons également en considération la «contribution» des erreurs d'extrapolation 
rétrospective et de prévision à l'erreur de désaisonnalisation. Nous élargissons notre méthode afin d'obtenir la variance 
d'erreurs contenues dans des estimations de tendance X-11 et de prendre en compte l'erreur d'estimation de coefficients 
de régression utilisés pour modéliser, par exemple, des effets de calendrier. Dans le cas de nos résultats empiriques, la 
contribution la plus importante à la variance de la désaisonnalisation provenait souvent de l'erreur d'échantillonnage. 
Cependant, la variance des estimations de tendance augmentait de façon importante aux extrémités des séries, en raison des 
effets d'erreurs d'extrapolation rétrospective et de prévision. En outre, des composantes non stationnaires des erreurs 
"d'échantillonnage produisaient des patrons singuliers dans la variance de la désaisonnalisation et de l'estimation de 
tendance. 

MOTS CLÉS: Erreur d'échantillonnage; erreur de prévision; jour commercial; modèle ARIMA. 

1. INTRODUCTION 

La difficulté liée à la façon d'obtenir des variances dans 
le cas de données désaisonnalisées n'est pas un sujet 
nouveau (Président's Committee to Appraise Employment 
and Unemployment Statistics 1962). Des méthodes de 
désaisonnalisation fondées sur des modèles (voir Bell et 
Hillmer 1984) font appel aux résultats de la théorie de 
l'extraction du signal pour produire des estimations et les 
variances d'erreur cortespondantes des composantes saison­
nières et non saisonnières. Cependant, la plupart des 
cortections officielles visant à tenir compte des variations 
saisonnières sont fondées sur des méthodes empiriques, 
notamment les méthodes X-11 (Shishkin, Young et 
Musgrave 1967) ou X-11-ARIMA (Dagum 1975). Ces 
méthodes s'appuient sur des filtres fixes plutôt que sur des 
modèles; la façon de calculer la variance des erteurs de 
désaisonnalisation n'est donc pas évidente. Diverses 
méthodes d'obtention de variances dans le cas de la 
désaisonnaUsation X-11 ont été proposées; elles sont 
résumées ci-après. 

Wolter et Monsour (1981) ont proposé deux méthodes. 
Ces auteurs ont reconnu qu'un grand nombre de séries 
chronologiques désaisonnalisées sont des estimations rela­
tives à des enquêtes sur échantillon successives et donc 
susceptibles d'être entachées d'erteurs d'échantillonnage. 
La première méthode ne rend compte que de l'effet de 
l'erteur d'échantillonnage sur la variance associée à la 
désaisonnalisation. Dans la deuxième méthode, on essaie 
également de refléter, dans la variance de désaisonnali­
sation, l'incertitude due à la variation stochastique des 
séries chronologiques. Toutefois, dans cette deuxième 

méthode, on présuppose qu'abstraction faite des termes de 
régression, la série chronologique est stationnaire. Ce type 
de modèle est maintenant rarement utilisé dans le cas de 
séries chronologiques saisonnières. Cette méthode 
comporte également une erteur conceptuelle: elle permet 
d'obtenir la variance des estimations désaisonnalisées plutôt 
que la variance recherchée de l'erteur que contiennent ces 
mêmes estimations désaisonnalisées. 

Burridge et Wallis (1985) ont étiidié l'utiUsation du filtre 
statique de Kalman pour le calcul des variances de 
désaisonnalisation fondé sur un modèle et ont appliqué cette 
méthode à un modèle qu'ils avaient obtenu antérieurement 
(Burridge et WaUis 1984) pour l'approximation des filtres 
X-11. Selon ces auteurs, cette méthode pourtait êti-e utiUsée 
pour «obtenir des mesures de la variabilité de la méthode 
X-11 lorsque celle-ci est appliquée à des données pour 
lesquelles elle est optimale» (p. 551), mais ils émettent des 
réserves quant à l'utilisation de cette méthode dans les cas 
où le filtre X-11 est sous-optimal (c'est-à-dire très différent 
du filti-e fondé sur un modèle optimal). Hausman et Watson 
(1985) ont proposé une méthode pour estimer l'erteur 
quadratique moyenne dans le cas de X-11 lorsque cette 
méthode est utilisée dans des situations sous-optimales. 
Bell et Hillmer (1984, section 4.3.4) ont attiré l'attention 
sur une difficulté, liée à l'utilisation d'approximations 
fondées sur un modèle dans le cas de la méthode X-11, en 
ce qui a trait au calcul de la variance de la désaisonna­
lisation. Cette difficulté est que les filtres X-11 (ou, 
d'ailleurs, tout autre filtre de cortection) ne suffisent pas à 
déterminer de manière unique des modèles pour la série 
observée et ses composantes. 

William R. Bell et Matthew Kramer, Statistical Research Division, Room 3000-4, U.S. Bureau ofthe Census, Washington, D.C., 20233-9100, U.S.A. 
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Pfeffermann (1994) a mis au point une méthode qui tient 
compte de la contribution de l'erteur d'échantillonnage et 
de la variation irtégulière (variation des séries chronolo­
giques dans la composante irtégulière) à la variance de la 
désaisonnalisation X-11. Les caractéristiques de l'erteur 
combinée (erteur d'échantillonnage et variation irtégulière) 
sont estimées à l'aide de la variation irrégulière estimée de 
X-11. Ces caractéristiques sont ensuite utiUsées pour 
estimer deux types de variance de désaisonnalisation. Un 
inconvénient de cette méthode est que celle-ci est fondée 
sur l'hypothèse que le filtre X-11 supprime la composante 
saisonnière et reproduit la composante de tendance (voir 
Pfeffermann 1994, (p. 90), analyse portant sur l'équation 
(2.7).) Le non-respect de cette présupposition dans la 
pratique compromet cette méthode à un degré qui paraît 
difficile à évaluer. Cette hypothèse nous semble donc très 
douteuse et, dans tout cas particulier, également non véri-
fiable. Un deuxième inconvénient est que l'un des types de 
variance qui est proposé par Pfeffermann présuppose que 
l'on prenne comme estimation de la tendance la série 
désaisonnalisée X-11 plutôt que l'estimation de la tendance. 
Breidt (1992) et Pfeffermann, ainsi que Morry et Wong 
(1993) ont développé la méthode générale proposée par 
Pfeffermann. 

Le but de la présente communication est l'élaboration et 
l'application d'une méthode permettant d'obtenir la 
variance de la désaisonnalisation X-11 dans le cas de deux 
types d'erteur. Le premier type est l'erteur d'échantillon­
nage; le second, l'erreur qui résulte de la nécessité d'élargir 
la série chronologique avec des prévisions et des extrapo­
lations rétrospectives, avant l'application des filtres X-11 
symétriques. Ce deuxième type d'erteur mène à des révi­
sions des désaisonnalisations (Pierce 1980). Il est à noter 
que les révisions finissent par disparaître à mesure qu'un 
nombre suffisant de données peuvent êti-e obtenues au-delà 
du point temporel qui fait l'objet de la cortection. n faut 
noter également qu'une série désaisonnalisée ne contiendra 
pas d'erteur d'échantillonnage si la série non désaison­
nalisée cortespondante n'en contient pas non plus. C'est le 
cas notamment de certaines séries chronologiques écono­
miques (par exemple, les statistiques sur les exportations et 
les importations de la plupart des pays). 

Dans notre méthode, on présuppose que l'objectif de la 
désaisonnalisation effectuée à l'aide de la méthode X-11 (ce 
que nous supposons être l'estimation visée par l'application 
de X-11) est ce qui résulterait de l'application du filtre X-11 
linéaire symétiique (sans qu'il soit nécessaire d'ajouter des 
prévisions et des extrapolations rétrospectives) si la série 
chronologique ne contenait pas d'erteur d'échantillonnage. 
Bien que cette définition de l'objectif puisse être critiquée 
parce qu'elle ne tient pas compte de la variation de la série 
chronologique dans les composantes saisonnière et non 
saisonnière sous-jacentes, nous sommes d'avis qu'elle 
pourtait convenir à des utilisateurs types de données 
désaisonnalisée à l'aide de la méthode X-11. La préoccu­
pation la plus probable de ce genre d'utilisateurs a pour 

objet l'incertitude reflétée dans les écarts existant entre les 
cortections initiales et les cortections finales, c'est-à-dire 
les révisions. Certains de ces utilisateurs sont également 
conscients du fait que les séries non corrigées consistent en 
des estimations fondées sur des échantillons des popula­
tions réelles sous-jacentes, et se rendront compte que les 
effets d'erreurs d'échantillonnage sur les corrections 
devraient également être reflétés dans la variance de la 
désaisonnalisation. 

Notre méthode est fondée sur l'utilisation des filtres 
X-11 linéaires symétiiques. Nous présumons que les filtres 
symétriques sont appliqués aux séries élargies à des prévi­
sions et des extrapolations rétrospectives comportant un 
minimum d'erteurs quadratiques moyennes. Dans la 
pratique, les prévisions et les extrapolations rétrospectives 
sont obtenues à partir d'un modèle de série chronologique 
ajusté. Cette façon de procéder est dans l'esprit de la 
méthode X-11-ARIMA de Dagum (1975), mais avec un 
ajout complet de prévisions et d'extrapolations rétrospec­
tives, comme le recommandent Geweke (1978), Pierce 
(1980), ainsi que Bobbitt et Otto (1990). Nos résultats 
s'appliquent directement à l'utiUsation de X-11 additive ou 
log-additive (avec ajout de prévisions et extrapolations 
rétrospectives), et les résultats log-additifs sont présumés 
s'appliquer approximativement (Young 1968) à X-11 
multiplicative. 

Dans la section 2 de la présente communication, nous 
présentons notre méthode, qui s'appuie sur la première 
méthode de Wolter et Monsour (1981). Les différences 
existant entre ces deux méthodes sont décrites dans la 
section 2.4. Dans la section 3, nous décrivons trois 
extensions des résultats présentés dans la section 2. La 
première extension a pour but de montrer que notre 
méthode donne de bons résultats tant dans le cas d'estima­
tions saisonnières que dans le cas d'estimations de tendance 
et d'estimations irtégulières, et qu'une plus grande géné-
raUté peut facilement être obtenue en permettant différents 
choix de filtre pour des mois différents. La deuxième 
extension donne la variance d'estimations relatives à des 
variations observées d'un mois à l'autre ou d'une année à 
l'autre. Enfin, lorsque la désaisonnalisation comporte l'esti­
mation d'effets de régression (par exemple, dans le cas de 
variations de jours commerciaux ou de jours fériés), les 
résultats sont élargis afin de prendre en compte une 
variance supplémentaire attribuable à une erteur dans 
l'estimation des paramètres de régression. 

Dans la section 4, nous présentons plusieurs exemples 
qui illustrent l'approche fondamentale et les élargissements 
décrits dans la section 3. Un aspect qui ressort de ces 
exemples est que dans le cas de séries chronologiques 
comportant une erteur d'échantillonnage, la variance de la 
désaisonnalisation que nous obtenons est souvent dominée 
par la contribution de l'erteur d'échantiUonnage. Au centre 
des séries, nos résultats cortespondent en réalité aux 
résultats obtenus avec la première méthode de Wolter et 
Monsour. Nos propres résultats tendent à différer de ceux 
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de Wolter et Monsour près des extrémités des séries. Ce 
fait est important, étant donné que les valeurs désaison­
nalisées les plus récentes sont celles que l'on examine le 
plus an:entivement. En outre l'effet des erteurs de prévision 
et d'extrapolation rétrospective sur les estimations de 
tendance peut être très important à la fin d'une série chro­
nologique. D'autres résultats qui présentent un intérêt 
particulier sont les effets de certaines composantes non 
station naires des erteurs d'échantillonnage. Les exemples 
présentés dans la section 4 montrent que des éléments non 
stationnaires comme la variance d'erreurs d'échantillon­
nage qui varie avec le temps, ou la sélection périodique 
indépendante d'un nouvel échantillon, peuvent donner lieu 
à des modifications frappantes, au fil du temps, du type de 
variance de données désaisonnalisées ou d'estimations de 
tendance. 

Enfin, la section 5 est consacrée à des remarques 
conclusives. 

2. MÉTHODE 

Définissons la série chronologique non désaisonnalisée 
observée par la notation y^ pour t = 1,..., n. Les séries 
chronologiques désaisonnalisées sont souvent des estima­
tions obtenues au moyen d'enquêtes sur échantiUon succes­
sives (effectuées à intervalles mensuels ou trimestriels) et 
peuvent donc être considérées comme étant composées 
d'une série chronologique sous-jacente réelle y, et d'une 
série d'erteurs d'échantillonnage e, présumée non corrélée 
avec Y y (Voir Bell et Hillmer 1990.) En notation vecto­
rielle, y^ = Y^+e^,où l'indice inférieur o indique que le 
laps de temps de ces vecteurs est l'ensemble des points 
temporels observés l,...,n. Dans certains cas, y, peut 
provenir de dénombrements successifs (comme dans le cas 
courant des statistiques nationales sur les exportations et les 
importations, par exemple); dans de tels cas, il n'y a pas 
d'erreurs d'échantillonnage, c'est-à-dire que e =0. 

Dans le développement qui suit, on présuppose que Y^ 
et e^ suivent des modèles de série chronologique connus. 
Le modèle pour Y^ comporte généralement le calcul de 
différences, comme dans le cas de la méthode ARMA 
(autoregressive-integrated-moving average) et de modèles 
(stracturaux) de composantes ARIMA. Le modèle pour Y 
peut être élargi afin d'inclure des termes de régression. 

(Nous abordons cet aspect dans la section 3.3.) Nous 
supposons que la série e^ ne nécessitera pas de calcul de 
différences, mais elle pourtait néanmoins présenter certains 
aspects non stationnaires, comme une variance qui change 
dans le temps. On présuppose que tout élément non station­
naire de ce genre a été pris en considération dans le modèle 
de e,. Dans la pratique, les modèles sont élaborés à partir 
de données observées, comme l'ont décrit, par exemple, 
Bell et Hillmer (1990, présenté), Binder et Dick (1989, 
1990), et Tiller (1992). 

Dans l'application d'un filtre X-11 symétrique d'une 
longueur 2m + 1 pour une désaisonnalisation comportant 

y, 

y» = 
fv 1 

er 

Y . + 

( \ 

une extension complète avec prévisions et extrapolations 
rétrospectives, il faut ajouter au vecteur y ̂  m extrapo­
lations et des m prévisions. Le vecteur portant les m valeurs 
de y^ avant les données observées, et les vecteurs m x 1 
cortespondants pour Y y et e^ sont notés respectivement 
y^^,Y^^et ê .̂ Les vecteurs analogues des m valeurs 
futures de y^, 9^ et e^ sont notés respectivement y , Y et e . 
Par conséquent. 

(2.1) 

Les vecteurs complets de (2.1), ci-après notés respec­
tivement y, Y et e, ont une longueur n + 2m. 

Nous supposons que les exti-apolations rétrospectives et 
les prévisions ajoutées à y^ sont des prédictions linéaires 
avec erteur quadratique moyenne minimum (EQMM) de 
Yer ^^ Yp (^" utilisant y^) obtenues à partir du modèle de 
série chronologique connu. (Dans la pratique, le modèle est 
ajusté aux données y^.) Dans une situation de normalité, 
les extrapolations rétrospectives et les prévisions sont 
respectivement £(y^Jy„) et £(y^|y^). Le vecteur des 
données observées auquel on a ajouté des extrapolations 
rétrospectives et des prévisions est noté y = (y^'. y „'. y / )'. 
où ŷ ^ = E{y^^ I y J et y^ = E{y ^ \ y J . Afin de simplifier 
la notation, nous considérons dorénavant des expressions 
telles que (y^^, y„, y^) comme étant le vecteur-colonne 

{Yer ' Y o' Yp) -
Soit le filtre linéaire symétrique de désaisonnalisation 

X-11, noté co(fi) =Y^.^(i>jB\ où B est l'opérateur de 
décalage et où les notations co. représentent les poids de 
filtre (cô . = oo ). Le calcul de ©. est traité par Young 
(1968) et WalUs (1982). Ici, on a utiUsé les résultats de BeU 
et MonseU (1992). L'application d'un tù{B) à la série 
élargie par des prévisions et des extrapolations rétro­
spectives peut être écrite sous la forme î iy, où î i est une 
matrice de dimension n x (n + 2m). Chaque ligne de Si 
contient les poids de filû-e (o.^,.. . , (ÛQ, ..., œ^), précédés et 
suivis du nombre de zéros approprié, pour que le poids 
central du filtre X-11 (COQ) multiplie l'observation qui est 
cortigée. Par conséquent, dans la première ligne de Î2, il 
n'y a pas de zéros qui précèdent et un nombre n - 1 de 
zéros qui suivent; dans la deuxième ligne, il y a un zéro qui 
précède et un nombre n - 2 de zéros qui suivent, etc. Dans 
le cas du filtre X-11 par défaut, m = 84. Le choix d'autres 
moyennes mobiles saisonnières ou de tendance, dans X-11, 
modifie la valeur de m, qui passe alors d'une valeur 
inférieure de 70 à une valeur supérieure de 149. 

La question qui se pose est celle de savoir ce qu'estime 
£îy. Comme nous l'avons mentionné dans l'introduction, 
nous définissons 1'«objectif» de la désaisonnaUsation 
comme étant la série corrigée qui résulterait s'il n'y avait 
pas d'erteur d'échantillonnage et s'il y avait suffisamment 
de données avant et après tous les points temporels 
présentant un intérêt pour l'appUcation du filtre symétrique. 



16 Bell et Kramer: Vers des variances pour la désaisonnalisation X-11 

L'objectif est donc (ù{B)Yy ou, en notation vectorielle, 
ÎÎY, et le vecteur d'erteur de désaisonnalisation est 
v = Î1(Y - y). Nous voulons connaître la matrice de 
variance-covariance var(v) =nvar (Y-y) î2 ' . Celle-ci 
peut être calculée facilement une fois que l'on a obtenu 
var(Y - y ) . Ci-après, et jusqu'à la section 2.3, nous 
présentons le calcul de var ( Y - y)-

Nous écrivons d'abord Y -y = (y -e ) -y =(er,0,p) -e, 
où er = y ̂ ^ - y ̂ ^ est le vecteur mx 1 des erreurs d'extrapo­
lation rétrospective, et p = y - y est le vecteur mx 1 des 
erteurs de prévision. Les modèles pour Y^ et e, étant 
donnés, nous calculons var( Y - y) en calculant de manière 
distincte var(e), var(er, 0, p) et cov[(er, 0, p), e], comme 
nous le décrivons dans les sections 2.1 à 2.3. On obtient 
ensuite facilement var (Y - y), sous la forme var (er, 0, p) + 
var(e)-cov[(er,0,p),e]-cov[(er,0,p),e]'. P a r 
conséquent, 

var(v) = £i {var(er, 0, p ) + var(e) - co v [ (er, 0, p ) ,e] -

cov[(er,0,p),e]'}fl'. 

Exemple - Mises en chantier d'immeubles à cinq unités de 
logement ou plus aux États-Unis. Les calculs pour chaque 
composante de var(Y -y) étant expliqués, nous présentons 
sous forme de graphiques les résultats obtenus dans le cas 
d'une série utilisée comme exemple: les mises en chantier, 
aux États-Unis, de janvier 1975 à novembre 1988, 
d'immeubles comprenant au moins cinq unités de logement 
(167 observations). La série d'origine, la série désaisonna­
lisée et la tendance estimée sont illustrées dans la figure 1. 
Dans la pratique, pour effectuer la désaisonnalisation de 
cette série, le Census Bureau utilise une décomposition 
multiplicative, avec une moyenne mobile saisonnière 3 x 9 
et un filtre de tendance de Henderson à treize termes. Le 
modèle qui suit, utilisé pour cette série, a été élaboré dans 
l'article de Bell et Hillmer (présenté): 

y.=y.-e, 

(1 -fi)(l -fi'2)y, = (1 -0.67fi+0.36fi2)(l -.8753fi'^)a,, 

al = 0.0191 

e, = (l -0.1 lfi-0.10fi^)fc,,0^ = 0.00714 (2.2) 

Dans ce cas, y, représente le logarithme de la série chrono­
logique d'origine {e^'), de sorte que (2.2) implique une 
décomposition multiplicative de cette série {e^' = e 'e''). 

2.1 Calcul de Var(e) 

Si e, suit un modèle ARIMA stationnaire, on peut 
calculer var(e) à partir de résultats standard (par exemple, 
McLeod 1975,1977etWilson 1979). Si var(e,) change au 
fil du temps, nous écrivons e, = h^êy où h, =\ar{e^), et où ê^ 
a une variance de un et la même fonction d'autocorrélation 
que e, (voir BeU et Hillmer, présenté). Puis, nous écrivons 

e = Hë, où H = diag(/j,^,...,/i^^^), et nous obtenons 
var(e) = Hvar(ê)H'. Var(ê) est la matrice d'autocorté-
lation de e, et elle peut être calculée comme nous venons de 
le faire, à l'aide du modèle pour êy 

S6rl0 d'origine 

2 BOOOO 

ë 
te 4 0 0 0 0 ' 

I 
e 3 0 0 0 0 

i 
a 20D00 

1 0 0 0 0 ' 1B7» 1 » e i 1003 
ann6a 

X-11 Série désaisonnalisée et 

l 'estimation de la tendance 

I 
^ 4 0 0 0 0 -

S 3 0 0 0 0 ' 
•g 
c 

J 20000' 
E 

d 1 0 0 0 0 -

10B1 10S3 

année 

Figure 1. Mises en chantier d'immeubles à cinq unités de logement ou plus 
aux États-Unis. Le graphique supérieur montre la série d'origine allant de 
janvier 1975 à novembre 1988. Le fort caractère saisonnier de cette série est 
mis en évidence par les déflexions annuelles typiques des mois d'hiver. Le 
graphique inférieur montre la série désaisonnalisée par la méthode X-11 (ligne 
continue) et l'estimation de tendance (ligne pointillée) pour la même période. 
La désaisonnalisation est multiplicative, par l'utilisation d'une moyenne 
mobile saisonnière 3x9 et d'un filtre d'estimations de tendance de 
Henderson à treize termes. 

Si l'échantillon fait l'objet d'un renouvellement 
indépendant de temps à autre, var (e) sera une matrice dia­
gonale par blocs, et ces blocs correspondent aux points 
temporels auxquels les divers échantillons distincts étaient 
en vigueur. Chaque bloc diagonal de var (e) peut être 
calculé de la façon que nous venons de décrire. Ces deux 
aspects non stationnaires de e, (la variance qui change au 
fil du temps et les «ruptures de covariance» dues à des 
renouvellements indépendants de l'échantiUon) sont ceux 
que l'on observe dans les exemples de la section 4. 

Exemple - Mises en chantier d'immeubles à cinq unités de 
logement ou plus aux États-Unis (suite). Dans le cas du 
modèle MA(2) pour e^ donné dans (2.2), l'autocovariance 
peut être calculée facilement. La var (e) qui est obtenue est 
une matrice bande, où "vai{e^) = 0,007298 sur la 
diagonale, cov (e,, e,. j ) = -0,000707 sur la première sub­
diagonale et la première supra-diagonale, et cov{ey e^_2) 
= -0,000714 sur la deuxième sub-diagonale et la deuxième 



Techniques d'enquête, juin 1999 17 

supra-diagonale. Le reste de var (e) est égal à zéro. Après 
la pré-multiplication et la postmultiplication par les matrices 
à filtre de désaisonnaUsation £2 et il', l'incidence de 
l'erteur d'échantillonnage sur la variance des séries 
désaisonnalisées est constante dans le cas de chacune des 
observations (figure 2). Il en est ainsi parce que le résultat 
de l'appUcation d'un filtre linéaire qui ne varie pas avec le 
temps à une série stationnaire {(ù{B)e^) est une série 
stationnaire qui présente une variance constante. 

( • ) V 0 i r l a 
e . o o a - I 

o . o o s — 

D.ODa — 

(b ) Ce 
o.oos —, 

0.004 — 

o.ooa — 

{o> C o n t r i b u t i o n d o l - o r r o u r d - o j c t r a p o l < 
r A t r o o p o o t l v o o t d o p r A v l o l o n < e r O p ) 

n*ro d'ob*«rv«tlon 

numéro d'obawrvatlon 

Figure 2. Mises en chantier d'immeubles à cinq unités de logement ou plus 
aux États-Unis: décomposition de la variance après désaisonnalisation X-11. 
Le graphique supérieur montre la variance de la série désaisonnalisée, sous 
forme de total des trois composantes. Le deuxième graphique indique la 
contribution de l'erreur d'échantillonnage (e), qui est la composante la plus 
importante; celle-ci est constante tout au long de la série. Le troisième 
graphique montre la contribution de l'erreur d'extrapolation rétrospective et 
de prévision (er 0 p), dont la valeur est zéro au milieu de la série, où aucune 
extrapolation rétrospective ou prévision n'est nécessaire, et va en augmentant 
à chacune des extrémités de la série, à mesure qu'on utilise davantage 
d'extrapolations rétrospectives et de prévisions. Le graphique inférieur 
indique la somme des deux termes de covariance (cov(e, (er 0 p)) + cov( (er 
0 p), e)), qui tend à neutraliser la contribution de l'erreur d'extrapolation 
rétrospective et de prévision. 

2.2 Calcul de Var ( er, 0, p ) 

Les valeurs des n Ugnes et des n colonnes centrales de 
var(er, 0, p) sont toutes zéro. Il nous faut calculer var(er), 
var(p) et cov(er, p) dans le cas des blocs d'angle var(er, 0, 
p). Bien que le calcul de la variance d'erteurs d'extrapo­
lation rétrospective (er) ou de prévision (p) dans le cas de 
modèles donnés est une opération courante dans l'analyse 
de séries chronologiques, dans le cas qui nous intéresse elle 
est compliquée par la représentation de la composante 
ŷ  comme Y^ + Cy ainsi que par le calcul des différences 
dans le modèle utiUsé pour Y y Bien que les calculs à effec­
tuer dans le cas de tels modèles soient souvent traités à 
l'aide du filtre de Kalman (BeU et Hillmer, présenté; Binder 
et Dick 1989, 1990; Tiller 1992), cette façon de procéder 
est peu commode ici, étant donné que nous devons 
connaître la covariance de toutes les paires de variables 
aléatoires parmi m les erteurs de prévision et les m erreurs 
d'extrapolation rétrospective. C'est pourquoi nous utilisons 
plutôt une méthode directe à matrice, proposée par Bell et 
Hillmer (1988). 

Supposons que l'opérateur de calcul de différences 
requis pour rendre Y^ stationnaire est 5(fi), ce qui est de 
degré d. Étant donné que l'on suppose que e^ ne nécessite 
pas de calcul de différences, 5 (B) est également l'opérateur 
de calcul de différences requis par y y Si ô(B)yj = Wy alors 
Wi = ô{B)Y^-i- ô{B)ey Nous introduisons la matrice A, 
cortespondant a ô{B), définie de manière à ce que Ay = w 
soit le vecteur de y différencié. Le vecteur w = 
(w^^,w^,w ),quia une longueur de n + 2m - d, est divisé 
de teUe manière que w et w sont des vecteurs w x 1, et w 

^ er p ' o 

est le vecteur des n - d données observées ayant fait l'objet 
d'un calcul de différences. Ainsi,A a les dimensions 
(M+2m-^)x(n+ 2m). U est a noter que parce que d obser­
vations sont perdues dans le calcul de différences, 
w^̂  et w^ commencent à d points temporels plus tard que 
y^^et y^, respectivement. C'est-à-dire que y^^et y^ 
cotnmencent aux points temporels 1-m et 1, mais w ^ et w 
commencent aux points temporels 1 - m + ^ et ^ + 1. Définissons u = (M i -m*d' ••; ,...,u^^y = AY. La série 
chronologique M, est stationnaire. Etant donné que w = u + Ae, 
(U et e n'étant pas cortélés l'un avec l'autre) var(w) = 
var(u) + Avar(e)A'. Nous découpons var(w) comme suit: 

var(w) = 
-^11 -^12 ^U 

^21 ^22 ^23 

^31 -^32 ^ 3 3 / 

où E,, est var(w^^), Ejj est cov(w^^,w^), etc. 
Étant donné que y, lorsqu'il est différencié par rapport 

à w à l'aide de 5(fi), a perdu d valeurs de données, il ne 
peut être obtenu à partir de w sans connaître également une 
séquence de d «valeurs de départ». Considérons l'obtention 
de y à partir de w et des valeurs de départ y, = 
(y^^j _j, ••.,y„)'. Le théorème 1 contenu dans BeU (1984a) 
peut être utilisé pour montrer que 
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y„ = Av. + Cw„ 
•I p J t p 

(2.3) 

f 1 
^1 

^2 

^^m-t 
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^t • 

S m - 2 • 

. 0 
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. 0 

. 1 

• ^ t 

0^ 
0 

0 

0 
1 
7 

dans le cas des matrices A et C déterminées par ô {B). Les 
Ugnes de la matrice mxm C sont composées des coeffi­
cients de ^{B) = 1 + ^jfi + ^2^^ + ••• = 5(fi)"', sous la 
forme 

C = 

A est une matrice mxd qui rend compte de l'incidence 
des d valeurs de départ présentes dans y, sur y^. La forme 
exacte de A est donnée dans Bell (1984a) et comme elle 
s'annule exactement dans notre appUcation, nous ne la 
donnerons pas ici. Dans (2.3) y, est connu, étant donné 
que ce terme fait partie de y^, c'est-à-dire des données 
observées. Par conséquent, à partir de (2.3), la prévision 
d'EQMM de y est y = Ay^ + Cw , où w est la prévi­
sion d'EQMM de w . Ainsi, p = y - y =Ay +CWp 
- (Ay. + Cwp=C(Wp- w ),etvar(p) = Cvar'(Wp - w ^ C . 

Dans l'hypothèse A de Bell (1984a), qui mène aux 
résultats standard pour les prévisions relatives aux séries 
non stationnaires (comme dans Box et Jenkins 1976, 
chapitre 5), w = E32S22 w^. Il est à noter que dans ce cas, 
on utiUse uniquement les données w^ ayant fait l'objet d'un 
calcul des différences dans la prévision de w .̂ Ensuite, à 
partir de résultats standard sur la prédiction Unéaire, 
var(w - w ) = i ; 33 ^32^22^32 - Ainsi, var(p) 
C ( Ï ; 3 3 232L22^3'2)^'-

Pour obtenir var (er) et cov (er, p), nous signalons que 
les résultats obtenus par BeU (1984a, p. 651) impUquent 
que des calculs similaires sont vaUdes dans le cas d'erteurs 
d'extrapolation rétrospective er. En effet, on peut montrer 
que er = (-l)'^C'(w^^ - w^^), où w^̂  est l'extrapolation 
rétrospective d'EQMM de w^̂ , et r est le nombre de fois 
que (1 -f i) figure dans le polynôme ô{B). (La présence 
de C dans cette expression, plutôt que de C est due à 
l'indexation de ŵ ^ ^t w^̂  vers l'avant, au fil du temps, 
même si le processus d'extrapolation rétrospective se 
déroule en remontant dans le temps.) Ainsi, var(er) = 
C'var(w^^-w^^) C=C'(2„-E,2i:22Li'2)C-Demanièie 
analogue, cov(p, er) = (-1)' C(X:3, -£321:22^n)^- Dans 
la pratique, afin d'éviter l'inversion de I22 > V2r(p), var(er) 
et cov(p, er) peuvent être calculés en appUquant la 
décomposition de Cholesky à Ijj- (Voir annexe A.) 

Exemple - Mises en chantier d'immeubles à cinq unités de 
logement ou plus aux États-Unis (suite). L'incidence de 
var(er, 0, p) sur la variance de la désaisonnaUsation est 
indiquée dans la figure 2. Celle-ci est égale à zéro, ou 
essentiellement égale à zéro, dans le cas d'observations 
effectuées dans le miUeu des séries, où peu d'extrapolations 

rétrospectives ou prévisions, voire aucune, n'ont à être 
effectuées pour appUquer le filtre symétrique de cortection. 
Vers les extrémités des séries, l'incidence des erteurs 
d'extrapolation rétrospective ou de prévision devient plus 
importante, étant donné qu'un nombre croissant d'obser­
vations doivent faire l'objet d'une extrapolation rétro­
spective ou d'une prévision, afin de pouvoir appUquer le 
filtre. Les sauts dans le graphique surviennent lorsqu'une 
observation prévue ou extrapolée rétrospectivement est 
multipUée par un poids du filtre de cortection qui est un 
multiple de la période saisonnière, étant donné que ces 
poids ont la valeur la plus importante (BeU et MonseU, 
1992). n est à noter que l'incidence de var(er, 0, p) aux 
extréinités proprement dites des séries est moins importante 
que l'incidence de var(e), mais elle n'est pas négUgeable. 

2.3 Calcul de Cov[(er 0 p), e] 

Pour calculer cov(p,e), nous remarquons d'abord, d'après 
les résultats de la section précédente, que p =y ̂  -y.=p =y _ -

y.=c(w„-w„)=c(w„-E322:2>„)=c[0| ./p - v p ' j p ' —y p —,i'i—i.i."o' —i--\ —•yi'-22 

C[0|-13^122 |I„]Ay. Etant donné que cov(y,e) = 
cov(Y + e,e) = 0 + var(e), nous constatons que 
cov (̂ p, e) = C [ 01-S32 E22 I ï m] A var(e). Cov(er, e) est 
calculée d'une façon similaire en observant que: 
er = ( - l ) ' -C ' (w, , -wJ=(- l )T ' (w, , -E,22:2>o) = ( - l ) ' 
C'[Im|-Si2^22|0] Ay, de sorte que cov (er,e) =(-l) '"C' 
[1^1-1,2X22 |0]Avar(e). 

Exemple - Mises en chantier d'immeubles à cinq unités de 
logement ou plus aux États-Unis (suite). La figure 2 montre 
que l'incidence de cov[(er, 0, p), e] est zéro ou près de zéro 
dans le miUeu des séries, mais qu'eUe devient de plus en 
plus négative vers les extrémités de celles-ci, d'une façon 
similaire, mais de signe opposé et d'une moindre impor­
tance, à ceUe qui caractérise var(er, 0, p). Aux extrémités 
proprement dites des séries, cependant, la tendance 
s'inverse et la covariance augmente. Les éléments de 
cov[(er, 0, p) e], sont principalement positifs, de sorte que 
la contribution de ce terme à la variance de la désaison­
naUsation est négative parce que cov[(er, 0, p), e] et sa 
transposée sont soustraites de var(e) -1- var(er, 0, p). L'effet 
net est que la soustraction de f2{cov[(er,0,p),e] + 
cov[(er,0,p),e]'}£2' tend à neutraUser l'effet de 
l'addition de îîvar(b,0,f)îl', sauf à proximité des 
extrémités des séries. Ainsi, le graphique de la variance des 
séries désaisonnaUsées (figure 2) est très semblable au 
graphique de la contribution de var(e), sauf à proximité des 
extrémités de la série. Nous avons observé ce type d'«effet 
de neutraUsation» dans plusieurs autres exemples, dont ceux 
présentés dans la section 4. 

2.4 Comparaison avec la première méthode de 
Wolter et Monsour 

La première méthode de Wolter and Monsour (1981) 
proposait l'utiUsation de £2̂ ^̂  var(e ̂  ) ftJ^ comme matrice 
de variance-covariance des erteurs de désaisonnaUsation 
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X-11, où Sl^^ est une matrice n + n dont les lignes 
contiennent les poids du filtre Unéaire X-11, tant symétrique 
qu'asymétrique. Autrement dit, les Ugnes centrales (Ugnes 
t telles que m<t<n-m + l, en présumant que n>2m) de 
^wm contiennent les poids de filtre X-11 symétrique, mais 
les m premières et demières Ugnes de îî^„ contiennent des 
poids de filtre X-11 asymétrique. Ainsi, les Ugnes centrales 
de fî,^ et de Q contiennent les mêmes poids de filtre, mais 
non les m premières et demières Ugnes. Cela signifie que 
notre méthode va donner les mêmes résultats que la 
méthode de Wolter et Monsour dans le cas de 
m<t<n-m + \, c'est-à-dire, dans le cas de points 
temporels auxquels on appUque le filtre symétrique. Les 
résultats obtenus avec les deux méthodes vont être 
différents dans le cas des m premiers et derniers points 
temporels. Étant donné que ce sont les données désaison­
naUsées les plus récentes qui reçoivent le plus d'attention, 
cette différence peut être importante. 

Wolter et Monsour ont également considéré l'utiUsation 
d'une matrice Si* au Ueu d'une matrice £2^, où Si' étant 
(n + 12)x(n+12), afin d'inclure 12 Ugnes supplé­
mentaires de poids cortespondant à des filtres de 
désaisonnaUsation d'année subséquente. Bien que la 
cortection d'année subséquente fût une pratique courante 
au début des années 80, cette méthode a maintenant été 
remplacée en grande partie, aux États-Unis, par la 
cortection concurtcnte (McKenzie 1984). 

La différence entre notre approche et celle de Wolter et 
Monsour peut être considérée de deux façons. Notre point 
de vue est le suivant: étant donné que Wolter et Monsour 
n'ont pas pris en considération l'extrapolation rétrospective 
et la prévision, leur méthode ne tient pas compte de la 
contribution des erteurs d'extrapolation rétrospective et de 
prévision à l'erteur de désaisonnaUsation. Cette contri­
bution a une incidence sur les résultats dans le cas des m 
premiers et derniers points temporels, même si les exemples 
présentés dans la section 4 montrent que cette contribution 
est souvent faible. Dans certains cas, elle n'est pas négU­
geable, notamment dans celui des séries chronologiques qui 
ne sont pas sujettes à des erteurs d'échantillonnage. Dans 
le cas de telles séries, la méthode de Wolter et Monsour 
attiibuerait une variance zéro aux cortections, même si les 
corrections initiales sont révisées à mesure que l'on obtient 
de nouvelles données. 

L'autre façon de considérer la différence entre les deux 
méthodes est centrée sur la différence existant entre les 
«objectifs». Dans le cas de la méthode de Wolter et 
Monsour, l'erteur de désaisonnaUsation peut être vue 
comme Si^{Y^ - yj = -Sl^e^. Étant donné que cette 
approche donne une erteur zéro dans le cas des séries qui ne 
comportent pas d'erteurs d'échantillonnage (Y^ = y ), 
Wolter et Monsour définissent impUcitement l'objectif de 
la désaisonnaUsation comme étant Si Y . Cette définition 

wm o 

d'objectif présente une caractéristique non souhaitable: la 
valeur cible pour un point temporel donné varie à mesure 
que l'on obtient des données supplémentaires, étant donné 

que les Ugnes de Si^ contiennent des poids de filtre 
différents. Notre valeur cible pour tout point temporel t est 
toujours (i){B)Yy 

Exemple - Mises en chantier d'immeubles à cinq unités de 
logement ou plus aux États-Unis (suite). Nous avons 
comparé les résultats obtenus à l'aide de notiie méthode 
avec les résultats obtenus par Wolter et Monsour à l'aide du 
filtre de désaisonnaUsation X-11 par défaut, même si, 
comme nous l'avons mentionné précédemment, cette série 
servant d'exenq)le est corrigée au moyen du filtre optionnel 
à moyenne mobile saisonnière 3x9. Dans cette compa­
raison, nous avons utiUsé, pour des raisons de commodité, 
le filtre par défaut; l'obtention de résultats pour l'appU­
cation de la méthode de Wolter et Monsour requiert des 
poids de filti:e X-11 asyméùique, et Nash Monsour a mis à 
notre disposition un programme informatique qui produisait 
ces résultats seulement pour le filtre par défaut. La figure 
3 montre les résultats obtenus avec les deux méthodes. Les 
variances non constantes au fil du temps que l'on obtient 
avec la méthode Wolter-Monsour sont dues à l'appUcation 
de filtres différents à des points temporels différents. Une 
conséquence intéressante de cet aspect est que malgré le 
caractère stationnaire de l'erteur d'échantiUonnage, la 
variance de désaisonnaUsation obtenue à l'aide de la 
méthode de Wolter et Monsour est nettement plus élevée au 
milieu des séries que dans le cas de nombreux points 
temporels situés aux extrémités (mais non près de ceUes-
ci). Ce fait comporte la conséquence peu plausible que 
l'utiUsation d'une moindre quantité de données produit des 
estimateurs qui présentent une variance plus faible. Un 
phénomène similaire peut être observé dans le cas de 
plusieurs exemples présentés par Pfeffermann (1994). 

Les résultats obtenus à l'aide du filtre de désaison­
naUsation X-11 par défaut sont également utiles aux fins de 
laconçaraison avec le filtre àmoyenne mobile saisonnière 3x9, 
dont les résultats sont indiqués dans la figure 2. Les diffé­
rences entre les résultats obtenus à l'aide des deux filtres ne 
sont pas grandes. L'incidence de l'erreur d'échantiUonnage 
est quelque peu plus faible, et ceUe de l'erteur d'extrapo­
lation rétrospective ou de prévision est un peu plus élevée 
lorsqu'on utiUse le filtre de désaisonnaUsation par défaut. 

3. ÉLARGISSEMENT DE LA MÉTHODE 

Dans la présente section, nous présentons trois 
élargissements de la méthode générale décrite dans la 
section 2. Les deux premiers élargissements sont simples, 
tandis que le troisième est plus complexe. 

3.1 Variances relatives à des estimations 
saisonnières, de tendance et irréguUères -
Variances dans le cas de l'utilisation de filtres 
qui varient avec le temps 

Seuls les poids de filtire placés dans la matiice Si 
permettent de distinguer la composante non saisonnière 
(désaisonnaUsée) dans la dérivation présentée dans la 
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Figure 3. Mises en chantier d'immeubles à cinq unités de logement 
ou plus aux États-Unis: Comparaison avec la méthode de Wolter et 
Monsour (1981). La description du graphique est la même que celle 
de la figure 2. La méthode de Wolter et Monsour (lignes pointillées) 
fait appel aux filtres X-11 asymétriques pour les extrémités de la série 
et rend compte uniquement de l'erreur d'échantillonnage. Nos 
méthodes concordent au milieu de la série, où il n'y a pas de 
contribution de l'erreur d'extrapolation rétrospective et de prévision. 
Dans le cas de la méthode de Wolter et Monsour, la variance diminue 
de manière inappropriée près des extrémités de la série, ce qui laisse 
penser que l'utilisation d'une moindre quantité de données produit 
des estimations présentant une variance plus faible. Par contraste 
avec les figures 1,2,4,5 et 6, les résultats indiqués dans cette figure-
ci sont obtenus à l'aide de filtres X-11 par défaut (voir texte). 

section 2. Par conséquent, les variances correspondantes 
relatives aux estimations X-11 des composantes saison­
nières, de tendance et irtégulières découlent de la même 
expression par une simple modification de la matrice Si afin 

d'y ajouter les poids de filtre voulus. Cela modifie également 
la dimension de Si, étant donné que les longueurs respectives 
des filtres de désaisonnalisation, de tendance et d'estima­
tions irtégulières diffèrent (dans le cas d'options données), 
et que la longueur de filtre détermine la taille de Si. 

Un élargissement similaire permet de traiter le cas de 
moyennes mobiles saisonnières différentes choisies pour 
des mois (ou des trimestres) différents, qui est une option 
offerte par la méthode X-II. Cela modifie les filtres de 
désaisonnalisation (ainsi que les filtres saisonniers, de 
tendance et d'estimations irtégulières) appliqués au cours 
de mois différents. Cet élargissement peut être appliqué 
également aux résultats de la section 2 par une simple 
modification de Si. Étant donné que les Ugnes de Si cortes­
pondent aux points temporels qui font l'objet de la correc­
tion, nous établissons simplement que la ligne t de Si 
contient les poids (avec un nombre suffisant de zéros) du 
filtre qui est appliqué au mois t. Il faut veiller à attribuer la 
bonne taille à Q si la moyenne mobile la plus longue qui a 
été choisie n'est pas utilisée pour les premier et dernier 
mois d'une série. 

Exemple - Mises en chantier d'immeubles à cinq unités de 
logement ou plus aux États.-Unis (suite). La figure 4 
montre la variance de l'estimation de tendance X-II dans 
le cas de l'utilisation de la moyenne mobile saisonnière 
3x9 et du filtre de Henderson à treize termes. La diffé­
rence la plus évidente par rapport aux résultats de la 
désaisonnalisation est l'importante incidence de l'erteur de 
prévision ou d'extrapolation rétrospective aux extrémités de 
chaque série. Cela se produit parce que les poids les plus 
grands du filtre de tendance {(Ù^^{B)) sont le poids central {(Og) 
et les poids adjacents (œ, .coj '^3 ), qui sont appUqués 
aux données qui précèdent et qui suivent immédiatement 
l'observation faisant l'objet de la cortection (Bell et 
MonseU 1992). Aux extrémités des séries, les poids 

(7̂  (T) (T) 
((ù[ ,©2 ,©3 ) s'appUquent aux observation qui ont fait 
l'objet d'une prévision ou d'une extrapolation rétrospective, 
ce qui entraîne dans ce cas une augmentation importante de 
l'incidence des erteurs de prévision ou d'extrapolation 
rétrospective. D s'ensuit que l'incertitude au sujet de la 
tendance augmente bmsquement aux extrémités des séries. 
Cependant, au milieu de celles-ci, la variance des estima­
tions de tendance présentées dans la figure 4 est nettement 
moins importante que la variance de la désaisonnalisation 
que montre la figure 3, en raison du lissage de l'erteur 
d'échantillonnage par le filtre d'estimations de tendance. 

3.2 Variances relatives à des variations 
désaisonnalisées observées d'un mois à l'autre et 
d'une année à l'autre 

La variance d'erteurs d'estimations désaisonnalisées de 
variations observées d'un mois à l'autre est représentée par 
les quantités var(Vj -v^^),t = 2,...,n. ; var(v) étant donné, 
la matrice complète de covariance des erteurs pour les 
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variations désaisonnalisées observées d'un mois à l'autre 
peuvent être calculées de la façon suivante: A [Var(v)A,', où 
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•• 0 0 
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est de dimension {n- l)xn. La matrice de la covariance 
des erteurs relatives aux variations désaisonnaUsées obser­
vées d'une année à l'autre, dans des séries trimestrieUes, est 
calculée de façon similaire, soit A4var(v) A '̂, où 

f - 1 
0 

0 
l o 

0 
-1 

0 
0 

0 
0 

0 

0 
0 

-1 

1 
0 

0 
-1 

0 0 
1 0 

•• 0 
0 0 1 
0 0 0 

0] 
0 
0 
0 

ij 

est de dimension {n-4)xn. La matrice (n-12)xn cortes­
pondante, Aj2, dans les séries mensuelles, suit un modèle 
similaire, avec des zéros supplémentaires. 

La variance de variations de tendance observées d'un 
mois à l'autre ou d'une année à l'autre peut également être 
obtenue facilement, comme le montrent la présente 
description et celle contenue dans la section 3.1. 

Exemple - Mises en chantier d'immeubles à cinq unités de 
logement ou plus aux États-Unis (suite). Nous avons 
produit les erreurs-types relatives à des variations désaison­
naUsées observées d'un mois à l'autre et d'une année à 
l'autre, dans le cas de cette série (figure 5). Étant donné 
que cette série chronologique a été traitée par transfor­
mation logarithmique, les erteurs-types peuvent être inter­
prétées approximativement comme des pourcentages sur 
l'échelle d'origine (non transformée). Par rapport aux 
erreurs-types relatives aux séries désaisonnaUsées, il y a de 
légères augmentations dans les crtcurs-types des variations 
observées d'un mois à l'autre près des extrémités des séries, 
mais les erreurs-types des variations observées d'une année 
à l'autre ne présentent presque pas d'augmentation de ce 
genre. Ainsi, dans le cas de cette série et de ce filtre, 
l'incertitude relative à la variation de pourcentage observée 
d'un mois à l'autre et d'une année à l'autre dans le cas des 
données désaisonnaUsées est presque constante tout au long 
de la série. Les erreurs-types des variations observées d'un 
mois à l'autre et d'une année à l'autre sont, dans les deux 
cas, environ 50 pour cent plus élevées que les ertcurs-types 
relatives aux séries désaisonnaUsées. 
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Figure 4. Mises en chantier d'immeubles à cinq unités de logement ou plus 
aux États-Unis: décomposition de la variance de l'estimation de tendance. La 
description du graphique est la même que celle de la figure 2. On remarquera 
le saut important dans la variance de l'estimation de tendance aux extrémités 
de la série, qui est dû à la contribution de l'erreur d'extrapolation rétrospective 
et de prévision (troisième graphique). 
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Figure 5. Mises en chantier d'immeubles à cinq unités de logement ou plus 
aux États-Unis: erreurs-types. Ces graphiques comparent les erreurs-types (et 
non la variance, comme c'est le cas dans les figures précédentes) relatives aux 
données désaisonnalisées (graphique supérieur) avec les erreurs-types plus 
grandes relatives aux estimations désaisonnalisées des variations observées 
d'un mois à l'autre (graphique médian) et d'une année à l'autre (graphique 
inférieur). 

3.3 Variances des désaisonnalisations X-11 et effets 
de régressions estimés 

La désaisonnaUsation comporte souvent l'estimation de 
certains effets de régression, afin de tenir compte de 
facteurs comme les changements de calendriers, les inter­
ventions connues et les cas abertants (Young 1965; 
Cleveland et DevUn 1982; Hillmer, Bell et Tiao, 1983; 
Findley, MonseU, BeU, Otto et Chen, présenté). (Les effets 
de cas aberrants sont souvent estimés de la même façon que 
les interventions connues, même si, idéalement, l'inférence 
concemant les cas abertants devrait prendre en compte le 
fait que la série a été examinée afin de trouver les cas 
abertants les plus «importants».) Dans la présente section, 

nous montrons comment les résultats déjà obtenus peuvent 
être élargis pour inclure la contribution à l'erteur de 
désaisonnaUsation par l'erteur d'estimation touchant des 
paramètres de régression. Nous supposons toujours que les 
autres paramètres de modèle, qui déterminent les structures 
de covariance de Y et de e, sont connus. Dans la pratique, 
ces autres paramètres seront également estimés, mais la 
prise en compte d'erreurs dans leur estimation est beaucoup 
plus difficile à faire. Une approche bayesienne qui 
permettrait d'effectuer cette prise en compte dans le 
contexte de la désaisonnaUsation fondée sur des modèles est 
étudiée actuellement par BeU et Otto (présenté). 

Nous élargissons le modèle utihsé pour Y^, afin d'inclure 
les termes de régression, en écrivant 7, = x,' p + Z,, où x̂  
est le vecteur des variables de régression à l'époque t, p est 
le vecteur des paramètres de régression, et Ẑ  est la série de 
quantités de population réelle de laquelle on a enlevé les 
effets de régression. En élargissant notre notation de 
matrice-vecteur, nous écrivons Y=Xp+Z,Y^=XpP+ Z^, 
etc. La matrice de régression X peut être fractionnée 
d'après ses Ugnes cortespondant aux périodes d'extra­
polation réttospective (er), d'observation (o) et de prévision 
(p): X = {XJ\X^\X ')'. Nous supposons que e, a une 
valeur moyenne de zéro, de sorte que son modèle ne 
comporte aucun effet de régression. Nous avons alors 
y = Y + e = (Xp + Z)+e , et c'est la division habitueUe qui 
s'appUque. En représentant la série y^, après avoir enlevé 
les effets de régression, par la notation z,, nous obtenons 
z = y - X p = Z + e. 

La matrice X et le vecteur P requièrent une division 
supplémentaire, parce que certains des effets de régression 
relatifs à x,' p pourtaient être atdibués à la composante non 
saisonnière, tandis que d'autres effets, comme les effets des 
jours commerciaux ou des jours fériés peuvent être enlevés 
dans le cadre de la désaisonnaUsation. Voir à ce sujet BeU, 
(1984b). Divisons x̂ ' de la façon suivante: (x^, | x^,) où 
jCjŷ  représente les variables de régression attribuées à la 
composante non saisonnière et x^^ les variables dont les 
effets doivent être enlevés par la désaisonnaUsation. De 
manière cortespondante, divisons p, tel que x^'^=x^l 
p,.x ;̂p^ et xp=x,p,.x^p^=(x,|x^) (p;|p;)'. 
{^st^s ^^^ attribué à la composante saisonnière 
«combinée».) La matrice X peut donc être fractionnée de 
deux façons: d'après les effets saisonniers, par opposition 
aux effets non saisonniers, et d'après les périodes d'extra­
polation réti-ospective, d'observation et de prévision. Ainsi, 
nous écrivons 

^Ser ^Ner 

"•So • •No 

^Sp '^Np 

Si p était connu, nous pourrions calculer z^ = y^-X^P = 
Zp + e^, élargir cette série par extrapolation rétrospective 
etparpiévision(sériez diteélargie),corrigerz parX-11 {Sli), 
et ajouter à nouveau les effets de régression X^^ p^^ requis. 
L'objectif de la désaisonnaUsation serait X^̂  P^̂  + 
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ÎÎZ = X^^ p^^ + Sl{Y - XP), et l'erteur de désaisonnaU­
sation serait alors (X^^ p^^ + SIZ) - (X^^ p^^ + Siz) = 
Î2(Z - z). Donc, si les paramètres de régression étaient 
connus, ceux-ci ne contribueraient pas à l'erteur de 
désaisonnaUsation, et les résultats déjà donnés pourtaient 
êtie utiUsés pour calculer var(î2(Z - z)). 

Dans la pratique, p est estimé en tant que partie du 
modèle ajusté, disons, par maximum de vraisemblance, en 
présumant une situation de normaUté. Compte tenu des 
estimations des autres paramètres de modèle, et en consi­
dérant ces paramètres comme s'ils étaient connus, l'esti­
mation de maximum de vraisemblance de p, ainsi que sa 
variance sont donnés par 

P = [ X ; A ; 2 : 2 2 A O X J - > X ; A ; 2 : - ^ A„y„ (3.1) 

var(P) = [X;A;2:-^A„XJ- (3.2) 

où Ag a la dimension {n-d)xn, contenant la partie de la 
matrice A plus grande qui sert au calcul des différences 
dans le cas de la série observée y ^. Les expressions (3.1) 
et (3.2) sont des résultats généraUsés des moindres carrés, 
obtenus à l'aide de l'équation de régression dans le cas des 
données qui ont fait l'objet d'un calcul des différences, 
w = Ay = (AXp)y5 + (u^ + Ae^), où le terme d'erteur, 
u + Ae a comme matrice de covariance var (vif „ ) = 2 „ , 

0 0 ^ O^ ZZ' 

qui est déterminée par les autres paramèttes de modèle. 
Les paramètres de régression estimés p étant donnés, la 

série désaisonnaUsée serait obtenue en soustrayant des 
données les effets de régression estimés (exprimons la série 
qui en résulte comme suit: z^ = y^-X^p) , en élargissant 
cette série avec des prévisions et des extrapolations rétro­
spectives, à l'aide du modèle (exprimons la série qui en 
résulte comme suit: l = [i^^,l^,i ]), en appUquant la 
méthode X-11 à la série élargie (iîz), et en réinti-oduisant 
les effets de régression estimés attribués à la composante 
non saisonnière (lil+Xj^^P^^). L'objectif de la désaison­
naUsation est toujours X^^ P^^ + SiZ, tel que décrit précé­
demment. L'erteur de désaisonnaUsation est alors 
^ = i^tio^No-^^)-(^'^-^NoKo)=^Noiho-ho)-
Si{Z-z). 

L'expression de v peut être simpUfiée en récrivant z. 
Tout d'abord, posons G = [B' 111F']', où F est la matrice 
qui produit les prévisions y à partir de y„, et B la matiice 
correspondante qui produit les extrapolations rétrospectives 
ŷ ^ à partir de y .̂ Nous n'avons pas besoin d'expressions 
expUcites pour F et B. L'appUcation de G à ẑ  produit z 
tandis que G appUqué à 1^ produit ï. Par conséquent, 
î = z t 2 - l ) = z - [G(y„-X„P)-G(y„-X„P)]=z + GX„ 
( P - P). D est à noter que l'on obtient GX^ en appUquant 
la procédure permettant d'élargir une série par l'ajout de 
prévisions et d'extrapolations réttospectives (à partir du 
modèle choisi pour z,) à chaque colonne de X^. La 
méthode que nous avons utiUsée pour effectuer cette 
opération est décrite dans l'annexe B. Ensuite, nous avons 

V = X^„(P^„ - P ,̂) + ft[(Z - z) - GX„(P -P)] 

= a (z - z) + {[0|x^j - ftGX j ( p - P). 

Maintenant, Z - z = z - e - z = [e r |0 |p] -e . Il est à noter 
que [er 101 p ] , le vecteur d'erteur obtenus de la projection 
de z sur z„ ou ŷ , est orthogonal (non conélé) par rappott à P - P, 
étant donné que p est une fonction Unéaire des données y„. 
Par conséquent, en écrivant K = [0|X^^] - ÎÎGX^, nous 
obtenons la matrice de variance-covariance de l'erteur de 
désaisonnaUsation, qui permet de prendre en compte 
l'erteur d'estimation de P: 

var(v) = ftvar(Z - z)Si' + Kvar(P)K' 
+ ftcov(e, P)K' + Kcov(p, e)îî ' 

(3.3) 

où var( p ) est donné par (3.2). Dans (3.3), ftvar(Z - z) Si' 
est calculé à l'aide des résultats présentés dans la section 2, 
et le calcul de Kvar(P)K'est simple, un fois que l'on a 
calculé GXg Le calcul des deux autres termes requiert 

cov(P,e) 

= cov([XJA;E-2AoXJ-'XJA;E-2A„y<„e) 

=cov([x;A;2:->„xj-'x;A;2:-2[Uo+A„ej,e) 

= [X;AJ2-1A„X J- 'X;A jL-^ jo„, ji„,„ 

|0„x.|var(e). 
(3.4) 

n est à noter que [0„^„|I„,JO„^Jvar(e) = [cov(e„,e^) 
I var(e^) I cov(e^, e,)] représente les n Ugnes centrales de 
var(e). À l'aide de (3.4) et des résultats précités, on peut 
calculer (3.3). Nous pouvons comparer les éléments 
diagonaux de var(v) qui sont obtenus avec ceux de la 
somme des trois derniers termes de (3.3), afin de voir si la 
prise en compte de l'erteur due à l'estimation des 
paramètres de régression est importante. 

Une précision importante doit être apportée en ce gui a 
trait aux résultats décrits dans la présente section. Etant 
donné que le premier terme du côté droit de (3.3), 
£îvar(Z -z)Si', représente la variance de la désaison­
naUsation que nous obtiendrions en ne tenant pas compte de 
l'erteur d'estimation des paramètres de régression, il est 
tentant d'interpréter la somme des trois derniers termes de 
(3.3) comme étant la contribution à la variance de la 
désaisonnaUsation de l'erteur relative à l'estimation des 
paramètres de régression. Malheureusement, cette somme 
n'est pas une variance en elle-même (en fait, elle peut être 
représentée sous la forme var(Kp + îîe) - var(îie)), et 
elle peut donc être négative. Lorsque c'est le cas, les 
variances de désaisonnaUsation qui tiennent compte de 
l'erreur relative à l'estimation des paramètres de régression 
sont en fait inférieures à celles qui ne tiennent pas compte 
de ce type d'erreur. Nous avons été en mesure d'obtenir un 
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tel résultat en modifiant artificiellement des paramètres de 
modèle dans l'exemple qui suit, comprenant des variables 
de jours commerciaux (bien que, comme le montrent les 
résultats, les effets soient assez faibles). Cette situation 
contiaste avec des résultats comparables obtenus avec des 
méthodes fondées sur des modèles qui exprime l'erteur de 
désaisonnalisation comme la somme de deux termes 
orthogonaux: l'erteur présente lorsque tous les paramètres 
sont connus, ainsi que la contribution à cette erteur de 
l'estimation des paramètres de régression. Dans ce cas, la 
variance de la désaisonnaUsation est donc la somme des 
variances de ces deux termes; par conséquent, la 
«contribution» de la régression est toujours non négative. 
Ce résultat est semblable à Qvar(Z - z)Sl' + K var(P)K', 
dans (3.3). La difficulté dans (3.3) réside dans le fait que 
l'estimation Siz obtenue à l'aide de X-11 n'est pas un 
estimateur optimal (EQMM) de l'objectif SiZ; c'est 
pourquoi l'erteur Si{Z - z) est corrélée avec p par l'erteur 
d'échantillonnage e, ce qui mène aux deux termes de 
covariance dans (3.3). Cette sitiiation résulte en partie de 
nod-e choix d'objectif (Xp + SiZ) et en partie du fait qu'on 
ne peut supposer que X-11 produit un estimateur optinîal de 
quoi que ce soit (vok à cet égard les commentaires contenus 
dans l'introduction). 

Exemple - Mises en chantier d'immeubles à cinq unités de 
logement ou plus aux États-Unis (suite). Nous utiUsons le 
même exemple pour illustrer la contribution à l'erteur de 
désaisonnaUsation de l'ajout de variables de jours commer­
ciaux (Bell et Hillmer 1983), même si les coefficients de 
régression cortespondants n'étaient pas statistiquement 
significatifs lorsqu'ils ont été estimés dans le cas de cette 
série. La figure 6a montre les résultats. Sur cette figure, la 
Ugne inférieure représente la «contribution» à l'erteur de 
désaisonnalisation de l'estimation des effets de jour 
commerciaux (voir toutefois la remarque ci-dessus). 
Lorsqu'on ajoute ces effets à l'estimation initiale de la 
variance (Ugne pointillée), nous obtenons la variance de la 
série désaisonnalisée et corrigée pour tenir compte des 
effets de jours commerciaux (Ugne supérieure continue). 
On peut voir que, dans le cas de cet exemple, l'augmen­
tation de la variance due à l'inclusion, dans le modèle, des 
effets estimés de jours commerciaux est faible. La figure 6b 
montie les résultats dans le cas du filtte d'estimations de 
tendance. Dans ce cas, la contribution à l'incertitude rela­
tive à la tendance attribuable à l'estimation des coefficients 
de jours commerciaux est certainement négUgeable. 

La contribution à la variance de la désaisonnaUsation de 
l'ajout de trois variables de cas abertants et d'une variable 
de changement de niveau est illustrée dans la figure 6c. 
Ces variables de régression ont été identifiées comme de 
possibles effets de cas abertants à l'aide du programme 
Regarima (élaboré par le personnel des séries chronolo­
giques (Time Séries Staff) du U.S. Census Bureau) avec 
une statistique t critique de 2,5. Le programme Regarima 
comprend une méthode de détection de cas abertants 
semblable à ceUes décrites par BeU (1983) ainsi que par 

Chang, Tiao et Chen (1988). Les contributions des cas 
abertants additifs apparaissent sous forme de trois pics, 
tandis que la contribution du changement de niveau se 
présente sous la forme d'une seule petite bosse, au miUeu 
de la série. Comparativement aux variables de régression 
relatives aux jours commerciaux, l'incidence de ces 
variables de cas abertants est principalement locale, mais 
eUe est aussi beaucoup plus forte. On constate notamment 
une incertitude supplémentaire au sujet de la désaisonnaU­
sation, dans le cas d'observations considérées comme des 
cas abertants additifs. 

4. EXEMPLES 

Nous illustrons notre méthode en utiUsant plusieurs 
séries chronologiques économiques supplémentaires dont 
les erteurs d'échantillonnage respectives suivent des 
modèles différents. Les modèles utiUsés pour ces exemples 
sont tirés de travaux antérieurs, tel qu'indiqué. 

4.1 Ventes au détail des magasins à rayons 

Les ventes au détail des magasins à rayons sont estimées 
dans le cadre de l'enquête mensuelle du Census Bureau qui 
porte sur le commerce de détail. EssentieUement, toutes les 
données sur les ventes proviennent de chaînes de magasins 
à rayons, qui sont toutes incluses dans l'enquête; par 
conséquent, les estimations ne comportent pratiquement 
aucune erteur d'échantiUonnage. Ainsi, la variance de la 
désaisonnalisation X-11 provient uniquement d'erteurs de 
prévision ou d'extrapolation rétrospective, et d'erreurs Uées 
à l'estimation d'effets de régression. (Il est à noter que la 
variance de la désaisonnaUsation Wolter-Monsour serait 
zéro dans le cas de cette série.) Le modèle utiUsé pour cette 
série (Bell et Wilcox 1993), pour la période allant d'août 
1972 à mars 1989 et pour les logarithmes des observations, 
est le suivant: {l-B){\-B^^)[Y-x;^]={\-0,53B) 
(1 -0,525'^)a, avec (7^=4,32x10 ,où x, comprend des 
variables qui rendent compte des effets de jours commer­
ciaux et de la fête de Pâques, et où Y^ = y^ est le logarithme 
de la série initiale divisé par les facteurs de durée de mois. 
Pour effectuer la cortection de la série, le Census Bureau 
utilise le filtre de cortection X-11 par défaut et le filtre 
d'estimations de tendance à tteize termes de Henderson. 

La figure 7a montre les erteurs-types au fil du temps 
dans le cas des données désaisonnaUsées, avec et sans la 
contribution des effets de régression. À la différence de la 
série des mises en chantier d'immeubles de cinq unités de 
logement ou plus, on constate des augmentations marquées 
des erteurs-types dans les données désaisonnaUsées, aux 
extrémités de la série, ce qui est dû entièrement aux erteurs 
de prévision ou d'extrapolation rétrospective. La conùi-
bution à l'erteur-type due à l'estimation des effets de 
régression est également plus prononcée dans le cas de cette 
série. Une caractéristique intéressante que montre la figure 
7 est l'ensemble de petits pics orientés vers le bas qui 
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Figure 6. Mises en chantier d'immeubles à cinq unités de logement ou plus 
aux États-Unis: inclusion de la «contribution» des effets de régression dans les 
estimations de variance. Le graphique supérieur montre aussi bien la variance 
initiale tirée du premier graphique de la fîgure 2 (ligne pointillée) que la 
variance prenant en compte l'incertitude supplémentaire due à l'estimation 
des effets de régression de jours commerciaux (ligne continue supérieure). La 
contribution de variables de régression est également indiquée (ligne continue 
inférieure). Le deuxième graphique montre les résultats correspondants 
relatifs à la variance des estimations de tendance. On remarquera que la 
contribution de variables de régression à la variance de la désaisonnaUsation 
est faible, et dans le cas de la variance des estimations de tendance, elle est 
pratiquement nulle. Les troisième et quatrième graphiques montrent des 
résultats analogues lorsque les effets de régression de jours commerciaux sont 
remplacés par trois cas aberrants additifs et un changement de niveau. U est 
à noter que ces cas atterrants et ce changement de niveau ont une incidence 
locale importante sur la variance de la désaisonnalisation et des estimations 
de tendance. 

surviennent par triplets à un an d'intervalle. Ces pics 
surviennent au mois de février des années non bissextiles, 
pour lequel il n'y a pas d'effet de jours commerciaux (les 
variables de régression de jours commerciaux ont toutes 
une valeur zéro). D y a quand même une faible contribution 
de variables de régression à l'erteur de désaisonnalisation 
en ces points temporels, étant donné que la cortection fait 
la moyenne dans le cas de ces contributions, à partir de 
points temporels adjacents. (Des inflexions survenant au 
mois de février d'années non bissextiles sont également 
visibles si on examine de près la figure 6a.) En outre, dans 
le cas de certaines années, l'erteur d'estimation de l'effet de 
la fête de Pâques produit un pic évident qui touche les mois 
de mars et avril. 

La contribution relative de la régression aux erteurs-
types de désaisonnalisation diminue vers les extrémités de 
la série. Cela est dû à deux facteurs: 1) l'importance de la 
contribution de variables de régression à vai(v,) diminue 
quelque peu vers les extrémités des séries; 2) ce qui est 
encore plus important, var(Zj - Z,) augmente de façon 
marquée vers ces extrémités, ce qui réduit la contribution 
relative à var(v,) due à la régression (et cette diminution est 
accentuée lorsqu'on prend les racines cartes). 

Le patron des erreurs-types des variations désaison­
naUsées entre deux mois consécutifs (figure 7b) est 
semblable à celui de l'erreur-type des données désaison­
nalisées (figure 7a). La contribution de variables de 
régression est légèrement plus importante que celle de 
l'erteur-type des données désaisonnalisées. Les erteurs-
types des variations observées d'une année à l'autre (figure 
7c) suivent des patrons similaires, mais la contribution de 
variables de régression est considérablement plus impor­
tante que dans le cas des variations observées d'un mois à 
l'autre, et cette contribution demeure importante aux 
extrémités des séries. 

Nous avons effectué un ensemble de calculs semblables 
à l'aide du filtre d'estimations de tendance X-11 par défaut; 
les résultats relatifs aux erteurs-types des estimations de 
tendance, avec et sans la contribution de variables de 
régression, sont présentés daiis la figure 7d. Les patrons 
suivis au fil du temps par ces erteurs-types sont semblables 
à ceux des chiffres correspondants relatifs à la séries des 
mises en chantier d'immeubles à cinq unités de logement et 
plus, mais les erteurs-types sont beaucoup plus petites, en 
raison de l'absence d'erteur d'échantillonnage. La 
contribution des effets de régression est faible. 

Les erteurs-types dans le cas de tous les tracés de la 
figure 7 sont faibles (aucune n'excède 0,8 pour cent). Dans 
le cas de cette série, la contribution des effets de régression 
est peu importante et probablement négligeable près des 
extréinités de la série, sauf dans le cas des variations 
observées d'une année à l'autre. Cependant, au milieu de 
la série, la seule contribution aux erteurs-types est celle due 
aux effets de régression. 
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Figure 7. Magasins à rayons américains, avec effets de jours commerciaux 
et de Pâques. Cette série ne comporte pas d'erreur d'échantillonnage. Les 
quatre graphiques indiquent les erreurs-types, avec et sans la contribution de 
l'estimation des effets de régression. Dans le cas des données désaison­
nalisées et des variations correspondantes observées d'un mois à l'autre et 
d'une année à l'autre (trois premiers graphiques) la «contribution» de 
l'estimation des effets de régression est substantielle et erratique dans le 
milieu de la série (où cette estimation est le seul élément contributif), mais à 
chacune des extrémités de la série, elle diminue, pour les raisons expliquées 
précédemment. La contribution des effets de régression aux erreurs-types de 
l'estimation de tendance est faible. 

4.2 Chômage chez les adolescents 

Le Bureau of Labor Statistics (BLS) pubUe la série 
chronologique mensuelle du nombre d'adolescents et 
d'adolescentes américains au chômage, qui est estimé à 
partir des données de la Curtent Population Survey (CPS). 
Les données relatives à la période allant de janvier 1972 à 
décembre 1983(« = 144) ont été utiUsées par BeU et 
Hillmer (présenté) afin d'élaborer un modèle pour la série 

en question. La variance de l'erreur d'échantillonnage /i, 
varie au fil du temps; elle est donc non stationnaire. Le 
modèle d'erteur d'échantillonnage qu'ont élaboré ces 
auteurs est le suivant: 

e, = /i,ê, où (1 - 0,65)ê, = (1 - 0,3B)by (4.1) 

avec a^j = 0,87671, de sorte que var(g,) = 1. La variance 
de l'erteur d'échantillonnage de la CPS peut être 
approximée par des fonctions de variance généraUsées 
(Wolter 1985, chap. 5; Hanson 1968). La fonction de 
variance généraUsée qu'ont utiUsée Bell et Hillmer dans le 
cas de la série du chômage chez les adolescents est la 
suivante: 

5^„2 V = 1.971 y,-(1.53 xl0-5)y;. (4.2) 

où y, est l'estimation du nombre en milUers d'adolescents 
en chômage à l'époque t. Le modèle estimatif pour la 
composante de signal y, est 

(1 - B){1 - B^^)Y^ = (1 - 0.275)(1 - 0.6SB^^)ay (4.3) 

avec al = 4294. Ce modèle ne comporte pas d'effets de 
régression et la série n'est pas transformée. Le BLS utiUse 
le filtre de désaisonnaUsation X-11 par défaut (donc 
m = 84). Si on appUque la méthode décrite dans le présent 
article à cet exemple, on rencontre des difficultés parce que 
la variance (estimée) de l'erteur d'échantillonnage h, 
dépend de l'estimation y, par l'intermédiaire de la fonction 
de variance généraUsée (4.2). Dans les périodes d'extiapo-
lation rétrospective et de prévision, y, est inconnu. Afin 
d'obtenir h, pour ces périodes, nous extrapolons rétiospec-
tivement et prévoyons y, en utiUsant un simple modèle 
ARIMA(0 1 1)(0 1 l)i2 pour y, (et non pour Y„ comme dans 
(4.3)). Nous avons utiUsé par la suite les 84 prévisions et 
extrapolations rétrospectives ainsi obtenues dans (4.2), afin 
de produire hf dans les périodes de prévision et d'extta-
polation réttospective. Des ttaitements plus affinés sont 
possibles, comme l'utiUsation du modèle de composante 
donné par (4.1 ) et (4.3) pour prévoir y,. 

La variance de la désaisonnaUsation relative à cette série 
(figure 8a) est dominée par la contribution de l'erteur 
d'échantiUonnage (figure 8b) à la plupart des points 
temporels t. D en est ainsi parce que même si la contribution 
de var(er, 0, p) est substantielle dans le cas de la série en 
question (figure 8c), eUe tend à êtte neuttaUsée par la 
contribution de cov[(er,0,p), e] -i- cov[(er,0,p), e]' (figure 
8d), sauf à quelques points temporels initiaux et finals. Les 
patrons de la variance relative aux variations désaison­
naUsées observées d'un mois à l'autte et d'un an à l'autte 
(non indiquée) sont semblables au patton que montte la 
figure 8a. La variance relative aux variations observées 
d'un mois à l'autte est légèrement plus grande que dans le 
cas de la série désaisonnaUsée, et ceUe relative aux varia­
tions observées d'un an à l'autre l'est encore davantage. 
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Figure 8. Chômage chez les adolescents, avec options X-11 par défaut. La 
description des graphiques est la même que pour la figure 2. Le patron 
saisonnier de la contribution de la variance de l'erreur d'échantillonnage 
(deuxième graphique) résulte de sa dépendance vis-à-vis du niveau de la série 
par l'intermédiaire d'une fonction de variance généralisée (voir texte). 

4.3 Ventes au détail des débits de boissons 

Les ventes au détail des débits de boissons sont estimées 
dans le cadre de l'enquête mensuelle du Census Bureau qui 
porte sur le commerce de détail. Dans cette enquête, les 
échantillons (de non-certitude) sont remaniés de manière 
indépendante, environ tous les cinq ans, de sorte que la 
matrice de covariance des erteurs d'échantillonnage est du 
type diagonale par blocs. BeU et Hillmer (1990) ont élaboré 
le modèle suivant pour l'erteur d'échantiUonnage des séries 
soumises à une transformation logarithmique à l'intérieur 
d'un échantillon donné: 

(l-0,75B-0,66fî^+0,50B'*)(l-0,715'^)e, 
= {l+ 0,13 B)by (4.4) 

avec Ojj = 9,301 x 10" .̂ Dans le cas des points temporels 
t et y, dans des échantillons différents, cov(e, ,e.) = 0. Bell 
et HiUmer ont créé un modèle pour la composante de signal 
des séries précitées à partir d'estimations non étalonnées 
relatives à la période allant de septembre 1977 à décembre 
1986. Nous aUons plutôt utiliser le modèle suivant, ajusté 
par Bell et Wilcox (1993), avec des données 
supplémentaires recueillies jusqu'au mois d'octobre 1989. 

où X, contient des variables de régression de jours 
commerciaux, avec a^ = 4,16 x 10"''. 

Pour la désaisonnalisation de cette série, nous utiUsons 
les filttes X-11 par défaut. La contribution de l'erteur due 
à l'estimation de paramètres de régression est faible dans le 
cas de cette série; elle n'est donc pas incluse dans les 
résultats qui suivront. Étant donné que la contribution de 
l'erreur d'échantillonnage est beaucoup plus forte que la 
contribution des erreurs de prévision ou d'extrapolation 
réttospective, et plus importante également que l'incidence 
decov[(er, 0, p),e] + cov[(er, 0, p ) ,e ] ' , nousn'iUusttons 
pas non plus ces autres contributions à la variance. La 
figure 9a indique l'erreur-type des données désaisonnalisées 
(indiquée sur 232 observations, afin de mieux illustrer le 
patron, qui comporte des lignes verticales indiquant la 
sélection d'un nouvel échantillon), et la figure 9b montre 
l'erteur-type relative aux variations désaisonnalisées 
observées d'un mois à l'autre. 

On remarquera le patron marqué dans les figures 9a et 
9b, qui est dû à la sélection d'un nouvel échantillon tous les 
cinq ans. Ce remaniement produit notamment un grand pic 
dans l'erteur-type relative aux variations désaisonnalisées 
observées d'un mois à l'autre (figure 9b). Des sauts simi­
laires dans les écarts-types relatifs aux variations observées 
d'une année à l'autte surviennent dans le cas de la première 
année d'un nouvel échantillon. Nous avons constaté 
également des patrons similaires dans le cas d'autres séries 
tirées de l'enquête sur le commerce de détail, en utilisant 
des modèles proposés par BeU et Wilcox (1993). 

L'analyse et les résultats qui précèdent ne prennent pas 
en considération certains aspects de la façon dont est 
effectuée l'estimation pour l'enquête sur le commerce de 
détail. En fait, afin d'éviter des augmentations importantes 
de la variance relative à des variations observées à l'époque 
de la sélection d'un nouvel échantillon, comme celles que 
montte la figure 9, nous apportons une simple modification 
aux estimations d'un échantillon nouvellement introduit, 
afin de rendre leur niveau cohérent par rapport à celui de 
l'ancien échantillon. La version la plus simple de cette 
modification est décrite ci-après. Soient z,^^^^^.^ 
( = exp(y, .̂ĵ ijj,)) les estimations tirées de l'ancien 
échantillon, et Z(„o„yeau)t '^^ estimations non modifiées 
provenant du nouvel échantillon. Présumons que l'ancien 
échantillon fournit des estimations de r ^ T, et que le nouvel 
échantillon doit fournir des estimations de t>r. Afin de 
fournir des données de chevauchement pour la modifi­
cation, le nouvel échantiUon est démarté un mois plus tôt, 
de sorte que l'on dispose tant de z^^,^,^^, que de Z(„„„,eau)T • 
Les estimations modifiées du nouvel échantillon sont 

définies comme suit: Z(„'ouveau). = Vuveau) . 

(2(ancien)/Z(r.ouveau)r)' P^Uf t ^ T. CcttC modif icat ion CSt 
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effectuée chaque fois qu'un nouvel échantillon est introduit. 
En ce qui a trait aux estimations enregistrées cortespon­
dantes y,, la modification s'écrit v, ' ,, = y, , + 
, ' ''(nouveau)t -'(nouveau)t 
(>'(ancien)r " >'(„ouveau)r)- Etant donué quc la modification de 
y, est linéaire, il est facile de prendre en compte ses effets 
dans le calcul de la variance de la désaisonnalisation. La 
variation d'un mois à l'autre à l'époque x + 1, avant la 
modification (et sans désaisonnalisation) est 
>'(nouveau)r.i -Vcien)^- ^̂  ^st à notet quc ccttc Variation 
présente une variance importante, étant donné que 
>'(nouveau)r.i ^t y(^,i,„), proviennent d'échantillons 
indépendants différents. Après la modification, cette 
variation s'écrit y^,,,,,,„^,, - >'(„„„,,3„)̂ , et elle présente une 
variance beaucoup plus faible, en raison d'une forte 
cortélation positive entte )'(„„„,,3„),,, et >-(„„„,,,„., (résultant 
du modèle d'erreur d'échantillonnage (4.4)). Les estima­
tions non désaisonnalisées de variations observées d'un 
mois à l'autre dans le cas de points temporels autres que 
r + 1 ne sont pas touchées par cette modification. 

La figure 9d montre que la modification d'estimations 
provenant du nouvel échantillon supprime les augmen­
tations importantes de l'écart-type de variations désaison­
nalisées observées d'un mois à l'autre aux points de transi­
tion vers de nouveaux échantiUons. Des effets similaires ont 
été constatés dans le cas de variations observées d'une 
année à l'autre sur une période d'un an. Le prix à payer 
pour cette amélioration est une erteur qui augmente de 
façon constante dans les estimations de niveau (figure 9c) 
après l'introduction de nouveaux échantillons. Cela se 
produit parce que cette modification introduit dans les 
estimations de niveau une erreur temporaire qui perdure 
dans l'ensemble du nouvel échantillon. Ainsi, la modifi­
cation échange de moins bonnes estimations de niveau 
contre des améliorations dans les estimations de variation. 
(La figure 9c ne montte aucune augmentation pour les cinq 
premières années, parce que nous présupposons que ces 
estimations ne sont pas modifiées pour concorder avec 
celles d'un échantillon antérieur.) De plus, les patrons 
marqués que montte la figure 9a se produisent parce que les 
erteurs d'échantillonnage relatives à des estimations non 
modifiées d'échantillons adjacents ne sont pas cortélées. 
D'autre part, les erteurs d'échantiUonnage présentes dans 
les estimations modifiées sont cortélées de manière assez 
forte entre échantillons adjacents. Cette situation donne 
lieu, après l'application du filtte de désaisonnalisation, à un 
patton ttès différent (une patton presque inexistant) pour les 
cinq premières années indiquées dans la figure 9c, et de 
légères oscillations autour de l'augmentation linéaire 
ultérieure. 

Les erteurs-types relatives aux estimations de tendance 
et aux variations X-11 (non indiquées) ressemblent à des 
versions lissées de celles indiquées dans la figure 9. 

ttstlmatlon Initial* 

1= 
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# . 
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Figure 9. Ventes au détail des débits de boissons: sélection d'un nouvel 
échantillon tous les cinq ans. Le graphique supérieur montre l'erreur-type des 
données désaisonnalisées et le deuxième graphique indique l'erreur-type des 
variations conespondantes observées d'un mois à l'autre. Le patron marqué 
résulte de la sélection indépendante d'un nouvel échantillon tous les cinq ans 
(aux points correspondant aux lignes pointillées verticales). Dans le cas des 
variations observées d'un mois à l'autre, ce fait entraîne d'importantes 
augmentations de l'erreur-type au moment de la sélection d'un nouvel 
échantillon. Afin d'éviter cet inconvénient, le nouvel échantillon est 
sélectionné de manière à chevaucher l'ancien durant un mois ou davantage, 
et les estimations relatives à ce nouvel échantillon sont modifiées à l'aide de 
données tirées du chevauchement, afin de rendre leur niveau cohérent par 
rapport à celui des estimations provenant de l'ancien échantillon (voir texte). 
Cette façon de procéder permet d'éviter l'augmentation de l'erreur-type 
d'estimations de variation au moment de la sélection du nouvel échantillon 
(quatrième graphique), mais elle introduit une erreur temporaire dans les 
estimations de niveau modifié, dont les effets s'accumulent au fil du temps 
(troisième graphique) 
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Dans la pratique, les estimations finales provenant de 
l'enquête sur le commerce de détail présentent une comple­
xité encore plus grande que celle que nous venons de 
décrire et d'illustter. Tout d'abord, on recueille plus d'un 
mois de données de chevauchement, qui peuvent être 
utiUsées pour modifier des estimations de niveau lors de 
l'inttoduction d'un nouvel échantillon. Ensuite, ce qui est 
encore plus important, les estimations mensuelles sont 
étalonnées, pour qu'elles concordent avec les totaux 
annuels obtenus dans le cadre de l'enquête annuelle (plus 
précise) sur le commerce de détail ou lors du dénom­
brement économique quinquennal. L'étalonnage devrait 
donc Umiter l'augmentation, que montre la figure 9c, de la 
variance des estimations de niveau au fil du temps. 
Cependant, étant donné que l'étalonnage impose des 
conttaintes de somme Unéaires sur les estimations d'origine 
(non-transformées), ses effets sur la désaisonnaUsation sont 
difficiles à étudier dans le cadre de la méthode présentée ici, 
et nous ne les avons donc pas étudiés. (Nous avons utiUsé 
un modèle pour données non étalonnées, afin d'éviter ce 
problème.) Durbin et Quenneville (1995) ont élaboré une 
méthode fondée sur un modèle qui tient compte des non-
Unéarités que de telles contraintes d'étalonnage imposent 
aux données soumises à une ttansformation logarithmique. 

5. CONCLUSIONS 

Dans la présente communication, nous avons décrit une 
méthode qui permet de s'attaquer au vieux problème Ué à 
l'obtention de la variance dans le cas de la désaisonna­
lisation effectuée à l'aide de la méthode X-11. Notte but 
était la création et l'appUcation d'une méthode permettant 
d'obtenir une variance qui rend compte de deux sources 
d'erreurs. La première de ces sources, est l'erreur d'échan­
tiUonnage {e,), qui survient parce que nous n'observons pas 
la série réelle, Y„ mais plutôt les estimations y, = i', + e^ 
tirées d'une enquête répétée. La deuxième source d'erreurs 
résulte de la nécessité d'élargir la série observée avec des 
prévisions et des extrapolations réttospectives pour pouvoir 
appUquer les filttes X-11 symétriques. Cette deuxième 
source d'erreurs mène à des révisions des corrections. Afin 
de tenir compte de ces deux sources d'erteurs, nous avons 
défini la variance de la désaisonnaUsation comme étant la 
variance de l'erreur qui entache l'utiUsation de la correction 
X-11 visant à estimer une cible précise. Cette cible, 
a){B)Yy est ce que l'on obtiendrait en appUquant le filtte 
X-11 symétrique Unéaire, œ(B), à la série réeUe, si les 
valeurs de ceUes-ci étaient connues suffisamment en avant 
dans le futur et en arrière dans le passé pour pouvoir utiUser 
le filtte symétrique. (L'appUcation à X-11 additif avec 
prévisions et extrapolations réttospective est immédiate, et 
X-11 log-additive est considérée comme une approximation 
de X-11 multipUcative.) 

Nous avons également appUqué notte méthode pour 
obtenir la variance d'estimations X-11 de tendance et la 

variance de variations observées d'un mois à l'autte et 
d'une année à l'autte, tant dans le cas des données 
désaisonnalisées que dans celui des estimations de 
tendance. Nous avons effectué un autre élargissement pour 
tenir compte de l'erteur Uée à l'estimation de paramètres de 
régression (par exemple, pour modéUser des effets de 
calendrier), bien que cette opération soit plus complexe et 
comporte certaines Umites. 

Les variances que nous obtenons ne tiennent pas compte 
de l'incertitude due à la variation des séries chronologiques 
dans les composantes saisonnières et non saisonnières. 
Dans la section 2, nous avons fait valoir que cette façon de 
procéder pourrait êtte appropriée pour des utiUsateurs types 
de données désaisonnaUsées à l'aide de la méthode X-11. 
Cependant, si l'on souhaite tenir compte de cette variation 
des séries chronologiques, nous suggérons la prise en 
considération de méthodes de désaisonnaUsation fondées 
sur des modèles, étant donné que les séries chronologiques 
offrent un moyen de rendre compte de manière expUcite des 
variations relatives à toutes les composantes. Comme autte 
approche, Pfeffermann (1994) a élaboré une méthode de 
traitement de la désaisonnalisation X-11 dans laquelle on 
essaie de prendre en compte la variation irtéguUère et 
l'erteur d'échantiUonnage. 

Notre méthode s'appuie sur la première méthode 
proposée par Wolter et Monsour (1981), en prenant en 
considération les erreurs d'exttapolation réttospective et de 
prévision, qui n'a pas été considérée par ces auteurs. Une 
autre façon de voir la différence existant entre notte 
méthode et celle de Wolter et Monsour est que nous défi­
nissons un objectif de désaisonnalisation cohérent, tandis 
qu'en utiUsant les filttes X-11 asymétriques, Wolter et 
Monsour ont utiUsé impUcitement des objectifs qui varient 
au fil du temps. C'est pourquoi notte métiiode évite la 
caractéristique irréaUste d'une variance qui diminue vers la 
fin des séries, qui peut êtte observée dans les résultats de 
Wolter et Monsour, et également dans ceux de 
Pfeffermann. 

Dans les résultats empiriques que nous avons présentés, 
la contribution de l'erteur d'échantiUonnage domine 
souvent la variance relative à la désaisonnaUsation. Cette 
prédominance est due en partie au fait que l'erteur d'échan­
tiUonnage était souvent importante par rapport à l'erreur de 
prévision et d'exttapolation réttospective, et en partie au 
fait que la contribution de l'erteur de prévision et d'extta­
polation réttospective avait tendance à êtte neuttaUsée par 
la contribution de la covariance de cette même erteur avec 
l'erreur d'échantiUonnage. D'autre part, les résultats empi­
riques relatifs à la variance d'estimations de tendance ont 
montte des augmentations importantes aux exttémités des 
séries, en raison des effets de l'erteur de prévision et 
d'extrapolation réttospective. Étant donné que la 
«contribution » la plus forte de l'erteur de prévision et 
d'exttapolation réttospective a Ueu aux extrémités des 
séries, et que c'est la variance relative aux désaisonna-
Usations et aux estimations de tendance les plus récentes qui 
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présente le plus d'intérêt, il faut tenir compte de la 
contribution de ce type d'erteur. 

La contribution relative à la variance de l'erteur d'esti­
mation de coefficients de régression de jours commerciaux 
ou de jours fériés avait tendance à être faible, sauf si la série 
ne comportait pas d'erteur d'échantiUonnage. L'erteur due 
à l'estimation des effets des cas abertants additifs et des 
changements de niveau était importante autour des points 
temporels des cas aberrants. L'incidence des cas abertants 
additifs était importante sur la variance relative à la 
désaisonnaUsation, tandis que les effets des changements de 
niveau étaient importants dans le cas de la variance des 
estimations de tendance. 

Les composantes non stationnaires des erteurs d'échan­
tiUonnage produisent des pattons intéressants dans le cas de 
variances relatives à la désaisonnaUsation et aux estimations 
de tendance. Nous avons examiné deux types de compo­
santes non stationnaires d'erteurs d'échantillonnage. Les 
patrons saisonniers des variances d'erteur d'échantillon­
nage produisaient des pattons saisonniers cortespondants 
dans les variances relatives à la désaisonnaUsation. Les 
sélections indépendantes de nouveaux échantillons, qui 
produisaient des erteurs d'échantillonnage cortélés à 
l'intérieur des échantillons mais non entte ceux-ci, étaient 
à l'origine, au fil du temps et à l'intérieur d'un échantillon, 
de patrons ertatiques dans les variances relatives à la 
désaisonnaUsation et aux estimations de tendance. Ces 
patrons se répétaient de façon approximative dans des 
échantiUons différents si ceux-ci restaient en vigueur durant 
des laps de temps à peu près égaux. 

Les calculs pour les exemples que nous avons choisis 
(compte tenu des modèles ajustés, qui proviennent des 
sources citées) ont été effectués en programmant les 
expressions contenues dans les sections 2 et 3 en langage de 
programmation statistique S+. Le code informatique 
cortespondant est disponible sur demande. 
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ANNEXE A 

Plusieurs expressions calculées dans la présente 
communication prennent la forme générale 

où L est une matrice positive définie, et où A et B sont 
conformes à 2 . Soit E=LL' la décomposition de 
Cholesky de E. Alors A£-»B = A(L-*)'L"^B et (A.1) 
peut êtte calculé comme suit: 

(1) Résoudre LQ, = B pour Q, 

(2) Résoudre LQj = A' pour Q2 

(3) Calculer AL-'B = Q2Qi. 

Les expressions (1) et (2) peuvent être résolues effica­
cement puisque L est triangulaire inférieur. 

ANNEXES 

Deux opérations sont nécessaires pour obtenir GX ,̂ 
utilisé dans la section 3.3. La première opération produit 
des extensions de «prévision» et d'«exttapolation rétto­
spective» des variables de régression ayant fait l'objet de 
calculs des différences. Dans la deuxième opération, on 
utiUse ces résultats et l'équation aux différences finies pour 
produire les extensions de prévision et d'exttapolation 
réttospective des variables de régression initiales (n'ayant 
pas fait l'objet d'un calcul des différences). 

Soit Rp = A^X^, où A^ est la partie de la matrice A qui 
différencie les séries observées y .̂ De façon analogue au 
calcul de w et w, décrit dans la section 2.2, les 

p b 

extensions de prévision des variables de régression 
différenciés sont calculées comme suit: R = ^^.^2^22^0'' 
quant aux extensions d'exttapolation réttospective, elles 
sont calculées de la façon suivante: R^̂  = 'L^2^22^o- ^p 
et R^̂  ont la forme (A.l) et peuvent êtte calculés avec la 
méthode précitée. 

Pour la deuxième opération, soit x, n'importe laquelle 
des variables de régression contenues dans X. Notons les 
extensions de prévision requises x^ ^, dans le cas de /= 1, 
2,..., m. Posons l'opérateur ô(fi) = 1 -ô,fi -... - 5^5 '', et 
notons f^^i l'extension de prévision de ô(fî)j:j = r̂  à 
l'époque n + / {r„.,i est un élément de Rp). Les extensions x^ ^, 
sont déterminées par calcul itératif comme suit: 

Xn*l = ^lX„*l-l^-^^dXn.l-d^^.l' pour 1 = '^'-,^, 

où x„.=x„^ • si /• <. 0. 
Les extensions requises d'exttapolation réttospective x, 

sont notées JCj _, dans le cas de /= 1,.... m. Ces extensions 
sont également obtenues par des calculs récurrents, à partir 
de l'équation aux différences finies ô(fl)x, = f,, en 
résolvant ;c, _, dans l'expression 

^d*l-l ^^l^d-l^ ^^d^l-l^^d.l.l 

et en reportant les extrapolations réttospectives calculées 
précédemment. Ainsi 

AE *B (A.1) 
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- 1 / -
X\-i ^d^Xj^i^i o^XJ_l ... Oj_yX2.i ' • j t i - / ) ' 

pour / = 1, ...,m. 

ou X •• jCj . lorsque ; ^ 0. 
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Le choix des produits pour l'indice des prix à la consommation: 
le seuil d'inclusion par opposition au sondage probabiliste 

JAN DE HAAN, EDDY OPPERDOES et CECILE M. SCHUT' 

RÉSUMÉ 

La plupart des bureaux de la statistique utilisent des techniques non probabilistes pour choisir l'échantillon de produits dont 
les prix permettent de calculer les indices des prix à la consommation. Aux Pays-Bas, comme dans beaucoup d'autres pays, 
ce genre de sondage raisonné se rapproche en quelque sorte de la sélection par seuil d'inclusion, une bonne partie de la 
population (normalement les produits suscitant le moins de dépenses) étant délibérément exclue des observations. Bien 
sûr, cette méthode donne lieu à des chiffres biaises pour l'indice des prix. On peut se demander si un échantillonnage 
probabiliste donnerait de meilleurs résultats quant à l'erreur quadratique moyenne. Les auteurs ont considéré 
l'échantillonnage aléatoire simple, l'échantillonnage stiatifié et l'échantillonnage systématique proportionnel aux dépenses. 
Ils ont mené des simulations de Monte Carlo à l'aide de données de lecture optique pour le café, les couches de bébés et 
le papier hygiénique afin d'évaluer le rendement des quatre plans d'échantillonnage. Il est assez surprenant de constater 
que la sélection par seuil d'inclusion est une bonne stratégie d'échantillonnage des produits pour l'indice des prix à la 
consommation. 

MOTS CLÉS: Indice de prix de Laspeyres; simulation de Monte Carlo; échantillonnage; données de lecture optique; biais 
de substitution. 

1. INTRODUCTION 

Les non-initiés pourtaient croire que la mesure de 
l'inflation est une tâche facile: il suffit de visiter des maga­
sins, de recueillir une foule de prix et d'en établir la 
moyenne. Toutefois, les statisticiens chargés de calculer 
l'indice des prix à la consommation (IPC), la mesure la plus 
répandue de l'inflation, doivent surmonter de nombreux 
problèmes théoriques et pratiques. Dans la plupart des 
pays, riPC est essentiellement un indice de prix de 
Laspeyres. Cet indice établit le poids des indices de prix 
partiels des divers produits selon des proportions de 
dépenses fixes pour une période de référence. D faut des 
procédures d'échantillonnage pour estimer la valeur de la 
population. Idéalement, l'erteur quadratique moyenne de 
l'estimateur est minimisée. La formule de l'indice de 
Laspeyres est extrêmement simple, mais les procédures 
d'estimation appliquées à l'IPC en font une statistique 
relativement complexe. Décrite de façon stylisée, l'esti­
mation comporte ttois types d'échantiUons. Un échantillon 
des ménages participant à l'enquête sur les dépenses permet 
d'estimer le poids des dépenses par groupe de produits. 
Pour chaque groupe de produits, on choisit un échantillon 
de marchandises (produits). On recueille le prix de ces 
articles pour un échantillon de points de vente. 

Les auteurs du présent article se penchent sur l'échantil­
lonnage des produits. Il existe seulement quelques bureaux 
de la statistique, par exemple le Bureau of Labor Statistics 
des États-Unis, qui utiUsent un échantiUonnage probabiliste 
pour choisir les produits dont le prix sera calculé. La 
plupart des auttes bureaux, y compris Statistique Pays-Bas, 
font appel au raisonnement de spécialistes travaillant au 

bureau central afin de déterminer quels produits devraient 
représenter le groupe de marchandises. Dans le passé, on 
a pu justifier cette méthode en soulignant l'absence de 
bases de sondage appropriées. Compte tenu cependant de 
l'automatisation de plus en plus poussée du commerce de 
détail, des registres de biens de consommation sont de plus 
en plus accessibles, de sorte qu'un échantillonnage probabi­
liste est possible. Toutefois, avant de passer à une nouvelle 
sttatégie d'échantillonnage, il est bon d'examiner d'autres 
possibilités afin d'évaluer leur effet sur l'exactitude des 
indices de prix estimatifs. Il s'agit de déterminer si les 
méthodes actuelles de sélection non probabiliste donnent 
des résultats qui, relativement à l'erreur quadratique 
moyenne, sont inférieurs à ceux des techniques probabi­
listes. C'est là le thème principal du présent article. Des 
études de simulation ont été menées pour trois groupes de 
produits, c'est-à-dire le café, les couches jetables de bébés 
et le papier hygiénique. 

n n'y a pas si longtemps, le calcul empirique des indices 
de prix était d'autant plus difficile que les données haute­
ment désagrégées sur les dépenses et les quantités au niveau 
des points de vente étaient inexistantes ou tout au plus 
accessibles pour de petits échantillons. De nos jours, des 
compagnies d'études de marché ont réussi à établir de 
vastes bases de microdonnées sur la vente de biens de 
consommation, en particulier dans le secteur des produits 
de grande consommation. Il s'agit de données obtenues par 
balayage électronique (lecture optique d'un code à bartes 
ou inscription d'un code à bartes à la caisse). Bradley, 
Cook, Leaver et Moulton (1997) présentent un aperçu des 
appUcations possibles des données de lecture optique pour 
le calcul de l'IPC. Le traitement de grandes bases de 
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données de lecture optique est une tâche assez fastidieuse. 
Pour ce qui est du calcul de l'IPC, c'est peut-être un 
obstacle à son appUcation pour le moment. Toutefois, les 
données de lecture optique représentent certainement une 
riche source de renseignements pour les analyses empiri­
ques. Les données de lecture optique permettent non seule­
ment d'examiner l'échantillonnage, mais aussi de calculer 
les indices de prix en fonction de différentes formules. 
L'indice de prix de Laspeyres (poids fixe) ne tient pas 
compte des réactions des ménages aux changements de 
prix. Les auteurs ont donc examiné le degré de biais des 
indices de prix de Laspeyres (population) pour les 
trois groupes de produits relativement à l'indice de prix de 
Fisher, qui lui tient compte de la substitution des produits. 

On trouvera à la section 2 un aperçu des données de 
lecture optique utilisées par les auteurs. À la section 3, il 
est question de quatre plans d'échantillonnage de produits. 
Trois d'entre eux (l'échantillonnage aléatoire simple, 
l'échantillonnage stratifié et l'échantillonnage propor­
tionnel à la taille) relèvent de techniques probabilistes, 
tandis que le quatrième (échantillonnage par seuil d'inclu­
sion) relève d'une méthode raisonnée qui reflète la stratégie 
officielle des Pays-Bas. La section 4 décrit les expériences 
de Monte Carlo utilisées par les auteurs pour déterminer 
l'exactitude des indices de prix des groupes de produits 
estimés à l'aide des plans d'échantillonnage mentionnés. La 
section 5 traite de l'utilisation des indices de Fisher pour 
des produits et des groupes de produits. U y est question du 
biais de substitution intra-groupe des indices de prix de 
Laspeyres (groupes de produits). À la section 6, enfin, les 
résultats sont résumés et discutés. 

2. DONNÉES DE LECTURE OPTIQUE 
(CODE À BARRES) 

2.1 Aperçu 

En Europe, les produits Usibles optiquement sont définis 
en fonction du numéro européen des articles (NEA). Les 
fabricants devraient attribuer un seul NEA à chaque variété, 
taille et type d'emballage d'un produit. Il en résulte 
deux phénomènes. Premièrement, les NEA changent 
parfois très rapidement, par exemple à cause d'un nouvel 
emballage. Bien sûr, il est alors difficile de suivre l'évolu­
tion d'un article. Deuxièmement, certains NEA comportent 
des données négligeables. Il semble que le système de 
classification soit trop détaillé; ce qui représente en réalité 
un article donne Ueu à une multitude d'articles classés. 
Dans une étude fondée sur des données de lecture optique 
pour le café, Reinsdorf (1995) a trouvé que des articles 
pratiquement identiques portaient parfois un CUP (code 
universel des produits des États-Unis) différent. Une 
certaine agrégation relativement aux NEA est nécessaire. 
Heureusement, les séries de données de lecture optique 
englobent plusieurs caractéristiques de produits comme le 
nom commercial et le sous-nom. Les NEA comportant des 

caractéristiques de produits identiques sont traités ici 
comme un seul article. Si le nombre de caractéristiques est 
insuffisant, il existe bien sûr un risque de suragrégation, 
c'est-à-dire de regroupement d'articles hétérogènes. 

De la société A.C. Nielsen (Nederland), nous avons reçu 
des séries de données de lecture optique sur les chiffres de 
vente hebdomadaires du café, des couches jetables de bébés 
et du papier hygiénique dans des supermarchés. Les séries 
de données initiales comportaient 320, 569 et 294 NEA, 
respectivement. Pour chaque NEA, nous avions le nombre 
d'embaUages vendus et la valeur cortespondante, de même 
que plusieurs caractéristiques des produits et des points de 
vente. Les prix n'étaient pas indiqués; les prix moyens 
(valeurs unitaires) ont dû être calculés à partir des valeurs 
et des quantités. Les données sur la vente de café couvraient 
une période de deux ans et demi, depuis la première 
semaine de 1994 jusqu'à la vingt-quatrième semaine de 
1996, pour un échantillon de 20 supermarchés situés dans 
une région urbaine néerlandaise non connue des auteurs. 
Les données sur la vente des deux autres produits se 
rapportaient à un échantillon de 149 magasins répartis dans 
l'ensemble du pays et couvraient une période de deux ans, 
depuis la première semaine de 1995 jusqu'à la cinquante-
deuxième semaine de 1996 inclusivement. 

Par souci de simplification, nous avons supprimé les 
marques moins importantes. Dans le cas du café, seules les 
15 marques se vendant le tnieux durant toute la période 
d'observation ont été retenues parmi les 55 marques 
vendues. Après l'étape d'agrégation des NEA comportant 
des caractéristiques de produits identiques, nous avons 
limité la population aux articles vendus au cours de l'année 
de référence 1994 et durant chaque mois par après de façon 
à constituer une série de données complètes pour chaque 
mois. Nous avons ainsi obtenu 68 produits (à l'exclusion 
des graines de café), dont 40 produits de café moulu (y 
compris le café décaféiné) et 28 articles de café instantané, 
représentant 94,5% des dépenses totales en café pour 
l'année de référence dans le fichier initial. Pour ce qui est 
des couches et du papier hygiénique (à l'exclusion du 
papier hygiénique humide), nous avons éliminé les marques 
dont le chiffre des ventes représentait moins de 1% du total. 
De plus, nous avons retenu uniquement les articles vendus 
pendant l'année de référence 1995 et au moins huit mois 
par après. Nous avons ainsi obtenu 58 produits de couches 
et 70 produits de papier hygiénique, représentant 90% et 
86% respectivement du total des dépenses de 1995 dans les 
fichiers initiaux. 

2.2 Statistiques descriptives 

L'aspect le plus surprenant des articles de dépense est 
l'asymétrie de la distribution. La figure 1 indique l'inéga­
lité des dépenses de la période de référence dans nos 
fichiers de données rajustés à l'aide de courbes dites de 
Lorenz. Le total cumulatif des dépenses figure en ordonnée, 
tandis que le nombre cumulatif de produits figure en 
abscisse, en pourcentage dans les deux cas. Les produits 
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sont triés dans l'ordre croissant des dépenses. En cas de 
dépenses égales, les courbes de Lorenz décrivent une diago­
nale. Plus la répartition est inégale et plus sa position est 
inférieure. La distribution des articles de dépense pour le 
café est très inégale, les trois articles les plus importants 
représentant plus de la moitié du total des dépenses en café 
pour l'année de référence (1994). Pour ce qui est des 
couches de bébés et du papier hygiénique, les six et 
huit articles les plus importants, respectivement, repré­
sentent près de la moitié du total des dépenses pour l'année 
de référence (1995). 

La figure 2 fournit des chiffres d'indice de valeurs uni­
taires, c'est-à-dire le changement de valeur par embaUage, 
peu importe la quantité, le nom commercial, le type, etc. 
pour tous les points de vente. On y trouve une première 
indication du changement de «prix» au cours de la période 
à l'étude. Pour le café, une baisse remarquable a été obser­
vée au cours du deuxième semestte de 1995 à la suite d'une 
forte hausse des prix survenue en 1994 à cause de 
mauvaises récoltes au Brésil. Le prix du café est largement 
déterminé par le prix des graines de café sur le marché 
mondial. Nous n'avons trouvé aucune différence appré­
ciable de changemerit de prix d'un point de vente à l'autre. 
Les couches de bébés font exception à cet égard. Une forte 
concurrence sévissait entre les différents producteurs (ce 
qui explique peut-être le déclin des valeurs unitaires en 
1996), tandis que les rabais et autres mesures spéciales 
étaient fréquents. Par conséquent, la valeur unitaire pour 
tous les produits et points de vente donne un aperçu inexact 
du changement de prix agrégé des couches de bébés. 

3. ESTIMATION DES INDICES DE 
PRIX DE TYPE LASPEYRES 

Nous présentons d'abord des éléments de notation. Soit 
A, le groupe de marchandises constitué d'un nombre fini N 
de marchandises (produits); geA signifie que le produit g 
appartient au groupe A. A est supposé fixe dans le temps. 
En réalité, ce n'est pas vrai: certains produits disparaissent 
du marché, tandis que d'autres y apparaissent. À court 
terme, toutefois, l'hypothèse de groupes de produits 
constants semble raisonnable. À noter que notre fichier de 
données initial a été rajusté en conséquence, car nous 
voulions considérer uniquement l'aspect de l'échantil­
lonnage. L'indice de prix de Laspeyres (poids fixe) pour le 
groupe de marchandises A au cours de la période t est 

P ' = 
/-^ g g 
geA 

geA 

(1) 

les 
0 

où p' désigne l'indice de prix du produit g, e^ 
dépenses pour g au cours de la période de référence 0 et w 
la part de dépenses correspondante de g au sein du groupe 
de produits A. Au cours de la période de référence, un 
échantillon A de taille fixe n est tiré de A. Puisque A est 
supposé fixe dans le temps, il semble naturel que A soit fixe 
également. 
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Figure 1. Distribution des articles de dépense pour l'année de référence 
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0,9 

0,8 

Figure 2. Chiffres d'indice de valeurs unitaires (1994=100 pour le café, 1995=100 pour les couches de bébés et le 
papier hygiénique) 

3.1 Échantillonnage aléatoire simple 

L'échantillonnage probabiliste renvoie à des situations 
comportant une probabilité connue de sélection de tous les 
échantillons éventuels. Pour l'échantillonnage aléatoire 
simple (sans remise), il existe une probabilité égale de 
sélection de tous les échantillons éventuels. L'estimateur 

dépenses moyennes pour la période de référence exprimé 
sous forme de prix pour la période / et 0, et p' est le 
coefficient de cortélation entte les dépenses moyennes pour 
la période de référence en prix de ? et 0 (présumé de signe 
positif). Le choix de P'^ au lieu de P\ s'explique donc par 
le fait que le premier bénéficie du caractère panel de 
'échantillon; pour p'> l/(2p'). une réduction appréciable 

de Horvitz-Thompson P\ = {NIn)Y^ x'^ P ' n'est pas de la variance est attendue. La variance de Pt 
biaisé pour P ', c'est-à-dire que £(P'^) = P ' où l'espérance 
E{.) désigne la moyenne de tous les échantillons éventuels 
pour un plan d'échantillon donné, dans le cas présent un 
échantillonnage aléatoire simple. Malgré son caractère non 
biaisé, P\ ne sera pas utilisé dans la pratique à cause de 
deux propriétés indésirables. Premièrement, si les indices 
de prix de tous les produits échantillonnés sont égaux, 
l'indice du groupe de produits estimatif diffère de cette 
valeur-là, à moins que la population et les moyennes empi­
riques des dépenses ne coïncident. Les personnes qui 
calculent les indices de prix n'apprécient probablement pas 
cet aspect. Deuxièmement, et surtout, P\ manifeste inévita­
blement une variance d'échantillonnage exttaordi nairement 
grande. Afin de surmonter ces deux difficultés, on prépare 
une estimation de P ' en établissant des estimateurs non 
biaises du numérateur et du dénominateur: 

p' = 
{Nln)Y e^Pg 

geÂ 

{Nln)Y ' 
E 
geA 

'Ont 
^^gPg' (2) 

geA 

OÙ Wg est la part de dépenses du produit g de l'échantillon. 
À l'aide d'une linéarisation de Taylor de premier ordre 
(Sâmdal, Swensson et Wretman 1992, pp. 172-176), on 
peut écrire la variance de P'g sous la forme 

V{P'B) = V{P'^) - {P ')'(2p'p' - l){ay, 

où a° désigne le coefficient de variation ou l'erteur type 
relative de la moyenne empirique des dépenses pour l'année 
de référence, p' est le rapport des erteurs types relatives des 

également s'exprimer comme suit: 

V{P'B) 
1 - / Â ^ 

n N- l geA 
w. ')HP;-P')\ 

peut 

(3) 

que l'on peut estimer à l'aide de données d'échantillon à la 
condition que la fraction de sondage f= nIN soit connue. 
Cette formule, déjà mentionnée par BaUc (1989), montre 
que la variance dépend de la dispersion intra-groupe des 
indices de prix des produits. Par conséquent, on pourrait 
réduire la variance soit en établissant des groupes de 
produits comportant des changements de prix semblables, 
soit en élargissant l'échantillon. Sâmdal et coU. (1992, 
p. 176) font remarquer toutefois que la méthode de linéari­
sation de Taylor risque d'entraîner une sous-estimation de 
la variance pour des échantillons qui ne sont pas très 
grands. Les échantillons de produits de l'IPC sont générale­
ment assez petits. Pour certains groupes de produits, il n'y 
a parfois qu'un ou deux produits représentatifs. Ainsi, en 
plus d'être instable, comportant elle-même une grande 
variance, la variance sera probablement sous-estimée si elle 
se fonde sur (3). 

À noter que l'estimateur P'g, du fait qu'U est un rapport, 
subit pour de petits échantillons un biais à peu près égal à 
o(l/n). On peut facilement vérifier que sa valeur absolue 
\B{P'B)\ <,a^^V{P'g). Si o° est petit, par exemple inférieur 
à 0,1, le biais de P\ peut sans danger êtte considéré comme 
négUgeable relativement à son erteur type. Par contte, pour 
un petit échantiUon de produits et une grande variabilité des 
dépenses pour la période de référence, o" peut facilement 
dépasser 0,1 de beaucoup. À noter également qu'il est peu 
probable que l'IPC pour tous les produits soit biaisé dans 



Techniques d'enquête, juin 1999 37 

une large mesure à cause de cela, puisque le biais est une 
moyenne (pondérée) de biais positifs et négatifs de 
différents indices de groupes de produits. 

3.2 Échantillonnage proportionnel à la taille 

L'échantillonnage proportionnel à la taille a ceci d'avan­
tageux que les produits les plus importants ont une bonne 
chance d'être sélectionnés. Nous nous Umitons ici à 
l'échantiUonage de taille fixe sans remise, car ce semble 
être la méthode la plus probable en cas d'échantillonnage 
proportionnel à la taille du produit (voir par exemple le cas 
suédois décrit par Dalén et Ohlsson 1995). Les dépenses 
pour la période de référence nous servent de mesure de la 
taille; la probabilité d'inclusion de premier ordre requise 
pour le produit g est n = ne^le° = «w°, où e° = Y ,,e°. 
Il s ensuit que y^^ÂPUr est un estimateur non biaisé de 

L'échantillonnage proportionnel à la taille sans remise, 
combiné à l'estimateur de Horvitz-Thompson ou n, 
s'appelle parfois l'échantillonnage ptJi. La plupart des 
schémas existants pour l'échantillonnage ptTt de taille fixe 
sont de type tirage-progressif et passablement compliqués. 
Nous allons donc nous en tenir plutôt à une sélection ptn 
systématique. On peut décrire ce schéma en imaginant que 
les dépenses e^{geA) sont étalées de façon cumulative et 
horizontalement, depuis l'origine jusqu'à e^. Un nombre 
réel est choisi de façon aléatoire dans l'intervalle (0, e °//z], 
et nous continuons systématiquement en prenant les 
produits g identifiés par des points séparés par la distance 
constante e^ln. Cette méthode fournit exactement la taille 
d'échantillon souhaitée. Pour des groupes de marchandises 
comportant une grande variation des dépenses pour la 
période de référence, il n'est pas toujours possible de tirer 
un échantillon de produits strictement proportionnel aux 
dépenses. Bien sûr, n <.l doit être respecté pour tous les 
g. Si n> l et si certaines valeurs e^ sont extrêmement 
grandes, il est possible que pour certains produits 
ne g le^>l, ce qui va à l'encontre de l'exigence TI :s 1. La 
difficulté est surmontée comme suit. Les N proauits sont 
rangés dans l'ordre descendant des dépenses. D'abord, si 
e^>e^ln, nous prenons TIJ = 1. Ensuite, si gj > 
(e° - e, )/(« - 1), nous prenons également Jij = 1. La 
procédure est répétée jusqu'à ce que l'exigence d'un 
échantillonnage proportionnel aux dépenses pour la période 
de référence soit respectée pour tous les produits qui 
restent. Notte sttatégie récursive diffère quelque peu de la 
méthode proposé par Sâmdal et coll. (1992, p. 90), qui 
suggèrent de prendre n = 1 pour tous les g comportant 
gg >e°ln. Dans nos fichiers de données, cela enttaînerait 
des nombres inutilement grands des produits comportant 
Jt = 1. Le sous- groupe A^ de produits comportant les 
dépenses les plus élevées pour la période de référence, qui 
est choisi avec certitude, s'appelle la partie auto-sélection 
de l'échantillon. À partir du sous-groupe A^ à faibles 
dépenses qui reste, on tire un échantillon A^ de taille n^ 
strictement proportionnel aux dépenses. L'estimateur non 

biaisé qui en résulte est une moyenne pondérée en fonction 
des dépenses de P'{H), l'indice de prix de Laspeyres 
(population) de A^, et de ^̂ gÂ P'gl'^L' l'indice de prix 
estimatif de A, 

r 

3.3 Échantillonnage stratifié 

L'échantillonnage aléatoire simple offre un avantage 
évident relativement à l'échantillonnage proportionnel aux 
dépenses: en effet, à part l'utilisation d'un registre de 
produits comme base de sondage, aucune autre donnée 
n'est nécessaire (voir aussi Balk 1994). En présence 
d'articles de dépense à distribution très inégale, il y a de 
fortes chances que les chefs de file du marché se trouvent 
hors de l'échantillon, situation qui est intuitivement jugée 
indésirable. Nous estimons qu'il serait effectivement préfé­
rable qu'ils soient sélectionnés. Rappelons que la variance 
de l'indice de prix des groupes de produits dans le cadre de 
l'échantillonnage aléatoire simple dépend de la dispersion 
intra-groupe des indices de prix des produits. La variance 
pourtait être réduite s'il était possible de stratifier le groupe 
de produits en sous-groupes homogènes en fonction des 
changements de prix. Toutefois, les changements de prix 
des produits ne sont pas connus d'avance. Une autre façon 
de réduire la variance serait de stratifier le groupe de 
produits en deux sous-groupes, le premier (A^) comportant 
de fortes dépenses pour la période de référence, que l'on 
observe intégralement, l'autre (A^) comportant de faibles 
dépenses, dont on tire un échantiUon aléatoire Â^. Le 
nouvel estimateur de l'indice de prix des groupes de 
produits est une moyenne pondérée en fonction des 
dépenses de P'g{L), l'indice de Laspeyres du sous-groupe 
à faibles dépenses, estimé en conformité avec (2), et de 
P ' ( / / ) . Sa variance d'échantillonnage est de (1 -x^)^ 
V[P'g{L)], où Zfj est la partie dépenses de A^ dans A. 
Cette méthode ne réduit pas nécessairement la variance de 
l'indice de prix estimatif, mais elle la réduit probablement 
dans certaines circonstances. La variance du nouvel 
estimateur sera plus faible que la variance de P'g lorsque 

1 - T ^ < 
e.t.(P;) 

e.t.[P^(L)]' 
(4) 

où e.t.(.) désigne l'erteur-type. L'inégaUté (4) est présumée 
intacte si les articles de dépense sont distribués de façon 
extrêmement inégale, puisque 1 - x^ devient alors nette­
ment inférieur à 1. D est possible que la stratification soit 
particulièrement productive à mesure que la taille globale 
de l'échantillon n augmente. 

Le choix de x̂^ et donc de la taille Af̂  de la strate «à 
tirage complet» A^ est un peu difficile. Il serait préférable 
d'avoir un certain critère d'optimalité afin de minimiser la 
variance. Toutefois, puisque les changements de prix des 
produits ne sont pas connus d'avance et que les tendances 
antérieures ne permettent pas une prévision très exacte des 
futurs changements de prix, il n'est guère possible de 
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calculer la taille optimale de A^. Pour l'analyse empirique, 
nous ferons l'essai de deux tailles d'échantillon relatives 
^H ^ A/^/" de A^, c'est-à-dire A,̂  = 1/3 et X.̂  = 2/3. Ces 
valeurs pennettent d'indiquer clairement le rendement. 

3.4 Échantillonnage par seuil d'inclusion 

Lorsque la taille de l'échantiUon est ttès petite, il semble 
assez probable qu'une stratification fondée sur l.^ = 2/3 
donnera une erteur type plus grande de l'indice de prix esti­
matif qu'une stratification fondée sur X,̂  = 1/3. Qu'arrive-
t-il si Aĵ  n'est pas observé du tout, de sorte que X̂  = 1 et 
donc n =Nfjl Nous aurions alors recours à un échantil­
lonnage par seuil d'inclusion (de type spécial). L'esti­
mation de l'indice de prix des groupes de produits se fonde 
simplement sur P'(. = P '{H). Dès lors tous les gsA^ ont 
une probabiUté d'inclusion de 1, tandis que tous les geA^ 
ont une probabiUté d'inclusion nulle (Sâmdal et coll. 1992, 
pp. 531-533). Puisque nous savons exactement quels 
produits seront choisis, il n'y a rien d'aléatoire et la 
variance d'échantillonnage du P'^. est nulle par définition; 
Le biais correspond à l'erteur réelle, c'est-à-dire à la 
différence entre la valeur estimée et l'indice de population 
véritable 

P'c-P' = {l-x„)[P'{H)-P-{L)]. (5) 

Lorsque la distribution des articles de dépense est extrême­
ment inégale, même une petite taille d'échantillon peut 
entraîner une grande valeur de x^. Dans un tel cas, une 
estimation par seuil d'inclusion peut donner de meilleurs 
résultats que la sttatification, relativement à l'erteur quadra­
tique moyenne. Nous avons le choix de fixer le taux 
d'inclusion x^, de façon que la taiUe de l'échantillon n soit 
déterminée par x^, ou de fixer la taille de l'échantillon, et 
alors x^ dépend du choix de n. Nous avons retenu cette 
demière possibilité puisque les plans d'échantiUonnage à 
taille fixe sont un outil répandu pour la sélection des 
produits de l'IPC, et parce que cela permet une compa­
raison appropriée à d'autres plans à taille fixe. 

Le recours à des procédures de seuil d'inclusion est 
justifié du fait que i) les frais d'établissement d'une base de 
sondage fiable pour l'ensemble de la population sont trop 
élevés et que ii) le biais est jugé négUgeable. Bien sûr, 
l'hypothèse ii) ne peut pas être véfiriée en général. 
Néanmoins, l'exclusion délibérée d'une partie de la popu­
lation cible du tirage de l'échantillon peut donner des 
résultats satisfaisants sous réserve de cortections appro­
priées. Statistique Pays-Bas fait appel à un échantiUonnage 
par seuil d'inclusion pour diverses autres enquêtes-
entreprises, par exemple pour la statistique de la production 
et du commerce étranger, de très petites entreprises restant 
inobservées. Quant aux comptes nationaux néerlandais, 
pour lesquels les données sur la production et le commerce 
éttanger sont un inttant important, on étabUt des estimations 
expUcites pour les petites entreprises. La méthode du seuil 

d'inclusion pour la sélection des produits de l'IPC, par 
contte, n'apporte pas de cortection pour les produits exclus. 
La question du coût mise à part, on défend parfois cette 
méthode du fait que, au moins à long terme, les change­
ments de prix des produits moins importants ne diffèrent 
pas tellement de ceux des chefs de file du marché pour la 
même catégorie de produits à cause de la structure analogue 
des coûts de production. 

4. ESTIMATION EMPIRIQUE 

4.1 Simulation de Monte Carlo 

Exception faite pour la sélection par seuil d'inclusion, il 
est difficile de ttouver des mesures fiables des disttibutions 
d'échantillonnage fondées sur un seul échantillon. Pour ce 
qui est de l'échantillonnage aléatoire simple, l'estimateur 
P'(. comporte un biais inconnu, tandis que l'estimation de 
la variance fondée sur les techniques de linéarisation de 
Taylor donne des résultats inexacts parce que les échan­
tillons de produits de l'IPC sont généralement très petits. 
L'échantillonnage ptn systématique pose la difficulté du 
choix d'une méthode d'estimation de la variance de l'esti­
mateur puisque les probabilités d'inclusion de second ordre 
sont inconnues. Afin d'obtenir la distribution d'échantil­
lonnage exacte, il faudrait considérer tous les échantillons 
A qui sont possibles pour un certain plan d'échantillonnage. 
Pour chaque A la probabilité de sélection de A et la valeur 
estimative de l'indice de prix des groupes de marchandises 
doivent êtte connues si l'on veut calculer la valeur attendue, 
le biais et la variance de l'estimateur de façon exacte. Or 
cela est pratiquement impossible à cause du nombre extrê­
mement grand d'échantillons possibles. Afin de décrire la 
distribution d'échantillonnage, nous menons donc des simu­
lations de Monte Carlo. Un grand nombre d'échantillons K 
est tiré de la (même) population A en fonction du plan 
choisi et, pour chaque échantillon, on calcule l'estimation. 
Si K est assez grand, la distribution des K estimations se 
rapproche étroitement de la distribution d'échantillonnage 
exacte. Soit Pj^, le résultat du k-ième échantillon pour un 
certain plan d'échantillonnage. Dès lors 

1 
P'-i;EP'k 

K k = l 

est une estimation non biaisée de la valeur attendue E{P'). 
Nous calculons alors 

P'-p; 
qui est une estimation non biaisée du biais B{P'); 

K 

S^ = 1 
•E(P'k-p')'' 

K-Iltfi 
qui est une estimation non biaisée de la variance V{P'); et 

^{P'-P'f^sl, 
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qui représente une estimation à peu près non biaisée de la 
racine de l'erreur quadratique moyenne (reqm) de P'. 
Sâmdal et coll. (1992, p. 280) font remarquer que 
l'imperfection résultant du nombre fini de répétitions est 
plus sérieuse dans le cas d'une mesure de la variance... que 
dans le cas de mesures calculées comme moyennes. 

4.2 Résultats 

Des simulations de Monte Carlo ont été effectuées avec 
trois tailles d'échantiUon: n=3, n=6 et n=12. Le nombre de 
répétitions {K) par expérience a été fixé à 500 000. Le 
tableau 1 fournit les résultats pour le café en janvier 1995 
(1994=100), tandis que les tableaux 2 et 3 foumissent les 
résultats pour les couches de bébés et le papier hygiénique, 
respectivement, en janvier 1996 (1995=100). Le choix de 
la formule qui permet d'agréger les observations de prix 
individuelles en un même indice de prix des produits est 
décrit à l'annexe. Pour ce qui est de la présente section, 
tous les indices de prix des produits sont calculés sous 
forme d'indices de valeurs unitaires pour tous les points de 
vente. L'échantillonnage aléatoire simple donne des 
résultats particulièrement médiocres. Ainsi, pour «=3, la 

véritable augmentation du prix du café (Laspeyres) de 
17,2 % est sous-estimée de 1,4 point. Jumelée à une erteur 
type de 5,1 points, la reqm représente 5,3 points, c'est-
à-dire près du tiers de l'augmentation véritable des prix. 
Même pour «=12, qui donne une fraction d'échantillonnage 
de 0,18 (valeur inhabituellement élevée dans la pratique), la 
reqm demeure néanmoins considérablement élevée. A 
noter que, comme prévu, le biais pour les petits échantiUons 
est réduit de moitié lorsque la taille de l'échantillon est 
doublée. La stratification fonctionne assez bien pour de 
grandes tailles d'échantillon, mais donne de piètres résultats 
pour n=3. Dans ce demier cas, la stratification fait 
augmenter la reqm comparativement à l'échantillonnage 
aléatoire simple pour les couches de bébés et le papier 
hygiénique lorsque /V^ = 2 (c'est-à-dire lorsque A,̂  = 2/3). 
Notre plan probabiliste préféré serait un échantillonnage 
systématique proportionnel aux dépenses parce que les 
estimations ne sont pas biaisées et que les erteurs types sont 
relativement faibles. Le résultat le plus surprenant est sans 
doute le bon rendement de la sélection par seuil d'inclusion. 
Sauf pour n=3 et /i=6 dans le cas des couches de bébés, 
cette méthode donne les meilleurs résultats. 

Tableau 1 
Chiffres estimatifs de l'indice de prix de Laspeyres pour le café (1994=100), Janvier 1995 (A/=68) 

Plan 
d'échantillonnage 

A.S. *) 

ptTt 

Stratifié 

X„ = 1/3 

l„ = 2/3 

Seuil d'inclusion 

valeur 
attendue 

115,7 

117,2 

116,4 

115,6 

117,0 

n -

e.t. 

5,1 

2,2 

3,9 

4,5 

0 

= 3 

biais 

-1,4 

0 

-0,7 

-1,5 

-0,2 

reqm 

5,3 

2,2 

4,0 

4,7 

0,2 

valeur 
attendue 

116,4 

117,2 

116,6 

116,4 

117,2 

n --

e.t. 

3,4 

1,3 

2,3 

2,5 

0 

= 6 

biais 

-0,7 

0 

-0,5 

-0,7 

0,0 

reqm 

3,5 

1,3 

2,3 

2,6 

0,0 

valeur 
attendue 

116,7 

117,2 

117,0 

117,0 

117,5 

n = 

e.t. 

2,3 

0,7 

1,2 

1,1 

0 

12 

biais 

-0,4 

0 

-0,1 

-0,2 

0,3 

reqm 

2,3 

0,7 

1,2 

1,1 

0,3 

*) Aléatoire simple 

Tableau 2 
Chiffres estimatifs de l'indice de prix de Laspeyres pour les couches de bébés (1995=100), Janvier 1996 (A'=58) 

Plan 
d'échantillonnage 

A.S. 

ptJt 

Stratifié 

X„ = 1/3 

\fj = 2l3 

Seuil d'inclusion 

valeur 
attendue 

99,4 

97,2 

98,9 

98,3 

92,0 

n --

e.t. 

5,0 

2,8 

5,0 

5,8 

0 

= 3 

biais 

2,3 

0 

1,8 

1,1 

-5,1 

reqm 

5,5 

2,8 

5,3 

5,9 

5,1 

valeur 
attendue 

98,7 

97,2 

98,1 

97,4 

93,4 

n --

e.t. 

3,9 

1,6 

3,3 

3,3 

0 

= 6 

biais 

1,5 

0 

1,0 

3,3 

-3,8 

reqm 

4,2 

1,6 

3,4 

3,3 

3,8 

valeur 
attendue 

97,9 

97,2 

97,4 

97,0 

95,5 

n = 

e.t. 

2,9 

1,5 

1,7 

1,6 

0 

12 

biais 

0,8 

0 

0,2 

-0,2 

-1,6 

reqm 

3,0 

1,5 

1,7 

1,6 

1,6 
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Tableau 3 
Chiffres estimatifs de l'indice de prix de Laspeyres pour le papier hygiénique (1995=100), Janvier 1996 (̂ ^=70) 

Plan 

d'échantillonnage 

A.S. 

ptTt 

Stratifié 

X„ = 1/3 

l.„ = 2/3 

Seuil d'inclusion 

25 -

20 -

15 -

10 -

5 -

0 -
"07 ' o;8 

valeur 
attendue 

103,9 

103,9 

103,5 

103,7 

105,0 

' o!&*i' 

/ i = 3 

e.t. biais 

4,5 0,1 
3,4 0 

4,3 -0,3 

4,6 -0,2 

0 1,1 

^ 

l • 

V '"" 
•' \ 

reqm valeur 

4,5 
3,4 

4,3 

4,6 

1,1 

9507 

-9606 

*̂  

' i|i ' iV ' 1,̂3 ' i; 

Café(1994=10( 3) 

attendue 

103,9 

103,9 

103,7 

104,2 

104,0 

4 

e.t. 

3,5 

1,8 

3,2 

3,4 

0 

« = 6 

biais 

-0,1 
0 

-0,1 

0,4 

0,1 

lo -
16-

14-

12-

10-

8 -

6 -

4-

2 

0 • 
^. ^ 

r-~ 
c 3 

reqm 

3,5 

1,8 

3,2 

3,4 

0,1 

;• 

"•i *̂' 1 
00 CD 
O O 

valeur 
attendue 

103,9 

103,9 

104,0 

103,9 

104,0 

f ~ \ 

ri 
• \ 

/ \ y 

n = n 
e.t. 

2,6 

1,2 

2,1 

1,6 

0 

biais reqm 

0,1 
0,C 

0,1 

0,C 

0,1 

\ 

\ 
ï*.x 

T— 

\ 
V . . . • 

Cvl 

' -

2,6 
» 1,2 

2,1 

1,6 

0,1 

Couches de bébé (1995=100) 
Figure 3. Distribution de fréquences des chiffres des indices de prix des produits 

Pour le café, nous avons également fait l'essai d'un autte 
type d'échantiUonnage sttatifié. La population globale des 
produits a été divisée en café moulu et en café instantané et 
nous avons tiré de chaque sttate des échantillons aléatoires. 
Même si les changements de prix du café instantané sont 
lissés et prennent du retard comparativement au café moulu, 
les résultats de Monte Carlo obtenus à l'aide de l'échantil­
lonnage stratifié sont semblables à ceux d'un échantil­
lonnage non sttatifié pour l'ensemble des quatre méthodes 
d'échantillonnage. Cela va à l'encontre de résultats anté­
rieurs (voir de Haan et Opperdoes 1997a). Il en est ainsi 
parce que nous avons supprimé certains produits de café 
instantané pour cette étude afin d'obtenir un fichier complet 
de données pour chaque mois; en fin de compte nous avons 
obtenu une fraction mineure (8%) de café instantané dans 
les dépenses totales de café pour l'année de référence. 

Il serait dangereux de tirer des conclusions au sujet du 
rendement des différents plans d'échantillonnage à partir de 
simulations pour un mois particulier car il est probable que 
les résultats dépendent de la distribution de fréquences des 
indices de prix des produits. La figure 3 montte ces distri­
butions pour le café et les couches de bébés pendant deux 
mois. Les deux distributions se déplacent vers la gauche, 
indiquant une baisse de la moyenne non pondérée. Autre­
ment, la distribution de fréquences pour le café demeure 
assez stable. Le profil de la courbe pour les couches, par 

contre, change considérablement; il y a eu accroissement de 
la variance des indices de produits. Des expériences de 
Monte Carlo ont été menées pour chaque mois de la période 
à l'étude. La figure 4 montre la reqm pour n=3. Le profil 
qui se dégage pour le café et le papier hygiénique est 
remarquablement robuste: la sélection par seuil d'inclusion 
est toujours la meilleure. Il semble que, pour de faibles 
tailles d'échantiUon, l'exclusion des produits moins 
importants n'a guère d'importance. C'est ce que de 
nombreux bureaux de la statistique ont compris depuis 
longtemps, sans avoir pu le vérifier de façon empirique 
jusqu'à présent. Le meilleur rendement de la sélection par 
seuil d'inclusion relativement à l'échantillonnage pro­
portionnel aux dépenses s'explique, dans le cas du papier 
hygiénique, en partie par le fait qu'il n'existe pas d'auto-
sélection pour ce demier schéma d'échantillonnage. Pour 
de grands échantillons, les résultats de la sélection par seuil 
d'inclusion et de l'échantillonnage proportionnel à la taille 
sont très semblables. Pour les couches de bébés, les 
résultats sont quelque peu différents. À cause de la grande 
volatilité des indices du produit, l'reqm varie considéra­
blement pour ce qui est de la sélection par seuil d'inclusion; 
elle semble se promener autour de la reqm provenant d'un 
échantillonnage systématique proportionnel aux dépenses. 
La forte variabilité de l'erteur peut être considérée comme 
un désavantage de la sélection par seuil d'inclusion. 
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Figure 4. Racine de l'erreur quadratique moyenne (reqm) des indices de prix de Laspeyres estimatifs 

5. UTILISATION DES INDICES DE FISHER 

5.1 Indices de produits de valeurs unitaires/ 
de Fisher 

À la section 4, les indices de prix des produits ont été 
calculés comme indices de valeurs unitaires pour tous les 
points de vente. Comme moyen d'évaluer l'effet du choix 
de la formule de l'indice de produits sur le résultat de 
l'étude de simulation, le tableau 4 compare les résultats de 

Monte Carlo pour n=3 d'après les chiffres de l'indice de 
produits de valeurs unitaires (comme dans les tableaux 1-3) 
et les chiffres de l'indice de prix de Fisher (on trouvera des 
détails à l'annexe). Pour le café, il n'y a guère de diffé­
rence. Pour les couches et le papier hygiénique, par contre, 
la reqm diminue lorsqu'on fait appel aux chiffres de l'indice 
de Fisher, surtout pour l'échantillonnage aléatoire simple. 
D en est ainsi parce que les indices de valeurs unitaires 
manifestent un comportement plus irtégulier. Si des types 
de couche ou de papier hygiénique physiquement 
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identiques sont jugés hétérogènes d'un point de vente à 
l'autre, de sorte que la formule de Fisher serait plus 
appropriée, le recours à des indices de valeurs unitaires 
entraîne une surestimation de la variabilité des prix des 
produits exceptionnellement petits et exagère le mauvais 
rendement de l'échantillonnage aléatoire simple. Il reste 
cependant que l'échantillonnage aléatoire simple ne 
fonctionne pas très bien. 

5.2 Biais de substitution intra-groupe 

De nombreux bureaux de la statistique et utilisateurs 
estiment que l'IPC devrait se rapprocher du véritable indice 
du coût de la vie. Cette notion théorique tirée de la micro­
économie sert à mesurer le changement, pour un consom­
mateur ou un ménage représentatif, des coûts minimaux 
nécessaires au maintien du même niveau de vie ou d'utilité. 
Puisque l'utilité ne se laisse pas mesurer, il convient de 
choisir une formule d'indice se rapprochant étroitement de 
la notion. Diewert (1976) a montré que (ce qu'il appelle) 
des indices superlatifs foumissent des approximations de 
second ordre de l'indice du coût de la vie. L'aspect le plus 
important des indices de prix superlatifs, c'est qu'ils 
tiennent compte de l'évolution des consommateurs vers des 
biens et services manifestant des augmentations de prix 
relativement faibles. Ces formules d'indice font appel à des 
données sur les dépenses tant pour la période de référence 0 
que pour la période courante t. Concrètement, il faut un 
certain temps avant que les données sur les dépenses soient 
connues, de sorte que les indices superlatifs ne peuvent pas 
être compilés en temps réel. Par souci de rapidité de 
diffusion, la plupart des bureaux de la statistique nationaux 
adoptent la formule de Laspeyres (poids fixe) pour 
l'établissement de leur IPC. 

L'indice de Fisher est un des indices superlatifs les 
mieux connus. Lorsqu'on l'applique au niveau des groupes 
de produits, la différence entre les indices de prix 
(population) calculés en fonction des formules de Laspyres 
et de Fisher peut êtte interprétée comme un biais de substi­
tution de produits intra-groupe (figure 5). Pour le café, le 
biais est inférieur à 1 point par année. Pour le papier 
hygiénique et pour les couches en particulier, le biais est 
très considérable, c'est-à-dire environ 1,5 à 3 points par 

année. Le biais de substitution intra-groupe est générale­
ment positif et il augmente avec le temps. À noter, toute­
fois, que pour les couches de bébés durant quelques mois 
au cours du premier semestre de 1996, les chiffres de 
l'indice de Laspeyres sont inférieurs à ceux de l'indice de 
Fisher. Ce phénomène inattendu et peut-êtte aussi l'ampleur 
du biais positif au cours d'autres mois sont possiblement 
dus à un défaut du fichier de données qui ne comporte que 
des supermarchés. Il est bien connu que les couches de 
bébés aux Pays-Bas s'achètent aussi dans d'auttes magasins 
comme les pharmacies, qui n'ont pas recours à la lecture 
optique de codes à bartes. La substitution des points de 
vente inclus et exclus de la base de données pourtait porter 
atteinte à nos chiffres d'indice de la population comme 
approximation exacte des valeurs véritables. Nous sommes 
toutefois persuadés qu'elle ne porte pas sérieusement 
atteinte à l'évaluation des méthodes d'échantillonnage 
présentées à la section 4. 

6. DISCUSSION 

Même si les données tirées de la lecture optique de codes 
à barres comportent certaines lacunes, elles sont un 
excellent outil de recherche empirique pour diverses 
questions d'échantillonnage se rapportant aux IPC. Nos 
simulations montrent que, du moins pour le café, les 
couches jetables de bébés et le papier hygiénique, l'échan­
tillonnage aléatoire simple des produits n'est pas à 
conseiller. Nous estimons qu'une telle affirmation 
s'applique à tous les groupes de produits lorsque la distri­
bution des dépenses est ttès asymétrique. Si les bureaux de 
la statistique veulent avoir recours à un échantillonnage 
probabiliste, ils auraient avantage à utiliser l'échantillon­
nage proportionnel aux dépenses. Toutefois, la sélection 
par seuil d'inclusion serait un choix convenable ou même 
meilleur lorsque les groupes de produits ne comportent pas 
de changements de prix ttop volatils. En effet, autant que 
nous sachions, la présente étude est la première à foumir 
des arguments empiriques à l'appui des méthodes de 
sélection des produits de l'IPC par seuil d'inclusion. Les 
données de lecture optique agrégées relativement aux points 

9ëôt âSA3 âSÛS di61 mi âSli 9601 6è6i 6é6é 6è6i dëôâ ^ii 

>—papier 
hygiénique 

3—couches 
De bébés 

^—Caté 

Figure 5. Différence entre les indices de prix (population) de Laspeyres et de Fisher 



Techniques d'enquête, juin 1999 43 

Tableau 4 
Chiffres estimatifs de l'indice de prix de Laspeyres résultant d'autres indices de produits (n=3) 

Plan 
d'échantillonnage 

A.S. 
ptJi 

Stratifé 
X„ = 1/3 
X„ = 2/3 

Seuil d'inclusion 

Café, janvier 1995 (1994= 

(1) 

valeur reqm 
attendue 
115,7 5,3 
117,2 2,2 

116,4 4,0 
115,6 4,7 

117,0 0,2 

(2) 

valeur 
attendue 

115,8 
117,2 

116,5 
115,6 

117,0 

100) 

reqm 

5,3 
2,2 

4,0 
4,8 

0,2 

couches, janvier 

(1) 

valeur 
attendue 

99,4 
97,2 

98,9 
98,3 

92,0 

reqm 

5,5 
2,8 

5,3 
5,9 

51, 

1996 (1995=100) 

(2) 

valeur 
attendue 

100,4 
98,6 

100,1 
99,5 

94,8 

reqm 

4,2 

2,1 

4,1 
4,6 

3,8 

papier hygiénique, janvier 1996 (1995=100) 

valeur 
attendue 

103,9 
103,9 

103,5 
103,7 

105,5 

(1) 

reqm 

4,5 
3,4 

4,3 
4,6 

1,1 

valeur 
attendue 

104,0 
104,3 

103,3 
103,2 

104,7 

(2) 

reqm 

3,5 
3,6 

3,6 
3,9 

1,0 

(1) D'après les chiffres d'indice de produits de valeurs unitaires 
(2) D'après les chiffres d'indice de prix de Fisher 

de vente devraient foumir une indication claire du seuil 
d'inclusion requis. Statistique Pays-Bas a déjà fait appel à 
des données de Nielsen agrégées pour différents groupes 
de marchandises afin de choisir des produits pour l'échan­
tillon de l'IPC. Les méthodes de seuil d'inclusion sont 
répandues aux Pays-Bas et dans d'autres pays européens 
(Boon 1997). Aux Pays-Bas, la sélection des produits 
comme telle est un peu plus complexe que la situation 
décrite ci-dessus. Tout d'abord, la méthode du seuil 
d'inclusion sert à choisir des sous-groupes de produits et 
non pas des produits particuliers. Ensuite, des produits 
particuliers sont choisis dans chaque sous-groupe à l'aide 
d'un échantiUonnage dit raisonné. La sélection de ces 
produits représentatifs se fonde sur le raisonnement de 
spécialistes travaillant au bureau central et connaissant à 
fond le marché de consommation en question. Normale­
ment on choisit les produits qui sont achetés le plus souvent 
ou qui comportent le taux de rotation le plus élevé, de sorte 
que le schéma d'échantillonnage est une procédure 
d'inclusion à deux degrés. Il est peu probable qu'une telle 
méthode à deux degrés donne des résultats bien différents 
de la procédure à un degré utilisée par les auteurs du 
présent exposé. 

Dans d'autres pays européens, par exemple, au 
Royaume-Uni, la sélection par seuil d'inclusion ne se fait 
pas au bureau central, mais bien par le personnel régional 
là oii les prix sont mesurés. Nous choisissons, par exemple, 
un produit par point de vente, c'est-à-dire le produit le plus 
vendu durant la période de référence pour le point de vente 
en question. Dans le cas du café, des couches de bébés et 
du papier hygiénique, cela donne 2, 12 et 24 produits 
différents, respectivement. L'estimation de l'indice de 
Laspeyres du groupe de produits se fait en conformité avec 
l'expression (2), où les indices de prix des produits sont 
calculés sous forme d'indices de valeurs unitaires parti­
culiers aux points de vente et pondérés en fonction du point 
de vente. La figure 6 montre la reqm résultant de cette 
méthode. Si nous comparons cette figure à la figure 4 
(sélection par seuil d'inclusion effectuée au bureau centtal 
pour n=3), l'exactitude des deux méthodes de sélection par 

seuil d'inclusion semble êtte «en moyenne» du même ordre 
de grandeur, même si le schéma est un peu plus irtégulier 
pour la sélection qui se fait aux points de vente. Une telle 
comparaison est cependant assez arbitraire. Pourquoi ne 
pas comparer la sélection par seuil d'inclusion qui se fait 
aux points de vente à la sélection par seuil d'inclusion qui 
se fait au bureau central pour n=6, ou encore n=l2, ou 
même pour une autre taille d'échantiUon quelconque? Une 
autre difficulté, c'est que nous avons traité les indices de 
prix des produits comme s'ils étaient connus de façon 
certaine. En réalité, ils se fondent sur un échantillon de 
points de vente, de sorte que nos résultats dépendent de 
l'échantillon en question. Pour bien évaluer les deux 
procédures de sélection par seuil d'inclusion, il faudrait 
tenir compte à la fois de l'échantillonnage des produits et de 
l'échantillonnage des points de vente, ce qui toutefois 
dépasse le cadre du présent exposé. 

-papier 
hyglénl(|ue 

-couches 
de bébés 

-café 

c!?̂  ^^ / ^^ ^^ dS?̂  

Figure 6. Racine de l'erreur quadratique moyenne (reqm) résultant 
de la sélection par seuil d'inclusion aux points de vente 

Les données de lecture optique ouvrent des perspectives 
pour la recherche statistique dans le domaine de l'échan­
tillonnage en vue de l'IPC, et servent aussi à compiler 
toutes sortes de chiffres d'indice, y compris les indices 
superlatifs, à l'aide de données réelles aussi bien que 
fortement désagrégées au niveau des points de vente parti­
culiers. Nous avons montré que les indices de prix de 
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Laspeyres pour des groupes de produits utilisés par les 
bureaux de la statistique peuvent être biaises de plus d'un 
point sur une base annuelle relativement à l'indice de prix 
de Fisher (superlatif) qui tient compte de la substitution des 
produits. Un type connexe de biais, résultant d'une consi­
dération insuffisante des produits inttoduits après la période 
de référence (voir par exemple Boskin, Dulberger, Gordon, 
Griliches et Jorgenson 1996), n'a pas été étudié dans le 
présent exposé. Or les données de lecture optique sont un 
bon moyen d'examiner ce type de biais lié aux nouveaux 
produits. 
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ANNEXE: LE CHOIX D'UNE FORMULE 
D'INDICE DE PRODUITS 

Les simulations d'échantiUonnage supposent des chiffres 
d'indice de produits. Quelle formule d'indice choisir? Les 
bureaux de la statistique doivent généralement calculer les 
indices au niveau d'agrégation le plus faible basé sur les 
seules données sur les prix à cause de l'absence de données 
sur les quantités ou les dépenses. On pourta consulter à ce 
sujet les ttavaux détaillés de Szulc (1987), de Dalén (1991), 
de BaUc (1994) et de Diewert (1995). Grâce à la présence 
de microdonnées de lecture optique, nous nous trouvons 
dans une position unique de pouvoir établir des indices de 
prix autiientiques (Silver 1995, Hawkes 1997). Soit B , une 
série de points de vente supposée fixe dans le temps, où g 
est un produit achetable, beB signifie que g peut être 
acheté au point de vente b. Le pnx de g au point de vente b 
pour la période s {s=0,t) et le nombre cortespondant 
d'articles vendus sont P^^ et x^^, respectivement. Le 
produit est considéré comme le niveau d'agrégation le plus 
faible pour lequel des indices de prix sont établis. Pour 
commencer, nous nous Umitons aux indices de produits que 
nous pouvons formuler comme des coefficients de prix 
moyens arithmétiques pondérés pour la période t et la 
période 0: 

E^gbPgb 
P! 

beB, 

E^gbPgb 
beB, 

(6) 

où w^^ = x^f, l'LbeB Xgb désigne la part du point de vente b 
dans la vente globale du produit g pour la période z (z=s,u). 
Si M=0 et s=t, les prix au cours de la période 0 et de la 
période t sont pondérés à l'aide des quantités relatives 
correspondantes. Les prix moyens sont appelés des valeurs 
unitaires, et P^ est un indice de valeurs unitaires. Les 
mérites de cette méthode sont évalués par De Haan et 
Opperdoes (1997b) et par BaUc (1998). L'addition des 
quantités n'a de sens que si le produit g peut être considéré 
comme homogène, c'est-à-dire identique pour l'ensemble 
des beB^. Les valeurs unitaires donnent alors les prix de 
transaction moyens appropriés et l'indice de valeurs 
unitaires est l'indice de prix approprié des produits. 

Bien sûr, le problème consiste à définir l'homogénéité, 
n est possible de soutenir que des produits identiques physi­
quement mais vendus à différents endroits ne sont pas des 
produits identiques puisque différents services accom­
pagnent les transactions, de sorte que l'homogénéité d'un 
point de vente à l'autre n'est jamais atteinte. Une autre 
formule d'indice devrait donc être choisie. Si u=s dans 
l'expression (6), P^ peut constituer un indice de prix de 
quantité fixe avec u comme période de référence de la 
quantité. Pour u=s=0, P^ devient l'indice de prix de 
Laspeyres et, pour u=s=t, P^ est l'indice de prix de 
Paasche. Théoriquement, nous ne pouvons préférer l'un ou 
l'autre. Pour des raisons de symétrie, il semble naturel de 
retenir la moyenne géométrique (non pondérée) des indices 
de Paasche et de Laspeyres, qui est l'indice de prix(idéal) 
de Fisher. 
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Estimateurs de calage robustes 
PIERRE DUCHESNE' 

RÉSUMÉ 

Nous considérons l'utilisation d'estimateurs de calage en présence de valeurs aberrantes. Une extension de la classe des 
estimateurs de calage de DeviUe et Sâmdal (1992) reposant sur les estimateurs QR de Wright (1983) est obtenue. Elle 
s'obtient aussi en minimisant une métrique générale sous des contraintes sur les variables de calage et sur les poids. Comme 
application, cette classe d'estimateurs nous permet de considérer des estimateurs de calage robustes en choisissant 
judicieusement ses paramètres. Il est ainsi possible, pour des besoins éventuellement cosmétiques, de restreindre les poids 
robustes à un intervalle spécifié à l'avance. L'utilisation d'estimateurs robustes avec haut point de rupture est considéré. 
Dans le cas particulier de la métrique quadratique, l'estimateur que nous suggérons est une généralisation d'une proposition 
de Lee (1991). Une brève étude de simulation illustre la nouvelle méthodologie. 

MOTS CLÉS: Estimateur de calage; estimateur par la régression; pondération restreinte; robustesse. 

1. INTRODUCTION 

Le problème des valeurs abertantes est important dans 
toutes les branches de la statistique. En théorie des 
sondages, le contexte est différent de celui de la statistique 
paramétrique puisque l'on s'intéresse souvent à l'estimation 
du total d'une variable d'intérêt y. Or une valeur aberrante 
peut avoir son plein poids dans le total de la population. De 
plus, le méthodologiste qui procède à la phase d'estimation 
peut supposer que les valeurs des unités sont enregistrées 
sans erteur, puisque souvent les unités une fois ramassées 
sont traitées dans un système d'édition (Sâmdal, Swensson 
et Wretman 1992, section 1.7). Cette étape fait partie de la 
réalisation d'un sondage dans les grandes agences 
statistiques, comme par exemple à Statistique Canada. Lee 
(1995) fait un survol des développements de la robustesse 
en théorie des sondages. 

Cependant, puisqu'il arrive fréquemment que les popu­
lations dans les enquêtes économiques sont asymétriques, 
quelques unités risquent d'êtte extrêmes par rapport aux 
auttes, sujet abordé dans Kish (1965). Retirer complète­
ment ces unités enttaîne des estimations biaisées, alors que 
si on les conserve avec leur plein poids un estimateur 
comme celui par la régression généraUsée (GREG) risque 
d'être ttès variable. Ceci suggère un compromis entte le 
biais et la variance. En présence de valeurs abertantes, le 
défi est de proposer des estimateurs robustes du total peu 
affectés par certaines unités ttès à l'écart des auttes. Ces 
estimateurs devront avoir un petit biais et une petite erteur 
quadratique moyenne. Traditionnellement, la théorie de 
l'échantiUonnage a consacré beaucoup d'efforts à déve­
lopper des estimateurs sans biais ou asymptotiquement sans 
biais (ADU). Voir par exemple Sàmdal et coll. (1992, 
section 7.12). Cependant, la propriété ADU n'est peut-êtte 
pas souhaitable dans un contexte de valeurs abertantes. 
Voir la discussion de Chambers et Kokic (1993) qui 

montrent qu'un conflit est présent entte la propriété ADU 
et la robustesse d'un estimateur. 

Considérons l'estimateur Horvitz-Thompson (HT), 
défini par T^^ = Y^s^kYk' ^^ ^k-'^h. > % ^^"^ ^̂  proba­
biUté d'inclusion (Si A est un ensemble d'unités, A c [/, 
alors YJA ^^^ ^^^ notation signifiant Y,keA^- Supposons la 
variable d'intérêt y positive et la population asymétrique. 
L'estimateur HT étant une moyenne pondérée par les d^^ il 
est vulnérable aux grandes valeurs de y. Une unité avec un 
poids df^ élevé peut aussi avoir un grand impact sur 
l'estimation en entraînant des estimations variables. Lee 
(1995) définit ces unités comme influentes. Une unité 
extrême n'est pas forcément influente si son poids rf^ est 
suffisamment petit. Traditionnellement, les méthodolo-
gistes cherchent à limiter l'impact des unités influentes 
lorsqu'eUes sont connues avant le sondage, en donnant par 
exemple des poids d'échantillonnage proche de un aux 
unités extrêmes. Gambino (1987) et Lee (1995) discutent 
cependant de situations où nous ne pouvons pas agir ainsi. 
Dans un article important, Hidiroglou et Srinath (1981) 
considèrent l'altération des poids d'échantillonnage en 
présence de valeurs abertantes. Leur approche a grande­
ment légitimé la modification des poids dans le monde des 
sondages. 

Parmi les premières altematives robustes du total, 
plusieurs reposent sur les M-estimateurs et les GM-
estimateurs. Cependant, beaucoup d'attention a été 
consacrée récemment à des estimateurs possédant en plus 
de bonnes propriétés de robustesse globale, telle que 
mesurée par le point de rupture d'un estimateur. Ces 
notions sont discutées par exemple dans Donoho et Huber 
(1983), Hampel, Ronchetti, Rousseeuw et Stîihel (1986) et 
Rousseeuw et Leroy (1987). Le point de mpture mesure le 
pourcentage de valeurs abertantes dans l'échantillon que 
l'estimateur peut tolérer tout en donnant tout de même une 
bonne estimation d'une certaine caractéristique de la 

' Pierre Duchesne, Département de Mathématiques et de Statistique, Université de Montréal, C.P. 6128, succursale centre-ville, Montréal, (Québec), H3C 3J7. 



48 Duchesne: Estimateurs de calage robustes 

population. Lee, Ghangurde, Mach et Yung (1992) 
réclament des estimateurs du total basés sur des estimateurs 
robustes avec un haut point de mpture. 

Nous allons considérer des estimateurs de calage du total 
T s'écrivant comme Y^s^kYk- ^^^ estimateurs sont 
développés par exemple dans DeviUe et Sàmdal ( 1992). On 
cherche les poids ŵ  aussi près que possible des poids 
d'échantillonnage c/̂  = TĈ  mais en respectant les 
contraintes d'étalonnage, notée CE (dites aussi contraintes 
de calage), 

Es^'kXk^T.' (1.1) 

où jĉ  est un vecteur de dimension m cortespondant à 
l'information auxiliaire disponible de total 7'j = Ef/̂ jt 
connu. Ces estimateurs sont populaires car ils s'interprètent 
aisément, puisque les méthodologistes sont habitués 
d'apposer des poids Wĵ  aux unités y .̂ Plusieurs métriques 
sont étudiées afin de mesurer la proximité entre d^ et w .̂ 
L'estimateur GREG est un exemple important avec 
.v^=^^(i + (r^-7;HT.)'M;'vc^), OÙ M^=)i^d^x^xiic^. 
Il est obtenu en minimisant la métrique quadratique 
Y^s^k^^k - ^k)^^^k- ^ ^ constantes c^ sont des facteurs de 
pondération qui peuvent prendre en compte (par exemple) 
des problèmes d'hétéroscédasticité. Sàmdal (1996) discute 
du choix de ces constantes. Cependant, puisque les poids-g 
gj^ = Wj^ldj^ du GREG ne sont pas bomés en général, 
d'auttes métriques sont proposées afin de les bomer pour 
qu'ils satisfassent certaines restrictions applicables à la 
fourchette des valeurs (RAFV). Ceci permet en particulier 
d'éviter la présence indésirable de poids ŵ  négatifs. Voir 
DeviUe et Sàmdal (1992), Singh et Mohl (1996) et Stukel, 
Hidiroglou et Sàmdal (1996). 

Les estimateurs de calage ont un lien avec les méthodes 
robustes comme noté dans Fuller, Loughin et Baker (1994, 
p. 81). Cependant, il est inexact de prétendre que les 
estimateurs de calage possèdent nécessairement de bonnes 
propriétés de robustesse, puisqu'il suffit de se rappeler que 
tous les estimateurs de calage considérés par DeviUe et 
Sâmdal (1992) sont asymptotiquement équivalents au 
GREG qui étant ADU n'est pas robuste. De plus, on voit 
qu'un estimateur traditionnel de calage n'est pas robuste 
puisqu'il dépend linéairement de vv ,̂et ŵ^ ne prend pas en 
compte jj^. 

Le but de cet article est de constmire des estimateurs de 
la forme Yjs^k Yk ^^ ^^^ poids ŵ  assurent en même temps 
la robustesse et le respect des contraintes sur les variables 
de calage et sur les poids w .̂ Le point de départ de notre 
approche est la classe des estimateurs QR de Wright (1983). 
Supposons que nous disposions des constantes 
{(?*.'•*).?*>0,r^^ 0,VÂ:e[/}, telles que 
Ec/%9i^t^i'>0 et T.s^kXkXk>0,ys. (Si A est une 
matrice symétrique, A>0 signifie que A est définie positive). 
Les estimateurs QR sont définis à partir de ç^ et r̂  par la 
relation 

où B admet une forme pondérée par les ^^ 

P.^iEs^kXkXkY'Es^kXkYk' 

et 

•Yk X:B . 
k q 

(1.3) 

(1.4) 

'yQR T'B + 
X q 

h^k' (1.2) 

Nous montrons à la section 2 que les estimateurs QR sont 
des estimateurs de calage et introduisons une nouvelle 
classe d'estimateurs, notée RQR, reposant également sur le 
choix des constantes ç̂^ et r̂ .̂ Elle généralise d'une 
certaine façon les estimateurs QR ainsi que la classe des 
estimateurs de DeviUe et Sàmdal (1992). L'intérêt de la 
classe RQR est qu'elle permet d'obtenir des poids ŵ  
restreints à un intervalle donné, disons {L, U]. Quelques 
propriétés des classes QR et RQR sont données à la 
section 2. 

La section 3 contient des applications de la classe RQR 
pour la construction d'estimateurs de calage robustes. 
L'idée principale consiste à modifier des poids implicites 
robustes pour qu'ils respectent les contraintes de calage. 
Nous discutons à la section 3.1 du choix des constantes q,^ 
et r/^ en utilisant un raisonnement propre aux estimateurs de 
calage. Cette approche s'avère nouvelle et unificatrice, et 
nous guide à la section 3.2 dans le choix des q^ et r^^ en 
présence d'information auxiliaire. Un élément important 
est l'utilisation d'un estimateur robuste admettant la forme 
pondérée (1.3), foumissant les q/^. Nous remarquons que 
c'est le cas pour les GM-estimateurs. Les estimateurs avec 
un haut point de mpture n'ont habituellement pas une forme 
pondérée. Une repondération de ces estimateurs est consi­
dérée, permettant de conserver le point de mpture sous 
contrôle et d'avoir des estimateurs s'écrivant sous la forme 
(1.3). Voir Rousseeuw et Leroy (1987) et Simpson et 
Chang (1997). Nous discutons alors des choix de ç^ et r̂  
permettant de calculer un estimateur RQR afin d'obtenir un 
estimateur de calage robuste avec des poids bomés. Nous 
comparons dans la section 4 divers estimateurs robustes, 
dont l'estimateur de Lee (1991) et celui de Chambers 
(1986), aux estimateurs RQR ainsi qu'au GREG et à un 
estimateur de calage considéré dans DeviUe et Sàmdal 
(1992) dont les poids sont restreints. L'estimateur de Lee 
(1991) peut être considéré comme un cas particuUer de 
notre approche. Il nous permet aussi de considérer un 
nouvel estimateur avec des poids bomés. Quatre popu­
lations déjà étudiées dans la littérature sont considérées. On 
notera que les estimateurs sans contrainte sur les poids sont 
sujets à des problèmes de pondération négative. Les esti­
mateurs de la classe RQR permettent d'obtenir des estima­
teurs robustes possédant des poids positifs, se comparant 
bien aux estimateurs sans contrainte sur les poids. Finale­
ment, nous concluons dans la section 5. Notons que 
l'appendice B contient une Uste des abréviations et que 
l'appendice C contient une liste des diverses constantes 
contenues dans l'article avec leurs définitions. 
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2. ESTIMATEURS DE LA CLASSE RQR 

Soit une population finie U = {1,2,..., Â } de taille Â  
dont nous désirons estimer le total T = Ĵ ^ ŷ  pour une 
variable d'intérêt y positive. On sélectionne un échantillon 
s de taille n^ selon un plan d'échantillonnage p(s). La 
probabilité d'inclusion d'une unité k est notée Jt̂  et les 
probabiUtés d'inclusion d'ordre deux sont notées Hf^y Nous 
supposons que l'information auxiliaire x̂  est unitaire, 
c'est-à-dire que x̂  est connu de source sûre, \/kç U. 

Wright (1983) introduit la classe des estimateurs QR 
s'écrivant sous la forme (1.2) avec pour objectif principal 
d'unifier un grand nombre d'estimateurs familiers. On 
retrouve le meilleur estimateur linéaire sans biais (BLUP) 
de Royall (1970) issu de la théorie basée sur les modèles, 
obtenu en posant (ç^, r̂ )̂ = (1/c^, 1) et le GREG de Cassel, 
Sâmdal et Wretman (1976) en considérant le choix 
(^ ,̂ r^) = {djcj^, dj^). Altemativement, (1.2) peut s'écrire 
comme 

•̂  vQR l^s ^k^kyk' 

où dj^gi^ satisfait 

dkSk = rk - (T; - t,y(Es IkXkXk'Y^ikXk' (2-1) 

= XîVjf ^' on pose r̂  <î , gi^ correspond au avec T^ 
poids-g du GREG. 

Les estimateurs QR sont des estimateurs de calage, 
obtenus de la minimisation de la métrique quadratique sujet 
aux CE 

™ n ^ E . i^k - hf'^k' tel que Ys "^kXk T,. 

de plus que h{0; q,r) =r et h'{0; q, r) = q. Nous appelons 
les estimateurs obtenus les estimateurs de calage restreints 
QR (RQR). 

Fuller et coll. (1994) privilégient des estimateurs de 
régression possédant des propriétés raisonnables d'inva­
riance. On peut montrer que les estimateurs RQR sont 
équivariants de régression et d'échelle lorsque les 
constantes ^̂^ et r̂^ sont invariantes aux transformations. 
Voir pour les définitions utiles Bolfarine et Zacks (1992). 

L'existence d'une solution au problème (2.3) n'est pas 
garantie. Voir l'étude de simulation de Stukel et coll. 
(1996). Il peut arriver par exemple des réalisations de 
l'échantillon pour lequel on ne peut même pas satisfaire les 
CE (1.1). Ainsi, l'échantillon est tellement débalancé qu'U 
est impossible que la somme pondérée des composantes de 
chaque dimension puisse donner le total de la population 
cortespondant. Le seul recours du praticien est alors de 
relaxer les contraintes en réduisant la dimension du nombre 
de variables auxiliaires. Voir aussi la discussion de Fuller 
et coll. (1994). Dans le cas des estimateurs de calage 
considérés dans DeviUe et Sâmdal (1992), les auteurs 
montrent dans leur résultat 1 qu'une solution existe avec 
probabiUté tendant vers un. Sous certaines conditions, ce 
résultat peut être adapté aux estimateurs de la classe RQR. 

La métrique qui retiendra notre attention afin que les 
poids satisfassent les RAFV est une légère modification du 
cas 7 de DeviUe et Sàmdal (1992). Nous l'appelons la 
métrique quadratique restreinte. La fonction G corres­
pondant au choix de cette métrique est 

(2.2) 
G{Wi^;q^,r^) = -z(^k - ^k)^l^k si ^k^ [^' ^ ' 

sinon, 

Les poids ŵ  sont choisis aussi près que possible des r̂  et 
les q^ sont des facteurs de pondération. Autrement 
formulé, les poids de départ r̂  sont transformés en poids 
calés w .̂ La solution au problème (2.2) est Wĵ  = dkSk' ̂ ^ dj^gk 
est donné dans la formule (2.1). 

Cependant, rien ne garantit que les poids ŵ  de 
l'estimateur QR soient positifs, ce qui peut êtte indésirable 
pour le praticien. Voir Brewer (1994), qui formalise 
l'interprétation des poids. Afin de restreindre les poids Wĵ  
dans [L, U\, nous considérons de résoudre 

nmYsG{Wk''ik'h)' 

tel que V ^kXk'Px et vv^e[L,i/]. 

L'estimateur de calage du total est 

^jRQR £-is ^ky^ 

(2.3) 

(2.4) 

où les Wĵ  sont obtenus de la résolution du problème (2.3). 
La fonction G{w;q,r) est supposée strictement convexe et 
dérivable en w pour r et q fixés. Nous notons 
g{u; q,r) =G'{u;q,r) et h{u;q,r) =g '\u;q,r). On suppose 

alors que la fonction h est 

L 

h{x[X;q^,r^) 

h^1kXk^<P' 

h ^ ^k^'k^ '•* •̂  ^kX'k ^ s \.P' ^ ] ' 

U r,^q,xll>U. 

Avec cette modification, c'est le poids ŵ  qui est contraint 
et non pas seulement Wf^ldj^ comme dans le cas 7 de DeviUe 
et Sâmdal (1992). Dans notte situation, ŵ  peut «corriger» 
un poids initial qui est abertant. Notons que telle que 
formulée la métrique de DeviUe et Sâmdal (1992) insère 
subtilement les conttaintes sur les ŵ  dans la fonction G. 
Pour calculer l'estimateur (2.4) selon cette métrique, il 
suffit de respecter la même démarche que DeviUe et Sâmdal 
(1992), ce qui nous amène à résoudre avec la méthode de 
Newton l'équation suivante en X 

Ysb{xl'k;q^,r^)x^ = T^. (2.5) 

L'estimateur final est T^^Q^ = Y.s^{xl'kj, q^, r^)y^ où X„ 
est la solution de l'équation (2.5). 
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D est d'intérêt de savoir si la contrainte des poids change 
les propriétés de l'estimateur comparativement à l'esti­
mateur QR sans contrainte de poids. Le résultat suivant 
(dont la preuve est en annexe) montre sous certaines 
conditions que les deux estimateurs sont asymptotiquement 
équivalents. En pratique, avec la métrique quadratique 
restreinte, nous n'avons pas observé d'écarts importants. 

Proposition 1. Sous les hypothèses C, et Cj données en 
appendice, 

A^- ' l f yQR T I Op{n -t/2 )• (2.6) 

Ce résultat s'obtient possiblement de la démarche pour 
obtenir le résultat 5 dans DeviUe et Sâmdal (1992) portant 
sur l'équivalence asymptotique entre le GREG et les 
estimateurs de calage considérés par ces auteurs. 
Cependant, la proposition 1 peut être utile pour comprendre 
le type de conditions nécessaires pour avoir le résultat 
annoncé dans notre contexte. 

Puisque (1.2) a le même comportement asymptotique 
que la quantité T^fi +X1,M'^£:^, où 5^ = ŷ  - x̂^ iŜ  et 
Pq = (Zu^klkXkXD'Lu'^klkXkYk' ceci suggère pour esti­
mateur de variance 

''L = E E . ^wK t̂)(W/e;)' (2.7) 

où A ,̂ = 71̂ , - 71̂ 71,, A ,̂ = A ,̂/7î , et Cf^ est donné dans (1.4). 
Voir Sâmdal et coU. (1989) et Sâmdal et coU. (1992, 
p. 234). On peut montrer que le biais asymptotique d'un 
estimateur QR est donné sous des conditions générales par 

^ . ( ^ . Q R r,) Eu(^Vk-'^)Pk-

Un estimateur possible du biais est alors 
b - Hsdk^Vk - 1 )^k' que l'on peut UtiUser conjointement 
avec la formule (2.7) pour constmire un estimateur de 
l'erreur quadratique moyenne pour un estimateur QR et 
RQR, en utiUsant la proposition 1. 

Les estimateurs RQR permettent d'obtenir des esti­
mateurs de calage avec des poids conttaints. Avec q^ et r̂  
déterminées, il suffit de procéder à la résolution du 
problème (2.3). Les sections qui suivent sont des applica­
tions de la classe RQR dans un contexte de robustesse. 
Nous vertons comment devrait s'orienter le choix des 
constantes ^^ et r^, choisies en pratique avec l'aide de 
l'échantillon 5. 

3. CONSTRUCTION D'ESTIMATEURS 
ROBUSTES ET CALÉS 

3. Méthodes reposant sur la réduction de poids et 
la modification des valeurs 

Lee (1995) discute de diverses propositions reposant sur 
la méthode de réduction de poids dans un tirage aléatoire 

simple. Une fois les observations aberrantes détectées, ces 
méthodes consistent à réduire les poids des observations 
exttêmes. Ces méthodes sont préférables à celles qui 
retirent complètement les observations douteuses puisque 
toutes les observations dans l'échantillon sont légitimes, 
comme discuté dans Lee et coll. (1992). 

Traduit dans le langage des estimateurs de calage, 
commençons par considérer la situation où nous ne 
disposons pas d'information auxiliaire et où la seule 
contrainte est Y^s^k ^ ^- ^e cas sert à motiver notre 
démarche. Considérons l'estimateur QR avec qk^r^^. 
Pour les fins de notre discussion, on considère les 
constantes r̂  connues et fixées. Les poids minimisant (2.2) 
sujetà £̂ Wĵ  = Â  sont w^^ = C^{r)ri^, où C^{r) = Nl^ij,^, 
de sorte que 7" «^ devient 

'> .QR Cs{r)Es hYk- (3.1) 

Lorsqu'une observation est extrême, elle représente 
potentiellement peu d'unités comme elle dans la population 
et on devrait alors peut-être réduire son poids. Afin de 
satisfaire les CE, ceci suggère de ttouver des poids ŵ  les 
plus près possible des poids d'échantillonnage d^ pour les 
unités qui ne sont pas abertantes mais aussi près que 
possible d'un facteur de réduction r pour les unités 
abertantes, où r est choisi par le statisticien. Plus précisé­
ment, notons 5 = j j u .̂ 2' où 5[ de cardinalité «j représente 
les unités qui ne sont pas déclarées abertantes, alors que 
S2= s - s^ de cardinalité «2 = " ~ "i représente les unités 
abertantes de s. Le facteur de réduction r satisfera 
typiquement r^di^,VkE^2- Par exemple, considérons 
l'estimatair(3.1)avec qi^ = ri^=Bi^= d^^I^^ + r(l - /^, ), où /̂ j 
est la variable indicatrice de l'appartenance à Sy Ainsi les 
constantes ^^ et r̂  sont réduites pour les unités de j j afin 
de refléter que les unités de ^j sont exttêmes. L'estimateur 
(3.1) devient 

TyQR-C^{B)(Ys,d,y,-rYs2yk\ 

Dans le cas du tirage aléatoire simple, dj^ = Nln et on 
obtient 

PyQR = CsiP)fyB' 

où f g=NlnYs\yk'^^ Ei2 Yk est l'estimateur de Bershad 
(1960) discuté dans Lee (1995). D'autres méthodes 
reposant sur la méthode de réduction de poids sont 
discutées dans Lee (1995), qui discute également du choix 
der. 

Un désavantage des méthodes reposant sur la réduction 
de poids est que l'analyste doit lui-même identifier les 
unités abertantes. Les méthodes reposant sur la modifi­
cation des valeurs permettent d'éviter cette difficulté en 
réduisant graduellement le poids des unités plus extrêmes. 
Considérons un tirage aléatoire simple. Posons 

m{yr,t,a,b) =b^{a -è)min (1, f/y^). (3.2) 
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Ainsi, cette fonction attribue un poids de départ valant a 
pour les yk<t, et graduellement réduit jusqu'à un poids 
final b, à mesure que y,^ devient extrême. La valeur t est 
appelée le seuil. Les constantes a,bett sont choisies par le 
statisticien. Plusieurs valeurs pour a etb ont été consi­
dérées dans la littérature. Ainsi, plutôt que d'attribuer un 
facteur de réduction fixe aux unités de 52, choisissons 
^k' ^k'^k^ /7i(y ;̂ t, NIn ,fNln), où/est une constante 
comprise entre 0 et 1. L'estimateur (3.1) devient 

fyQR = csw)YsWkyk 

= C,{W)f^^. 

L'estimateur f ^̂, est discuté dans Gross, Bode, Taylor et 
Lloyd-Smith (1986) ainsi que dans Chambers et Kokic 
(1993), qui l'appeUent l'estimateur winsorisé. D est un cas 
particulier de l'approche de Chambers (1982, 1986). 
Lorsque / = 0, l'estimateur (3.1) devient ^^QR = 
Çs(^i)PyWi avec qi^ = r,^ = Wg^=m{yi^;t,Nln,0), où 
^,ivi =^'"Œsi3'jt "^"2 )̂'• î dénotant la partie de s 
contenant les unités satisfaisant ŷ  < t. L'estimateur 7^^, 
est discuté dans Lee (1995), ainsi que dans Gross et coll. 
(1986) qui l'appellent l'estimateur winsorisé de type I. 
Lorsque f=nlN, Gross et coU. (1986) l'appellent 
l'estimateur winsorisé de type H. D est également discuté 
dans Bmce (1991). 

Dans un plan ptTi, Dalén (1987) a inséré le plan en 
posant D^ = /n(yj^; Tt̂ r, <î , 1 ). Ainsi, si Â: et / sont deux 
observations exttêmes telles que y,t = y,, alors celle dont le 
poids d'échantillonnage est le plus grand aura un poids D^ 
plus élevé. Le choix r^ = qi^ = D^ permet d'obtenir 
essentiellement l'estimateur de Dalén, 
TyOR = C,{D)YsD,y,. L'estimateur f^^ = l^D.y, été 
étudié notamment dans Tambay (1988). 

Tableau 3.1 
Estimateur (3.1) reposant sur la réduction de poids et la 

modification des valeurs 

Estimateur Valeurs de ÎLl 
Bershad 

Winsorisé 

Winsorisé, type I 

Winsorisé, type II 

Dalén 

Bk = dklki^r{l-I,,) 

W^ = m{y^,t,Nln,fNln) 

W,.=m{y^,t,Nln,0) 

W ••m{y.;t,Nln, 1) 

Dk = m(yr,n^t,d.,l) 

Note: ^Cy^; t,a,b) =b +{a - b) min(l, ï/y^). 

La démarche de cette section suggère que nous pouvons 
à l'occasion vouloir des estimateurs dont les poids sont près 
des r̂  plutôt que des poids d'échantillonnage d^.. Les 
constantes r̂^ seront choisies elle-mêmes près des <î  pour 
les bonnes unités, mais réduites lorsqu'une unité est 
déclarée exttême. Les estimateurs QR unifient les 
méthodes de réduction de poids et de modification des 
valeurs. Les méthodes reposant sur la modification des 

valeurs nous amènent à choisir les poids de manière 
adaptative à l'échantiUon particuUer s choisi. Comme noté 
dans Chambers et Kokic (1993) cela n'est pas surprenant 
puisque le problème des valeurs aberrantes survient après 
la sélection de l'échantillon s. On doit utiUser l'échantillon 
à notre disposition pour tenter de le régler. Dans la 
prochaine section nous généralisons ces méthodes en 
présence d'information auxiliaire. 

3.2 Estimateurs du total basés sur des statistiques 
robustes 

Parmi les premières tentatives vers l'obtention d'alter­
natives robustes pour le total de la population en présence 
d'information auxiliaire on rettouve Chambers (1982, 
1986) qui propose un estimateur par le ratio robuste basé 
sur une décomposition de l'estimateur BLUP. Une 
extension récente des ttavaux de Chambers se rettouve dans 
Welsh et Ronchetti (1998). Gwet et Rivest (1992) 
proposent également une version robuste de l'estimateur 
par le ratio en basant leur approche sur le plan d'échantil­
lonnage dans un tirage aléatoire simple. Rivest et RouiUard 
(1991) font une étude comparative de plusieurs estimateurs 
robustes et étudient plusieurs estimateurs de l'erteur 
quadratique moyenne. Dans les plans avec probabilités 
inégales, HulUger (1995) considère une robustification de 
l'estimateur HT lorsque les probabiUtés d'inclusion sont 
obtenues avec l'information auxiliaire. Gwet et Rivest 
(1992) et HulUger (1995) considèrent une version de la 
fonction d'influence pour populations finies, insistant sur le 
besoin de procédures possédant de bonnes propriétés de 
robustesse locales et l'utilisation d'estimateurs ayant des 
fonctions d'influence bornées. Les fonctions d'influence 
sont discutées dans un contexte général dans Hampel 
et coll. (1986). 

Nous allons voir dans les sections suivantes comment 
constmire des estimateurs robustes avec des poids 
contraints. La constmction de ces estimateurs repose sur 
les étapes suivantes: 

- Identification des constantes ^^ et r̂ .̂ Ceci nous 
donne un estimateur QR. 

- Résolution du problème (2.3) afin d'obtenir un 
estimateur RQR. 

D'un point de vue de la robustesse, les coefficients q,^ sont 
choisis de telle sorte que Ê est un estimateur robuste. De 
cette manière, la première partie de l'estimateur QR, T^B^, 
donne une bonne valeur prédite pour toute la population. 
La deuxième partie de l'estimateur QR, Lj'"*^*» corrige la 
première partie pour les ŷ^ observés dans l'échantillon. Les 
constantes r̂  évitent qu'avec cette cortection les valeurs 
abertantes dans l'échantillon reviennent avec plein poids. 

3.2.1. Choix de g,^ basé sur un GM-estimateur 

Considérons l'estimateur (1.2) dans lequel on remplace B 
par un estimateur robuste d'un coefficient de régression. 
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Ces estimateurs sont discutés par exemple dans Huber 
(1981) ou Hampel et coll. (1986). On obtient ainsi 

Tg = P:^Pg'Esrk(yk-xiB^). 

L'estimateur (3.3) n'est pas sous la forme des estimateurs 
QR à moins que B admette une forme pondérée. C'est le 
cas si B est un GM-estimateur défini par l'équation 

Es dkhkXk^iiYk -x'kP)/(oKf,))/f,=0, (3.4) 

puisque la solution de (3.4) peut s'exprimer comme 

Pg = ( E . d,hl ""u^x^x'Jc^'' Ys dkK "'"kXkYk^'^k' 

ou 

^yk-x'kB^)/{ah:f,) ' 

Les propriétés des GM-estimateurs sont discutées dans 
Simpson et Chang (1997). On suppose que a est connu afin 
de simplifier notre discussion, et le rôle de ĉ  est le même 
que dans le cas du GREG. La fonction \j/ est déterminée par 
l'analyste. Un exemple d'un usage courant est la fonction 
de Huber 

'^Hub^x;c) 
C SI x>c, 
X si bel ^ C, 

-C si J : < -C 

(3.5) 

Une valeur de c autour de 2 est souvent utilisée dans le 
calcul des GM-estimateurs. Voir par exemple Hampel et 
coll. (1986), Gwet et Rivest (1992) et HuUiger (1995). 

Le choix de h,^ permet de bomer l'influence d'une 
information auxiliaire trop extrême. La constante a = 0 
donne lieu au choix de Mallows alors que a = 1 permet 
d'obtenir la version de Schweppe. La version de Schweppe 
est parfois privilégiée. Voir Coakley et Hettmansperger 
(1993) et Hampel et coU. (1986, p. 322). En présence 
d'information auxiUaire minimale, c'est-à-dire lorsque nous 
disposons que d'une variable réelle x^,'\/kçU, un choix 
possible de fonction /i^ est 

hi^ = min 1,-
Xi^lmed{xi^)^ 

(3.6) 

Dans un plan ptît, une modification de /t̂  inspirée de Dalén 
(1987) pour tenir compte des différents poids d'échantil­
lonnage serait peut-êtte souhaitable. La constante t doit êtte 
spécifiée par le statisticien. Une valeur de t autour de 1,5 
est rencontrée dans les applications. Voir par exemple 
Rivest et RouiUard (1991) qui donnent aussi d'auttes choix 
de fonctions h,^. 

L'écriture de 5 comme un estimateur pondéré permet 

1 - a 
(^k'h) = (dkhk' ujc^,r^). 

(3-3) 3.2.3. 

k'^k' 

Nous discuterons du choix des constantes r̂  dans la section 

3.2.2 Choix de 9̂  basé sur un estimateur avec 
haut point de rupture 

Le choix d'un GM-estimateur n'est qu'un premier pas 
afin d'obtenir un estimateur très robuste du total. En effet, 
bien que la fonction d'influence des GM-estimateurs soit 
bomée, il n'en demeure pas moins que ces estimateurs ne 
possèdent pas un haut point de mpture, qui décroit habituel­
lement avec la dimension de l'information auxiliaire 
(Rousseeuw et Leroy 1987, p. 13). Nous vertons dans cette 
section comment constmire des estimateurs de calage 
robustes basés sur des estimateurs avec un haut point de 
rupture. Comme ces estimateurs ne possèdent habituelle­
ment pas la forme pondérée, nous considérons une repon­
dération de ces estimateurs. Ceci nous permettta de 
dégager, comme dans la section précédente, les constantes ç^ 
nécessaires au calcul de la métrique de l'estimateur RQR. 
Plus précisément, on considère les poids «^ suivants 

. .vK((y,-^;go)/«Vq)) 
^k I / ' 

(yk-XkBo)/{oh^^^) 

où BQ est un estimateur équivariant avec un haut point de 
rupture satisfaisant certaines conditions de régularité. 
L'estimateur repondéré est 

(3.7) 

B (Es dk^k"'ûkXkXk .'/4' = 
(3.8) 

Esdkhk'^û.x.y^lc,. 

Les propriétés asymptotiques de ce type d'estimateurs sont 
étudiées dans Simpson et Chang (1997). 

L'estimateur BQ que l'on considère est le GM-estimateur 
en une étape de Coakley et Hettmansperger (1993). Cet 
estimateur possède un haut point de mpture. Il s'obtient 
comme la première itération de la formule de Newton dans 
l'équation (3.4), où l'on adopte la version de Schweppe en 
posant a = 1. D'autres choix d'estimateurs robustes 
auraient pu êtte utiUsés. Cependant, l'efficacité jumelée 
avec les propriétés de robustesse de l'estimateur de Coakley 
et Hettmansperger (1993) en font un bon choix. Ainsi, la 
constante ç^ que l'on propose est 

^k •dkK 
-a /, , 

ujc^. 

avec ^0 ~ ^CH' ^CH désignant l'estimateur de Coakley et 
Hettmansperger (1993). 

3.2.3 Choix de r 
k-

Ayant déterminé les constantes qj^, nous devons 
maintenant choisir les constantes r^. Si ^^ r̂  alors 

d'écrire l'estimateur (3.3) comme un estimateur QR avec l'estimateur QR est sous des conditions générales un 
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estimateur ADU. Cependant ce choix de r̂^ donne un 
estimateur sensible aux valeurs abertantes. Altemativement 
le choix r̂  = 0 procure un estimateur robuste qui risque 
d'être très biaisé comme souligné dans Gwet et Rivest 
(1992, p. 1180). Lee (1991) suggère le choix r^=edi^, où 
0G[O, 1]. Le biais asymptotique devient sous des condi­
tions générales (0 - 1 )£y£'^, où î^̂^ représente les résidus 
obtenus en ajustant un estimateur robuste sur toute la 
population. Le choix de 9 permet de contrôler le biais de 
l'estimateur. La discussion de la section 3 nous amène à 
suggérer des constantes r̂  proches des «î  pour les bonnes 
unités et graduellement réduites pour les observations 
suspectes. Nous suggérons le choix 

r, = d,u;, (3.9) 

où 

^^^_r((yk-XkPr)/«fk)) 

(yk-XkPr)/i<fk) 

La fonction v|/* que nous allons considérer est une 
modification de la fonction de Huber 

r(x) 
X si Ixl ^ a, 
a sign(jf) si l.xl>a et bcl<a/^, 
bx si \x\>alb. (3.10) 

Nous choisissons a = 9, b = 1/4. La raison de cette 
modification est que nous ne voulons pas que les valeurs 
aberrantes possédant de gros résidus ou une information 
auxiliaire extrême aient des poids trop réduits. Ainsi le 
poids d'échantillonnage est pleinement conservé lorsque 
l'argument de u^ est entre -9 et 9, et graduellement réduit 
jusqu'au quart. Si on réduit ttop le poids des grands résidus 
alors le biais devient ttop grand, ce qui motive le choix de y*. 
Le choix des constantes r̂  s'est effectué de manière 
empirique et semble bien fonctionner en pratique. 

Ainsi, on se propose de considérer le choix des 
constantes ç^ et r̂  suivant 

(9k'rk)=(d,h,'''û,lc,,d,u;). (3.11) 

Notte suggestion est une généralisation de la proposition de 
Lee (1991) puisque plutôt que de considérer r̂  = ^^9 où 9 
est fixe, r̂  = d,^u^ s'adaptera de manière automatique (ou 
adaptative) avec l'échantillon. Ayant ce choix des con­
stantes q,^ et r̂  à notre disposition et avec la métrique 
quadratique usuelle, nous obtenons un estimateur QR. D est 
cependant sujet à des problèmes de pondération négative. 
Cependant avec les constantes (3.11) nous pouvons consi­
dérer la métrique quadratique restteinte, résoudre le 
problème (2.3) et obtenir un estimateur robuste satisfaisant 
les CE et les RAFV. 

Le comportement asymptotique de l'estimateur RQR 
résultant comparativement à l'estimateur QR sans 

contrainte de poids trouve des éléments de réponse dans la 
proposition 1. Cependant, puisque les constantes (3.11) 
dépendent de s de façon compliquée, ceci ne nous permet 
pas de conclure automatiquement à l'équivalence asympto­
tique. Cependant, l'étude de simulation de la section 4 
semble suggérer un comportement très comparable entre 
l'estimateur avec et sans contrainte sur les poids, en ce qui 
a trait à l'erteur quadratique moyenne de Monte-Carlo. 
Ainsi, l'évidence empirique montte que si les ç^ et r̂  sont 
choisies de telle sorte que l'estimateur sans contrainte sur 
les poids est robuste, alors la version avec des contraintes 
de poids sera aussi robuste. 

Finalement, résumons les étapes de la méthode proposée 
afin d'obtenir un estimateur RQR robuste. 

1. Choix des constantes ç^ et r^. Nous suggérons les 
constantes que l'on retrouve à l'équation (3.11). Cette 
étape nécessite le calcul de Bç.^^. 

2. Choix de la métrique. Si besoin est, choix des 
constantes L et U. On choisit ces constantes telles que 
L<.ri^^ U, \/kes. 

3. Résolution avec la méthode de Newton de l'équation 
(2.5). 

4. Poser w,^ = h (jc '̂ Xj ç^, r^) pour X,„ solution de l'étape 
3. 

5. Poser T^^ = Ys ^kYk' 1"' est l'estimateur RQR que 
l'on propose. 

La procédure nécessite un certain nombre de constantes. 
On retrouve les constantes a, / et c dans le calcul de ç^ et 
r^. Le choix de ces valeurs est cependant justifié avec 
l'aide de la théorie de la robustesse, ce qui permet de guider 
le praticien. Par exemple, la valeur du c de la fonction de 
Huber peut être obtenue en tenant compte de préoccupa­
tions d'efficacité sous erteurs normales. Voir Hampel 
et coll. (1986, p. 333) et Gwet et Rivest (1992). On 
retrouve aussi les constantes a et b, qui sont plus directe­
ment reliées aux estimateurs proposés. La constante b 
représente la réduction maximale de poids que l'on est prêt 
à accorder dans la spécification des poids implicites r^, et 
a dans ce sens un lien avec la suggestion de Lee (1991). La 
constante la plus importante à spécifier est possiblement la 
valeur de a. Nous suggérons ici a = 9. Cependant, dans 
nos simulations, une valeur de a entre 6 et 12 donne des 
résultats relativement comparables. Le choix des homes L 
et i/repose sur des considérations cosmétiques, afin d'avoir 
des poids restteints à un intervalle. Cette demière considé­
ration est peut-être secondaire pour le praticien. Il semble 
donc que l'aspect le plus important est de choisir une valeur 
de r̂  proche de dj^ pour les bonnes valeurs, et réduite à 
mesure qu'une observation est extrême, et c'est ce but qui 
a motivé le choix de r^. de cette section. Cependant il serait 
utile d'avoir un choix de r̂  satisfaisant un certain critère 
d'optimalité. 
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3.3 Estimateur modéliste de Chambers 

Une autre approche est basée sur une décomposition 
proposée par Chambers (1982, 1986) que nous appliquons 
maintenant aux estimateurs QR. Remarquons que nous 
pouvons toujours écrire un estimateur QR sous la forme 

^,QR=E. hy,HT,-f,,yB^Ys hh^k-x'kP)' 

où z, = {T^ - fj'{Y,sgkXkXk)''xk)l¥k^ f^^ = X, V , et B 
est arbitraire. Chambers (1986) avait considéré le cas 
particulier {q^y^k) =(1/^;^. 1) pour l'estimateur par le 
ratio. Afin de limiter l'influence des unités abertantes, 
Chambers propose 

,̂CHAM = E , V * - ( 7 ' . - 0 ' f i -

Esh\(^k(yk-XkP))- (3.12) 

La fonction w permet de limiter l'influence des gros 
résidus. Le choix de B est un estimateur robuste, comme 
par exemple B . Une fonction w considérée dans 
Chambers (1986) est 

(3.13) 

Il est intéressant de noter que (3.12) peut s'écrire comme 

>̂CHAM = TxP + E . (h + {d,g, - r,)\)e,{B), 

où e^(fi) =yk ~ x'^B,gi^ est défini dans la formule (2.1) 
calculé à l'aide de ^^ et r̂ ,, et 

yifp{t)=t exp(-0.25(lrl-6)O. 

^p[sI^kiyk-x'kP)) 

s/TkiYk-XkP) 
(3.14) 

Ainsi, les résidus ^^(5) sont pondérés par une relation 
rappelant la formule (3.2). Si ^^=1, alors d̂ ^̂  est 
appliqué aux résidus e^(B) et on vérifie facilement que 
nous retrouvons l'estimateur 7 'Q^. Altemativement, si 
A,̂  = 0, nous obtenons (3.3) si nous posons B = B . Si dans 
(3.12) on pose (ç^, r̂ )̂ = (1/c^, 1) et B =B , alors l'esti­
mateur de Chambers représente un compromis entre le 
BLUP et un estimateur robuste basé sur un GM-estimateur. 
Remarquons que (3.12) est formellement un estimateur QR 
avec 

ilk' K) = [dkbl """^/q. h + (-dkSk - ' '*)\)-

Cependant, puisque r^^ n'est pas forcément positif, il n'est 
pas toujours possible de procéder à un changement de 
métrique dans ce cas. 

4. ETUDE EMPIRIQUE 

Afin d'étudier la performance des estimateurs de calage 
robustes, nous avons entrepris une étude de simulation de 
Monte Carlo. Nous avons considéré quatre populations 
composées de données provenant d'ouvrages facilement 
accessibles en théorie de l'échantillonnage. Pour chacune 
des populations, K=2 000 échantillons ont été tirés par 
tirage aléatoire simple pour différentes tailles échantil-
lonnales. Notte objectif principal est de savoir s'il est 
possible d'obtenir des estimateurs possédant de bonnes 
propriétés empiriques (biais, erteur quadratique moyenne) 
mais satisfaisant aussi les CE et les RAFV. Notons que 
tous les programmes ont été écrit en S-PLUS (Statistical 
Sciences 1991) et sont disponibles en communiquant avec 
l'auteur. 

4.1 Populations à l'étude 

Les graphiques des populations se rettouvent dans la 
figure (4.1 ). La première population possède 51 unités et se 
rettouve dans Mosteller et Tukey (1977, p. 560). Elle 
consiste en la population américaine en 1960 et en 1970 
pour chacun des 50 états et du district fédéral de Columbia. 
Nous la notons POPUSA. Du nuage de points de la 
population de 1970 en fonction de celle de 1960, nous 
remarquons que toutes les unités semblent êtte sur la même 
droite, avec la présence de quelques bons points de levier. 
Un exemple d'un bon point de levier est le point entouré 
dans cette population. La seconde population possède 34 
unités et se retrouve dans Singh et Chaudhary (1986, p. 
177). n est question de superficie de champs ensemencés 
en 1971 et en 1974. Nous appelions cette population 
AREA. Un mauvais point de levier (voir le point entouré) 
est présent dans cette population puisque le point (4170,99) 
ne respecte pas la tendance linéaire de la majorité des 
unités. Des échantillons de taille 10 et 15 sont tirés dans 
POPUSA et AREA. La troisième population est la popu­
lation MU284 de Sàmdal et coll. (1992) qui porte sur les 
284 municipalités de Suède. Nous considérons les 
variables x = 582 concemant le nombre total de sièges dans 
le conseil municipal et y = P85 la population suédoise en 
1985. On note la présence d'abertants verticaux (voir par 
exemple le point entouré) et d'un mauvais point de levier. 
Finalement, nous considérons la population MU281 
consistant de MU284 de laqueUe les trois plus grosses 
municipalités ont été exclues. Les variables considérées 
sont X = REV84 qui représente les valeurs des biens 
fonciers suivant l'évaluation de 1984 et y = RMT85 qui 
représente les revenus des taxes municipales en 1985. 
L'unité de mesure est le million de kronors pour ces deux 
variables. Plusieurs mauvais points de levier semblent 
présents dans cette population. Des échantillons de taille 
« = 30 et « = 60 sont tirés dans MU284 et MU281. Le 
tableau (4.1) contient les totaux des diverses populations. 
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Figure 4.1. Les quatre populations à l'étude 

Tableau 4.1 
Totaux des diverses populations et totaux connus de 

l'information auxiliaire 

Population JL. N 
POPUSA 
AREA 
MU284 
MU281 

179 972 

29 118 

13 500 

757 246 

203 923 

6 781 

8 339 

53 124 

51 
34 

284 

281 

4.2 Description des estimateurs 

Les deux estimateurs de base sont le GREG ainsi que 
l'estimateur obtenu en considérant le cas 7 de DeviUe et 
Sàmdal (1992) qui est un GREG avec des poids bomés. 
Nous notons ces estimateurs GREG/U et GREG/R respecti­
vement. Nous avons choisi ĉ  s i pour les populations 
POPUSA et AREA, alors que nous avons optes pour 
Ci^ =Xi^ pour les populations MU284 et MU281. Notre 
choix des ĉ  est motivé par la relation existant entre ces 
constantes et l'hétéroscédasticité du modèle de superpopu­
lation. Parmi les estimateurs robustes, nous avons étudié 
l'estimateur de Chambers (1986) en considérant 

(?;, h)={d,û,{Bc^)ic,, 1 + {d,g, - i)\{ê^)). 

où dans la formule (2.1) {q^, r^) = p /c^, 1 ), noté CHAM, 
basé sur B^. Les constantes ûkiPcn) ^°^^ obtenus de la 
formule (3.7). Le choix a = 1 a été adopté tout au long de 
la simulation. La fonction \\i de Huber a été utilisé avec la 
constante c = 1,345 pour B^. Les fonctions h^. sont celles 
données par la formule (3.6), où nous avons choisis r=1,46. 
La fonction X^. est définie par l'équation (3.14). La 
fonction \|/ considérée est celle donnée dans l'équation 
(3.13). L'échelle a été estimée comme dans Coakley et 
Hettmansperger (1993). Nous avons également considéré 
l'estimateur modéliste BLUP dans lequel nous avons 
remplacé l'estimateur par les moindres cartes généralisés 
par l'estimateur B^, que nous appelons MODEL. De plus, 
restimateurdeLee(1991)aétéconsidérébasésurfî^ où r̂  = 
0,25 dj^, en utiUsant la métrique quadratique. Nous étudions 
également une extension de l'estimateur de Lee (1991) en 
considérant la métrique quadratique restreinte. Nous 
notons ces estimateurs LEE25/U et LEE25/R respective­
ment. Finalement, nous avons considéré la nouvelle 
méthode de la section 3.2.3 avec le choix {qj^, r̂ )̂ donné 
dans l'équation (3.11) selon la métrique quadratique et la 
métrique quadratique restreinte. Nous les notons 
QRROB/U et QRROB/R respectivement. Le choix de la 
fonction \\i' est donné dans la formule (3.10). 
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Tableau 4.2 
Résultats de Monte-Carlo lors de l'échantillonnage dans la population POPUSA 

Estimateurs VAR, EQM, CV, BR, MIN MAX RAFV CONV 

n = \0 

GREGAJ 

GREG/R 

CHAM 

MODEL 

LEE25/U 

LEE25/R 

QRROB/U 

QRROB/R 

n = 1 5 

34,90 

35,29 

32,43 

27,66 

27,48 

28,67 

27,40 

28,33 

34,92 

35,30 

33,75 

30,69 

30,07 

30,90 

28,40 

29,18 

2,90 

2,91 

2,85 

2,72 

2,69 

2,73 

2,61 

2,65 

-0,07 

-0,04 

-0,56 

-0,85 

-0,79 

-0,73 

-0,49 

-0,45 

GREG/U 

GREG/R 

CHAM 

MODEL 

LEE25/U 

LEE25/R 

QRROB/U 

QRROB/R 

21,90 

22,12 

18,11 

15,43 

15,44 

15,72 

14,68 

14,85 

21,95 

22,15 

20,14 

19,03 

19,54 

19,68 

16,44 

16,56 

2,30 

2,31 

2,20 

2,14 

2,17 

2,18 

1,99 

2,00 

-0,10 

-0,09 

-0,70 

-0,93 

-0,99 

-0,98 

-0,65 

-0,64 

-6,24 

0,20 

19,61 

19,71 

19,38 

0,20 

15,68 

0,20 

-3,13 

0,20 

-5,79 

-6,09 

-6,19 

0,20 

-4,48 

0,20 

26,75 

32,00 

40,96 

40,86 

39,64 

32,00 

40,10 

32,00 

15,32 

16,00 

16,44 

16,92 

17,06 

16,00 

16,41 

16,00 

86,7 

100,0 

84,0 

82,8 

83,2 

100,0 
83,2 

100,0 

94,7 

100,0 

92,4 

91,0 

90,8 

100,0 

90,9 

100,0 

98,4 

98,4 

98,4 

99,5 

99,5 

99,5 

Les bornes pour les RAFV sont [0,20, 32] pour n = 10 et [0,20, 16] pour M = 15. 

4.3 Mesures fréquentistes 

Pour chaque échantillon, les huit estimateurs de la 
section (4.2) sont calculés. Les résultats sont dans les 
tableaux 4.2,4.3,4.4 et 4.5. Puisqu'un atttait des nouvelles 
méthodes conceme les RAFV, des statistiques sont 
calculées sur ces poids. Les colonnes MIN et MAX des 
tableaux de résultats contiennent les valeurs minimales et 
maximales des poids calculées lors de la simulation et ce 
pour chaque estimateur. Nous rapportons aussi le pour­
centage d'échantillons pour lesquels les poids sont à 
l'intérieur des RAFV dans la colonne RAFV des tableaux 
de résultats. Nous avons également considéré le pourcen­
tage d'échantillons pour lesquels les estimateurs restreints 
ont convergé dans la colonne CONV. Les intervalles 
adoptés [L, U] pour les intervalles restreints sont précisés 
dans les divers tableaux. Dans tous les cas, les diverses 
statistiques ont été calculées sur les échantillons pour 
lesquels tous les estimateurs ont convergé. 

Un autre aspect important est relié au biais et à 
l'efficacité des méth()des proposées. Soit T un estimateur 
du total T. Posons T. l'estimateur du total calculé à l'aide 
de l'échantillon /, i = 1,..., K. Le biais relatif de Monte 
Carlo BR^, la valeur moyenne E^ et la variance V^ sont 
donnés par les formules usuelles, à savoir 

BRA, = (ÊM(t)-7-^)/7'^xl00,£^(f) = 

^Zf=,?',etV^ = lEf„(f,-£^(7-))l 

Notte critère principal d'efficacité sera l'erteur quadratique 
moyenne de Monte Carlo, définie par EQMj^ = 
llKYi=\{Ti-T,.)^. Les coefficients de variation CV 7 ) 2 

M 

sont calculés selon JEQM^IT . Les variances et erreurs 
quadratiques moyennes sont exprimées en millions. Les 
coefficients de variation, les biais relatifs, les RAFV et la 
convergence des versions restreintes sont exprimés en 
pourcentage. 

4.4 Discussion 

La population POPUSA ne comportait pas de valeurs 
aberrantes ne respectant pas le modèle linéaire. Lors de 
l'échantillonnage, les coefficients de variation des esti­
mateurs étaient petits, ce qui était prévisible compte tenu de 
l'allure de la population. Les colonnes EQM et VAR sont 
très semblables, confirmant que le biais n'est pas un 
problème dans cette population. Tous les biais relatifs sont 
inférieurs à 1%. L'estimateur QRROB/U offre une 
réduction de variance par rapport à GREG/U de plus de 
21% lorsque n= 10, et de plus de 30% lorsque n = 15. 

La population AREA est de petite taille. Elle comportait 
un mauvais point de levier qui a occasionné des biais 
relatifs empiriques très élevés pour tous les estimateurs. 
L'estimateur GREG/U affiche un biais relatif de plus de 7% 
malgré un échantillonnage de 44% dans cette population. 
Les estimateurs robustes affichent les biais les plus 
importants, mais relativement comparables au biais de 
l'estimateur GREG/U. La réduction de variance la plus 
importante a été enregistrée par l'estimateur QRROB/U, 
mais au prix d'un biais relatif autour de 10%. 

La population MU284 contient un abertant vertical et 
des mauvais points de levier. Les estimateurs robustes 
réduisent de manière radicale la variance, puisqu'ils ne sont 
pas affectés par les ttois unités extrêmes en y qui 
s'éloignent de façon marquée de la tendance linéaire. Les 
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estimateurs CHAM, QRROB/R et QRROB/U sont plus que 
quatre fois moins variables que l'estimateur GREG/U. 
Cependant cela occasionne un biais négatif qui est 
beaucoup plus élevé. Tous les estimateurs robustes sont 
sévèrement biaises. L'estimateur MODEL affiche un biais 
négatif de plus de 13% alors que QRROB/U possède un 
biais négatif de l'ordre de 11 %. Dans le cas de QRROB, un 
meilleur choix des constantes dans la fonction v|/* pourtait 
réduire une plus grande part du biais au prix d'une moins 
grande réduction de variance. L'augmentation de la taille 
échantiUonnale à n = 60 a permis de réduire le biais sous les 
10% pour les estimateurs CHAM et QRROB, mais les 
autres estimateurs robustes restent plus biaises. 

La population MU281 contient un nombre assez grand 
de mauvais points de levier. La variance domine la part du 
EQM dans cette population. L'estimateur LEE25 est le 
moins variable, avec une réduction de plus de 35% compa­
rativement à GREG/U. Cependant, bien que 9 = 0,25 
fonctionne bien dans cette population, notre étude illustre 
bien que ce n'est pas toujours le meilleur choix. 

On remarque que tous les estimateurs robustes sont plus 
efficaces que le GREG ou sa version restteinte. Comme 
confirmé par les résultats de DeviUe et Sâmdal (1992), la 
version restreinte du GREG se comporte essentieUement de 
la même manière que le GREG, tant au niveau du biais que 
de la variance Monte Carlo dans chacune des populations. 
Parmi tous les estimateurs considérés, GREG/U et GREG/R 
sont les estimateurs les moins biaises. Les versions robustes 
présentent toutes un biais plus important. Cependant la 
réduction de variance compense plus que largement de telle 
sorte que l'efficacité des estimateurs robustes est toujours 
plus grande que GREG/U ou GREG/R. 

Concemant les restrictions sur les poids, on remarque 

que les estimateurs GREG/U, CHAM, MODEL, LEE25 et 
QRROB/U sont tous sujets aux problèmes de pondération 
négative comme en fait foi la colonne MIN. Les estima­
teurs restreints évitent ce problème. La colonne RAW 
montte que les restrictions ne furent pas satisfaites relative­
ment fréquemment, dépendant de la popula.tion et de la 
taille de l'échantillon, allant de 5% à 60%. Les deux 
estimateurs robustes restteints se comportent en général de 
façon comparable à leur version non-restreinte. De plus, 
QRROB/R, en plus de satisfaire les RAFV offre des pro­
priétés d'efficacité intéressantes, lorsque comparé aux 
autres estimateurs robustes. Les versions restteintes ont été 
moins sujettes aux problèmes de convergence lorsque les 
tailles échantillonnales étaient plus grandes. Notons que 
nous avons dû prendre des bandes plus larges dans le cas de 
POPUSA afin d'obtenir des taux de convergence 
satisfaisants. 

5. CONCLUSION 

Le but de cet article est d'introduire des estimateurs de 
calage possédant de bonnes propriétés de robustesse. Les 
estimateurs traditionnels de calage sont faciles d'emploi, 
puisqu'il suffit d'un ensemble de poids de départ, habituel­
lement les poids d'échantillonnage rf^, qui sont transformés 
en poids calés. La démarche de cet article suit ces mêmes 
étapes, où les poids impUcites robustes r̂  sont transformés 
en poids calés, et où les constantes ^̂  sont choisies de sorte 
que B soit un estimateur robuste. Le choix de r̂  proposé 
est donné par la formule (3.9), avec a = 9,b = 1/4. Une 
théorie pour un choix de r̂  optimal reste à faire. Il est 
suggéré dans les applications de varier la constante a, entre 

Tableau 4.3 
Résultats de Monte-Carlo lors de l'échantillonnage dans la population AREA 

Estimateurs VAR M EQM, C V M B R M MIN MAX RAFV' CONV 
10 

GREG/U 

GREG/R 

CHAM 

MODEL 

LEE25/U 

LEE25/R 

QRROB/U 

QRROB/R 

n = 1 5 

1,334 

1,295 

1,187 

1,291 

1,279 
1,284 

1,026 

1,028 

1,700 

1,629 

1,541 

1,580 

1,593 

1,596 

1,440 

1,437 

19,23 

18,82 

18,30 
18,54 

18,61 

18,63 

17,70 

17,68 

8,92 

8,53 

8,77 

7,93 

8,26 
8,24 

9,50 

9,43 

GREG/U 

GREG/R 

CHAM 

MODEL 

LEE25/U 

LEE25/R 

QRROB/U 

QRROB/R 

0,940 

0,928 

0,708 

0,757 

0,672 

0,671 

0,485 

0,485 

1,178 

1,154 

0,989 

0,997 

1,059 

1,056 

0,990 

0,986 

16,00 

15,85 

14,67 

14,73 

15,18 

15,15 

14,68 

14,64 

7,18 

7,01 

7,82 

7,22 

9,18 

9,15 

10,48 

10,44 

-3,35 

0,20 

-4,09 
-5,23 

-5,28 

0,20 

-4,74 

0,20 

-1,40 

0,20 

-1,52 

•1,66 

•1,68 

0,20 

•1,59 

0,20 

14,94 

14,00 

14,90 
16,75 

16,89 

14,00 

15,38 

14,00 

7,03 

6,00 

7,92 

8,39 

9,40 

6,00 

8,90 

6,00 

86,6 

100,0 

87,2 

86,8 

86,6 

100,0 

87,6 

100,0 

93,0 

100,0 

93,7 

93,1 

92,0 

100,0 

93,9 

100,0 

99,0 

99,0 

99,0 

99,8 

99,8 

99,8 
Les bornes pour les RAFV sont [0,20,14] pour n = 10 et [0,20, 6] pour n = 15. 
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Tableau 4.4 
Résultats de Monte-Carlo lors de l'échantillonnage dans la population MU284 

Estimateurs VAR, EQM M CV, BR. MIN MAX RAFV CONV 
n = 30 

GREG/U 

GREG/R 

CHAM 

MODEL 

LEE25/U 

LEE25/R 
QRROB/U 

QRROB/R 

n = 60 

2,833 

2,813 

0,645 

0,709 

0,887 

0,871 
0,719 

0,720 

2,925 

2,910 

1,639 

2,037 

1,877 

1,847 
1,532 

1,525 

20,51 

20,46 

15,35 

17,11 

16,43 

16,30 
14,84 

14,81 

-3,64 

-3,73 

-11,95 

-13,82 

-11,93 

-11,85 
-10,81 

-10,76 

GREG/U 

GREG/R 
CHAM 

MODEL 
LEE25/U 

LEE25/R 

QRROB/U 
QRROB/R 

1,473 

1,467 

0,357 

0,380 

0,403 

0,396 

0,308 

0,308 

1,489 

1,484 

0,990 

1,255 

1,201 

1,203 

0,976 

0,979 

14,63 

14,61 

11,93 

13,43 

13,14 

13,16 

11,85 

11,87 

-1,49 

-1,57 

-9,54 

-11,22 

-10,72 

-10,78 

-9,80 

-9,82 

-6,83 

0,20 

11,80 

12,06 

11,06 
0,20 

-9,46 

0,20 

-1,19 

0,20 

-2,53 

-4,93 
-4,80 

0,20 

-2,36 
0,20 

23,90 

16,00 

31,26 

31,91 

30,93 

26,00 
25,84 

16,00 

10,03 

7,00 

15,59 

14,52 

14,20 

7,00 

10,99 

7,00 

89,8 

100,0 

77,0 

68,40 

73,5 
100,0 
86,5 

100,0 

90,1 

100.0 

69,8 

58,1 
60,3 

100,0 

86,1 
100,0 

99,2 

99,2 

99,2 

99,7 

99,7 

99,7 
Les bornes pour les RAFV sont [0,20,16] pour « = 30 et [0,20,7] pour n = 60. 

Tableau 4.5 
Résultats de Monte-Carlo lors de l'échantillonnage dans la population MU281 

Estimateurs VAR, EQM, CV, BR, MIN MAX RAFV' CONV 
n = 30 

GREGAJ 

GREG/R 
CHAM 

MODEL 

LEE25/U 
LEE25/R 

QRROB/U 
QRROB/R 

n - 6 0 

GREG/U 

GREG/R 
CHAM 

MODEL 
LEE25/U 

LEE25/R 

QRROBAJ 

QRROB/R 

17,33 

17,40 

13,23 

11,30 
11,21 

11,26 
12,92 
12,94 

7,57 

7,58 
5,85 

4,53 

4,55 
4,50 

5,40 

5,39 

17,35 

17,41 

13,26 

11,91 

11,60 
11,73 

13,29 
13,34 

7,57 

7,58 
5,90 

5,23 
5,18 
5,21 

6,16 

6,17 
' Les bornes pour les RAFV sont [0,20, 25] pour n 

7,84 

7,86 

6,86 

6,50 
6,41 

6,45 
6,86 
6,88 

5,18 

5,18 
4,57 

4,30 
4,28 
4,30 

4,67 

4,67 
= 30 et [0,20,9] 

-0,26 

-0,24 

-0,33 
1,47 

1,17 
1,29 
1,15 
1,20 

-0,10 

-0,09 
-0,43 

1,57 
1,49 

1,58 
1,64 

1,66 
pour n = 60. 

-38,97 

0,20 
-47,09 

-66,22 

-59,75 
0,20 

-54,14 
0,20 

-12,77 

0,20 
-22,97 

-24,02 
-23,74 

0,20 
-21,08 

0,20 

34,56 

25,00 

39,08 

41,43 

37,03 
25,00 
39,73 
25,00 

15,34 

9,00 
11,49 

14,58 
14,41 

9,00 

21,07 

9,00 

86,0 

100,0 

56,9 

47,9 
53,3 

100,0 

70,8 
100,0 

86,4 

100,0 
51,4 

38,7 
41,2 

100,0 
68,6 

100,0 

99,8 

99,8 

99,8 

99,9 

99,9 

99,9 

par exemple 6 et 12, pour voir l'influence de la constante 
sur l'estimation. Si désiré, les homes LetU permettent de 
restteindre les poids, afin qu'ils soient tous positifs par 
exemple. Nous suggérons d'utiliser de manière générale 
L = 0,2, U = kNIn, où k est autour de 3. 

Notons que le but des estimateurs de calage robustes 
n'est pas de remplacer le GREG, mais bien d'êtte utilisé 
conjointement avec ce demier. Ainsi, si l'estimateur robuste 
et l'estimateur GREG sont ttès différents, alors une analyse 

plus poussée pourtait permettte d'expliquer le phénomène. 
Les estimateurs proposés sont potentieUement utiles comme 
outils de diagnostic. 

D serait intéressant de pousser les études empiriques de 
la section 4, en étudiant par exemple l'effet du plan 
d'échantillonnage sur les procédures proposées. L'esti­
mation de la variance est un autte sujet important qui 
nécessite des développements. Une autte avenue intéres­
sante conceme les sondages «tout usage» (multipurpose). 
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En effet, dans les applications, nous disposons rarement que 
d'une seule variable d'intérêt. Les méthodologistes désirent 
alors disposer d'un unique ensemble de poids utile pour 
toutes les variables d'intérêt. Dans un contexte de robus­
tesse, une solution a été proposée dans la conclusion de 
l'article de Gwet et Rivest (1992), où des poids robustes 
sont calculés pour chaque variable d'intérêt y^'\ 
i = l, ...,I. Pour une unité, le poids final cortespond au 
poids minimal parmi les poids obtenus. Altemativement, 
afin d'obtenir des estimateurs robustes et calés, nous 
pourrions calculer les poids implicites robustes pour chaque 
variable d'intérêt, foumissant un ensemble de r^(y''^), et 
poser r̂  = min rĵ (y ^'^), où le minimum est sur i = l,..., I. 
On pourrait par la suite transformer ces poids en poids 
calés. Cette procédure nécessite d'êtte évaluée plus en 
détail. 
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ANNEXE A 
PREUVE DE LA PROPOSITION 1 

Soit Af^{u;q,r) = r + qu - h{u;q, r) et z^ une variable 
d'intérêt. On suppose les conditions suivantes 

Ci-N-'Es<ikh-0^{l). 
C2-N-'YsKixlXj,q„r,)z, = o{n-'^), 
où X^ est solution de l'équation (2.5). 

On remarque que lLs^rj^ +q^xlX^)x^ = T^, où 

^1 = -(Ls^kXkX'kY^iPxr-Px)' ®̂  ^"SS' 1 " ^ Ys^ixlcK' 

1i,''"t)Xk- T^. Ainsi, on trouve en utilisant Cj que 
S = -^Ls9kXkXk)^^Pxr-Px)' ®̂  ^"SS' 1"^ L " ( ' 
1k''"k)Xk- Px- Ainsi, on trouve en utilisant Cj que 

N-'Es^kXkXk(\-K)=o^{n-''^), 

et donc X^ -X^ = o (n ' "^ ) , en utiUsant Cj avec ẑ  = x^x^. 
On montre aussi aisément que 

^ ( • ' Q R ~ ^ R Q R ) 

=N-'Es (rk-^kXkh)yk-N-'Es h{xlXj,q„r,)y, 

=N-'Ys^kXkyk(\-K)-N-^Ys\(x^K;qk'h)yk 

= Op{n-'"). 

ANNEXE B 
LISTE DES ABRÉVIATIONS 

ADU: Absence de biais asymptotique (Asymptotically 
Design Unbiased). 

BLUP: Meilleur estimateur linéaire sans biais de Royall 
(1970). 

CE: Contraintes d'étalonnage, Ys^kXk'Px' '^^ 
Px = YuXk-

CH: Estimateur robuste proposé par Coakley et 
Hettmansperger (1993) qui un GM-estimateur en 
une étape. Il est robuste et efficace. 

CHAM: Estimateur robuste de Chambers (1982,1986). 

GM: Estimateurs M généraUsés, issus de la théorie de la 
robustesse. Voir par exemple Hampel et coll. 
(1986). 

GREG: Estimateur par la régression généralisée proposé 
par Cassel et coU. (1976). 

HT: Estimateur Horvitz-Thompson TjgdkYk' ^" 

QR: Estimateurs de Wright (1983), de la forme 

T^Pq-Lrk^k-
RAFV: Restrictions appUcables à la fourchette des valeurs 

pour les poids w ,̂ en imposant par exemple que 
tous les Wi^e[L, U]. 

RQR: Généralisation des estimateurs de Wright (1983), 
qui s'obtiennent d'une métrique générale en plus 
de restrictions sur les poids; 

ANNEXE C 
LISTE DES PRINCIPALES CONSTANTES 

Facteur pouvant tenir compte de problèmes 

d'hétéroscédasticité. 

Poids d'échantillonnage. 

Poids-g défini par wjdj^. 

Quantité permettant de réduire l'influence d'une 

"•k 

Sk 

h,. 

7t,.,7l •kl-

1k' 

U^,U, 

W, 
*• 

information auxiliaire aberrante dans B . 

Probabilités d'inclusion d'ordre un et deux, 
respectivement. 

Quantités définissant un estimateur QR. Les q^^ 
servent à constmire les coefficients de régression 
intervenant dans la première partie, r^'B . Les r̂^ 
servent pour la seconde partie, Y^/k^k-

Poids servant à constmire ê de manière robuste. 

Poids servant à considérer un facteur de cortection 
Ys^k^k robuste. 

Poids calé à être apposé à y^^ pour former 

Ys^kYk-
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Estimation dans des enquêtes par sondage avec des 
probabilités d'inclusion conditionnelles: 

enquêtes à plan d'échantillonnage complexe 

YVES TILLE' 

RESUME 

L'auteur étudie une méthode basée sur le plan de sondage permettant d'utiliser une information auxiliaire en vue d'améliorer 
la précision des estimateurs. L'objectif est de construire un estimateur dont le biais conditionnel est faible grâce à la 
pondération des valeurs observées par l'inverse des probabilités d'inclusion conditionnelles. L'auteur propose une 
approximation générale dans les cas où la statistique auxiliaire est un vecteur d'estimateurs de Horvitz-Thompson. Cette 
approximation est assez proche de l'estimateur optimal décrit par Fuller et Isaki (1981), Montanari (1987,1997), DeviUe 
(1992) et Rao (1994,1997). Puis, il applique l'estimateur optimal à un plan d'échantillonnage stratifié et montre qu'on peut 
considérer cet estimateur optimal comme un estimateur de régression généralisé pour lequel les variables indicatrices de 
la stratification sont également utilisées au stade de l'estimation. Enfin, il discute du domaine d'application de cet 
estimateur dans le contexte général de l'utilisation de données auxiliaires. 

MOTS CLÉS: Estimation conditionnelle; observation pondérée; estimateur de régression généralisé; enquête complexe. 

1. INTRODUCTION 

Au stade de l'estimation, les praticiens de l'échan-
tionnage d'enquête disposent souvent de données auxi­
liaires. Il peut s'agir d'un ensemble de moyennes ou de 
totaux de population. Parfois, les données sont détaillées, 
par exemple, quand on connaît les valeurs prises par une 
variable pour les diverses unités d'une population. On peut 
se servir de ces renseignements pour améliorer la précision 
des estimateurs. 

Notre but est d'examiner le cas des données auxiliaires 
dans le contexte de conditionnante. De nombreux articles 
ont été publiés au sujet de l'inférence conditionnelle. En 
effet, la question de l'estimateur optimal a été abordée par 
Fuller et Isaki (1981), Montanari (1987, 1997), DeviUe 
(1992) et Rao (1994, 1997). Casady et Vaillant (1993), 
quant à eux, ont étudié les propriétés conditionnelles des 
estimateurs dans le cas de la stratification a posteriori. 
Dans un article antérieur (Tillé 1998), nous avons proposé 
une méthode générale qui permet de constmire un esti­
mateur de la moyenne ou du total dont le biais conditionnel 
est faible dans le cas de l'échantionnage aléatoire simple. 
Cette méthode se fonde sur l'utilisation des probabilités 
d'inclusion conditionnelles et permet de tenir compte de 
données auxiliaires sans devoir s'appuyer sur un modèle de 
superpopulation. 

Dans le présent article, nous généralisons l'utilisation 
des probabilités d'inclusion conditionnelles à tout plan 
d'échantillonnage. Nous montrons que cette méthode 
permet de constmire un estimateur fort semblable à 
l'estimateur optimal décrit par Montanari (1987), DeviUe 
(1992) et Rao (1994). Cette famille d'estimateurs foumit 

une inferenee conditionnelle valide et peut aussi être 
considérée comme l'estimateur linéaire optimal. Puis, nous 
appliquons ces estimateurs au cas de la stratification et nous 
les comparons à l'estimateur de régression généralisé 
(GREG en anglais). L'estimateur GREG est généralement 
entaché d'un biais conditionnel. Néanmoins, nous 
montrons que, pour ce qui est de la régression, l'estimateur 
optimal est un cas particulier de l'estimateur GREG. En 
effet, quand on utilise de nouveau les variables de 
stratification comme variables auxiliaires dans l'estimateur 
GREG, ce demier est égal à l'estimateur optimal. Ensuite, 
nous présentons un ensemble de simulations pour illustrer 
les avantages de l'estimateur optimal dans le cas de la 
stratification. Le gain de précision peut être très important 
quand les variables de stratification sont fortement cortélées 
à la variable étudiée. Enfin, nous discutons du problème 
général de l'estimation dans le cas d'enquête par sondage 
et le considérons comme un problème de troisième ordre, 
où trois ensembles de variables interagissent: les variables 
de planification, les variables d'étalonnage et les variables 
étudiées. 

L'article est stmcture comme suit. À la section 2, nous 
définissons la notation. À la section 3, nous présentons le 
problème de l'inférence conditionnelle. À la section 4, 
nous donnons une approximation de l'estimateur simple 
pondéré conditionnellement (estimateur SPC) pour les 
plans d'échantionnage complexes compte tenu d'hypo­
thèses techniques. Nous discutons de ces hypothèses à la 
section 5. A la section 6, nous comparons l'estimateur 
optimal et l'estimateur SPC à l'estimateur de régression 
généralisé GREG dans le contexte de la stratification. Nous 
montrons que l'estimateur optimal peut être considéré 
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comme un estimateur GREG pour lequel les variables 
indicatrices de la stratification sont également utilisées a 
posteriori. Puis, à la section 7, nous présentons un 
ensemble de simulations réalisées pour comparer les 
estimateurs susmentionnés. Enfin, à la section 8, nous 
examinons le problème de l'interaction entre le plan de 
sondage et les variables auxiliaires. 

2. PROBLÈME ET NOTATION 

Considérons une population finie U = {l,...,k,...,N} et 
supposons qu'on sélectionne sans remise à partir de cette 
population un échantillon aléatoire S conformément à un 
plan de sondage p(.). La probabilité de sélectionner l'échan­
tUlon s est Pr(5 = s) = p{s), pour tout 5 c [/. Les variables 
indicatrices /̂  prennent la valeur 1 si l'unité k est dans 
l'échantillon et 0 sinon, pour tout k&U. La probabilité 
d'inclusion de l'unité k est Tt̂̂  = E{Ii), où le symbole E{.) 
représente l'espérance mathématique par rapport avec le 
plan de sondage. La probabilité d'inclusion d'ordre deux 
des unités k et / est ji ,̂ = E{IJ^. Notons par ŷ  la valeur 
de la variable y pour la fc-ième unité de la population. Le 
but est d'estimer la moyenne de population de y: 

y = ^Eyk-
N keU 

Si \>0, pour tout keU, l'estimateur d'Horvitz-
Thompson (1952) donné par 

N kes Ilk 

foumit un estimateur sans biais de y. 
Supposons que T est une statistique. L'objectif est 

d'estimer y avec un biais conditionnel aussi faible que 
possible par rapport T. Définissons la probabiUté 
d'inclusion conditionnelle de premier ordre comme étant 
jt^l^= £(/^|r) pour tout keU et les probabilités 
d'inclusion conditionnelles d'ordre deux comme étant 
Tt̂M J. - E{IJi I T) pour tout keU,leU,k*l. Nous défi­
nissons l'estimateur simple pondéré conditionnellement 
(SPC) comme étant 

fi(3^i^|r) = £(y|^|r) 

-E — 
N kes Tlk\T 

(2.1) 

Cet estimateur n'est pas parfaitement dépourvu de biais 
conditionnel. En effet, un estimateur sans biais condi­
tionnel existe si, et uniquement s\,n^j.>0 pour tout keU. 
Pour cette raison, il est utile d'élargir la définition de 
l'absence de biais conditionnel: nous disons qu'un estima­
teur est virtuellement sans biais conditionnel (VSBC) si le 
biais conditionnel dépend uniquement des unités dont la 
probabilité d'inclusion conditionnelle est nulle. L'estima­
teur SPC est effectivement VSBC puisque: 

7? ^ *̂-

Cet estimateur généralise certains résultats classiques 
(voir Tillé 1998) comme la stratification a posteriori. Qui 
plus est, il nous permet de constmire un estimateur original 
pour un tableau de contingence quand on connaît les totaux 
de population marginaux. Malheureusement, le calcul des TÎ^ , j . 
devient difficile dans le cas des plans d'échantillonnage 
complexes. Nous donnerons néanmoins une approximation 
générale de l'estimateur SPC quand on se sert d'un vecteur 
d'estimateurs d'Horvitz-Thompson comme statistique 
auxiliaire. 

3. UTILISATION D'UNE STATISTIQUE 
AUXILIAIRE COMPLEXE 

Supposons que les données auxiUaires sont représentées 
par le vecteur x^ = (x^,, ...,x^., -...A^̂ y)' des valeurs prises par 
les J variables auxiliaires pour la fc-ième unité de U. Pour 
commencer, nous supposons que l'on connaît les x^ pour 
chaque unité de la population. Plus tard, nous considé­
rerons le cas plus restreint où l'on ne connaît qu'une 
fonction des x^, comme 

X = — y ^ X,. 

Ntu ' 
Considérons aussi l'estimateur d'Horvitz-Thompson de x 
représenté par 

" Ntts n. 
Si 71̂  > 0, pour tout keU, x^ est un estimateur non biaisé 
de x, tel que 

£(x„) = x. (3.2) 

La variance de x̂^ prend la forme 

A^^ leU ît; 

LYE^ini.--i-J-
N^ leU meU Jt^t, 

m*l (3.3) 

Supposons maintenant que le vecteur {y^ x^)' suit une 
loi de distribution multinormale. Dans ces conditions, nous 
pouvons constmire un estimateur conditionnel non biaisé 
(voir, par exemple, DeviUe 1992). Nous calculons d'abord 
le biais conditionnel, soit: 

P(yJ^.) = P(yjK)-y = (x„ -x)Var(x„)-> Cov(ÎJ^). 

Si nous disposons d'un estimateur de Blyjx^^), nous 
pouvons corriger l'estimateur d'Horvitz-Thompson de la 
façon suivante: 



Techniques d'enquête, juin 1999 63 

yc=y^-p(ynK) 

= >„ + (^ - \) Var (x„)-'Cov(i„,y„). 

Cet estimateur est apparenté à l'estimateur Unéaire optimal 
décrit par Fuller et Isaki (1981), Montanari (1987) et Rao 
(1994). En effet, Montanari a montré que le meilleur 
estimateur, au sens de la plus petite erteur quadratique 
moyenne (EQM), ayant la forme 

x,, - x 

3'p=3^„M''~^J'P (3.4) 

s'observe quand P prend la valeur: 

POFT =2;' 'C0v(î„, fJ. 

L'estimateur Unéaire optimal présenté par Montanari 
mène donc à un résultat fort semblable à celui de la méthode 
conditionnelle, même si, au départ, Montanari n'examine 
pas le problème sous l'angle conditionnel. Selon la méthode 
de Montanari, on trouve l'estimateur optimal dans une 
classe d'estimateurs linéaires définie par (3.4) sans aucune 
référence aux propriétés conditionnelles. Néanmoins, Rao 
(1994) a fait remarquer que cet estimateur aboutit à une 
inferenee conditionnelle valide. Le problème général de 
l'estimateur optimal tient au fait qu'on ne connaît pas PQJ,̂  
et qu'on doit donc l'estimer. Or, les propriétés optimales de 
l'estimateur se perdent si on estime Pon--

Afin d'estimer Pgp^ (ou B(yjx^)), on peut distinguer 
deux situations. Dans la première, on connaît les valeurs 
que prennent les variables auxiliaires pour toute les unités 
de la population. Dans ce cas, on connaît Y, ^^ oî  V^^^ 
estimer 

N^ keU T^k 

—.EE — (%-V/) 
A^'' keV leU T^k^i 

TrE (xu-x)y, 
l*k 

N keU 

sans biais en se servant de 

ou 

- r ^ /:i ^ V 1 v^ i^\k-'^)yk 

NkeS T^k 

1 Y- ''P'kl . X* 

(3.5) 

i.=E(i\keS) = - ! - Y - ^ * - ^ - n M 
leU k l k 

l*k 

Si l'on se sert de (3.5), on peut constmire un premier 
estimateur asymptotiquement optimal de la forme 

W , =kH^-K)'^''-^E ^-Yk- (3-7) 
N kes t. 

Dans la deuxième situation, on ne connaît que la 
moyenne de popiUation x, on doit estimer 2 et on ne peut 
estimer Cov (x^, y„) au moyen de (3.5). Montanari propose 
qu'on estime L et Cov(x^,y„) à l'aide de l'estimateur 
classique d'Horvitz-Thompson: 

^ = ̂ E ''•k^'k 

N^ kes ni 
(1 - JC , ) + 

^k^i ^ki-'^k^i -^EE 
N^ keS les t j ^ t , T^kl 

l*k 

et 

C 2̂(x„,y„) = - | - E ^ ( i - . ) 
A '̂ kes ni 

EE ^kYi ^ki-'^k'^i 

N keS les t . 71, 
hk 

"•kl 

On estime donc pQpp (en supposant que £ n'est pas 
singulière) par: 

Poj^ = Ê"'Cov2(x„,y„). 

En estimant POPT' "OUS pouvons constmire un autre 
estimateur asymptotiquement optimal (AOPT) de la forme: 

3'Aom=3^^ + (^«-'')'PoFr- (3.8) 

Les estimateurs AOPTl et AOPT2 se distinguent par la 
façon selon laquelle nous estimons Cov{x^,y^) et E. 
Cependant, l'estimateur AOPTl exige des données auxi­
liaires plus complètes. 

L'estimateur de régression généralisé (GREG) défini par 
Cassel, Sâmdal et Wretman (1976), Wright (1983) et 
Sâmdal, Swensson et Wretman (1992, p. 225) est égale­
ment un estimateur de la classe linéaire représentée par 
l'expression (3.4). Dans le cas de l'estimateur GREG, P est 
en effet défini par 

PGREG 

et peut être estimé par 

x.x,. E^ 
keU 

E 
keU C 

''kYk 

^GREG 
k k 

kes \C^ kes n^c^ 
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où les quantités Ci>0,keU, sont les poids définis pour 
toutes les unités de la population. L'estimateur GREG n'a 
pas de bonnes propriétés conditionnelles et est générale­
ment entaché d'un biais conditionnel (Rao 1994). 

4. APPROXIMATION DE 
L'ESTIMATEUR SPC 

Un autre moyen de constmire un estimateur sans biais 
conditionnel consiste à trouver une approximation de 
l'estimateur SPC représenté par l'expression (2.1). En 
effet, cet estimateur a de bonnes propriétés puisqu'il est 
virtuellement sans biais conditionnel (VSPC). Si nous nous 
servons de x̂^ comme statistique auxiliaire, nous 
rechercherons une approximation de 

''k\T = P[h\K)-

Si le vecteur aléatoire x̂^ prend, par exemple, la valeur z, 
nous obtenons, en appUquant le théorème de Bayes, 

^(4li=2)=P>-(^e|i„=z)=7c, 
Pr(^^=z\keS) 

Pr(i„ = z) 

Afin de calculer les probabilités d'inclusion condition­
nelles, il est donc nécessaire de connaître la loi de distri­
bution de Xjj conditionnellement et non conditionnellement 
à la présence des unités dans l'échantillon. Sauf dans 
quelques cas particuliers, cette loi de distribution est très 
complexe; aussi constmirons-nous une approximation. 

Nous pouvons dériver la moyenne et la variance de x 
conditionnellement et non conditionnellement à la présence 
des unités dans l'échantillon. En elîet ^(x ), Var (x ), et 
E {x^ I keS) proviennent respectivement de (3.2), (3.3) et 
(3.6) et 

2,. =Varfx.U6 ') 

T^E 
x^x^•K^.^ 

N^ leU 
hk \ ^ l 

1 - ^ 

x,x 
/ m — E E 

A 2̂ te(/ „g(/ 7t̂ Tt,7t„ 
l*k m*l 

m*k 

(^, klm 

71, ,71, kl km 

71, 
) (4.9) 

OÙ Ttŷ  est la probabiUté d'inclusion de troisième ordre. 
Nous supposons que les matrices S et 2 ^ ne sont pas 
singulières. 

Comme on ne connaît généralement pas la loi de 
distribution de x̂^ nous émettrons les trois hypothèses qui 
suivent pour constmire une approximation des probabilités 
d'inclusion conditionnelles. 

ii) R 

Si la taille n de l'échantiUon est grande, x suit une loi 
de distribution multivariée normale conditionnellement 
et non conditionneUement à la présence des unités dans 
l'échantillon. 

1 ^-i 
') 

R 
pour tous les keU, où 

1/2 52 V""^ 

in) 

-K-' =Oj^j{n 
V-i/2 £v-"2, R^ = v-"^ S,V-'«, V représente 

une matrice diagonale JxJ ayant pour diagonale les 
éléments de la diagonale de E et où Oj^j{n''^) 
représente une matrice de quantités qui, quand on la 
multiplie par n °, reste bomée quand n - <». 
Ŷ  = V -"2 (i|^ -x) = Oj{n -"2) où Oj {n -°) représente 
un vecteur de quantités qui, quand on le multiplie par 
n ", reste bomé quand n^°°. 

Ces trois hypothèses s'appliquent à la taille de 
l'échantillon. Nous supposons donc que, quand n croît, Â  
croît au moins aussi rapidement que n. Néanmoins, aucune 
hypothèse n'est faite en ce qui conceme / = nIN. Si nous 
supposons que les hypothèses énoncées à la section 3 sont 
vérifiées, le résultat qui suit représente une approximation 
de l'estimateur SPC: 

Résultat 1: 

Si les conditions i), ii) et iii) sont remplies et que nous 
utilisons la statistique auxiliaire x̂ ,̂ alors 

y\T=y^ (x-x/E-'lE^ 
N kes 7t, 

•Yk 

^OJ,n'')^y 

itité bomée en 
preuve dû résultat 1 est donnée en annexe, 

pv . .Aorn- (4.10) 

où « X o {n ') est une quantité bomée en probabilité. La 

5. DISCUSSION DES HYPOTHESES 

Les trois hypothèses susmentionnées sont vérifiées dans 
le cas de l'échantiUonnage aléatoire simple sans remise 
quand on ne dispose que d'une seule variable auxiUaire. En 
effet, nous avons alors y = l,x^ = ;c^," 
Nous obtenons 

n n n-l , n n-l n-2 
"* = T7 '" i ; = et 7C 

••X^,X X, X |^ X |^ x ^ x^. 

•klm 
N "' NN-l 

D'après (3.6), (3.3), (4.9), 

N-n x ^ - i 

N N-l N-2 

'\k 
•X + 

N-l 

, . ,^ - N-n ^x Var(j:„) = 
" A^-1 n 

\ai{x\keS) N{N-n){n-l) 

{N-2){N-l)n'^ 

Z\2] {Xk'X) 

N-l 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 
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ou 

O x = - E ix^-xf. 
N keU 

Maintenant, considérons les trois hypothèses dans ce cas 
particulier. 

- Madow (1948) a prouvé l'hypothèse i) dans certaines 
conditions. 

- L'hypothèse ii) devient 

Var(i„ \keS) 

Var(l ) 
1 =0(n- ' ) . 

D'après (5.12) et (5.13), nous obtenons 

Yar[ijkeS) _ N{n - l) 

Var(^J " {N - 2)n 
1 -

{x, - xf 

{N - l)ai 

1 -
N-2n N{n-l) ix^-xf 

{N-2) {N-2) (;v-l)a^ 

l -^0\ -
n 

L'hypothèse iii) devient 

X\k X _r>f^m\ 

\/Var(5„) 
0{n''^). 

D'après (5.11) (5.12), nous obtenons 

X\k-x _\lN -n Xk'X _^ 

Dans le cas de l'échantillonnage aléatoire simple, il est 
plus facile d'interpréter ces hypothèses. L'hypothèse i) est 
l'hypothèse classique de normalité qui était également 
nécessaire pour la constmction de l'estimateur optimal. 
Dans le cas de l'échantillonnage aléatoire simple, il est 
facile de vérifier que l'hypothèse iii) sous-entend l'hypo­
thèse ii). Ces deux hypothèses techniques impliquent 
simplement que 1̂:̂^ -ic | ne peut pas prendre une valeur 
beaucoup plus importante pour une unité particulière que 
pour les autres. 

Les trois hypothèses sont donc valides dans le cas de 
l'échantillonnage aléatoire simple quand on ne dispose que 
d'une variable. Nous pouvons aussi étendre ce résultat à 
l'échantillonnage stratifié quand le nombre de strates est 
fixe et que la taille de l'échantillon dans chaque strate est 
grande. Dans le cas de l'échantillonnage par grappes, si le 
nombre de grappes est grand et que les grappes sont 

sélectionnées selon un plan d'échantillonnage aléatoire 
simple, ces hypothèses sont encore appUcables. L'hypo­
thèse i) a également été prouvée partiellement par Rosén 
(1972) pour l'échantillonnage avec probabilités inégales. 
En réalité, la preuve de Rosén est limitée à un plan 
d'échantillonnage avec rejet. 

Les hypothèses proposées sont généralement moins 
restrictives qu'un modèle de superpopulation. En effet, ce 
genre de modèle consiste en un ensemble d'hypothèses 
concemant les variables étudiées, alors que les trois 
hypothèses présentées ici visent uniquement les variables 
auxiUaires. Dans le cas d'un modèle de superpopulation, 
les relations entre la variable étudiée et les variables auxi­
liaires représentent les contributions les plus importantes du 
modèle. Dans le cas de la méthode conditionnelle, aucune 
hypothèse n'est faite en ce qui conceme la variable étudiée. 
Si l'on peut débattre des hypothèses présentées, il est 
évident qu'un modèle de superpopulation est un ensemble 
d'hypothèses beaucoup plus restrictives que celles utilisées 
dans le cas de la méthode conditionnelle. 

6. APPLICATION A L'ECHANTILLONNAGE 
STRATIFIÉ 

6.1 Le problème 

Lors de la stratification, on se sert de données auxiliaires 
a priori pour améliorer l'estimation. Dans ce cas, trois 
ensemble de variables interagissent: les variables de stratifi­
cation, les variables auxiliaires utilisées a posteriori et la 
variable étudiée. Supposons que l'on partitionne la popu­
lation en/f strates Uf^,h = l,...,H, detaiUe//^,/i = l,...,H. 

r-l 
Soient y,=N-'Y.k,uJk ^t ^H=^h Ikeu.^'k les 
moyennes des strates dans la population. Nous 
sélectionnons sans remise un échantillon aléatoire simple S^ 
de taille fixe «;, (£/,=i «^ = «) indépendamment dans chaque 
strate. Conformément à la théorie générale de la 
stratification (voir, par exemple, Sàmdal, Swensson et 
Wretman 1992, p. 100), nous obtenons 

1 " 

T,EN^ N 
y H e t x„ 

h = l 
h-r h ^ E A - . Î , 

N A=l 

ou 

= —Eyk^^^h = — E^k-
"h kes, n^ kes. 

En outre, nous obtenons 

Cov(x .y ) = 

- ^ E ^ . ^ - ^ T T ^ E (X. - x-,)(y, - y V 
N^ h-i n^ N^-l keu, 

et 
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1 " 

N^ h=i 

1 - / , 1 
E (X/fc-x , ) (x^-x , ) ' 

"ft ^ / , - 1 keU, 

où/^ =nJNf^,h = l,...,H. 

6.2 Estimateur AOPTl 

Si ke U^, en étendant l'expression (3.6) à l'échantil­
lonnage stratifié, nous obtenons 

,2 

et 

X|̂  =E{xJk€S) = x + 

N kes n. 

N: }_:fa 
N{N^-l) n„ 

( x ^ - x „ ) 

^ Ê ^ 1 - / . 1 E (x*-x,)y, 
N^ /,=! Nf^-l n^ n^ kes, 

D'après l'expression (3.7), nous pouvons dériver l'estima­
teur AOPTl sous la forme 

3 'A0Fr i=> ' . + ( x - x „ ) ' 

EN^ 
1-A 

/ i = i «A ^h 
-TE (X, 
1 keU, 

x j ( x , - x , ) ' | 

H 

xE 
A ;̂ i - A 1 

— E (x,-x,)y;fc. 
,=, A^^-1 n^ n^kes, 

Pour utiUser cet estimateur, nous devons disposer d'une 
quantité importante de données auxiliaires. Nous devons 
connaître la moyenne de population x^ des variables auxi­
liaires pour chaque strate, ainsi que la taille Â^ des strates. 
De surcroît, nous devons connaître les valeurs que prennent 
les variables auxiliaires pour chaque unité de U. 

Cependant, dans le cas de la stratification, yAoïTi 
présente un inconvénient important: il n'est pas calé sur la 
taille des strates Â^ autrement dit, quand l'objectif consiste 
à̂  estimer la taille des strates A^̂ , généralement 
^AOFTi * ^h- Nous pouvons facilement remédier à cet 
inconvénient en centrant la variable étudiée. Nous 
obtenons alors: 

^AOITIC ^Ji "*" (X X „ ) 

\EN^ 
| A = I 

H 

xE 

i - A 
-1 

« . ^H 

Y ( x , - x , ) ( x ^ - x , ) ' | 
keU, 

N 1-A 1 
h-.i N^-l /î^ n^kes, 

E ( x* -x ; , ) (y , -y ; , ) . 

6.3 Estimateur AOPT2 

Nous pouvons également utiliser l'estimateur A0PT2 
pour la stratification. Dans ce cas, d'après l'expression 
(3.8), nous obtenons 

^AOin7=^„ + ( x - x „ ) ' 

[ E .̂̂  ̂ ^ - ^ E (X. - x%)(x, - x V l ' 
/ i = i «A "A - 1 kes, 

xE^l 1 - / . 1 
E (Xj t -X; , ) (y4-yJ 

A=i n^ n^-l kes. 

Pour utiliser l'estimateur A0PT2, nous devons unique­
ment connaître le vecteur des moyennes de population x et 
la taille des strates Â .̂ L'inconvénient tient ici au fait que, 
comme les x^ sont estimés, on perd JxH degrés de 
liberté. Or, si le nombre de strates est élevé, cette perte de 
degrés de liberté pourrait augmenter l'instabilité de 
l'estimateur quand la valeur de JxH est grande. 

6.4 Estimateur GREG 

L'estimateur GREG ne tient pas compte des probabilités 
d'inclusion d'ordre deux. D s'exprime sous la forme 

3'GIŒG=>'n + ( X - X „ ) ' 
'̂  Â  X X ' 

"ST _A \^ k^k 
A = l «* kes. 

^kYk 
H M 

Y —Y 
h-l n^kes, ^k 

Bien qu'il soit plus stable, cet estimateur est entaché 
d'un biais conditionnel. En outre, si nous voulons estimer 
la taille des strates Â^ au moyen de l'estimateur GREG, 
nous n'obtenons pas exactement Â .̂ En effet, si y^ = 1 
quand keU^^ et que y^ = 0 quand k$U^^, alors 

'^GREG ^ ^ G R E G 

= ̂ . . - ^ ( x - x „ ) ' \ 
" A / X X ' 

y^ _ i y^ '^ '^ 
h-i n,^ kes, c^ 

1-1 

""kYk X E^E 
\ kes, -k 

Puisque, dans le cas de l'échantillonnage stratifié, 

^/m ^ ^h ' " ° " ^ obtenons 

UN X x ' ^ ' 
y ^ ^ V-̂  ^k^k K GREG :A^,+A^(x-xJ' • 
h=l n. keS, 

" N X 

X Y —E —-
t i n,ts, c, (6.14) 



Techniques d'enquête, juin 1999 67 

L'expression (6.14) montre que, en général, 
ĜREG * ̂ h • Donc, l'estimateur GREG détmit l'effet de 

stratification, parce qu'il ne tient pas compte de cette 
demière. En effet, la stratification est représentée par les 
probabilités d'inclusion d'ordre deux. Or, l'estimateur 
GREG ne dépend que des probabilités d'inclusion de 
premier ordre. En revanche, il est facile de vérifier que les 
estimateurs AOPTl et A0PT2 de N^ sont exactement 
égaux à A'̂ . Par conséquent, les estimateurs AOPT sont 
calés sur A/ .̂ 

Nous proposons d'utUiser l'estimateur GREG dans les 
cas suivants: quand la taille de l'échantillon est petite ou 
que le nombre de strates est grand et quand la stratification 
est en information auxiUaire médiocre pour la variable 
d'intérêt. En effet, dans ce cas, la perte de précision due à 
la perte de degrés de Uberté sera plus importante que le gain 
de précision qui résulte de l'optimalité de l'estimateur. 
Montanari (1998) présente aussi une analyse intéressante 
des avantages de l'estimateur optimal. 

6.5 Utilisation de l'estimateur GREG avec les 
variables de stratifîcation 

Une variante de l'utilisation de l'estimateur GREG 
consiste à utiUser de nouveau les variables de stratification 
au stade de l'estimation. 

Considérons le vecteur-colonne 

•̂ GREGw 

?n-(x-X„)' E — E (X,-X,)(X,-X,)' | 
[h-l n^c^kes, 

x E — E (x,-x,)(y,-y,). 
h-l n^c^kes. 

(6.16) 

Une preuve du résultat 2 figure à l'annexe. D convient 
de souUgner que l'expression (6.16) est égale à l'estimateur 
AOPT2 quand 

Un, " A 1 

N, 1 - /A 

pour h = l,..., / / , où C > 0 est une constante. Quand les/^ 
sont petits et que les n^ sont grands et proportionnels aux Â^ 
les deux estimateurs sont équivalents. Ce résultat montre 
que, dans le cas de l'approche conditionnelle, la méthode 
d'estimation tient automatiquement compte du fait que le 
plan d'échantillonnage est stratifié. Par contre, l'estimateur 
GREG ne tient pas compte de l'effet de stratification et il 
faut donc introduire de nouveau les variables de stratifi­
cation au stade de l'estimation, afin de ne pas perdre cet 
effet. 

w , {^kl—' ^kh'-"'^k(H)^k) 7. SIMULATIONS 

o u Z: •kh = 1 si keUf^ et 0 autrement. Ce vecteur est donc 
composé des valeurs prises par les variables indicatrices de 
la présence de l'unité k dans la strate H et des valeurs prises 
par les variables auxiliaires de x. 

Siw est la moyenne de population des vecteurs w^ et 
Wjj son estimateur d'Horvitz-Thompson, l'estimateur 

prend la GREG contenant l'information 
forme 

^GREG.=?n + ( W - W „ ) ' 

• Y^' Y '^''^' 
'• = 1 " A kes, C^ 

• E 
h-l 

auxiliaire ŵ^ 

" A kes, C^ (6.15) 

Nous pouvons simpUfier la présentation de l'expression 
(6.15). En effet, le résultat qui suit a été prouvé par Tillé 
(1994) et généralisé par Sâmdal (1996): 

Résultat 2: 

Quand on utilise de nouveau les variables de 
stratification au stade de l'estimation et que les ĉ  sont 
égaux dans la strate (c^ =c^,fc6C/^) on peut écrire 
l'estimateur GREG sous la forme 

Nous avons réalisé un ensemble de simulations^ afin de 
comparer les quatre estimateurs suivants: y„.yA0PTic 
^AOFn ĜREG- ^^ population comprend 4 strates de 
250 unités (N=1000). Nous appliquons un plan d'échantil­
lonnage stratifié avec répartition proportionnelle. Pour 
chaque simulation, nous sélectionnons 10 000 échantillons 
de taille n =100 et nous estimons les ratios suivants: 

Mj=EQM(yJ /EQM(^J= l , 

M2=EQM{y^^^)IEQU{yJ, 

M3=EQM(y^opric)/EQM(yJ, 

M,=EQM(^^oj^/EQM(^„). 

Nous générons les populations au moyen des modèles 
suivants: J*,:x̂ ^ = a ,̂y^ = e^,^6 f/, (indépendancecomplète), 
CPj:̂ t = a^,y^ = 3xĵ  + gĵ , /:6 U, (dépendance de x et y), 
'^yXk^^k'Yk^Xi^-^ 2h{k) -^ e^,keU, (dépendancedex,y 
et de la strate), 'P^. Jĉ  = a^,y^ = exp(10 + 2x^ + I0h{k) 
+ ei),ke U, (non-linéarité et dépendance de x, y et de la 
strate). T'yx,^ = ai^,y^ = exp{ei^-^3x^ + 3h{k),keU, (non-
linéarité et dépendance de x, y et de la strate), 
T^: JCjfc = ûjt .y^ = 3h{k) + e^, keU, (forte dépendance de y et 
de la strate), "P^:Xi^= ai^,yi^ = 50h{k) + ei^,keU, (très forte 
dépendance de y et de la strate) où â  et ê  sont des 
variables normales indépendantes dont la moyenne est égale 
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à 0 et la variance, à I, et h{k) est le numéro de la strate de 
l'unité k. Les résultats de la simulation sont présentés au 
tableau 1. 

Tableau 1 
Résultats de 10 000 simulations 

r. •p. •p. •p. •p,. •p.. 

M, 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 

Mj 1,0070 0,0906 0,5180 0,9261 0,9263 1,1047 38,5104 

Mj 1,0069 0,0906 0,4835 0,9277 0,9269 1,0015 1,0123 

M^ 1,0060 0,0936 0,4850 0,9257 0,9239 1,0006 1,0111 

Le tableau 1 montre que l'estimateur GREG produit une 
bonne estimation quand les variables de stratification ne 
sont pas cortélées à la variable étudiée. Néanmoins, le gain 
de précision de yAOpric et de yA0pr2 est d'autant plus 
prononcé que la dépendance entre la variable de stratifi­
cation et la variable étudiée est forte. Pour cette taille 
d'échantillon, la perte de degrés de liberté de l'estimateur 
optimal ne semble pas avoir d'effet sur la précision. En 
outre, toujours pour cette taille d'échantillon, le gain dû au 
fait de connaître la taille des strates dans la population n'est 
pas significatif. Dans tous les cas étudiés, l'estimateur 
optimal est donc nettement préférable à l'estimateur GREG. 

8. UN PROBLEME DE TROISIEME ORDRE 

La complexité du calcul des poids conditionnels n'est 
pas un problème particulier à l'estimateur SPC. Elle tient 
au problème général que pose l'estimation avec utilisation 
a posteriori de données auxiliaires quand on a déjà utilisé 
une variable auxiliaire a priori dans le plan d'échantiUon­
nage. Nous pouvons le résumer à un problème d'inter­
action de troisième ordre entre 

- les variables étudiées; 
- le plan d'échantillonnage et, donc, les variables 

auxiliaires utiUsées a priori; 
- les variables auxiliaires utilisées a posteriori. 

En effet, l'utiUsation de variables auxiliaires au stade de 
l'estimation pose le problème de savoir comment ces 
variables utilisées a posteriori interagissent avec la variable 
étudiée au moyen d'un plan d'échantillonnage donné. Le 
problème étant complexe, nous devons tenir compte des 
relations entre chaque ensemble de variables susmention­
nées, ainsi que des interactions de troisième ordre entre les 
trois ensembles de variables. 

Il est très difficile de trouver un estimateur vraiment 
opérationnel tenant compte des trois interactions de 
deuxième ordre et de l'interaction de troisième ordre. Aussi 
essayons-nous de simplifier le problème. La neutralisation 

de l'un des aspects du problème facilite considérablement 
la recherche de l'estimateur. La plupart des simplifications 
possibles ont déjà été étudiées. Nous en mentionnerons 
quelques-unes ici. 

- Si nous ne nous servons d'aucune donnée auxiliaire a 
posteriori (sauf la taille de la population AO nous ne 
pouvons constmire que l'estimateur d'Horvitz-
Thompson ou le ratio de Hâjek (1971). 

- La recherche de solutions générales au moyen de 
données auxiUaires ne pose pas de problème important 
dans le cas de l'échantiUonnage aléatoire simple, 
puisqu'on n'utilise aucune donnée auxiliaire a priori. 

- L'utilisation d'un modèle de superpopulation permet de 
fixer la relation qui existe entre la variable étudiée et 
les variables auxiliaires utilisées a posteriori. Dans ce 
cas, il est possible de déterminer l'estimateur optimal, 
par rapport au modèle. 

- Pour l'estimateur GREG ainsi que pour les méthodes 
de calage (voir DeviUe et Sâmdal 1992), dans le cadre 
de l'inférence fondée sur le plan de sondage, on ne 
retient du plan de sondage que les probabiUté de 
premier ordre. Donc, on traite un plan d'échantillon­
nage aléatoire simple de la même façon qu'un plan 
stratifié pour lequel les probabiUtés d'inclusion de 
premier ordre sont toutes égales. C'est pour cette 
raison qu'un estimateur de régression appUqué à un 
plan de sondage stratifié détmit généralement le calage 
des fréquences dans les states fixé au moment de la 
stratification a priori. Dans ce cas, la simplification 
tient au fait qu'on ne peut décrire que par la probabilité 
de premier ordre la contribution de chaque variable 
auxiliaire utilisée a priori dans le plan de sondage. 

- Enfin, pour l'estimateur linéaire optimal, on suppose 
implicitement que la relation de dépendance des 
estimateurs d'Horvitz-Thompson calculés pour les 
variables x et y est Unéaire. Manifestement, cet esti­
mateur ne tient pas compte de la dépendance non 
linéaire entre les estimateurs. Néanmoins, il tient 
compte des probabilités d'inclusion d'ordre deux. Si le 
plan d'échantillonnage est stratifié, l'estimateur reste 
calé sur les fréquences dans les strates. 

L'estimateur SPC tient compte de cette interaction de 
troisième ordre. Qui plus est, ici, les variables auxiliaires 
n'interviennent pas nécessairement de façon linéaire. Les 
poids dépendent à la fois du plan d'échantillonnage et de la 
variable auxiliaire. Les poids appliqués aux valeurs prises 
par la variable étudiée tiennent compte de toutes les 
interactions entre les trois groupes de variables. 

Les méthodes fondées sur les probabilités d'inclusion 
conditionnelles sont intéressantes pour diverses raisons: 
elles foumissent un cadre général permettant de rechercher 
et de concevoir des estimateurs qui s'appuient sur des 
variables auxiUaires sans devoir se reporter à un modèle de 
superpopulation et aboutissent à une inferenee condition-
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nelle valide. Elles font ressortir toute la complexité de 
l'estimation quand on dispose de données auxiliaires. 
Selon les données auxiliaires dont nous disposons, nous 
pouvons obtenir soit des résultats connus (comme, par 
exemple, la stratification a posteriori) ou des estimateurs 
très complexes qui ne sont pas vraiment opérationnels. 
Cependant, une première approximation mène à un résultat 
connu, c'est-à-dire l'estimateur linéaire optimal. 
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ANNEXE: PREUVE DES RESULTATS 1 ET 2 

Nous nous servirons du Lemme 1 pour prouver le 
résultat 1. 

Lemme 1: si R;^'-R"'=C>^^^(n "'), alors | R J " ' | R | = 
I +0( / i ' ' ) , où on définit R et R^ comme dans 
l'hypothèse ii). 

Preuve 

et donc 

[ R - ' - R - ' ] R = 0 , , , ( n - ' ) R 

\Rl'R\ = \UO,^,{n-')R\ = 

[1 + 0(« "')]•' +0(/i-') = 1 +0(n- ' ) 

où I est une matrice unité JxJ. Donc, 
R, 1 

|R| l + 0 ( n - ' ) 
= 1 +0(«" ' ) . 

Notons que le lemme 1 est une conséquence de 
l'hypothèse ii). 

Preuve du résultat 1 

Si nous définissons 

n 
ÏVTL 

, pour tous ke U. 

par l'hypothèse i), nous obtenons: 

n 
û*(x„) 

nPr(x„) ^ / ( x j 
= d,. 

^kiT^ Nn,Pr{iJkeS) V,(x„) 

où / (resp. /^) est la fonction de densité d'une variable 
multivariée normale dont la moyenne est x (resp. x.̂ )̂ et 
la matrice de variance-covariance E (resp. E^). Donc, 

- e x p - | ( x „ - x ) ' E - ' ( i ^ - i ) 

«i(Xn)=^r 
i -exp-i( î„- i | J ' i : - ' ( î„- i | , ) 

(8.17) 

Si nous écrivons aussi 

R=v-''^i:v"''^, 

R,=V-^2,V- '^, 

x'^=\-'Hx,-x), 

y,=\-'Hi.-x), 

et 

^k=dk-
\R. 

IRI 
e x p | x ^ ' ( R ^ ' - R - ' ) x : , (8.18) 

nous obtenons 

a, (x ) = d. 
k^ K' k 

|R|-^exp-lî:'R->î„^ 

|i**r''''exp - - ( x ^ -Y;t)'R;'(x;^ -Y,t) 

= c*exp-Y,Ri'(Y,-2x„'). (8.19) 

En utiUsant un développement en série pour le vecteur Ŷ^ 
de (8.19), nous obtenons 

a,{îj=c,{l-y,Rl'^'j^R{yf'). (8.20) 

ou 

P(yr)-c, 
1 ( 0 ) T » - 1 / (0) o - C x 

exp-Yi R* (Yifc -2x„) 

xy;{[R^'(yr-x:)K(7f-x:)]'-R^')Y„ 

„(0) et Yjt est un vecteur dont les éléments sont compris entre 
les éléments cortespondants de ŷ t et 0. D'après 
l'hypothèse iii), nous obtenons directement 

R{yf^) = 0^{n''). 

Par aiUeurs, nous savons d'après l'hypothèse ii), le lemme 1 
et l'expression (8.18) que 

q = d j l . 0 ( n - ' ) p e x p | l î : ' 0 , , / n - ' ) x „ j 

= d,[l.O^{n-')\. (8 21) 
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D'après (8.20) et (8.21), nous obtenons 

a(x„) =^,[i+o;'(«-')] 

{ I - Ï . {R" '+O. , / « ' ' ) )X : -O^ («-')) 

= d,{l-y',R-'î: .0^(n->)} 

= dk{\Hx-xjY-'i^lk-^)^0^{n_,)}. 

Enfin, nous obtenons 

% = -E«*(x„)>', 
nkeS 

j _ Y - (Xl t -X)) -* 

N'keS 
= i ^ (X--xVE--^E ^^^^^-^^ - o>-*)• 

Preuve du résultat 2 

D'après Sâmdal (1980), nous pouvons aussi écrire 
l'estimateur GREG représenté par (6.15) de la façon 
suivante: 

^GREGw=? .^^ ' ' ( i ;W^- l5n5 'W, ) ' 

(w;c-;n,'w,)->w;c-;n-'y3 

où 1 ̂  (resp. 1 ̂ ) est un vecteur-colonne comptant Â  (resp. 
n) unités, H^ (resp. H^) est une matrice diagonale dont les 
éléments diagonalisant les probabilités d'inclusion des 
unités de la population (resp. de l'échantillon), C^ est une 
matrice diagonale dont les éléments diagonalisant les ĉ  des 
unités de l'échantiUon, y ̂  est un vecteur-colonne composé 
des valeurs prises par la variable étudiée y dans l'échan­
tillon. 

W . 
^Nl 

^IH X] 

^NH ^N 

et W^ est une matrice nx{H •*• J) composée des n lignes 
de W^ cortespondant aux unités sélectionnées dans 
l'échantillon. 

La matrice qu'il faut inverser peut être partitionnée en 
quatre blocs: 

' A D 
D' B (w;c-'n-'w,) 

où A est une matrice HxH dont la diagonale cortespond 
àN,lc,,h = l,...,H, 

B = E 
A .̂ 

A = l n^c^ kes. 
E^kK 

D' 
^ x , ^ / / X H 

Par la méthode d'inversion matricielle parties, nous 
obtenons 

(w;c-'n-'w,)-' = ( A - D B ' D ' ) i -A 'DQ 
-QD'A ' Q 

où Q = (B-D'A- 'D)" ' . Puisque 

( i ;w^-i ;n5w,) = 
"H 

x_ - x 

où 0^ est un vecteur-colonne composé de H zéros, nous 
obtenons 

1 T T - 1 I 

(i;w^-i;n- 'w,) '(w;c- 'n--w,)-
= ( î „ - x ) ' Q [ - D ' A - ' l ( , , , , ] 

où Vj^js est une matrice unité 7x7. Puisque 

Q= E — E ( x , - x , ) ( x , - x , ) ' , 
A-1 n^c^kes. 

[-DA-' \j,j^] = [-i ... -x„ J(, , ,)] 

et 

w;c-'n-;y, 

.̂3^1 

^HYH 

E—^E XkYk 
h-l n^c^ kes, (8.23) 

et 

nous obtenons le résultat 2 en multipliant (8.22) par (8.23). 
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Estimation régionale robuste au moyen d'un modèle simple 
à effets aléatoires 

N.G.N. PRASAD et J.N.K. RAO' 

RÉSUMÉ 

Les auteurs étudient l'estimation régionale robuste en fonction d'un modèle simple à effets aléatoires constitué d'un modèle 
de base (ou à effets fixes) et d'un modèle de liaison qui traite les effets fixes comme des réalisations d'une variable aléatoire. 
À l'aide de ce modèle, on obtient un estimateur modélisé d'une moyenne régionale. Cet estimateur, qui dépend des poids 
d'enquête, demeure conforme au plan. On obtient également un estimateur à base de modèle de son erreur quadratique 
moyenne (EQM). Les résultats d'une simulation indiquent que l'estimateur proposé et l'estimateur modélisé de Kott (1989) 
sont également efficaces, et que l'estimateur de l'EQM proposé est souvent beaucoup plus stable que l'estimateur de l'EQM 
de Kott, même pour des écarts modérés du modèle de liaison. La méthode s'étend également à des modèles de régression 
à erreur emboîtée. 

MOTS CLÉS: Conforme au plan; modèle de liaison; erreur quadratique moyenne; poids d'enquête. 

1. INTRODUCTION 

On utilise souvent, pour l'estimation régionale, des 
modèles à effets aléatoires au niveau de l'unité pour obtenir 
des estimateurs efficaces à base de modèle pour les 
moyennes régionales. Typiquement, ce genre d'estimateur 
ne fait pas appel aux poids d'enquête (par exemple Ghosh 
et Meeden 1986; Battese, Harter et Fuller 1988; Prasad et 
Rao 1990). Par conséquent, les estimateurs ne sont pas 
conformes au plan à moins que le plan d'échantiUonnage ne 
soit autopondéré au sein des régions. On trouvera dans 
Ghosh et Rao (1994) une évaluation des méthodes 
d'estimation régionale. 

Kott (1989) a recommandé l'utiUsation d'estimateurs à 
base de modèles conformes au plan (par exemple des 
estimateurs modéUsés) parce que de tels estimateurs offrent 
une protection contre la défaiUance du modèle à mesure que 
la taille de l'échantillon des petites régions augmente. Il a 
calculé un estimateur conforme au plan pour une moyenne 
régionale à l'aide d'un modèle simple à effets aléatoires. Ce 
modèle englobe deux composantes: le modèle de base (ou 
à effets fixes) et le modèle de haison. Le modèle de base est 
donné d'après 

0. = u + V. (2) 

Yij = ^i •̂  ̂ ij' 7 = 1' 2, - , Â ,-; ' = 1,2,..., m (1) 

où les y., sont les observations de l'échantillon et les e^ 
sont des erteurs aléatoires non cortélées de moyenne zéro 
et de variance o, pour chaque petite région i ( = 1,2,..., m). 
Par souci de simplicité, nous notons Q. la moyenne régio­
nale y i = Y,jyijlNy où N^ est le nombre d'unités de la popu­
lation de la j-ième région. À noter que Y^ = Q^^È^ et 
Ëi = Y,je..lN.~0 si Â . est grand. 

Le modèle de liaison suppose que 0; est une réalisation 
d'une variable aléatoire qui satisfait au modèle 

où les V. sont des variables aléatoires non cortélées de 
moyenne zéro et de variance ô ,. Déplus, {v.} et [e..] 
sont supposés non corrélés. 

En supposant que le modèle (1) reste valable pour 
l'échantiUon {y.. ,7" = 1,2,..., n^ i = 1,2,..., m} et en combinant 
le modèle échantillon et le modèle de liaison, Kott (1989) 
a obtenu le modèle familier à effets aléatoires au niveau de 
l'unité 

ŷ^ = p + V. + e.j,j = 1, 2,..., n.; i = 1, 2,..., m. (3) 

appelé également modèle des composantes de la variance. 
On suppose habituellement des variances égales a- = a^, 
même si le cas des variances d'erteur aléatoires a également 
été étudié (Kleffe et Rao 1992; Arora et Lahiri 1997). 

En supposant a- = a^, Kott (1989) a calculé un esti­
mateur efficace 0,.;̂ . de 0̂ . qui est à la fois non biaisé pour le 
modèle d'après (3) et conforme au plan. D a également 
proposé un estimateur de son erteur quadratique moyenne 
(EQM) qui est non biaisé pour le modèle de base (1), tout 
en étant conforme au plan. Toutefois, cet estimateur de 
l'EQM peut être assez instable et peut même avoir des 
valeurs négatives, comme l'a remarqué Kott (1989) dans 
son exemple empirique. Kott (1989) a utilisé ses estima­
teurs de l'EQM surtout pour comparer la réduction globale 
de l'EQM lorsqu'on utilise ê̂ -ĵ . au lieu d'un estimateur 
direct à base de plan y ̂ ^ donné d'après (4) ci-dessous. D a 
fait remarquer qu'il faut des estimateurs de l'EQM plus 
stables. 

Le présent exposé est axé surtout sur l'obtention d'un 
estimateur de meilleure prédiction linéaire non biaisée 
(MPLNB) pseudo-empirique de 0̂ . qui dépend des poids 

N.G.N. Prasad, Department of Mathematical Sciences, University of Alberta, Edmonton, (Alberta), T6G 201; J.N.K. Rao, Department of Mathematics and 
Statistics, Carleton University, Ottawa (Ontario), Kl S 5B6. 
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d'enquête et qui est conforme au plan (section 2). Un 
estimateur de l'EQM stable à base de modèle est également 
obtenu (section 3). Les résultats d'une étude de simulation 
à la section 4 montrent que l'estimateur de l'EQM proposé 
est souvent beaucoup plus stable que l'estimateur de l'EQM 
de Kott, mesuré selon le coefficient de variation, même 
pour des écarts modérés du modèle de liaison (2). Les 
résultats pour le modèle simple (3) s'étendent également à 
un modèle de régression à erreur emboîtée (section 5). 

2. ESTIMATEUR DE MPLNB 
PSEUDO-EMPIRIQUE 

Soit vv.. le poids du plan de base attribué à la j-ième 
unité d'écnantillonnage {j = 1,2,..., n.) de la/-ième région 
(i = 1, 2,..., m). Un estimateur direct à base de plan de 0̂ . 
est alors donné d'après l'estimateur par quotient 

Ej^ijYij/Ej^rEj^oyij 
(4) 

où w.. = vv../y.w... L'estimateur direct y .^ est conforme 
au plan, mais il n'est pas renforcé par les autres régions. 

Afin d'obtenir un estimateur plus efficace, nous exami­
nons le modèle réduit ci-dessous obtenu du modèle 
combiné (3) avec o, = a : 

y. = 7 . w..(u + V. + e . ) 

= u + V. + ë . , 
r̂  i iw' 

(5) 

où les e . sont des variables aléatoires non cortélées de 
moyenne zéro et de variance 5. = o X ^y • Le modèle 
réduit (5) est un modèle au niveau de la région qui est 
semblable au modèle bien connu de Fay-Hertiot (Fay et 
Herriot 1979). U s'ensuit d'après la théorie standard de la 
meilleure prédiction Unéaire non biaisée (MPLNB) (voir 
Prasad et Rao 1990) que l'estimateur de MPLNB de 
9, = M + ,̂ pour le modèle réduit (5) est donné d'après 

0. M, + V. (6) 

ou 

(v - ù ) V . = Y-

avec LT =7.7 y lY-y- et y. =o„/(o„+5.). Anoter 
que 0j. est différent de l'estimateur de MPLNB pour le 
modèle intégral (3). Soit donc 0,. un estimateur pseudo-
MPLNB. L'estimateur (6) s'écrit également sous forme de 
combinaison convexe de l'estimateur direct y ̂ .̂̂  et p ̂ : 

0 = Y- y • + ( 1 - Y- ) M • 

— 2 9 

L'estimateur 0,. dépend des paramètres â , et a 
concrètement, ne sont généralement pas connus. 

(7) 

qui. 
Par 

conséquent, nous remplaçons a^ et a dans l'équation (7) 
par des estimateurs conformes aux modèles ô^ et ô^ dans 
le cadre du modèle original au niveau de l'unité (3) de 
façon à obtenir l'estimateur 

" w ^ 0 ( ' iw y iw I /.^i • ïvv* 

OU 

et 

Nous désignons l'estimateur 0̂ . l'estimateur de MPLNB 
pseudo-empirique. Nous utiUsons des estimateurs standard 
de ô  et de o^ en fonction des sommes des cartes 
intrarégion 

Q. = EEiyiryi)' 
' i 

et des sommes des cartes interrégion 
Qb = En^yi-yf' 

i 

OÙ y -Yji^iYi^Y^i^i est la moyenne globale de l'échan­
tillon. Nous avons 

et ôj, = max(ô ^, 0) où 

~2 

ô' = ô„/(E «,-'"] 

avec 

o, = VQ,-{m-l)a'yn* 

Il est à noter que a^ et o^ ne peuvent pas être estimés ou 
sont estimés de façon imparfaite à partir du modèle réduit 
(5) à cause de problèmes d'identification. Suivant Kackar 
et Harville (1984), on peut montrer que l'estimateur de 
MPLNB pseudo-empirique 0̂ . n'est pas biaisé selon le 
modèle pour 0. dans le cadre du modèle original (3) pour 
des erteurs {v̂ .} et {cy}, réparties symétriquement, pas 
nécessairement normales. Il est aussi conforme au plan, à 
supposer que n.Y,.w^j soit limité à mesure que n. augmente, 
parce que ŷ .̂^ converge en probabilité vers 1 selon que 
nf °° peu importe la vaUdité du modèle (3), à supposer que ô ̂  
et a^ convergent en probabilité, par exemple vers ô^ et 
o-l 

On obtient l'estimateur à base de modèle de Kott (1989) 
de Q. grâce à une combinaison pondérée de y .̂^ et de 
Zut^i'^y,, c'est-à-dire. 

/;.(a,.,c^'>) = (l-a,.)y,.„ a,Ec ( yp 
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et en minimisant ensuite l'erteur quadratique moyenne 
(EQM) du modèle def.{ayc'-'^) relativement à â . et à c/'^ 
sous réserve de l'absence de biais pour le modèle: 
X ,̂,,.c/ = 1. Cela donne 

(9) e,,, =/;.(«,, a '̂O 

avec 

a.= 

H'^/|E-^Ecf^-(l^E^f)Mj 

et 

cV^ = (o^/oO+n/ /EK/Ô^)-«;' 
' h*i 

L'estimateur 0̂ .̂  est également non biaisé pour le modèle 
et conforme au plan. Dans une version antérieure du présent 
exposé, nous avons proposé un estimateur semblable à (9). 
Il fait appel aux meilleurs estimateurs de p dans le cadre du 
modèle au niveau de l'unité, d'après les moyennes non 
pondérées y y plutôt que A„, le meilleur estimateur de p 
dans le cadre du modèle réduit (4), d'après les moyennes 
y. pondérées en fonction de l'enquête. 

3. ESTIMATEURS DE L'EQM 

Le calcul de l'EQM de l'estimateur pseudo-MPLNB 0 . 
est simple dans le cadre du modèle au niveau de l'unité (3). 
Nous avons 

EQM(0 ,.) =Ê(0 . -0.)^ = g,.(o^, o^) +^2,(4 ^') ^^^^ 

avec 

et 

^i,(Ov,o2) = (l -y^Jal 

g2,{al,a^)=al{l -yJ^/Ei Y,v 

Le terme dominant gi,(c5 , o^) est d'ordre 0(1), tandis que 
le deuxième terme gjiC^v '^^)' ^ cause de l'estimation de 
p, est d'ordre 0{m "') pour un grand m. 

On obtient un estimateur de l'EQM naïf de l'estimateur 
de MPLNB pseudo-empirique 0; en estimant l'EQM(0.) 
donnée d'après (10): 

eqm^{ê,)=g,.{â],Ô')^g2,{â],â^). d D 

Toutefois, (11) pourtait entraîner une nette sous-estimation 
de l'EQM(0,) en laissant de côté l'incertitude associée à ê^, 
et à ô .̂ À noter que 

EQM(0,.) = EQM(0,) + E{d. -ëf (12) 

en cas de normalité des erreurs {v.} et [e..], de sorte que 
rEQM(0,.) est toujours plus petite que l'EQM(0.); (voir 
Kackar et Harville 1984). 

Afin d'obtenir un estimateur «cortect» de l'EQM (0), 
nous étabUssons une approximation du terme de second 
ordre £(0; - 0 .)^ dans (12) pour un grand m, en supposant 
que {v,.} et [e..], sont distribués normalement. Suivant 
Prasad et Rao (1990), nous avons 

^(9,-e,)'==%(<^') (13) 

où les termes laissés de côté sont d'ordre inférieur à m "', 
et 

2/^2 2 ,î2i { V ( Ô ; ) - 2 ( O : / O O C O V ( Ô ; , Ô ^ ) + 

{alla^)^yar{â^)}; (14) 

(voir l'annexe 1). On trouvera aussi à l'annexe 1 les 
variances et covariances de ô̂ , et ô^. Il est possible de 
montrer que g,,(ô,,, â^) + g3,(â„, ô^) est à peu près non 
biaisé pour g,,(0^,0^) du fait que son biais est d'ordre 
inférieur à m - • (voir l'annexe 2). De même, gj, ( ôv, ô^ ) et 
^3,(0^,0^) sont à peu près non biaises pour gĵ . {a^ ,a^) et 
^3,(0^, ô )> respectivement. Il s'ensuit qu'un estimateur à 
peu près non biaisé pour le modèle de rEQM(0,.) est 
donné d'après 

eqm(0.) = g^.{âl, ô^) + g2.{âl, â^) + 2g,.{âl, â^). (15) 

Pour l'estimateur Q.^ donné d'après (9), Kott (1989) a 
proposé comme estimateur de l'EQM 

eqm(0.j,) = ( l -2â . )v ' (y . J + â i f : 
l*i 

( 0 - ^2 (16) 

où V * (y ,v) est à la fois un estimateur conforme au plan de 
l'EQM pour le plan de y.^ et un estimateur non biaisé pour 
le modèle de la variance-modèle de y .̂^ dans le cadre du 
modèle de base (1). Puisque â̂  converge en probabilité 
vers zéro selon que n.^"', U s'ensuit d'après (16) que 
Veqm{è.i^) est aussi à la fois conforme au plan et non 
biaisée pour le modèle si l'on considère uniquement le 
modèle de base (1). Toutefois, Veqm{ê^fr) est instable et 
peut même avoir une valeur négative lorsque â̂  dépasse 
0,5, comme l'a fait remarquer Kott (1989). 

À noter que notre estimateur de l'EQM (0 ̂  ), se fonde sur 
le modèle intégral (3) obtenu en combinant le modèle de 
base (1) et le modèle de liaison (2). Toutefois, les résultats 
de notre simulation de la section 4 indiquent qu'il peut 
fonctionner convenablement même en présence d'écarts 
modérés relativement au modèle de liaison. 
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4. ETUDE DE SIMULATION 

Nous avons mené une étude de simulation limitée afin 
d'évaluer le fonctionnement de l'estimateur proposé 0., 
donné d'après (8), et de son estimateur de l'EQM, donné 
d'après (15), relativement à l'estimateur de Kott 0 .^, donné 
d'après (9), et à son estimateur de l'EQM, donné d'après 
(16). Nous avons mené l'étude en fonction de deux 
stratégies: i) pour chaque simulation, on établit une popu­
lation finie de m = 30 petites régions avec Â, = 200 unités 
de population dans chaque région, en fonction du modèle 
proposé au niveau de l'unité, puis on tire indépendamment 
un échantillon avec PPT (probabilité proportionnelle à la 
taille) au sein de chaque petite région en fixant de n. = 20; 
ii) on étabUt d'abord une population finie fixe en fonction 
du modèle proposé au niveau de l'unité, puis pour chaque 
simulation on tire indépendamment un échantillon avec 
PPT au sein de chaque petite région à l'aide de la popu­
lation finie fixe. La première stratégie (i) se rapporte au 
plan aussi bien qu'au modèle de Uaison, tandis que la 
deuxième stratégie (ii) se fonde sur le plan en ce sens 
qu'elle se rapporte uniquement au plan. Nous supposons 
que les erteurs {v.} et {e..} sont distribuées normalement 
au moment de l'établissement des populations finies 
{y..,/ = l,2,...,30;y = l,2,...,200}. Nous avons considéré 
deux cas: 1) le modèle de liaison (2) est vrai pour p = 50; 2) 
on enfreint le modèle de liaison en laissant p varier d'une 
région à l'autre: p,=50, Î = 1,2,..., 10;p.=55,/ = 11,12,...,20; 
p,. = 60,1=21,22,...,30. Pour la mise en oeuvre de l'échan­
tillonnage avec PPT dans chaque région, des mesures de la 
taille (t = l,2,...,30;; = l,2,...,200) ont été établies à partir 
d'une distribution exponentielle de moyenne 200. À l'aide 
de ces valeurs z, nous avons calculé les probabilités de 
sélection p.. = Zyl^j z, pour chaque région /, puis nous les 
avons utiUsées pour la sélection des échantillons de la taille 
n, = n, avec PPT et avec remise, en prenant n = 20, et nous 
avons observé les valeurs d'échantillon associées {y/,}. 

Les poids de base du plan sont donnés d'après w ..= 
n'^Pjj de sorte que w.. =p^. lY, pîj . A l'aide de ces 
poids et des valeurs d'échantillon associées y., nous avons 
calculé les estimations ê̂ . et 0 .̂  et les estimations associées 
de l'EQM, de même que l'estimation par quotient y .^ pour 
chaque simulation; on trouvera à l'annexe 3 la formule pour 
V ' (y ,^) dans le cadre de l'échantillonnage avec PPT. Ce 
processus a été répété 7? = 10 000 fois de façon à obtenir 
pour chaque exécution les estimations r{=l,2,...,R) 0,.(r) 
et 0,jf (r) et les estimations associées de l'eqm, (0,(r)) et 
reqm,(0j.jj.(r))de même que l'estimation directe y,-^(r). 
À l'aide de ces valeurs, nous avons calculé l'efficacité 
relative (ER) empirique de 0̂ . et de 0̂ .̂  pour y .^ sous la 
forme 

et 

ER(0.)=EQM.(y,.J/EQM,(0,.) 

ER(0.j,) =EQM.(y.^)/EQM.(0.^) 

où EQM. désigne l'EQM pourT? - 10 000 exécutions. 
Ainsi, EQM.(0, .)=X,[0,(r)-y, .(r)f/ / î , où y,.(r)est 
la j-ième moyenne de population aréolaire pour la r-ième 
exécution. À noter que Y .{r) demeure identique pour les 
exécutions r dans le cadre de la stratégie fondée sur le plan 
puisque la population finie reste fixe pour les simulations. 

De même, nous avons calculé le biais relatif des 
estimateurs de l'EQM sous la forme 

BR[eqm(0,.)] = [ E Q M , ( 0 , . ) -£:.eqm(0.)]/EQM.(0,.) 

et 
BR[eqm(0.^)] =[EQM.(0.^) -£.eqm(0,.j,)]/ 

EQM.(0.^), 

où Et désigne l'espérance pour R = 10 000 exécutions. 
Ainsi, Ejeqm{%.) = ^^eqm(0.(r))//?. Enfin, nous avons 
calculé le coefficient de variation (cv) empirique des 
estimateurs de l'EQM sous la forme 

CV[eqm(0,.)]=[EQM.{eqm(0,.)}]i'2/EQM.(0,.) 

et 

CV[eqm(0.^)]=[EQM.{eqm(0,.j,)}]»'2/EQM.(0.^). 

À noter que EQMJeqm(0,.)] =X,[eqm(0.(r))-EQM, 
(Ô.)]'^//? avec une expression semblable pour 
E(3MJeqm(0,.^)]. 

Le tableau 1 présente une mesure sommaire des valeurs 
ER en pourcentage, IBRI et cv pour les cas (1) et (2) d'après 
la première stratégie. On trouvera au tableau 2 des mesures 
sommaires pour la deuxième stratégie. Les mesures 
sommaires considérées sont la moyenne et la médiane 
(med) pour les petites régions / = 1, 2,..., 30. 

Il est clair, d'après les tableaux 1 et 2, que 0̂ .̂  et 0̂ . 
fonctionnent de façon semblable relativement à une ER qui 
diminue à mesure que a^l a augmente. Dans le cadre de la 
deuxième stratégie, l'ER est grande à la fois pour le premier 
et le deuxième cas lorsque a^l o ^ 0,4, tandis qu'elle 
diminue nettement dans le cadre de la première stratégie si 
le modèle de liaison est enfreint (deuxième cas); l'esti­
mateur direct y ̂ ^ est plutôt instable dans le cadre de la 
deuxième stratégie. 

Pour ce qui est du rendement des estimateurs de l'EQM 
dans le cadre de la première stratégie, le tableau 1 indique 
que le IBRI de l'EQM(0,.) est négligeable (< 4%) lorsque le 
modèle de liaison reste vrai (premier cas) et qu'il est petit 
(< 10%) bien qu'il augmente même lorsque le modèle de 
liaison est enfreint. L'estimateur de l'eqm(0 .̂̂ )̂ comporte 
un IBRI plus grand mais inférieur à 15%. Le cv̂  de 
reqm(0j.) est beaucoup plus petit que le cv de reqm(0j.^) 
tant pour le premier que pour le deuxième cas. Ainsi, 
lorsque le modèle est vrai (premier cas), le cv médian est de 
25% pour reqm(0j.) comparativement à 148% pour 
l'eqm(0.JJ.) lorsque ô  = 1 ; le cv médian tombe à 8% pour 
reqm(0 J comparativement à 48% pour l'eqm (0.^) lorsque 
a =2. Ce régime se maintient lorsque le modèle est 
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enfreint (deuxième cas). À noter que la probabilité d'une 
valeur négative de reqm(0.^) est assez grande (>0,3) 
lorsque a^la < 0,4. 

Tableau 1 
Efficacité relative (ER) des estimateurs, du biais relatif 

(IBRI) absolu et du coefficient de variation (CV) des 
estimateurs de l'EQM (o = 5,0, n = 20): première stratégie 

a 
V 

1 

2 

3 

1 

2 

3 

Moyenne 
Médiane 
Moyenne 
Médiane 
Moyenne 
Médiane 

Moyenne 
Médiane 
Moyenne 
Médiane 
Moyenne 
Médiane 

ER% 

^IK 

190 
190 
126 
127 
113 
112 

108 
108 
108 
108 
104 
105 

ê, 

177 
182 
123 
124 
111 
111 

103 
104 
104 
104 
103 
105 

IBRI% 

eqm(9; 

CV% 

J.) eqm(é,.) eqm(Ô,.jj.) 

Premier cas 
15,3 
14,8 
5,1 
5,6 
3,5 
3,2 

3,5 
2,6 
3,2 
2,9 
2,7 
3,0 

Deuxième cas 
10,4 
11,1 
13,3 
13,6 
11,5 
13,1 

7,9 
7,7 
8,9 
7,9 
7,2 
8,0 

148 
148 
48 
48 
35 
35 

39 
38 
39 
37 
37 
36 

eqm(é;) 

25 
25 

8 
8 
6 
6 

6 
5 
6 
6 
5 
6 

Cas 1: p.=50,1=1,2,...,30; 
p,.=55, i=ll,12 20; p,.= 

Cas 2: p,.=50, (=1,2,...,10; 
=60,1=21,22,...,30. 

Tableau 2 
Efficacité relative (ER) des estimateurs, du biais relatif 

(IBRI) absolu et du coefficient de variation (CV) des 
estimateurs de l'EQM (0=5,0, /i=20): deuxième stratégie 

ER% IBRI% CV% 

Q.f. Q. eqm(e;^) eqm(9_.) eqm(e;jç.) eqm(9,.) 

Premier cas 
Moyenne 
Médiane 
Moyenne 
Médiane 
Moyenne 
Médiane 

Moyenne 
Médiane 
Moyenne 
Médiane 
Moyenne 
Médiane 

283 281 
275 279 
180 182 
177 181 
129 129 
129 128 

278 276 
271 275 
175 177 
173 177 
124 124 

125 124 

14,2 
15,0 
7,3 
6,9 
4,8 
4,2 

25,4 
24,7 
19,2 
18,7 
14,8 
13,9 

Deuxième cas 
15,7 
16,6 
8,8 
8,5. 
6,3 
6,8 

26,8 
26,2 
20,7 
20,3 
16,2 
15,5 

289 
295 
115 
122 
68 
65 

291 
297 
117 
124 
70 
67 

39 
38 
24 
23 
24 
24 

41 
40 
26 
25 
25 
26 

Cas l : p.=50, i=l,2,...,30;Cas2: p,.=55, j=l,2,...,10; 
P;=55, j=ll,12,...,20; p,. =60, i=21,22,...,30. 

Pour ce qui est de la deuxième stratégie, le tableau 2 
indique que le IBRI de reqm(0;) est plus grand que la 
valeur relevant de la première stratégie et qu'il varie entre 
15% et 25%. Par contre, le IBRI de Veqm{Q^f,) est plus petit 
et varie entre 4% et 15%. Le cv de reqm(0,.^), par contre. 

est beaucoup plus grand que pour la première stratégie. 
Ainsi, le cv médian pour le premier cas est de 295% 
comparativement à 38% pour l'eqm(0.) lorsque ô  = 1 avec 
diminution à 122% comparativement à 23% lorsque a = 2. 
Un régime semblable est observé pour le deuxième cas, la 
population finie fixe étant établie en fonction du modèle 
avec des moyennes qui varient. 

Afin de réduire le IRBI de reqm(0.) dans le cadre de la 
deuxième stratégie, on pourrait le combiner à l'eqm(0 .jç.) en 
établissant une moyenne pondérée, mais le choix des poids 
appropriés semble difficile. La moyenne pondérée sera plus 
stable que reqm(0 .ĵ ). 

5. MODÈLE DE RÉGRESSION À ERREUR 
EMBOÎTÉE 

On peut étendre les résultats des sections 2 et 3 aux 
modèles de régression à erreur emboîtée 

y.. =x!j^->- V. + e.j, j =1, 2,...,nf, i = 1, 2,...,m (H) 

en utiUsant les résultats de Prasad et Rao (1990), où x.. est 
un vecteur p des variables auxiliaires de moyenne de 
population connue X. et liées à y.., et P est le vecteur/? des 
coefficients de régression. Le modèle réduit est donné 
d'après 

y. =3c.' B + V. + ë. (181 

avec X.' = y.-w..x... On obtient des estimations conformes 
iw '-'i ij y 

au modèle â^ et â^ du modèle au niveau de l'unité (17), à 
l'aide de la méthode de l'ajustement des constantes (Prasad 
et Rao 1990) ou encore de l'estimation PMR (probabilité 
maximale restreinte) (Datta et Lahiri 1997). 

La MPLNB pseudo-empirique de 0. = X̂ î p + v. est 
donnée d'après 

où 

P =(E-Y X. x'.yUY-y- X. y. ). 

Un estimateur approximatif non biaisé pour le modèle de 
rEQM(0.) est donné d'après (15) avec 

/ ^ 2 '>2\ / 1 " \ ^2 

g^.{a^,a') = {l -Y,v)o„ 

comme auparavant, 
/ 2̂ ^2\ 

^2,(0v'0 ) = 

â^„(X.-Y X )'(Y y- X. x.'\-\X.-y. x. x ) 
V ^ l I IW J W ' \ Z _ ^ > * IW IW iwl ^ I I IW ¥W IW^ 

et g^.{â^,ô^), que l'on obtient de (14), comportant les 
variances et covariances estimatives de ô ^ et de â^. On 
peut obtenir ce demier élément de Prasad et Rao (1990) 
pour la méthode de l'ajustement des constantes et de Datta 
et Lahiri (1997) pour la probabilité maximale restreinte. 
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6. CONCLUSION 

Nous avons proposé un estimateur modélisé d'une 
moyenne régionale dans le cadre d'un modèle simple à 
effets aléatoires au niveau de l'unité. Cet estimateur dépend 
des poids d'enquête et il est conforme au plan. Nous avons 
également obtenu un estimateur à base de modèle de 
l'EQM. Les résultats de notre étude de simulation ont 
indiqué que l'estimateur de l'EQM proposé fonctionne 
bien, même pour des écarts modérés du modèle de liaison. 
La stratégie proposée s'étend aussi à un modèle de 
régression à erreur emboîtée. 
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ANNEXE 1 

Preuve de (13): 

D'après les résultats généraux (Prasad et Rao 1990), nous 
avons 

E{ê.-Q.)^^trA.{al,o^)B.{al,a^) 

~2 OÙ B.(o^, o ) est la matrice de covariance 2 x 2 de o ^ et de 
â^, et Aj{a^, o^) est la matrice de covariance 2 x 2 de 

Ô0, 30, ^ 

dal' da^ 

Or en notant que 

30; 3y. Y,v(l -Y,,.) 

Y,v(l-Y,v) 

da^ da^ 

da^ da^ 

et V{y.J =al + 5,. = oj/y,-^, nous avons 

^,(OV.O')=[Y,W(1-Y,V„)^OV" 

et par conséquent le résultat (14). 

-alla' 

-otia' 

{ojaf 

Matrice de covariance de o ^ et de ô̂  : 

En cas de normalité, nous avons 

V{a') = 2a*l\^.n.-m), 

V{a\) = 2n-} 

a\m - 1)(1] n,. - l)\^ n. - m)"' + 2n,a'a\ + n„a\ 

et 

ou 

(Zov{e,a\) = -{m-l)n:'y{a'), 

n„-En^-2EnUEnAEnff /(En^, 

(voir Searle, Cassella et McCuUoch 1992, p. 428). 

ANNEXE 2 

Preuvede £;[gj.(ô„ô^)+g.(ô„ô^)] =^j.(o, V ) : 

.2 A2^ Grâce à un développement de Taylor de g^.{â^,â ) autour 
de {a^, o ) au second ordre et en notant que £ (ô - a ) =0 
etE{â^-a^)~0, nous obtenons 

/ ' 2 ' 9 N / 2 2 \ 

^i,(o„,oO-gi,.(o^,aO 

'-tr 
2 

J ^2 D.{a:,a')B.{a:,a') 

où D.{a^,a') est la matrice 2 x 2 des dérivées secondes de 
gj.(o^,o^) relativement à a,, et à a'. Il est facile de 
vérifier que 

1 
tr D.{al,a')B.{al,a') =g,.{al,a'). 

'-î2 ' 2 N .2 „2^ Or en notant que E[g^.{a^,a )]~ g^.(o^, a^) nous obtenons 
le résultat souhaité. 

ANNEXE 3 

L'estimateur à base de plan de la variance de y .^ dans le 
cadre d'un échantillonnage avec PPT est donné d'après 

"(yj m 
m 

7E^ij(yij 
1 ;' 

y- )'• 

L'estimateur modélisé de la variance de Kott (1989) est 

v*()^,v)={^(^.w)/£v(y,j}v(y,.J 

[E^,J]E%Î(3'( , ->' /W)^ 

E %J( 1 - 2% + E ^^] 

où £ et V désignent l'espérance et la variance pour ce qui 
est du modèle au niveau de l'unité (3). 



Techniques d'enquête, juin 1999 79 

BIBLIOGRAPHIE 

ARORA,V., et LAHIRI, P. (1997). On the superiority of die Bayesian 
method over the BLUP in small area estimation problems. 
Statistica Sinica, 7, 1053-1063. 

BATTESE, G.E., HARTER, R., et FULLER, W.A. (1988). An error 
component model for prédiction of county crop areas using survey 
and satellite data. Joumal ofthe American Statistical Association, 
83, 28-36. 

DATTA, O.S., et LAHIRI, P. (1997). A Unified Measure of 
Uncertainty of Estimated Best Linear Unbiased Predictor in 
Small-Area Estimation Problems. Rapport technique, University 
of Nebraska-Lincoln. 

FAY, R.E., et HERRIOT, R.A. (1979). Estimâtes ofincome for small 
places: an application of James-Stein procédures to census data. 
Joumal ofthe American Statistical Association, 74, 269-277. 

GHOSH, M., et MEEDEN, G. (1986). Empirical Bayes estimation in 
finite population sampling. Joumal of the American Statistical 
Association, 81, 1058-1069. 

GHOSH, M., et RAO, J.N.K. (1994). Small area estimation: an 
appraisal. Statistical Science, 9, 55-93. 

KACKAR, R.N., et HARVILLE, D.A. (1984). Approximations for 
standard errors of estimators for fixed and random effects models. 
Joumal ofthe American Statistical Association, 79, 853-862. 

KLEFFE, J., et RAO, J.N.K. (1992). Estimation of mean square error 
of empirical best linear unbiased predictors under a random error 
variance linear model. Joumal of Multivariate Analysis, 43,1-15. 

KOTT, P. (1989). Estimation robuste pour petits domaines à l'aide du 
modèle des effets aléatoires. Techniques d'enquête, 15, 3-13. 

PRASAD, N.G.N., et RAO, J.N.K. (1990). The estimation of mean 
squared errors of small-area estimators. Joumal ofthe American 
Statistical Association, 85,163-171. 

SEARLE, S.R., CASELLA, G., et McCULLOCH, CE. (1992). 
Variance Components. New York: John Wiley and Sons. 





Techniques d'enquête, juin 1999 
Vol. 25, n°1, pp. 81-89 
Statistique Canada 

81 

Production d'estimations régionales à partir de modèles multiniveau 
FERNANDO A.S. MOURA et DAVID HOLT' 

RESUME 

Dans cet article, nous utilisons un modèle général à niveaux multiples pour obtenir des estimations régionales à partir des 
données d'enquête. Ce type de modèle permet de tenir compte des variations entre les régions, en raison: (i) des différences 
dans la distribution des variables unitaires entre les régions; (ii) des différences dans la distribution des variables régionales 
entre les régions et (iii) des composantes de la variance propres à la région, qui permettent de tenir compte de la variation 
locale additionnelle qui ne peut être expliquée par les covariables unitaires ou régionales. Des estimateurs régionaux sont 
calculés pour ce modèle multiniveau et nous fournissons une approximation de l'erreur quadratique moyenne (EQM) de 
chaque estimation régionale, pour cette catégorie générale de modèles mixtes, ainsi qu'un estimateur de cette EQM. 
L'approximation de la EQM et l'estimateur de la EQM tiennent compte de trois sources de variation: (i) la prévision de 
l'erreur quadratique moyenne en présumant que les termes fixes et les composantes de la variance dans le modèle à niveaux 
multiples sont connus; (ii) la composante additionnelle du fait qu'il faille estimer les coefficients fixes et (iii) la composante 
additionnelle du fait que les composantes de la variance dans le modèle doivent être estimées. Les estimations par les 
méthodes proposées sont obtenues à partir d'un grand ensemble de données qui sert de base aux études numériques. Les 
résultats obtenus confirment que les composantes additionnelles de la variance incluses dans les modèles à niveaux 
multiples, de même que les covariables régionales, peuvent améliorer les estimations régionales et que l'approximation de 
la EQM et l'estimateur de la EQM sont satisfaisants. 

MOTS CLÉS: Estimation régionale; modèles mixtes; modèles multiniveau; meilleur estimateur linéaire empirique sans 
biais. 

1. INTRODUCTION 

Le besoin d'établir des esrimarions régionales (et des 
estimations par petit domaine) à partir des données 
d'enquête n'est pas nouveau. La production de telles esti­
mations est toutefois difficile du fait que, pour la plupart 
voire la totalité des petites régions, l'échantillon obtenu 
dans le cadre d'une enquête nationale est de trop petite 
taiUe pour permettre l'établissement d'estimations directes 
qui soient d'un degré de précision acceptable. Les 
premières tentatives visant à résoudre ce problème au 
moyen de méthodes telles que l'estimation synthétique 
(Gonzalez 1973) étaient basées sur l'utilisation d'informa­
tions auxiliaires et la mise en commun de l'information 
recueillie dans diverses régions. Ghosh et Rao (1994) 
présentent une excellente rétrospective et bibliographie sur 
cette question. 

Les études empiriques ont révélé que de telles méthodes 
ne tenaient pas suffisamment compte de la variation locale 
et donc que les estimations régionales ainsi obtenues étaient 
trop réduites vers une moyenne prévue. Des méthodes plus 
récentes (par exemple Battese et Fuller 1981 et Battese, 
Harter et Fuller 1988) reposent sur l'utilisation de certaines 
composantes du modèle de la variance, ou l'équivalent, 
pour tenir compte de la variation locale; des études empi­
riques ont démontré la supériorité de cette demière 
approche (par exemple Prasad et Rao 1990). 

Nous proposons ici un modèle général à niveaux 
multiples pour la production des estimations régionales, 
lequel offre la possibiUté d'utiUser des données auxiliaires. 

à la fois au niveau unitaire et régional. Il permet également 
de considérer que tout paramètre de régression, plutôt que 
seulement l'ordonnée à l'origine comme le proposent 
Battese et Fuller (1981), varie de façon aléatoire entre les 
régions. On tient compte de la variation locale en utilisant 
les différences entre les moyennes des variables auxiliaires 
unitaires, des variables régionales et diverses composantes 
de la variance qui permettent de tenir compte des variations 
entre les régions. 

À partir de ce modèle général, nous obtenons le 
prédicteur régional. De plus, une approximation de l'erreur 
quadratique moyenne de chaque prévision régionale dis­
tincte ainsi qu'un estimateur de cette erteur sont élaborés. 

L'étude numérique, basée sur un grand fichier obtenu du 
Brésil, montre que de tels modèles peuvent être utiles pour 
prévoir les estimations régionales. Nous examinons égale­
ment la robustesse de l'approche proposée en regard de 
l'erteur de spécification de la matrice variance-covariance 
des effets aléatoires régionaux et de l'erteur de spécification 
des covariables régionales. D'autres résultats numériques 
viennent confirmer l'efficacité de l'approximation de 
l'erreur quadratique moyenne et de son estimateur. 

2. MODELE A NIVEAUX MULTIPLES 

2.1 Introduction 

Nous examinons ici le modèle à niveaux multiples 
suivant pour la prévision des moyennes régionales: 

Fernando A.S. Moura, Instinito de Matemâtica, UFRJ, Rio de Janeiro, Brazil, CP; 68530, CEP: 21941-590, coumer électronique: fmoura@dnie.ufrj.br; David 
Holt, Office for National Statistics, 1 Drummond Gâte, London, SWIP 2QQ, courrier électronique: tholt@ons.gov.uk. 
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y. =X.B. + e. 
i / r i ( 

(3. =Z.Y + v,. i = l,...,m (2.1) 

où Y. est le vecteur de longueur n. pour la caractéristique 
à l'étude pour les unités d'échantillonnage dans la i-ième 
région, i = 1,..., m; X .̂est la matrice des variables expli­
catives au niveau de l'unité d'échantillonnage; Z. est la 
matrice de plan des variables régionales; y est le vecteur de 
longueur q des coefficients fixes et v̂ . = (V̂ -Q, ...,V. )^est le 
vecteur de longueur (p + 1 ) des effets aléatoires pour la i-
ième région. Nous formulons les hypothèses suivantes au 
sujet de la distribution des vecteurs aléatoires: (a) les v̂ . 
sont indépendants entre les régions et ont une distribution 
dépendant de plusieurs variables à l'intérieur de chaque 
région avec ^(v.) = 0 et V(v.) = D., (b) les E.,S et v.,s sont 
indépendants et V{e^ = a'i. 

Pour l'ensemble de la population, l'équation (2.1) 
s'applique en remplaçant n. par Ny la taille de la 
population de la région. 

La série de m équations en (2.1) peut être représentée de 
façon concise, comme suit: 

y = XZ^+Xv + E. (2.2) 

n convient de souligner que le modèle avec ordonnée à 
l'origine aléatoire (voir section 2.3) peut être considéré 
comme un cas spécial du modèle (2.1) où Z. est égal à la 
matrice unité pour chaque région et où Q contient des 
termes qui sont tous contraints à zéro, sauf celui qui 
cortespond à la variance du terme de l'ordonnée à l'origine. 
Il existe d'autres modèles intermédiaires, par exemple celui 
où Çl est diagonal de sorte que les coefficients de régression 
régionaux sont aléatoires mais non cortélés entre les 
covariables. 

Holt (dans Ghosh 1994, page 82) fait remarquer que 
l'avantage du modèle (2.1) par rapport à ses concurtents 
vient de ce que le premier permet d'intégrer efficacement 
l'utilisation de covariables de niveaux unitaire et régional 
dans un même modèle. De plus, l'utilisation d'effets aléa­
toires additionnels pour les coefficients de régression 
permet une plus grande latitude dans les cas où il ne 
convient pas de présumer que les mêmes pentes 
s'appliquent à toutes les régions. 

2.2 Estimation des paramètres fîxes et des 
paramètres des composantes de la variance 

Dans le modèle (2.1), les paramètres fixes et les para­
mètres des composantes de la variance sont représentés 
respectivement par y et 0 = ([Vech(Q)]^, o^)^. Il existe 
plusieurs méthodes pour estimer ces paramètres avec un 
modèle linéaire mixte général; la plupart d'entre elles, qui 
sont basées sur des algorithmes itératifs, produisent l'esti­
mateur du maximum de vraisemblance (EMV) ou l'esti­
mateur restreint du maximum de vraisemblance dans 
certaines conditions de régularité. 

Goldstein (1986) montre comment obtenir des estima­
teurs cohérents par l'application de méthodes itératives par 
les moindres cartes généralisés (MCG). Il démontre égale­
ment l'équivalence de cette méthode à l'estimateur du 
maximum de vraisemblance, dans des conditions de norma­
Uté. Goldstein (1989) a par la suite proposé une légère 
modification de son algorithme (à savoir la méthode itéra­
tive restreinte par les moindres cartes généralisés), laquelle 
équivaut à l'estimateur restreint du maximum de vraisem­
blance dans des conditions de normaUté. Contrairement à la 
méthode itérative par les moindres cartes généraUsés, la 
méthode d'estimation itérative restreinte par les moindres 
cartes généralisés foumit des estimations sans biais des 
paramètres des composantes de la variance, en tenant 
compte de la diminution des degrés de liberté due à 
l'estimation des paramètres fixes. 

Les présents travaux se limitent à la méthode itérative 
restreinte des MCG, comme dans Goldstein (1989), laquelle 
méthode est décrite en détail à l'annexe A. 

2.3 Estimateur de la moyenne régionale 

En partant du modèle (2.1) et en présumant que la taille 
de la population, Â ^ dans la i-ième région est grande, nous 
pouvons représenter la moyenne pour la i-ième région par 
l'équation suivante: 

p ,=x f z ,Y+x f V. (2.3) 

où X. est le vecteur {p + l) de la moyenne de la population 
pour la i-ième région. 

On peut obtenir un estimateur de p̂ . en incorporant les 
estimateurs de y et 0, obtenus par la méthode itérative 
restreinte des MCG, dans les termes respectifs de l'équation 
(2.3), où le prédicteur de l'effet aléatoire v. pour la /-ième 
région est représenté par v. = ÙX; V.' {Y. -X.Z.y) , où 
V."' = ô-2/-ô-^z. ù G: ' x,.'̂ et G : = '(/ + h-'x-^'x. ù)-\ 

Cet estimateur de p. est connu sous le nom du meilleur 
estimateur linéaire empirique sans biais 

(i.=XJZ.y^xJvy (2.4) 

Battese et coU. (1981, 1988) proposent et utiUsent un 
modèle avec ordonnée à l'origine aléatoire pour calculer les 
estimations régionales. Dans ce demier cas, le meilleur 
estimateur empirique linéaire sans biais est représenté par 

1^<(RI) Xfp + v iO-

Dans le modèle avec ordonnée à l'origine aléatoire, seule 
l'ordonnée à l'origine de chaque région est aléatoire et les 
autres composantes de p demeurent fixes. 

2.4 Approximation de l'erreur quadratique 
moyenne (EQM) 

Kackar et Harville (1984) montrent que, si ê est un 
estimateur invariant sous la translation de 0 et que les 
termes aléatoires sont distribués normalement, alors l'erteur 
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quadratique moyenne d'un prédicteur d'une combinaison 
linéaire des effets fixes et aléatoires peut être décomposée 
en deux termes. Le premier est dû à la variabilité dans 
l'estimation des paramètres fixes lorsque les composantes 
de la variance sont connues et le deuxième vient de 
l'estimation des composantes de la variance. 

Comme dans les conditions de normalité l'estimateur par 
la méthode itérative restreinte des MCG équivaut à l'esti­
mateur du maximum de vraisemblance restreint (EMVR) et 
que l'EMVR est invariant sous la translation, les résultats 
de Kackar et Harville (1984) peuvent être appUqués aux 
estimateurs des moyennes régionales p,., i=l,..., m: 

EQM(p,.) = £[p,. - p,.]2 = £[p,. - p,.]2 + £[p,. - p,.]2 (2.5) 

où p,. est le meiUeur estimateur linéaire sans biais de p.. 
Le premier terme de (2.5), c'est-à-dire EQM[P|.], peut 

être calculé directement, comme suit 

EQM(p,.)=xf(G:yfîX.+ 

en faisant des prévisions spécifiquement pour les unités non 
échantillonnées: 

Mf=/ ;y , + ( ^ , - / ; ^ / ( Z , Y + v.) (2.8) 
I 

où l'exposant F indique qu'une cortection pour le taux 
d'échantillonnage de la population finie f. a été utilisée; x. 
est le vecteur (p +1) des moyennes de l'échantillon. 

La EQM(|î, )peut être calculée à partir de: 

Af-i",-=(!-/;•) (xff(z,(Y-7) + v , - v , - ê f ) 

— c -1 ~ — ~ c 
où Xj = (1 -f^{X. -fjX^ et ê . est la moyenne de e,.. 
pour les unités non échantillonnées dans la t-ième région. 
Par conséquent, 

•' (2.9) EQM(p;) = (1 -f)' EQM -(p.) + Nr\l -f^ a' 

où EQM*(p.)_est l'équation (2.7) dans laquelle X. est 
remplacé par X,. 

hT-. a'X.{G.yZ, Y Z[G:'XJX^^ 
1=1 

ZJG:^X, (2.6) 

où G,. =/ + a'xj X.^Q.. Kackar et Harville (1984) font 
remarquer que le deuxième terme de (2.6) est impossible à 
résoudre, sauf dans des cas spéciaux, et ils en proposent 
donc une approximation. Prasad et Rao (1990) proposent 
eux aussi une approximation du deuxième terme et four­
nissent des précisions sur cette approximation, pour trois 
cas particuliers: le modèle avec ordonnée à l'origine 
aléatoire, le modèle des coefficients de régression aléatoires 
et le modèle de Fay-Herriot. Ils définissent également 
certaines conditions de régularité pour que leur approxi­
mation soit de deuxième ordre et prouvent que leur approxi­
mation de l'erteur quadratique moyenne pour le modèle de 
Fay-Herriot est de second ordre. Il semble toutefois plus 
difficile d'énoncer des conditions générales pour des 
modèles plus complexes comme celui proposé en (2.1). 

Une approximation du deuxième terme de (2.5) est 
présentée à l'annexe B, à partir de l'approche de Prasad et 
Rao. 

Il convient de souligner que l'approximation de l'erteur 
quadratique moyenne (EQMp^) peut être décomposée en 
trois termes, comme suit: 

EQM(p.) = r , + Tj + 73 (2.7) 

où Tj et T2 représentent respectivement les premier et 
deuxième termes de l'équation (2.6) et Tj est décrit à 
l'annexe B. 

Le terme Tj est la variabilité de p. lorsque tous les 
paramètres sont connus; le deuxième terme, T ,̂ est dû à 
l'estimation des effets fixes et le troisième terme, Tj, vient 
de l'estimation des composantes de la variance. 

Lorsque les taux d'échantillonnage ne sont pas négli­
geables, les estimateurs des moyennes régionales peuvent 
être définis en s'inspirant du modèle de la population finie, 

2.5 Estimation de l'erreur quadratique moyenne 

Il est courant d'estimer l'erteur quadratique moyenne 
d'une combinaison linéaire des effets fixes et aléatoires 
d'un modèle mixte comme celui présenté en (2.1), en 
remplaçant les estimations des composantes de la variance 
dans l'expression respective de la EQM. Cet estimateur ne 
tient pas compte de l'effet de l'estimation des paramètres 
des composantes de la variance sur l'erteur quadratique 
moyenne. Selon plusieurs études (voir par exemple Singh, 
Stukel et Pfeffertnann 1998 ou Harville et Jeske 1992), une 
telle procédure tend à sous-estimer l'erreur quadratique 
moyenne. Prasad et Rao (1990) font état d'une étude de 
simulation qui indique que l'utilisation de cet estimateur 
«naïf» introduit un biais par défaut important. Ils montrent 
également que, pour le modèle de Fay-Herriot (cas spécial 
du modèle (2.1)), en utilisant les estimations «tronquées de 
Henderson» pour les composantes de la variance, l'on 
obtient 

E{f,) = T,-T,^ o{m -•); £(7.) = T, + o{m "•); 

E{T.^ = Tj + o{m ' '). 

Harville et Jeske (1992) définissent certaines conditions 
pour l'élimination du biais dans l'estimateur de l'erteur 
quadratique moyenne de Prasad et Rao. Cependant, avec le 
modèle plus général (2.1), il semble là encore plus difficile 
de définir les conditions générales pour lesquelles l'ordre 
du biais de l'estimateur de Prasad et Rao est de o{m "'), en 
particulier si les estimations des paramètres sont calculées 
à partir de méthodes itératives comme la méthode itérative 
restreinte des MCG. 

Malgré tout, nous appuyant sur les résultats de l'étude de 
simulation résumés à la section 3.4 et sur la vaste étude de 
simulation décrite par Moura (1994), nous proposons 
d'utiliser un estimateur similaire à celui de Prasad et Rao 
pour calculer EQM(|îj.): 
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EQM = 7; + 72 + 273 (2.10) 

où 7. sont calculés à partir de (2.5), en remplaçant a' et Q 
par leurs estimateurs respectifs obtenus par la méthode 
itérative restreinte des MCG. 

À partir de l'équation (2.9), nous pouvons également 
calculer un estimateur pour EQM(p,. ) comme suit: 

EQM(pf) = (1 -/;.)^[E(3M *(p.) +yV,"'(l -f)-'à"] (2.11) 

où EQM '(Pj.)_est l'équation (2.10) dans laquelle X^ a été 
remplacé par X-. 

3. ETUDE NUMERIQUE BASEE SUR 
MODÈLE 

3.1 Comparaison des estimateurs 

Afin d'examiner les propriétés de divers estimateurs, 
nous avons utilisé les données de 38 740 ménages des 
districts de recensement d'un comté, au Brésil. Le revenu 
du chef du ménage a été utilisé comme variable dépendante. 
Deux variables indépendantes de niveau unitaire ont été 
définies, soit le niveau de scolarité du chef du ménage 
(échelle ordinale de 0 à 5) et le nombre de pièces dans le 
domicile (1-11+). 

Le modèle provisoire se lit comme suit: 

y. = B.n+B.,x,..+B.-;cT.+e.. i = l,...,m;i=l,...,N. 
IJ r jO r j l l y ^ , 2 2lj ij > > ) . / ) I , 

P,0 = YOO + ^,0; h = y 10 + ''il' P,-2 = JlO + ^,2 (3.1) 

où Xj et X2 représentent respectivement le nombre de 
pièces et le niveau de scolarité du chef du ménage (centrés 
autour de leur moyenne de population respective). 

Les valeurs du paramètre pour le modèle d'ajustement et 
leurs erteurs-types respectives sont: 

700= 8,456(0,108) y^Q= 1,223(0,046) 720= 2,596(0,086) 

000=1,385(0,194) Og, =0,354(0,66) Oo2= 0,492(0,117) 

012=0,333(0,054) o„ = 0,234(0,35) 022=0,926(0,124) 

0^=47,74(0,345) 

La production de données pour les simulations a été faite 
en deux étapes, à partir d'un des modèles de génération de 
données suivants - modèle général (G), modèle diagonal 
(D) ou modèle avec ordonnée à l'origine aléatoire (A) -
selon les besoins. Dans le premier cas, les valeurs des 
paramètres ont été obtenues à partir des estimations 
précitées. Dans le deuxième cas, les termes hors-diagonal 
ont été fixés à zéro et, dans le troisième cas, seul 
OQO =1,385 était différent de zéro. 

La première étape du processus de simulation des 
données consistait à générer les termes aléatoires de 
niveau 2 (c'est-à-dire les éléments différents de zéro de v-o, v.j 
et V.2) selon le modèle de génération de données choisi. Ces 
termes aléatoires étaient distribués normalement (distri­
bution normale multi-dimensionnelle dans le cas du modèle 
général de génération de données et du modèle diagonal). 
À ce stade-ci, la valeur prévue de la moyenne pour la i' 
région, sur la base des effets aléatoires régionaux obtenus 
à partir du modèle m^ = G, D, A dans la r-ième simulation, 
pourtait être représentée par 

(r) = B̂ '̂  P^ ^ t . ^X2, 

A la deuxième étape du processus de simulation des 
données, des valeurs unitaires (y.) ont été créées pour 
chacun des modèles de génération de données. Après avoir 
généré les données pour le sous-ensemble de simulation à 
partir d'un des trois modèles de génération, les trois 
modèles d'estimation (G, D et A) pourtaient être ajustés en 
fonction des données simulées, pour obtenir les estimations 
des paramètres et les prédicteurs pour les moyennes 
régionales. 

Pour chaque modèle de génération de données m^ =G, 
D, A, l'ensemble du processus de simulation a été répété 
R=5 000 fois pour obtenir une série de moyennes régionales 
p|^ et de moyennes prévues p*^ ^,r = l, ...,R pour 
chaque région, /, i = l,...,m et pour les trois modèles 
d'estimation: ^2 = G, D, A. Pour chaque région et pour les 
données générées en vertu du modèle m^ = G, D, A, 
l'erteur quadratique moyenne (EQM) du processus de 
prévision pour chaque modèle d'estimation m2 peut être 
définie par 

EQM[M„„„^]=/?-'E(ALU-<F 
r=l ' 

Pour procéder aux études numériques à l'intérieur du 
cadre basé sur modèle, une simulation a été faite en main­
tenant constants les identificateurs du district de recen­
sement et les valeurs des deux variables explicatives {X). 
Au départ, les moyennes de la population régionale X^. et X2, 
ont été calculées pour l'ensemble du fichier de données et 
un sous-échantillon choisi au hasard et cortespondant à 
10 % des enregistrements de chaque région a été défini. Le 
même sous-ensemble a été conservé pour toutes les 
simulations (sous-ensemble de simulation). 

et l'erteur relative absolue (ERA) par: 
R 

ERA[A..,J=^-T U- r-im-
r=l 

:i/M im,' 

Pour fins de comparaison, nous comparons les propriétés 
de chaque estimateur à celles de l'estimateur qui est le 
même que le modèle de génération de données. Nous 
définissons ainsi le ratio de l'erteur quadratique moyenne 
(REQM): 
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REQM, 
mj.nii 

\Y EQM[p,„, 1 / E EQM[p,„,,„ ] xlOO 

et le ratio de l'erreur relative absolue (RERA): 

RERA„ 
m2.ni| 

E ERA[M,„,_,„^]^/JE ERA[M,„_„,][xlOO. 

On remarquera par ailleurs que, lorsque les données sont 
générées à partir d'un modèle plus simple (par exemple le 
modèle avec ordonnée à l'origine aléatoire), on ne constate 
pas de dégradation appréciable, au plan de l'efficacité ou du 
biais, dans les procédures d'estimation plus complexes. Par 
contre, lorsque les données sont obtenues à partir d'un 
modèle plus complexe, les estimateurs sont de qualité 
inférieure. On observe cependant une différence beaucoup 
moindre entre les estimateurs obtenus par les modèles 
général et diagonal qu'entre ces estimateurs et celui obtenu 
par le modèle avec ordonnée à l'origine aléatoire. À partir 
des données du tableau 1, on peut en conclure qu'il est 
avantageux d'introduire des coefficients aléatoires addition­
nels, qui vont au-delà du simple modèle avec ordonnée à 
l'origine aléatoire sans devoir nécessairement aller jusqu'au 
modèle général intégral. 

Tableau 1 
Ratios des erreurs quadratiques moyennes et ratios 
des erreurs relatives absolues (entre parenthèses) 

pour les trois estimateurs et les trois modèles 
de génération de données 

Estimateur 
Modèle de génération de données 

G D A 
Général (G) 

Diagonal (D) 

Ordonnée à l'origine 
aléatoire (A) 

100,0 
(100,0) 

108,8 
(82,6) 

131,9 
(176,9) 

101,8 
(100,9) 

100,0 
(100,0) 

109,1 
(105,6) 

101,2 
(100,6) 

100,2 
(100,1) 

100,0 
(100,0) 

Les mesures sommaires présentées au tableau 1 sont les 
propriétés moyennes pour l'ensemble des régions. Une ana­
lyse approfondie de l'erteur quadratique moyenne (EQM) 
des estimateurs pour chaque région indique que la EQM 
pour l'estimateur diagonal est légèrement plus élevée que 
celle de l'estimateur général, et ce pour toutes les régions, 
alors que pour l'estimateur obtenu par le modèle avec 
ordonnée à l'origine aléatoire, un nombre relativement 
faible de régions présentent une hausse substantielle de la 
EQM. Une différence similaire ressort entre l'estimateur 
par le modèle diagonal et celui par le modèle avec ordonnée 
à l'origine aléatoire, lorsque c'est le modèle de génération 
de données diagonal qui est utilisé. 

3.2 Introduction d'une covariable régionale 

Nous tentons ici d'examiner l'incidence de l'introduction 
d'une covariable régionale Z sur les estimations régionales. 
Il a malheureusement été impossible, avec le fichier de 
données utiUsé, de définir une seule covariable contextueUe 
ayant un effet substantiel sur les modèles multiniveau. 
Malgré tout, le nombre de véhicules automobiles par 
ménage dans chaque région s'est avéré une covariable utile 
pour les coefficients aléatoires des pentes aléatoires 
individuelles pour «Room» et «Edu», mais non pour le terme 
avec ordonnée à l'origine aléatoire. Nous en sommes 
arrivés à cette conclusion après une analyse préliminaire de 
l'ajustement du modèle sur des données réelles. Bien que le 
«nombre de voitures» ait été la meilleure covariable au 
niveau régional pour expliquer les variations entre les 
régions, cette covariable n'était pas aussi puissante, au 
niveau individuel, que «Room» et «Edu» - les covariables 
individuelles qui avaient été choisies. 

Le modèle qui précède avec la covariable régionale Z 
peut être représenté par 

^ij = P,0+P/l^ly+P,2^2,;+S ' = ^ — ̂  '"J^'= L - - ^ 

P,o=Too+V Pn=Yio+Yii2,-+»'/p P,2=Y2on2,2,+v,.2 (3.2) 

Nous avons présumé que les effets aléatoires régionaux 
n'étaient pas cortélés, pour éviter un défaut de convergence 
dans l'étude de simulation. 

Le tableau 2 présente les estimations des paramètres et 
leurs erteurs-types respectives, obtenus en ajustant le 
modèle diagonal, avec (3.2) et sans (2.1) la covariable Z. Il 
convient de souligner la réduction significative de toutes les 
composantes des estimations de la variance, à l'exception 

ôl de ÔQO et o', après 
explicative régionale Z. 

l'introduction de la covariable 

Tableau 2 
Estimations des paramètres et erreurs-types selon le modèle 

général avec la covariable régionale: Données démographiques 

Paramètre Modèle diagonal 
avecZ 

Modèle diagonal 

l'oo 

Vio 

T20 

Yi i 

T22 

"22 

8,442(0,112) 
0,451(0,179) 
0,744(0,272) 
3,779(0,507) 
1,659(0,323) 
0,745(0,308) 
0,237(0,083) 
0,700(0,197) 
44,00(1,05) 

8,688(0,136) 
1,321(0,085) 
2,636(0,134) 

0,637(0,303) 
0,471(0,116) 
1,472(0,295) 
44,01(1,05) 

Afin d'étudier l'effet de l'erteur de spécification de la 
variable Z, la simulation basée sur modèle décrite à la 
section 3.1 a été appliquée aux deux modèles précités, la 
génération des données étant faite selon les paramètres 
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présentés au tableau 2. Le tableau 3 résume les résultats de 
la simulation. 

Tableau 3 
Ratios des erreurs quadratiques moyennes et ratios des erreurs 

relatives absolues (entre parenthèses) pour les estimateurs par le 
modèle diagonal et le modèle diagonal avec Z, selon les deux 

modèles respectifs de génération de données 

Estimateur 
Modèle de génération de données 

Diagonal Diagonal avec Z 

Diagonal 

Diagonal avec Z 

100,0 
(100,0) 

126,2 
(107,5) 

110,3 
(125,4) 

100,0 
(100,0) 

Il convient de souUgner que, dans les deux cas, l'utili­
sation d'un estimateur non approprié entraîne une perte 
significative d'efficacité. On constate également, à partir 
d'une analyse individuelle de l'erteur quadratique moyenne 
pour chaque région, que l'on réalise un gain significatif 
d'efficacité par l'introduction de la covariable régionale Z 
dans le modèle diagonal. Pour bon nombre de régions, 
l'erreur quadratique moyenne dans le modèle diagonal 
avec Z est nettement inférieure à l'erreur quadratique 
moyenne de l'estimateur cortespondant sans Z. Même pour 
les quelques régions dans lesquelles l'erreur quadratique 
moyenne par le modèle diagonal avec Z demeure inchangée 
ou augmente légèrement avec l'introduction de Z, la 
différence n'est pas appréciable. 

3.3 Comparaisons avec l'estimateur de régression 

Un des principaux avantages du modèle multiniveau sur 
le modèle de régression vient de ce qu'il reconnaît que les 
groupes (en l'occurtence ici, les régions) ont des caracté­
ristiques en commun; ces groupes ne sont pas complète­
ment indépendants, comme on pourtait s'y attendre, par 
exemple en utilisant un modèle de régression linéaire 
distinct pour chaque région. Cependant, compte tenu de la 
cortélation intraclasse relativement faible observée pour 
l'ensemble de données utilisé et du fait que chaque région 
compte en moyenne 28 unités, on pourtait croire que 
l'utilisation du modèle multiniveau dans le cas présent ne 
permettrait pas d'améliorer sensiblement les estimateurs 
régionaux. Il est toutefois intéressant de constater que, 
même dans ces circonstances, l'estimateur régional par le 
modèle multiniveau donne dans l'ensemble de meiUeurs 
résultats que l'estimateur de régression synthétique 
distincte, que ce soit avec le modèle multiniveau ou même 
avec le modèle de régression. Les résultats présentés au 
tableau 4 viennent cortoborer cette allégation. 

Le modèle multiniveau de génération de données est le 
modèle général avec les paramètres définis à la section 3.1. 
Les paramètres utilisés dans le modèle de génération par 
régression ont été obtenus en ajustant une régression 
distincte pour chaque région. 

À la lecture des résultats présentés au tableau 4, on 
constate une perte d'efficacité substantielle avec l'esti­
mateur par régression distincte par comparaison à l'esti­
mateur par le modèle général, car le premier ne tient pas 
compte de la différence entre les régions résultant des effets 
aléatoires régionaux. 

Tableau 4 
Ratios des erreurs quadratiques moyennes et ratios des erreurs 

relatives absolues (entre parenthèses) pour les estimateurs par le 
modèle général et par régression distincte, selon les deux modèles 

respectifs de génération de données 

Estimateur 
Modèle de génération de données 

r., , , Régression Général ,?,. , distincte 

Général 

Régression 
distincte 

100,0 
(100,0) 

247,6 
(154,7) 

88,1 
(83,1) 

100,0 
(100,0) 

La figure 1 illustre ces résultats, en représentant graphi­
quement le ratio entre l'erteur quadratique moyenne de 
l'estimateur par modèle général et de l'estimateur par 
régression distincte, pour chaque région. Pour illustrer 
l'effet de la taille de l'échantillon de la région sur 
l'efficacité, nous représentons graphiquement l'erreur 
quadratique moyenne en fonction de la taille de l'échan­
tillon, pour chaque région. H ressort clairement de la figure 
1 que le gain d'efficacité tend à diminuer à mesure que la 
taille de l'échantillon augmente. 
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Figure 1. Comparaison entre l'efficacité basée sur modèle de 
l'estimateur par modèle général et de l'estimateur par 
régression distincte, pour chaque petite région 

3.4 Évaluation de l'approximation de la EQM et de 
l'estimateur de la EQM 

À partir des résultats de la simulation, nous pouvons 
étudier les propriétés de l'approximation de l'erteur quadra­
tique moyenne (2.7). Dans le cas de l'estimateur par modèle 
général avec utilisation du modèle général de génération de 
données, l'approximation de l'erteur quadratique moyenne 
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semble très bonne. La sous-estimation moyenne de l'appro­
ximation a été de 0,31 % de la valeur de EQM, la fourchette 
variant d'une sous-estimation maximale de 5,4 % de la 
valeur de EQM à une surestimation maximale de 4,8 % de 
cette valeur. Dans le cas examiné ici, 7, explique en 
moyenne 94,6 % de la variation totale et 73, un autre 4,3 %. 
Compte tenu de la forte composante de la variance due à 
a^, ces résultats sont prévisibles. Dans chaque région, la 
composante 7, varie entre 87,4 % et 99,1 % du total et 
73, entre 0,7 % et 10,5 % du total. Dans les régions 
spécifiques, la composante 72 n'a-t-elle contribué à plus de 
2,2 % de l'erteur quadratique moyenne. 

Nous avons également évalué la performance de l'esti­
mateur de l'erteur quadratique moyenne, représenté par 
l'équation (2.10), à celle de l'estimateur «naïf» de l'erteur 
quadratique moyenne qui ne tient pas compte du demier 
terme de l'équation (2.10). La racine carrés de l'EQM de 
l'estimateur de l'erteur quadratique moyenne proposé varie 
entre 4,7 % et 32,3 %, pour une moyenne de 17,5 %, tandis 
qu'elle est en moyenne de 20,9% (5,2 % à 47,5 %) pour 
l'estimateur naïf L'estimateur de l'erteur quadratique 
moyenne est généralement sans biais, tandis que 
r estimateur naïf sous-estime la EQM en moyenne de 9,1 %, 
son biais relatif variant entre -23,5 % et -0,9 %. Nos 
résultats viennent corroborer ceux d'autres chercheurs; voir 
Singh, Stukel et Pfeffermann (1998) ainsi que Prasad et 
Rao (1990), qui montrent que l'estimateur naïf peut 
présenter un biais important. 

4. DISCUSSION 

Prasad et Rao (1990) et Battese et coU. (1981, 1988) ont 
démontré que les modèles qui incluent des composantes de 
la variance spécifiques des régions peuvent produire des 
estimateurs régionaux nettement améliorés. Certains des 
résultats numériques présentés dans ce document montrent 
que, à l'intérieur du cadre de simulation basé sur modèle, il 
est possible d'obtenir des estimateurs encore meilleurs en 
rendant aléatoires les pentes et l'ordonnée à l'origine. 

Les conclusions générales qui se dégagent de notre étude 
basée sur cette série de paramètres s'énoncent comme suit: 
il est bénéfique d'utiliser une composante du modèle de la 
variance qui soit plus complexe que l'estimateur par le 
modèle avec ordonnée à l'origine aléatoire; la surspéci­
fication du modèle (par exemple en utilisant l'estimateur 
général avec les données obtenues par le modèle avec 
ordonnée à l'origine aléatoire) ne réduit pas de façon 
significative l'efficacité; l'utilisation de covariables 
régionales peut améUorer les estimations régionales; et il 
faudrait privilégier les modèles multiniveau au modèle de 
régression distincte. L'étude de simulation vient confirmer 
que l'approximation de l'erteur quadratique moyenne 
semble précise et que l'estimation de cette erteur est à peu 
près sans biais, celle-ci reflétant la variation dans l'erteur 
quadratique moyenne entre les régions; il y aurait lieu 

toutefois de pousser plus loin les études théoriques afin de 
déterminer l'ordre exact d'approximation. 

Il ne fait aucun doute que l'ajustement du modèle et les 
diagnostics sont essentiels. Si nous appliquons un modèle 
mixte général alors qu'il y a mauvais ajustement avec les 
données, les résultats pourtaient être décevants. Des études 
beaucoup plus poussées devront être menées pour en arriver 
à comprendre quelles caractéristiques de régions spéci­
fiques sont susceptibles de procurer des gains d'efficacité 
lorsque des modèles mixtes généraux sont utilisés plutôt 
que des modèles plus simples. 
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ANNEXE A: METHODE GENERALISEE 
ITÉRATIVE RESTREINTE 

L'estimateur par les moindres carrés généralisés de y 
dans le modèle (2.1) est représenté par 

Y= {Z'X'y-'XZ)-'{Z'X'V-'Y) = 

- 1 1 i:z,'x,v,.-'x,z, E^i^i'/î'^i 
\ '=1 / V '=1 

(A.l) 

où V = T>\ag{Vy...,VJ et V. = o2/ + X^fîX est la 
matrice des covariances de y., / = 1,..., m. 

On présume toutefois que V est fonction de paramètres 
inconnus, de sorte qu'on ne peut estimer y à partir de (A.l). 
Par contre, si la valeur de y est connue, alors 

y * = vech [(y - XZy) {Y - XZyf] (A.2) 

est un estimateur sans biais de vech(V). Qui plus est, 
vech(V) est une fonction Unéaire de 0. Nous pouvons donc 
considérer le modèle linéaire suivant: 

y =Fe + ^. (A.3) 

Où F = 3vech( V)/39 et Ç est une variable aléatoire dont 
la moyenne est représentée par C> = (0,..., 0) et la 
covariance de t, est représentée par V. = 2(p̂ (V®V)(p„. La 
matrice (p̂  représente toute transformation linéaire de 
vec(A) en vech(A), et A est toute matrice nxnde sorte que 
vech(A) = (p^vec(A) (voir Fuller, 1987 pour plus de détails 
à ce sujet). Si l'on présume maintenant que F est de rang 
complet et que V̂  est connu et non singulier, il peut être 
démontré que 1 estimateur par les moindres cartes 
généralisés de 0 est représenté par 
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(dvec{V)] T{ 

0 « = c o v ( 0 J ^ i ^ ^ j ^ A v - W . J v e c ( y y - ) ( A . 4 ) 

^[M,-li,f =73 

ou 

COV(0J 

et 

idvec{V)y{ 1 , , , , 

.1 30 J \2 ][ de ] 

Y= Y- XZy. 

A noter que 0 ^ dépend de 0 et y, de sorte que tous deux 
peuvent être estimés de façon itérative. Avec la méthode 
itérative par les moindres cartes généralisés, on commence 
avec une estimation initiale de V (c'est-à-dire en fixant les 
valeurs initiales de 0), ce qui donne une estimation de y. 
Donc, en remplaçant l'estimation initiale de Vavec l'esti­
mation de Y dans (A.l), on obtient une estimation améliorée 
de 0. Dans la plupart des cas, il y a convergence après 
quelques itérations entre les équations (A.l) et (A.4), bien 
que ceci ne soit pas toujours garanti. 

La méthode itérative restreinte par les moindres carrés 
généralisés s'appuie sur le fait que, si y est estimé par les 
moindres carrés généralisés et que V est connu, alors 

E[{Y-XZy){Y-XZyY] = V-XZ{Z ^X ̂ V'^XZ)-^Z ^X ^. 

L'équation qui précède suggère que nous utilisions 

(y-A'Zy)(y-XZy)'" + A'Z(Z'"A:^V-'XZ)"'Z^A'^ (A.5) 

à la place de (y-ZZY)(y-XZy)^ à chaque cycle 
d'itération décrit précédemment, de manière à obtenir un 
estimateur approximativement sans biais de V et, 
conséquemment, de 0. 

Comme le souUgne Goldstein (1986, 1989), si l'on 
utilise au départ une estimation cohérente de y, disons 
l'estimateur par les moindres cartes ordinaires, alors les 
estimations finales seront elles aussi cohérentes, à la 
condition qu'il existe des moments finis du quatrième ordre. 

n convient de souligner qu'il est possible d'obtenir des 
estimations négatives de la variance à partir de la méthode 
décrite précédemment. On peut toutefois éviter ce problème 
en imposant des contraintes à chaque itération. Pour plus 
d'information à ce sujet, voir Goldstein (1986). 

ANNEXE B: APPROXIMATION DE 

S'inspirant de Kachar et Harville (1984), Prasad et Rao 
(1990) ont élaboré une approximation du second ordre pour 
le deuxième terme de (2.5), dans certaines conditions de 
régularité. 

tr 
\l 'd] 
[[dQJ 

V 
(M) 

[de) 
^ *-e)(ê-9)1 

(B.l) 
OT OÙ, pour le modèle (2.1), d.=X'. K.{I®Çï)X'^V'\ 

K. = [0,...,/, ...0], est la matrice {p + l)x{p + l)m, avec la 
matrice unité /d'ordre p + l dans la i-ième position, 0 est la 
matrice nulle d'ordre p + l et 0 désigne tout estimateur 
invariant sous la translation de 0 = (0j,...,0^) où 0̂  = o^ et 0 ;̂ 
k = l,...,s-l sont les éléments distincts de Q. Goldstein 

(1989) prouve que, dans les conditions de normalité des 
termes aléatoires du modèle (2.1), l'estimateur de 0 par la 
méthode itérative restreinte des MCG équivaut à 
l'estimateur par le maximum de vraisemblance restreint, 
lequel est invariant soits la translatioiL 

Supposons que £[(0 - 0)(0 - 0)̂ J s'approche de la 
matrice des covariances asymptotiques de l'estimateur par 
le maximum de vraisemblance restreint {B). Le jk^ élément 
de 5 "' est représenté par (voir Harville 1977) 

b; = T^ 'ypÈlpÊL 
h ' 80 , 'de,j 

pour j et k = l,...,s où p. = v:'-vr'x^z, 
Œr=|Z, X, Vi X.Z) Z- Xf v,.'. Supposons que è̂ .̂  est 
le y'̂ -ième élément de B. Après quelques opérations 
d'algèbre matricielle, il peut être démontré que 

73=xf(G,"y 
s-l s-l 

EEb^k^CAl 
\i-lk-l 

G; X. 

2X]{G;V 
s-l 

EbjM Rf^Xf + bJJnsnXf (B.2) 

où C,.= O - ^ G : ' X / X , ; / Î , = O - ^ G , - ^ X / X , . ; 5 , = 
- 6 /-> ~J V ' 1 o-''G."^X,.'X.;et 

dn,. 
k = l,...,s-l 

est la matrice s-l de la dérivée cartée par rapport à 
e^;k=l,...,s-l. 
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Estimation composite de la prévalence 
des drogues pour des zones infraétats 

MANAS CHATTOPADHYAY, PARTHA LAHIRI, MICHAEL LARSEN et JOHN REIMNITZ' 

RÉSUMÉ 

The Gallup Organization a mené des enquêtes-ménages pour étudier la prévalence à l'échelle des États de la consommation 
d'alcool et de drogues (par exemple, cocaïne, marijuana, etc.). Les estimations traditionnelles dans le cadre d'enquêtes 
fondées sur le plan d'échantillonnage relativement à l'utilisation et à la dépendance pour des comtés et des groupes 
démographiques choisis ont des erreurs-types inacceptables parce que la taille des échantillons dans des groupes infra-états 
est trop petite. L'estimation synthétique incorpore des renseignements démographiques et des indicateurs sociaux dans les 
estimations de la prévalence grâce à un modèle de régression implicite. Les estimations synthétiques ont tendance à produire 
des variances plus petites que les estimations fondées sur le plan d'échantillonnage, mais elles peuvent être très homogènes 
d'un comté à l'autre lorsque les variables auxiliaires sont homogènes. Les estimations composites pour les données 
régionales sont des moyennes pondérées des estimations synthétiques et des estimations d'enquêtes fondées sur le plan 
d'échantillonnage. Un deuxième problème que l'on ne rencontre pas généralement au niveau de l'État, mais qui est présent 
pour des zones infra-états et des groupes conceme l'estimation des erreurs-types des prévalences estimées qui sont près de 
zéro. Cette difficulté touche non seulement les estimations des enquêtes-ménages téléphoniques, mais aussi les estimations 
composites. Un modèle hiérarchique est proposé pour régler ce problème. Des estimateurs composites empiriques de Bayes, 
qui incorporent des facteurs de pondération des enquêtes, des prévalences et des estimateurs selon la technique du jackknife 
de leurs erreurs quadratiques moyennes sont présentés et illustrés. 

MOTS CLÉS: Abus d'alcool; abus de drogues; méthode empirique de Bayes; technique du jackknife; erreur quadratique 
moyenne; estimation de données régionales; estimation synthétique. 

1. INTRODUCTION 

The Gallup Organization a mené une série d'enquêtes-
ménages pour différents États afin d'étudier la prévalence 
à l'échelle des États de la consommation d'alcool et de 
drogues (par exemple, cocaïne, marijuana) chez les adultes 
et les adolescents civils, hors-établissement. L'objectif 
commun de ces enquêtes est d'estimer la prévalence en ce 
qui conceme la consommation et la dépendance à l'égard 
de l'alcool et des drogues et, sur cette base, de projeter les 
besoins en matière de traitement pour les consommateurs en 
situation de dépendance. Pour ce qui est de la planification 
et de l'affectation des ressources, les États ont besoin d'esti­
mations précises sur la prévalence pour certains sous-
groupes de la population visée. Par exemple, il est inté­
ressant d'estimer la prévalence pour des comtés et des 
régions de planification au niveau infra-état dans des sous-
populations démographiques (par exemple, hommes blancs 
âgés). 

Les procédures traditionnelles fondées sur le plan 
d'échantillonnage pour estimer la consommation et la 
dépendance de sous-populations ont deux inconvénients. 
Tout d'abord, si l'estimation traditionnelle de l'enquête 
fondée sur le plan d'échantiUonnage en ce qui conceme un 
sous-groupe est positive, mais la taille de l'échantillon est 
faible, alors l'erteur-type cortespondant est inacceptable-
ment élevée. Deuxièmement, étant donné que le problème 

est d'évaluer la proportion d'un événement rare, il est 
possible que la procédure fondée sur le plan d'échan­
tillonnage produise une estimation nulle et des formules 
d'estimation des erreurs-types pour un sous-groupe donné, 
le cas échéant, donneraient une fausse impression de la 
véritable variabilité sous-jacente. 

Dans le but d'améliorer les estimateurs traditionnels 
fondés sur le plan d'échantillonnage, on peut utiliser 
certains renseignements supplémentaires que l'on obtient 
habituellement dans des dossiers administratifs, de concert 
avec des données obtenues lors d'enquêtes téléphoniques. 
On y parvient habituellement en utilisant des modèles 
implicites ou expUcites qui «empruntent de la force» ou qui 
incorporent une information additionnelle qui met en 
rapport les divers groupes, comtés et régions de planifi­
cation l'un envers l'autre. La méthode proposée dans le 
présent document combine l'information à l'échelle des 
comtés afin de composer avec le problème des estimations 
nulles dans certains comtés. On l'obtient à partir d'un 
modèle qui lie les proportions loin de 1, ce qui est 
raisonnable dans une application pour laquelle on s'attend 
à ce que les proportions soient très faibles, et estime les 
paramètres au moyen de méthodes empiriques de Bayes. La 
procédure incorpore également les facteurs de pondération 
de l'échantillonnage de l'enquête dans l'estimation. 

Pour un compte rendu détaillé des méthodes d'estimation 
des données régionales, voir Ghosh et Rao (1994). On peut 
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également trouver des références récentes dans Farrell 
MacGibbon et Tomberlin (1997) et dans Malec, Sedransk, 
Moriarity et Leclere (1997). Farrell et coll. (1997) 
proposent d'estimer des proportions de données régionales 
à l'aide de procédures empiriques de Bayes. Ils modélisent 
les proportions à l'aide d'une régression logistique qui met 
en rapport des proportions attendues avec des variables de 
l'échantillon et incluent des effets aléatoires pour les 
données régionales. Malec et coll. (1997) utilisent des 
modèles hiérarchiques de Bayes. Ils utilisent des modèles 
de régression logistique pour mettre en rapport des caracté­
ristiques individuelles avec des probabilités d'un résultat et 
alors utiUsent un modèle de régression linéaire pour mettre 
en rapport des coefficients entre des données régionales. La 
plupart des méthodes actuelles, y compris celles de Farrell 
et coU. (1997) et de Malec et coll. (1997) n'ont pas recours 
directement à des facteurs de pondération d'échantiUonnage 
d'enquêtes dans l'estimation. 

Le plan d'enquête utilisé par Gallup est décrit à la 
section 2. Dans la section 3, on présente les notations utili­
sées dans le document. Un estimateur direct fondé sur le 
plan d'échantillonnage et deux estimateurs synthétiques 
sont présentés à la section 4. En ce qui conceme la section 
5, on y donne plusieurs estimateurs composites de préva­
lence de la consommation d'alcool et de drogues et de la 
dépendance à leur égard. Dans cette section, on propose 
certains estimateurs empiriques de Bayes et des estimateurs 
selon la technique du jackknife de leurs erreurs quadra­
tiques moyennes. Dans la section 6, les estimateurs 
présentés dans les sections 4 et 5 sont appliquées à un 
ensemble de données provenant d'un État précis. Dans la 
présente étude, l'analyse se concentrait sur des estimations 
au niveau des comtés. À l'origine, des aspects Ués à la 
planification de la taille des échantillons portaient sur des 
zones de planification d'infra-états plus importantes. 

2. ENQUÊTE 

À des fins d'échantillonnage, on divise l'État en 
quelques régions de planification et les échantillons sont 
prélevés de façon indépendante pour chaque région de 
planification en utilisant la méthode tronquée de composi­
tion aléatoire (CA) stratifiée de Casady et Lepkowski 
(1993). Ce plan d'échantillonnage stratifié la structure de 
Bellcore (BCR) en deux strates: une strate de haute densité 
composée de blocs de 100 ayant un ou plusieurs numéros 
résidentiels publiés et une strate de faible densité se 
composant de tous les autres numéros dans la structure 
BCR. Environ 52 percent des numéros dans la strate de 
haute densité sont estimés être des numéros résidentiels 
actifs tandis que dans la strate de faible densité, le 
pourcentage cortespondant n'est que de 2 percent. La 
procédure de Cassidy-Lepkowski exploite la différence 
importante dans le coût de l'échantillonnage entre les deux 
strates en déterminant de façon optimale la taille de 
l'échantillon dans chaque strate. Dans la version tronquée 

de la procédure, l'échantillonnage se fait uniquement à 
partir de la strate de haute densité. 

On a déterminé la taille de l'échantiUon dans l'étude 
initiale afin d'évaluer la prévalence à l'échelle de l'État 
avec un degré souhaité d'exactitude. Les tailles des échan­
tiUons ont été attribuées aux régions de planification grâce 
à un mécanisme d'attribution optimale. On a utilisé les 
données sur les admissions à une désintoxication pour la 
population adulte dans chaque comté pour calculer l'indice 
de prévalence (le taux des admissions) en pourcentage dans 
chaque région de planification. On a alors utilisé ces indices 
pour calculer la taille optimale de l'échantillon pour chaque 
région de planification. Suite à une attribution optimale, on 
a attribué des échantillons de tailles relativement impor­
tantes à des régions de planification ayant des indices de 
prévalence plus élevés. L'attribution optimale minimise 
également la variance des estimateurs. Gallup a également 
suréchantillonné le groupe d'âge 18-45 par région de 
planification parce qu'il s'agit du groupe d'âge ayant des 
taux relativement élevés de consommation de drogues 
illicites. En raison de l'attribution optimale (qui peut être 
disproportionnelle), du suréchantillonnage du groupe d'âge 
et de la conception complexe, il a été nécessaire de recourir 
à la pondération pour calculer les estimations provenant des 
données de l'échantillon. Les facteurs de pondération 
nécessaires, que l'on appelle couramment les facteurs de 
pondération, ont été calculés à l'aide des estimations 
actuelles de la population fondées sur les données du 
recensement. 

En raison de contraintes budgétaires, il n'est pas possible 
d'accroître la taille de l'échantillon pour toutes les régions 
infra-états et tous les groupes afin d'obtenir l'exactitude 
souhaitée. Pour estimer la prévalence de l'alcool et des 
drogues, nous prenons en compte les procédures empiriques 
de Bayes (voir Efron et Morris 1973, Fay et Herriot 1979, 
Ghosh et Lahiri 1987, entre autres) pour améliorer les 
estimations habituelles fondées sur le plan d'échantillonnage 
de la prévalence des drogues en tirant profit de mesures 
démographiques et de données d'indicateurs sociaux. 

D'autres variables qui sont peut-être reliées à la préva­
lence de la consommation et de la dépendance et que l'on 
peut obtenir du recensement incluent le pourcentage de la 
population qui a plus de 65 ans, qui a moins de 30 ans, qui 
est blanche, de sexe masculin, marié et à loyer. Les 
administrations locales peuvent foumir des données selon 
le comté relativement aux indicateurs sociaux, tels le taux 
de conduite en état d'ébriété, le taux de mortalité, les permis 
d'alcool par habitant, et les taux d'admission à des centres 
de désintoxication (alcool et drogues). Plus les variables 
auxiliaires sont étroitement reliées à la prévalence de la 
consommation et de la dépendance, plus il est probable que 
les méthodes qui «empruntent de la force» dans les régions 
et les groupes, telles les méthodes empiriques de Bayes 
présentées dans le présent document, peuvent être utilisées 
pour satisfaire aux niveaux souhaités d'exactitude pour les 
régions infra-états. 
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3. NOTATIONS 

Soit n. la taille de l'échantillon attribué à la t-ième 
région de planification, / = 1, ...,I{n = Y,i-i ",)• Des échan­
tillons sont prélevés de façon indépendante dans chaque 
région de planification à l'aide d'enquêtes téléphoniques de 
CA. Une fois qu'on a observé l'échantillon, on suppose que 
chaque région fait l'objet d'une stratification a posteriori en 
groupes démographiques K. Ces groupes sont formés en 
recoupant le sexe (homme, femme) et l'âge (18-24, 25-44, 
45-64, 65-I-), ce qui donne K = 2x4 = S groupes. On 
suppose qu'il y a J. comtés dans la i-ième région de plani­
fication (/ = 1,..., /)et n..̂  observations au sein du Â:-ième 
groupe démographique dans ley-ième comté appartenant à 
la i-ième région de planification {i = l, ...,I;j = l, ...,J.; 
k = l,..., K). Étant donné que de façon générale n..̂  est 
petit, il y a une bonne chance qu'un certain nombre des 
groupes démographiques k ne soient pas représentés dans 
un comté donné. Soit S., l'ensemble de groupes démogra­
phiques dans le y-ième comté au sein de la /-ième strate 
(/ = 1,..., /; j = 1,..., J.) pour laquelle des personnes ont 
terminé des enquêtes. 

On suppose que y..̂ , soit la /-ième observation (0 ou 1) 
pour le /:-ième groupe démographique dans lej-ième comté 
appartenant à /-ième région de planification (/ = 1,..., /; 
j = 1,..., y.; k e S..; l = 1,..., /z..̂ ). Soit w..̂ ^ le facteur de 
pondération de l'échantillonnage correspondant disponible 
pour l'enquête. L'objectif est d'estimer n.., la véritable 
prévalence de consommation de substances ou de la dépen­
dance à l'égard de substances pour lej'-ième comté au sein 
de la /-ième zone de planification (/ = 1,..., /; j = 1,..., J.). 

4. ESTIMATEUR DIRECT D'ENQUETE ET 
ESTIMATEURS SYNTHÉTIQUES 

L'estimateur d'enquête direct de 7t.. est défini par 

"m 

Et 
keS.j l = 1 

^y«3'y« 

Et 
keS.j l = 1 

W ijkl 

La taille de l'échantiUon disponible dans un comté pourrait 
être très petite (parfois aussi petite que 3 ou 4). Ainsi, 
l'estimateur est nettement non fiable. D'autres estimateurs 
d'enquête directs sont définis de façon semblable. Par 
exemple, l'estimateur d'enquête direct de n-j^, la véritable 
prévalence dans le k-\ème groupe démographique dans la 
/-ième région de planification est 

E t 
j-.keS^j l-l 

W ijkl y ijkl 

"m 

Et 
j:keS.jl-l 

OÙ la notation f. k e S., signifie que la totalisation se fait 
pour les comtés j dans lesquels le groupe démographique 
k est observé. 

D'autres problèmes surgissent lors de l'estimation de la 
proportion d'événements rares. Il est fort probable que 
toutes les observations dans un comté puissent être nulles, 
ce qui donne lieu à une estimation nulle pour un comté. Si 
des estimations habituelles des erteurs-types s'appUquaient, 
une erteur-type estimative nulle de l'estimation donnerait 
une fausse impression quant à l'incertitude de l'estimation. 
Ainsi, il est très important d'améliorer l'estimateur de 
l'enquête direct. 

Les estimateurs synthétiques tirent leur puissance de 
comtés connexes grâce à la modélisation implicite de 
données supplémentaires provenant du U.S. Census Bureau 
ainsi que des données de l'enquête téléphonique. Un esti­
mateur synthétique, que l'on a utilisé dans le passé pour 
estimer la prévalence de l'alcool au niveau du comté, est 
donné par 

^51 
Ë «y*^ 
* = t 

où îÇ"^ est l'estimateur d'enquête direct à l'échelle de 
l'État de la pré valence de l'alcool pour le A-ième groupe 
démographique et a ..̂  est la proportion de personnes appar­
tenant au ^-ième groupe démographique dans le y'-ième 
comté au sein de la /-ième zone de planification 
{i = l,...,I; j = l,...,J.; k = l,...,K). La valeur a..̂  
provient des estimations actuelles du recensement. Dans le 
cas de l'enquête-ménage don't il est fait mention dans le 
présent document, les valeurs a..̂  proviennent de four­
nisseurs de bases de données tels Claritas Data Services 
d'Ithaca, New York. D'après les plus récentes données 
disponibles du recensement, on estime habituellement les 
valeurs a..̂  à l'aide de modèles de projection. Cependant, 
dans la pratique, les valeurs a..̂  ne sont pas des proportions 
véritables, mais sont des estimations actuelles du recense­
ment de précision raisonnable. Des valeurs a-.j^ périmées 
ou inexactes ont pour conséquence de rendre biaises les 
estimateurs qui les utiUsent. Si on a recours aux projections 
démographiques pour calculer les ajustements de pondé­
ration de stratification a posteriori, l'estimateur d'enquête 
direct est également influencé par cette source de biais. D ne 
relève pas de la portée du présent document d'étudier 
l'impact de projections démographiques de rechange. En 
proposant TC"'^', on suppose de façon implicite que les 
prévalences à l'égard de la consommation d'alcool et de 
drogues pour le A:-ième groupe dans tous les comtés sont 
les mêmes (ou pratiquement les mêmes). 

Un estimateur synthétique moins restrictif de la préva­
lence de la consommation d'alcool et de drogues est donné 
par 

^,y« 
^ ' 

K 

E 
k-l 

^ijk^ik 
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où ' S ^ ' ' est un estimateur d'enquête direct de 7C.̂ , la 
préyalence pour la consommation d'alcool ou de drogues en 
ce qui conceme le k-ième groupe démographique dans la 
/-ième région de planification. On suppose de façon impli­
cite que les prévalences dans le fc-ième groupe sont les 
mêmes (ou pratiquement les mêmes) pour tous les comtés 
dans une région de planification. Cette hypothèse est plus 
«régionale» ou moins restrictive que celle faite en proposant 
71.. '^'. Un estimateur semblable d'enquête direct TÇ^'^ 
pour le A:-ième groupe démographique au sein d'un comté 
précis j dans une région / peut être défini en limitant 
l'échantillon au comté j seulement. Comparativement à 
TÇ^'^, l'estimateur "îÇ"^ aura un écart relativement plus 
faible bien qu'il puisse faire l'objet d'un certain biais étant 
donné qu'il ne fait pas la distinction entre les comtés. Par 
contre, îÇ^^ peut se fonder sur un échantillon de très 
faible taiUe et par conséquent être significativement moins 
fiable pour ce qui est de sa variabilité. 

Les estimateurs synthétiques susmentionnés obtiennent 
des réductions au niveau des variances mais ont pour consé­
quence une augmentation du biais. Les estimateurs synthé­
tiques font la distinction entre les comtés uniquement par 
l'intermédiaire d'une variable indirecte a..̂ ^ obtenue du 
recensement, tandis que l'estimateur direct traite chaque 
comté de façon distincte. 

d'améliorer S ^ ^ (et, par conséquent, "îÇ"^) en 
empruntant de la force des ressources pertinentes. À cette 
fin, une estimation empirique de Bayes de n.. est proposée, 
fondée sur le modèle suivant. 

Modèle 

1. Étant donnés les 7t..̂ , les y..̂ , sont sans cortélation l'un 
envers l'autre avec E(y..,,l7c..,) =7C,, et Var(y,.„l7c,.,) •• 

V^ 1 = 1,...,n 
v̂  

ijk-

ijkl ijk ' 

pour / = !,...,/; j = l,...,J.;k = l,...,K; 

2. Les 7t..̂  sont sans cortélation avec E(7t..ĵ ) = [i.^,; 
War{K.j,) = dpil{i = l,..., I; j = l,..., J.; k = 1,.... K). 

Si 7t..ĵ ~Uniforme (0,2p;j^), alors dans l'énoncé (2) d = 1/3. 
Ainsi, à la différence de l'hypothèse implicite émise dans 
l'estimateur synthétique "TÇ^^ (c'est-à-dire 7Cp = M,.̂ ),une 
certaine variabihté des proportions entre les comtés au sein 
d'une région pour un groupe démographique donné est 
permise. 

La première hypothèse du modèle sous-entend que, étant 
donné 7t 

Jk 
les C ^ ^ sont sans cortélation l'un avec 

l'autre, E(7i °l7ip)=7iyi, et Var(7iyt ^\n.j^) =c.j^n.. 
(1 - 7t,̂ ,), où C.J, = i:f,w,^,/(Z/r,Wp,)2 pour / = 1,..., i; 
j = l,..., J.; k = l,..., K. L'estimateur linéaire de Bayes de 
7t.., dans le modèle et la fonction quadratique de perte, est 
donné par 

5. ESTIMATEURS COMPOSITES DE n.. 
UTILISANT DES DONNÉES DU 

RECENSEMENT ET 
D'ENQUÊTES TÉLÉPHONIQUES 

Un compromis entre un estimateur d'enquête direct et un 
estimateur synthétique est un estimateur composite. On 
propose un certain nombre d'estimateurs composites 
différents dans le présent document fondés sur l'identité 
suivante: 

",; = E ^iik'^ii 
keS:, 

Ujk''-ijk E ^ijkhjk' 
kes,, 

où 7i..ĵ  est la prévalence pour la consommation d'alcool et 
de drogues et a..̂ , tel qu'il est défini ci-dessus, est la 
proportion de personnes appartenant au k-ième groupe 
démographique dans ley-ième comté au sein de la /-ième 
zone de planification (/ = 1,..., I; j = 1,..., J.; k = l,..., K). 

On obtient un estimateur composite simple de TI.. lors­
que, pour ke S.j,nyi^ est estimé par T O " ^ , l'estimateur 

"y " = E ''ijk (Pijk V "̂  + ( 1 - Pijk) M,*) + E "ijk M/*' 
keSjj ktSij 

OÙ By, = d\ill(d\il + C..,(M,.^ - (d + 1) ufi)). 

Étant donné que l'estimateur de Bayes met en cause le 
paramètre inconnu p̂ .̂ , on ne peut l'utiliser dans la 
pratique. On obtient l'estimateur empirique de Bayes 
suivant de 7t.. lorsque p̂.̂^ est remplacé par un estimateur, 
disons p ^ , de p.^: 

^ij = Y ('ijk [Pijk hjk + (1 --Sp ) \^ik ) 

+ E "ijk^' 

keS,, 

kes,. 

d'enquête direct de 7t,̂ .̂ , et pour fc C 5,̂ ., Tt̂  est estimé par est censé être p,.̂  =7i,.̂  
7t?"°. L'estimateur est alors donné par 

0Ù5,, =d^'lid^'+cy,{i:;:-{d + l)-ix^)). l^ 

facteur de pondération ou le facteur de retrait B,..̂  est un 
ratio de la variance de 71̂ ..̂  dans le modèle par rapport à la 
variance (inconditionnelle) de T Î ^ . L'estimateur de p̂.̂^ 

^ij E %^ijk " + E "ijk^ik ""• 
* E 5 . kes„ 

Dans la formule ci-dessus, 7t... {k e S.) est estimé à l'aide 

Erreurs quadratiques moyennes 

L'erteur quadratique moyenne de l'estimateur de Bayes 
"TÇ"* est défini comme l'erteur quadratique moyenne 
EQM {TÇ^^) = E (C^^ - Tt.j)^, OÙ l'espérance (incondi­
tionnelle) est prise par rapport au modèle. On peut vérifier 

d'un petit échantillon et il y a donc la possibilité que 
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EQM(Ç^)=Var(7Ç'*-7i..) 

=Var ( Jt,̂ . ) + Var (7t,.. ) - 2Cov ( 7i,̂ . , 7t,̂ . ) 
^ 

= Var(7t^.)-Var(7t,^. ) 

= d E ^ i ( i -Pijk)i^l^E"uki^l\-
i, keS.j ktS,j ) 

Il est de règle de prendre EQM(7Ç^*) comme l'erteur 
quadratique moyenne de l'estimateur empirique de Bayes 
iÇ^^*. Cependant, EQM(7t^*) sous-estimera l'erteur 
quadratique moyenne de 'TÇ^^^ étant donné qu'elle 
n'incorpore pas l'incertitude attribuable à l'estimation du 
paramètre p̂ .̂ Voir Prasad et Rao (1990) et Lahiri et Rao 
(1995) dans ce contexte. À l'aide d'un argument standard 
de Bayes, on peut démontrer que 

EQM(7Ï ;P )=EQM(7t,^^)+E(7E^. V)-

y.. - 1 ii. 

•',• u-l 

•EB\2 ) \ 

ou 

7t, -EB 
•iji-u) E ('ijk (Pijk(-u) ^ijk ^ + ( 1 - Pijk(-u)) M,t(-„)) 

keS„ 

+ EapM,t(-„)-
keS: 

Ainsi, EQMCîÇ^^*) est estimé par 

eqm(Ç^«) = e q m , ( e « ) . E , C e ^ « -1Ç')\ 

Les méthodes jackknife sont examinées dans le récent texte 
deShaoetTu(1995). 

6. UN EXEMPLE 

Il est nécessaire d'estimer EQM(7t.. ^^) étant donné 
qu ' elle contient le paramètre inconnu p ,jt • Le premier terme 
EQM(7t.. ^) peut être estimé à l'aide de 

eqm^(n,̂ . )=eqm(7i^. ) -

Ji-^-rt (eqra(.„)(7Ïj" ) - eqm(7Ç" )), 
J j u - l 

ou 

eqm(7t.. )=d 
2 2x 

2 — » 
E('ijki^-Pijk)i'ik + E « p M ^ 

\ *̂ ,̂y kes.j 

et 

eqm(.„)(7t,̂  ) = 
/ 2 2\ 

^ E 4 ( 1 -Pijk(-u)\^ik(-u) + E 4M,*(-„) ' 
l, keS„ keS.j ) 

avec 

et 

B ijk(. 

M,«-„)= E E ŷ«.V(,w/ E E ^ijkl' 
j*u l-l j * u 1 = 1 

^u)=d\Çru)/ 

(dih^u) ^('ijk^iÇ^u) -id^i )n;l^)^)). 

Voir Jiang, Lahiri et Wan (1998) pour des observations à 
l'égard de ces estimateurs. Le deuxième terme 
E (TT"^* - 'TT"*)^ peut être estimé à l'aide de l'estimateur 
suivant de la technique du jackknife: 

Dans la présente étude, l'objectif premier est de foumir 
des renseignements au sujet du besoin de traitement. 
Quiconque satisfait aux critères d'abus ou de dépendance 
à vie tel que les définissent les critères DSM-HI-R du 
National Technical Center est considéré comme un membre 
du groupe de répondants qui peuvent avoir eu besoin de 
traitements au cours de la demière année. Plusieurs 
variables d'indicateurs ont été créées dans l'ensemble de 
données pour identifier les répondants ayant un diagnostic 
de dépendance à l'égard de substances ou de consomma­
tions d'alcool ou de drogues. Aux fins de calcul numérique, 
ces variables d'indicateurs avec 0 et 1 comme valeurs 
possibles ont été traitées comme des variables de réponse 

Dans le but d'économiser de l'espace, les résultats sont 
présentés uniquement pour la variable de résultat Dépen­
dance à l'égard de l'alcool. On peut obtenir auprès des 
auteurs les résultats relatifs aux autres variables de réponse. 
Afin de protéger la confidentialité, on donne les résultats 
pour uniquement 40 comtés, identifiés de 1 à 40. Le tableau 
1 renferme cinq estimations différentes de prévalence pour 
la dépendance à l'égard de l'alcool. De façon générale, les 
estimations directes sont hautement variables et sont 
souvent nulles. Le premier estimateur synthétique (SI) est 
le plus stable, produisant aucune estimation nulle et des 
estimations ayant peu de variabilité. Le deuxième esti­
mateur synthétique (S2) est semblable à SI, mais n'est pas 
aussi restrictif. Les premières estimations synthétiques sont 
très homogènes tandis que les deuxièmes sont homogènes 
au sein des quatre régions de planification. Les estimations 
produites par l'estimateur composite sont plus variables que 
les autres estimations. L'estimateur empirique de Bayes 
produit des estimations très semblables à celles de S2. Dans 
le modèle menant à l'estimateur empirique de Bayes, d a 
été choisi pour correspondre à un tiers. 
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Tableau 1 
Cinq estimateurs de la prévalence de la Dépendance à l'égard de l'alcool exprimée en pourcentage pour quarante comtés. 
Les erreurs-types estimées pour l'estimateur direct (Est, e.t.) et la racine carrée de l'erreur quadratique moyenne estimée 

Comté 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 

pour 

] 

1,7 
4,4 
0,0 
0,0 
9,4 
1,6 
9,3 
0,0 
0,0 
1,5 
0,0 
7,0 
5,7 
0,0 
2,4 
4,1 
2,8 
3,9 
0,0 
3,1 
2,7 
4,2 
9,7 
0,0 
7,8 
0,0 
2,2 

10,5 
0,0 
0,0 
4,6 
8,4 
2,5 
2,9 
0,0 
0,0 
4,2 
0,0 
0,0 
5,3 

les estimations empiriques 

Direct 

(Est. e.t.) 

(2,4) 
(2,0) 
(0,0) 
(0,0) 
(4,8) 
(1,1) 
(5,8) 
(0,0) 
(0,0) 
(1,3) 
(0,0) 
(6,8) 
(3,8) 
(0,0) 
(1,4) 
(3,5) 
(2,4) 
(1,1) 
(0,0) 
(3,9) 
(1,6) 
(1,8) 
(2,7) 
(0,0) 
(4,7) 
(0,0) 
(1,8) 

(13,7) 
(0,0) 
(0,0) 
(3,2) 
(3,8) 
(1,3) 
(2,4) 
(0,0) 
(0,0) 
(4,0) 
(0,0) 
(0,0) 
(1,9) 

Synthétique 1 

V̂ ' 
3,4 
3,8 
3,6 
3,3 
3,3 
3,4 
3,4 
3,6 
3,4 
3,4 
3,3 
3,5 
3,3 
3,5 
3,3 
3,3 
3,8 
3,4 
3,4 
3,6 
3,3 
3,3 
4,3 
3,3 
3,3 
3,5 
3,2 
3,4 
3,5 
3,2 
3,5 
3,7 
3,4 
3,6 
3,3 
3,4 
3,0 
3,4 
3,5 
3,4 

de Bayes (v'Est eqm) entre parenthèses, également sous forme de pourcentages 

Estimateur 
Synthétique 2 

1,6 
1,8 
3,3 
5,6 
5,6 
3,0 
3,1 
3,2 
5,8 
2,1 
1,6 
1,7 
5,5 
17 
5,6 
3,0 
1,8 
3,0 
5,7 
3,2 
5,6 
2,1 
8,0 
2,0 
1,6 
1,7 
5,6 
1,6 
3,1 
1,5 
5,9 
3,4 
2,2 
1.7 
3,0 
3,1 
2,0 
5,8 
3,1 
3,1 

Composite 

^ 
0,9 
7,2 
0,0 
1,6 

14,1 
1,7 
9,9 
0,4 
5,6 
0,7 
0,0 
5,0 

12,9 
0,8 
2,0 
2,5 
1,3 
3,2 
3,7 

14,9 
4,1 
1,8 

11,8 
0,2 
2,8 
0,0 
1,6 

14,2 
1,8 
0,0 

17,0 
8,4 
2,5 
1,3 
0,0 
0,3 
3,4 
3,7 
0,6 
2,9 

Empirique 

1,6 
2,1 
3,0 
5,3 
6,9 
2,7 
3,1 
3,1 
5,8 
1,9 
1,5 
1,8 
6,4 
1,6 
4,4 
3,0 
1,8 
3,2 
5,7 
3,2 
5,8 
2,2 
8,8 
1,9 
1,8 
1,6 
4,9 
1,7 
3,0 
1,5 
5,8 
4,1 
2,1 
1,7 
2,8 
2,9 
2,1 
5,7 
3,0 
3,5 

de Bayes 

(^Est.eqm) 

(0,33) 
(0,35) 
(0,85) 
(1,79) 
(1,78) 
(0,67) 
(0,81) 
(0,84) 
(1,93) 
(0,54) 
(0,33) 
(0,35) 
(1,75) 
(0,33) 
(1,56) 
(0,77) 
(0,37) 
(0,60) 
(1,95) 
(0,82) 
(1,50) 
(0,42) 
(2,11) 
(0,54) 
(0,33) 
(0,37) 
(1,74) 
(0,35) 
(0,81) 
(0,33) 
(1,87) 
(0,84) 
(0,50) 
(0,35) 
(0,77) 
(0,82) 
(0,54) 
(1,97) 
(0,81) 
(0,69) 

Taille de 
l'échantillon 

30 
111 
36 

6 
37 

136 
25 
20 

3 
81 
58 
14 
37 
12 

120 
32 
48 

316 
19 
20 

102 
124 
121 
22 
32 
28 
63 

5 
12 
11 
44 
52 

144 
49 
22 
17 
26 
16 
10 

144 

Nombre de 
groupes 
observés 

dans le comté 

8 
8 
8 
5 
8 
8 
6 
7 
3 
8 
8 
6 
8 
4 
8 
7 
8 
8 
5 
6 
8 
8 
8 
6 
6 
7 
8 
5 
5 
6 
8 
8 
8 
7 
8 
6 
6 
6 
6 
8 

Tableau 2 
Résumé des cinq estimateurs de la prévalence de la Dépendance à l'égard de l'alcool pour tous les comtés. 

Les résultats sont exprimés en pourcentage 

Estimateur 

Direct 
Synthétique 1 

Synthétique 2 
Composite 
Empirique de Bayes 

minimum 

0,0 
3,0 

1,5 
0,0 

,15 

l^quartile 
0,0 
3,3 

1,8 
0,4 
1,8 

médian 
2,2 
3,4 

3,0 

1,7 
2,8 

3 ' quartile 
4,3 
3,5 
4,4 

4,6 
4,2 

maximum 

10,5 
4,3 
8,0 

17,5 
8,8 

moyenne 
2,8 
3,5 
3,2 

3,7 
3,2 

erreurs-type 
3,2 
0,2 

1,7 
4,8 
4,8 
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Le tableau 1 illustre également les erreurs-types estimées 
des estimations directes et la racine cartée des erteurs 
quadratiques moyennes estimées (voir la section 4) des 
estimations empiriques de Bayes. Les erreurs-types des 
estimations directes, qui sont calculées comme 

\/V(i-^'')/".y' 

sont souvent estimées (incorrectement) comme nuls et sont 
passablement variables. Les racines cartées de l'erteur 
quadratique moyenne estimée des estimations empiriques 
de Bayes sont relativement stables et toujours inférieures à 
0,025. 

Le tableau 2 résume les estimations relatives à la 
dépendance à l'égard de l'alcool dans le tableau précédent 
pour tous les comptés de l'État. Les moyennes des 
estimations synthétiques et composites sont supérieures à la 
moyenne des estimations directes parce qu'il y a un plus 
petit nombre d'estimations nulles et que les moyennes dans 
les tableaux sommaires sont non pondérées. 

7. CONCLUSION 

Nous avons proposé des estimateurs empiriques simples 
de Bayes pour estimer les prévalences au niveau du comté. 
Les estimateurs empiriques de Bayes sont très efficaces 
lorsque la taille des échantillons pour les comtés est petite 
et lorsque les prévalences sont extrêmement petites. Nous 
avons introduit une mesure d'incertitude de l'estimateur 
empirique proposé de Bayes fondée sur la méthode de la 
technique du jackknife. La mesure proposée incorpore des 
sources additionnelles de variabilité attribuables à l'estima­
tion de divers paramètres de modèles. Dans notre modèle, 
présenté dans le présent document, nous avons implicite­
ment supposé que les probabilités de sélection ne sont pas 
reliées à y-.^^y Dans l'étude-ménage dont il est fait mention 
dans le présent document, les probabilités de sélection 
étaient inégales et dépendaient de plusieurs facteurs tels le 
nombre de lignes téléphoniques et le nombre d'adultes dans 
le ménage. Aucune de ces variables n'était reliée à y..̂ ^ 
Cependant, la répartition de l'échantillon dans différentes 
régions s'est faite en fonction du nombre «d'admissions à 
des centres de désintoxication» dans chaque région. Donc, 
les probabilités de sélection pourtaient être indirectement 
reliées à ŷ ..̂ . Dans le présent document, nous n'avons pas 
abordé la question du biais de sélection de l'échantillon, 
que l'on peut traiter de façon appropriée en suivant les 
procédures dont il est question dans Pfeffermann (1993). 

Dans le présent document, nous n'avons pas tenu compte 
de l'utilisation des variables auxiliaires dans le modèle pour 
mettre en rapport les données régionales l'une avec l'autre 
et pour faciliter l'estimation améliorée. L'utilisation de 
données auxiliaires disponibles provenant du recensement 

des États-Unis et d'autres documents administratifs peut 
constituer une utilisation sensée de ressources que l'on peut 
utiliser pour améliorer la planification des traitements de 
désintoxication. Nous prévoyons approfondir le travail dans 
ce domaine à l'aide d'un exemple réel dans un prochain 
document. 
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Étude de certains problèmes posés par l'estimation 
de la dynamique du revenu 

SUSANA RUBIN BLEUER et MILORAD KOVAÔEVIC' 

RESUME 

Les auteurs étudient deux estimateurs fondés sur le plan de sondage des flux et des taux de transition. L'un, appelé 
estimateur mixte, s'appuie sur les échantillons transversaux pour l'estimation des bornes des catégories de revenu pour 
chaque période de référence et sur l'échantillon longitudinal pour l'estimation du nombre d'unités dans la population 
longitudinale (dénombrement longitudinal). L'autre, appelé estimateur longitudinal, se fonde sur l'échantillon longitudinal 
aussi bien pour l'estimation des bomes des catégories de revenu que pour les dénombrements longitudinaux. Par une 
méthode de simulation, les auteurs comparent les deux estimateurs lorsque les taux d'érosion sont élevés. Us constatent 
que, si le modèle de correction pour l'érosion est imparfait, l'estimateur mixte est ordinairement plus sensible que 
l'estimateur longitudinal au biais lié au modèle. Ils observent aussi que, dans le cas de l'estimateur mixte, ce biais annule 
le faible gain de précision obtenu comparativement à l'estimateur longitudinal. Enfin, ils se servent des données de 
l'Enquête sur la dynamique du travail et du revenu et de la base de données longitudinales administratives de Statistique 
Canada pour illustrer les résultats. 

MOTS CLÉS: Érosion; flux brut; taux de transition; pondération longitudinale; pondération transversale; estimateur 
bootstrap de la variance. 

1. INTRODUCTION 

Les flux bruts s'entendent du dénombrement des 
transitions entre un certain nombre d'états vécues, d'un 
point dans le temps à un autre, par les membres d'une 
population. Les paramètres connexes sont les proportions 
longitudinales et les taux de transition. Les proportions 
longitudinales cortespondent aux flux bruts relatifs, et les 
taux de transition, aux flux bruts relatifs compte tenu de 
l'état de transition initial. L'estimation de ces paramètres 
pour les transitions entre diverses catégories de revenu, qui 
est essentieUe à l'étude de la dynamique du revenu, peut se 
faire d'après des données d'enquête longitudinale. Les 
bomes des catégories de revenu doivent souvent être 
estimées, elles aussi, d'après les données de l'enquête. La 
mesure de faible revenu, définie comme étant la moitié du 
revenu médian, après cortection pour tenir compte de la 
taille de la famille, en est un exemple. Par conséquent, 
l'estimation du nombre de transitions vers r«état de faible 
revenu» et en provenance de ce demier nécessite l'estima­
tion de la médiane de revenu durant la période de référence. 

Puisque les bomes des catégories de revenu ont habituel­
lement trait aux populations transversales respectives, on 
doit les estimer d'après les échantillons transversaux pour 
obtenir des estimations non biaisées. Si les changements 
d'un cycle à l'autre autrement dit, le nombre d'unités 
«ajoutées» ou «disparues») est négligeable, l'échantillon 
longitudinal est représentatif de la population aux deux 
points de référence dans le temps et nous pouvons estimer 
les bomes des catégories de revenu d'après cet échantiUon. 
Sinon, l'estimation des bomes d'après l'échantillon 

longitudinal pourtait produire des estimations biaisées. Par 
«unité disparue», nous entendons le décès ou l'émigration 
d'une personne; pareillement, par «unité ajoutée», nous 
entendons la naissance ou l'immigration d'une personne. 

Nous étudions deux méthodes fondées sur le plan de 
sondage pour estimer les paramètres longitudinaux ayant 
trait à deux cycles. L'une s'appuie sur les échantiUons 
transversaux pour l'estimation des bomes des catégories de 
revenu pour chaque période de référence et sur l'échantillon 
longitudinal pour l'estimation du nombre d'unités dans la 
population longitudinale (dénombrement longitudinal). 
Nous obtenons ainsi un estimateur que nous baptisons 
estimateur mixte. L'autre méthode repose sur un estimateur 
fondé sur l'échantillon longitudinal, aussi bien pour les 
bomes des catégories de revenu que pour les dénombre­
ments longitudinaux. Nous l'appelons estimateur longitu­
dinal. L'étude vise avant tout à comparer l'efficacité des 
deux méthodes quand on applique divers modèles de 
correction pour tenir compte de l'érosion de l'échantillon. 

Pour faire cette comparaison, nous examinons deux 
problèmes connexes, à savoir l'effet de l'érosion sur les 
estimateurs étudiés et l'estimation de leur variance. Par 
érosion, nous entendons le type de non-réponse qui survient 
à partir d'un cycle donné jusqu'à la fin de la période 
d'observation. Le problème que pose réellement l'érosion 
tient au fait que les non-répondants s'accumulent au fil du 
temps, si bien que la non-réponse est d'autant plus 
importante que l'étude dure longtemps. Pour certaines 
enquêtes, comme la Survey of Income Program Participa­
tion (SIPP), l'érosion avait atteint 20% au moment du 
troisième cycle (Rizzo, KaUon et Brick 1996). Même si 
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l'on met minutieusement au point les corrections pour 
combler les lacunes de données, les estimateurs pourtaient 
demeurer sensibles à un modèle de correction imparfait. 
Nous étudions empiriquement la sensibilité à l'érosion des 
estimateurs proposés. 

L'estimation de la variance est également problématique, 
parce que les paramètres étudiés sont des fonctions non 
linéaires des observations qui dépendent des bomes des 
catégories de revenu. L'estimation de la variance des 
proportions de faibles revenus et d'autres mesures de 
l'inégalité du revenu d'après des échantillons transversaux 
complexes a été étudiée, entre autre, par Shao et Rao 
(1993), Binder et Kovacevic (1995) et Kovacevic et Yung 
(1997). Dans le cas d'un échantillon longitudinal, les varia­
tions démographiques au fil du temps obligent à combiner 
divers échantillons et divers systèmes de pondération, situa­
tion qui complique l'estimation de la variance. Les unités 
qui constituent, en demière analyse, un échantillon longitu­
dinal pourraient appartenir à des unités primaires d'échan­
tillonnage (UPE) différentes selon le cycle, certaines UPE 
présentes dans l'échantillon durant un cycle particulier 
pourraient ne plus y figurer lors d'un autre cycle, etc. Nous 
développons ici un estimateur bootstrap de la variance 
approprié aux estimateurs de la dynamique du revenu et au 
plan de sondage complexe utilisé dans l'exemple. 

Les données utiUsées à titre d'illustration proviennent de 
l'Enquête sur la dynamique du travail et du revenu (EDTR) 
et de la base de données longitudinales administratives 
(BDLA) de Statistique Canada. L'une et l'autre foumissent 
des données longitudinales sur le revenu assez précises 
extraites des déclarations de revenus. Au moment de 
l'étude, on ne disposait que des données de deux cycles de 
l'EDTR et le taux d'érosion était d'environ 10%. 

À la section 2, nous décrivons les hypothèses générales 
concemant la population étudiée et le plan de sondage. À 
la section 3, nous examinons le problème de l'estimation 
des proportions longitudinales de faibles revenus et de 
l'effet de l'érosion sur cette estimation au moyen d'une 
petite étude en simulation portant sur un ensemble de 
données artificielles créé en supposant que la distribution 
est lognormale. À la section 4, nous décrivons l'estimation 
bootstrap de la variance dans le cas d'enquêtes longitu­
dinales complexes. À la section 5, nous présentons une 
simulation plus poussée de divers modèles d'érosion, 
s'appuyant sur différentes méthodes de cortection et sur des 
données provenant d'un plan de sondage complexe. Enfin, 
à la section 6, nous présentons les résultats et une discus­
sion de ces demiers. 

2. POPULATION, ECHANTILLON ET 
POIDS LONGITUDINAUX 

Représentons la population au temps 0 par C/Q et la 
population au temps 1 par t / j . Nous considérons ici les 
paramètres ayant trait à deux périodes de référence et, par 

conséquent, nous définissons la population longitudinale en 
fonction de deux cycles par f/̂ , où f/̂  = (7̂  fl [/,. 

Les «disparitions» et les «ajouts» de personnes qui sur­
viennent d'une période de référence à l'autre causent une 
variation de la population. Si nous représentons par U^ 
l'ensemble de personnes qui appartiennent à la population U^ 
au temps t = 0 mais qui n'appartiennent pas à la population U^ 
au / = 1 à cause d'une «disparition», et par U^ l'ensemble 
d'«ajouts» survenus entre les temps 0 et 1, alors nous 
pouvons représenter la population longitudinale par 
l'expression [/̂  = f/̂ X (/^ = [/, \ C/̂ . 

De la même façon, nous représentons par s^ un échan­
tillon représentatif de U^, par s^, un échantillon représen­
tatif de [/, et par s^ et 5^, les sous-échantiUons respectifs 
d'unités de s^ «disparues» entre les temps f = 0 et r = 1, et 
des unités de .y, «ajoutées» entre le temps t = 0 et t = l. Par 
conséquent, l'échantillon longitudinal, représentatif (/^, est 
défini par 5̂  = ô '̂ •̂ 1 ^^o^^d ^ ^i^^b-

Il existe des non-répondants lors du premier cycle de 
l'enquête, au temps t = 0, mais ils sont assez peu nombreux 
comparativement aux cycles ultérieurs. Par souci de simpli­
cité, nous supposerons que s^ représente l'échantillon dont 
sont exclus les non-répondants du cycle initial et dont la 
pondération connexe a été corrigée pour tenir compte de 
cette situation. On représentera l'érosion subie par 
l'échantillon du cycle 0 au cycle 1 par un sous-ensemble 
d'unités de s^ appelé s^. Par conséquent, nous pouvons 
représenter l'échantillon longitudinal touché par l'érosion 
par l'expression 5^ =5Q\(5'^U5^). 

Il convient de souligner que, pour certains paramètres 
étudiés, Sj devrait demeurer dans l'échantillon longitudinal 
aux fins de la pondération (Tambay, Schiopu-Kratina, 
Mayda, Stukel et Nadon 1997). Les paramètres examinés 
ici ont trait à la population longitudinale, (7^, et les unités 
qui «disparaissent» d'un cycle à l'autre sont donc hors du 
champ d'observation. 

Les grandes enquêtes s'appuient souvent sur un plan de 
sondage stratifié à plusieurs degrés comptant de 
nombreuses strates dans chacune desquelles sont sélection­
nées un assez petit nombre d'unités primaires d'échantiUon­
nage (UPE). Les UPE sélectionnées sont sous-échantil-
lonnées en une ou plusieurs étapes jusqu'à l'obtention des 
unités finales. Ici, nous supposons que les nombres de 
strates et de grappes dans les strates ne varient pas d'un 
cycle à l'autre de l'enquête. 

Supposons que les échantiUons transversaux s^ compren­
nent Aî  UPE échantiUonnées avec remise dans la strate h et ml-
unités échantillonnées dans la /-ième UPE dans la strate h, 
pourr = 0, l,h = l,...,Het i = l,...,ny Posons que {w '̂-,}, 
7 = 1,2,...,m;,' est l'ensemble de poids de sondage cortes­
pondant à l'échantiUon transversal s y Nous supposons que 
les poids de sondage produisant des estimateurs approxi­
mativement non biaises des totaux de population, si bien 
que E (T,^ W^JP ~ N', où A '̂ est la taille de U^ pour 
t = 0,l. Ici, E représente l'espérance mathématique en 
regard du plan de sondage p{s). Si l'ensemble s^ d'unités 
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dispames est grand, il faut cortiger les poids de départ vŵy 
pour tenir compte des unités manquantes et la somme de ces 
poids corrigés devrait cortespondre, en moyenne, à la taille N^ 
de la population longitudinale: 

E E 
p n 

W, 
^o\(-'rfU.v„) 

hij N. L-

Ici, E^ est l'espérance mathématique compte tenu du 
modèle hypothétique m de la probabilité de réponse. 

Exemples: 

1. Dans le cas de l'Enquête sur la dynamique du travail et 
du revenu (EDTR), chaque cycle comprend une 
composante supplémentaire formée des «cohabitants», 
c'est-à-dire les personnes qui vivent dans les ménages 
des membres de l'échantillon longitudinal (Lavallée et 
Hunter 1992). Le plan de sondage de l'EDTR est un 
plan stratifié à deux degrés contenant approximative­
ment H =400 strates lors de chaque cycle. Le nombre 
de grappes sélectionnées dans la strate h peut varier en 
cas de croissance de cette strate. On sélectionne ordi­
nairement deux ou trois grappes. Si l'on sélectionne un 
nouveau panel ou qu'on en remplace un ancien entre le 
temps t = 0 et le temps t = l, alors le nombre de 
grappes échantillonnées par strate peut varier. 

2. La base de données longitudinales administrative 
(BDLA) de Statistique Canada est un échantillon longi­
tudinal sélectionné d'après les fichiers de données 
administratives et représentatif de la population de 
personnes qui remplissent une déclaration de revenus 
une année donnée. La BDLA constitue une collection 
nombreuse de panels, puisqu'un panel est «ajouté» à 
chaque cycle (année). Ici, la non-réponse est de l'ordre 
de 5% de l'effectif de l'échantillon transversal de 
chaque année. Les échantillons longitudinaux de 
données administratives comme la BDLA ne subissent 
pas d'érosion, mais sont sujets à la non-réponse durant 
le cycle d'enquête (ordinairement causée par la produc­
tion tardive de la déclaration de revenus, Rubin Bleuer 
1996). Le plan de sondage de la BDLA est un plan non 
stratifié à un seul degré. Nous utilisons la BDLA 
comme point de départ pour simuler l'érosion de 
l'échantillon, parce que les données qu'elle contient 
sont représentatives de la population canadienne de 
revenus lors de chaque cycle. 

3. ESTIMATION DANS DES CONDITIONS 
D'ÉROSION 

Sans perte de généralité, nous allons maintenant définir 
et expliquer l'appUcation des deux méthodes à l'estimation 
des proportions longitudinales de faibles revenus. À la 
section 6, nous présentons les résultats concemant les effets 

de l'érosion pour d'autres paramètres ayant trait à deux 
cycles, comme les flux bmts et les taux de transition. Nous 
supposons aussi que les nombres d'«ajouts» et de 
«disparitions» dans la population finie sont négligeables 
comparativement au taux d'érosion. En fait, nous 
supposons que (/Q = [/, et que, même si les unités restent les 
mêmes aux deux points dans le temps, les revenus associés 
à ces unités peuvent varier. 

Supposons que y^^ est la valeur de la caractéristique 
étudiée (revenu familial corrigé pour tenir compte de la 
taille de la famille) pour lay-ième unité finale dans la i-ième 
UPE de la strate h,j=l,...,M^ii=l,...,N^,h = l,...,H et 
r = 0,1. Alors, la proportion longitudinale de personnes 
dont le revenu est inférieur ou égal à x au temps f = 0 et 
dont le revenu est inférieur ou égal à y au temps t = l est 
représentée par 

E{x,y) = 
N, EEE 

7 = 1 h-l 

f(yhij^x)l(y:,j^y) (3.1) 

où, puisque les deux population coïncident, M ,̂ = M ,̂, et 
où 

Â . = E E Ml 
h-l 1=1 

coïncide avec la taille de la population originale f/g. / est 
la fonction indicateur des revenus inférieurs ou égaux à x 
et à y, respectivement. F{x, y) est la fonction de distribu­
tion bivariée des revenus aux temps 0 et 1. Représentons 
maintenant par MQ/2 la moitié du revenu médian au temps 
t = 0 et par Af, 12, la moitié du revenu médian au temps 
r = 1. On peut alors définir la proportion longitudinale de 
faibles revenus comme 

e=F{M^I2,M,l2). (3.2) 

Si l'on suppose que la réponse est complète et que 
f/o = {/,,G est la version bivariée de la proportion trans­
versale de faibles revenus étudiée, entre autres, par Shao et 
Rao (1993). Dans un cadre de référence permettant le 
développement d'une théorie asymptotique dans l'espace 
du plan, et en assujettissant le plan de sondage et la 
distributions des revenus à certaines conditions de régula­
rité, Shao et Rao ont prouvé que l'estimateur de la 
proportion transversale de faibles revenus, F<^MJ2), est 
convergent quand le nombre d'UPE, NUPE' devient infi­
niment grand, pour des plans de sondage généraux stratifiés 
à plusieurs degrés où les UPE sont échantillonnés avec 
remise. Le cadre de référence s'appuie sur les hypothèses 
selon lesquelles il existe i) une série de populations finies 
contenant soit un nombre croissant, A^̂ PE» d'UPE soit un 
nombre croissant d'unités indépendantes si la population ne 
comprend pas de grappes et ii) une série cortespondante de 
plans de sondage probabilistes pour lesquels la taille n^pg 
de l'échantillon de premier degré devient infiniment grande 
quand Â p̂g - °o. 
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Il est facile d'extrapoler ce résultat à la situation longitu­
dinale pour l'estimateur 

0 = F(M„/2,M,/2) (3.3) 

si on émet les hypothèses que la population ne varie pas du 
temps f = 0 au temps f = 1 et que l'échantillon ne subit 
aucune érosion. 

Représentons par M^ l'estimateur du revenu médian au 
temps t fondé sur l'échantillon transversal s^ et les poids 
transversaux cortespondants [w^-j], pour f = 0, 1 

M, = inf{y;:y6s,\F,{y:.)^ll2}, 

où 

p,{y) = Es, ^hijf(yhij^y)/Es, ^ 4 ' 

et représentons par M, l'estimateur du revenu médian au 
temps t fondé sur l'échantillon longitudinal 5̂  et sur les 
poids longitudinaux {w ,̂y}: 

M. , = i n f { y 4 6 . , IF,(y,'^)>l/2), 

ou 

P, W = Es, ''Mj f(yhij ^ y)/Es, ^^MJ-

Il existe alors deux moyens d'exprimer le paramètre longi­
tudinal (3.2), à savoir: 

L x , e = ^ ( ^ o / 2 , M,/2) = 

Y ^hij j(yhij^M,l2) l(yLj^M,l2)/Y ^hij' (3.4) 

et 

ê,ong = ^ ( ^ o / 2 , M,/2) = 

E ^tij l[y'hij ^ M,I2) l[yl. ^ M,I2)/Y K- (3-5) 

Le premier estimateur est qualifié de «mixte» parce qu' il 
regroupe les échantillons longitudinaux et transversaux. Le 
deuxième se fonde uniquement sur l'échantiUon longitudinal. 
On notera que, s'il n'y a aucun «ajout» ni «disparition» 
d'unités d'un cycle à l'autre de l'enquête, on ne peut 
estimer la médiane au temps f=l que d'après l'échantillon 
longitudinal et, par conséquent, nous utilisons M, pour 
définir l'estimateur mixte. 

En cas d'érosion de l'échantillon, la plupart des données 
manquantes pourtaient cortespondre à des personnes dont 
les caractéristiques diffèrent de celles du reste de la popu­
lation et les estimations produites pourtaient être biaisées si 
l'on omet de tenir compte de cette situation. Par consé­
quent, nous corrigeons les poids pour tenir compte des 
renseignements manquants conformément à un modèle. La 
sensibilité des estimations à la spécification ertonée du 

modèle de cortection se prononcera à mesure que l'érosion 
augmentera. Donc, il est souhaitable de choisir des estima­
teurs robustes en regard du modèle adopté pour la 
cortection pour la non-réponse. 

Afin de comparer la robustesse des estimateurs (3.4) et 
(3.5) en regard du modèle de correction pour la non-
réponse, nous avons exécuté une étude en simulation simple 
qui nous a permis d'estimer empiriquement les valeurs 
probables (compte tenu du plan de sondage et du modèle 
d'érosion) de ê„. ,„ et 0. „, si le modèle de correction est 

^ mixte long * 

choisi correctement ou incorrectement. 
Comme nous l'avons déjà fait remarquer, si la popula­

tion ne varie pas d'un cycle à l'autre et qu'on ne sélectionne 
donc aucun nouvel échantillon au deuxième cycle pour tenir 
compte de la variation, l'estimation de la médiane au 
moment du deuxième cycle ne peut se fonder que sur 
l'échantillon longitudinal. Par conséquent, le seul écart 
entre les deux estimateurs tient à l'estimation de la mesure 
de faible revenu durant le premier cycle. Donc, sans perte 
de généralité, nous considérons le paramètre 0 = 
F(MQ 12, °°) pour notre simulation. Dans ce cas, 0 coïncide 
avec la portion transversale de faibles revenus et l'estima­
teur de 0, si l'on suppose que la réponse est complète, 
ĉross ^ ^0 (^(/2 ), est convergent (et donc asymptotique­

ment non biaisé) quand N^^^ tend vers l'infini. 
La simulation, décrite en détail à l'annexe A, consistait 

à simuler 1 000 échantillons d'effectif égal à 1 000 à partir 
d'une population de revenus lognormale similaire à la 
population canadienne de revenus. Pour commencer, nous 
avons sélectionné un échantillon aléatoire simple sans 
remise (EASSR) à partir d'une grande population finie de 
revenus, puis nous avons simulé l'érosion de cet échan­
tillon. Ici, nous considérons un modèle d'érosion avec 
unités manquants au hasard, que nous appelons MAR pour 
«missing at random», si la probabilité de non-réponse 
durant le deuxième cycle est constante à l'intérieur des 
catégories de réponses, et nous considérons un modèle 
d'érosion à unités manquants complètement au hasard, que 
nous appelons MCAR pour «missing completely at 
random», si la probabilité de non-réponse durant le 
deuxième cycle est uniforme pour l'ensemble de la popu­
lation. Pour commencer, nous avons simulé l'érosion selon 
un modèle à unités manquants au hasard (MAR), où la 
non-réponse était provoquée dans une catégorie de faibles 
revenus. Nous avons fait coïncider la home de la catégorie 
de faibles revenus avec le premier quintile de la population 
finie, connu a priori. Pour chaque échantillon, nous avons 
calculé 0„..„, 0, et 0̂ „̂̂ ^ en faisant les cortections 

mixte ' long cross 

conformément au modèle d'érosion cortect (MAR) et à un 
modèle d'érosion MCAR. La moyenne arithmétique des 
estimations s'approche de la double espérance (en regard 
du modèle et du plan de sondage) des deux premiers 
estimateui-s et s'approche de l'espérance en regard du plan 
de sondage pour 0„oss- Cette demière espérance 
s'approche, à son tour, de la valeur du paramètre 0, puisque 
ĉross ^^^ asymptotiquement non biaisé quand n^p^ - «>. Si 
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l'on calcule la cortection des poids conformément au 
modèle d'érosion MCAR (incortect), on obtient empirique­
ment la relation suivante: 

I p n (emixte)-e|> E E 
p n. 

(0,ong)-ei 

où m désigne le modèle d'érosion simulé etp, le plan de 
sondage dans les conditions d'échantillonnage aléatoire 
simple sans remise. Notons que l'érosion des groupes de 
personnes à faible revenu entachera toujours l'estimateur de 
la médiane d'une erteur systématique par excès et que nous 
obtiendrons donc systématiquement è^^^^^ <, hy . 

Le résultat quelque peu curieux ici est que l'estimateur 
qui se fonde sur le moins de renseignements est, en 
moyenne, celui dont la valeur est la plus proche de la valeur 
réelle. Autrement dit, l'intégration d'un grand norhbre de 
renseignements n'améliore pas l'estimateur si ces rensei­
gnements ne sont pas utilisés cortectement. Pareillement, 
si 0̂  représente la proportion de revenus supérieurs à la 
home de catégorie de revenus estimée pour l'échantillon et 
que l'érosion est plus forte pour les catégories inférieures 
de revenus, nous observons systématiquement l'inégalité 

0 ;̂  0 
long^ mixte,' 

et, comme pour la proportion de faibles revenus 0, 
l'estimateur de 0̂  qui se fonde sur moins d'information est, 
en moyenne, celui dont la valeur est la plus proche de la 
valeur réelle. La description de l'étude en simulation et les 
résultats numériques figurent à l'annexe A. 

La question qui se pose maintenant est celle de savoir si 
l'erteur systématique causée par la spécification erronée du 
modèle est plus grande que l'augmentation de la variance 
due à l'érosion. Aux sections 5 et 6, nous examinons le 
problème en simulant l'érosion à l'aide de données de 
l'EDTR et de la BDLA, et en calculant 0, selon l'équation 
(3.3), êjjjjjjî  et 0, , ainsi que la variance des estimateurs 
due au plan de sondage. 

4. ESTIMATION BOOTSTRAP DE LA 
VARIANCE POUR LES 

ÉCHANTILLONS LONGITUDINAUX 

Afin d'évaluer les deux méthodes d'estimation, nous 
devons les comparer sous l'angle de la variance et du biais 
pour divers scénarios d'érosion. Les estimateurs ê^^^^^ et 
0, définis à la section 3 sont des fonctions non linéaires 

long 

des observations; en outre, les données sur le revenu 
proviennent d'enquêtes complexes. Nous ne pouvons donc 
exprimer la variance de ces estimateurs en termes simples 
et devons recourir aux méthodes de calcul de la variance 
approximative. Nous recherchons une méthode facile à 
appliquer à un grand nombre de paramètres complexes dans 
le cas de divers plans de sondage. Nous aimerions évaluer 
les deux méthodes d'estimation pour tout paramètre, en 
utilisant les mêmes critères et une méthode uniforme 

d'estimation de la variance. Nous nous concentrons sur le 
développement d'un estimateur bootstrap de la variance que 
l'on peut appliquer à un plan de sondage stratifié à plusieurs 
degrés longitudinal. Il importe de souligner que ce sont les 
unités primaires d'échantillonnage seulement qui sont 
rééchantillonnées et non les unités qu'elles contiennent. 

Kovacevic et Yung (1997) ont comparé plusieurs 
méthodes de rééchantillonnage et la méthode de linéarisa­
tion proposée par Taylor pour l'estimation de la variance 
d'estimateurs transversaux de l'inégalité du revenu dans le 
cas d'un plan de sondage complexe. Une étude en simula­
tion les a porté à conclure que la méthode de linéarisation 
de Taylor au moyen de l'équation d'estimation est la 
meilleure (en ce qui conceme le biais relatif, les propriétés 
de couverture, la stabilité, la robustesse en regard des 
hypothèses, etc.) et que la méthode bootstrap se classe 
directement après. 

Le calcul du nombre de personnes qui appartiennent à 
une catégorie de revenu au temps 0 et à une autre au temps 
1 vise les unités de l'échantillon longitudinal 5̂  et le 
schéma d'échantillonnage bootstrap doit assurer que des 
unités soient sélectionnées dans 5^. Cependant, si nous 
Umitons le rééchantillonnage aux unités de s^^, la variabilité 
ne sera pas suffisante pour permettre l'estimation conver­
gente de la variance des estimateurs quintiles transversaux M^ 
et Mj. Donc, l'échantillon bootstrap devrait contenir aussi 
des éléments de s^Sy 5̂  et 5,\SQ à chaque itération. 

Supposons que le plan de sondage est un plan stratifié à 
deux degrés et que les unités primaires d'échantillonnage 
(UPE) sont exactement les mêmes aux temps r = 0 et r = 1, 
autrement dit qu'il n'y a ni «disparition» ni «ajout» d'UPE 
d'un cycle à l'autre. 

Les premier et deuxième cycles de l'EDTR répondent à 
cette condition. Les «nouvelles unités» et les cohabitants 
qui apparaissent lors du deuxième cycle vivent dans les 
logements de personnes qui ont été sélectionnées durant le 
premier cycle. Chaque unité u dans s^ ou ij est affectée à 
une UPE qui a été sélectionnée lors du premier cycle: 

si M 6 JQD^P alors nous affectons u a l'UPE qui corres­
pond à son logement de départ, au temps r = 0 ; 

si M e Si^Sy alors nous affectons u à l'UPE à laquelle elle 
appartenait au temps r = 0 ; 

si et uesy\sQ que u vit avec ve^oflsj, alors nous 
affectons u a l'UPE de v. 

De cette façon, nous réduisons le problème à une 
situation transversale. Puis, nous procédons aux étapes qui 
suivent. 

Supposons que les poids attribués au départ à une 
personne sont w^^, w -̂, w^. 

1. Nous sélectionnons un échantillon aléatoire simple 
avec remise (EASAR) d'UPE de taille n^^-l, indépen­
damment dans chaque strate. Nous représentons par 
s^^ une union d'échantillon de ce genre. Elle contient 
un sous-échantillon s^^^^ d'unités provenant de s^ qui 
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ne figurent pas dans s^, un sous-échantillon .y/boo, 
d'unités provenant de s^ qui ne figurent pas dans s^ et 
un sous-échantillon J:̂ *̂ ,̂,, d'unités qui figurent à la fois 
dans JQ et 5,. 

2. Représentons par m̂* le nombre de fois que la hi-ième 
UPE est sélectionnée; les modifications bootstrap des 
poids sont: 

•(0) 
^hij •• 

-r = 
w,r = 

" . -1 

n , - l 

n , - l 

frihi 

f^hi 

Ki 

^^hij' 

"^hij' 

L 
^hij-

Nous obtenons les poids ŵ ,-- et w .̂. d'après les poids 
de départ en les multipliant par un facteur de correction 
pour tenir compte de l'érosion. Les facteurs de cortection 
sont égaux aux inverses des probabilités de réponse (que 
l'on suppose différentes pour chaque catégorie de réponse). 
Nous estimons ces probabilités d'après l'ensemble de 
données de départ. La méthode de rééchantillonnage boot­
strap imite le processus d'estimation des probabilités de 
réponse et de cortections subséquente: les cortections sont 
recalculées pour chaque échantillon bootstrap s^^, afin de 
produire de nouvelles valeurs de w^^l et ŵ ,̂yl 

Alors, l'estimateur ê̂ ĵ te calculé d'après un échantillon 
bootstrap s^^^ prend la forme 

KrE nf/fe^M;/2}/{y4.M;/2}/E < (i.) hij ' 

ou 

M,*: = inf{y4 e s,;^, U 5^^, I F,* (y^) s I/2} 

et 

F, (y)-
*IboM^'' ibool 

W^'/0'4^3' ) /EW4".^ = 0,1. 

L'estimateur 0,̂ ^ calculé d'après 5/̂ 001 prend la forme 

K-E<f{yïij^M;i2]i[yl..M;i2]/Y <!f' 

où les médianes M^ sont estimées d'après l'échantillon 
longitudinal 5^;^,. 

3. Nous répétons les étapes 1 et 2 un grand nombre de 
fois, disons B. Nous obtenons une estimation de Monte 
Carlo de la variance de la forme 

^B^^mixte) - ^ E (Kb - ^ mixte) 
B 

et 

ou 

^B(9|ong^ )-jE\K-^lons) 

0, -E 
b 

> : b / fi et 0 long E 
b 

•i/ B. 

Grâce au rééchantillonnage de l'UPE nous réduisons 
l'estimation de la variance dans le contexte longitudinal à 
un cadre transversal. Cette méthode est une extension de 
l'estimateur bootstrap de la variance mis au point par Rao 
et Wu (1988) et, plus tard, par Kovacevic et Yung (1997) 
pour estimer la variance des mesures transversales de 
l'inégalité du revenu d'après un plan de sondage stratifié à 
plusieurs degrés. 

Afin de tenir compte de l'érosion de l'échantiUon, nous 
traitons l'ensemble de données de départ comme s'il 
s'agissait d'un ensemble d'enregistrements longitudinaux. 
Nous pouvons alors considérer l'érosion comme un cas de 
non-réponse à une question et, conséquemment, la cortec­
tion des poids pour tenir compte de l'érosion comme une 
imputation par la méthode des quotients (ratio de Hajek). 

En effet, rappelons-nous que s^ = s^^s^, et représentons 
par yjj * {hijesj la valeur des données du cycle 1 
imputées selon la méthode des quotients d'après les 
données observées pour l'échantillon longitudinal et 

(0)* 

représentons par yL {hij e sj, la valeur des données du 
cycle 0 imputées selon la méthode des quotients d'après 
l'échantillon longitudinal {s^). Remarquons que les valeurs 

y hij {hijes^ ne sont pas manquantes, mais que nous 
devons nous servir de y^* au lieu de la cortection de poids 
pour l'échantillon longitudinal. 

L'estimation de 0 si l'on cortige les poids pour tenir 
compte de l'érosion équivaut à l'estimation calculée d'après 
un ensemble de données «complètement» imputées, pon­
dérées par vv̂ y, {hijes^. On se sert de l'ensemble 

^ mixte ={(>'i^ yl^)' hij f s„ {y^, yS'), hij e . j , 

pour calculer 0„î ,e et de l'ensemble 

^ i..,=\(yS^ylS)'hij^^u(ylS\yS')'hijes} 

pour calculer Ô, . 
Nous avons fait remarquer plus haut que la cortection 

pour l'érosion équivaut à l'imputation selon la méthode des 
quotients pour tenir compte de la non-réponse à une 
question. Donc, l'estimateur de la variance proposé ici a les 
mêmes propriétés que les estimateurs transversaux de la 
variance utilisés pour les données d'enquête imputées: la 
convergente découle maintenant de la convergente de la 
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variance bootstrap pour les données d'enquête imputées 
(Shao et Sitter 1996), ainsi que des propriétés de bonne 
couverture et faible biais relatif décrites par Kovacevic et 
Yung (1997), Kovar, Rao et Wu (1988) ont montré 
empiriquement que, si le nombre d'UPE par strate est faible 
(deux ou trois dans le cas de l'EDTR), l'estimation 
bootstrap de la variance n'excède pas de plus de 10% la 
valeur réelle de la variance. 

5. ETUDE EMPIRIQUE 

Afin de comparer les deux méthodes d'estimation, nous 
examinons maintenant deux enquêtes longitudinales réelles, 
à savoir l'EDTR et la base de données longitudinales admi­
nistrative (BDLA), et nous simulons divers scénarios d'éro­
sion de l'échantillon. Nous prenons pour point de départ 
une enquête à deux cycles avec échantillon complet de 
répondants à chaque cycle. Nous représentons le schéma de 
réponse des personnes formant cet échantillon comme suit: 

REPONDANTS 

Réponse lors des deux cycles 

f = 0 / = 1 

X 

Ici, X indique que la personne a répondu au cycle en 
question et 0 signifie le contraire. Nous avons omis les 
«ajouts» et les «disparitions» d'unités aussi bien dans le cas 
de l'EDTR que de la BDLA. 

Nous répartissons les personnes qui ont répondu lors du 
premier cycle en deux catégories de réponse, à savoir celles 
qui ont déclaré un faible revenu et les autres. La limite est 
donnée par MQI2, où M^ est l'estimation du revenu 
médian au temps t = 0, compte tenu de tous les répondants 
du premier cycle. L'effectif de l'échantillon de l'EDTR 
(Ontario) est de l'ordre de 10 000 personnes, dont 2 000 
ayant un faible revenu. 

Nous simulons trois scénarios distincts d'érosion de 
l'échantillon. Dans chacun d'eux, nous sélectionnons un 
sous-échantillon de répondants ayant répondu complète­
ment, selon le schéma XX, et nous le convertissons au 
schéma suivant: 

REPONDANTS 

Réponse au premier cycle, 
mais pas au deuxième 

t = 0 1=1 

X 0 

1) Érosion de 10%. Nous sélectionnons un sous-échan­
tillon aléatoire de personnes ayant un faible revenu 
{y^ij i MQI2} au temps t = 0, et nous les considérons 
comme des non-répondants. Afin que 10% de l'échan­
tillon global aient dispam au temps r = 1, nous 
convertissons 50% du groupe de personnes à faible 
revenu en non-répondants au moment du deuxième 
cycle. 

2) Érosion de 20%. Nous sélectionnons au hasard 70% de 
personnes à partir de {y^y ^ MQI2} et 7,5% à partir de 
{yf^y>MQl2} et nous les convertissons en non-
répondants au moment du deuxième cycle. Nous 

obtenons ainsi un taux d'érosion global de 20% pour 
l'EDTR. 

3) Érosion de 30%. Nous sélectionnons au hasard 80% 
de personnes à partir de {yf^^i. MQI2} et 17,5% à 
partir de {y^ij>Mf^l2} et nous les convertissons en 
non- répondants au moment du deuxième cycle. Nous 
obtenons ainsi un taux d'érosion de 30% pour l'ETDR. 

Puis, nous envisageons deux modèles de correction 
distincts pour chaque scénario: 

Modèle 1: Les non-répondants manquent complètement 
au hasard (MCAR). Ce modèle est le pire que 
nous puissions utiliser étant donné que 
l'érosion se manifeste ordinairement dans le 
groupe des personnes à faible revenu. 

Modèle 2: Les non-répondants sont des unités qui 
manquent au hasard de la catégorie de faibles 
revenus. Nous permettons une légère augmen­
tation de la home supérieure de la catégorie 
de faibles revenus, de sorte que les catégories 
de réponses soient définies par {ŷ ^ <.MQI2 

+ Mo/10}et {y^'J,.>Mo/2+Mo/10}. Nous sup­
posons que ce modèle est l'un des meilleurs qui 
soit compte tenu de nos paramètres, puisqu'il 
reconnaît les catégories de réponses comme 
étant séparées par la bome de faibles revenus. 

Tableau 5.1 
Certains paramètres longitudinaux évalués 

lors de l'étude empirique 

Proportions 
Proportion de personnes dont le revenu 
(revenu familial corrigé) est inférieur à l, au 
temps i=Q,\ 

Proportion de personnes dont le revenu est 
inférieur à /̂  au temps ;=0 et supérieur à 
Z,* =(11/10)/, au temps r=l ; on utilise le 
facteur 11/10 afin de pouvoir déceler les 
transitions réelles d'un état à l'autre 
Proportion de personnes dont le revenu est 
supérieur à IQ ={\ 1/10)/^ au temps /=0 et 
inférieure /, au temps r=l 
Proportion de personnes dont le revenu est 
supérieur à l^ et à /[* aux temps 0 et 1, 
respectivement 

Taux conditionnels 

P()'o^'o'>'i^'i) 

/'Cyo^'o'3'i^'i') 

p{yo^K'yi^h^ 

pCyo^C^i^'i ') 

Probabilité qu'une personne ait un faible 
revenu au deuxième cycle (deuxième 
année), étant donné qu'elle avait un faible 
revenu au premier cycle 

Probabilité qu'une personne n'ait pas un 
faible revenu au deuxième cycle, étant 
donné qu'elle avait un faible revenu au 
premier cycle 

p{y\^h\yo^k) 

/'Cyi>'ri>'o '̂o) 

Nous choisissons ces deux modèles de cortection parce-
qu'il représentent les deux situations extrêmes. En prati­
que, il se peut que nous ne puissions en choisir qu'un seul. 
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Représentons par l^ la mesure de faible revenu définie 
comme étant la moitié de la médiane: l^ = MJ2,t = 0,1. On 
a étudié plusieurs paramètres longitudinaux dont certains 
apparaissent au tableau 5.1. Les valeurs des estimations 
sont présentées dans les tableaux Bl à B3. Nous avons 
déterminé les erreurs-types selon la méthode bootstrap 
décrite à la section 4, en supposant que les poids cortigés 
correspondants sont connus a priori et ne varient pas pour 
chaque échantillon bootstrap. 

6. RÉSULTATS ET DISCUSSION 

L'étude empirique montre que l'érosion de l'échantillon 
nuit aux estimations, mais que les résultats diffèrent selon 
que le paramètre étudié est transversal ou longitudinal. Si 
l'on estime les paramètres transversaux de cycles ultérieurs 
au cycle de départ, les estimateurs fondés sur l'échantillon 
longitudinal réel sont plus biaises que ceux fondés sur 
l'échantillon transversal, que le modèle de cortection soit 
valide ou non (voir, à titre d'exemple, les estimations de la 
médiane au temps f = 0 dans les tableaux B.l à B.3.) 
Cependant, si l'on estime les paramètre longitudinaux, les 
estimateurs longitudinaux (fondés entièrement sur l'échan­
tillon longitudinal) sont moins biaises que les estimateurs 
mixtes (fondés sur les trois échantillons). 

Les tableaux 6.1a et 6.1b présentent les flux bruts 
estimés d'après les données de l'EDTR et de la BDLA, 
respectivement. Nous avons calculé les estimations pour 
l'ensemble complet de données et après simulation d'une 
non-réponse de 20% lors du deuxième cycle. Pour 
l'ensemble complet de données, les estimateurs longitudinal 
et mixte coïncident (il s'agit du scénario sans érosion). 
Comme nous l'avons expliqué à la section précédente, nous 
avons simulé une non-réponse de 20% en éliminant les 
réponses de 70% de personnes dont le revenu était faible et 
de 7,5% de personnes dont le revenu était supérieur à /Q 
lors du premier cycle. La cortection pour la non-réponse a 
été effectuée en supposant que les personnes manquaient 
complètement au hasard. 

Le modèle de correction choisi signifie que l'on a corrigé 
les poids de sondage de départ en leur appliquant un facteur 
de 1,25 (représentant une érosion de 20%) dans tout 
l'échantiUon, alors qu'il aurait fallu, pour que la cortection 
soit correcte, appliquer un facteur de 3,33 (représentant une 
érosion de 70%) au domaine des personnes ayant un faible 
revenu au moment du premier cycle (1993) et un facteur de 
1,08 (représentant une érosion de 7,5%) à celui des 
personnes dont le revenu était supérieur à la mesure de 
faible revenu (MFR) en 1993. Donc, si nous nous servons 
d'un modèle de cortection incortect, nous commettons une 
erreur beaucoup plus importante lors de l'estimation d'un 
domaine (y^ <. A/Q/2) que de l'autre (y^> MQ/2). 

Nous constatons, d'après ces tableaux, que tant l'esti­
mateur mixte que l'estimateur longitudinal mène à une 
sous-estimation grave du paramètre étudié dans la première 
colonne et à une surestimation de celui étudié dans la 

deuxième colonne, si l'on suppose que les calculs fondés 
sur l'ensemble complet de données produisent des estima­
tions raisonnables, de qualité acceptable. D est manifeste 
que le choix incorrect du modèle de correction influe plus 
sur les estimations mixtes, que sur les autres, observation 
qui confirme les inégalités énoncées à la section 3. 

Tableau 6.1 
Flux bruts estimés d'après les données de l'EDTR et de la BDLA 

Érosion de 20% (70% d'unités à faible revenu manquantes) 

a. EDTR, Ontario 

1994 

>.,sM,/2 

y{>l,lMJ2 

>'.^Afo/2 

1 602 000 
425 000 
710 000 

70 000 
15 000 
30 000 

1993 

yo>M,i2 

113 000 
152 000 
125 700 

8 080 000 
8 975 000 
8 870 000 

Pas d'érosion 
Mixte 

Longitudinal 

Pas d'érosion 

Mixte 
Longitudinal 

b. BDLA, sous-région de Toronto 

1992 

>',sM,/2 

y,>l , lA/, /2 

y.^MJ2 

2 700 
1 100 

1500 
580 

190 

380 

1991 
y >\,\MJ2 

640 
800 
740 

10 420 

12 150 
11 650 

Pas d'érosion 
Mixte 

Longitudinal 
Pas d'érosion 

Mixte 
Longitudinal 

Les tableaux B.l à B.3, qui sont présentés à l'annexe B, 
montrent les résultats de l'étude dans le cas de l'EDTR pour 
trois niveaux distincts d'érosion: 10%, 20% et 30%. Pour 
chaque paramètre, nous avons calculé les estimations et les 
erteurs-types bootstrap cortespondantes au moyen des esti­
mateurs longitudinal et mixte. Nous les avons d'abord 
calculées pour l'échantillon longitudinal idéal «sans 
érosion», puis, pour l'échantillon réduit, après cortection 
selon les deux modèles de non-réponse décrits à la 
section 5. Nous présentons l'estimation du biais du au 
modèle sous la forme de la différence Â entre l'estimation 
obtenue en appliquant le modèle étudié et celle cortes­
pondant au scénario «sans érosion». 

Les chiffres des tableaux B.l à B.3 révèlent la même 
tendance que celle observée pour les flux bmts dans les 
tableaux 6.1a et 6.1b, à savoir que les estimations calculées 
grâce à l'estimateur longitudinal sont «moins sensibles» au 
choix du modèle de cortection de la non-réponse. Parallèle­
ment, nous n'observons pratiquement aucune différence 
entre les erreurs-types cortespondantes (données entre 
parenthèses). Dans l'ensemble, nous constatons que l'esti­
mation de l'erteur-type est un peu plus faible pour 0̂^̂^̂^ 
que pour \^j^„, et que cet écart négligeable en faveur de 
m̂ixte "'^^^ P^^ suffisant pour compenser le biais du à 

l'application d'un modèle incortect de cortection pour la 
non-réponse plus important pour Ô̂ jĵ te • 

Nous n'observons aucune différence entre 0„ix,g et 0, 
quand nous appliquons la deuxième méthode (par ordre 
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décroissant d'efficacité) de cortection pour la non-réponse, 
et cela pour la plupart des paramètres, sauf les taux condi­
tionnels. Par exemple, au tableau B.l (érosion de 10%), le 
biais empirique de l'estimation mixte du taux conditionnel de 
personnes qui continuent à avoir un faible revenu en 1994 est 
statistiquement significatif, tandis que les biais empiriques 
des estimations longitudinales des deux taux conditionnels 
ne le sont pas (voir l'annexe C). Naturellement, le modèle 
«parfait» de correction (non présenté ici) produit exactement 
les mêmes chiffres pour les deux méthodes d'estimation, et ê^^^^ 
est approximativement égal à 0, pour tout paramètre 
étudié, mais les variances diffèrent. 

Nous introduisons une «mesure de sensibilité» unique 
qui combine des renseignements sur l'erreur-type d'échan­
tillonnage et sur le biais du au modèle choisi pour la 
cortection pour l'érosion: 

^(êl e) = 

N 
o: -eo)'^e.t.V™«e) 

e.t.2(0o) 

(6.1) 

Ici, 0Q et 0jjjjjjjg représentent les estimations obtenues dans 
le cas du scénario «sans érosion» et de l'application d'un 
modèle de correction pour l'érosion (A= MCAR ou MAR), 
respectivement et e.t.(.) représente l'erreur-type d'échantil­
lonnage. De la même façon, nous définissons 5 ( 0,̂ jj ). Si 
une correction particulière pour l'érosion modifie peu la 
valeur d'un estimateur et de son erreur-type (comparative­
ment à l'estimation obtenue pour une autre cortection pour 
l'érosion), nous disons que l'estimateur est relativement 
insensible au modèle de correction appliqué. Nous 
exprimons les ratios des deux mesures de sensibilité pour 
les deux modèles appliqués par 

/SMCAR\ / /âMAR\ ^ 
^^^'''mme=i^u.me)/ '[^mi.icj ^t 

/AMCAR) / /AMAR\ 
••at'Olong=nQlong l/'Kn,j (6.2) 

Les valeurs du ratio pour divers scénarios d'érosion sont 
présentées aux graphiques B.l à B.3 (à l'annexe B). 

Selon les graphiques B.l à B.3, il est manifeste que le 
ratio des mesures de sensibilité (6.2) est systématiquement 
plus faible pour l'estimateur longitudinal, donc, que les 
mesures de sensibilité de l'estimateur longitudinal, étant 
donné les modèles de correction appliqués, sont plus 
semblables que celles obtenues pour l'estimateur mixte. 
L'estimateur longitudinal semble être moins sensible au 
modèle de cortection appliqué. Nous utiUsons le terme 
«robustesse» pour désigner cette caractéristique. En ce qui 
conceme les taux d'érosion simulés, les graphiques 
montrent que les mesures de la sensibilité tendent vers 1 
quand le taux d'érosion augmente. Autrement dit, les deux 
modèles de cortection donnent des résultats comparables 
pour les taux élevés d'érosion et le choix de l'estimateur 
devient alors plus important que celui du modèle utiUsé 
pour les cortections. 

Nous résumons nos observations comme suit: 
1) Si l'on estime les paramètres transversaux de cycles 

ultérieurs au cycle de départ, les estimateurs fondés sur 
l'échantillon longitudinal courant sont plus biaises que 
les estimateurs fondés sur l'échantillon transversal. 

2) Si l'on estime les paramètres longitudinaux, les estima­
teurs mixte et longitudinal sont tous deux biaises 
considérablement si l'on choisit le modèle inapproprié 
de cortection pour l'érosion. 

3) L'estimateur longitudinal est plus robuste en regard de 
la correction inappropriée pour tenir compte de l'éro­
sion que l'estimateur mixte. Dans le cas du modèle de 
correction parfait, les deux estimateurs donnent les 
mêmes résultats. 

4) En général, la variance d'échantillonnage de l'estima­
teur mixte est plus faible que celle de l'estimateur 
longitudinal. Cette relation se vérifie pour divers taux 
d'érosion et divers modèles de cortection. 

5) Étant donné son importance, le biais du à la cortection 
incortecte pour la non-réponse qui entache l'estimateur 
mixte annule le faible gain de précision obtenu 
comparativement à l'estimateur longitudinal. 

6) Divers modèles de correction donnent des résultats 
comparables si le taux d'érosion est élevé. Le cas 
échéant, le choix de l'estimateur est plus important que 
les efforts en vue d'améliorer le modèle de cortection. 
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ANNEXE A 
Description de la simulation présentée à la section 3 
La simulation comprend les étapes qui suivent. 
1. Supposons que X est une variable aléatoire lognormale, 

X~exp{N(p = 10,3,o2 =0.64)}. Ces paramètres corres­
pondent à la même médiane que celle de l'estimation 
de l'EDTR pour 1992 et à la même étendue que celle 
de la population du Canada. La bome de faible revenu 
coïncide avec le premier quintile de la population de 
revenu. Nous avons estimé ce premier quintile, ç,, 
d'après un échantillon simulé d'effectif égal à 50 000. 
La valeur obtenue est ç, =14 901. 

2. À partir de cette population infinie, nous avons 
sélectionné 1 000 échantillons aléatoires indépendants 
d'effectif égal à 1000. 

3. Pour simuler l'érosion, dans chaque échantillon, nous 
avons sélectionné au hasard 50% des unités situées 
au-dessous de ç, et les avons supprimées de l'échan­
tillon pour les calculs ayant trait au deuxième cycle. 
Nous avons ainsi simulé une érosion de 10% de la 
catégorie de faibles revenus (MAR modèle). 

4. Pour chaque échantillon /, nous avons estimé les 
estimateurs de la proportion de faibles revenus 
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^mixte(') ^̂  îong(') ^" cortigcant Ics poids par 
application du modèle d'érosion approprié (MAR) 
ainsi que du modèle inapproprié supposant que les 
unités manquent complètement au hasard (MCAR). 

5. En outre, pour chaque échantillon /, nous avons calculé 
l'estimateur transversal dans le cas où la réponse est 
complète, 0n,ix(g(/) et 0,ong(O, qui se fonde entièrement 
sur l'échantillon avant érosion. 

6. Pour chaque type de cortection, nous avons estimé 
l'espérance mathématique de 0 ;̂̂ ,̂ , 0,„ et 0„̂ ^̂  en 
regard du plan de sondage et du modèle d'érosion, en 
calculant les moyennes mathématiques respectives sur 
1 000 échantillons pour le modèle de cortection 
inapproprié et sur 539 échantillons pour le modèle de 
correction approprié. 

Résultat de la simulation 

Les deux tableaux qui suivent montrent que, pour le 
modèle inapproprié de cortection, l'estimateur longitudinal 
est entaché d'un biais plus faible que l'estimateur mixte et 
que, dans le cas du modèle approprié de cortection, les deux 
estimateurs sont non biaises (en ce qui conceme le modèle 
et le plan de sondage). 

La moyenne arithmétique de ê^^^^^ sur 1 000 valeurs 
différentes est égale à 0,193 et l'erteur-type des 1 000 
valeurs est égal à 0,012. Ces résultats sous-entendent que. 

pour un échantillon aléatoire simple sans remise dont 
l'effectif est égal à 1 000, l'estimation 0,„„ est assez stable 

o ' cross 
et que l'on peut se servir de sa valeur probable pour 
remplacer 0. Les valeurs probables de ê^.^^^^ et 0, sont, 
selon les estimations, égales à 0,109 et 0,145, et leur 
erreur-type, à 0,011 et 0,013, respectivement. 

Valeurs probables pour le modèle approprié de 
correction de l'érosion 

Estimateur 
Valeurs 

probables 
Erreur-type 

Nombre 
d'échantillons 

long 

0,109 

0,145 

0,193 

0,011 

0,013 

0,012 

1000 

1000 

1000 

Valeurs probables pour le modèle approprié de 
correction de l'érosion 

Estimateur Valeurs 
probables 

Erreur-type Nombre 
d'échantillons 

long 

0,193 

0,193 

0,194 

0,016 

0,014 

0,012 

539 

539 

539 

Nous constatons d'après le tableau qui précède que les 
deux estimateurs s'approchent de la valeur réelle du para­
mètre si le modèle de correction est approprié. 

ANNEXE B 
Tableau B.l 

Estimations de diverses caractéristiques de la population et de leur erreur-type calculées 
d'après l'ensemble complet de données et en supposant une érosion de 10% au deuxième cycle 

Paramètre Type 
d'estimateur 

Pas d'ér 

9 e.t. 9 

Modèle de correction pour l'érosion 
MCAR 

e.t. A 9 
MAR 
e.t. A 

Quintiles 
Mg (médiane, t=0) 

M^ (médiane, ;=1) 

piyo^'o-yi^'O 

p(yo^'o'y\^'i') 

piyo^'ô-yi^'i) 

piyo^'ô-yi^'i) 

M 
L 
M 
L 

M 
L 
M 
L 
M 
L 
M 
L 

29 300 
29 300 
28 600 
28 600 

0,156 
0,156 
0,007 
0,007 
0,011 
0,011 
0,790 
0,790 

(1000) 
(1000) 
(1 100) 
(1000) 

Propo 
(0,010) 
(0,010) 
(0,002) 
(0,002) 
(0,002) 
(0,002) 
(0,040) 
(0,040) 

29 300 
30 900 
30 400 
30 400 

-tiens 
0,092 
0,111 
0,003 
0,004 
0,013 
0,011 
0,840 
0,831 

(1000) 
(1000) 

(900) 
(1000) 

(0,008) 
(0,008) 
(0,001) 
(0,003) 
(0,003) 
(0,003) 
(0,040) 
(0,042) 

0 
-1600 
-1800 
-1800 

0,064 
0,045 
0,004 
0,003 

-0,002 
0,000 

-0,050 
-0,041 

29 300 
29 300 
28 600 
28 600 

0,124 
0,124 
0,005 
0,005 
0,012 
0,012 
0,804 
0,804 

(1 100) 
(1200) 
(1 100) 
(1200) 

(0,009) 
(0,009) 
(0,002) 
(0,002) 
(0,002) 
(0,002) 
(0.042) 
(0,043) 

0 
0 
0 
0 

0,032 
0,032 
0,002 
0,002 
0,001 

-0,001 
-0,005 
-0,005 

Taux conditionnels 

p(yi^'i\yo^'o^ 

p{yi>'i'\yo^'o^ 

M 
L 
M 
L 

0,923 
0,923 
0,040 
0,040 

(0,023) 
(0,023) 
(0,010) 
(0,010) 

0,546 
0,926 
0,018 
0,036 

(0,025) 
(0,030) 
(0,006) 
(0,010) 

0,377 
-0,003 
0,022 
0,004 

0,734 
0,921 
0,030 
0,038 

(0,033) 
(0,031) 
(0,009) 
(0,012) 

0,189 
0,002 
0,010 
0,002 

/,.' = (11/10)/;; Ij' est utilisé pour repérer les transitions réelles d'un cycle à l'autre. 
M représente les estimations calculées au moyen de l'estimateur mixte (9) et L, les estimations calculées au moyen de l'estimateur longitudinal (9). 
0 est l'estimation, e.t. représente l'erreur-type de l'estimation et Â est l'écart entte les estimations obtenues en appliquant le modèle de correction 
pour l'érosion et en supposant qu'il n'y a pas d'érosion, respectivement. 
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Tableau B.2 
Estimations de diverses caractéristiques de la population et de leur erreur-type calculées d'après l'ensemble complet de données 

et en supposant une érosion de 20% au deuxième cycle 

Paramètre Type 
d'estimateur 

Pas d'( 

9 

îrosion 

e.t. 9 

Modèle de correction pour \'i 

MCAR 

e.t. A 9 

îrosion 

MAR 

e.t. A 
Quintiles 

A/Q (médiane, i=0) 

Mj (médiane, i=\) 

M 
L 
M 
L 

29 300 
29 300 
28 600 
28 600 

(1 000) 
(1 000) 
(1 100) 
(1 000) 

29 300 
31 800 
31 100 
31 100 

(1 000) 
(1 100) 

(800) 
(900) 

0 
-2 500 
-2 500 
-2 500 

29 300 
29 300 
28 600 
28 600 

(1 000) 
(1 000) 
(1 000) 
(1 000) 

0 
0 
0 
0 

Proportions 

pCyo^'o-yi^' i) 

piyo^'o-yt^'i) 

p(yo^'ô-yt ^'i) 

p(yo^'o'yi^h') 

M 
L 
M 
L 
M 
L 
M 
L 

0,156 
0,156 
0,007 
0,007 
0,011 
0,011 
0,790 
0,790 

(0,010) 
(0,010) 
(0,002) 
(0,002) 
(0.002) 
(0,002) 
(0,040) 
(0,040) 

0,055 
0,080 
0,001 
0,001 
0,014 
0,012 
0,864 
0,855 

(0,008) 
(0,006) 
(0,001) 
(0,001) 
(0,003) 
(0,002) 
(0,041) 
(0,041) 

0,101 
0,076 
0,006 
0,004 

-0,003 
-0,002 
-0,074 
-0,065 

0,096 
0,096 
0,004 
0,004 
0,012 
0,012 
0,820 
0,820 

(0,012) 
(0,013) 
(0,002) 
(0,002) 
(0,002) 
(0,002) 
(0,049) 
(0,048) 

0,060 
0,060 
0,003 
0,003 

-0,001 
-0,001 
-0,030 
-0,030 

Taux conditionnels 

pCyi^'i lyo^'o) 

piyi>ii l>'o^'o) 

M 
L 
M 
L 

0,923 
0,923 
0,040 
0,040 

(0,023) 
(0,023) 
(0,010) 
(0,010) 

0,323 
0,914 
0,007 
0,030 

(0,051) 
(0,040) 
(0,005) 
(0,012) 

0,600 
0,009 
0,033 
0,010 

0,570 
0,928 
0,026 
0,042 

(0,057) 
(0,058) 
(0,010) 
(0,014) 

0,353 
-0,005 
0,014 

-0,002 

Tableau B.3 
Estimations de diverses caractéristiques de la population et de leur erreur-type calculées d'après l'ensemble complet de données 

et en supposant une érosion de 30% au deuxième cycle 

Paramètre 
Type 

d'estimateur 

Pas d'i 

9 

érosion 

e.t. 9 

Modèle de correction pour l'i 

MCAR 

e.t. Â 9 

îrosion 

MAR 

e.t. Â 

Quintiles 

MQ (médiane, r=0) 

A/, (médiane, r=l) 

M 

L 

M 

L 

29 300 

29 300 

28 600 

28 600 

(1 000) 

(1 000) 

(1 100) 

(1 000) 

29 300 

32 000 

31200 

31300 

(1 000) 

(900) 

(800) 

(900) 

0 

-2 700 

-2 600 

-2 700 

29 300 

29 300 

28 600 

28 600 

(1 000) 

(1 000) 

(1000) 

(1100) 

0 

0 

0 

0 

Proportions 

P(>'o^'o'>'i^'i) 

A'(>'o^'o'>'i^'i') 

piyo^'o-yi^'i) 

p(yo^'à'y\^'i) 

M 

L 

M 

L 

M 

L 

M 

L 

0,156 

0,156 

0,007 

0,011 

0,011 

0,011 

0,790 

0,790 

(0,01) 

(0,01) 

(0,002) 

(0,002) 

(0.002) 

(0,002) 

(0,04) 

(0,04) 

0,04 

0,07 

0,001 

0,003 

0,015 

0,012 

0,874 

0,864 

(0,011) 

(0,006) 

(0,001) 

(0,001) 

(0,003) 

(0,003) 

(0,037) 

(0,038) 

0,116 

0,086 

0,006 

0,004 

-0,005 

-0,001 

-0,084 

-0,074 

0,080 

0,080 

0,004 

0,004 

0,013 

0,013 

0,829 

0,828 

(0,014) 

(0,016) 

(0,002) 

(0,002) 

(0,002) 

(0,002) 

(0,049) 

(0,051) 

0,076 

0,076 

0,003 

0,003 

-0,002 

-0,002 

-0,039 

-0,038 

Taux conditionnels 

Piyi^'i l>'o^'o) 

P(>'i>'ri>'o^'o) 

M 

L 

M 

L 

0,923 

0,923 

0,040 

0,040 

(0,023) 

(0,023) 

(0,010) 

(0,010) 
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0,678 
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0,032 
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0,465 

0,930 

0,022 

0,044 

(0,071) 

(0,099) 

(0,012) 

(0,017) 

0,458 

-0,007 

0,018 

-0,004 
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ANNEXEC 

Nous avons conclu que le biais empirique qui entache les 
estimations mixtes (quand on applique un modèle de 
cortection MAR) du taux conditionnel de personnes qui 
continuent d'avoir un faible revenu en 1994, étant donné 
que leur revenu était faible en 1993 était statistiquement 
significative après avoir exécuté un test prudent de la forme 

(êo - ê̂ ixte) / ^ar(0„ix.e) ^ var(0o). 

Nous avons conclu que le biais empirique qui entache les 
estimations mixtes du taux conditionnel de personnes qui 
auront un revenu supérieur à la MFR en 1994 étant donné 
que leur revenu était faible en 1993 (avec application d'un 
modèle de cortection MAR) n'était pas significatif après 
avoir exécuté un test «radical» de la forme 

(êo-9mix .e ) / e - t . ( ê , i«e ) . 

Pareillement, nous avons conclu que le biais empirique 
qui entache les estimations longitudinales (quand on 
applique un modèle de cortection MAR) des deux taux 
conditionnels n'était pas significatif après avoir exécuté le 
même type de test «radical» que celui susmentionné, 
c'est-à-dire en supposant que, dans le cas où il n'y a pas 
d'érosion, l'estimation est non stochastique. 

Ces résultats restent vrais si le taux d'érosion est de 10%, 
20% ou 30%. 
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Utilisation de données reliées longitudinalement de 
l'Enquête britannique sur la population active 

PAM F. TATE' 

RESUME 

L'Enquête britannique sur la population active (EPA) utilise un plan d'échantillonnage avec renouvellement, chaque 
ménage de l'échantillon étant conservé pendant cinq trimestres consécutifs. Le fait de relier ensemble les renseignements 
sur les mêmes personnes d'un trimestre à l'autre produit une source potentiellement très riche des données longitudinales. 
Cependant, il y a de graves risques de distorsion dans les résultats du fait de cette liaison longitudinale, surtout en raison 
de l'érosion de l'échantillon, et des erreurs de réponse, ce qui peut produire de faux flux entre les situations au regard de 
l'activité économique. Le présent document décrit les premiers résultats d'investigations menées par l'Office for National 
Statistics (ONS) quant à la nature et à l'ampleur des problèmes. 

MOTS CLÉS: Données longitudinales; enquête sur la population active; activité économique; biais relatif à l'érosion; 
erreur de réponse. 

1. INTRODUCTION 

L'Enquête britannique sur la population active (EPA) 
est une enquête-ménage qui permet de recueillir des rensei­
gnements sur un grand éventail de caractéristiques sur la 
population active ainsi que sur des sujets connexes. Depuis 
1992, elle est réalisée trimesti-iellement, chaque ménage de 
l'échantillon étant conservé pendant cinq trimestres consé­
cutifs, et un cinquième de l'échantillon étant remplacé à 
chaque trimestre. 

L'enquête est conçue de façon à produire des données 
transversales, mais au cours des demières années on a 
reconnu que le fait de relier ensemble des données sur 
chaque personne d'un trimestre à l'autre pouvait produire 
une riche source de données longitudinales, dont on pouvait 
se servir notamment pour l'estimation de flux bruts de la 
population active. 

Le processus qui permet de relier des renseignements sur 
la même personne à partir de trimestres différents dans 
l'EPA est relativement simple. Cependant, il y a des 
problèmes d'ordre méthodologique qui posent de sérieux 
risques de distorsion dans les résultats provenant de cette 
nouvelle utilisation jusqu'à présent non vérifiée de données 
de l'EPA. Des problèmes semblables ont été identifiés dans 
des enquêtes sur la population active effectuées dans 
d'autres pays, mais il n'y a encore pour l'instant aucune 
méthode généralement acceptée pour les régler. L' Office 
for National Statistics (ONS) a par conséquent entrepris un 
programme de travail visant à aborder cette question. 

Le présent document décrit les résultats jusqu'à présent 
des investigations sur la nature et l'ampleur des problèmes, 
ainsi que les méthodes proposées pour les régler. Les 
questions appartiennent à deux grands groupes: les biais 
découlant de l'érosion de l'échantillon et des facteurs 
connexes; et les biais découlant des erreurs de réponse, en 

particulier leurs répercussions du fait qu'elles produisent de 
faux flux entre les situations au regard de l'activité écono­
mique. On examine ces aspects l'un après l'autre. 

2. EROSION DE L'ECHANTILLON ET SES 
RÉPERCUSSIONS EN MATIÈRE DE BIAIS 

Certains membres de l'échantillon sont perdus dès le 
premier stade en raison de la non-réponse à la première 
interview, soit parce qu'il n'a pas été possible pour eux 
d'être contactés lors de la brève fenêtre disponible, soit 
parce qu'ils ont refusé d'être interviewés. Par la suite, 
d'autres membres de l'échantillon sont perdus chaque inter­
view trimestrielle successive, soit parce qu'ils ont changé 
de logement (l'unité d'échantiUonnage de base pour cette 
enquête étant le logement), soit parce qu'il s'avère impos­
sible de les joindre ou qu'ils refusent de poursuivre. Tous 
ces groupes de personnes sont, de diverses façons, atypi­
ques de la population dans son ensemble, de sorte que leur 
départ de l'échantillon peut introduire des biais. 

Un certain nombre de ces biais sont compensés au moment 
de l'application de la procédure normale de pondération de 
r EPA, qui produit des estimations au niveau de la population 
conformes aux totaux de contrôles fondés sur le recensement 
selon le sexe, le groupe d'âge et la région. Ce processus 
compensera les biais résultant, à toutes les étapes de l'enquête, 
de l'érosion différentielle selon le sexe, l'âge et la région. 
Cependant, des biais dans d'autres caractéristiques qui ne 
sont pas elles-mêmes utilisées dans la procédure de pondé­
ration ne seront pas compensés (et peuvent même être 
augmentés) dans ce processus, sauf lorsqu' ils ont trait à l'âge, 
au sexe ou à la région, de telle façon que le biais est causé 
entièrementpar la sous-représentation ou la surteprésentation 
de catégories particulières d'âge, de sexe ou de région. 
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Par conséquent, le travail à cet égard a examiné d'abord 
les caractéristiques qui sont plus ou moins représentées 
dans l'échantillon de l'EPA que dans la population entière, 
et dans différents volets de l'échantillon de l'EPA. (Chaque 
trimestre, l'échantillon est formé de cinq volets, les 
personnes du premier volet ayant leur première interview, 
celles du deuxième volet ayant leur deuxième interview, et 
ainsi de suite.) On a alors examiné si ces caractéristiques 
étaient reliées l'une à l'autre et, le cas échéant, dans quelle 
mesure, et s'il était possible de définir un ensemble de 
variables qui caractérisent ces personnes susceptibles d'être 
sous- représentées. 

3. CARACTERISTIQUES DES 
NON-RÉPONDANTS 

Une analyse des proportions qui ne pouvaient être reliées 
au trimestre suivant, selon le volet, pour des variables 
démographiques et économiques clés (le tableau 1 donne 
une illustration de grands groupes d'âge/sexe), indiquait 
que, de façon uniforme d'un volet à l'autre, il y a une plus 
grande propension à la sous-représentation dans le cas des 
jeunes personnes âgées de 18 à 29 ans (et en particulier 
pour celles de 18 à 24 ans), les célibataires, les personnes 
vivant à Londres, les personnes à loyer (en particulier des 
loyers privés), les personnes en chômage, et les personnes 
occupant un emploi temporaire. On s'est rendu compte 
(Poster 1994 dans une étude qui reliait des données prove­
nant du recensement de 1991 à des ménages non répondants 
de l'échantillon de l'EPA) que la plupart de ces caractéris­
tiques étaient associées à une non-réponse élevée à la 
première interview, en particulier chez les jeunes adultes, 
les célibataires, les ménages à une personne et les personnes 
vivant à Londres. 

Tableau 1 
Pourcentage de cas non reliés selon le groupe d'âge 

et de sexe par volet 

Variable et catégorie 

Toutes les personnes 
AGE et SEXE 

Homme 
15-17 
18-29 
30-44 
45-64 

Femme 

15-17 
18-29 
30-44 
45-59 

Pourcentage 

1" volet 
8,6 

8,6 
6,8 

13,8 
6,8 
7,2 
8,7 
5,9 

13,9 
6,3 
7,5 

non relié 

4'"*= volet 
4,8 

4,9 
4,9 

10,2 
4,1 
2,5 
4,7 

3,0 
10,9 
2,8 
2,2 

Plusieurs des caractéristiques des personnes qu'a 
perdues l'échantillon semblent susceptibles d'être reliées, 
et l'on a enquêté sur cet aspect en tout premier lieu en utili­
sant la régression logistique. On a constaté que les variables 
identifiées comme étant associées avec le fait que les cas 
soient ou non perdus étaient très constantes pour les quatre 
volets. Dans chaque cas, elles incluaient le groupe d'âge, 
l'état matrimonial, le mode d'occupation, (c'est-à-dire si le 
logement était en propriété, en location d'un propriétaire 
privé, ou en location d'une autorité locale ou d'une associa­
tion de logements), le niveau de qualifications et une 
variable définissant les grandes catégories d'activité écono­
mique (employé, en chômage ou inactif), et, dans le cas des 
personnes employées, le statut professionnel, à temps 
partiel/à temps plein et temporaire/ permanent. On a 
constaté que la région était associée de façon indépendante 
dans seulement deux des quatre volets, et le sexe dans 
aucun. 

Pour ce qui est des cinq variables qui revenaient cons­
tamment pour tous les volets, il y avait un bon degré de 
constance en ce qui conceme les catégories associées à 
l'érosion de l'échantillon. Le tableau 2 donne les coeffi­
cients de multiplication pour les risques relatifs en ce qui 
conceme toutes les catégories ayant une association 
constante avec une érosion croissante. Le fait d'être dans 
les groupes d'âge les plus jeunes, entre 18 et 29 ans (et 
particulièrement entre 18 et 24 ans), a une incidence 
particulièrement forte, tout comme le fait d'être dans des 
logements loués dans le secteur privé. Le fait d'être 
célibataire (c'est-à-dire n'avoir jamais été marié et ne pas 
cohabiter) a une association modérée. Il n'y a aucune 
association constante avec des catégories particulières 
d'activité économique ou de niveau de qualification, sauf 
une légère avec les employés temporaires à plein temps. 
L'incidence de la région n'est pas constante, même pour les 
deux volets dans lesquels elle est présente. 

Tableau 2 
Coefficients de multiplication pour les risques relatifs -

catégories associées à une érosion élevée 

Coefficient de multiplication pour les 
risques relatifs 

Variable Catégorie Volet 1 Volet 2 Volet 3 Volet 4 

Groupe d'âge 18-19 1,89 2,56 2,86 1,92 

20-24 1,79 2,08 2,10 2,83 

25-29 1,17 1,30 1,44 1,55 

Mode Location 

a occupation pnvée 

Célibataire 1,25 (1,12) 1,27 1,49 

Activité Employé, à 
économique/ plein temps, (1,12) (1,36) (1,13) 1,75 
statut temporaire 

Note:On peut obtenir des analyses plus détaillées auprès de l'auteur. Note: ( ) indique que le coefficient n'est pas significatif à 5%. 
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L'analyse de régression logistique exécutée ne permettait 
pas d'interaction entre les variables; pour investiguer cette 
possibilité, une analyse plus approfondie a été réaUsée, à 
l'aide du module CHAID du SPSS pour produire une 
segmentation de l'ensemble de données en groupes qui ont 
un écart aussi grand que possible pour ce qui est de la 
proportion de cas non reliés. Cependant, les résultats de 
cette analyse ressemblaient beaucoup à ceux de l'analyse de 
régression logistique. Globalement, les principales caracté­
ristiques associées de façon indépendante à une proportion 
élevée de perte de l'échantillon étaient les groupes d'âge 
des jeunes adultes (18 à 29 ans, en particulier de 18 à 
24 ans) et les personnes vivant dans des logements loués du 
secteur privé, avec quelques répercussions additionnelles 
relativement mineures du fait d'occuper un emploi tempo­
raire pour les groupes d'âge les plus jeunes. Les analyses 
distinctes des caractéristiques des membres de l'échantillon 
qui ont été perdus en raison d'un déménagement, et de ceux 
qui ont été perdus du fait qu'on n'a pu les contacter (ou, 
plus rarement, en raison d'un refus) ont produit des résultats 
semblables. 

4. COMPENSER LE BIAIS DE L'EROSION 

Jusqu'à présent l'analyse a porté sur l'effet de biais de 
l'érosion de l'échantiUon sur les caractéristiques transver­
sales de l'échantiUon longitudinal, et a permis d'identifier 
les caractéristiques associées de façon indépendante à une 
non-réponse plus grande. Une méthode possible pour 
compenser le biais qui en découle est d'incorporer le mode 
d'occupation ainsi que l'âge dans la procédure de 
pondération pour les données longitudinales. On examine 
cette possibiUté en se servant d'une méthode d'étalonnage 
avec le logiciel CALMAR, et en incluant des poids anté­
rieurs obtenus des travaux décrits ci-dessus pour compenser 
la non-réponse différentielle selon le mode d'occupation. 

Cependant, il peut y avoir un problème qui limiterait 
l'efficacité de cette méthode. La propension à ne pas 
répondre peut être directement dépendante du statut non 
observé au sein de la population active de la personne, et 
peut-être indépendamment de ses caractéristiques obser­
vées. Une non-réponse de ce genre est un exemple de non-
réponse dont on a à tenir compte (Rubin 1976), et sa 
présence signifierait que les estimations des mesures impor­
tantes des flux bruts de la population active seraient biaisées 
même après l'application d'un processus de pondération du 
type envisagé. 

Il y a deux méthodes indirectes qui donnent une certaine 
indication quant à savoir si une non-réponse dont on a à 
tenir compte pourtait constituer un problème pour les 
données longitudinales de l'EPA. On doit investiguer pour 
savoir si la proportion des flux bruts dans l'échantillon qui 
sont des transitions entre les différentes situations d'activité 
économique qui diminuent (ou augmentent) de façon systé­
matique du volet 1-2 au volet 4-5 - le cas échéant, cela 

laisserait entendre que les gens qui passent d'un état à un 
autre sont plus (ou moins) susceptibles de ne pas répondre 
que ceux qui sont dans une situation stable. Cependant, le 
tableau 3 illustre qu'il n'y a aucun modèle systématique 
constant d'un volet à l'autre - quoique cela n'exclut pas la 
possibilité d'autres motifs de non-réponse différentielle 
selon la catégorie des flux de population active. 

Tableau 3 
Pourcentage de transitions entre les situations différentes au 

regard de l'activité économique selon le volet pour des paires 
de trimestres adjacents 

Ensemble de 
données 

Été/automne 1995 

Automne 1995/ 
hiver 1995-1996 

Été/automne 1996 

Automne 1996/ 
hiver 1996-1997 

Volet 1-2 

8,0 

7,2 

7,6 

6,8 

Pourcentages 

Volet 2-3 

7,3 

6,7 

7,0 

6,5 

Volet 3-4 

7,3 

6,5 

7,3 

6,2 

Volet 4-5 

7,1 

6,5 

7,5 

6,5 

Une autre possibilité serait que des gens changent 
d'adresse (ils sont par conséquent perdus pour l'échantillon 
de l'EPA) peuvent avoir un motif différent de flux de la 
population active que le reste de la population. Nous ne 
disposons d'aucun renseignement sur les personnes qui ont 
déménagé, mais nous savons quelque chose au sujet des 
personnes qui sont passées d'une adresse ailleurs à une 
adresse au sein de l'échantillon. Ces nouveaux entrants 
peuvent raisonnablement être choisis pour représenter ceux 
qui ont déménagé à l'extérieur de l'échantiUon, étant donné 
qu'ils sont également des échantillons provenant de la 
même population de personnes qui déménagent (sans tenir 
compte des effets possibles de la petite proportion de 
personnes qui déménagent à l'échelle intemationale). Le 
tableau 4 illustre la répartition de l'échantillon relié (tous 
les adultes dont les dossiers cortespondaient) et les 
nouveaux entrants identifiables pour une paire de trimestres 
adjacents en 1995. (Cependant, il est à remarquer que les 
catégories de flux ne sont pas strictement comparables, 
étant donné que la situation au regard de l'activité écono­
mique antérieure pour les personnes qui déménagent à 
l'intérieur de l'échantillon s'obtient par déclaration rétro­
spective.) n est évident que l'échantillon de personnes ayant 
déménagé est différent, une plus petite proportion étant 
stable dans la catégorie des inactifs et une proportion plus 
élevée dans toutes les autres catégories de flux, et en 
particulier une plus grande proportion de gens changeant 
leur situation au regard de l'activité économique; mais que 
les personnes ayant déménagé prennent dans l'ensemble 
une si petite proportion que l'effet sur tout l'échantillon est 
négligeable. 
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Tableau 4 
Flux bruts des personnes ayant déménagé par rapport à 

l'échantillon relié 

Situations au 
regard de 
l'activité 

EE 

EU 

EN 

UE 

UU 

UN 

NE 

NU 

NN 

Toutes les 
transitions 

TOTAL (n"'') 

Échantillon 
relié 
(%) 

55,1 

0,8 

1,1 

1,0 

2,9 

0,7 

1,2 

1,0 

36,2 

5,9 

80 664 

Personnes 
ayant 

déménagé (%) 

56,9 

1,5 

1,6 

1,7 

6,5 

1,1 

2,5 

2,3 

26,0 

10,6 

1790 

Relié + personnes 
ayant déménagé 

(%) 

55,1 

0,8 

1,1 

1,0 

3,0 

0,7 

1,3 

1,1 

35,9 

6,0 

82 454 

Note: 

donc 

E représente ayant un emploi 
U représente sans emploi selon l'OIT 
N représente économiquement inactif 
EE représente ayant un emploi dans les deux trimestres 
EU représente ayant un emploi, puis étant sans emploi au 
sens de l'OIT, etc. 

Ces méthodes indirectes n'indiquent pas une très forte 
incidence de non-réponse dont on a à tenir compte, mais 
elles ne l'éliminent pas. Cette possibilité est par conséquent 
examinée dans le cadre de travaux faisant intervenir la 
m^odélisation de la non-réponse dans l'EPA. 

5. L'ERREUR DE REPONSE ET SES 
RÉPERCUSSIONS EN MATIÈRE DE BIAIS 

De façon générale, toutes les enquêtes, et en particulier 
les enquêtes-ménages, sont sujettes à l'erreur de réponse 
lorsque les renseignements donnés par le répondant ne sont 
pas un reflet exact de l'actuaUté. Cela peut se produire pour 
diverses raisons - le répondant peut mal comprendre la 
question; l'intervieweur peut mal comprendre ou mal 
enregistrer la réponse; le répondant peut ne pas connaître la 
bonne réponse ou ne pas s'en souvenir; ou le répondant 
peut sciemment donner une réponse incortecte pour des 
motifs d'embartas, de prestige, de crainte de divulgation de 
renseignements confidentiels ou parce qu'il veut foumir la 
réponse «prévue». 

Dans le domaine des enquêtes sur la population active, 
on a constaté de façon générale (pour avoir un aperçu, voir 
Lemaître 1994) que, pour les données transversales, il n'y 
a aucune tendance particulière à ce que les erteurs soient 
systématiques de sorte qu'en moyenne elles tendent à 
s'annuler. Cependant, dans le cas des données longitu­
dinales produites par le fait de relier ensemble des données 

recueillies sur la même personne à des points différents 
dans le temps, cette annulation ne peut survenir. 

En particulier, ce sera probablement le cas des données 
sur les flux bruts entre les situations au regard de l'activité 
économique. Les nombres de personnes qui passent d'une 
situation (ayant un emploi, en chômage, économiquement 
inactif) à une autre au cours de la période relativement 
brève habituellement envisagée (un mois, un trimestre, ou 
peut-être une année) sont faibles par rapport aux nombres 
de personnes qui demeurent dans la même situation. Une 
erreur de réponse à un point dans le temps est beaucoup 
plus susceptible de mener à un changement apparent de 
situation lorsque la véritable situation est stable, plutôt que 
l'inverse. Ainsi, des erreurs de réponse sont susceptibles 
d'avoir une incidence très disproportionnée en biaisant à la 
hausse les flux entre les situations signalées. En ce qui 
conceme l'EPA, elles peuvent découler de l'utilisation 
d'enquêtés-substituts, alors qu'une personne répond aux 
questions au nom d'une autre personne dans le même 
ménage; et d'erteurs de répondant. Nous allons examiner 
ces aspects l'un après l'autre. 

6. L'INCIDENCE DES ENQUETES-SUBSTITUTS 

Pour investiguer l'incidence des enquêtes-substituts, 
nous avons besoin d'examiner la répartition des situations 
au regard de l'activité pendant les deux trimestres en 
fonction du fait que l'interview du premier trimestre était 
sur place ou par personne interposée, et de savoir si 
l'interview du deuxième trimestre était sur place ou par 
personne interposée. De très jeunes adultes, moins de 
20 ans, sont à la fois exceptionnellement susceptibles d'être 
représentés par des enquêtes-substituts et aussi susceptibles 
d'être particulièrement volatils en ce qui conceme leur 
catégorie d'activité économique; ils peuvent donc entraîner 
une distorsion de la relation entre ces deux facteurs. Par 
conséquent, le tableau 5 illustre la répartition des situations 
au regard de l'activité pendant les deux trimestres, pour les 
hommes de 20 à 64 ans et les femmes de 20 à 59 ans. Il y a 
une proportion plus élevée de transitions dans le cas des 
interviews sur place suivies des interviews par personne 
interposée que dans le cas des interviews sur place pendant 
les deux trimestres, mais les interviews par personne 
interposée suivies des interviews sur place illustrent 
seulement une proportion très légèrement plus forte que 
pour les interviews sur place pendant les deux trimestres. 
Ainsi, le fait de passer d'une interview sur place à une inter­
view par personne interposée n'indique pas une proportion 
constamment plus grande de transitions. Les cas pour 
lesquels les deux interviews sont par personne interposée 
ont la plus faible proportion de transitions de toutes, et 
l'inclusion de ces demières amène la proportion globale à 
un niveau conforme à celui des interviews sur place pendant 
les deux trimestres. Ainsi, il semble y avoir des différences 
entre les diverses combinaisons d'interviews qui méritent 
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une analyse plus approfondie; mais dans l'EPA, le recours 
à des enquêtes-substituts ne produit pas en soi une esti­
mation exagérée de flux bmts. 

Tableau 5 
Pourcentage de transitions selon le type d'interview 

Hommes (20-64) 
Type 

d'interview N''"dans „ , »- «<*.... „ , ,,. , ,.,, %trans. , , , , ,.„ % trans 1 échantillon 1 échantillon 

Femmes (20-59) 

N̂ '̂  dans 

Sur place/ 
sur place 

Sur place/ 
personne 
interposée 

Personne 
interposée/ 
sur place 

Personne 
interposée/ 
personne 
interposée 

Toutes 

14 527 

2 044 

2214 

8 602 

27 387 

5,2 

7,0 

5,4 

4,7 

5,2 

19 582 

1597 

1632 

4 206 

27 017 

7,3 

8,3 

7,6 

5,4 

7,1 

7. ERREURS DE REPONDANT 

De par leur nature, les erreurs de répondant sont impos­
sibles à identifier directement (sauf peut-être à la suite 
d'une autre interview, et même là il pourtait y avoir des 
doutes quant à ce qui constitue la bonne réponse). 
Cependant, il est parfois possible d'identifier des incohé­
rences intemes dans les données d'enquête, ce qui peut 
indiquer une erteur de réponse. Dans l'EPA, les répondants 
qui ont un emploi, et les répondants qui sont en chômage, 
se font demander combien de temps ils sont dans cette 
situation. Si la période est supérieure à trois mois, mais 
qu'ils ont dit dans le trimestre précédent qu'ils étaient dans 
une situation différente, il y a une incohérence qui peut 
signaler une fausse transition entre les situations au regard 
de l'activité économique. 

Le tableau 6 illustre le pourcentage d'incohérences pour 
divers types de transitions - il s'agit de transitions élevées 
partout. Les transitions venant de l'inactivité économique 
produisent les plus forts pourcentages, en particulier 
lorsque la transition est vers le chômage. (Il n'y a aucune 
différence importante ou constante entre les différentes 
sous-catégories de l'inactivité.) Le fait de séparer les 
personnes ayant un emploi à temps partiel et à plein temps 
indique qu'il y a un motif constant d'une plus grande 
proportion d'incohérences pour les emplois à temps partiel, 
et on a relevé des résultats semblables mais moins 
prononcés dans le cas des travailleurs autonomes. 

D est possible que les incohérences puissent être dues à 
des erteurs dans la durée signalée pour ce qui est de la 

situation au regard de l'activité économique au deuxième 
trimestre plutôt que dans la situation initiale au premier 
trimestre. La répartition de la durée n'illustre toutefois pas 
une accumulation à environ quatre à cinq mois (comme on 
pourtait s'y attendre dans le cas d'erreurs dans les données 
relatives à la durée). De même, on a constaté que les 
données relatives à la durée signalées dans des trimestres 
consécutifs pour des personnes dans une situation stable 
étaient très cohérentes. Ces constatations tendent à indiquer, 
quoique les preuves soient indirectes et aucunement défi­
nitives, que les erteurs sont plus susceptibles d'être dues au 
signalement de l'activité économique à l'une ou l'autre des 
interviews. Il ne s'agit pas de la seule possibilité - par 
exemple, il se pourtait que l'on ait pour certains répondants 
les bonnes données relatives à la transition, mais les 
mauvaises données relatives à la durée en raison d'une 
interprétation de leur activité économique antérieure qui 
n'est pas cohérente avec les définitions standard appliquées 
au signalement de leur situation actuelle - mais les consta­
tations indiquent jusqu'à présent que c'est probablement la 
plus courante. 

Tableau 6 
Pourcentage d'incohérences selon le type de transition 

Type de 
transition 

Chômage à employé 

Inactif à employé 

Employé à chômage 

Inactif à chômage 

Tous 

Pourcentage d'incohérences 

Tous 
(%) 

8,7 

26,2 

187 

49,5 

23,9 

Temps 
plein 
(%) 

7,8 

18,1 

14,7 

Temps 
partiel 

(%) 

12,2 

30,4 

23,3 

On pourtait peut-être déterminer laquelle parmi les 
catégories incohérentes est la bonne en examinant la 
tendance des réponses sur trois interviews. Le tableau 7 
illustre les proportions de chaque groupe de transitions 
incohérentes d'un trimestre au suivant qui sont suivies par 
chaque catégorie d'activité économique au troisième 
trimestre. (Tous les volets pertinents sont combinés dans le 
but d'obtenir des échantillons d'une taille raisonnable.) Il 
est évident que dans le cas des transitions vers l'emploi au 
deuxième trimestre, la grande majorité demeure dans cette 
catégorie au troisième trimestre. Les transitions vers le 
chômage illustrent une tendance beaucoup plus mélangée, 
un peu plus de la moitié restant en chômage, mais un 
groupe important d'environ 30 à 40% revenant à la situation 
signalée au premier trimestre. Il convient de noter que 
pratiquement aucune des transitions du deuxième au 
troisième trimestres pour ce groupe ne comportait d'incohé­
rences répétées entre les données relatives à la transition et 
les données signalées relatives à la durée. Jusqu'à 
maintenant, les résultats indiquent que dans le cas d'une 
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transition incohérente vers l'emploi, c'est probablement la 
bonne situation, mais des recherches plus poussées sont 
nécessaires pour clarifier le tout. 

Tableau 7 
Pourcentages de transitions incohérentes selon l'activité 

économique au trimestre suivant 

Type de 
transition 

Chômage à 
employé 

Inactif à 
employé 

Employé à 
chômage 

Inactif à 
chômage 

Total des 
incohérences 

60 

159 

87 

229 

Situation 
1 

Emploi 
(%) 

90 

79 

39 

17 

au regard de l'activité au 
trimestre suivant 

Chômage Inactif 
(%) (%) 

7 

4 

53 

55 

3 

17 

8 

28 

8. AJUSTEMENT EN FONCTION DU BIAIS 
ATTRIBUABLE À L'ERREUR DE RÉPONSE 

Il est évident selon ce qui précède qu'il est probable 
qu'un niveau important d'erteurs de réponse influe sur les 
données brutes relatives aux flux bruts. Les travaux pour 
ajuster de telles erteurs se sont en grande partie limités au 
Canada et aux États-Unis. Flaim et Hogue (1985) font un 
examen des trois méthodes proposées en ce qui conceme 
les données aux États-Unis, et Singh et Rao (1995) ont par 
la suite fait une proposition en ce qui conceme les données 
canadiennes. Cependant, jusqu'à maintenant, à la connais­
sance de l'auteur, aucune donnée officielle ajustée des flux 
bruts n'est publiée, quoique plusieurs pays pubUent des 
données non corrigées tout en attirant l'attention sur leurs 
limites. Les méthodes d'ajustement proposées jusqu'ici 
reposent toutes sur des hypothèses en rapport avec la nature 
des erteurs qui semblent improbables en pratique - soit une 
indépendance complète des erteurs de classification ou des 
écarts très limités de cette hypothèse. (Voir Lemaître 
1994)pour une révision des problèmes associés à ces 
méthodes d'ajustement.) 

Il semble intéressant d'explorer des avenues différentes 
pour la mise au point de méthodes d'ajustement ou de 
compensation du biais attribuable à l'erteur de réponse. 
Dans une première étape, les travaux se poursuivent sur 
l'examen des caractéristiques et circonstances de cas 
d'incohérence, et d'autres façons possibles d'identifier les 
fausses transitions. On propose également d'investiguer les 
circonstances concemant les personnes qui donnent des 
réponses incohérentes du type que l'on a analysé précé­
demment, au moyen d'interviews de suivi plus détaillées. 
On obtiendrait ainsi de meilleures indications de la mesure 
dans laquelle les incohérences représentent une erteur de 
réponse, et on pourtait en retirer des résultats utiles pour 
réduire et ajuster l'erreur de réponse. Ces deux voies 
foumiront des données à un troisième élément du 
programme, dans lequel il est proposé de mettre au point 
des modèles d'erteur de classification dans le signalement 
de l'activité économique. 
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Justification à base de modèle de la formule de Kish pour les 
effets de plan de sondage liés à la pondération et à l'effet de grappe 

SIEGFRIED GABLER, SABINE HAEDER et PARTHA LAHIRI' 

RESUME 

Les auteurs de la présente note montrent que la formule bien connue de l'effet de plan de sondage, proposée intuitivement 
par Kish, comporte une justification à base de modèle. La formule peut être interprétée comme une valeur prudente de ''effet 
réel de plan de sondage. 

MOTS CLÉS: Taille des grappes; coefficient de corrélation intraclasse; probabilités de sélection. 

1. INTRODUCTION 

Nous considérons des plans de sondage en grappes à 
plusieurs degrés pour lesquels chaque observation 
appartient à une classe de pondération. Les grappes sont, 
par exemple, des îlots qui sont choisis proportionnellement 
au nombre de ménages qu'ils comportent. A l'intérieur de 
chaque îlot, le même nombre de ménages est choisi avec 
égale probabilité. Une personne du ménage choisie au 
hasard doit être interviewée. Ensuite, la taille des ménages 
détermine la classe de pondération. Kish (1987) a proposé 
la formule suivante afin de déterminer l'effet de plan de 
sondage de manière à intégrer les effets tant de la pondé­
ration pour tenir compte des probabilités de sélection 
inégales que de la sélection en grappes: 

deff Kish = m 

1 

E w/̂ "!, 
1 = 1 

' I 

Y w.m. 
\ i - i ) 

2 
[ l + ( ^ - l ) p ] , 

où m. et w. désignent respectivement le nombre d'obser­
vations et le poids attribué à la î-ième classe de pondération 
(/ = 1,...,/), m = Y.i-i'^i' la taiUe totale de l'échantiUon, b 
la taille moyenne des grappes et p le coefficient de corré­
lation intraclasse. La formule de Kish est très intuitive et 
originale, mais Kish a affirmé que son «traitement était 
peut-être incomplet et imparfait». 

La formule de Kish est maintenant utilisée par de 
nombreux échantiUonneurs. La formule ci-dessus sera uti­
lisée dans la détermination de la taille de l'échantillon des 
enquêtes sociales européennes qui doivent être menées par 
les pays membres. La présente note foumit une justification 
à base de modèle de l'utilisation de la formule de Kish. 

2. JUSTIFICATION À BASE DE MODÈLE 
DE LA FORMULE DE KISH 

Soit m.^, le nombre d'observations de la c-ième grappe 
de référence appartenant à la i-ième classe de pondération 

(/ = 1,..., /; c = 1,..., C). Soit m. = Xc = l'^/c' ^̂  nombre 
d'observations de la i-ième classe de pondération. Soit 
^c ~ Xi = 1 '^ic ' ^^ nombre d'observations de la c-ième grappe 
(/ = 1, ...,I;c = l, ..., C) de manière que b =C'^Jlc-i^c-
Soit y^j et w^j, l'observation et le poids respectivement de 
la 7-ième unité d'échantillonnage de la c-ième grappe 
(c = 1,..., C;j = 1,..., bj. L'estimateur habituel à base de 
plan de sondage pour la moyenne de la population se définit 
comine suit: 

c fcc 
E E ^cjYcj 

3'w = 

EE 
c-l j-l 

W_ 

Afin de justifier la formule de Kish, nous supposons le 
modèle suivant: 

Var(y^p = ô  pour c = 1,..., C;j = 1,..., b^ 

Cov(y .,y ,.,)=i ^ po" SI c=c ;j*j 
autrement. (1) 

Le modèle ci-dessus permet de tenir compte de l'effet de 
grappe; il a été utilisé antérieurement par d'autres auteurs 
(voir par exemple Skinner, Holt et Smith 1989). Nous 
définissons donc l'effet de plan de sondage comme suit: 
deff=Varj(y^^)/Var2(y), oii Var,(y^) est la variance de 
y ̂  dans le cadre du modèle (1) et Var2(y ) est la variance 
de la moyenne globale de l'échantillon y, définie comme 
Ec = 1 Z; = 1 yj'^' 1^^ '̂̂ " calcule en fonction du modèle 
suivant: 

Var(y^p = a^ pour c = 1,.... C;j = 1,..., fc^ 

Cov(y^̂ .,y ,̂̂ .,) =0 pour tous les {c,j) * {c',f). (2) 

À noter que le modèle (2) est approprié dans le cadre de 
l'échantillonnage aléatoire simple et qu'il foumit la formule 
habituelle a^lm pour Var,(y). 
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Nous considérons maintenant Var, (y^), en remarquant 
d'abord que 

( c K \ 

Var, EE^cjYcj 
V c = l ; = l ) 

EVar 
c-l 

\ 

E w .y . 
CJ-' CJ 

c ftc K 
2 

E j E ^c,Var(y^.) + Y ^cA/^"^(>'-y'V^f 
]*] 

c \ K *. 
2 =ô E ] E ^ < ^ + P E % V 

c-l {j=l j*j' 

= a 
2< ' '̂  f ' V ' I (3) 

5]w'm,. + p ^ E'^imic - P E ^ ^ W 
1 = 1 c = 1 \ I = 1 / (' = 1 

c = i l > = i>^c,=l, = i %•'",• et 

c fcc 

E E Wcj'^cj' 
c-l j*j' 

c 

- ^ \ 
c-l [ 

bc 

E'^cj 
I J = I ) 

' K 

-E ŵ-
. ^ • = 1 

/ . \2 

C \l 1 Y ' 2 

=E\ E'^i^'ic - E ^ ^ X 
c = 1 [ V ' = ' / ' = 1 

E 
c-l 

\2 

i-l 
E ^if^ic - E w/^'"/ • 

1=1 

. c v^*c 
Étant donné que Y.c-i L; = i ^cj ^T.i-i w,'"/. nous avons 

Var , (yJ 

Var, E E >̂c;>'c> 
c = 1 j = 1 

E w/̂ '", 
deff = m-Ll-^ [1 +{b' - l ) p ] , 

/ / \2 
Y yv.m. 

(4) 

où ^^' =Ec^=l(L'=l^'",c) ' /Il=l^/ '",• 
A l'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous 

obtenons 

Ê vv,/n, 
V ••• 

= b: m.^ 
^ 2 

E^, , 
1 = 1 b 

blÈ < m. 

c / 1 = 1 

: E > '̂'"/< 
f = 1 

de sorte que 

b' ^ 
EKE 
c-l / = 1 

w]-m.^ 

c I 
b^, par exemple. (5) 

E E ^/^'".c 
c = 1 i-l 

Ainsi (4) et (5) donnent 

1 
1 = 1 
E f̂ "î, 

deff ^ m-^^^^ UHb^-l )p]. 

E ^'w, 
1 = 1 

(6) 

Y m.w. 
1 = 1 

, 2 . 
C ( I V I 

E ^^f^i+p E E ^,'«,c - p E ;̂̂  "î, 
1 = 1 c = 1 V I = 1 / 1 = 1 

E ^i^i 
i - l , 

de sorte que 

À noter que b ̂  peut être interprété comme une taille 
moyenne (pondérée) des grappes. Si b ̂  est égal à b, 
par exemple si tous les b^ sont égaux, la limite supérieure 
de deff est simplement la formule de Kish. Ainsi, la 
formule de Kish sert de valeur pmdente pour l'effet de plan 
de sondage. 
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