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APPROXIMATIONS DE LA DISTRIBIJTION D'UNE SOMNE P(RE 
DE VARIABLES KHI—CARRE 

1. Introduction 

Ii existe un grand nombre d'analyses statistiques oft 11 faut calculer des 

probabilits pour des formes quadratiques qui contiennent des variables 

normales que nous appelons X2 . La forme quadratique X 2  est du type 

k 
x2 . E A(S + 	2 a) 

j=l 	3 	j 

oft les Sj sont des variables normales réduites (a nioyenne nulle et a 
variance égale I l'unitê) qui sont indépendantes et dont La distribution 

est identique, tandis que Xj et aj sont des constantes noi negatives. Rao 

et Scott (1981) ont examine ce genre de combinaison linéaire de forrnes 

quadratiques lorsque aj 	0, 	j = 	1, 	..., 	k, dans une etude de tests 

khi—carré appliques aux doanées d'enquêtes complexes. 	Ces auteurs ont 

dérnontré que le test khi—carré habituel de Pearson pour vrifier la 

validité de l'ajusteiuent, 

k+1 
X 	nX (i - p0 j) 2Ipj 

1=1 

oft les p i 
 sont les estimations des p (proportions de la population) 

adaptées au plan d'échantillonnage p(s), 7 p 1  - 1, ii est la taille de 

l'échantillon et pol est la proportion prévue en vertu de 1'hypothse 

k 
nulle, peut s'écrire sous la forme 	S quand in valeur de n est 

1=1 01 3 
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0 	levée. Dans ce cas, les Si soot des variables aléatoires 

asymptotiquement indpendantes dont la distribution eat de type N(O,l) et 

les X0  sont lea valeurs propres de D 0  n P 1  

X 	~ o), oi o  repré 01 	o2 	o,k 	
sente la matrice des covariances 

- 

des j  du plan d'chantillonnage et P0  est la matrice des covriances des 

estimations de pj ca1cules a partir d'un ei chantillon multinosial, quand 

p 1  = p01 , i = 1, ..., k. 

On doit ensuite connaitre lea seuils de signification (SS) pour pouvoir 

2 
comparer une valeur de X2 	une valeur critique de khi-carr Xk(a) 

c'est-à-dire 

. 	

S(X) = Pr[X 

oi X (ci) est la valeur d'une variable aléatoire khi-carri a k degrés de 
liberté au debut d'une region critique qui couvre une proportion ct de la 

surface a la droite de la distribution. Une méthode proposee par Imhof 
(1961) permet de determiner exactement ces seuils de signification par 

l'inversion numerique de la fonction caractéristique de X 2 . Bien que 

cette méthode de calcul soit exacte dana toutes les applications 

pratiques, elle coüte relativement cher a cause du temps machine qu'elle 
requiert. Diverses approximations de SS(X 2 ) ont étê proposees; elles se 

classent en deux categories, les approximations gaussiennes et les 

approximations khi-carre. Jensen et Solomon (1972) ont preconise 

l'approximation gaussienne Z 	(X2 / 0 )', oii 0 est la moyenne de X2 , et 

produit une approximation de Z a l'aide d'une distribution normale oa la 
moyenne et la variance dependent des trois premiers cuinulants de X 2 . Des 
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approximations khj-carré ont 6tfi dcrites par Satterthwait (1946) et 

Solomon et Stephens (1977). L'étude de Solomon et Stephens permet de 

croire que l'approximation de ces deux auteurs est plus eucte que celle 

de Jensen-Solomon aux deux extrémités de la distribution de x2. Plus has, 

on compare le comportement de l'approximation de Solomon-Stephens et celui 

de l'approximation de Satterthwaite A l'extrêmité droite de la 

distribution de khi-carré. 

2. Approximation de Solomon-Stephens (aj = 0, j - 1, ..., k) 

La distribution de X2 	E j  Ai S est ajustée par X2 	A Tt, oü Y suit une 

2 
loi de X et les constantes A, t et r associées a R2 correspondent au 

trois premiers moments de X 2 . Quand tous les aj sont nuls, les trois 

premiers moments de X 2  sont 

k 
= 

i= 1 

k 	k 	2 
2 E A 2  + ( E A) 	(2 1) 

i=l 	i=l 

et 

	

k 	k 	k 	k 
= 8 	+ 6( 	A 1)(E X 2 ) + 

( 

	

1=1 	i=1 	j=1 	1=1 

0 
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I* 	alors que ceux de X2 sont 

= A 2'(r(r+v)}/C, 

	

= A24r{ r ( 2r+v)},c, 	 (2.2) 

et 

= A8F(3r+v)}/C, 

OU 	 v = t/2 and C = 

Les systmes d'équations (2.1) et (2.2) conduisent au rsu1tats suivants 

. 

= 	= C r(2r+v)/jr(r+v)} 	(2.3) 

=0;/111,3 = c 2  1'(3r+v)/fr(r+v) 3 	(2.4) 

oi R2  et R 3  sont calculés a partir de (2.1). On peut maintenant résoudre 
les equations (2.3) et (2.4) au moyen de la technique de Newton-Raphson ou 

des m€thodes de sécantes. 

3. Approximation de Satterthwaite 

Satterthwaite (1946) a ajusté X 2  A partir de X2  - A w, o w suit une loi 

2 
de Xr , en appariant seulement les deux premiers moments de X2  a ceux de 
x
A

'

.,  

. Cette approximation fournit des estimations directes de A et r 
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k 	k 
A = ( 	A2)1( EA ) 

1=1 

	

k 	2k 
r 	( E 	A)/( 	A). 

1=1 	1=1 

A et r peuvent se re-écrire: 

A = 7 11 + Cv 2 (A)} 

et 

E  
r = k/il + CV' (A 1 )) 

2 	-2 -2 
ou CV (A.) = EJA. - A) /kA est le carr6 du coefficient de variation 

des A.. Pour nos besoins, l'avantage de cette approximation par rapport 
1. 

a celle de Solomon-Stephens est qu til n t es t pas nécessaire de conrtattre la 

valeur precise de chaque X. 
1 
. Ii faut seulement connattre la matrice des 

covariances E , comme on le verra plus loin. 
- C) 

4. Utilisations des approximations 

L'analyse de données d'enquêtes se fait souvent a l'aide de tableaux a 

plusieurs dimensions qui résument ces données. Ces tableaux sont ensuite 

analyses au moyen de variables khi-carré de Pearson afin de verifier 

• 

	

	diverses hypotheses élaborées par des spécialistes qui éthdlent les 

données sociales ou économiques. Ii est reconnu que les seuils de 

. 

et 
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is signification de ce genre de test sont beaucoup plus grands que la region 

critique choisie (voir Rao et Scott 1981, Molt, Scott et Ewis 1980, 

Fellegi 1980) si l'effet du plan de sondage est prononce. Aurement dit, 

l'effet combine de la stratification et de la division en grpes conduit 

41 un plan d'échantillonnage trs different d'un plan fonde smw  

l'échantillonnage aléatoire simple. L'effet du plan doit als etre pris 

en compte soit par le calcul d'une variable khi-carrê de Wald ou une 

modification de la variable khi-carré de Pearson. Rao et Scott (1981) ont 

propose une façon d'appliquer cette dernière solution aux tests de 

validit€ de l'ajustement, d'homogeneite et d'indépendance dans les 

tableaux a deux dimensions. On examine maintenant les seuils de 

signification des approximations de Solomon-Stephens et de Satterthwaite, 

0 	en particulier en ce qul a trait au test d'indpendance. 

Pour on test d'indépendance dans un tableau a deux dimensions qui contient 

(1+1) rangées et (J+1) colonnes, l'hypothse nulle peut se formuler de la 

facon sulvante 

H0  : pjj 	p1 	 1=1, 2, ..., 1+1; j1, 2, ..., J+l 

ou pjj représente la proportion de la population qui se trouve dana la 

J+1 	1+1 
(j,j)ieme case, pj+  n Z pjj  et 	pjj• La variable khi-carré 

i-i 	i-i 

de Pearson normalement utilisée pour un test de H 0  eat 

1+1 J+1 
. 	 x2  - 	E (i'ij - 

P 	j_j 
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40 	 oi p.., p. et p, sont les estimations respectives de p., pj+et 	en 

vertu du plan d'&chantfllonnage p(s). En notation inatrkielle, cette 

variable peut s'écrire 

p-i) h 
P 	- -1+ 	+j - 

A 	 T ou h - (h 11 , ..., h 1 ; ...; h 11 , ..., h) 	avec 

	

ij = ij - ;+ ;~ 	 = diag 	
- I+ F I+ ,  

T P+J diag 	
- 	I+ = 	 • 

=  

. 	

+ 
' 

+ 2' 	' 	

T 

et @ représente le produit direct. 

Rao et Scott (1981) ont démontré que X2 est distribué asywptotiquement 
P 

lJ 
cotnme () une somme pondrêe 6 w , de variables indêpendantes Wk de 

k=i okk 

type X1 selon H0 . Les 6ok sont les valeurs propres de la "niatrice des 

	

effets du plan" 1) 0 -  n(ç 	ç])  r oi 	est la tnatrice des covariances 

asymptotiques de h. Rao et Scott (1981) ont propose une giodification 

simple de X2 qul repose seulement sur i'escimation de l'effet du plan 
p 

. 
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d'chanti11onnage dans les cases 

djj(h) 	var(Gjj)/[i+(1 - i+) +j(1 - +j)/n1 1-1, 2, ..., 1+1; j1, 2, 

..., J+1, oi var(hjj) est l'estimation de la variance de 	en vertu de 

11o• La fornie de var(hij) a fitg définie par Hidiroglou et lao (1931) pour 

le cas oi des proportions soot estim€es sous la forme d'ua •rapport de totaux 

non corrigs de la population et d'un rapport de totaux corrigés de la 

population (pour tenir compte de la stratification a posteriori en 

fonction de l'ge et du sexe). La variable modifi€e est 

x2 (cS) 	X 2  / 
p 	 p 

_ 	1+1 J+1 
oü (IJ) 	= 	E d.(h)(1 - pi+)(l - p+j). 

1=1 jl- 

On peut obtenir une meilleure approximation, a condition que P soit 

complètement connu, en considérant X2(S) = X2()/(1 + C2) comine ayant une 

distribution de X, oü 	\= IJ/(1 + C 2 ), C2 	 2/( 	IJ) - i. On 
k=1 	k 

peut exprimer C2 comnie une fonction des estimations des proportions et des 

covariances au moyen du résultat 

IJ 	1+1 J+1 1+1 J+1 
. 	2.. 	. 	,. 	

. 
k1 	k 	j:1 j1 m=1 =i ° ij,mi 	'i+ +j P+ P+) sans évaluer 

chacun des oj, oii o 	est l'estimation de la covariance entre 
ij ,m2. 

h ij  et h 

. 
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La variable de Wald tient compte du plan d'échantillonna et s'écrit 

oi F est l'estirnation de la matrice des covariances de b dans le plan 

d'êchantillonnage utilis. 

On peut calculer le seuil de signification asymptotique de  X2 A l'aide de 

p 
lapproximation de Satterthwaite 

	

SS (X) = Pr[4 ~ 	cz)]  ii 

	

~ 	 • (1 ~ 	}] 

. 
oü est la valeur d'une variable alêatoire khi-carri a IJ degrés de 
liberté au debut d'une region critique qui couvre un pourcentage a de la 

surface A la droite de la distribution. L'approximation de 

Solomon-Stephens conduit a l'estimation suivante du seuil de 

signification 

SS(X) = Pr[X 

~ { Xj (a )/A} 1 1 

oii X2 est ajust& a la distribution de A yr,  Y ayant une distribution de 

0 
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Certains auteurs ont propose des variables khi-carré modifiées de type 

X2 (b ) - X2 /b , oi b est une coinbinaison linéaire appropriée pour 

l'estimation des effets du plan d'échantillonnage dans c1que case djj. 

Si l'on utilise l'approximation de Satterthwaite, 1'estition du seuii de 

signification de X2 (b ) est 
p. 

Pr[X(b) 	x(c)1 

~ b
-2 

73 

1cn 	i:i'':se 	1'IrcxIr ltIr::I 	I')i,fl 	Hl::Is, 	LIHI HI 

= Pr[X(b) >— x(c)1 

~ 

(b) sont 

x(d) = x;Id 

22 
= 

ou 

I+1J+l - 
d = 	E d./[(I+l)(J+1)] 

1=1 j=1 ~m 
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I+1J+1 
A 	E 	E (1 - i +  P+ ) â01 /((I+l)(J+1) - 1] 

1=1 j=l 

Oi d0jj est l'estimation de l'effet du plan associé a p,, selon H0; 
autrement dit : do13 = var(; 1 )/[;1+ +(l - 1+ +)/n] 

Une modification effectuée A partir de l'approximation de Satterthwaite 

est 

2 

x 	 2 	IJ 
', ) = 	 2) 	

() 

oü ss[x,(s,a)J = p[x(S,(') 	x(cz)] 

= cz 

L'approxirnation de Solomon-Stephens permet d'écrire 

X(ST) = (X,A)h/r 

et 

2 	2 	2 	2 
X(ST,a) = 

40 	de sorte que SS[X(STci)] 	ot 
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5. Rsultats empirigues 

Nous exatuinons ici des résultats de la variable 4 et de ses formes 

niodifies, qui ont 6t6 obtenus A partir de grands échantillons dans des 

tests d'indpendance appliques 	des données de l'Enquête Sante Canada. 

Cette enquête est fondée sur un plan d'échantillonnage par grappes 

stratifi6 A plusleurs degrés (voir La sante des Canadiens, p. 229-233). 

Tous les résultats sont bases sur des proportions calculées avec des 

totaux rectifiés pour les groupes d'âge et de sexe; une description plus 

détaillée des inéthodes d'estimation utilisées a été présentée par 

Hidiroglou et Rao (1981). 

° Exemple 1 : Test d'indépendance dans un tableau 4 x 2 

Prenons le cas d'estimations de l'utilisation de ni€dicaments en fonction 

de la consommation (quatre categories 	0, 1, 2, 3+ classes de médicaments 

sur une période de deux jours) recoupées selon le sexe (hotmnes, femmes). 

Id, n = 31,688, 1+1 	4 et J+1 = 2 (IJ = 3). Les renseignenients sur 

la consonunation de inédicaments englobent des donn&es sur l'utilisation de 

remdes, de pilules ou d'onguents pendant deux jours. Les estimations du 

total (en inilliers) de la population dans chaque catégorie de consotnmnation 

et de sexe figurent au tableau ci-dessous. 

0 
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Tableau I 	Population totale selon la variété de aédicaments 
consoxnmês et le sexe (en milliers) 

Sexe Consommation de mdicatnents 
0 1 2 3+ 

Homines 6758 3091 1100 476 

(0.011)a (0.026) (0.027) (0.045) 

(1.56 )b (3.37) (1.15) (1.38) 

Femmes 5243 3€59 1669 103 

(0.020) (0.023) (0.034) (0.036) 

(3.59) (3.13) (2.85) (1.96) 

Note : "a" représente le coefficient de variation Je la case 
"b" reprêsente l'effet du plan dans la case 

Tableau 2 : Variables khi-carré et estimations du seuil de signification, 
probabilité critique de 0.05 

Variable 

Méthode d'estimation du siull de 
signification 

Satterthwaite So1onStephens 

= 774 0.226 0.216 
p 

x2 ( 	) 	= 437 0.062 0.060 
p. 

x 2 ) 	= 331 0.022 0.024 

x 2 ( 	) 	= 	327 0.023 0.023 
p. 

x 2 (s,0.05) 	= 408 0.050 0.049 
p 

2 
X(ST) 	=189 - - 

x;(sTo.o5) 	= 138 - 0.050 

=538 - - 

Note : Les tirets indiquent qu'aucun calcul n'a fiti effectué. 

LI  
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is Le tableau 2 présente lea estimations du seuil de signification calculées 

a partir de l'approximation de Satterthwaite et de celle Ie 

Solomon-Stephens. Dans cet exemple, les valeurs propres wnt 0.9982, 

1.3728 et 2.9386 avec une estimation du coefficient de vaziation êgale 

0.47. Les constantes de l'approximation de Solomon-Stepns ont lea 

valeurs suivantes : r - 1.38, A = 0.558 et t - 4.766. La variable de 

Pearson est assez élevée (774), tandis que la variable de Wald, dont la 
2 

distribution est approximativement celle d'une variable aléatoire X3 

selon H0 , a une valeur relativetnent élevée par rapport a celle des 
variables de Pearson corrig€es. La modification de S •  pruit une 

estimation du seuil de signification qui est tres proche du seuil critique 

visé (0.05). Toutefois, les formes modifiées de X et de d produisent 

des seuils assez has. En outre, les estimations du seuil de signification 

de l'approximation de Solomon-Stephens ou de Satterthwaite sont i peu près 

égales. 

Par cortre, la variable khi-carré obtenue pour Papproxition de 

Solomon-Stephens est beaucoup plus basse (189) que les autres variables. 

Chose curieuse, X2(ST) 	189 et cette valeur est donc moms élevée que 

X2/(valeur propre maximum) 	263.4. Ce résultat est contraire a ce qu'on 

devralt observer puisque X2 	7 6 k W 	L max( E Wk), oil les Wk sont 
P 	k-i 0 k 	k-i 

2 
des variables aléatoires indépendantes de type X(1)  et 

IJ 

6 max max[6 	k1, 2, ..., IJ}. Or (X2 / max ) 	W. 	(IJ) donc, 
ok 	 P 	k=l 

P[X 2 /( 	) ., 2 	()J <ci. L'explication de ce phénomêne est que 
j) 	Max 	Iii 
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l'approximation de Solomon-Stephens n'est pas exacte aux extrémits de la 

distribution et que le nombre X - 774 est três grand et correspond a une 

valeur infime de ct 

Une approximation basée sur trois moments de la distribution (le premier, 

le deuxiètne et le troisième) est assez bonne dans l'ense.ble, mais pas 

nécessairement aux extrémités. Toutefois, l'analyse de Box (1954) a 

dmontré que l'approximation de Satterthwaite est raisonoablement exacte 

l'extrémitê droite. Dans notre exemple, X 2 (S,0.05) aurait été égal 

x2 (ST,0.05) si X 2  avait été égal i 15.1. On obtient ce résultat en 

supposant que X2 (S,0.05) et X2 (ST,0.05) sont égaux, pour ensuite calculer 

c'est--dire en calculant X 2  {exp r [Zn d - 1 Zn A - Zn g]} 
P 

oi d - X j  (cx)/X(c) et g 	X]J (a) 	et 	- 0.05, v - 2.45, IJ - 3, 

5(142) X((..) 

- 1.77 et 	= 0.47. 

Exemple 2 : (Test d'indépendance dans un tableau 7 x 2) 

Prenons des estimations de la population selon la tension artérielle 

diastolique (sept categories : moms de 55, 55-64, 65-74, 75-84, 85-94, 

95-104 et plus de 105 mmHg) et le sexe (hoi=es femmes). Ici n 	5,760, 

1+1 	7 et J+1 - 2. Des sujets Lgés de cinq ans et plus oct subi un 

examen de la tension artérielle. Les estimations (en milliers) calculées 

partir de cette étude sont préseritées au tableau 3. 
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Tableau 3 	Population de 5 ans et plus selon la tension artérielle 
diastolique et le sexe 

Sexe   Tension artérielle  
<55 55-64 65-74 75-84 85-94 95-104 105+ 

Hommes 390 1307 2589 3524 1905 544 184 

(0.124)a (0.072) (0.065) (0.046) (0.070) (0.154) (0.203) 

(1.69 	)b (1.98) (3.35) (2.31) (2.87) (3.67) (2.11) 

Femuies 484 1900 3490 2981 1270 477 44* 

(0.134) (0.060) (0.039) (0.063) (0.080) (0.173) (0.231) 

(2.56) (1.94) (1.76) (3.70) (2.33) (4.03) (0.64) 

Note 	"a" représente le coefficient de variation de Ia case 

"b" représente l'effet du plan darts la case 

Tableau 4 : Variables khi-carré et estimations du seuil de signification, 
probabilité critique de 0.05 

Variable 

Méthode d'estimation du sejil de 

signification 

Satterthwaite Solomon-Stephens 

X 	= 141 0.307 0.290 
p 

81 0.081 0.077 

2- 
= 	56 0.019 0.021 

X(d) 	= 	56 0.018 0.021 

x(s,0.o5) 	= 	70 0.050 0.049 

X(s'r) 	= 	59 - - 

x(ST,o.05) 	= 	36 - 0.050 

2 xw 	=107 - - 

Note : Les tirets indiquerit qu'aucun calcul n'a été effectu. 

0 
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0 	Le tableau 4 pr&sente les estimations du seuil de signiflution calcules 

I partir de l'approximation de Satterthwaite et de celle de 

Solomon-Stephens pour la variable habituelle de Pearson 12  et ses formes 

modifiêes. On décrit brivement quelques conclusions au sujet du tableau 

ci-dessus I la fin de la section des exemples. 

Exemple 3 	(Test d'indpendance dans un tableau 3 x 3) 

La condition physique des sujets a Etfi évaluée d'après ifur pouls I la fin 

d'un exercice qui consistait I monter et I descendre deux marches pendant 

quelques minutes. Les sujets ont êté classes en trois categories 

"niveau recommande" (nombre de pulsations inférleur I la norme au bout de 

six minutes), "minimum acceptable" (frêquence du pouls lnférieure I la 

norme au bout de trois minutes, mais supérieure I la noe fixée pour six 

minutes) et 	inacceptable" (frequence sup€rieure I la nocme au bout de 

trois minutes d'exercice) et trois genres de fumeurs ont ete definis 	les 

futneurs habituels, les fumeurs occasionnels et les non-fumeurs. Ici 

1,731, 1+1 = 3 et J+l = 3. Les estimations (en milliers) calculées I 

partir des donnees recueillies figurent au tableau 5. 

0 
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Tableau 5 : Population de 15 a 64 ans selon le nieau de condition 
physique et le genre de fumeur de cirettes 

Genre de 
fumeurs 

Niveau de condition physique 
recomniandé minimum inacceptable 

Habituels 2083 
(0.083)a 1415 138 * 
(4.28 	)b (0.091) (0.2) 

(3.26) (2.76) 
Occasion- 218* 91* 
nels (0.246) 

(0.182) (0.8O) 
(0.86) (1.681 

Non- 1924 940 32 * 
fumeurs (0.081) (0.071) (0.31) 

(1.86) (1.26) (0.77 

Note : "a" représente le coefficient de variation de la case 
"b" représente l'effet du plan dans la case 

Tableau 6 	Variables khi-carré et estimations du seuil èe signification, 

0 	 probabilité critique de 0.05 

Variable 

Méthode d'estirnatjon du seuil de 
signification 

Satterthwaite Solo*on-Stephens 

= 	24 0.138 0.130 

X 2 ( 	) 	 = 	18 
p. 

0.071 0.068 

x 2 (x 	) 	 = 	11 
p. 

0.008 0.009 

x2 a 	= 	10 
p. 

0.006 0.007 

X 2 (S,0.05) 	= 	16 0.050  0.049 p 
x 2 sT) 	= 	20 - - p 

x(S'r,0.05) 	= 	14 p - 0.05o 
2 

XW 	= 	24 - - 

0 	Note : Len tirets indiquent qu'aucun calcul n'a êté effectué. 
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• 	
Exemple 4 : 

Le tableau prsent& dans cet exemple recoupe des estimationse la 

population selon la tension artérielle diastolique (cinq catories 

55-64, 65-74 9  75-84, 85-94, 95-104 umiHg) et le genre de fume (trois 

categories : les fumeurs habituels, les anciens fumeurs et its personnes 

qui n'ont jamais fume). Ici n 	4,007, 1+1 - 5 et J+1 	3. Lea 

estimations (en tnilliers) calculées pour cette ventilation flurent au 

tableau 7. 

Tableau 7 : Population de 15 ans et plus selon la ttssion 
artérielle diastolique et le genre de fimeur 
de cigarettes 

Genre de 
funieurs 

 Tension_artéri1le  
55-64 65-74 75-84 85-94 95-:04 

Habituels 
824 1876 2087 943 364 

(0.006)a (0.055) (0.054) (0.001) (0.195) 
(2.19 	)b (1.92) (2.03) (2.38) (3.72) 

Occasion- 
384 1073 1574 834 256 

ne S (0.100) (0.108) (0.116) (0.098) (0.177) 
(1.12) (3.99) (5.53) (1.98) (2.07) 

Non- 475 1417 1817 885 203 
fuineurs (0.136) (0.066) (0.072) (0.064) (0.161) 

(2.41) (1.78) (2.36) (1.11) 2.10 

Note : "a" représente le coefficient de variation de la case 
"b" représente l'effet du plan dans la case 

. 

0 
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Tableau B : Variables khi-carr& et estimations du seuil de sfgnification, 
probabilit€ critique de 0.05 

Variable 

Mthode d'estimation du seuil de 
signification 

Satterthwaite Solomon-Stephens = 	31 0.308 0.289 

X2 () 	= 	19 0.107 0.099 

X2 (X) 	= 	13 0.023 0.02 

X2 () 	= 	13 0.022 0.024 

X2 (S,0.05) 	= 	15 0.050 0.049 

X2 ST 	= 	24 - - 
X2(ST,0.05)= 

0.050 = 
Note 	Les tirets indiquent qu'aucun calcul n'a fitfi effectué. 

Exemple 5 : (Test d'indpendance dans un tableau 3 x 3) 

Le dernier exemple porte sur un recoupement d'estimations de Ia population 

selon le genre de boisson alcoolisêe consonmiée (bire, yin, spiritueux) et 

le nombre de consoniniations par semaine (1-5, 6-13, 14+). Ici n 	6,966, 

1+1 - 3 et J+1-3. Leg estimations (en mulliers) figurent au tableau 9. 
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Tableau 9 : Population de 15 ans et plus selon le genie de boisson 
consolmnée et le nombre de consommatious per semaine 

Nombre de 
consom-
mations 

Genre de boisson 

bire yin spiritueuI 

1-5 223 1124 4585 
(0.082)a (0.038) (0.026) 
(1.28 )b (1.15) (0.62) 

6-13 327 806 777 
(0.060) (0.049) (0.048) 
(1.00) (1.04) (1.23) 

14+ 13* 1162 294 
(0.258) (0.045) (0.063) 
(0.61) (1.94) (1.01) 

Note : "a" représente le coefficient de variation de Ia case 
"b" représente l'effet du plan dans la case 

Tableau 10 : Variables khi-carr6 et estimations du seall de 
W 	 signification, probabilit critique de 9.05 

Variable 

Méthode d'estimation du seufi de 
signification 

Satterthwaite Solomon-Stephens 

2 
X 	= 1974 0.255 0.258 p 

2- 
X 	( 	) 	= 1102 0.072 0.02 
p. 

X 2 (A) 	= 1763 0.210 0.21 

2 
x 	(d ) 	= 1765 0.218 0.218 p. 

2 
X(S,0.05) 	= 	970 0.050 0.049 

2 
X 	(ST)= 	336 - - p 

2 
X 	(ST,0.05) 	= 	282 - 0.050 p 

660 - - 

Note : Lea tirets indiquent qu'aucun calcul n'a été effectué. 
. 
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0 	6. Résumé 

Les valeurs de la variable khi-carré X 2  et de quelques-nnes des formes 

modifiées de cette variable sont résumées au tableau 11 pour les cinq 

ensembles de données. Ce tableau permet de rioter plusleurs psints. Dans 

tous lea exemples choisis, touteR les variables khi-carré sont 

significatives au moms au seuil de 5 %. La variable de Wald semble être 

systéuiatiquement plus élevée que les formes modifiées de la variable 

khi-carré de Pearson et inférleure A la variable de Pearson elle-inême 

(voir les exemples 1 a 4). 

Tableau 11 	Résumé des variables khi-carré des exemples 1 a 5 

Exemple 
Variable_khi-carré  __ 

X X4) X2 (S0.05) X(ST,O.O5) 

MDICANENTS- 
SEXE 774*** 437*** 408*** 138*** 538*** 
TENSION-SEXE 141*** 81*** 70*** 36*** 107*** 
CONDITION- 
GENRE DE FUMEUR 24*** 18*** 16* 14*** 24*** 
TENSION-GENRE 
DE FUNEUR 31*** 19*** 15' 36*** 
GENRE DE 
BOISSON-NOMBRE 
DE CONSOM- 
NATIONS 1074*** llO2** 97O*** 282*** 660*** 

** - seull de signification de 0.05 
- seull de signification de 0.01 

La variable khi-carr€ modifiée de Solomon-Stephens, X2 (ST,0.05) est 
p 

systématiquement inférieure aux autres variables khi-carré. On note méme 

que, quand la valeur de la variable khi-carré de Pearson eat trs élevée 

0 	(voir les exemples 1, 2 ou 5), la variable khi-carré modifièe de 

Solomon-Stephens eat beaucoup plus faible que lea autres variables. Quand 
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•1 :1 • 	la variable khi-carré de Pearson n'est pas élevée (conuneil'exemple 3 ou 

1 	 4), la variable khi-carré modifiée de Solomon-Stephens strapproche 

beaucoup de la variable modifiée de Satterthwaite, X2(S,*.05). Soulignons 

aussi que les estimations de la probabilité critique caIilées A partir 

I 

	

	 des approximations de Satterthwaite ou de Solomon-Stepheis sont très 

proches l'une de l'autre. 

Pour les variables x2 (s,0.05), x2(ST,0.05) ou X2, ii faul calculer la 
p 	p 	w 

matrice des covariances des estimations des proportions àns chaque cellule. 

Dans les petits tableaux de contingence, cela ne pose pavraiment de 

difficultés, mais ce calcul devient une tâche énorme dams les grands 

tableaux, oi le nombre de variances et de covariances auente en fonctioti 

du carré du nombre de cases, qui lui-même augmente en fosction du produit 

du noinbre de categories prévue pour chaque variable de classification. En 

outre, dans le cas de X, ii faut invertir la matrice des estimations des 

covariances, matrice qul peut être instable, tandis que pour la variable 

X(ST,0.05) on doit calculer les valeurs propres de la itrice des effets 

du plan d'€chantillonnage D . Signalons que la valeur it le seuil 

critique de X(S ) sont proches de ceux de la variable XS,0.05)  et que 

X2(6) exige beaucoup moths de calculs. 

Dans tous les exemples présentés dans la présente étude, les inferences 

fondées sur toutes les méthodes utilisées conduisent au mime résultat 

l'hypothse flu 

nulle I partir 

x 2 . Ii existe 

O p 
produisent pas 

ile est rejetée. L'acceptation ou le rejec de l'hypothèSe 

de la variable X2 (S,0.05) depend de deuxfacteurs, 6 et 

probablement des cas o1 les variables modtfiées ne 

les tnêmes inferences (dans des cas limites). Ii serait 
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intéressant de comparer le comportement de toutes les variabks khi-carré 

proposées ici au moyen d'une analyse de Monte Carlo. Une telle étude 

fournirait des renseignements sur lea seulls de significatiaa reels par 

opposition aux seuils théoriques pour chaque variable dana diverses 

conditions. On pourrait poser des questions come : A quel point les 

variables khi-carré et lea inferences faites 	l'aide de ces variables 

sont-elles sensibles A la variabilité des effets du plan d'&chantillonnage 

dana chaque case? Quel eat l'effet des valeurs élevées ou faThles de X2  
p 

sur lea inferences? Le pouvoir des inferences basées sur les petits 

échantillons serait aussi une question importante. 
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ANNEXE 

Tableau 12 : Renseignements sommaires sur les exempies 1 a 5 

Exemple  
1 2 3 4 5 

NRE DE 
CONDITION- TENSION- ISSON-NOMBRE 

MEDICAMENTS- TENSION- GENRE DE GENRE DE DE CONSOM- 
Variable SEXE SEXE FUMEUR FUMEUR M&TIONS 

A 0.560 0.075 0.233 0.062 0.693 

r 1.38 1.85 1.54 1.94 1.37 

t 4.77 13.70 6.98 14.63 5.17 

2.37 2.50 2.31 2.45 1.09 

2.34 2.49 2.18 2.43 1.12 

1.77 1.74 1.28 1.61 1.79 

cv(..) 0.47 0.75 0.63 1.08 0.69 

2.45 3.84 2.86 3.67 2.71 

IJ 3.00 6.00 4.00 8.00 4.00 

n 31688 5760 1731 4007 6966 

I V.1 ic H HR 	I 

Exemp le 
Valeurs propres 	(IS.) 

1 2 3 4 5 6 7 8 

MEDICAMENTS- 1.00 1.37 2.94 
SEXE 
TENSION-SEXE 0.51 0.73 0.82 1.89 2.19 4.32 
CONDITION- 0.45 0.75 1.36 2.56 
GENRE DE FUMEUR 
TENSION-GENRE 0.20 0.42 0.47 0.69 0.92 1.20 3.65 5.36 
DE FUMEUR 
GENRE DE 0.26 1.15 2.17 3.58 
BOISSON-NOMBRE 
DE CONSOM- 
MATIONS 
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S 	Tableau 14: Distribution de frquence des coefficients de 
variation dans chaque, case, exemples 1 a 5 

Exemple 
Intervalles du coefficient 

 de variation 
Moyenne 

(cv) 
Tailie de 

l'échantillon 
[0-5] [5-10] [10-20] (20+ 

MEDICANENTS- 100% - - - 3% 31,688 
SEXE 
TENSION-SEXE 14% 43% 29% 14% 11% 5,760 
CONDITION- - 57% 11% 44% 23% 1,731 
GENRE DE FUNEUR 
TENSION-GENRE - 60% 40% - 10% 4,007 
DE FUMEUR 
GENRE DE 56% 33% - 11% 7% 6,966 
BO IS SON-NOMBRE 
DE CONSOM- 
MATIONS 

. 

[] 



. 

0 



4 
-27- 

Biblic. graphie 

BOX, G.E.P. (1954), "Some Theorems on Quadratic Forms Applied in the Study of 
Analysis of Variance Problems, I. Effect of Inequality of Variance in the 
One-Way Classification", Ann. Math. Stat. 25, 290-302. 

FELLECI, I.P., "Approximate Tests of Independence and Goodness of Fit Based 
on Stratified Multistage Samples", Journal of the American Statistical 
Association 75, 261-268. 

HIDIROGLOIJ, M.A. et RAO, J.N.K. (1981), "Tests khi-carr6 poor l'analyse 
d'observations classées de l'Enquête Sante Canada", docineat présenté a 
la 431eme conference de l'IIS a Buenos Aires. 

HOLT, D., SCOTT, A.J. et EWINGS, P.O. (1980), "Chi-Squared Tests with Survey 
Data", Journal of the Royal Statistical Society, Sec. A, 143, 302-320. 

IMIiOF, J.P. (1961), "Computing the Distribution of Quadratic Forms in Normal 
Variables", Biometrika, 417-426, 

JENSEN, Donald R. et SOLOMON, Herbert (1972), "A Gaussian Approximation to 
the Distribution of a Definite Quadratic Form", Journal of the American 
Statistical Association 67, 898-902. 

La Sante des Canadiens (1981), Rapport de 1'Enquête Sante Canada, publication 
du ministare de la Sante et du Bien-étre social et de Statistique Canada 
(no 82-538F au catalogue). 

RAO, J.N.K. et SCOTT, A.J. (1981), "The Analysis of Categorical Data from 
Complex Surveys : Chi-Squared Tests for Goodness of Fit and Independence 
in Two-Way Tables", Journal of the American Statistical Association 76, 
22 1-230. 

SATTERTHWAITE, F.E. (1946), "An Approximate Distribution of Estimates of 
Variance Components", Biometrics 2, 110-114. 

SOLOMON, H. et STEPHENS, M.A. (1977), "Distribution of a Sum of Weighted 
Chi-Squared Variables", Journal of the American Statistical Association 
72, 881-885. 

. 

11 



Ca 	 STATISTICS CANADA liBRARY 
CANADA 

\ 
1010148958 

. 

0 


