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APPROXIMATIONS DE LA DISTRIBUTION D'UNE SOMME PGNDEREE
DE VARIABLES KHI-CARRE

Introduction

I1 existe un grand nombre d'analyses statistiques ol 11 faut calculer des
probabilités pour des formes quadratiques qui contiennent des variables

normales que nous appelons X2. La forme quadratique X2 est du type

k
X2 = I Ay(s, +a,)’
j=1 J i

ol les Sj sont des variables normales réduites (3 moyenne nulle et &
variance &gale & 1'unité) qui sont indépendantes et dont la distribution
est identique, tandis que )j et aj sont des constantes non négatives. Rao
et Scott (1981) ont examiné ce genre de combinaison linéaire de formes
quadratiques lorsque aj =0, j =1, ..., k, dans une &tude de tests
khi-carré appliqués aux données d'enquétes complexes. Ces auteurs ont
démontré que le test khi-carré habituel de Pearson pour vérifier la

validité de 1'ajustement,

el

¥ (P1 - poi)2/poi
1=1

ol les ﬁi sont les estimations des Bi (proportions de la population)

adaptées au plan d'échantillonnage p(s), = p, = 1, n est la tallle de

i

1'échantillon et po{ est la proportion prévue en vertu de 1'hypothése

nulle, peut s'écrire sous la forme A S§ quand la valeur de n est

(ol

N o~

=l
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€élevée. Dans ce cas, les S; sont des variables aléatoires
asymptotiquement indépendantes dont la distribution est de type N(0,1) et
les A,y sont les valeurs propres de D, = n 231 Lo

(Xoi = on e Ao,k > o), oli Eo représente la matrice des covariances

des Py du plan d'échantillonnage et P, est la matrice des covariances des

estimations de pj calculées & partir d'un échantillon multinomial, quand

On doit ensuite connaltre les seulls de signification (SS) pour pouvoir
2
comparer une valeur de x2 3 une valeur critique de khi-carrée Xk(“)

c'est-a-dire :

(3]

2 2
§3(X ) = prx = X ()],

ot xi (a) est la valeur d'une variable aléatoire khi-carré i k degrés de
liberté au début d'une région critique qui couvre une proportion o de la
surface & la droite de la distribution. Une méthode proposée par Imhof
(1961) permet de déterminer exactement ces seuils de signification par
1'inversion numérique de la fonction caractéristique de X2. Bien que
cette méthode de calcul soit exacte dans toutes les applications
pratiques, elle coiite relativement cher 3 cause du temps machine qu'elle
requiert. Diverses approximations de SS(X2) ont été proposées; elles se
classent en deux catégories, les approximations gaussiennes et les
approximations khi-carré. Jensen et Solomon (1972) ont préconisé
1'approximation gaussienne Z = (Xz/())h, ol O est la moyenne de Xz, et
produit une approximation de Z & 1'aide d'une distribution normale ot la

moyenne et la variance dépendent des trois premiers cumulants de X2. Des






approximations khi-carré ont &té décrites par Satterthwaite (1946) et
Solomon et Stephens (1977). L'@tude de Solomon et Stephems permet de
croire que l'approximation de ces deux auteurs est plus exacte que celle
de Jensen-Solomon aux deux extrémités de la distribution de X2. Plus bas,
on compare le comportement de 1'approximation de Solomon-Stephens et celul
de 1'approximation de Satterthwaite 3 l'extrémité droite de la

distribution de khi-carré.

2. Approximation de Solomon-Stephens (aj =0, j =1, ..., k)
La distribution de X2 = ZiX S% est ajustée par X2 = A YF, of Y suit une
2
loi de Xy et les constantes A, t et r associées a X2 correspondent au

trois premiers moments de X2, Quand tous les aj sont nuls, les trols

premiers moments de X2 sont :

k
i, e TR
i=1 a
k k 2
Ui=2zx§+(z ) (2 1)
i=1 {=1
et
' k A k k k 3
113=82,\-i+6(2 Ai)(z AJ?)+(X xi)
=1 ES j=1 i=1






alors que ceux de X2 gont :

u! = A 27 (I(r+v)}/C,

by = A24T(r2 r+v)}/c, (2.2)
et

uy = AT {r(3r+v)}/c,

ol v = t/2 and C = T'(v).

Les systémes d'équations (2.1) et (2.2) conduisent au résultats suivants :

& F(2r+v)/{I‘(r+v)}:; (2.3)

R3 = ué/ui3 = ¢? F3r+v)/{I'(r+v))?3 (2.4)

ol R2 et R3 sont calculés 3 partir de (2.1). On peut maintenant résoudre

les équations (2.3) et (2.4) au moyen de la technique de Newton-Raphson ou

des méthodes de sécantes.

Approximation de Satterthwaite

Satterthwaite (1946) a ajusté X2 3 partir de X2 = A w, ou w sult une loi
&
de Xy, en appariant seulement les deux premiers moments de X2 3 ceux de

ﬁ2. Cette approximation fournit des estimations directes de A et r :
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A et r peuvent se re-écrire:

A =i (P cvz(xi)}
et

r= &/ {1 + cv’(Aj)}

L 2 . -2, =2
ou CV (Ai) Zi(ki - A)"/kA" est le carré du coefficient de variation

des \.. Pour nos besoins, l'avantage de cette approximation par rapport
1
d celle de Solomon-Stephens est qu'il n'est pas nécessaire de connaltre la

valeur précise de chaque ), . Il faut seulement connaltre la matrice des
1

~

covariances I , comme on le verra plus loin.
~0

Utilisations des approximations

L'analyse de données d'enquétes se falt souvent a4 l'aide de tableaux a
plusieurs dimensions qui résument ces données. Ces tableaux sont ensuite
analysés au moyen de variables khi-carré de Pearson afin de vérifier
diverses hypothéses &laborées par des spécialistes qui &tudient les

données soclales ou économiques. I1 est reconnu que les seuils de
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signification de ce genre de test sont beaucoup plus grands gque la région
critique choisie (voir Rao et Scott 1981, Holt, Scott et Ewimgs 1980,
Fellegi 1980) si 1l'effet du plan de sondage est prononcé. Awotrement dit,
1'effet combiné de la stratification et de la division en grappes conduit
d un plan d'échantillonnage trés différent d'un plan fondé sur
1'échantillonnage aléatoire simple. L'effet du plan doit alors &tre pris
en compte solt par le calcul d'une varlable khi-carré de Wald ou une
modification de la variable khi-carré de Pearson. Rao et Scott (1981) ont
proposé une fagon d'appliquer cette derniére solution aux tests de
validité de 1'ajustement, d'homogénéité et d'indépendance dans les
tableaux 3@ deux dimensions. On examine maintenant les seuils de
signification des approximations de Solomon—-Stephens et de Satterthwailte,

en particulier en ce qui a trait au test d'indépendance.

Pour un test d'indépendance dans un tableau 3 deux dimensions quil contient
(I+1) rangées et (J+l) colonnes, 1'hypothése nulle peut se formuler de la
fagon suivante :

Hy = Paf *-Py¢ Byyp el 2 BT g ek, L, FE

oli P1j représente la proportion de la population qui se trouve dans la

J+1 Tl
(1,j)leme cgge, Pi+ = I Pij et p+j = 1§ Pij La variable khi-carré
. J-l 1-1

de Pearson normalement utilisée pour un test de H, est

12 b Al
X2 =0 & T (pyg - Pr+Bey)?/ (Biabey)
£ 1=1 j=1
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ol Pij’ P;, et p+j sont les estimations respectives de Pif Pyt et p+j

vertu du plan d'échantillonnage p(s). En notation matririelle, cette

variable peut s'écrire :

x2 = 0 nT(P-1 @ p-1)
P ~ ~TI+ ~+J -~

h h )T avec

= (hll’ . lJ; L el hIl’ sens By

[0}

=
[ =2

A ~ -~ -~

~ -~

& Pr+ P4

B S PaibL s By oS iR (B

Pyy Pars Br, = (B )T
ST R PRl AR e P

(5]

o

(s
]

diag (p+J) -

s - -~ ~

7
Pip> Regl e v W) -

et @ représente le produit direct.

Rao et Scott (1981) ont démontré que X2 est distribué aswmptotiquement
p

I

comme (*) une somme pondérée ¥ doxwk , de variables indépendantes Vi de
k=1

2 L]
type X; selon Ho. Les § K sont les valeurs propres de la "matrice des
o

effets du plan™ Dy = n(EEi 3] E:é) I ou T est la matrice des covariances

asymptotiques de k. Rao et Scott (1981) ont proposé une modification
simple de X2 qui repose seulement sur 1'estimation de 1'effet du plan
%






d'échantillonnage dans les cases
dij(tl) = Var(ﬁij)/[‘i)i{»(l - Pi+) ﬁ"’j(l & ﬁ"’j)/n] 1=1, 2, ..., I+l; 3=1, 2,
eeey J¥l, ot Var(%ij) est l'estimation de la variance de Egj en vertu de

Hg. La forme de var(%ij) a 8té définie par Hidiroglou et Rao (1981) pour

le cas ol des proportions sont estimées sous la forme d'um rapport de totaux’

non corrigés de la population et d'un rapport de totaux corrigés de la
population (pour tenir compte de la stratification a posteriori en

fonction de 1'age et du sexe). La variable modifiée est :

X2 (6 ) 4L g
p " p 3

b, I+1 J+1 L "
o, (Ida00 ™. R I SEDKL S eETCh - gl
o il 3

On peut obtenir une meilleure approximation, 3 condition que T soit

~

compl&tement connu, en considérant X%(S) = X%(G )/(1 + C2) comme ayant une

16

distribution de x2, od v= 1J/(1 + C2), c2 = 3

ol e
B ERS IR—=" 1, On
k J/ i 1

).
peut exprimer C2 comme une fonction des estimations des proportions et des

covariances au moyen du résultat

no,, I JHLT#1 J+1
T 4t ™ L S e )/, p,. P, P,,) sans évaluer
k=1 K i=1 3§=1 m=1 g=1 1J,mL g ] e

~

chacun des ¢ od g, -
3 o ) ij,mg (h)

hij et hmi'

est l'estimation de la covariance entre






La variable de Wald tient compte du plan d'échantillonnage et s'écrit :

oi ' est l'estimation de la matrice des covariances de b dans le plan

d'échantillonnage utilisé.

On peut calculer le seuil de signification asymptotique de X2 & 1'aide de
P
1'approximation de Satterthwaite :

2
5SS (Xp) Pr[Xé > x%J(a)]

~

s

Rl © <a>/{é.<1+éf>n

2
ou XIJ(H) est la valeur d'une variable aléatoire khi-carré 4 IJ degres de

liberté au début d'une région critique qui couvre un pourcentage a de la
surface 3 la droite de la distribution. L'approximation de
Solomon-Stephens conduit 3 l'estimation suivante du seuil de

signification :

SS(xg) = Pr[x; > X%J(u)]
2 Pl > 0 (@) /mt T

ol Xg est ajusté 3 la distribution de A YF, Y ayant une distribution de
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. Certains auteurs ont proposé des variables khi-carré modifiées de type

Xi(b ) = Xﬁ/b , oi b est une combinaison linéaire appropriée pour

-~

l'estimation des effets du plan d'échantillonnage dans chaque case dy 4.
Si1 1'on utilise 1'approximation de Satterthwaite, l'estimation du seuil de

signification de X2(b ) est :
D .

(XEPE )] = P XJ T 4.
" r( P(h.) ;IJ(t)]
= Pr[,\'\: : B YAs@y s e
T . L .
i 1'on yeildse 1'approximation de Solowoo-Susphans, L'escimecicn de @il
Ja Edgedd ihion ast
Li%, (b )] = Prix, (b 171
Prl 5 ( \~1'r
d b X a)/A) b e
i g
) cns liave 3 {b ) sont
| .
X,(d ) = Xp/d
\P( ‘) = XP ‘
ol
. I+1 J+1
AR S % adl - A (IS YT
oij’ [(1+1) 1)]






L1l =

3 TR
i A= I RN

Y Qo /TCIHL) (341) )
{=1 j=1 e

T Pyt Py

~

ou 8oij est 1'estimation de 1'effet du plan associé a Piy selon Ho;

-

autrement dit : doij = var(pij)/[pi+ p+j(1 ~ p+j)/n]

Une modification effectuée 3 partir de 1'approximation de Satterthwaite

3

]
i
-!
’1
i
§
i
i
1
1

est @

od ss[x;(s,a)]

"
-
=
B

3 o

~~
v
-
)
A
h
~
=
N’
——

I
=

L'approximation de Solomon-Stephens permet d'écrire :
i Bra)
= B
Xp(ST) = (X,/A)

(212

2 2 2 2
Xp(ST,a) = XP(ST)[XIJ(a)/xt(ﬂ)]

2
de sorte que SS[XP(ST,G)] =aq .,
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5. Résultats empiriques

Nous examinons ici des résultats de la variable Xg et de ses formes
modifiées, qui ont été obtenus a partir de grands échantillons dans des
tests d'indépendance appliqués i des données de 1'Enquéte Santé Canada.

Cette enquéte est fondée sur un plan d'échantillonnage par grappes

stratifié 3 plusieurs degrés (voir La santé des Canadiens, p. 229-233).

Tous les résultats sont basé&s sur des proportions calculées avec des
totaux rectifiés pour les groupes d'dge et de sexe; une description plus
détaillée des méthodes d'estimation utilisées a &té présentée par

Hidiroglou et Rao (1981).

Exemple 1 : Test d'indépendance dans un tableau 4 x 2

Prenons le cas d'estimations de 1'utilisation de médicaments en fonction
de la consommation (quatre catégories : 0, 1, 2, 3+ classes de médicaments
sur une période de deux jours) recoupées selon le sexe (hommes, femmes)-.
Ici, n = 31,688, I+l = 4 et J+l = 2 (IJ = 3). Les renseignements sur

la consommation de médicaments englobent des données sur l'utilisation de
remddes, de pilules ou d'onguents pendant deux jours. Les estimations du
total (en milliers) de la population dans chaque catégorie de consommation

et de sexe figurent au tableau ci-dessous.
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Tableau 1 : Population totale selon la variété de médicaments

consommés et le sexe (en milliers)

Sexe Consommation de médicaments

0 i 2 3+

Hommes 6758 3091 1100 476
(0.011)a (0.026) (0.027) (0.045)
(156 b (18 3.7} (1515 (1.38)

Femmes 5243 3659 1669 103
(0.020) (0.023) (0.034) (0.036)
(3.59) (3.2 (2.85) {1.96)

Note : "a”

représente le coefficient de variation de la case
"b" représente l'effet du plan dans la case

Tableau 2 : Variables khi-carré et estimations du seuil de signification,

probabilité critique de 0.05

Méthode d'estimation du seuil de
signification
Variable
Satterthwaite Solomon—-Stephens
2
Xp = 774 0.226 216
2F A
XP(O Yy = 437 0.062 2.060
21 &
xp(x ) 4= 381 ORI0Z2 0.024
21 =
Xp(d ) = 327 0.023 Q4023
2
XP(S,O.OS) = 408 0.050 0.049
2
¥ (ST) " *= 189 = -
P
2
XP(ST,O.OS) = 138 = ¢.050
2
X, = 538 - .

Note : Les tirets indiquent qu'aucun calcul n'a &té effectué.
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Le tableau 2 présente les estimations du seuil de signification calculées
3 partir de l'approximation de Satterthwaite et de celle de
Solomon-Stephens. Dans cet exemple, les valeurs propres sont 0.9982,
1.3728 et 2.9386 avec une estimation du coefficient de vartation égale a
0.47. Les constantes de l'approximation de Solomon—Stephens ont les
valeurs suivantes : r = 1.38, A = 0.558 et t = 4.766. La variable de
Pearson est assez élevée (774), tandis que la variable de Wald, domnt la

2
distribution est approximativement celle d'une variable al&atoire X,

selon Hy, a une valeur relativement é&levée par rapport 3 celle des

variables de Pearson corrigées. La modification de 5_ produit une
estimation du seuil de signification qui est tr&s proche du seuil critique
visé (0.05). Toutefols, les formes modifiées de g' et de 3. produisent
des seulls assez bas. En outre, les estimations du seuil de signification

de 1'approximation de Solomon-Stephens ou de Satterthwaite sont i peu prés

égales.

Par contre, la variable khi-carré obtenue pour 1'approximation de
Solomon-Stephens est beaucoup plus basse (189) que les autres variables.
Chose curieuse, XS(ST) = 189 et cette valeur est donc moins élevée que

xg/(valeur propre maximum) = 263.4. Ce résultat est contraire 3 ce qu'on

IJ £l
devrait observer puisque X2 = 3 § « W< 8 max( I_Wk), ol les Wk sont
IR T e, S k=1
2

des variables aléatoires indépendantes de type Xkl) et

V]

2 .
Smax =max{g : k=1, 2, ..., Id}. Or (X2/8max)< £ W, = y (I3)°
ok ) AT K

donc,

P[Xz/(g Yz 2 ()] <a. L'explication de ce phénoméne est que
P max L]
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1'approximation de Solomon-Stephens n'est pas exacte aux extréemités de la
distribution et que le nombre X% = 774 est trés grand et correspond a une

valeur infime de @ .

Une approximation basée sur trois moments de la distributiom (le premier,
le deuxiéme et le troisidme) est assez bonne dans 1'ensemble, mais pas
nécessairement aux extrémités. Toutefois, 1'analyse de Box (1954) a
démontré que l'approximation de Satterthwaite est raisonnablement exacte a
1'extrémité droite. Dans notre exemple, X§(S,0.05) auralt éte egal a
X2(ST,0.05) si X2 avait &té &gal 3 15.1. On obtient ce résultat en

P P
supposant que XS(S,0.0S) et Xg(ST,0.0S) sont &gaux, pour ensuite calculer

x2 :
P
c'est-i-dire en calculant X2 =/ expl; fay 2t d & L gibiA—~ 2% 8]}
p gt I
oud= XiJ (a)/xi(u) et g = XiJ () et @ = 0.05, v = 2,45, 1IJ = 3,

5§ (1+22) x2 (@)
ISP - U LS Y

Exemple 2 : (Test d'indépendance dans un tableau 7 x 2)

Prenons des estimations de la population selon la tension artérielle
diastolique (sept catégories : moins de 55, 55-64, 65-74, 75-84, 85-94,
95-104 et plus de 105 mmHg) et le sexe (hommes femmes). Ieci n = 5,760,
I+1 = 7 et J+1 = 2. Des sujets 8gés de cinq ans et plus ont subi un
examen de la tension artérielle. Les estimations (en milliers) calculées

i partir de cette étude sont présentées au tableau 3.






-16-

Tableau 3 : Population de 5 ans et plus selon la temsion artérielle
diastolique et le sexe

Sexe Tension artérielle
<85 55-64 65-74 75-84 85-94 95-104 LOSH
Hommes 390 1807 2589 3524 1905 544 184
(0.124)al| (0.072)| (0.065) |(0.046) |(0.070) }(0.154) | (0.203)
(1269 'l 198} (31,350 (2. 3050 (2.87) (3.67) (2", 14 )
Femmes 484 1200 3490 2981 1770 477 44%*
(0.134) (0.060) (0.039) |(0.063) (0.080) (@730 | (052 31
(2.56) (1.94) (1.76) (3.70) (2.33) (4.03) (0.64)
Note : "a" représente le coefficient de variation de la case

“b"” représente 1'effet du plan dans la case

Tableau & : Variables khi-carré et estimations du seuil de signification,
probabilité critique de 0.05

Méthode d'estimation du seuil de

signification
Variable
Satterthwaite Solomon-Stephens
x; = 141 0.307 0.290
x;(é ) = 8l 0.081 0.077
R A
xp(k PU = 5g 0.019 0.021
’) ~
Xp(d gt = T 0.018 0.021
x;(S,0.0S) = 70 0.050 0.049
2
X (sT) = 59 = =
p
X;(ST,0.0S) = 36 Ly 0.050
x?
= T -

Note :

Les tirets indiquent qu'aucun calcul n'a &té effectué.
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Le tableau 4 présente les estimations du seuil de signifigation calculées
d partir de l'approximation de Satterthwaite et de celle de
Solomon-Stephens pour la variable habituelle de Pearson l% et ses formes
modifiées. On décrit bridvement quelques conclusions av sujet du tableau

ci-dessus 3 la fin de la section des exemples.

Exemple 3 : (Test d'indépendance dans un tableau 3. g 3)

La condition physique des sujets a &té évaluée d'aprés leur pouls & 1la fin
d'un exercice qui consistait 3@ monter et 3 descendre dewx marches pendant
quelques minutes. Les sujets ont até classés en trois catégories :
"niveau recommandé” (nombre de pulsations inférieur & 1z norme au bout de
six minutes), "minimum acceptable” (fréquence du pouls inférieure 3 la
norme au bout de trois minutes, mais supérieure 3 la norme fixée pour six
minutes) et “"inacceptable” (fréquence supérieure & la norme au bout de
trois minutes d'exercice) et trois genres de fumeurs ont &té définis : les
fumeurs habituels, les fumeurs occasionnels et les non—fumeurs. L.

n= 1,731, I+l = 3 et J+1 = 3. Les estimations (en milliers) calculées a

partir des données recueillies figurent au tableau 5.
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Tableau 5 : Population de 15 & 64 ans selon le niseau de condition
physique et le genre de fumeur de cigarettes

Genre de Niveau de condition physique
fumeurs recommandé minimum |[inacceptable
Habituels 2083
(0.083)a 1415 138 *
(4.28 )b (0.091) (0.238)
(3.26) (2.76}
Ociasion— pr zié?* 91* 3 *
TR ¢h.06) (0.182) (0.80)
| (0.86) (1.682
Non- 1924 940 2 *
fumeurs (0.081) (BRO7L) (0.31%)
(1.86) (1.26) (0.77

Note : "a” représente le coefficient de variation de la case
"b" représente l'effet du plan dans la case

Tableau 6 : Variables khi-carré et estimations du seuil de signification,
probabilité critique de 0.05

Méthode d'estimation du seuil de
signification
Variable
Satterthwaite Solomon-Stephens
x; = 970 0.138 0.130
2 -~
Xp(G R =, TS (0] 301781 0.068
5
Xp(l i & 1% 0.008 0.009
%)
xp(d ) = 10 0.006 0.007
2
Xp(S,0.0S) = 16 0.050 0.049
X% (ST) = 20 A .
p
2
Xp(ST,0.0S) = 14 = 0. D50
X2 = 24
w - = —

Note : Les tirets indiquent qu'aucun calcul n'a &té effectué.






avian e avm eV i 4 o i e Lilet Al W B el s i Ve i e« it o S s st bl . i i d e L i+ b

L R S Y

N gm

Exemple 4 : (Test d'indépendance dans un tableau 5 x 3)

Le tableau présenté dans cet exemple recoupe des estimations de la
population selon la tension artérielle diastolique (cing catégories :
55-64, 65-74, 75-84, 85-94, 95-104 mmHg) et le genre de fumesr (trois
catégories : les fumeurs habituels, les anciens fumeurs et les personnes
qui n'ont jamais fumé). Ici n = 4,007, I+l = 5 et J+1 = 3. Les
estimations (en milliers) calculées pour cette ventilation figurent au

tableau 7.

Tableau 7 : Population de 15 ans et plus selon la teasion
artérielle diastolique et le genre de fammeur
de cigarettes

Genre de Tension artérielle
fumeurs | 55-64 65-74 75-84 85-94 95-104
Habituels
824 1876 2087 943 4
(0.096)al (0.055) | (0.054) | (0.091) | (0.195)
(2.19 )b| (1.92) |¢2.03) |(2.38) | (.=
Ociasmr 384 1073 1574 834 256
- (0.100) | (0.108) | (0.116) | (0.098) | (0.277)
T (3.99) | (5.53) |(1.98) | (2.9
Non- 475 1417 1817 885 293
fumeurs |(0.136) | (0.066) | (0.072) | (0.064) | (0.161)
(AW (1.78) |(2.36) |(1.11) | (2.0

Note : "a" représente le coefficient de variation de la case
"b" représente l'effet du plan dans la case
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Tableau 8 : Variables khi-carré et estimations du seuil de sfignification,
probabilité critique de 0.05

Méthode d'estimation du seuil de
signification
Variable
Satterthwaite Solomon-Stephens
2
xp =1 el 0.308 0.299
2l o
xpta.) =19 0.107 0.09%
APV
xp(A_) = i3 0.023 0.02%
Dl
xp(d.) = L 1" 05022 0.024
2
xp(s,0.0S) = 15 0.050 0.043
2
Xl (ST) S = . 24 o ul
P
2
Xp(ST,0.0S) = 15 - 0.050
X2 = 5
w - 36 s

Note : Les tirets indiquent qu'aucun calcul n'a été effectué.

Exemple 5 : (Test d'indépendance dans un tableau 3 x 3)

Le dernier exemple porte sur un recoupement d'estimations de la population
selon le genre de boisson alcoolisée consommée (biére, vin, spiritueux) et
le nombre de consommations par semaine (1-5, 6-13, 14+). Ici n = 6,966,

I+l = 3 et J+1=3. Les estimations (en milliers) figurent au tableau 9.
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Tableau 9 : Population de 15 ans et plus selon le gense de boisson
consommée et le nombre de consommations par semaine

Nombre de Genre de boisson
consom— |
mations biére vin spiritueuz |
1-5 223 1124 4585
(0.082)a (0.038) (0.026) }
(1.28 )b (1.15) (0.62)
6-13 3297 806 277
(0.060) (0.049) PARLES |
(1.00) (1.04) (1.23)
14+ 13* 1162 294
(0.258) (0.045) (0.063)
(0.61) (1.94) (1.01)

Note : "a” représente le coefficient de variation de la case
“b" représente l'effet du plan dans la case

Tableau 10 : Variables khi-carré et estimations du seail de
signification, probabilité critique de 3.05

Méthode d'estimation du seuil de
signification
Variable
Satterthwalte Solomon-$tephens
2
XP = 1974 052155 0.258
2 .
XP(G ) = 1102 0.072 0.032
2 ~
Xp(A ) = 1763 0.210 0.219
£ A
Xp(d ) = 1765 0.218 0.218
2
Xp(S,0.0S) = 970 €. 050 0.049
2
X (sT) = 336 - 2
P
2
Xp(ST,0.0S) = 282 - 0.050
2
Xw = 660 - -

Note : Les tirets indiquent qu'aucun calcul n'a été effectué.
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6. Résumé
Les valeurs de la variable khi-carré X% et de quelques—unes des formes

modifiées de cette variable sont résumées au tableau 1l pour les cing

ensembles de données. Ce tableau permet de noter plusieurs points. Dans

tous les exemples choisis, toutes les variables khi-carré sont

significatives au moins au seuil de 5 X¥. La variable de Wald semble &tre

CPTLTIINED DR WAL SO
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systématiquement plus &levée que les formes modifiées de la wariable

khi-carré de Pearson et inférleure 3 la variable de Pearson elle-méme

(voir les exemples 1 & 4).

Tableau 11 : Résumé des

variables khi-carré des exemples 1 3 5

Variable khi-carré
Exemple x-fp xlp(jS ') xlp(s,o.o_’:) xé(ST,O.GS) wa

1. MEDICAMENTS-

SEXE T74%x% 437*%% 408*%** 138**#* 538%%%
2. TENSION-SEXE 141%%% 8L*k% 70%*% 36** 107%**
3. »CONDETEON~

GENRE DE FUMEUR 24%%k% 18* %% 16%*%% 14%** 24%%%
4. TENSION-GENRE

DE FUMEUR 31%%k* 19%%* 15%%* 15%*%% 36%*k
5. GENRE DE

BOISSON-NOMBRE

DE CONSOM-

MATIONS 107 4*** 1102%*% 970%%% 282%%# 660%**
** -~ geull de signification de 0.05
*** - geuil de signification de 0.01

La variable khi-carré modifiée de Solomon-Stephens, X2(ST,0.05) est
P

systématiquement inférieure aux autres variables khi-carré.

On note méme

que, quand la valeur de la variable khi-carré de Pearson est trés élevée

(voir les exemplés 1, 2 ou 5), la variable khi-carré modifiée de

Solomon-Stephens est beaucoup plus faible que les autres variables.

Quand
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la variable khi-carré de Pearson n'est pas &levée (comme ¥ I'exemple 3 ou
4), la variable khi-carré modifiée de Solomon-Stephens s® rapproche
beaucoup de la variable modifiée de Satterthwaite, X%(S,ILOS). Soulignons
aussi que les estimations de la probabilité critique calulées d partir
des approximations de Satterthwaite ou de Solomon-Stepheas sont treés

proches 1'une de l'autre.

Pour les variables Xg(S,0.0S), Xg(ST,0.0S) ou Xs, i1 faut calculer la
matrice des covariances des estimations des proportions dans chaque cellule.
Dans les petits tableaux de contingence, cela ne pose pas vraiment de
difficultés, mais ce calcul devient une tdche &norme dans les grands
tableaux, ol le nombre de variances et de covariances augmente en fonction
du carré du nombre de cases, qui lui-mé@me augmente en fosction du produit
du nombre de catégories prévue pour chaque variable de classification. En
outre, dans le cas de X%, i1l faut invertir la matrice des estimations des
covariances, matrice qui peut &tre instable, tandis que pour la variable
X%(ST,0.0S) on doit calculer les valeurs propres de la matrice des effets
du plan d'échantillonnage Eo . Signalons que la valeur et le seuil
critique de x%(g.) sont proches de ceux de la variable Xi(S,0.0S) et que

-

X%(S ) exige beaucoup moins de calculs.

Dans tous les exemples présentés dans la présente é&tude, les inférences

fondées sur toutes les méthodes utilisées conduisent au séme résultat :

1'hypothdse nulle est rejetée. L'acceptation ou le rejet de 1'hypothése

nulle 3 partir de la variable xg(s,o.os) dépend de deux facteurs, & et

Xg. I1 existe probablement des cas old les variables modifiées ne

produisent pas les m@mes inférences (dans des cas limites). Il serait
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intéressant de comparer le comportement de toutes les variables khi-carré
proposées ici au moyen d'une analyse de Monte Carlo. Une telle &tude
fournirait des renseignements sur les seuils de significatiom réels par
opposition aux seuils théoriques pour chaque variable dans diverses
conditions. On pourrait poser des questions comme : A quel peint les
variables khi-carré et les inférences faites & 1'aide de ces variables

sont-elles sensibles & la variabilité des effets du plan d'échantillonnage

dans chaque case? Quel est l'effet des valeurs élevées ou faibles de Xg

. sur les inférences? Le pouvoir des inférences basées sur les petits

échantillons serait aussi une question importante.
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ANNEXE

Tableau 12 : Renseignements sommaires sur les exemples 1 3 5

Exemple
1 2 3 4 5
GENRE DE
CONDITION- | TENSION- ]| BOESSON-NOMBRE
MEDICAMENTS~- | TENSION- GENRE DE GENRE DE § DE CONSOM-
Variable |SEXE SEXE FUMEUR FUMEUR MRTIONS
A 0.560 0.075 D233 0.062 0.693
r 188 1. 85 1.54 1.94 ik 217
t (o 7] L0 6.98 14.63 5) L7
d. y. .} 2.50 31 2.45 1.09
Q. 2.34 2.49 218 e ] P2
g ) /7 1.74 1528 l§6.1 1.79
cv(ii) 0.47 0.75 0.63 1.08 0.69
v 2.45 3.84 2.86 86 20kl
& 3.00 6.00 4.00 8.00 4.00
n 31688 5760 .31 4007 6966
Teblieay 12: Wailaure vropnas deg sxampless I &5
Valeurs propres Tt
Exemple v & —
it 2 <) 4 3 6 y. 8
1. MEDICAMENTS- 1.00 | 1.3720s2.94
SEXE
2. TENSION-SEXE 051 [ORF73HROINE 2 | 188 1 2. 194154 .32
3. CONDITION- 0. 45510 745, 1l +36 1| "2 356

GENRE DE FUMEUR
. TENSION-GENRE 0.20 |0.4210.47 | 0.69 {0.92|1.2013.65|5.36
DE FUMEUR
5. GENRE DE 0)c P2 BRI )
BOISSON-NOMBRE
DE CONSOM-
MATIONS

=

r

1870 358
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Tableau 14:

S e

Distribution de fréquence des coefficients de
variation dans chaque, case, exemples 1 a 5

Intervalles du coefficient

Moyenne

Taille de

Exemple de variation 13 .
[0_5] T [5_10:[ ! [10_20] (20+ (cv) 1'échantillon
1. MEDICAMENTS- 100% = - - 37 31,688
SEXE
2. TENSION-SEXE 147 437 297 147 il 5,760
3. CONDITION- - 577 v 447 237 1,731
GENRE DE FUMEUR
4. TENSION-GENRE - 607 407 - 107 4,007
DE FUMEUR
5. GENRE DE 567 337 - 117 77 6,966
BOISSON-NOMBRE
DE CONSOM-
MATIONS
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