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ABSTRACT 

This paper investigates the use of various estimators for measuring change. Two ratio 

type estimators and a simple estimator of change are considered and their variances are 

compared. Situations where the use of ratio type estimators is prefered over the use of the 

simple estimator of trend are presented. The analysis is based on the relationship among 
various correlation coefficients. 





0. Introduction 

Dans ce document nous exarninons l'utilisation d'estimateurs type quotient pour mesurer 
les tendances. Plusieurs estimateurs sont proposes (voir la section 2) et leurs variances 

sont comparées (voir Ia section 3). Des conditions pour que la variance des estimateurs 
type quotient pour rnesurer les tendances (formule (4) - (5)) soit inférieure a [a variance 

de l'estimateur simple pour mesurer les tendances se trouvent également dans la 
section 3. Ces conditions sont ensuite exprimées en termes de coefficients de 

correlation de la variable a estirner et de Ia variable auxilière, a ['occasion t et a deux 

occasions consécutives (voir La formule (9)). Si le coefficient de correlation de la 

variable a estimer et de la variable auxilière calculé a ['occasion t est notamment plus 

grand que le coefficient de correlation de ces variables a deux occasions consécutives, 

l'estimateur par le quotient est préférable a ltestimateur simple. Ce résultat est 

présertté I la section 5 1 l'aide d'un exemple. Nous démontrons aussi que [a condition 

obligeant la variance de l'estimateur type quotient pour les tendances I être inférieure 

I [a variance de l'estimateur simple est plus restrictive que La condition correspondante 
pour l'estimation des niveaux. L'exemple 1 illustre cette difference. 

Pour faciliter les ealculs et l'interprétation, nous avons fait des hypotheses de 

symmétrie et de stabilité des estimateurs dans Le temps (voir [a section 4). 

1. L'estimateur par le quotient 

Soit y Ia caractéristique a estimer et x une caractéristique connue. On suppose que le 

coefficient de correlation jo 	 est strictement positif.XIY  

Si Y est un estimateur de y et X est estimateur de x, on définit l'estimateur par le 

quotient Y Q  par Ia forrnule: 

ç; (1) 
Q 	x 

Dans [a formule (1), X est égale a l'espérance de X, c.I.d. X = EX. 

Un résultat classique nous dit que [a variance de Y Q  est plus petite que la variance 

de V si et seulement si: 

1 c.v.X 

	

X,Y 	c.v.Y 
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Dans la forrnule (2), c.v.X est le coefficient de variation de X et c.v.Y est le 

coefficient de variation de V. Le résultat classique mentionné ci-dessus peut être écrit 

de façon abrégée: 

Var YQ  < Var V 	ssi 	> k 
x,Y 

Pour une justification de ce résultat, voir [1 1 p. 157. 

Estimateurs du changement (tendance) 

Soit rnaintenant V(t) un estimateur de Ia caractéristique y a l'occasion t et soit 

Y(t) = EY(t), t = 0, 1, 2.....On cherche a estimer le changement 

AY = Y(t) - Y(t-1), entre deux occasions consécutives, t > 1. Naturellement, le 

premier estimateur a considérer est l'estimateur "simple", défini par [a formule: 

	

AY = V(t) - Y(t-1) 
	

(3) 

Mous avons aussi considéré deux estimateurs de type quotient, AY Q  et a Y 	définis 

comme suit: 

Y Q  - YQ (t) - Y Q (t_l) 	 (4) 

	

= V(t) - Y(t-1) [X(t) - X(t-1)J 	(5) 
X(t) - X(t-1) 

oU Y0 (t) provient de Ia forrnule (1). 

Comparaison des variances 

Pour faciliter les calculs, nous faisons l'hypothèse suivante: 

	

LL1 - Y(t-1) = R 	 (6) X(t) - X(t-1) 

En appliquant la formule de Taylor a La fonction de deux variables f(x,y) = I au point 

(X(t), Y(t)) et en négligeant les dérivées de degré supérieur a 1, on obtient (voir aussi 

(2.41) de [1]): 

Y Q (t) I Y(t) - R X(t) + Y(t) 
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Puisque Y(t) est un paramitre pour tout t > 0, 

Var AYQ 	Var 	Var {Y(t) - Y(t-1) - R[X(t) - X(t-1)11 . 	 (7) 

Done, comme a La formule (2): 

Var AY Q  < Var AY ssi: 
a 

1 c.v.AX (8) 2 

Cette formule est équivalente a La formule suivante: 

Coy (Y(t) - Y(t-1), X(t) - X(t-1)J > R/2 Var (X(t) - X(t-l)j  

Vu que Ia covariance est une fonetion bilinéaire, la formule (8') se prète mieux a des 

manipulations algébriques. 

4. Comparaison des formules (2) et (8) 

On se pose maintenant la question suivante: si, pour toute valeur de t, t > 0, 

VarY Q (t) < Var Y(t),est-ee-queVar [YQ (t) - YQ (t_1)] < Var [Y(t) - Y(t-1)1 ? 

La réponse semble étre negative. Ceci s'interprête comme suit. Quoique l'estimateur 

par le quotient YQ (t) alt une variance plus petite que l'estimateur "simple" Y(t) pour Ia 

mesure du niveau a tout instant t, ii se peut que l'estimateur simple soit préférable a 
L'estimateur par le quotient pour mesurer les tendances. 

Pour simplifier l'étude, nous faisons maintenant des hypotheses de symmétrie et de 

stabilité dans le temps. Supposons done que, pour t > 1, Var X(t) = Var X(t-1), 

- 	0 -  Var Y(t) = Var Y(t-1), °X(t),(t) = 	> 0, 
X,Y 	X(t),Y(t-1) = X(t-1),Y(t) = 

(t s t1). 

Notons o- 	- 	= 0''t,t-l) > 0. 
X(t),X(t-1) 	X I' 

11 est raisonable de supposer que: 

o- 	(t,t-1) < min {D 	_, 0(t,t-1)} 
x,Y 	X,Y 	X 
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De La formule (8'), on en déduit: 

Var 0Q  < Var àY ssi: 

k + p.. ..(t,t-1) - k o(t,t-1)  
x,Y 	x,Y 	x 

Urie comparaison avec Ia formule (2) indique que l'inégalité (9) est plus restrictive que 

(2)ssio 	"(t,t-l) - k 6-(t,t-1) > 0. 

En effet, l'exemple suivant présente une telle situation. 

Exemple 1 

	

Soit k = 0.5, p 	= 0.51, p.-(t,t-1) = 0.95, 	.-(t,t-l) = 0.5. 	Puisque 

0.51 ' 0.5, Var YQ (t) < Var Y(t) a La suite de(2). Par contre, le terme a 
droite de l'inégalité (9) est égal a 0.525 et done (9) n'est pas satisfaite. Ii s'en suit 

que Var àY Q > Var àY. 

5. Une condition suffisante pour gue (9) soit vrai 

Ii n'est pas facile de comparer (9) et (2). 11 est clair, par exernple, que si La valeur de 

o ç est très grande par rapport a La valeur de o-(t,t-1), ii est préférable d'utiliser 

AY Q  it La place de àY. Pourtant, ceci n'est pas le cas en pratique. La condition a suivre 

permet d'explorer des situations plus réalistes. Vu que P(t,t_1) . o (t,t-1), ii 
suffit de verifier: 

' k - k 	. 	(t,t-1) + .. .(t,t-1) 	 (10) 
x,Y 	x,Y 	x,Y 

pour conclure que (9) est satisfaite. 

Soita = 0- -(t,t-1) / p- . < 1 
x,Y 	 x,Y 

Alors (10) devient: 

	

k 	 (10') 
x ,Y 

Pour un k fixe, 1 + ka - a est une fonction décroissante de a (de (2) ii s'en suit que 

k < 1), done 	k 	est une fonctiort croissante et son maximum de 1 est atteint 
1 + ka - a 
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Exemple 2. 

Soit k = 0.5, 	= 0.6. 	Le quotient a droite de l'inégalité (10') est égal a 
0.714.... 

Si o- - = 0.72 et - 	( t,t-1) = 0.43, alors (10 1 ), et donc (9), est satisfaite. Par 

la suite, Var AY Q  <Var A Y. 

6. Conclusion 

Pour decider si l'emploi de l'estimateur (4) (ou (5)) est justifié pour mesurer les 

tendances, ii s'en suit qu'iI est nécessaire de comparer les coefficients de 

correlation o(t,t-1) et ox(t,t_l) a l'aide de la formule (9). Etant donné 

que La difference entre les formules (9) et (10) est minimale, on peut réduire cette 

comparaison a La verification de La forrnule (10) (ou (101). 

On suggère de calculer les valeurs de P - x 	x et o- -(t,t-1) en se basant sur des données 
,Y 	,Y 

observées. 	Par La suite, si la formuLe (10 1) est satisfaite, on suggère d'utiliser 

L'estimateur définit par Ia formule (4) (ou (5)). 	Sinon, ii est préférable d'utiliser 

L'estimateur donné par La formule (3) pour mesurer les tendances. 
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