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Estimation for smail domains: theory and practice at Statistics Canada

In recent years, the demand for smali area statistics has greatly increased. This is due, among
other factors, to their growing use in formuiating policies and programs, in the ailocation of
government funds, and in regional pianning. When these data are produced using a complete
census of the population of interest there are no problems. However, quite often, these data are
to be derived from a sample survey not conceived to these ends, resulting in estimation problems.
if there exists administrative data that are highly correlated with the data of interest for the smail
domains (areas) then there are several estimation procedures that can be used. These methods
will be discussed in this paper.

The production of small area statistics using direct estimation from existing sample surveys is
not a practicai option for meeting the full range of smail area data demands. Furthermore, the
resuiting estimates are conditionally biased if these are estimates of totals and the resuiting
variance will be high if there are few observations in the small domain. In order to remedy these
problems, other estimators must be developed that take into account other small domains in the
population. These estimators are based on models which use the auxiliary information availabie
on administrative data bases or censuses. The range of methods investigated in this paper include
the following: synthetic estimation, post-stratification, sample dependent methods and regression.
The evaluation of these methods in terms of bias, variance and mean square error is reported
using a large Monte-Carlo simulation on business derived data.

The preceding methods are only valid at a given time point. However, large organisations such
as Statistics Canada carry out periodic surveys such as the Labour Force Survey, for exampie.
it is then possible to develop estimators which use this time dimension. Such procedures are
superior to those that do not use the information available through time.
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ESTIMATION POUR LES PETITS DOMAINES:
THEORIE ET PRATIQUE A STATISTIQUE CANADA
M.A. Hidiroglou, Statistique Canada

1. INTRODUCTION

Au cours des derniéres années, la demande de données sur les petits domaines s'est fortement
accrue. Cette augmentation s'explique par I'utilité de ces données dans |'élaboration de politiques
et de programmes gouvernementaux, dans |'allocation de divers fonds, et dans la planification
régionale. Afin de satisfaire a ces nouvelles demandes, plusieurs agences de statistique nationales
et régionales, dont Statistique Canada, ont introduit des programmes visant a produire des
estimations pour les petits domaines. Lorsque ces données sont produites & partir d'un
recensement complet de la population, il n'y a évidemment aucun probléme d'estimation. Trés
souvent cependant, les données disponibles ont été recueillies a partir d'un sondage inapte a
produire ce genre d'estimations. Néanmoins, s'il existe des données administratives incorporant
des informations sur les petits domaines et qui sont fortement corrélées avec les caractéristiques
faisant I'objet de I'estimation, alors il existe plusieurs méthodes pour produire des estimations

convenables pour ces domaines. L'exposé qui suit décrira quelques unes de ces méthodes.

Il est bien sQr possible de produire, des données pour les petits domaines en se servant de
I'estimateur direct, c'est-a-dire en utilisant les poids de I'échantillon. Cependant, cet estimateur
n'est pas sans inconvénients. Premiérement, s'il s'agit d'estimer des totaux, il est
conditionnellement biaisé, c'est-a-dire, son espérance pour les échantillons de méme taille que
celle réalisée ne donne pas ia valeur attendue. Deuxiémement, lorsque le petit domaine ne
renferme que peu d'unités, la variance sera trés élevée. Afin de remédier & ces problémes, il est
nécessaire d'élaborer des estimateurs qui tiennent compte des autres petits domaines dans la
population. Ces estimateurs sont construits en se servant de modeles qui lient les données
d'enquéte aux données auxiliaires provenant de banques de données administratives ou de
recensements. La gamme de méthodes étudiées a Statistique Canada inclut les suivantes:
['estimation synthétique, I'estimation par le quotient (effectué par post-strates), les méthodes
d'estimation qui dépendent de la taille réalisée de I'échantillon dans le petit domaine, et les
méthodes de régression. Une évaluation de ces méthodes en fonction de leurs biais, leurs
variances et leurs erreurs quadratiques moyennes a été effectuée a partir d'une simulation utilisant

des données tirées d'une enquéte auprés des entreprises.

Cette simulation a été effectuée avec des données provenant d'une enquéte ponctuelle.
Cependant, des organisations telles que Statistique Canada meénent des enquétes annuelles, voire
mensuelles, dont I'Enquéte sur la population active. Il est alors possible d’'élaborer des
estimateurs qui utilisent I'information supplémentaire que I'on peut retrouver dans une seérie

chronologique, et ainsi améliorer davantage les estimations pour les petits domaines.
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2. ESTIMATEURS SIMPLES

Soit une population U= {1..... k.....N}. divisée en D petits domaines U,, U,....U;. Ces

el
domaines sont exhaustifs et disjoints. C'est-a-dire, y-= U U, et Uy NU, =0 si d;=d, . Nous
i 1 -
dei

L

désirons obtenir une estimation pour le total (ou la moyenne) d'une variable cible dans chacun
de ces domaines. Nous supposons que la taille, (N,), de chacun des domaines U, est connue.
Nous supposons aussi qu'on peut subdiviser cette population selon un autre critere de
classification, en G groupes U,,U,,...,.U,, exhaustifs et disjoints. Normalement, ces groupes sont
des post-strates. Ces deux divisions repartissent la population en DG cellules

Uy (d= 1,..., D: g= 1....G), dont nous supposons la taille (Nyg), connue.

La taille de la population (N) peut alors s’exprimer par

N £ N, = £ Ny, - (2.1)

dey delgwl
Soit maintenant I'échantillon "s*, de taille n, tiré de la population U avec probabilite p(s). ou
P(kes)=n,>0 © P(kes et les) = x>0 Pour tous les ke . L'échantillon s se subdivise

en s=sNu,et E N Bl - Les tailles respectives de I'échantilion dans s, et s, sont n, et

n,;. Nous voulons estimer le total (ou la moyenne)

¥, & Bl
o (2.2)
(—Yd = Yd/Nd)

Par la suite, nous indiquerons les sommes du genre Eu’v“ par EY"
keU, o
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2.1 Le cas ou des données auxiliaires n'existent pas

L'estimateur le plus simple de Y, est I'estimateur direct,

Yaorn= Lagvi/ny - (2.3)

Cet estimateur est inconditionnellement sans biais pour n'importe quel plan d’échantillonage. Dans
le cas d'un échantillon aléatoire simple, on peut démontrer que le biais et la variance

conditionnels sont
biaisc( ?dDIR) = [(N/n) nd-Nd] }—’a'
et

Vo(Pupse) = (Nng/n)?(1/n4-1/Nyp) S§, @44

oun, estlatailedes, et 3 e¢ si, sont, respectivement, la moyenne et la variance de y pour
L

le domaine U,. Nous notons que le biais conditionnel est prés de 0 si n, est pres de son
espérance nN, /N. Cependant, on peut difficilement justifier un intervalle de confiance conditionnel

pour un tel estimateur.

L'estimateur synthétique simple de Y, est

Pasrmsc(l) = Ny 7, (2.5)

ou y_= (Ey/n,)/(E,1/%,) - "C"indique que I'on se sert des tailles connues N, de la

population. Cet estimateur est biaisé sauf si:

Hypothése 1. 3 =%, , d=1,...,D

ou y, estlamoyenne pour la population U. Cette hypothése est décrite par le modéle suivant

Yy = e, , k=1,...,N (2.6)
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ou E(e,) =0, E(e})=0? et E(eey) =0, kej L'estimateur des moindres carrés de ,

pour ce modeéle est h= 2 I Etant donné que

Yd= Zs, yk’EU,-s, Yk
et que le meilleur prédicteur sans biais (MPSB) de y, est p=y, (Holt et coll. 1979), nous avons:
Pasrc(2) =L, ¥u + Ly,a, I

Sy .};’d + (Nd’nd) ?, (27)
Nd 71 * Ny (;’a,-y") 0

Le biais conditionnel de y, . .(2) est:

biaig(Yasywc(2))=(Ng=n1g) &u';u,)

Il est & noter que est préférable a est égal a Y, lorsque

Pasvwrc(2) Losinrc () 3 Fysnuel2)

n, = Ny, alors que Pusryc(1) D€ I'est pas.

Dans le cas ou !'estimation synthétique s'effectue indépendamment pour chacun des

groupes g, I'estimation est sans biais si:
Hypothése 2. ;,Ua': ;,U“ , e ty. ..ae (2.8)

ou 7% est la moyenne des N, unités de la population qui appartiennent au petit domaine d

et au groupe g, 7::, = 20' Yo/N g i N = fj Ny, Un estimateur synthétique est obtenu en
’ 1 d=1
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remplacant la moyenne ,7% = ():,_ v/ ®,)/ (E,ﬁ 1/n,) Qui figure dans I'estimateur

?

dPOSG/C

- £, V., (Mg > 0 pourtous les g) (29)
ge!

par la moyenne y, = (L, y,/n)/(E, 1/m,):

Yok iathl b = £1 Ny Vo - (2.10)
g= &

Le modele sous-jacent est

Vi = Bgte, S1 keUy (2.11)
ou E(e,) =0, E(e}) = o} et E(e.e,) =0, krj . Comme auparavant, nous avons que
Yd = Eg (zs~ Y * )—"‘U,,-.s~ yk'

et que le MPSB de y, est p,=v, .ce qui méne a I'estimateur
g

Pagvmasc(2) = {{z.,, ¥k o

g'-‘l
= gg{ng Ve ,* Oug Vo, Taytl:

Usg~ %oy 4 “}

(2.12)

2.2 Le cas oU il existe une variable auxiliaire

S'il existe une variable auxiliaire x pour chacun des éléments de ia population U et qu'elle

ait une correlation non triviale avec la variable y, nous pouvons en profiter pour améliorer nos
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estimations. Nous supposons alors que le rapport Ry = ;u/;u ne dépend pas du domaine.
d a

c'est-a-dire,

H th ! Rudé R=¥,/%y d=,... D (2.13)
Un estimateur synthétique pour Y, est
B s (30 = X103 /4 (2.14)

ou “R" est utilisé pour montrer que |'on sert de X,, le total (connu) de la variable x pour le petit
domaine d. Le modele sous-jacent est

V= BXyre, (2.15)

ol E(e,) = 0. E(8°) = o2 X% et E(e,g) = 0 pour k»; . etle meilleur “predicteur” sans biais

(MPSB)

OPdsYN/R(z) 2N Yt (Ng Xy, 04 X, )Y /X,

5 v T e (2.16)
= Xd (ys/xs) +nd(y,d-x,‘y,/x,)

L'estimateur ¢, (2) estégalaY, lorsquen, = N,

On peut aisément généraliser cet estimateur pour le cas ou I'hypothése 3 s'applique aux

groupes g. c'est-a-dire, Ru_é R = ,—,U'/;U" ,d=1,...D, ou Ry, = ,—,U‘/}U_ :
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3. ESTIMATEURS COMPLEXES

3.1 Un estimateur de régression qui corrige le biais

Plusieurs méthodes d'estimation pour les petits domaines reposent sur des méthodes de
régression. Pour ces cas, nous avons un vecteur x de variables auxiliaires observées pour toutes
les unités de la population U. Il s'agit donc d'élaborer des modéles linéaires reliant ia variable

cible y, observée pour I'échantillon s, & x, un vecteur de dimension p. Un modele de ce genre,

qu'on représente ici par ¢ , suppose que Y, ¥;,.... Yy Sont indépendants et que

Eg(y,J=XJ,ﬂ ; Vg(yk)=0)2( : (31)
L'estimateur pondéré de g=(p,, ..., B,/ est
B, (L, (x,x/,) /03] L, (x,y,/0%) - (3.2)

Pour le plan de sondage décrit au début de |a section 2, un estimateur de g, est

B,= (L,(xx,) /oin,] " L, (x,y,/0ix,) - (3.3)

Hypothésed4. p : g, .d=1..D (3.49)

Sil'on admet le méme modéle (3.1) pour les petits domaines s,, un estimateur synthétique
de U, est

Pasw= Lo, 9= Ly & B,) - (3.5)

Le biais inconditionnel de cet estimateur est



&

biaisr( ?dSYN) = I:U‘,(xlk BL’-yk"‘

et son biais conditionnel (c'est-a-dire, pour les échantilions de taille n,) est

biais. {Pysp) = Ly (2 Bo-yi)

ou

b e

Cette expression du biais conditionnel est donnée dans Sarndal et Hidiroglou (1989). L'opération
espérance conditionnelle E.(.) s'effectue sur le sous-ensemble de tous les échantilions s pour
lesquels la taille n, de s, est la méme que la taille de I'échantilion réalisée. Ce principe ne
s'applique que dans le cas d'un échantillon aléatoire simple.

Afin de corriger le biais inconditionnel, Sarndal (1984) a proposé |'estimateur suivant

Pl L, 9wL,re/n, (3.7)

oU g,= y,-p, 6stlerésidu. Quoique cet estimateur corrige le biais de I'estimateur synthétique

Piery -« I OSt conditionnellement biaisé. Hidiroglou et Sarndal (1985) ont proposé une version

conditionnellement sans biais de cet estimateur, donnée par

Pams= Lo, 91:*%’ L, e/m, (3.8)
4

ou f,= qu 1/x) - Cet estimateur posséde plusieurs avantages par rapport au précédent.

Premiérement, a une variance plus petite que 2 e  CAr il tient compte du rapport entre

Pas

la taille de la population N, et de son estimateur g, . Deuxiémement, est

P arms



-9-

conditionnellement sans biais, alors que P NE I'est pas. Finalement, lorsque n, = N, et que

I'échantillon est un échantillon aléatoire simple, est égal a Y,. Dans le cas ou n, est trés

P srn
petit (5 unités ou moins), la variance du terme de correction pour (Na/&a ) ZS e/m, pourrait

étre élevée. Ceci peut nous mener a des situations inacceptables, a savoir, des estimations
négatives pour un petit domaine alors que celles-ci devraient étre positives. Afin d'éviter une telle

éventualité, Sarndal et Hidiroglou (1989) ont proposé d'atténuer le terme de correction lorsque

8, < N, - Ceci nous donne I'estimateur atténué (ARE):

ﬁ A-1
Purns™ Lo, p,;(f) S (3.9)
d

avec

A=0 si Rz Ny
=h 81 Ny<N,

)

ou h est une constante positive. Une valeur de h=2 semblerait étre adéquate. Cet estimateur est
conditionnellement sans biais si £, > N, . sinon il est conditionnellement biaisé. Son biais est
alors

biais (fyp) = [1-(H/N)) Iy (y,-X',B,) - (3.10)

?...s ressemble beaucoup a ¢ , Ce qui nous méne & nous servir de la variance estimée

de ce dernier pour construire des intervalles de confiance pour Cette variance

?d.uu"

conditionnelle estimée est donnée par:

( ek-gl,) ( el '-e—")

v(ym>=(i’s)* A

ﬁd kel ssy, TR,

ol e, (L, e/my) / (K, 1/m) (3.11)

1-n, si 1=k
et A, = )
1-m,%,;/%,, Si l+k.
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3.2 Un estimateur de régression avec erreur emboitée

Nous avons supposé dans le modeéle (3.1) que les erreurs ¢, =y, -x/,p etaient

indépendantes. Cependant, il est souvent raisonnable de supposer que les erreurs sont
indépendantes si elles proviennent de domaines différents, mais dépendantes a l'intérieur de
chaque domaine. Ce modéle a été proposé par Battese, Harter et Fuller (1988) pour estimer le
rendement moyen de certains produits agricoles dans des comtés (petits domaines) de I'lowa,
en reliant des données du satellite Landsat a des données de sondage. Leur modéle, représenté

ici par qn est
Vo b+t (312

OU X/ = (Xgps+ -+ Xap) « Ug= Vy+@y pour kes - Les erreurs vy (d=1,2,...,p) sont

indépendantes et a distribution normale avec moyenne 0 et variance o2 . En plus, elles sont

Indépendantes des erreurs e, (k=1, 2, ..., ny). qQui sont aussi indépendantes et a distribution

normale, avec moyenne 0 et variance o2 . Ceci entraine ia structure de covariance suivante pour

les erreurs u,,

2

E, (ugl,,) = oysay d=r , k=g
s of d=r , k#*q (3.13)
=0 dsr

Si nous posons Xg,=1 et B =a, ce modeéle donnera des ordonnées a l'origine

aléatoires, a savoir, les variables a,sa+v, - La moyenne estimée pour le petit domaine d pour

le modéle (3.12) est

Ya,f fa,p‘ Vd"-eu, (3.14)
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ou Xy, | 9t le vecteur des moyennes (connues) de x,, et ou on suppose N, assez grand pour

que g, - N L, e,: 0 Nous constatons que le premier terme de (3.14) est |'estimateur
a d ¥

synthétique et que v, apporte une correction du biais & celui-ci.

Yaern= Yagvn/ Ny

Si les variances o2 er g2 sont connues,
B, (X'ViD - (XVy) (3.15)

ou x= co‘zlsdso co‘zlsksn, (xldk) ; y= COllsds.D co‘llsksn,(ydk) i
V =diag (V,...Vp)avec v, o} 1, +021, 1/, €St I'estimateur généralisé des moindres carrés
d d ¢

de p - 1, estune matrice identité d'ordre n, et 3 est un vecteur de longueur n, dont
d

d

les éléments sont des "1".

Si toutes les erreurs u, (k=1, 2, ..., ny) étaient connues, alors le meilleur "prédicteur” de

v, serait I'espérance conditionnelle de v,, étant donné la moyenne u, de I'échantillon, ou
o

a, = n3t ):u Up €t Ugy=yu,-X,Bp - Puisque v, et 7, suivent une distribution bivariée

LH ¢

normale avec moyenne (0.0) et matrice de covariance
&ray |
o, olenge;

I'espérance de v, étant donné 7, , est

d
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E(v,[G,) = T,, Ya (3.16)

ol vy, = ol(ol+ns'ol) * - La variance du meilleur “predicteur” est o2 (1-y,) (Battese, Harter

et Fuller, 1988). Donc un “prédicteur” possible pour v, est

vd: a" Yq (317)

ol g, ="' 8 fgr-w il SRl dolumoyRing Y, oM

g

Vav= oXoBur 9 (3.18)
o PU,’N¢Yd(;td-P:,aN) 2

Ceci implique que I'estimateur du total y, est
a

Y= z:u, Fa*Ya Ny (73,’P-,pu)
r Eu,, YatYa Na Egd(ydk'xl:,au) /84 (3.19)

= EUd ydk+Yd %q EJG(de-xJ'da")/(n/N)
d

ou g.=x,B, - }t‘ (x,) est le vecteur de moyennes (totaux) de x, basées sur
I'échantilion s, et p}d=ﬁnd . On constate que cet estimateur est exactement l'estimateur ¢
n

(3.8) si y,=1 et si I'échantilion est un échantillon aléatoire simple. Nous notons que y =1

implique o3 , et donc la variabilité des ordonnées a I'origine aléatoires o, est grande. Par
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contre. y_=0 implique 4229 ., et on obtient I'estimateur synthétique Rl | i'hypothese 4,
B,= B, est donc satisfaite dans ce cas. Remarquons que 7, est le meilleyr "prédicteur”
o
sans biais (MPSB) pour Yy, et qu'il est équivalent a Yoluros et (1Y) Paayw ou 0 < vy <1
Quoique Wt soit conditionnellement biaisé, son erreur quadratique moyenne est inférieure a

cellede ¢,,..

Puisqu'on ne connait pas les vraies valeurs de o2 ez ¢2 ., on doit les estimer. Des

estimateurs sans biais de o2 et o2 sont

3= (n-p-p) ! §Z &% (3.20)
k

= 8i= ni' (LT 04 (n-p) 8l (3.21)
k

OU n,= n-tri(x'n f n} ;s.,;,u] .Les {g,} sontles résidus de la régression ordinaire de
de1

Yo« Surx,, . Ces valeurs estimées sont substituées dans I'expression (3.19) et I'estimateur qui en

résulte est dénoté par 7, .

3.3 Un estimateur de régression empirique de Bayes

Nous pouvons étendre I'hypothése 1 au modéle de régression en supposant que

Hypothese S. Yo, XyB , d=1,...,D (3.22)
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y est modelé en fonction de x/  en supposant le modele simple 3 - ¥, p.e, OU
s B, Sq () d

o

E(ey) =0 €l g(ed) =0 . L'estimateur synthétique de régression est

Parec™ Ny ;Iud B
= L, (xB)

ou
£ (FI7 %y

avec X= col,q4,(Xy) € y= col, 4 (¥,)

Fay et Herriot (1979) introduisent un terme aléatoire dans le modeéle (3.22) en supposant

que y, = ;lu,p‘”’d et que les v, sont indépendants avec moyenne zéro et variance “A*. Ce

modeéle ressemble beaucoup a celui de Battese, Harter et Fuller (1988) Nous n'avons qu'a revoir

I'équation (3.14) pour noter que ces deux modeéles, I'un au niveau des unités et I'autre au niveau

de moyennes connues, considerent les moyennes v des petits domaines comme des valeurs
Yo,

aléatoires. Nous combinons ce modeéle avec celui ou on tient compte de |'erreur de I'échantilion,

c'est-a-dire, ) V- La moyenne de e est zéro et sa variance est
d

e %4 3y
F,s sg/nd , ol sg‘ est la variance des y au niveau de la population U,. Si on ne connait pas

cette variance, on |'estime & partir de I'échantillon. Pour résumer, nous avons la situation suivante

Vs, Vo, t8s, €t ¥y = Xy B+v, (3.23)

oU o= (8, ... ,E,p)’ et v= (v,....,v,) / sont indépendants et avec distributions N( 0, F)

et

N(0, Al), respectivement, ou F = diag( F,,....,F;). Nous devons donc estimer g et "A" a partir
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des données. Avec les hypothéses ci-dessus, |'estimateur général de moindres carrés pour Vo

est:

.VL.IA: PU.: Bga

ol P& txva] XV i avecV = diag ( A+F,,...,A+F;). Pour "A" connu, nous avons

Fay et Herriot (1979) résolvent (3.24) en faisant disparaitre I'espérance. C'est-a-dire

(Fo.-yo,)?
e L AL A (3.25)
d  A*+F,

est résolu de fagon itérative pour A'. L'estimateur empirique de Bayes pour V., est
d

A* = 4 .,
Vgt ¥
AWEL G A (3.26)

= ?0, axs’ A‘A;-F (;’s,';lu,, BEB)
a

?du =

Notons que cet estimateur ressemble beaucoup & celui de Battese, Harter et Fuller (1988). Si

A*-0 On se rapproche de |'estimateur synthétique x’, B, . tandis que si p~0 ON se
d

rapproche de I'estimateur direct ;,,‘ .ou Ys,"Yaom/Na



3.4 Résultats d'une étude empirique

Afin d'étudier les propriétés des estimateurs décrits dans les sections précedentes, nous
avons entrepris une simulation. La province de [a Nouvelle-Ecosse a été choisie comme univers.
La population comprenait N = 1,678 unités (déclarations d'imp4t sur le revenu pour des
entreprises non constituées en société) . La variable analysée étaient le montant des salaires et
traitements (y) des salariés. Nous avons utilisé une seule variable auxiliaire, le revenu brut de

l'entreprise (x). Les valeurs de x.,..., X, étaient connues.

La population a été repartie en domaines selon 4 secteurs d'activité économique et 18
regions. Les secteurs d'activité économiques étaient: le commerce de detail (515 unités), le
batiment et les travaux pubiics (496 unités), I'hébergement (114 unités), les autres activités
économiques constituant le quatrieme secteur (553 unités). Les valeurs des coefficients de
corrélation entre les salaires et les traitements d'une part, et le revenu brut d'entreprise, d'autre
part, étaient 0.42 pour le commerce de détaii, 0.64 pour le batiment, 0.78 pour I'hébergement et
0.61 pour les autres activites économiques. On a obtenu 70 domaines sur 72 (2 ne comprenaient
aucune unité). Pour chacun des 70 domaines, on doit estimer un total Y, pour chaque échantilion
prélevé. Pour la simulation de Monte Carlo, 500 échantillons aléatoires simpies de n = 419 unités
chacun ont été tirés de la population de N = 1,678 unités. Ceci correspond a un taux
d'échantillonnage de 25%. Les unités sélectionnées ont été classées selon le secteur d'activite
économique et |a division de recensement (région). La population aurait pu étre subdivisée selon
une deuxiéme variable, par exemple la tranche de revenu. Pour de cette étude, cependant on a
supposé gque toutes les entreprises étaient comprises dans une seule tranche de revenu (G=1).
Nous avons étudié deux versions principales des estimateurs. La premiere dépend du nombre
d'unités n,, de I'échantillon s qui se situent dans le domaine d et le groupe g. Cette version

(ESTG/C) se traduit par le modele suivant: E (y,) = B, el v (y,) = o} pourgs= 1,2,...G. La

deuxiéme dépend de |'estimation s - ou la somme porte sur les unités de |'échantillon qui

sont dans le domaine d et le groupe g. Cette version (ESTG/R) suit le modeéle suivant:

Eg(yy) = By X, et Ve (¥ =o§ x, Pbourg= 1.2.....G. Le nombre d’entreprises N,, et les totaux

des données auxiliaires sont connus pour chague domaine U, . Ces modeles ont eté appliqués

séparément pour chaque secteur industriel. Pour I'estimateur de régression avec erreur emboitée

et I'estimateur de régression empirique de Bayes, il faut diviser les données par Vi afin

d'obtenir un estimateur par quotient (EST/R).
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Tableau 1. Biais Relatif Absolu (BRA) Moyen
avec un seul groupe (G=1)

b e mE B e = s e = eyt S e N = e = I =TI -

= S— Secteur d’activité économique

Estimateur  Commerce BTP Hébergement Autre
de Détail
DIR .023 .020 .036 .027
POS1/C .085 .054 .265 .032
POS1/R .108 .050 .270 .050
SYN1/C 207 173 584 337
SYN1/R 324 157 414 264
ARE1/R (h=2) 091 047 243 078
N1/R .203 .084 .263 147
EB1/R 176 116 380 212

Tableau 2. Efticacité Relative (ER) Moyenne
avec un seul groupe (G=1)

Secteur d’activité économique

Estimateur  Commerce BTP Hébergement Autre
de Détail
DIR 1.00 1.00 1.00 1.00
POS1/C 1.34 1.38 1.29 1.18
POS1/R 1.24 1.86 1.86 1.64
SYN1/C 1.88 1.46 2.07 1.71
SYN1/R 2.27 2.92 3.26 2.04
ARE1/R (h=2) 1.80 2.10 2.38 1.78
N1/R 2.08 2.38 2.56 2.39
EB/R 1.95 1.97 2.55 1.54

* C/R indique que le nombre d’entreprises / le revenu brut des entreprises pour chaque

petite région est censé étre connu.
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Les propriétés inconditionnelles et conditionnelles de ces estimateurs ont eté caiculées

pour chaque secteur d’'activité économique.

Examinons en premier les propriétés inconditionnelles de ces estimateurs pour un seul
groupe, c'est-a-dire, G=1: |e biais relatif absolu (BRA) et I'efficacité relative (ER) moyenne. Les

résultats sont présentés aux tableaux 1 et 2.

Le biais relatif absolu (BRA) est donné par

_ a. (r) A
BRA( P = it dé | jﬁj (/¥ ~1) |

ou D est le nombre de petites régions. D est égal a 18 pour tous les secteurs, sauf pour

I'hébergement, ol il est égal a4 16.  y{z) est la valeur obtenue pour |'estimateur EST lors de
9 YdEST

la r-ieme itération.

L'efficacité relative moyenne est donnée par

ER(9per)
ou EOM( 2,s;)

"

{EOM( 2,,.) / EOM( Lo P72,

1. (L) _ 2
S00D f‘; iﬁ: (Pagsr=Ya)

Les estimateurs sont classés par ordre de grandeur du biais relatif absolu, a savoir: DIR,
ARE1/R, POS1/C, POS1/R, N1/R, EB1/R. SYN1/R et SYN1/C.

Par contre, tous les estimateurs sont plus efficaces que DIR. Tel que prévu théoriquement,
I'estimateur synthétique SYN1/R est supérieur aux autres, car I'estimateur synthétique a la plus
petite variance. Lorsque son biais est faible pour chacun des petits domaines, il a la plus petite
erreur quadratique moyenne. Les estimateurs qui se servent de la variable auxiliaire x, (POS1/R
et SYN1/R) sont en général plus efficaces que ceux qui suppose que la taille N, de la population
est connue (POS1/C et SYN1/C). Ceci est surtout évident pour les secteurs ol la corrélation
entre y et x est forte (I'hébergement). Si on se restreint aux estimateurs du genre ESTG/R, leur
rang (du meilleur ER au pire) est N1/R, ARE1/R, EB1/R et POS1/R. Le N1/R est supérieur aux
autres estimateurs car sa variance est plus petite, quoique sa performance n'est que légerement
supérieure a celle de \'estimateur ARE1/R.

Passons maintenant aux caractéristiques conditionnelles. Nous examinerons le biais relatif

conditionnel et la racine carrée de I'erreur quadratique moyenne conditionnelle. Ici le terme
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“conditionnel” a une signification particuliere. Une réalisation de I"échantillon s fournira n, unites
se situant dans un domaine quelconque U, (petite région et secteur). Pour chacun des domaines
U,. si on se restreint dans nos calculs aux échantillons qui ont la méme taille n,, nos statistiques
dépendront de cette taille et seront dites "conditionnelles”. Les deux statistiques conditionnelles

que nous avons examinées sont le biais relatif conditionnel (BRC)

BRC (V4o = (PiE/ Yym1)

1
R re1

et la racine carrée de l'erreur quadratique moyenne conditionnelle (REQMC)

bl

1/2
REQMC (Pyeep) = {Tl? £ (Rlpir =) 3}

R est le nombre d'échantillons parmi les 500 tirés pour lesquels le nombre d'unités se situant
dans le domaine U, était n,. On présente les résultats pour une seule région et un seule secteur,
le commerce de détail. Pour ce domaine, N, =23 et I'espérance de |a taille de I'échantillon est
23/4 = 5.75. Le graphique 1 présente le comportement du BRC tandis que le graphique 2

présente celui de la REQMC pour quelques estimateurs.

En ce qui concerne le BRC, les résultats empiriques appuient bien la théorie (voir le
graphique 1). Le biais de I'estimateur DIR augmente de fagon linéaire au fur et a mesure qu'on
s'éloigne de la taille espérée E(n,). Le biais de I'estimateur synthétique (SYN1/R) est presque
constant. L'estimateur par le quotient POS1/R est légérement biaisé, quoique dans i'ensemble,
les biais s'annulent. On peut attribuer le biais observé pour les tailles d'échantillon 1.2,9 et 10 au
faible nombre d'observations obtenues (7.25.31 et 10). L'estimateur de régression avec erreur
emboitée, N1/R, a un biais constant égal a environ ia moitié de celui associé a SYN1/R.
L’ estimateur de régression qui corrige le biais, ARE1/R, se comporte tel que prévu. Son biais
conditionnel est sensiblement égal a celui de I'estimateur synthétique SYN1/R pour des
échantillons de taille 1, et se rapproche de zéro au fur et & mesure que 1a taille de I'échantilion

se rapproche de E(n,). Son biais est essentiellement égal a zéro lorsque cette taille est supérieure
a E(ny).



b
i

Nombre d’unités obtenues par échantillon

Graphique 1: Biais Relatif Conditionnel (BRC) pour une région et ie secteur commerce

de détail

Les résultats pour la REQMC sont présentés dans le graphique 2. L'estimateur ayant la plus
faible REQMC est N1/R; celle-ci a une valeur quasi constante, peu importe le nombre n, d'unités
obtenues. Les REQMC de ARE1/R et de SYN1/R se situent légérement au-dessus de la REQMC
de N1/R. La REQMC de DIR est une fonction quadratique de n, et atteint, son minimum a
E(n,)=5.75. La REQMC de cet estimateur est particulierement élevée. L'estimateur par le quotient

POS1/R n'a une faible REQMC que lorsque n, s’approche de son maximum.
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Graphique 2: Racine carrée de I'erreur quadratique moyenne conditionnelle (REQMC)

pour une région et le secteur commerce de détail
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4. ESTIMATEURS TEMPORELS

Dans les sections précédentes, nous avons examiné les méthodes les plus courantes utilisees
pour obtenir des estimations pour les petits domaines. Ces méthodes se servent de données
auxiliaires pour améliorer les estimation provenant d'une enquéte ponctuelle. Cependant, de
nombreuses enquétes menées par des organisations telles gue Statistigue Canada. ont une
caractére continu. On peut alors élaboré des meéthodes qui peuvent tirer profit de I'information

supplémentaire comprise dans une série chronologique.

Choudhry et Hidiroglou (1987) ont examiné le modeéle suivant:

Vo lt) = &y VB » 24w + e4lE) (4.1)

oud=12..D;:;t=12..T,

x/, (t) estunvecteur de données auxiliaires de dimension p pour le petit domaine d au temps
d

t. On suppose que le premier élément de 3 (¢) est égal a 1 pour tous les d et t: ceci

implique une ordonnée a I'origine dans le modele (4.1); z', est un vecteur de dimension D-1, ou

le i-ieme élément de z'y, z,,, est défini par

. g{ i nslele®
ds 0 autrement

Le vecteur g, représente les effets fixes du modéle. On suppose aussi que les erreurs e, (t)
suivent un modele autorégressif,
e (L) = pe, (E-1) + e4(L) (4.2)

ol le coefficient d'autocorrélation , ne dépend ni du domaine ni du temps. Les erreurs

e (t) sont indépendantes et A distribution normale, avec moyenne zéro et variance o2 .

L'ensemble des équations (4.1) et (4.2) nous conduisent au modeéle suivant:



.22.

y=XPp+Zv-e (4.9)

od Y COludwcolutﬂ' ()—,l‘(t)) ’
X = colyyoC0l ey (Xp (2))

¥ qoly s’y @ 1, . VE (21,0080 5

et @ = col  4,c0l; .. rleq(0))

En plus,

E(e) =0, Covie) = (E,®T) =R

ou Y = diag (6}, 63,..., op) et p estune matrice de dimension TxT avec (i,j) -éme

élément y = (1-p2)°t plt-Jl . L'estimateur généralisé de moindres carrés de (p/,v/) est

Notons que (4.4) dépend de deux inconnues: , et o3 . Ces deux inconnues sont estimées

en se servant de la méthode de Gauss-Newton [Hartley (1961)]. Une estimation de o% pour

chacune des régions s'obtient en se servant de |'estimateur non-pondéré de moindres carrés. On

divise chaque résidu par 3, et a partir de ces résidus pondérés, on obtient une estimation ,

de , .Ces estimations sont alors introduites dans I'équation (4.4) et le processus répété jusqu'a

ce que les estimations de , etde o, convergent Le meilleur “prédicteur” non-biaisé (MPNB)

de y, selon Goldberger (1964), est
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Yagl Gl = g, (81~ Pllyy, (=170, GE-20)
8 : (4.5)
o § 4x; z)( ]

i

g

La matrice de covariance poury’ est

/ zl

-1
wﬂf)=ﬂJ«:%*uJJ(r)
2 1
+ —1%;2-2,, ® IT

(4.6)

ou I, est une matrice identité de dimension T.

Cette méthode a été utilisée pour estimer le taux de chémage dans 21 petites régions de la

Colombie-Britannique, pour lesquelles nous avions 36 mois (janvier 1983 4 décembre 1985) de
données. Les données auxiliaires utilisées dans la régression étaient x, (t) = log (nombre
mensuel de bénéficiaires des prestations de I'assurance chdmage), et Mol ) = I'estimation du

taux d'activité, ainsi que les 20 variables dans z, représentant I'effet de chacune des 21 petites

régions. La variable que nous cherchons a estimer est le taux de chémage de chaque petite

région Vs.(' )). Dans le modéle, on prend le logarithme naturel de cette variable. X'y, ] est une
estimation ayant une erreur d'échantillonnage, mais celle-cl est petite par rapport a celle de
},’( t). Pour ces données, I'estimation de I'autocorrélation , était 0.53 avec une écart-type de
0.03. Le coefficient de détermination pondéré (R?) était 0.98. Le graphique ci-dessous montre la
moyenne sur 36 mois du coefficient de variation estimé, pour un estimateur du type )‘/m et pour
I'estimateur temporely . Pour I'ensemble des 21 petites réglons, la moyenne sur les 36 mois était

de 11% pour I'estimateur temporel, et de 18% pour |'estimateur du type VM.
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Graphique 3: Moyenne des coefficients de variation estimés du taux de chémage.
5. CONCLUSIONS

Nous avons passer en revue les principales méthodes d'estimations pour les petits domaines.
Nous avons aussi examiné leur comportement, vis-a-vis du biais et de |'erreur quadratique
moyenne, a I'aide d'une étude empirique. Parmi les méthodes étudiées la méthode qui corrige le
biais posséde plusieurs avantages. Elle est simple a utiliser et le biais conditionnel n'existe que
lorsque la taille réalisée de |'échantilion (n,) pour le domaine d est supérieur a la taille espérée
(E(ny)). De plus, on peut calculer des intervalles de confiance qui sont valables. Par contre,
I'erreur quadratique moyenne pourrait étre supérieure a celle de ['estimateur purement
synthétique, de I'estimateur de régression avec erreur emboitée, ou de |'estimateur de régression
empirique de Bayes. |l faut souligner cependant que ces estimateurs visent précisement a
minimiser cette erreur quadratique moyenne. En outre, ils ont quelques inconvénients: i) les
estimations qui en résultent peuvent étre sujettes a un biais conditionnel, peu importe la taille
réalisée de I'échantillon, ii) il est alors impossible de construire un intervalle de confiance valable
et iii) il existe souvent trop peu d'observations pour permettre une estimation fiable des

composantes de la varlance.
Prasad et Rao (1990) ont récemment englobé le modéle de régression avec erreur emboftée

et I'estimateur de régression empirique en se servant du modele général linéaire avec erreur mixte
dG & Henderson (1975). Ce modele a la forme

y=Xp+2v+e, (5.1)



-25-
ouy est un vecteur d'observations provenant d'un échantillon, X etZ sont des matrices connues,

et v ete sont des erreurs dont les distributions sont indépendantes, avec moyenne g et

matrices de covariance G et R, respectivement. Le meilleur "prédicteur® sans biais (MPSB) de

u=I'p + m'v est

0.9 = I'p + m'GZ'V(y - X §) (5.2)

oU V= R + ZGZ' est la matrice de covariance dey et § = (X'V-'X)"'(X'V-'y) est |'estimateur des
moindres carrés généralisés de g . Prasad et Rao (1990) estiment I'erreur quadratique moyenne

de 16,)) ou § est I'estimateur de g obtenue en utilisant les matrices de variance estimees G ot B

Cette erreur quadratique moyenne est

MSE[t(®) = MSE[t(®) - E[t(@®)-t(0)]2. (5.3)

Les méthodes temporelles semblent étre particullérement prometteuses. Choudhry et Rao

(1989) ont modifié le modeéle (4.1) en supposant que dans z{, V.V = (y‘_yz____'yn)/ représente des

ordonnées a |'origine aléatoires. C'est-a-dire, v~ MVN ( 0, 03 /) oul estla matrice identité d'ordre

D. Le modeie qui en résuite a la forme de I'équation (5.1) et g peut étre estimé en se servant de
(5.2). Cette version du modeéle est, en moyenne, 2.5 fois plus efficace vis-a-vis de l'erreur

quadratique moyenne, que celle dont il était question a I'équation (4.1).

Aucune des méthodes synthétiques décrites dans cet article ne sert a produire des estimations
officielles & Statistique Canada. La seule méthode utilisée couramment est celle de Drew, Singh
et Choudhry (1982). Cette méthode, qui ressemble beaucoup a celle de Sarndal et Hidiroglou
(1989), produit des estimations annuelles du taux de ch6mage pour les petites régions.
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