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RESUME

Le code génétique de 1'ADN peut étre représenté sous forme d'une séquence
alphabeétique formée des lettres A, C, G, et T, qul représentent les quatre
types de nucléotides qui composent 1'ADN : acides adenylique, cytidilique,
guanylique et thymidylique. Maintenant que ces séquences ont ete identifiées
pour de nombreux g2nes et qu'on les possdde sous une forme qui se préte au
traitement par ordinateur, les scientifiques peuvent les analyser et y
rechercher des structures, afin de tenter de mieux connaltre les fonctions
régulatrices du gene. L'un des sujets &tudiés est la fréquence d'occurrence de
sous-séquences particulidres de nucléotides (par ex. ACAC) dans 1'ensemble, ou
une partie, d'une séquence de nucléotides. Dans le présent document, on
établit la distribution de probabilité de la fréquence d'occurrence d'une
sous-séquence dans une séquence de nucléotides, dans 1'hypothése ol les quatre
nucléotides apparaissent au hasard et avec une probabilité égale. La
distribution n'est pas triviale puisque des sous-séquences différentes
présentent des "capacités de chevauchement” différentes. Par exemple, la
sous-séquence AAAA peut exister jusqu'a 17 fois dans une séquence de longueur
20 (ce qui se produira si la séquence est composfe seulement de A), mais la
sous-séquence ACGT ne peut survenir plus de 5 foils dans une séquence de
longueur 20. Ainsi, les distributions de fréquences sont différentes pour
chaque type de capacité de chevauchement. 1I1 est interessant d'é&valuer et de
comparer le degré d'occurrence aléatoire pour différentes sous-séequences, ou

différentes parties d'une sous-séquence; 1l'existence et le degre d'une

- — — o T . S S - - _— - - —— e -

Mots clés : sous-séquences de 1'ADN; sous-séquences de nucléotides; capacitée
de chevauchement.




occurrence non aléatoire peuvent &tre reliés au type et au degré de
fonctionnalité d'une (sous-)séquence de nucléotides. Au moyen des
distributions de fréquences présentées ici, on peut effectuer des tests de
signification exacts de 1'hypothdse d'une occurrence aléatoire. On décrit
aussi un test approximatif qui convient aux longues séquences; ce test peut
servir 2 vérifier 1'hypoth2se nulle Plus générale selon laquelle les

nucléotides se présentent avec des probabilités inégales.

1. INTRODUCTION

Les génes sont formés de longes molécules hélicoidales, 3 double chaine, d'ADN. .
Chacune des deux chalnes contient une séquence de nucléotides - en général de

1 500 a 15 000 ~ et les deux chalnes sont maintenues ensemble par des liens

hydrogéne faibles. On identifie un nucléotide dans 1'ADN en fonction de la

base azotée qu'il contient, parmi quatre possibles : deux bases puriques,

1'adénine (A) et la guanine (G), et deux bases pyrimidiques, la cytosine (C) et

la thymine (T). Il y a une complémentarité entre les nucléotides des deux

chalnes opposées; une base A, G, C ou T est rattachée par un lien faible a son

complément T, C, G ou A, réSpectivement, sur 1'autre chalne. Le “code

génétique” de 1'ADN, par conséquent, peut &tre représenté comme une séquence

alphabétique simple composée de ces quatre lettres. C'est grdce 3 ce code que

le g&ne contrdle la formation d'autres substances dans la cellule (voir,

par ex., Guyton (1969)). En outre, certaines séquences de nucléotides forment

des g¥nes oncogéniques qui peuvent 2tre 2 la source de certaines formes de

cancer. R
Des progr2s relativement récents de la biochimie ont rendue possible la

détermination de séquences de nucléotides pour des nombres &levés de ganes, et

pour la matériel intergénique qui, luil aussi, est formé de séquences de

nucléotides. Ces données sont maintenant disponibles sous une forme qui se

préte au traitement informatique, de sorte qu'on peut examiner et analyser les

structures qui existent 2 1'intérieur des séquences en se servant de techniques

statistiques et de logiciels statistiques. Les scientifiques ont maintenant la

possibilité de recourir A des algorithmes de reconnaissance de structures pour

"en apprendre davantage sur la nature régulatrice des divers domaines

fonctionnels génétiques, et sur les &léments qui sont reconnus dans ces

domaines par le matériel cellulaire...” (Sadler, Waterman et Smith (1983)).



Weir (1985) fait un relevé utile des nouveaux problemes d'analyse statistique
qui ont surgi par suite des progres de la génétique moléculaire.

L'un des sujets d'etude porte sur la fréquence d'occurrence de courtes
sous-séquences particuliéres (par ex. ACAC) dans 1'ensemble ou une partie d'une
séquence de nucleotides. Maizel et coll. (1981) ont conclu que, parmi les
programmes informatiques largement utilisés pour 1'analyse des acides
nucléiques, "on emploie le plus souvent des programmes capables de repérer les
occurrences de courtes sous-séquences qui sont utilisées par les enzymes comme
signaux pour reconnaitre, modifier et exprimer les acides nucléiques, qui
déterminent la fréquence et les emplacements de courtes chaines de nucléotides
et qui traduisent les séquences d'acides nucléiques en séquences d'acides
aminés ou en chalnes de polynucléotides complémentaires.” Voici quelques
exemples d'articles qui traitent de 1'analyse des fréquences de sous-
séquences : Aquadro et Greenberg (1983), Gentleman et coll. (1984), Grantham
et coll. (1981), Harr, Haggstrom et Gustafsson (1983), Korn et Queen (1984),
Nussinov (1984), Sadler et coll. (1983), Smith et Burks (1983), Smith, Waterman
et Sadler (1983), Queen et Korn (1980), et Vass et Wilson (1984).

11 est intéressant d'@évaluer et de comparer le degré d'occurrence non
aléatoire pour différentes sous-séquences ou dans différentes parties d'une
séquence; l'existence et 1'ampleur d'une occurrence non aléatoire peuvent &tre
mises en relatfon avec le type et le degré de fonctionnaliteé d'une
(sous-)séquence de nucléotides. Orgel et Crick (1980) ont class& 1'ADN
d'organismes superieurs en deux catégories, 1'une specifique et 1'autre
comparativement non spécifique. Au sujet de cette dernidre, ils notent que
“bon nombre d'indications laissent croire, sans le prouver, qu'une grande
partie de 1’ADN des organismes supérieurs ne sert guere 3 grand chose”. Vass
et Wilson (1984) décrivent des tests statistiques permettant la detection
d'arrangements non aléatoires sur une chalne de nucléotides. Ces tests
"peuvent &tre utiles, notamment, 3 1'analyse d'arrangements qui, dans les
séquences d'ADN, peuvent refléter en partie la structure et la fonction des
génes dont ces séquences font partie.” Shukla et Srivastava (1985) ont &labore
un test visant 3 déterminer le caractire aléatoire de sequences, fonde sur la
fréquence d'occurrence d'une sous-séquence particuli®re 3 deux positions
distantes 1'une de 1'autre d'un nombre fixe de bases. 1Ils font valoir qu'une
“faible probabilite d'occurrence aléatoire justifie une exploration plus

approfondie...de...la possibilité d'une signification structurelle ou



fonctionnelle, ...(tandis que s'il y a)...une probabilite &levée d'occurrence
aléatoire, i1 faut faire preuve de prudence avant d'attribuer un quelconque
rdle structurel ou fonctionnel 3 ce genre de...répetition”.

Gentleman et coll. (1984) ont donné deux exemples de la maniire dont la
préesence d'une sous-séquence & une fréquence plus élevée que prévu peut
renseigner sur la structure ou la fonction : 1) Ce phénoméne peut indiquer que
le segment d'ADN a éte initialement formé par réplication de segments plus
petits. Une telle réplication, exacte au début, peut 2tre altérée avec le
temps. Toutefois, dans les régions de la séquence ou la conservation d'une
fonction est nécessaire, des repétitions exactes devraient normalement
survenir. 2) Une rupture de 1'ADN se produit habituellement & divers
endroits, distants de 3 2 10 nucléotides, sur les deux chaines. Dans ce cas,
un vide se crée sur chaque chalne vis-3-vis des nucléotides qui restent sur
1'autre chalne. Pour combler le vide, des nucléotides complémentaires 3 leurs
vis-&vis de 1'autre chalne s'ajoutent sur chaque chalne, ce qui a pour effet
de répéter la sous—sequence de l'autre cdté de la rupture. Le vide crée par la
rupture lui-méme est rempli. Par conséquent, la présence de sous-séquences
répétées peut indiquer des endroits ol 11 y a eu une insertion dans la séquence
d'ADN.

On sait relativement peu de choses sur la fonctionnalite gpécifique de
1'ADN. En cherchant 2 identifier les (sous-)séquences de nucléotides qui
surviennent de fagcon plus ou moins aléatoire, on se fonde en partie sur
1'hypothdse qu'un degré plus &levée de fonctionnalité correspond & une
occurrence moins aléatoire. La complémentarité des deux chalnes de 1'ADN
permet 3 chacune, au moment de la division cellulaire, de servir de repire pour
la formation de deux structures identiques 2 double chalne. Quand 1'ADN se
reproduit, i1 peut survenir des mutations aléatoires; 1'ADN est donc soumis aux
forces de la sélection naturelle et de 1'@volution. Ainsi, une configuration
particulidre qui existe actuellement dans 1'ADN peut avoir été favorisée par la
sélection naturelle. (Pour plus de détails sur 1'eévolution génétique, voir
Doolittle et Sapienza (198), Orgel et Crick (1980) et Forbes et Shadbolt-Forbes
(1988).)

Dans le présent document, on détermine une distribution de probabilité de la
fréquence d'occurrence d'une sous-séquence 3 1'intérieur d'une séquence de
nucleotides, dans 1'hypothdse ol les quatre nucleotides apparaissent au hasard

et avec une probabilité égale. Un algorithme général de calcul de cette




distribution est fourni; i1 dépend de la longueur de la séquence, de la
longueur de la sous-séquence et d'une propriété de la sous-séquence que nous

appelons "capacit@ de chevauchement”. Des formules explicites sont données
pour toutes les sous-séquences de longueur 2 & 8. L'accds 3 ces distributions
permet 1'emplol de tests de signification exacts de 1'hypothese d'occurrence
aleéatoire. Un test appxomitatif est aussi fournl pour les cas ol la séquence
est longue. Le niveau de signification donné& par ces tests mesure le degrée
d'écart des résultats par rapport a 1'hypothdse, c'est-3-dire le degré
d'occurrence non aleatoire.
L'hypoth2se nulle de la présence equiprobable des différents nucléotides est
raisonnable si 1'on tient compte du falt que les structures actuelles de 1'ADN
sont le résultat d'une &volution amorcée 3 partir d'une "soupe originelle” ou
ou 4'un "pool de bases” contenant des quantités égales de chaque base. Cet
aspect est examin® par Sege et Saxberg (1982), qul fournissent un test
statistique pour la comparaison simultanée de plusieurs séquences de
nucléotides. L'"hypothdse nulle qu'ils cherchent 3 rejeter” est que les
données observées sont le résultat d'une sélection faite au hasard & méme un
pool de bases dans lequel les bases A, C, G et T sont présentes 3 des
fréquences relatives spécifiées. 1Ils décrivent troils possibilités pour le
choix des quatre probabilités de 1'hypoth@se nulle :
1) Le pool abstrait de nucléotides est 1llimité et donc la
répartition des nucléotides est effectivement uniforme; 2) les
séquences sont tirees d'un pool comportant une distribution de
nucléotides caractéristique de 1'espéce; ou 3) le pool de
nucléotides pour la classe de séquences examinée est bien
représente par la distribution totale des nucléotides dans les
séquences elles-mémes.”

Sege et Saxberg décrivent ensuite les conditions dans lesquelles chaque choix

convient @
“"Le pool virtuel choisi sera fonction de la question posée par
1'expérimentateur et du degré d'information désiré. Les pools
virtuels les plus faciles 3 interpréter sont, évidemment, les
pools 3 probabilites égales (fréquences = 0,25) et les pools
virtuels propres 3 1'espdce/organisme (fréquences moyennes des
bases pour 1'espdce/organisme). Ces pools virtuels devraient
servir de reperes 3 moins que le chercheur ait suffisamment de

raisons de croire que le pool observé est d'un autre type



(par ex. pool virtuel expérimental). Lorsque qu'un pool

virtuel non standard est utilisé, sa justification et le sens

des (niveaux de signification) résultants doivent &tre

soigneusement examinés.”
Les distributions exactes &tablies dans le présent document peuvent servir 2a
tester le premier des choix evoqués par Sege et Saxberg, tandis que le test
d'approximation convient A n'importe quel des trois choix.

Certains chercheurs ont présuppose que les quatre types de nucléotides
apparaissent de fagon indépendante (par ex. ceux que mentionnent Biggins et
Cannings (1987, p. 521)), tandis que d'autres en ont fait une hypothése. Dans
ce dernier cas, 1'hypothese a &té acceptée dans plusieurs situations, notamment
pour 1'analyse de (sous-)séquences relativement courtes. Garden (1980) a
appliqué des modeles de chalnes de Markov 3 trois séquences ADN/ARN, et a
découvert que les modéles de Markov d'ordre trois, deux et zéro convenaient le
mieux. (Dans 1'ARN, la pyrimidine uracile apparait au lieu de la thymine.) Le
modeéle d'ordre zéro a permis la représentation adéquate d'un géne de longueur
1632. Fuchs (1980) s'est demandé si la longueur de la séquence n'était pas
directement liée 3 1'ordre, citant A 1'appul les autres résultats de Garden
relatifs aux sous-séquences. Fuchs a noté que "la majorité des segments de 500
nucléotides ont @té bien représentées par un moddle d'ordre zéro ou un, comme
prévu pour les courtes séquences”. Il a recommandé deux types d'analyses
supplémentaires : 1la détection des régions anormales d'une séquence, et
1'analyse des écarts entre les fréquences observées et attendues de
sous-séquences de nucléotides.

La section 2 ci-apris présente une définition du concept de “"capacité de
chevauchement”, une propriété d'une sous-séquence qui complique la
déetermination de la fonction de probabilité de la fréquence d'occurrence de la
sous-séquence. Dans la section 3, on détermine 1'espérance et la variance de
cette variable aléatoire. La fonction de probabilite - qui est différente pour
chaque type de capacité de chevauchement - est calculée 3 la section 4 (des
détails additionnels sont donnés en annexe). La section 5 présente des
exemples, portant sur une séquence du génome humain, de 1'emploi de la fonction
de probabilité, pour des tests de signification exacts et approximatifs de

1'occurrence aléatoire.




2. DEFINITION DE CAPACITE DE CHEVAUCHEMENT.

Supposons que les quatre nucléotides formant une sous-séquence surviennent
de fagon indépendante et avec une probabilité égale, de sorte que la
probabilite p d'occurrence d'une sous-saquence de longueur L est de (1/4)L.
Soit la variable aléatoire X la fréquence d'occurrence d'une sous-sequence de
longueur L 3 1'intérieur d'une séquence de nucléotides de longueur M. Une
sous—séquence “apparalt 2 la position 1" si elle commence 2 la position i. Dans
ce cas, n = M-L+] est la valeur maximale que peut prendre X. Soit f(x;L,M,Q)
la fonction de probabilité de X. Cette fonction dépend non seulement des
scalaires L et M, mais aussi du vecteur Q, qui représente la "capacité de
chevauchement” de la sous-séquence examinée. Prenons un exemple simple : 1a
sous-séquence AAAA peut apparalitre entre 0 et 17 fois dans une séquence de
longueur 20, tandis que la sous-séquence ACAC ne peut figurer plus de 9 fois
dans une séquence de méme longueur, parce que sa capacité de chevauchement est
moindre. La sous-sequence ACGT ne posséde aucune capacité de chevauchement,
sauf dans le cas trivial ol elle se superpose 2 elle-méme, de sorte qu'elle ne
peut se presenter plus de 5 fois. Par conséquent, f(x;L,M,Q) ne peut &tre
traitée comme une distribution bindmiale fondée sur des essals Indépendants.

Définissons la capacité de chevauchement de la fagon suivante : soit S une
sous-séquence donnée et $1,82,.++,51, la représentation de ses L nucléotides
de gauche 3 droite. Définissons alors la capacite de chevauchement Q de §
comme une séquence binaire Q,Q2,¢..,QL telle que Qi=1 s'1il est possible que
les {1 premidres lettres de la sous-séquence chevauchent ses i dernidres
lettres, et Qi=0 autrement (pour i=l,...,L). Plus précisément, Qi=1 si
Sk=Sk+L-1 pour k=1,...,1, et Qi=0 autrement (pour i=1,...,L). De toute
évidence Q=1 parce qu'une sous-séquence peut toujours se superposer 2
elle-méme. Par exemple, la sous-séquence ACAC a une capacité de chevauchement
de 0,1,0,1 et la sous saquence AAAC a une capacité de chevauchement de
0,0,0,1. I1 est clair que de nombreuses sous-sequences peuvent avoir la méme
capacité de chevauchement. Par contre, ce ne sont pas toutes les 2L
sequences binaires possibles de longueur L qui donnent des capacités de
chevauchement possibles, en raison des interrelations entre les &lements de Q;
par exemple, aucune sous-séquence ne peut avoir une capacité de chevauchement
de 1,0,1,1 (parce que Q3=1 signifie que tous les éléments de S sont identiques,
tandis que Q=0 implique 1'existence de certaines différences parmi les

&léments). Pour L=2 3 L=8, par exemple, il y a, respectivement, seulement 738



3, 4, 6, 8, 10 et 13 capacités de chevauchement possibles. Guibas et Odlyzko
(1981) présentent un algorithme servant 3 tester une séquence binaire pour
déeterminer si elle constitue une capacité de chevauchement possible. Un
algorithme permettant de produire toutes les capacités de chevauchement
possibles pour une valeur de L donnée est décrit par Gentleman et

Mullin (1987).

Le mod2le ci-dessus peut &tre décrit dans la terminologie des chalnes de
Markov. Feller (1950, p. 376, probleme 1) a décrit un cas spécial de cette
situation (pour L=2 et un alphabet de 2 lettres) sous forme d'un processus de
Markov 2 quatre éetats, de premier ordre. La généralisation de cette approche
donne dans le cas présent un processus de Markov A al &tats, d'ordre (L-1)
(oli a est le nombre de lettres dans 1'alphabet génétique). Alors, en
particulier, la probabilité transitoire d'occurrence de S, en supposant que §
soit apparue L-k positions avant, est pL_ka, pour k=1,...,L-1 (ou
p=(1/a)L). (On peut facilement généraliser encore davantage, pour le cas ol
les lettres apparaissent ﬁvec des probabilités inégales.)

La capacité de chevauchement intervient dans 1'analyse de Biggins et
Cannings (1987), au sujet d'enzymes de restriction qui coupent les séquences
d'ADN lorsque surviennent certaines sous-séquences particulidres. Si 1'une de
ces sous-séquences se chevauche elle-méme ou chevauche une autre des
sous-séquences reconnaissables, la coupure se fait seulement 2 la position de
1'occurrence "antérieure”. Pour d'autres exemples d'analyses incorporant le
concept de capacité de chevauchement, voir Shukla et Srivastava (1985) et

Karlin et Ost (1987).




3. DETERMINATION DE L'ESPERANCE ET DE LA VARIANCE

L'espérance de X, contrairement 3 ce qu'on pourrait penser, est independante
de la capacité de chevauchement (Q) de la sous-séquence. La variance dépend de
Q et, comme on pouvait s'y attendre, est plus elevée dans le cas des sous-

P

séquences qui ont un “plus haut degre” de capacité de chevauchement. Par
exemple, si la longueur M de la séquence est egale & 20 et la longueur L de la
sous-séquence est égale 3 4, alors pour les sous-séquences AAAA, ACAC et ACGT,

E(X)=.07 et V(X)=.11, .07 et .06 respectivement.

Pour déterminer 1'espérance et la variance de X, supposons que MZL, et
déefinissons des variables indicatrices Y;,¥7,...,¥, (ol n=M-L+1) telles que
Y4=1 si la sous-séquence S apparait 3 la position i, et Yy=0 dans les autres
cas (pour 1=1,...,n).

n

On a alors X = Y
1=

_, de sorte que
1

n .
E(X) = :E: E(Yi)- Puisque E(Yy) = (1/6)L = E, E(X) = np et est
1=1

independante de Q, et

n n n n n n
V(X) = Cov(Y.,Y.) = S5 E(Y.¥Y) - S E(Y,) S5 E(Y.)
n n (1).
= E(YiY.) - nzp2
121 j=1 J

Pour obtenir V(X), i1 faut tenir compte du fait que les variables Y ne sont
pas en geénéral indépendantes 1'une de 1'autre; les covariances entre des Y qui
sont de “"proches voisines” dépendent de Q. Pour déterminer ces covariances,
des quantités de la forme E(YjYy4y) doivent &tre calculees. Il s'agit
simplement de la probabilit® que la sous-séquence apparaisse tant 2 la
position 1 qu'2 la position i+k. Si 0€k<wmin(L-1,n-1), alors
E(Yq¥i4y) = Qu-k(1/4)% = por_y (1/4)k.

Si min(L-1,n-1)<k <n, Q est non pertinent et E(Y{Y{4x) = (1/4)2L = pZ.



= Mg

n n
I1 y a n termes parmi les n? de . 2 E(y.v ) tels que i=j.
i=d J=1 1)

En outre, si n2>1, 11 y a 2(n-k) termes tels que j=i+k ou i=3jk (pour

n-L
k=1,...,min(L-1,n-1)). Si n>L, il y a 2 EE; k = (n-L)(n-L+1) termes restants

qui ne dépendent pas de Q. Par conséquent,

min
(L-1,
n n 2 n-1)
2 2 E(Y) = 0p e pn-U)(n-Le1) + 2p°S" (n-k)Q, | (1/4)
1=1 j=1 J k= L-k '
de sorte que 1'équation (1) devient
min -
(L-1,
2 n—1)
V(X) = np(1-np) + p“(n-L)(n-L+1) + 2p > (n_k)QL k(1/4)k (2).
k=1 =

Du coté droit de 1'équation (2) et de 1'équation précédente, le second terme
est égal 3 zéro si n<Ll, et le troisi2me terwe est égal a zéro si n=1l. Si L=1,
le troisigme terme de 1'équation (2) est égal 3 zéro, et V(X) se réduit, comme

i1 se doit, 3 la variance np(l-p) d'une variable aléatoire bindmiale.

Les formules pour E(X) et V(X) peuvent &tre généralisées de la fagon
suivante dans le cas d'un nombre arbitraires de lettres de 1'alphabet ayant des

occurrences Iindépendantes selon des probabilités p;,p2,...,psz (dont la somme

est egale 2 1). Supposons que la sous-séquence S soit formée de L lettres

apparaissant avec des probabilités respectives de

k
P31sPiprec Py Soit Pk =':1; pj le produit des probabilités
2l m
L

des k premi2res lettres de S. En particulier, PL =‘11. Pj = Pr(S).
L] &1 »
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Alors E(X) - nPL, et les équations (1) et (2) peuvent €tre généralisées en

substituant PL apet PK a (1/4)k.

La contribution de Q & V(X) dans 1'équation (2) justifie la méthode qui suit
pour le classement &es sous-séquences dans 1l'ordre de leur capacité de
chevauchement. Soit,'ﬁ le nombre binaire formé des L eléments de Q en ordre
inverse. Alors la sous-séquence S| dont la capacite de chevauchement est Q) a
une plus grande capacité dz chevauchement que la sous-sequence S dont la
capacité de chevauchement est Qp si 61)'55. Ainsi, par exemple, les
sous-séequences suivantes sont présentées en ordre croissant de capacitée de
chevauchement : ACGTT, ACGTA, ACGAC, AACAA, ACACA, AAAAA (et ont
des Q respectifs de 10000, 10001, 10010, 10011, 10101, 11111). Selon cette
méthode de classement, pour L fixe et n>1, V(X) augmente avec le degré de

capaciteé de chevauchement.

L'examen de 1'équation (2) montre que pour n? L, la valeur maximale de V(X)
(obtenue lorsque tous les &léments de Q sont egaux 3 1), est supérieure 3 la
variance np(l-p) d'une variable aléatoire bindmiale, et que la valeur minimale

de V(X) (obtenue lorsque tous les eléments de Q sauf Q sont égaux & 0) est
L-1
fnférieure 3 np(l-p). Lorsque n—poe , V(X)-np(1-p) — 2np :E:(O'k-p) si
k-1
Q=1,1,...,1, et V(x)—np(l-p)—ﬂb-Z(L-l)np2 si Q=0,0,...,0,1. Par conséquent,
la différence entre la variance maximale et la variance minimale s'approche de

L-1
2np :E: b-k lorsque n —yoo. Par exemple, ces trois quantités limites sont

k=1



=7 =

égales, respectivement, A .023n, -.00781n et .0313n pour L=2, et & .00266n,

-.0000916n et .00256n pour L=4.

4. DETERMINATION DE LA FONCTION DE PROBABILITE

X 1'aide de la theorie combinatoire, on peut établir une formule algébrique
pour la fonction génératrice de X. Cette tache exige une application
approprige (voir 1'annexe) des techniques combinatoires exposees dans Goulden
et Jackson (1983, section 2.8). A partir de la fonction génératrice,
une formule algébrique pour f(x;L,M,Q), récursive en x et M, peut &tre obtenue
de la manidre décrite ci-dessous. Une formule distincte comportant les

paramdtres L et M est nécessaire pour chaque Q.

La fonction génératrice P(u,v) de f(x;L,M,Q) est
P(u,v) = fix;L,M,Q)u v
M=0 x=0

= 1-(v-1)h(u/4) 3).

[1-(v=1)h(u/4)](1-u)-(u/4)L(v-1)

Cette formule comprend le "polyndme préfixe” h(x), défini comme suft :

L-1 L-k
h(x) = EE; X Qk . (I1 est 3 remarquer que h(p) est la somme des L-1
probabilites de transition décrites 3 la section 2.) Dans 1'équation (3), le

"4" qui apparalt trois fois peut 8tre généralisé au nombre de lettres
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équiprobables de 1'alphabet. Cette observation vaut aussi pour les

équations (4), (5) et (8) ci-dessous.

f(x;L,M,Q) est le coefficient de uMvX dans 1'équation (3). Pour obtenir
une formule pour f, on remplace le dénominateur du wembre droit de

1'équation (3) par 1-D, ol
D= u- (ué)l + (u/&)lv - (1-utuv-v)h(u/é) (4).

On multiplie ensuite les deux membres de 1'équation (3) par 1-D et on isole

P(u,v) du cdté gauche pour obtenir

o o o oo
H
E Zf (x3;L,M,Q)u = 1-(v-1)n(u/4) + DZZ f(x;L,M,Q)qu‘ (5).

M=0 x=0 M=0 x=0

Si on écrit D sous la forme

L 1 o
D = Z Z C-Aulv']

=M J=0 1)

de telle sorte que Cij est le coefficient de ulv] dans 1'&quation (4), alors

le coefficient de uMvX dans 1'équation (5) est

:
LMD = 5 S € gt ) ‘6
1=1 j=0 J

On obtient cette formule en applicant les conditions limites suivantes :

f(O;L,M,Q) = 1 81 M<L;

f(x;L,M,Q) = O 81 M<L et x20

).

(7).
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Les formules générales qui suivent pour les Cq4, obtenues en développant .
et en réearrangeant les termes de 1'équation (4), peuvent &tre utilisées dans

1'équation (6) et donner une formule pour f(x;L,M,Q) :

Pour L >1, définissons Cj (1=1,...,L; =0,1) de la fagon suivante :

X
Cy o F (-0 )8
C1,1 = QL_1/4
Co" (AQ1-1)/4L
C oy (1-a01)/aL : € g ?‘ .

En outre, si L>2, on a pour k=1 a L-2 :

cL-k,O

L-k
(4°k+1'°u)/“

CL-k,1

L-k
-4 _
(Q Q 1)/4 s 26 '

L'equation (6) est applicable pour M=L,...,p0 et x=0,...,M-L+l. Si x=0, les

termes comportant 1'argument x-1 sont nuls. Le tableau 1 donne les formules de

f(x;M,L,Q) pour tous les Q possibles entre L=2 et L=8.

Si on utilise la sous-séquence ACA comme exemple (L=3 et Q=1,0,1), les Cy 4

sont les suivants :

S
Cy1 =0
. 3/
Gyt -3/8°
G 5 -1/42
C, ., = 1/a?

2,1
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-

Dans ce cas, d'aprds 1'équation (6),
f(x;L,M,Q) = f(x;L,M-1,Q) - f(x;L,M-2,Q)/16 + 3f(x;L,M-3,Q)/64
+ f(x-1;L,M-2,Q)/16 - 3f(x~-1;L,M-3,Q)/64,
comme au tableau 1.

Les formules obtenues pour f(x;L,M,Q) sont recursives; f(x;L,M,Q) dépend en
général de f(x;L,M~1,Q) et de f(x-1;L,M-1,Q) pour i=1,...,L. (La preuve
découle de 1'équation (3) et du fait qu'aucun terme du polyndme prefixe h(u/é)
ne peut étre d'un degré supérieur 3 L-1.) Par conséquent, un programme
informatique pour le calcul des valeurs numériques de f(x;L,M,Q) pour x=0 3 une
limite supérieure J doit stocker un tableau de probabilités de dimensions
L x J-L. On peut aussi utiliser un langage de programmation récursif comme le
Pascal ou 1'Algol. Dans un cas comme dans 1'autre, 1'initialisation est
effectuée d'apres les conditions limites de 1'equation (7). Un programme en
Fortran capable de calculer f(x;L,M,Q), E(X) et V(X) pour des valeurs données

de L, M et de la sous-séquence peut &tre obtenu aupreés des auteurs.

L'équation (6) est valable pour la distribution bindmiale (c.-&d. pour L=1

et Q=1) s1 Cy) o = 3/4 et C1 ) = 1/4, ce qui donne la formule de récursion

f(x;L,M,Q) = 3f(x;L,M-1,Q)/4 + f(x-1;L,M-1,Q)/4 (9).
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On remarquera, 3 1'examen de 1'équation (8), que si L>1, le seul cas ou
C1,0 = 3/4 et C1,1 = 1/4 survient lorsque Qr -1, et alors
Q1 =Q2=...=QrL-2=1, de sorte que tous les autres Cjj dans 1'équation (6) sont

non nuls.

Le tableau 2 présente les valeurs de f(x;4,20,Q) pour les trols sous-

séquences AAAA, ACAC et ACGT, choisies en tant que sous-séquences ayant un

"z o

degré respectif "eleve", "moyen” et "faible” de capacité de chevauchement.
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5. EXEMPLES D'EMPLOI DE LA FONCTION DE PROBABILITE
DANS DES TESTS DE SIGNIFICATION EXACTS ET APPROXIMATIFS

La connaissance des formules pour f(x;L,M,Q) permet d'exécuter des tests
de signification exacts de 1l'hypothese d'occurrence aléatoire, et les formules
pour E(X) et V(X) fournissent les valeurs neécessaires 3 un test approximatif.
On utilisera, 3 titre d'exemple, une séquence de 825 nucleotides obtenue de la
base de données de séquences nucleiques du Centre médical de 1'Université de
Georgetown (voir tableau 3). Cette séquence est décrite dans Dayhoff et coll.
(1983) comme un “fragment de génome modérément répétitif (famille Alu) - humain
(longueur 825)". Ce matériel intergenique est 1l'une des 14 séquences examinées
dans Gentleman et coll. (1984).

La sous-séquence CC figure 67 fois dans ce fragment de génome. En vertu
de 1l'hypotheése, sa fréquence d'occurrence dans une séquence de longueur 825 a
une espérance de 51.50 et une variance de 67.57. Le tableau 4 montre les
probabilites et les probabilites cumulatives pour les frequences entre 30
et 70. (L'etendue compldte est de O & 824.) A 1'aide de ces probabilités, on
peut calculer le niveau de signification relatif & un test exact de 1'hypothese
en faisant la somme des probabilités pour les fréquences 2 67, plus la somme
des probabilités pour les fréquences < 36 (soit toutes les fréquences ayant des
probabilités inférieures ou egales 3 Pr(67)). On obtient donc comme niveau de
signification .039 + .028 = .067.

En déterminant les fréquences qul se trouvent le plus pras possible des
points .025 et .975 de cette distribution discrete, on obtient un intervalle de
confiance 3 95 X; sa borne inférieure se situe entre 35 et 36, tandis que sa
borne supérieure se trouve entre 67 et 68.

Le test approximatif du Khi carre pour la vérification de 1'ajustement,
d'usage courant, a parfois @te utilis@ pour cowmparer les fréquences observées
et attendues des sous-séquences. (Par exemple, Smith et coll. (1983) ont
applique ce test aux frequences attendues en se fondant sur la composition en
bases de la sequence globale.) Le test de vérification de 1'ajustement
consiste 2 faire la somme des différences au carré redressées entre les
fréquences observées et attendues. Dans le présent exemple, les deux
fréquences observées sont 67 (nombre d'occurrences de CC) et 757 (nombre
d'occurrences d'autres sous-séquences de longueur deux). La valeur résultante
de la statistique de test est de 4.976, de sorte que le niveau de signification
approché pour ce test serait normalement donné par Pr( 1'24.976) = ,0257,
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soit une valeur considérablement plus faible que la valeur exacte de .0670.
Toutefois, le test de vérification de 1'ajusterent ne convient pas dans ce cas,
étant donné les différences, qui demeurent méme lorsque n —deo, entre
f(x;L,M,Q) et la distribution bindmiale (comme on 1'a vu aux sections 3 et 4);
lorsqu'il n'y a que deux fréquences observées, la statistique du test de
vérification de 1'ajustement &quivaut au carré d'une fréquence bindmiale (n,p)
observée normalisée.

On peut obtenir une statistique de test approchée en normalisant la
fréquence observée d'une sous-séquence au moyen de la variance exacte (telle
que donnée par 1'équation (2)), c.-3-d. en utilisant T* = (x-np)2/V(X) au
lieu de T = (x-np)z/[np(l—p)]. Le théoreme de la limite centrale pour des
essais dépendants peut alors &tre invoqué (par ex. comme dans Feller (1950),
p. 374 et dans Shukla et Srivastava (1985)) et on peut utiliser une
approximation de 7(: pour n suffisamment grand. Dans le cas des x=67
occurrences de la sous-séquence CC, T*=3.5556, ce qui donne un niveau de
signification approché beaucoup plus précis de Pr( 7.23.5556) = ,0594. (Notons
que T* peut &tre utilisé dans le cas plus général d'un alphabet de a lettres
avec des probabilités qui ne sont pas nécessairement égales.)

81 1'on examine la sous-séquence plus longue CCCC, on reldve une fréquence
observée de 6. L'espérance et la variance de la distribution exacte sont de
3.21 et de 5.23 respectivement. Le niveau de signification exact est de .153,
et le niveau de signification approché obtenu avec T* est de .223. (Le
niveau de signification approché obtenu avec T serait de .119.) Dans ce cas,
le test d'approximation n'est pas exact; 1'approximation du Khi carre se fonde
sur des fréquences attendues de grandeur cinq ou plus, car f(x;L,M,Q) affiche
alors une plus grande symétrie.

On peut donc voir que, pour n fixe, le test d'approximation est moins
susceptible d'@tre utilisable pour une longue sous-séquence que pour une
courte, car E(X) diminue 2 mesure que L s'accrolt. Par chance, le calcul d'un
niveau de signification exact est considérablement plus rapide (et donc moins
coliteux) pour une valeur &levée de L que pour une valeur faible; les queues
{nférieure et supérieure de la distribution sont toutes deux requises pour la
calcul de la probabilité critique (valeur P) dans le cas d'un test bilatéral,
et lorsque E(X) est relativement faible, un moins grand nombre de valeurs de
f(x;L,M,Q) ont besoin d'&tre calculées récursivement avant qu'on n'atteigne la

queue supérieure.
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La séquence TTTTTIT se présente deux fols au tableau 3. Le nombre attendu
d'occurences est de .20 et la variance est de .33. Le niveau de signification
pour le test exact est .042. Puisque la fréquence attendue est si faible, {1
n'y a pas lieu d'utiliser un test d'approximation. (S1 on le faisait, le
niveau de signification résultant serait de .00181 pour T* et de .00006
pour T.)

Comme dernier exemple, considérons lés sous-séquences TTGTTT et AAACAA,
qui apparaissent six et cinq fois respectivement. Ces sous-séquences sont le
complément invers@& l'une de 1'autre; chacune est forwée des nucléotides
complémentaires de 1'autre, en ordre inverse. Chacune survient beaucoup plus
souvent qu'on s'y attendrait; les niveaux de signification exacts respectifs
sont de .12x1076 et de .31x10"3. L'examen attentif de 1'emplacement des
occurrences de ces sous-séquences réveéle que les six occurrences de TTGTTT sont
voisines (commengant aux positions 773, 778, 785, 789 et 797), et que quatre
des cing occurrences de AAACAA sont voisines (positions 355, 361, 375 et 387).
Les deux groupements de sous—-séquences sont distants d'un peu plus de
400 nucléotides dans la séquence globale. 11 est possible, par conséquent, que
la séquence ait une superstructure en boucle, stabilisée par la liaison de deux

régions distantes d'environ 400 nucléotides.

6. REMARQUES EN GUISE DE CONCLUSION

Dans le présent document, nous avons é€laboré certaines formules et montré
comment on pourrait en &tablir d'autres, au besoin, pour calculer les moyennes,
les variances et les probabilités dans le cas de distributions de fréquence de
sous-séquences de nucléotides. On peut effectuer des tests de signification
exacts et calculer des intervalles de confiance, ou encore utiliser un test
d' approximation, pour analyser les structures d4'occurrences non aléatoires dans
des séquences ou des sous-séquences de nucléotides. Ces moyens peuvent aider
les chercheurs 2 mieux connaltre la structure et la fonctionnalite des
(sous—-)séquences. Les méthodes exactes sont particulidrement utiles lorsque la
fréquence attendue d'une sous-séquence ou la longueur de la séquence est si
faible qu'un test d'approximation ne peut 8tre utilis&. Par contre, le text
d'approximation peut servir dans le cas plus général ol les lettres de
1'alphabet génétique ont des probabilités d'apparition hypoth&tiques qui ne

sont pas necessairement égales.
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Les niveaux de signification tirés de ces tests peuvent aussi servir a
comparer deux séquences ou plus, de la fagon suivante : pour une sous-séquence
donnée S, on effectue le test de signification pour chaque séquence et on
compare les probabilités critiques, c'est-a-dire les &carts des séquences par
rapport 3 une hypoth&se nulle commune. La comparaison des probabilités
critiques au lieu des fréquences observées permet de comparer des séquences de
longueurs différentes, ce qui évite les problimes d'alignement. On peut aussi
de cette facon comparer les résultats relatifs 2 des sous-séquences ayant des
longueurs ou des capacités de chevauchement différentes, car la probabilité
critique est normalisée selon la distribution de fréquence propre a chaque
sous-sequence.

Au moment de faire 1'analyse des structures 3 1'intérieur d'une séquence,
11 est naturel de répéter ces tests pour plusieurs sous-séquences; 1'analyste
doit alors tenir compte des mises en garde habituelles touchant les
comparaisons multiples. Une méthode possible, selon Daniel (1959),
consisterait 3 utiliser une courbe de probabilité 23‘ (ou semi-normale ou

normale) pour analyser les valeurs multiples de la statistique T* du test

d'approximation (ou sa racine carrée, ou sa racine carrée avec signe,
respectivement).

Lorsqu'il est utile d'évaluer le degré d'écart par rapport au cas
aléatoire, ces concepts et méthodes peuvent aussi s'appliquer 3 1'analyse de
séquences d'acides aminés dans les protéines, et dans d'autres domaines que la
biologie moléculaire, par ex. dans 1'analyse des séries chronologiques et la 3
cryptographie.

11 serait utile, dans des recherches futures, que les formules des
distributions de fréquence soient généralisées au cas de probabilites inégales

d'occurrence des différentes lettres de l'alphabet.
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TABLEAU 1: Formules pour f(x;L,M,Q),
tous les Q possibles pour L=2 3 L=8

Afin d'abréger la notation, f(x;L,M,Q) est dénote a(M,x).
Les formules s'appliquent pour M=L et x=0,M-L+l.
Si x=0, les termes comportant 1'argument x-1 sont égaux 3 zéro.
L=2:
Q=0,1 (c.q.. S=AC)
aln 2 aM-1,x) - atM-2,x)/1b
. a<n-§ x=1)/1b

1,1 le.
alM,x) 4t n1/4 .
+ Za(M-21x)/1b
+ a(M-1,x-§)/4 - Ja(M-2,x-1)/16
L=3:
Q'o 0'1 (Q.Q- 3y S‘ACC)
alh.x s a(M=-1,x) - a{M=-3,x)/b4
. A(M-3'x-1)/64
0=1.0,! (e.g., S=ACA)
alMix) = i B
= TaM=3,x)/16 + 3a(M=3,x) /64
+ a(M-2x=11/16 - 3a(M=3,x-1)/48
G=1,1,1 <o.§ SaAAA)
alMix alM=1,x) /4
+ 3a(M-21x)/16 + Ja(M-3,x)/64
A M1 /4
- 3aM-2,x-1)/16 - 3a(M-3,x-1)/64
L=4:
R=0,0,0,1 (e.g., S=ACGT)
aliix) = a(B=] ) = aM-4,x)/256
+ a(M-4,x-1)/256
0=0.1,0,1 (e.g., S=ACAC)
alm, xi e 2Bl - .(n 2,x)/16 + a(M=3,x)/16
- a(H-4.x)/2
A M-2x-17716 - a(M=3,x=1)/16 + a(M-4,x-1)/256
0,0,1 (e.q., S=ACGA)
}H x] = af l.x)
- a(M-31x) /64 + Sa(M-4,x) /256
+ a(M-3,x-1)/64 - Ja(M-4,x- -1)/256
1 1 (e, 9 , S=AAA
atn x| = 3alm- .x)/4 . Sa(M-2,x)/1b
+ 3a(M-3.x) /64 + 3a<n-l,x)/2se
+ 3 M-1ix-1)74 = 3a(M-2,x-1)/16
- Ja(m-3,x-1)/864 - 3.<n-4.x -1)/2%6
L=5;

0=0,0,0,0,1 (o.Y.. S=ACGT
aliixd = atm-I 0 - J(H-S.x)/1024
+ a(M-51x=1)/1024

0=0,1,0,0,1 (-.?.. §=ACGAC)
almi (M-

Myx ) %)

a(H I.x) /64 + alM-4,x)/b4
a(M-5,x)/1024
a(M-31x=1)764 - a(M-4,x-1)/64
a(M-5,x-1)/1024

0'123 0;0 1 i!.Y.. S=ACGTA)
x) = a(M-
- a(M-4, x)/256 + 3a(M-5,x)/1024
+ a(M-4,x-1)/236 - SI(H-S x-1)/1024

+4+ 0010~



L=b:

= Pg-

0-1 0,1,0,1 (!.Y-, S=ACACA)

,x’ M=

a(M-2,x)714 + a(M-3, x)/16&
a(M-4 x)/256
Ta(M-3,x)/1024
a(M-2,x-1)/16 - a(M-3,x

-1)/1é
a(H'4,x -1)/2%6 - 3Ja(h- S.x -1)/1024

0=1,1,0,0,1 (-.?.‘ §=AACARA) .
JIH xf = 3 )

- a(M-3x)/64

+ Jam-4, x) (256 ¢ Ia (M=5,x) /1024

¢ a(M-3,x-1)/64

Z SaM-d,x-1)/256 - 3a(M-5,x-1)/1024

L
—

+ 4+ 4010

0= 1,1 leg. S=AARAR)
} f Ja(M l.x)/
+ 33(M=2,%)/16
+ Ja(M-3,x) /b4
+ 32 (M-2.x) /256 + 3a(M-5,x) /1024
+ a(M-1,x-1)/4
- TatM-2,x=11716
- 3a(M-3,x-1)/64
- 33(M-81x-1)/256 - 3a(M-5,x-1)/1024
8=0,0,0,0,0,1 (e.g., S=ACGTAG)
alllx] & a(me1,x) = a(M-6,x) /4096
+ a(M- 6 x=1)/4096
0=0,0,1,0,0,1 (e.g,, S=RCGACG)
aliix] £ aM-1,0) "= a(H=3,x) /68 + alM-4,x) /64
- a(M-&,x)/4096
+ 3a(M-3,x-1)/64 - a(M-4,x= -1)744
+ a(M-b,x-1)/4096
0=0,1,0,0,0,1 (e.g., S=ACCCAC)
almix] = a(M-1,x) " = a(M-4,x)/256 ¢ a(M-5,x) /256
- a(M-b,x) /4096
+ a(M-4)x-1)/256 - a(M=5,x-1)/256
+ a(M=&,x-1)/4096
@=0,1,0,1,0,1 (@.g,. S=RCACAC)
aliied L a1, - atM=2,x) /16 ¢ a(M-3,x)/18
s a(M-4x) /236 + alM-5,x)/2%6
- a(M-b,x) 74096
+ a(M-2,x-1)/16 - a(M=3 %= -1)/16
. 3(M-4'x-1)/25 - a(M-3,x-1)/258
+ a(M-8,x-1)/4096
G=1,0,0,0,0,1 (@.g., S*ACGICA)
allix) & aim-1,%) "= a(M=8,x)/1024 ¢ 3a(Mcb, x) /4096
 8(M-5'x-1)/1024 ~ 3a(M-b,x-1)/4096
@=1,0,1,0,0,1 (@.g,, S=ACAACA)
aliix] & a(n-1,x) "= atA=3.x) /64 + a(M-d,x) /64
- a(M-51x) /1024 + iatn—e.x)/ao R
+ a(M=-3,x-1)/64 - a(M-4,x- -1)/64
+ a(M-81x-1)/1024 - 3a(M-6,x-1)/4096
@=1,1,0,0,0,1 (8.9, . S=AAGTAA)
alvix) = atm-1,%) - a(H-4.x)/256 + 3a(M-5,x)/1024
+ Ja(M &,x)/4
+ a(M-4,x- 1)/256 - 3a(M-%,x-1)/1024
- 3a(M-b,x-1)74096

o-x L 1 1,1, (8.0., S=AARAAA)
3a(M-1,x] /4

+ Ja(M-4,x) /236

v Ta(M-5'x) /1024 + 3a(M-6,x) /4096

+ al(M-1,x~1)/74

< Tam-2,x-1)716

- 3a(M-3ix-1)/b4

 3a(mM-4,x-1)72%

- 3 (M-S.x-1)71024 - 3a(M-b,x-1)/4094




- 25

L=7
0=0,0,0,0,0,0,1 (@,9., S=ACGTACA)
ali!x] = a(H-1,x) = a(M=7,x)/16384
+ a(M=7,x-1)/16384

2=0,0,1,0,0,0,1 (e.g., S=ACGTACG)
alM!x) = a(h-1,x) - a(M-4,x)/256 + a(M-5,x)/256
- a(M-7.x) /16384 .
+ a(M-8.x=1)/256 - a(M-5,x=-1)/256
+ a(M-7,x-1)/16364

., S=ACGTTAC)

024 + a(M-b6,x)/1024 °
6284

/1024 - a(M-46,x-1)/1024
/16384

., S=ACGTACA)

- a(M-b,x) /4094 + 3a(M-7,x) /16364
) /8056 < 3a(M=7,x-1) /16384

1 (e.g., S=ACGACGA)

]

M x)
H-

M

— s B

)/64 + a(M-4,x)/64

y/b4 - a(M-4,x-1)/64

) /4096 - Ja(M-7,x-1)/16384
., S=RCAAACA)

S5 + a(M=5,x)/2%6

16384

/2% - a(M-%,x-1)/256
/4096 - Ja(M-7,x-1)/16384

«y S=ACACACA)

1,
&

X
-)'
AP
b,x

alMx) =

+ I(H'S.X)/Z!Jb
+ Ja(M=7,x) /16384

& - a(M-9,x-1)/256

5

1]

)

[]

[ ]
0=1,0,1,0,1,0,1 ¢
M) = atM-1,
]

L}

L]

]

]

]

. 096 - 3a(M=7,x-1)716384
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o
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1 ¢4+ 8-

x O

a(M-1,x)
a(M=51%) /1024

Ta(M=d,x) /4096 + 3a(M-7,x)/16364
4

3

= £

—

0,1 (e.g., S=AACCCAA)
(

(M-S, x=1) /1024
a(M=d,x-1)/4096 - 3a(M-7,x-1) /16384
Ge1,1,1,0,0,0,1 (e.Q., S*AAACAAR)
a}H,x s g (M-1,x

- a(M-4x)/2%6

e 3a(M-%,x) /71024
Ja(M-b,x) /4096
3a(M-7.x) /15384
a2 (M-4,x=1) /256
ga(n-s,x-t)/1oz4

+
+
+
- Sa(M=b6,x-1) /4096 - Ja(M-7,x-1) /16384
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Gei,1,1,1,1,1,1 (@.9., S"AARARAR)
' ] H,xf alH-l,x?/l

Ja(M-2,x) /16

Ja(M-3,x) /64

Ja(M-4,x) /256

3a(M-%,4) /1024 + Ja(M-6,x)/4096

3Ja(M-7,x) /16384 .

36
1024 - lJa(M-4,x-1)/4096
16384

L1 1Ll 1 44+44+44+4+0

/
/
/2
/
/

£=0,0,0,0,0,0,0,1 te.g., S=ACGTGGIC)
almix] = a-i,0 - aln-8,x)/65536
+ a(M-Bx-1)/65536

=0,0,0,1,0,0,0,1 (e.g. S=ACGTACGT)
alMx (=1,x) = alM-4,x)/256 + a(M-5,x)/256
3.x) /65536
8,

ﬂ-
b X

M-4,x-1)/256 - a(M-5,x=-1)/254
M-8,x=1) /65534

(e.g., 5=ACGTTACG)
) ~TalM=5,x)/1024 + a(M-6,x)/1024
x) /65536
X

+4+ 100

3
al
al
al

(e.q., S=ACGTGTAC)
<~ almMos,x) 74096 * a(M=7,x)/4096
X) /65536
X

(e.9., 5=ACGACGAC)
) oTalM=3,x) /64 + a(M-4,x) /64
) /4096 + a(M=7,x) /4096
) 165536
210784 - a(M-4,x-1) /64
) 74096 - & (M=7,x-1) /4094
) 165536

(2.g., S=ACACACAC)
Yalum2.x) /16 + a(M-3,x) /16
256 + alM=8,x) /256 - a(M-6,x) /4096

716 - a(M-3,x-1)/16
1285 - a (M-8, x-1)/2%6 + a(M-b,x-1)/4096
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,0,1 (#.g., S=ACCCCCCA)
Bol )~ alM=7,x) /16384 + Ja (M-8 x) /45336
Ho2'%l1) /16384 - 3a(M-8,x-1) /65536

e.g., S=ACGAACGA)
alm-4,%)/256 + a(M-3,x)/2%6
5384 + 3a(M-8,x) /65534

725 - a(M-5,x-1)7/2%

/16384

) /65536

(@.g., S"ACAGGACA)

1 x) ="alM=5,x)71024 + a(M-b,x)/1024
7 %) /716384 « lJa(M-B,x) /63336
-%'y-1)/1024 - a(M-b,x-1)/1024
7.x-1)716384 - 3a(M-8,x-1) /63336

0,1 (#.g., S=RACCCCAR)

ox) ~talM-s,x) 74096 + 3a(M-7,x) /16364
M-8,x) /65536

b %-1)74096 - 3a(M=7,x-1)/16384

(M-8, x-1) 765536

-1)/1024 - a(M-b,x-1)/1024 + a(M-B,x-1)/65536

-1)/74096 - a(M-7,x-1)/4096 + a(M-B,x-1) /65536
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(9.9, | S=ARGAAGAA)
alM=3,x) /764 + a(m-4,x) /64
/4096
X /16384 + 3a(M-8 u)/65536
“1) 768 - a(M-&,x-1)764
-5 x-1) /74096
M ?.x 1)/16384 - 3a(M-B,x-1) /65536

ﬂ!o x =
—

1,0,0,0,0,1 ! (0.9, tHs-AAACGAAm

X
- -
> -

~——

=

4 44440

+
+
+

8. x)/1024
Ta (M- L.x)/4o¢b + 3a(M=7,x) /16384

3a n -8 x) /65536

2(M-5.x-1)71024 - 3a(M-b,x-1)/4096

Ta (M ? x=1)/16384 - 3a(M-8,x-1)/65536 "

.g.. S=AAARARAR)

=
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o
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* Ia (M-b,x) /4056
+ 33 (M-8, x) /65538
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TABLEAU 2:
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Valeurs de f(x;4,20,Q), E(X) et V(X)

pour Q = 1,1,1,1; 0,1,0,1; et 0,0,0,1

(par ex. pour les sous-séquences AAAA, ACAC et ACGT)

FREQUENCE

~NOCNEWUN—OODN- AL WLWN-O

<m G G P G B Pl P st

—~—
> >
~—

---------- PROBABILITE
AAAA ACAC
,9499E 00 0,.9383E 00
L 3772E-01 0,5723E-01
L93S1E-02 0.4156E-02
.2288E-02 0.26353E-03
.5S27E-03 0. 13509E-04
L 131BE-03 0. 7653E-06
. 3099E-04 0,3442E-07
.7190E-05 0.1334E-08
. 1643E-05 0.41B4E-10
. J498E-06 0.9095E-12

.B17SE-07 Q.
cl773E°07 0.
03757E-08 0.
.7749E-09 0.
¢152BE'09 0-
|3001E-10 0.
.5457E-11 Q.
.9095E-12 0.
06441 . 06641
« 10506 07210

o e e B o e . T D B . B e e e S S B M S S D i S S

3J66E-01

. 06641
. 06477
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TABLEAU 3: Exemple de séquence de nucleotides :
Fragment de génome modérément répétitif (famille Alu) - humain.
Longueur 825. Tiré de la base de données sur les séquences
d'acides nucléiques du Centre médical de 1'Université de
Georgetown.

POSITION NUCLEOTIDES

- %0 CTCGAGGGAGGAGCCCGGGGCTGEGGTACGEAGECCTCTGCACATCTTAG
100 AGTAAAACAAGCAGGAGAGGC TGGGTGCGGTEGCTCATGCCTATAATECL
150 AGCACTTTAGGAGGCTGAGGCGGGCAGATCACCTGAGGTCGEGAGTTLAA
200 GACCAGCCTGACCAACAGGGAGARACCCCATCTTTACTAAAAC TACARAA
2950 TTAGCTGGGTGTGETGECACATGCCTGTAATCCCAGATATTCGGGAGEET
300 GAGGCAGGAGARATCSCTTGAACCTGGGAAGCAGAGGTTGCGE TGAGLLGA
=350 GATGGCACCATTGCACTCCAGCCTBGGCARCGAGAGCGARACTCCGTETL
1-400 AAAAARARAC AAARAACAARARAAT CARAACAATCARRAAAACAAGLAGBAGE
401-450 GGCTCTGAGGTGCC TGCAACACCCAGGTACAATCCGTGGCCCTGAGGELE
451-500 ATCACAGGGAAGSGGTCTTTGCAGCTCTTTCAACCCCCAGCCCAGCATCL
£01-550 AAGGAAGCCCAGGGCAGGGAGARACCTCAGC TGCACCATCAGAGLE TCAGA
S51-600 ACAGAGAAGGCAGAAAT TAGCAGGGAGTGGGGE TGGGGAGEL T TCLTAGA
201-650 AGACGTGTCTCCCGCCTTGCTGGCACTGAGGCCTTGAGGATGEGTCCATA
651-700 CTGGGCECCCACTECCAGEGATGCAGATCCGGECCACTGE TGAAATLTGT
701-750 GCTCCTGGAGCCTCCCTCCTBTTCATBEGCCACAGGCTGTGARRACLLLA
751-800 GAGTCCTCCCAGGCAGCQAGTTTTGTTTTGTTTTTTGTTTGTTTGCTTGT
B01-825 TTGTTTTTTGAGAGTCTGCTCETCA

CAUHRI R ) e s
AoOoUMoOUnom
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TABLEAU 4: Valeurs de f£(x;2,825,Q), E(X) et V(X)
pour Q = 1,1 et x=30,70
(par ex. pour la sous-séquence CC)

PROBABILITE
FREQUENCE PROBABILITE CUMULATIVE
0.0010 0.0028
0.0016 0.0044
0.0023 0.0066
0.0032 0.0098
0.0044 0.0142
0.0059 0.0202
0.0078 0,0280
0.0101 0.0381
0.0128 0.0509
0.0158 0.06647
0.0191 0.08%8
0.0227 0.1085
0.026%5 0.1350
0.0303 0.1654
0.034} 0.1995
0.0377 Q. 2872
0.0409 0.2781
0.0437 0.3219
0.0460 0.3678
0.0476 0.4154
0.04B84 0.44638
0.04B86 0.5124
0.048} 0.5405
0.0448 0.6074
0.0450 0.6524
0.0427 0.6950
0.0399 0.7349
0.0348 0.7717
0.033% 0.80%3
0.0302 0.8354
0.0248 0.8622
0.0235 0.88%7
0.0204 0.9061
0.017% 0.9235
0.0148 0.9383
0.0124 0.9507
0.0103 0.9610
0.0084 0.96%4
0.0068 0.9762
0.005%5 0.9816
0.0043 0.9840
X) 51.90
X) 67.57




ANNEXE

Détermination de la fonction génératrice P(u,v)

o°
jE M
aM Y vx. ou an,x est la probabilite de
]

M=0 x=o0
X occurrences d'une chalne donnée S de longueur L et de capacité de

o0
Soit P(u,v)=

0
chevauchement Q dans une chalne de longueur M. La mé&thode consiste 3 créer une
fonction génératrice qui compte les x occurrences de S sous forme d'une sous-
chalne, puis 3 convertir le résultat en une fonction génératrice de
probabilité. Le développement présenté ici est une application du processus
exposé dans Goulden et Jackson (1983, section 2.8), que 1'on restreint au cas
spécial d'une seule sous-chalne identifiée et que 1'on applique & un alphabet N
formé de n symboles.

Soit S une chalne non nulle de longueur L. Une grappe de longueur M et
d'indice T est une chalne C comprenant un sous-ensemble identifié de membres
3k1.9k2,...,3kt et un ensemble identifié de sous-chalnes T},Tj,...,T; qui ont
les propriétés suivantes :

(1) Chaque Ty est la chalne S;

(2) Le symbole 3k1 est le premier membre de Ty;

(3) L'indice kl est | et 1'indice kt est M-L+1, c.~-3-d. que les premiers et

les derniers L symboles de C sont des sous-chalnes identifides;

(4) Deux sous-chalnes consécutives se chevauchent;

(5) Tout &lément de C figure dans au moins un Ty.

Notons qu'il n’est pas nécessaire que chaque sous-chalne de C qui est identique
d S soit identifife. Par exemple, si S = ACACAC, la chalne ACACACACACAC
représente une grappe de longueur 12 et d'indice 3, ol les sous-chalnes

identifiées commencent 2 la premidre, 2 la troisidme et A la septidme
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position. Il y a une chalne identique 2 S qui commence 3 la cinquidme
position, mais elle n'est ni identifiée ni prise en cowmpte dans le compte de
1'indice.

Pour introduire 1'information relative au chevauchement, on se sert du
polyndme prefixe. Un préfixe d'une chaine § est une chalne non nulle P pour
laquelle 11 existe des chalnes non nulles X et Y telles que S = PX = YP. Soit
{nl,nz,...,nu 1'ensemble des longueurs de préfixe dans S. Le polynome préfixe
est alors h(x) = :E: xni . 11 est 3 remarquer que cette définition correspond
3 celle donnée 2 i:1section 4,

Notons que toute grappe C d'indice t peut &tre décomposée de fagon unique
en un ensemble ordonné de t-1 préfixes et une copie de S, chaque préfixe
commengant par un élément identifié et se terminant juste avant 1'apparition
suivante de cet elément. Pour la grappe donnée ci-dessus, la décomposition est
AC,ACAC,ACACAC. Inversement, un tel ensemble ordonné produit une grappe unique
d'indice t si 1'on procédé dans le sens contraire.

Soit cy ¢ le nombre de grappes de longueur M et d'indice t associées 2

la chaine S. La fonction génératrice des grappes C(u,v) pour S est ainsi

C(u,v) =§ i Cy. ¢ oM vt

M=0 t=0

définie :

Dans 1'exposé qui suit, nous tenons compte du fait que la fonction
génératrice d'une collection ordonnée d'objets est le produit des fonctions
génératrices des objets; autrement dit, gi A et B sont des collections d'objets
ayant des fonctions génératrices respectives A et B, la fonction génératrice de
la collection d'objets (a,b) ot a &€ A et b& B est A B. Pour plus de détalls,

voir Goulden et Jackson (1983).
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Lemme. Soit S une chalne de longueur L ayant le polyndme préfixe h(x). La
fonction génératrice des grappes pour S est alors :

C(u,v) = ulv/(1-vh(u)).
Preuve. Comme on 1'a signalé ci-dessus, une grappe d'indice t peut 2tre
decomposée en une collection ordonnée de t-1 préfixes et une copie de S. Lla
fonction génératrice est ulv pour{s} et vh(u) pour les préfixes, de sorte que
la fonction génératrice pour les grappes de poids t est

(vh(u))t=1yly,

La sommation sur toutes les valeurs de t donne
o0

elu ) =i (vh(a))t?
t=1

= JLv/(1-vh(u))

soit le résultat recherchée.

Pour obtenir la fonction génératrice propre au nombre d'occurrences de S
sous forme d'une sous-chaine de toutes les chalnes de longueur M provenant
de N, 11 est utile de faire intervenir des chalnes indicées. Une chalne
indicée T de longueur M et d'indice t (par rapport & une chalne de longueur L)
est une chalne de longueur M comportant un sous-ensemble identifié d'élements
sk1'sk2""’skt et un ensemble identifié de sous-chalnes Ty,T3,...,T; ayant les
propriétés suivantes :

(1) Chaque Ty est la chalne §;

(2) ski est le premier élement de Ty.

11 est A noter que contrairement aux grappes, il n'est pas nécessaire que
la premi2res ou la dernidre chalne de longueur L soit une copie de S, ni que
chaque &lément apparaisse dans une chalne identifiee. De plus, les sous-

ensembles identifiés adjacents n'ont pas 2 se chevaucher.
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Soit dy ¢ le nombre de chalnes indicées de longueur M et d'indice T par

rapport & §. La fonction génératrice des chalnes indicees pour S est alors

o°
O(u,v) =z i dy, t M vt

M=0 t=0

Lenme. Soit S une cﬁaine de longueur L avec fonction génératrice de grappes
C(u,v). La fonction génératrice des chalnes indicées pour 5 est alors

D(u,v) = (l-nu-C(u,\.r))'1 L
ol n est le nombre de symboles de 1'alphabet.
Comme les grappes, les ensembles indicés peuvent &tre décomposés de fagon
unique en collections ordonnées; un membre de la collection, cette fois, est
soit un #lément unique provenant de N, soit une grappe. Pour obtenir la
décomposition, i1 faut procéder du début 2 la fin, c.-a-d. examiner chaque

caractére en le traitant comme un membre unique de la collection ordonnée

jusqu'3 ce qu'on rencontre un &lément identifi® skl- 11 s'agira du début d'une
grappe unique, qui devient alors un membre de la collection. L'examen se
poursuit jusqu'3 ce qu'on arrive 3 la fin. Inversement, toute collection
ordonnée d'éléments et de grappes uniques produit une séquence indicée
correspondante unique. Comme il y a n symboles dans 1'alphabet, la fonction
génératrice propre a 1'ensemble des membres pour chaque position dans 1la
collection est nu+C(u,v), et la fonction génératrice pour toutes les
collections de longueur w est (nu+C(u,v))¥. On obtient le résultat en faisant
la somme sur tous les w.

Notons que l'introduction de symboles entre les grappes lors de la
création d'ensembles indicés peut produire des copies additionnelles de 5 (qui

ne sont pas identififes dans la grappe). En outre, il peut y avoir des coples

non identifiees de S @ 1'intérieur des grappes elles-mémes. Soit T une chalne

de longueur M provenant de N qui contient précisément k sous-chalnes
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identiques 2 S. S$i 1'on regarde comment sont construites les chalnes indicées,
on constate que T est compté dans D(x,y) exactement une fols pour chaque sous-
ensemble des k copies de S. Autrement dit, D(x,y) est une fonction génératrice
de type "au moins” poﬁr 1'ensemble de chalnes compté selon le nombre de copies
de S qu'il contient, d'apres le principe d'inclusion et d'exclusion (voir, par
exemple, Goulden et Jackson (1983)).

Dans le contexte des fonctions génératrices, le principe d'inclusion et
d'exclusion stipule que si f(z) est la fonction génératrice pour le nombre
d'objets qui contiennent "au moins” k propriétés (au sens ci-dessus), alors la
fonction génératrice g(z) pour le nombre d'objets ayant exactement k propriétés
est donnée par g(z) = f(2-1). Par conséquent, si fM,x est le nombre de
chatnes de longueur M provenant de N qui contiennent exactement x sous-chalnes

identiques 3 S, et si
o0

y- 4
Flu,v) = E fﬂ,x u" v,

alors el Eab

F(u,v) = (1-nu-C(u,v-1))'1.
11 y a nM séquences possibles de longueur M, de sorte que pour obtenir
la fonction génératrice de probabilité P(u,v), on remplace u par u/n dans

F(u,v). En particulier, si n= 4, on a

1-(v-1)h{u/4)
Plu,v) = - T
[1-Cv=-1)h(u/4)](1-u)-(u/4)" (v-1)

comme dans la section 4.
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