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RESUME 

Le code génétique de l'ADN peut être repr6sentit sous forme d'une sequence 

aiphabétique formée des lettres A, C, C, et T, qui représentent les quatre 

types de nuclêotides qul composent l'ADN : acides adénylique, cytidilique, 

guanylique et thyinidylique. Maintenant que ces sequences ont etC identifiCes 

pour de notnbreux gnes et qu'on lee possde sous une forme qui se prte au 

traitetoent par ordinateur, les scientifiques peuvent les analyser et y 

rechercher des structures, afin de tenter de mieux connaitre lee fonctions 

rCgu]atrices du gene. L'un des sujets CtudiCs est la frCquence d'occurrence de 

sous-s€quences particu1ires de nuciCotides (par ex. ACAC) dane l'ensemble, ou 

une partie, d'une sequence de nuciCotides. Dans le present document, on 

Ctablit la distribution de probabilité de la fréquence d'occurrence d'une 

sous-sCquence dane une sequence de nuciCotides, dane l'hypothese ob les quatre 

nuciCotides apparaissent au hasard et avec une probabilité êgale. La 

distribution n'est pas triviale puisque des sous-sCquences diffCrentes 

prCsentent des "capacités de chevauchement" diffCrentes. Par exemple, la 

sous-eCquence AAAA peut exister jusqu"I 17 fois dane une sequence de ].ongueur 

20 (ce qui se produira si la eCquence eat coinposée seuleinent de A), ia1s is 

sous-sCquence ACGT ne peut survenir plus de 5 fois dane une eCquence de 

iongueur 20. Ainsi, lee distributions de frCquencea sont différentes pour 

chaque type de capecitC de chevaucheinent. Ii est intCressant d'Cvaluer et de 

cxnparer le degrC d'occurrence alCatoire pour diffCrentes sous-séquences, ou 

diffCrentes parties d'une sous-sCquence; i'existence et le degrC d'une 

Mote des : sons-sequences de l'ADN; sous-sCquences de nuclCotides; capacitC 
de chevauchement. 
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occurrence non al€atoire peuvent être relies au type et au degrC de 

fonctionnalitê d'une (sous-)sCquence de nucleotides. Au moyen des 
distributions de frCquences prCsentCes id, on peut effectuer des tests de 
significatIon exacts de l'hypothèse d'une occurrence alêatoire. On decrit 

aussi un test approximatif qul convient aux longues sequences; ce test peut 
servir a verifier l'hypothèse nulle plus generale selon laquelle les 

nucleotides se presentent avec des probabilites Inegales. 

I. INTRODUCTION 

Les genes sont fortnês de longes molecules hClicoidales, a double chalne, d'ADN. 
Chacune des deux chalnes contient une sCquence de nucléotides - en general de 

1 500 A 15 000 - et les deux chatnes sont maintenues ensemble par des liens 
hydrogene faibles. 	On identifie un nuciCotide dans l'ADN en fonction de la 
base azotee qu'il contient, parmi quatre possibles : 	deux bases puriques, 
l'adCnine (A) et la guanine (C), et deux bases pyrimidiques, 	la cytosine (C) et 
la thymine (T). 	Ii y a une complêinentarjtê entre les nuclêotides des deux 
chalnés opposees; une base A, G. C ou T est rattachee par un lien faible a son 
compinent T, C, C ou A, respectivement, sur l'autre chalne. 	Le "code 
genetique" de l'ADN, par consequent, peut être repr€sentC coe une sCquence 
alphab€tIque simple composée de ces quatre lettres. 	C'est grace a ce code que 
le gene contrBle la formation d'autres substances dans la cellule (voir, 
par ex., Guyton (1969)). 	En outre, certaines sequences de nuclCotides forment 
des genes oncogënlques qui peuvent Ctre a la source de certaines formes de 
cancer. 

Des progrès relativeinent r&cents de is biochimie ont rendue possible la 
dCtermination de sequences de nucleotjdes pour des nombres &levês de genes, et 

pour la materiel intergCnique qui, lul aussi, est forme de sequences de 
nuciCotides. 	Ces donnCes sont maintenant disponibles sous une forme qui se 

prête au traitement inforinatique, de sorte qu'on peut examiner et analyser lea 
structures qui existent a l'lntêrieur des sequences en se servant de techniques 
statistiques et de logiciels statistiques. 	Les scientifiques ont maintenant la 
possibilitC de recourir 1 des algorithmes de reconnaissance de structures pour 
"en apprendre davantage sur is nature régulatrice des divers domaines 
fonctionne].s genetiques, et sur lea C1nents qul sont reconnus dans ces 
domaineg par le materiel cellulaire..," (Sadler, Waterman et Smith (1983)). 
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Weir (1985) fait un relevé utile des nouveaux problèiaes d'analyse statistique 

qul ont surgi par suite des progrès de is gnêtique molcuiaire. 

L'un des sujets d'êtude porte sur la frquence d'occurrence de courtes 

sous-squences particulières (par ex. ACAC) dans i'ensemble ou une partie d'une 

squence de nuclotides. Maizel et coil. (1981) ont conclu que, pariul les 

programmes informatiques largement utilisés pour l'analyse des acides 

nucliques, "on emplole le plus souvent des programmes capables de reprer les 

occurrences de courtes sous-squences qul sont utilis€es par les enzymes co=e 

• 	signaux pour reconnaltre, modifier et exprimer les acides nuc1iques, qul 

déterminent la frquence et les emplacements de courtes chalnes de nuciotides 

et qul traduisent les sequences d'acides nuciCiques en sequences d'acides 

ainines ou en cha!nes de polynuciêotides complCnientaires." Voici queiques 

exemples d'articles quf traitent de l'analyse des frequences de sous-

sequences : Aquadro et Greenberg (1983), Gentleman et coil. (1984), Grantham 

et coil. (1981), Harr, llaggstrom et Custafsson (1983), Korn et Queen (1984), 

Nussinov (1984), Sadler et coil. (1983), Smith et Burks (1983), Smith, Waterman 

5 	et Sadler (1983), Queen et Korn (1980), et Vass et Wilson (1984). 

Ii est intêressant d'evaluer et de conparer le degre d'occurrence non 

aleatoire pour diffCrentes sous-sCquences ou dans diffCrentes parties d'une 

sCquence; l'existence et l'ampleur d'une occurrence non aleatoire peuvent Ctre 

mises en relation avec le type et le degrC de fonctionnalitC d'une 

(sous-)sCquence de nuclCotides. Orgel et Crick (1980) ont classé i'ADN 

d'organismes supCrieurs en deux cat€gories, l'une spCcifique et l'autre 

comparativetnent non spêcifique. Au sujet de cette dernière, us notent que 
• 	"bon nombre d'indications laissent croire, sans le prouver, qu'une grande 

partie de l'ADN des organismes supCrieurs ne sert guère I grand chose". Vass 

et Wilson (1984) dCcrivent des tests statistiques permettant is dCtection 

d'arrangements non aiêatoires sur une chalne de nucl&otides. Ces tests 

"peuvent ëtre utiles, notamment, A l'analyse d'arrangements qui, dans les 

sCquences d'ADN, peuvent refiCter en partie is structure et is fonction des 

genes dont ces sCquences font partie." Shukia et Srivastsva (1985) ont êiaborC 

un test visant A determiner le caractère aiéatoire de sequences, fondC sur la 

frCquence d'occurrence d'une sous-sequence particuliCre A deux positions 

5 

	

	distantes l'une de l'autre d'un noinbre fixe de bases. us font valoir qu'une 
"faible probabilitC d'occurrence alCatoire justifie une exploration plus 

approfondie...de ... ia possibilit& d'une signification structurelle ou 



-4- 

fonctionnelle, ...(tandis que s'il y a)...une probabilit 	leve d'occurrence 

alêatoire, ii faut faire preuve de prudence avant d'attribuer un quelconque 

role structurel ou fonctionnel A ce genre de...r€ptition". 

Gentleman et coil. (1984) ont donn6 deux exempies de la manire dont la 

prsence d'une sous-séquence A une frquence plus levëe que prévu peut 

renseigner sur is structure ou is fonction : 1) Ce phênomne peut indiquer que 

le segment d'ADN a êté initialement formé par replication de segments plus 

petits. Une telle rCplication, exacte au debut, peut tre aitérCe avec le 

temps. Toutefois, dans les regions de la sequence oti la conservation d'une 

fonction est nCcessaire, des rCpétitions exactes devraient normalement 

survenir. 2) Une rupture de 1'ADN se produit habituellenient A divers 

endroits, distants de 3 A 10 nuciCotides, sur les deux chalnes. Dana ce cas, 

un vide se crCe sur chaque chane vis-a-vis des nucléotides qui restent sur 

l'autre chalne. Pour conibler le vide, des nucléotfdes cornplémentaires A leurs 

vis--vis de l'autre chatne s'ajoutent sur chaque chatne, ce qul a pour effet 

de répéter la sous-sCquence de l'autre cote de is rupture. Le vide crêé par is 

rupture lui-mne est rempli. Par consequent, is presence de sous-sCquences 

rCpétées peut indiquer des endroits oti ii y a eu une insertion dana la sequence 	S 
d'ADN. 

On salt relativenient peu de choses sur is fonctionnalitC spécifique de 

l'ADN. En cherchant A identifier les (sous-)s€quences de nuciCotides qul 

surviennent de facon plus ou moms alêatolre, on se fonde en partie sur 

l'hypothse qu'un degré plus élevC de fonctionnalite correspond A tine 

occurrence moms aléatoire. La cnp1émentarité des deux chalnes de l'ADN 

permet a chacune, au moment de la division cellulaire, de servir de repère pour 

is formation de deux structures identiques A double chatne. Quand 1'ADN se 

reprodult, ii peut survenir des mutations alCstoires; l'ADN eat donc soumis aux 

forces de la selection naturelie et de l'évolution. Ainsi, une configuration 

particulière qui existe actuellement dana l'ADN peut avoir €tC favorisCe par 1.8 

selection naturelle. (Pour plus de details sur l'Cvolution gCnétique, voir 

Doolittle et Sapienza (198), Orgel et Crick (1980) et Forbes et Shadbolt-Forbes 

(1988).) 

Dana le prCsent document, on determine une distribution de probabilltC de la 

frCquence d'occurrence d'une sous-séquence A l'intCrieur d'une aCquence de 

nucléotides, dana l'hypothèse oti lea quatre nuclCotldes apparaissent au hasard 

et avec une probabilitC Cgale. Un algorithme general de calcul de cette 
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Is distribution eat fourni; ii dpend de la longueur de la squence, de la 
longueur de la sous-squence et d'une proprifitg de la sous-squence que nous 

appelons "capacitfi de chevauchement". Des formules explieltes sont donnes 

pour toutes lea sous-s€quences de longueur 2 a 8. L'accès A cea distributions 
permet l'emploi de tests de signification exacts de l'hypothase d'occurrence 

a1atoire. Un test appxomitatif est aussi fourni pour les cas oi la sequence 

est longue. Le niveau de signification donnC par ces tests mesure le degrC 

d'Ccart des rCsultats par rapport A l'hypothèse, c'est-à-dire le degr 

d'occurrence non alCatoire. 

L'hypothèse nulle de la presence Cquiprobable des differents nucleotides est 

raisonnable si l'on tient cotnpte du fait que les structures actuelles de 1'ADN 

sont le rCsultat d'une evolution atnorc€e A partir d'une "soupe originelle" ou 

ou dtufl  "pool de bases" contenant des quantitCs Cgales de chaque base. Cet 

aspect est examine par Sege et Saxberg (1982), qui fournissent un test 

statistique pour la comparaison simultanée de plusleurs sequences de 

nucléotides. L'"hypothase nulle qu'ils cherchent A rejeter" est que les 

données observées sont i.e rCsultat d'une selection faite au hasard a méme un 
pool de bases dans lequel les bases A, C, C et T sont prCsentes A des 

fréquences relatives spCcifiCes. Ils dCcrivent trois possibilitCs pour le 

choix des quatre probabilités de l'hypothèse nulle 

"1) Le pool abstrait de nuciCotides est illimité et donc la 

repartition des nuclêotides eat effectivement uniforme; 2) les 

sequences sont tirCes d'un pool comportant une distribution de 

nucléotides caractCristique de l'espèce; ou 3) le pool de 

nucléotides pour la classe de sequences examinée eat bien 

- 	représentC par la distribution totale des nuclêotides dans lea 

- 	sequences elles-mémes." 

Sege et Saxberg décrivent ensuite lea conditions dana lesquelles chaque choix 

convient 

"La pool virtuel choisi sera fonction de la question posêe par 

l'expCrimentateur et du degrC d'information dCsirC. Les pools 

virtuels lea plus faciles a interpreter sont, Cvidement, lea 
pools a probabilitCs Cgales (fréquences - 0,25) et lea pools 
virtuels propres a l'espce/organisme (frCquences moyennea des 

S bases pour l'espèce/organlsme). Ces pools virtuela devraient 

servir de repères a moms que i.e chercheur alt sufflsaimnent de 

raisons de croire que le pool observe eat d'un autre type 
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(par ex. pool virtuel exprimental). Lorsque qu'un pool 

virtuel non standard est utilisê, sa justification et le sens 

des (niveaux de signification) rsultants doivent Atre 

soigneusement exam meg." 
Les distributions exactes €tablies dans le present document peuvent servir 

tester le premier des choix voquês par Sege et Saxberg, tandis que le test 

d'approximation convient a n'importe quel des trois choix. 
Certains chercheurs ont presuppose que les quatre types de nucleotides 	- 

apparaissent de façon independante (par ex. ceux que mentionnent Biggins et 

Cannings (1987, p.  521)), tandis que d'autres en ont fait une hypothse. Dans 

ce dernier cas, l'hypothse a fitC accept€e dans plusleurs situations, notamment 

pour l'analyse de (sous-)sCquences relativement courtes. Garden (1980) a 

appliquC des modles de chatnes de Markov A trois sequences ADN/ARN, et a 

decouvert que les mod1es de Markov d'ordre trois, deux et zero convenaient le 

mieux. (Dans l'ARN, la pyrimidine uracile apparalt au lieu de la thymine.) Le 

modMe d'ordre zero a perinis l.a reprCsentation adCquate d'un gne de longueur 

1632. Fuchs (1980) s'est demandC si Is longueur de l.a s€quence n'etait pas 

directement liêe A l'ordre, citant A l'appui les autres rësultats de Garden 

relatifs aux sous-sCquences. Fuchs a note que "is majorite des segments de 500 

nucleotides ont ete bien représentêes par un modèle d'ordre zero ou tm, coe 

prévu pour les courtes sCquences". Ii a recommandC deux types d'analyses 

supplementaires : la detection des rCgions anormales d'une sCquence, et 

l'analyse des €carts entre les frêquences observees et attendues de 

sous-sCquences de nucThotides. 

La section 2 ci-aprs prCsente une definition du concept de "capacitê de 

chevauchement", une propriCté d'une sous-sequence qui ccwplique is 

determination de l.a fonction de probabilitê de la fréquence d'occurrence de la 

sous-sCquence. Dans l.a section 3, on determine l'esp€rance et is variance de 

cette variable alCatoire. La fonction de probabilitC - qui est diff€rente pour 

chaque type de capacite de chevauchement - est calculCe a l.a section 4 (des 
dCtails additionnels sont donnes en annexe). La section 5 presente des 

exemples, portant sur une sCquence du gCnome hain, de l'emploi de l.a fonction 

de probabi]itC, pour des tests de signification exacts et approximatifs de 

l'occurrence alCatoire. 
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2. DEFINITIoN DE CAPACITE DE CIIEVAUCHEMENT. 

Supposons que les quatre nuclêotides formant une Bous-squence surviennent 
de facon indpendante et avec une probabilité figale, de sorte que is 

probabilité p d'occurrence d'une sous-séquence de longueur L eat de (1/4)L. 

Soft la variable aléatoire X la fréquence d'occurrence d'une sous-séquence de 
longueur L a l'intérieur d'une sequence de nucleotides de longueur M. Une 

sous-sCquence 'apparalt A la position i si elle commence A la position I. Dana 
ce cas, n 	M-L+1 est la valeur maximale que peut prendre X. Soft f(x;L,M,Q) 
la fonction de probabilitC cle X. Cette fonction depend non seulement des 

• 	scalaires L et M, mais aussi du vecteur Q, qui représente la "capacité de 

chevauchement" de la sous-sCquence examinCe. Prenons un exemple simple : la 

sous-séquence AAAA peut apparaltre entre 0 et 17 fots dans une sequence de 

longueur 20, tandis que la sous-sCquence ACAC ne peut figurer plus de 9 fats 

dana une sequence de mé.me longueur, parce que sa capacité de chevaucheient eat 

moindre. La sous-sCquence ACGT ne possade aucune capacité de chevauchement, 

sauf dans le cas trivial oil elle se superpose A elle-méme, de eorte qu'elle ne 

peut se presenter plus de 5 fois. Par consequent, f(x;L,M,Q) ne peut atre 

traitée come une distribution binômiale fondêe sur des essais indépendants. 

Définissons la capacité de chevauchement de la façon suivante : soit S une 

sous-sCquence donnée et S1,S2,...!,SL is representation de ses L nuclêotides 
de gauche A droite. Définissons alors la capacitC de chevauchement Q de S 

comme une sequence binaire Q1,Q2,•••,QL telle que Qjl s'il eat possible que 
lea i premires lettres de la sous-sCquence chevauchent ses I dernires 

• 	lettres, et Qi0 autrement (pour ial...,L). Plus prCcisément, Qj1 Si 

Sk.Sk+L_j pour k-'l,...,i, et Qj-O autrement (pour I-1,...L). De toute 

evidence Q1 parce qu'une sous-sCquence peut toujours se superposer a 
elle-me. Par exemple, is sous-sCquence ACAC a une capacité de chevauchement 
de 0,1,0,1 et la sous sequence AAAC a une capacitC de chevauchement de 

0,0,0,1. Ii est clair que de nombreuses sous-sCquences peuvent avoir la métne 

capacitC de chevaucheinent. Par contre, ce ne sont pas toutes les 2L 

sequences binaires possibles de longueur L qul donnent des capacitCs de 
chevauchenient possibles, en raison des interrelations entre lea &irients de Q; 

. 

	

	par exemple, aucune sous-sCquence ne peut avoir une capacité de chevauchenient 

de 1,0,1,1 (parce que Q3-1 signifie que tous les Clénients de S sont Identiques, 
tandis que Q2-0 implique l'existence de certaines differences pant lea 
éléments). Pour L-2 è L8, par exanpie, ii y a, respectivement, seulement 2, 
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3, 4, 6, 8, 10 et 13 capacits de chevauchement possibles. Guibas et Odlyzko 

(1981) présentent un algorithme servant A tester une squence binaire pour 

dteruiner si elle constitue une capacite de chevaucheinent possible. Un 

algorithme permettant de produire toutes les capacit€s de chevauchement 

possibles pour une valeur de L donnee est dcrit par Gentleman et 

Mullin (1987). 

Le modle ci-dessus peut être décrit dans la terminologie des chatnes de 

Markov. Feller (1950, p.  376, problème 1) a dcrit un cas spcial de cette 

situation (pour L2 et un alphabet de 2 lettres) sous forme d'un processus de 

Markov A quatre stats, de premier ordre. La gênralisation de cette approche 

donne dans le cas prsent un processus de Markov A aL  états, d'ordre (L-1) 

(oti a est le nombre de lettres dans l'alphabet gntique). Alors, en 

particulier, la probabiliti transitoire d'occurrence de S, en supposant que S 

soit apparue L-k positions avant, est pLkQk, pour ku1,...,L-1 (oti 

piur(1/a)L). (On peut facilement gnraliser encore davantage, pour le cas ob 

les lettres apparaissent avec des probabllitês ingales.) 

La capacitê de chevauchement intervient dans l'analyse de Biggins et 

Cannings (1987), au sujet d'enzymes de restriction qui coupent lea squences 

d'ADN lorsque surviennent certaines sous-squences particuliAres. Si l'une de 

ces sous-séquences se chevauche elle-inne ou chevauche une autre des 

sous-squences reconnaissables, la coupure se fait seulement A la position de 

l'occurrence "antrieure". Pour d'autres exemples d'analyses incorporant le 

concept de capacit€ de chevauchement, voir Shukla et Srivastava (1985) et 

Karlin et Oat (1987). 

S 

0 
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0 	3. DTERNINATION DE L 'ESPftANCE ET DE IA VARIANCE 

L'esprance de X, contrairement A ce quton  pourrait penser, est indpendante 

de Is capacitê de chevauchement (Q) de la sous-squence. La variance d€pend de 

Q et, comme on pouvait s'y attendre, eat plus 61eve dana le cas des sous-

squences qul out un "plus haut degr€" de capacit€ de chevauchement. Par 

exemple, si la longueur M de la sequence est Cgale a 20 et la longueur L de la 

sous-sCquence est Cgale A 4, alors pour les sous-séquences AAAA, ACAC et ACGT, 

E(X).07 et V(X).11, .07 et .06 respectivement. 

Pour determiner l'esperance et la variance de X, supposons que M'L, et 

dCfinissons des variables indicatrices 1,2,•••,n  (oi nM-L+l) telles que 

Yj=l si la sous-sCquence S apparali a la position i, et Yj=0 dans les autres 
cas (pour i=l,...,n). 

n 
On a alors X 	y, de sorte que 

E(X) 	E(Y 1 ). Puisque E(Yi) 	(1/4)L 	'p, E(X) 	up et est 

indCpendante de Q, et 

V(X) 	= 	Cov(Y,Y.) 5 	E(Y1Y) 
- 	

E(Y 1 ) E(v.) 
1:1 	j:l i=1 j1 j=1 Jl 

i::1 j:1 E(Y
1 Y.) - n2 p2 

	 (1). 

Pour obtenir V(X), ii faut tenir compte du fait que lea variables Y ne sont 

pas en gCnéral indCpendantes l'une de l'autre; lea covariances entre des Y qui 

sont de "proches voisines" dependent de Q. Pour determiner ces covariances, 

des quantitCs de la forine E(YIYI+k)  doivent être calculCes. Ii s'agit 

simplement de la probabilitC que la sous-sCquence apparaisse taut a la 

position I qu'A la position i+k. Si 0k45min(L-1,nl), alors 

E(YIYI+k) - QL_k(1/4)' - PQL_k(1/4)k. 

Si min(L-1,n-l)'kn, Q eat non pertinent et E(YIYI+k) - ( 1/4)2L 	p2. 
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1.1 	fl 
11 y a n termes parmi les n 2  de 	E(v.Y.) 

	

i1 j:i 	1 J 
En outre, si n?l, ii y a 2(n-k) termes tels que 

k=1,...,min(L-1,n-1)). Si nL, ii y a 2 	k 

S 
tels que 1j. 

j1+k ou i-j-I-k (pour 

(n-L)(n-L+1) termes restants 

qui ne dependent pas de Q. Par consequent, 

mm 
(L-i, 

n 	n 	 n-i) 
[(YY.) 	np + p2(n-L)(n-L+i) + 2p(n-k)Q 	(1/4)k 

i1 j1 	 L-k 

de sorte que l'equation (1) devient 

mm 
(L-i 
n-i) 

V(X) 	np(i-np) + p2(n-L)(n-L+1) + 2p 	(n_k)QLk(1/ 	
(2). 

k:1 

Dii côtC droit de l'équation (2) et de lquation prCcCdente, le second terme 

est êgal I zero si nL, et le troisIme terme est Cgal I zero si n1. Si L=1, 

le troislème terme de l'Cquarlon (2) est êgal A zero, et V(X) se r€duft, comme 

ii se dolt, a la variance np(l-p) d'une variable alCatoire blnôiniale. 

Les formules pour E(X) et V(X) peuvent être generalisees de la facon 

suivante dans le cas d'un nombre arbitraires de lettres de l'alphabet ayant des 

occurrences indCpendantes selon des probabilitCs Pl,P2,",Pa  (dont la somme 	- 

est Cgale a 1). Supposons que la sous-sCquence S solt formCe de L lettres 

apparaissant avec des probabilltCs respectives de 

k 
Soit Pk = IT p le produit des probabilitCs 

m 

des k preiniares lettres de S. En particuller, L 	IT p 	Pr(S). 
m&1 . 
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S 
Alors E(X) - 	L' et les equations (1) et (2) peuvent tre généralisées en 

substituant P a p et P a (1/4)k 

La contribution de Q 1 V(X) dans 1'êquation (2) justifie is mthode qui suit 

pour le classeuient des sous-séquences dans ]'ordre de leur capacit6 de 

chevauchement. Soit Q le nombre binaire formé des L élênents de Q en ordre 

• 

	

	inverse. Alors la sous-séquence S1 dont la capacité de chevauchement est Qi a 

une plus grande capacité d2 chevauchement que la sous-séquence S2 dont la 

capacité de chevauchement est Q2 si Q 1 >Q2 . Ainsi, par exeip1e, les 

sous-séquences suivantes sont prêsentées en ordre croissant de capacité de 

chevauchement 	ACGTT, ACGTA, ACCAC, AACAA, ACACA, AAAAA (et ont 

des 	respectifs de 10000, 10001, 10010, 10011, 10101, 11111). Selon cette 

• 

	

	tnêthode de classenent, pour L fixe et n71, V(X) auginente avec le degré de 

capacité de chevauchement. 

L'examen de i'êquation (2) wontre que pour n'L, la valeur naximale de V(X) 

(obtenue lorsque tous les éléients de Q sont êgaux 1 1), est supérleure I la 

variance np(l-p) d'une variable aiéatoire binôniale, et que la valeur miniiaie 

de V(X) (obtenue lorsque tous les éiéinents de Q sauf  Qj. sont €gaux 1 0) est 

L-1 
inférleure I np(1-p). Lorsque n-° , V(X)-np(1-p) —) 2np 	(4-p) Si 

k-i 

et V(X)-np(1-p)--#-2(L-1)np 2  si Q0,0,...,0,1. Par consequent, 

ia difference entre la variance maximale et is variance minimale s'approche de 

1-1 
2np 	4k iorsque n—oO. Par exesiple, ces trois quantitCs iimites sont 

5 
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S 
gales, respectiveinent, A .023n, -.00781n et .0313n pour L2, et A .00266n, 

-.0000916n et .00256n pour L=4. 

4. DTER1lINATlOK DE LA FONCTION DE PROBABILITI 

A 1' aide de la thorie coinbinatoire, on peut êtablir tine formule algêbrique 

pour la fonction g€n€ratrice de X. Cette tche exige une application 

approprie (voir ltannexe)  des techniques coinbitiatoires exposes dans Goulden 

et Jackson (1983, section 2.8). A partir de la fonction gnêratrice, 

une forinule a1gbrique pour f(x;L,M,Q), rcursive en x et N, peut ëtre obtenue 

de la tnanière d&rite ci-dessous. Une forniule distincte cowportant les 	5 
paramtres L et M est ncessaire pour chaque Q. 

La fonction gênratrice P(u,v) de f(x;L,M,Q) est 

	

P(u,v) = f 	f(x;L,M,Q)u Mx 

14:0 x:0 

- 	1-(v-l)h(u/4) 	 (3). 

[1-(v-1 )h(u/4)](l_u)_(u/4)L(v1) 

Cette formule coniprend I.e 'po1ynine préfixe" h(x), dfini connie suit 

1-1 1k 
h(x) 	x 	. (Ii est A rewarquer que h(p) est la some des L1 

probabilits de transition dcrites A la section 2.) Dans l'êquation (3), I.e 

"4 qul apparalt trois fois peut 6tre gfinfiralisi au nombre de lettres 
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êquiprobables de l'alphabet. Cette observation vaut aussi pour lea 

quations (4), (5) et (8) ci-dessous. 

f(x;L,M,Q) est le coefficient de uMvx dans l'quation (3). Pour obtenir 

une forinule pour f, on remplace le d€nominateur du tnetnbre droit de 

l'quation (3) par 1-D, oii 

D 	u - (u/4)L + (u/4)Lv - (1-u+uv-v)h(u/4) 	 (4). 

On multiplie ensuite les deux uenibres de l'quation (3) par l-D et on isole 

P(u,v) du côté gauche pour obtenir 

Y 7— f(x;L,M,Q)uMvX = 1-(v-1)h(u/4) + DZ T f( x; L,M , Q) u Mv X 	 (5). 
MO xO 	 MO x:Q 

Si on écrit D sous la forine 

L 	1 
D = 2 	C 

1=1 j:O 	. J 

de telle sorte que Cjj est le coefficient de uvi dans l'quation (4), alors 

le coefficient de uMvX  dans 1'quation (5) est 

1 	1 
f(x;L,M,Q) 	 C 	f(x-j;L,H-i,Q) 

1:1 j:O 

On obtient cette formule en applicant lea conditions limites suivantes 

S 

(6). 

f(O;L,M,Q) - 1 at MEL; 

5 	f(x;L,M,Q) - 0 si ML et x?O 	 (7). 
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Les formules gnrales qul suivent pour les Cjj, obtenues en dêveloppant 

et en rarrangeant les teres de l'êquation (4), peuvent atre utilises dans 

l'quation (6) et donner une forniule pour f(x;L,M,Q) 

Pour L 'l, dfinissons Cjj (i-1,...,L;j'O,l) de la façon suivante 

C 10 : 

= 

CLO 	
(401)/4L 

CLI = (1-4Q1 )/41  : -C1,0 	
(8). 

En outre, si L>2, on a pour k1 a L-2 

C1 - 
	 k+1 
k,O : (40 	-Q k )/41k 

CL k,1 	(Q
k 
 .4Q 	)/L_k = 

k+1 	CLkO 	 j 
L'quation (6) est applicable pour M-L,..., cc et x0,...,M-L+l. Si x-O, les 

ternies cportant l'argtnnent x-1 sont nuls. Le tableau 1 donne les formules de 

f(x;M,L,Q) pour tous les Q possibles entre L"2 et L8. 

Si on utilise la sous-sêquence ACA connne exeniple (L3 et Q"l,O,l), les Cjj 

sont les suivants 

C 1,0  : 	1 

C 

= 3/43 

C31 	: _3/43 

C20  = _1/42  

C21  i,a2  

S 

S 



. 

Dans ce cas, d'après l'équatioa (6), 

f(x;L,M,Q) - f(x;L,M-1,Q) - f(x;L,M-2,Q)/16 + 3f(x;LM-3,Q)/64 

+ f(x-1;L,M-2,Q)/16 - 3f(x-l;L,M-3,Q)/64, 

comme au tableau 1. 

Les formules obtenues pour f(x;L,M,Q) sont rcursives; f(x;L,M,Q) dpend en 

g€n€ral de f(x;L,M-1,Q) et de f(x-l;L,M-i,Q) pour i-1,...,L. (La preuve 

dcoule de l'êquation (3) et du fait qu'aucun terme du polyn8me prêfixe h(u/4) 

• 	ne peut être d'un degrii suprleur a L-1.) Par consequent, un prograe 

irifortnatique pour le calcul des valeurs nuinCriques de f(x;L,MQ) pour x-O a tine 

limite superleure J dolt stocker un tableau de probabilitês de dimensions 

L x J-L. On peut aussi utlilser un langage de programination rêcursif coinme le 

Pascal ou l'Algol. Dans tin cas cousne dans l'autre, l'initialisatlon est 

effectuCe d'après les conditions limites de l'Cquation (7). Un programme en 

Fortran capable de calculer f(x;L,M,Q), E(X) et V(X) pour des valeurs donn&es 

de L, M et de la sous-sCquence peut être obtenu auprès des auteurs. 

L'equation (6) est valable pour la distribution bin8iniale (c.-a-d. pour L1 

et Q-l) si C1 , o - 3/4 et Cj,1 - 1/4, cc qul donne la formule de r€cursion 

f(x;L,M,Q) 	3f(x;L,M-1,Q)/4 + f(x-l;L,M-1,Q)/4 
	

(9). 

0 
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On remarquera, a l'examen de 1'quation (8), que si L>1, le seul cas oi 

Ci,o 	3/4 et C1,i 	1/4 survient lorsque Qr..i,  et alors 

Q1 -Q2- ... -QL_2-I, de sorte que tous les autres Cjj dans 1'€quation (6) sont 

non nuls. 

Le tableau 2 présente les valeurs de f(x;4,20,Q) pour les trois sous-

squences AAAA, ACAC et ACGT, choisies en tant que sous-séquences ayant un 

degrie respectif é1evé", "moyen" et "faib1e de capacitLs de chevauchement. 

. 

. 

0 
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S 5. EXEMPLES D'EMPLOI DE LA FONCTION DE PROBABILI11 

DANS DES TESTS DE SIGNIFICATION EXACTS ET APPROXIMATIFS 

La connaissance des formules pour f(x;L,M,Q) permet d'excuter des tests 

de signification exacts de l'hypothèse d'occurrence aiêatoire, et lea formules 

pour E(X) et V(X) fournissent lea valeurs ncessaires A un test approxinatif. 

On utilisera, A titre d'exnple, une s€quence de 825 nuc1otides obtenue de la 

base de donnes de squences nucliques du Centre medical de i'UniversitC de 

Georgetown (voir tableau 3). Cette s&quence est dCcrite dans Dayhoff et coil. 

(1983) comme un "fragment de gnome modereinent rCpCtitif (famille Alu) - humain 

(longueur 825)". Ce materiel intergenique est l'une des 14 squences examin€es 

dana Gentleman et coil. (1984). 

• 	La sous-sCquence CC figure 67 fois dans ce fragment de genome. En vertu 

de l'hypothèse, sa frêquence d'occurrence dans une sCquence de iongueur 825 a 

une esp€rance de 51.50 et une variance de 67.57. Le tableau 4 montre lea 

probabilites et les probabi1its cumulatives pour les frquences entre 30 

et 70. (L'êtendue complte est de 0 a 824.) A l'aide de ces probabiiit€s, on 
peut calculer le niveau de signification relatif A un test exact de l'hypothèse 

en faisant la so=e des probabiiitCs pour lea frCquences 2 67, plus la sooine 
des probabilites pour lea frquences 	36 (soit toutes les frquences ayant des 

probabiiitês infCrieures ou êgales a Pr(67)). On obtient donc couine niveau de 
signification .039 + .028 - .067. 

En d€terminant les frequences qul se trouvent le plus près possible des 

points .025 et .975 de cette distribution discrete, on obtient un intervalle de 

confiance A 95 %; sa borne inferieure se situe entre 35 et 36, tandis que sa 

borne supCrieure se trouve entre 67 et 68. 

Le test approxiniatif du Khi carrii pour la verification de l'ajustenient, 

d'usage courant, a parfois etC utilisC pour comparer lea I r€quences observees 

• 

	

	et attendues des sous-sCquences. (Par exple, Smith et coil. (1983) ont 

appliquC ce test aux frCquences attendues en se fondant our la composition en 

bases de la sCquence globale.) Le test de verification de l'ajustent 

consiste A faire la somme des diffCrences au carrC redressCes entre lea 

frCquences observCes et attendues. Dana le prCsent exple, lea deux 

frCquences observees sont 67 (nouibre d'occurrences de CC) et 757 (nombre 

d'occurrences d'autres sous-aêquences de longueur deux). La valeur rCsuitante 

de la statistique de test eat de 4.976, de sorte que le niveau de signification 

approchC pour ce test serait normalenient donnC par Pr( X4.976) - .02579 
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soit une valeur considrableinent plus faible que la valeur exacte de .0670. 

Toutefois, le test de vrification de l'ajustrent ne convient pas dana ce cas, 

tant donna les diffrences, qui demeurent me lorsque n—.o, entre 

f(x;L,M,Q) et la distribution bin8niale (comme on l'a vu aux sections 3 et 4); 

lorsqu'il n'y a que deux frquences observ€es, la statistique du test de 

vrification de l'ajustement 6quivaut au carré d'une frquence bin6oiale (n,p) 

observe normalise. 

On peut obtenir une statistique de test approchêe en norinalisant la 

frquence observe d'une sous-sêquence au moyen de la variance exacte (tel].e 

que donnee par l'équation (2)), c.-d. en utilisant T* = (x-np) 2 /V(X) au 

lieu de T = (x-np) 2 /[np(l-p)]. Le thorème de la liniite centrale pour des 

essais d€pendants peut alors être invoquê (par ex. cone dans Feller (1950), 

p. 374 et dans Shukia et Srivastava (1985)) et on peut utiliser une 

approximation de 	pour n suffisamment grand. Dans le cas des x67 

occurrences de la sous-sêquence CC, T-3.5556, ce qul donne wi niveau de 

signification approchii beaucoup plus precis de Pr(3.SSS6) - .0594. 	(Notons 

que T*  peut être utilis€ dans le cas plus gênral d'un alphabet de a lettres 

avec des probabilits qui ne sont pas ncessairement figales.) 

Si l'on examine la sous-sêquence plus longue CCCC, on relve une frêquence 

observe de 6. 	L'espêrance et la variance de la distribution exacte sont de 

3.21 et de 5.23 respectivent. 	Le niveau de signification exact eat de .153, 

et le niveau de signification approch 	obtenu avec T*  eat de .223. 	(Le 

niveau de signification approch 	obtenu avec T serait de .119.) 	Dans ce cas, 

le test d'approximation n'est pas exact; 	it approximation du KM carr 	se fonde 

sur des fréquences attendues de grandeur cinq ou plus, car f(x;L,M,Q) affiche 

alors une plus grande symêtrie. 

On peut donc voir que, pour n fixe, le test d'approximation est moms 

susceptible d'être utilisable pour une longue sous-sêquence que pour une 

courte, car E(X) diininue a mesure que L s'accrolt. 	Par chance, le calcul d'un 

niveau de signification exact eat considêrablent plus rapide (et donc moms 

coteux) pour une valeur filevfie de L que pour une valeur faible; lea queues 

infêrieure et supêrieure de la distribution sont toutes deux requises pour la 

calcul de la probabilit€ critique (valeur P) dana le cas d'un test bilatral, 

et lorsque E(X) eat relativent faible, un moms grand nombre de valeurs de 

f(x;L,M,Q) ont besoin d'être calculêes rcursivement avant qu'on n'atteigne la 

queue sup€rieure. 
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• 	La squence TTTTTT se prsente deux fois au tableau 3. Le nombre attendu 

d'occurences eat de .20 et la variance est de .33. Le niveau de signification 

pour le test exact est .042. Puisque la frquence attendue eat si faible, ii 

n'y a pas lieu d'utiliser un test d'approximation. (Si on le faisait, le 

niveau de signification rsultant serait de .00181 pour 	et de .00006 

pour T.) 

Conine dernier exeznple, considrons les sous-squences TTGTTT et AAACAA, 

qui apparaissent six et cinq fois respectivement. Ces sous-squences sont le 

compliment inverse l'une de l'autre; chacune est formee des nucléotides 

coinplmentaires de l'autre, en ordre inverse. Chacune survient beaucoup plus 

souvent qu'on s'y attendralt; les niveaux de signification exacts respectifs 

sont de .12x10 6  et de .31x10 5 . L'examen attentif de l'etnplacement des 

occurrences de ces sous-squences r€vle que lea six occurrences de TTCTTT sont 

voisines (commençant aux positions 773, 778, 785, 789 et 797), et que quatre 

des cinq occurrences de AAACAA sont voisines (positions 355, 361, 375 et 387). 

Les deux groupements de sous-squences sont distants d'un peu plus de 

400 nucléotides dans la squence globale. Il est possible, par consquent, que 

• 

	

	la squence aft une superstructure en boucle, stabilise par la liaison de deux 

rgions distantes d'environ 400 nuclotides. 

6. REMARQUES EN GUISE DE CONCLUSION 

Dans le present document, nous avons elabore certaines formules et montré 

comment on pourrait en etablir d'autres, au besoin, pour calculer les moyennes, 

les variances et les probabilitCs dans le cas de distributions de frCquence de 

sous-sequences de nuclCotides. On peut effectuer des tests de signification 

exacts et calculer des intervalles de confiance, ou encore utiliser un test 

d'approximation, pour analyser lea structures d'o.ccurrences non alCatoires dans 

des sCquences ou des sous-aCquences de nucleotides. Ces moyens peuvent aider 

lea chercheurs a mieux connaltre la structure et la fonctionnalitC des 

(sous-)sCquences. Les inethodes exactes sont particulièrement utiles loraque la 

frCquence attendue d'une sous-aCquence ou Is longueur de la sCquence eat si 

faible qu'un test d'approxiination ne peut etre utilise. Par contre, le text 

d'approximation peut servir dana le cas plus gCnCral ob lea lettres de 

l'alphabet génétique ont des probabilitCs d'apparition hypothCtiques qul ne 

sont pas nCcessaireinent égales. 
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Les niveaux de signification tirs de ces tests peuvent aussi servir 

comparer deux squences ou plus, de is facon suivante : pour une sous-squence 

donnêe S, on effectue le test de signification pour chaque squence et on 

compare les probabilits critiques, c'est--dire les ficarts des squences par 

rapport a une hypothse nuile commune. La comparaison des probabilits 
critiques au lieu des fr€quences observ€es perinet de comparer des sequences de 

longueurs diffrentes, ce qui Evite les problètnes d'alignement. On peut aussi 

de cette façon comparer les rsultats relatifs A des sous-squences ayant des 

longueurs ou des capacits de chevauchement diffrentes, car is probabiiit€ 

critique est normaiise selon la distribution de frquence propre a chaque 
so us- s€quence. 

Au moment de faire l'analyse des structures A i'intêrieur d'une squence, 

ii est naturel de rpter ces tests pour plusfeurs sous-squences; i'anaiyste 

doit alors tenir compte des mises en garde habituelles touchant les 

comparaisons multiples. Une méthode possible, selon Daniel (1959), 

consisterait a utiliser une courbe de probabilitê 2', (ou semi-normale ou 

norniale) pour analyser les valeurs multiples de is statistique T*  du test 

d'approximation (ou sa racine carre, ou sa racine carrêe avec signe, 

respect ivement). 

Lorsqu'il est utile d'valuer le degr d'êcart par rapport au cas 

aiatoire, ces concepts et mthodes peuvent aussi s'appliquer a l'analyse de 
squences d'acides atnins dans les protines, et dans d'autres domaines que la 

biologie mo1culaire, par ex. dans i'analyse des sries chronologiques et is 

cryptographie. 	 - 

Ii serait utile, dans des recherches futures, que lea forules des 

distributions de frquence soient gnralises su cas de probabilits ingales 

d'occurrence des diffrentes iettres de i'alphabet. 
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TABLEAU 1: 	Fozinules pour f(x;LM,Q), 
tous lea Q possibles pour L2 A L8 

Afin d'abr€ger ].a notation, f(x;L,M,Q) eat dênot a(M,x). 
Lea fortnules s'appliquent pour ML et x'O,M-L+l. 
Si xO, lea teruies comportant l'argimient x-1 sont €gaux A zro. 

L.2i 	
S-AC) 0-01 	
(M-1Ax) - a(M-2,x)/1ó 

a M,x) : a(M- ,x-1)/16 

S=AA) 

(M 	/16 - 3a(N-2,x- 
+ 3a(M-2,x)4 	

1)/l6 • a-1,x 

LB3: 
Q=Q % O,1 (e.g., S*ACC) 

aM,x) =a(M-1,x) -a(M-3,x)/64 
+ 

0a10,1 (e.g., SCA) 
aM,x) 	a(I1-1 x) 

- a(M-,x)/16 + 3a(M-3 x)164 
+ a(M-2,x1)/16 - 3a(M-,xl)/64 

Q11,1 (eI lS-AAA) 
aM,x) a aU-1,x)/4 

+ 3j(M-2,x)/16 + 3a(M-,0/64 
+ a(N-1 x-1)/4 
- 30(M-,x-1)/16 - 3a(M-3,x-1)/64 

L4 
0a00 9 0 1 (e.a. SxACGT) 

a'M,d • a(M-!,x) - i(M-4,x)/256 
+ a(N-4,xl)/256 

0n0 1 1 0 1 (..a. S-ACAC) 
S a(M-I,x) - a(M-2,x)/1ó + affl-3,x)/16 
- a(M-4,x)/256 
+ a(M-2,x1)/16 - a(M-3,x1)/16 + a(PI-4,x-1)/256 

Q-1.,0,0,1 (..a. 	S-AC&A) 
atM,x 	a(-i,x) 

3 - &(M-1x)/64 + 3a(P1-4,0/256 
+ a(M-3,x-1)/64 - 3a(M-4,x-1)/256 

Qz11,1 1 (..., SAAAA) 
aM,x - 3aU1-1,x)/4 + 3a(M-2 i)/16 

+ 3a(M-3,X)/64 + 3i(M-,X)/256 
+ a(M-i x-1)/4 - 3(M-2,-1)/16 
- 3i(M-,x-1)/64 - 3aCM4,x0/26 

L5& 
Q.00,0 0,1 (..g, S.ACØTT) 

• a(P1-1,x) - 
+ (pi-,x-1)/lO24 

Q-01,0 0 1 1 (.9. 1  6.ACI3AC) 
• a(M-,x) 
- a(M-3,x)/64 + 
- a(M-,x)/1024 
+ a(M-3,x-1)/64 - a(M-4,x-1)/64 
+ a(Pi-5,x-1)/1O24 

Q-10,0 0,1 (s.c., SACGTA) 
a ' • a(I1-1,x) 

- a(M-4,x)/256 + 3i(M-5,x)/1024 
+ a(M-4,x-1)/256 - 3a(M-,x-i)/1024 
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Q•1 0,1 0,1 	SCACA) 
• 
- j(P1-210/16 + i(M-390I16 
- a(M-4 0/256 
+ 3i(M-

1
)11024 

+ e(M-2,x1)/16 - i(M-3,x-1)/ló 
+ i(M-4,x-1)/26 - 3a(tl-5 9 X1)/102 4  

Q1 1,0 0,1 (e.Q., SAACAA) 

- a(M-3 x)/64 
• 3a(M-41X)/256 + 3i(M-5,X)/1024 
• a(M-3 x-i)/64 
- 3(th1-4,X1)/256 - 3j(M-,-1)/1024 

01 1,1 1,1 (e.g. 1  SAA) 
aM,x 

• 3a(1-2,x)/16 
• 3a(M-3,x)/64 
• a(M-4,0/26 + a(M5,x)/1024 
+ a(M-i x-1)/4 
- 
- 3a(M-3,x1)/6 4  

	

- 3a(M-4,x1)/256 	3i(M5,x1)/1024 

L6: 
0=0 0,0 0,0 9 1 (e.g., SACGTAG) 

	

aM,x 	a(M-1,x) - a(M-6 9 /4096 
+ a(M-6, 	

x) 
x-1)14096 

00 01 0,0,1 (e.g., SACGACG) , = aui-1,x - aM-3,x)/64 + i(M-4 1 0/64 
- a(l-6,x)/4096 
+ a(M-3,x1)/64 - a(M-4 1 X0/64 

a(M-6,X1)/4096 

0=0 10 0,0,1 (e.g., SACCCAC) 

	

, 	
= a(M-1,x) - a(N-4,x)/256 • a(M-,x)/256 
- a(M-6,x)/4O96 
• a(M-4,x-1)/2 	- a(M-5,x-1)/256 
+ 

00 1,0 1 1 0 9 1 (e.g. SACACAC) 
• a(M-1,x) - a(M-2 0/16 + 
- i(M-4,0/26 + 
- 
+ a(M-2,x1)/16 - a(P1-3 x-1)/16 
• a(M-4,x1)/256 - 
• 

0.1 0,0 0,0,1 (e.g., S.CGTCA) 
aP1,x • a(M-1,x) - i(P1-,X)/1O24 + 3a(M-6,x)/4O96 

+ •(M-5,x-1)/1O24 - 3i(M-6,x1)/4096 

0-1 0,1 0,0,1 (e.g., S.ACAACA) 
- a(M-1,X) - a(M-3 x)/64 + (M-4,x)/64 

AIMIXI - i(M-!,x)/1024 • i(M-6 1 )/4096 
• a(M-3,x1)/64 - &(M-4,X1)/64 
• (Pi-5,x-1)/1024 - 3i(M-6,x1)/4096 

Q•1 1,0 0 1 0 1 1 (e.g., SAAGTAA) 
aP1,x 	a(M-i x) - a(M-4,x)/2!6 • 3a'CPI-5,x)/lO24 

+ 3j(M-1,0/4096 
+ a(M-4 x-1)/2ó - a(M-5,x1)/1024 
- 3a (M-L,x-1) /4096 

Q1 1,1 1,1 1 (e.g. S.AAAAAA) 
ihi od a 1CP11,)d/4 

• 3j(M-2,x)/16 
+ 3a(M-3,x)/64 
+ 3(M-4,x)/26 
4 3&(M-5,X)/1024 • 3a(P1-6,x)/4096 
+ aCM-I x-1)/4 
- 3a(M-

1
X1)/16 

- 
-3.(M-4,K-1)/256 
- 3j($-5,x-1)/lO24 - 3a(M-6,x-1)/4096 
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L•7i 
Q-0 0 1 0 0,0,0,1 (e.g. 1  S.ACGTACA) 

.iM,xJ • i(1-1,x) - j(M-7,)/16384 
+ i(M-7,x-1)/16384 

0-0 01 0,0,0,1 (e.g., SACGTACG) , 
• j(M1,x) - a(M4,x)/26 + a(M-,x)/256 
- a(M-7,x)/163B4 
+ i(1-4,x1)/26 - à(M-,x-1)/256 
+ a(M-7,x1)/16384 

0=01,0 0
1
0,0,1 (e.g., SACGTTAC) , 

a(P1,xi 	a(N-1,x) 
- a(M-5,x)/1024 + a(M-6,x)/1024 
- a(M-7,x)/1ó384 
• a(M-5,x1)/1024 - a(M-6,x1)/1024 
• a(l-70-1)/16384 

Q1 0,0 0,0,0,1 (e.g., SCGTACA) 
aM,x 	a(M. 	- a(M-,x)/4096 + 3a(M-7 x)/16384 

• a(-6,x-1)/49 - 3a(M-7,x1)/1634 

01 0,0 1,0,0,1 (e.g., SCGACGA) 
aM,x * a(M-1,x) 

- a(M-3,x)/64 + a(l-4,x)/64 
- a(M-6 x)/4096 
• a(1-,x)/16384 
• a(M3,x'1)/64 - i(M-4,x1)/64 
• g(M-60-1)/4096 - 3a(M7,x1)/16384 

01 0,1 0,0,0,1 (e.g., SACAAACA) 
aM,x - a(M-1,x) 

- i(M-4,0/256 + a(M-5,0/256 
- i(M-6 x)/409 
+ 3a(t'j-,x)/1ó384 
+ i(M-4,x-1)/26 - 
+ a(M-6,X'1)/4096 - 3i(M-7,x-1)/16384 

01 0,1 0111091 (e.g., S*ACACACA) 
ahi,x • a(M-1,x) 

- a(M-2,0/16 
+ 
- i(M-4,x)/26 + a(M-5,0/256 
- i(P1-6,x)/4096 + 3i(M-7,x)/16364 
+ a(P1-2,x1)/16 
- 
• a(M-4,x-1)/26 - 
• i(M-6,x1)/4096 - 3a(M-7,x1)/16384 

0.11,0 0,0,0,1 (e.g., S.APCCCAA) 
• •(M-1,x) 
- a(M-5 0/1024 
+ 3i(M41x)/406 + 3aCM7 1 0/16384 
+ a(M-5 K0/1024 
- 3&(M41*'1)/4096 - 3i(M-7,x-1)/16384 

• 	 Q1,1,1 0
1
0,0,1 (e.g., $.AAACAPA) 

- 
- a(N-4 0/26 
• 3i(M-,x)/1024 
• 3a (Pti_6,x)/4096 
• 3a(P1-7,x)/16384 
• 41(t1-4 x-0/236 
- 3(P-,-1)/1024 
- 3i(M-6,x-1)/40 96 - 3i(P1-7,x-1)/163$4 

0 
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0-1 1,1 1 1 1 1 1 (..o. S-AAAAAAA) 
alM,x 	aPi-1,x/ 

+ 36(M-2,)/16 
+ 3a(P1-3,x)/64 
+ 3a(N-4,x)/236 
+ 3a(M-5,)/1024 + 3i(P1-6,x)/4096 
+ 3(M-7,)/16384 
+ a(M-1 x-0/4 
- 3a('1-,x'1)/16 
- 3a(M-3,x1)/64 
- 3a(114,x1)/2ó 
- 3i(M-5,X-1)/1024 - 3a(1-6,x'1)/4096 
- 3a(M-7,x-1)/16384 

L=8: 
00,0,0,O,0,0,0,1 (e.g., S=ACGTGGTC) 

a(tl,x) 	a(M-1,x) - i(P1-8,x)/65536 
+ j(M-8,x-1)/65536 

00 0,0 1,0,0,0 1 (e.g. SACGTCGT) 
aM,x 	=a(f1-!,x) 	 a(M-5,x)/256  

- a(-B,x)/65536 
+ i(M-41 x-1)/256 - a(M-5,x1)/256 
+ i(1-B,x-1)/5536 

00 0,1 0,0,0,0 1 (e.g. S=ACGTTACG) 
P1 a,x = a(M-,x) - ah1-,x)/1024 + a(M-6,x)/1024 

- a(M-8,x)/65536 
+ i(M-,xl)/1O24 - a(M-6,x1)/1O24 + a(M-8,x-1)/6536 

00 1,0 0,0,0,0 1 (e.g. S=ACGTGTAC) 
aM,x z a(M-I,x) - 1h1-o,x)/4096 # a(M-7,x)/4096 

- a(M-e,x)/65536 
+ a(M-6,x-1)14096 - i(M-7,x1)/4096 + a(i-B,x-1)/5536 

00 10 0,1,0,0 1 (e.g. SACGACGAC) 
a jM I x j  

a(M-I,x) - aN-3,x)/64 + a(M-4,x)/64 
- i(M-6,x)/4096 + a(P1-7,x)/4096 
- a(M-8,x)/63536 
• a(M-3,x1)/64 - *(M-4,x-1)/64 
• a(M-6,x1)/4096 - .(M-7,x1)/4096 
• a(M-8,x1)/636 

0-0 1,0 1,0,1,0 1 (e.g. S.ACACACAC) 
aM,xJ z 	( r1-1,x) - 	P1-2 x)/16 + 

- a(M-4,x)/26 + ahi-5,)/256 - a(M-6,x)/4096 
+ a(M-7,x)/4096 
- 	(P1-B,x)/6536 
• j(M-2,x1)/16 - a(P1-3 x-0/16 
• a(M-4,x-1)/256 - i(M-,x-1)/26 + a(M-6,x-1)/4096 
- 	(M-7,x1)/4O96 
• .(M-8,1)/6536 

01 00 0,0,0,0 1 (e.g. S.#CCCCCCA) 
, 

• a(P'i-I,x) - atPl-7,x)/16384 + 3i(M8 0/65536 
+ &(M-7,-1)/163$4 - 3a(M-e,x-1)/6556 

0-1 00 1,0,0,0 1 (e.g. SACGAACGA) 
a(P1-I,x) - iM-4,x)/2ó + a(M-5 x)/236 ,  

- (P1-7,)/16384 + 3a(M-8,0/6553 
• i(M-4,-1)/26 - .(M-5,x-1)/256 

x-1)/l6384 
- 

01 0,1 0,0,0 0 1 (•.g. S.ACAGGACA) 
1hi,J • a(II-!,x) - ab1-,x)/1024 + a(M-6,x)/1024 

- i(M-7,X)/16394 + 3i(M-8,x)/636 
+ i(l-5,x-1)/1024 - i(P1-ó,x1)/1024 
+ a(M-7,x-1)/l6384 - 3i(M-8,X1)/65536 

01 10 0,0,0,0 1 (e.g. SAACCCCAA) 
a a(M-I x) - .iPI-6,x)/4096 + 3a(M7,x)/16384 , 

+ 3j(M-6
1
0/65536 

+ a(M-6 .-1)/4096 - 3i(PI-7,-1)/16384 
- 3c(Pi-é,x-1)/6536 

. 
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0-1 10 0, 
a

1,0,0 1 (.9. S.AAGAAGAA) 
1 • u'-!,x - . hl-3,x/64 • 

- i(1i-6 0/4096 
• 3j(M,)/16384 • 3a(M-8 x)/6536 
• i(P1-3,X1)/64 
• i(P1 _6 x-1)/4096 
- 31(M,K1)116384 - 

0-1 1,1 0,0,0,0 1 (,.g. S.AACGAAP) 
ahi,x. * a(M-I x) - 1hi-,)/1024 

• 3a(M-1,0/4096 • 3a(M-7,x)/16384 
• 3a(1-8 1 x)/6536 
• a(M- x-0/1024 - 3a(M-6,x-1)/ 4 096 
- 3a(M-,x1)/16384 - 3a(l-8,x1)/65536 

Q1 11 1,1 1 1,1 (e.g., S=AAAAA) 
ah'i,x z ahi-1 i x/4 

+ 3a(M-2,x)/16 
+ 3j(N-,x)/64 
+ 
+ 3aM-,x)/1024 
+ 3i(1-7,x)/16364 + 
+ aCM-i x-0/4 
- 3a(M-,x-1)/16 
- 3a(M-3,x1)/64 
- 3a(M-4,x1)/?56 
- 3a(M-,xi)/iO24 
- 3a(M-7,x1)/163B4 
- 3j(M-8,x-1)/653ó 

3a(M-6 x)/ 4 06 
3a(M-6,x) /5536 

a (M-ó,x-i) /4096 

0 
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S 
TABLEAU 2: 	Valeurs de f(x;4,20Q), E(X) et V(X) 

pour Q 	1,1,1,1; 0,1,0,1; et 0,0,0,1 
(par ex. pour les sous-squences AAAA, ACAC et ACGT) 

PROBABILITE ---------- 

FRQUENCE AAAA ACAC ACGT 

0 0.9499E 00 0.9383E 00 0.930E 00 
1 0.3772E-01 0.5723E-01 0.6366E-01 
2 0.9351E-02 0.416E-02 0.139E-02 
3 0.2288E-02 0.2653E-03 0.9770E-05 
4 0.5527E-03 0.1509E-04 0.1629E-07 

0.1318E-03 0.7665E-06 0.9095E-12 
o 0.3099E-04 0.3442E-07 0. 
7 0.7190E-0 0.1334E-OB 0. 
B 0.1643E-05 0.4184E-10 0. 
9 0.3698E-06 0.9095E-12 0. 

10 0.8175E-07 0. 0. 
11 0.1773E-07 0. 0. 
12 0.377E-08 0. 0. 
13 0.7749E-09 0. 0. 
14 0. 1528E-09 0. 0. 
15 0.3001E - 10 0. 0. 
16 0.547E-11 0. 0. 
17 0.9095E-12 0. 0. 

E(X) .06641 .06641 .06641 
V(X) .10506 .07210 .06477 

0 
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S 
TABLEAU 3: 	Exemple de squence 

Fragment de gnome 
Longueur 825. T1r 
d'acides nucl€iques 
Georgetown. 

de nucléotldes 
modrment rptit1f ( 
de la base de donnes 
du Centre m€dical de 

famille Alu) - huniain. 
sur les squences 
l'Universit€ de 

POSITION 	NUCLEOTIDES 

1- 50 CTCGG6AGGAGCCC6GGGCT6GGGT4C3GA6GCCTCTGCTCTTG 
51-100 AGTAAAACAGCAG6AGAGGCTGGGTGCGGT6GCTCTGCCTATAATCCC 
101-150 AGCACTTTAGG66CTGAG6CGGGCAGATCACCTGA6GTCGGGA3TTCAA 
151-200 GACCAGCCTGACCAACAGGGAGAAACCCCATCTTTACTAAAACTACAAAA 
201-250 TTAGCTGGGTGTGGTGG CACATGCCTGTAATCCCAGATATTCGGGAGGCT 
251-300 
301-350 GATGGCACCATTGCACTCCAGCCTGGGCAACGAGAGCGAAACTCCGTCTC 
351-400 AAAAAAACAAAAACAAAAAAATCAAAACAATCAAAAAAACAAGCAGGAGG 
401-450 GGCTCTGA6G7GCCTGCAACACCCGGTACTCCGTG6CCCTGAGGCCC 
451-500 
501-550 AAGGAAGCCCAGGGCAGGGAGAAACCTCAGCTGCACCATCAGAGCTCAGA 
551 -00 ACAGAGAAGGCAGAAATTAGCAGGGAGTGGGGCTGGGGAGGCTTCCTAGA  
601-650 AGCGTGTCTCCCGCCTTGCTGGCACT6AGGCCTTGAGGTGGGTCCATA 
651-700 CTGGGCCCCCACTGCCAGGGATGCAGATCCGGCCCACTGCTGAAATCTGT 
701-750 GCTCCTGGAGCCTCCCTCCTGTTCTGGGCCCA6GCT6TAAAACCCCA 
751-800 GAGTCCTCCCAGGCAGCAAGTTTTGTTTTGTTTTTTGTTTGTTTGCTTGT 
801-825 TTGTTTTTTGAGAGTCTGCTCGTCA 

S 

0 
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TABLEAU 4: 	Valeurs de f(x;2825,Q), E(X) et V(X) 
pour Q - 11 et x"3070 
(par ex. pour la sous-squence CC) 

PROBAB ILIT 
FRQUENCE 	PROBABILITf 	CUMULATIVE 

30 0.0010 0.0028 
31 0.0016 0.0044 
32 0.0023 0.0066 
33 0.0032 0.0098 
34 0.0044 0.0142 
35 0.0059 0.0202 
36 0.0078 0.0280 
37 0.0101 0.0381 
38 0.0128 0.0509 
39 0.0158 0.0667 
40 0.0191 0.0858 
41 0.0227 0.1085 
42 0.0265 0.1350 
43 0.0303 0.1654 
44 0.0341 0.1995 
45 0.0377 0.2372 
46 0.0409 0.2781 
47 0.0437 0.3219 
48 0.0460 0.3678 
49 0.0476 0.4154 
50 0.0484 0.4638 
51 0.0486 0.5124 
52 0.0481 0.5605 
53 0.0468 0.6074 
54 0.0450 0.6524 
55 0.0427 0.6950 
56 0.0399 0,7349 
57 0.0368 0.7717 
58 0.0335 0.8053 
59 0.0302 0.8354 
60 0.0268 0.8622 
61 0.0235 0.8857 
62 0.0204 0.9061 
63 0.0175 0.9235 
64 0.0148 0.9383 
65 0.0124 0.9507 
66 0.0103 0.9610 
67 0.0084 0.9694 
68 0.0068 0.9762 
69 0.0055 0.9816 
70 0.0043 0.9860 

ECX) 51.50 
V(X) 67.57 

. 

S 

4 

0 



ANNEXE 

Dter.ination de Is fonction gnratrice P(u,v) 

Soit P(u,v):5 '5 aM 	UM ,x, oti aM ,X  est Is probabilitê de 
M:O x:o 

x occurrences d'une chatne donnee S de longueur L et de capacit de 

chevauchement Q dans une chalne de lorigueur M. La tnthode consiste A crer une 

fonction gnratrice qul compte les x occurrences de S sous forme d'une sous-

chalne, puls 5 convertir le rêsultat en une fonction gn€ratrice de 

probabilitê. Le dve1oppement present ie ici est une application du processus 

expose dans Goulden et Jackson (1983, section 2.8), que l'on restreint au cas 

special d'une seule sous-chalne identifiCe et que l'on applique a un alphabet N 
form de n symboles. 

Soit S une chatne non nulle de longueur L. Une grappe de longueur M et 

0 	d'indice T est une chalne C cocprenant un sous-ensemble identifie de membres 

Sk1i 	kt 
S 	S 	et un ensemble identifiC de sous-chalnes TI,T2,...,Tt  qul ont 

les proprietes suivantes 

Chaque Ti est la chatne S; 

Le syinbole Si est le premier membre de Ti; 

L'indice k1  est 1 et l'indice kt est M-L+l, c.-à-d. que les premiers et 

les derniers L symboles de C Bont des sous-chatnes identifiêes; 

Deux sous-chalnes consCcutives se chevauchent; 

Tout Clement de C figure dana au moms un Ti. 

Notons qu'il n'est pas nCcessaire que chaque sous-chatne de C qul eat identique 

S colt identifiCe. Par exemple, ci S - ACACAC, Is chatne ACACACACACAC 

S
reprCsente uric grappe de longueur 12 et d'indice 3 oi lee cous-chatnes 

identif iCes conimencent A la preziiare, A la troisihie et I Is aeptime 
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position. Ii y a une chalne identique a S qui commence A la cinquliie 	0 
position, mals elle n'est ni identifie ni prise en coipte dana le copte de 

1' indice. 

Pour introduire l'information relative au chevauchexnent, on se sert du 

polynBme prfixe. tin prfixe d'une chatne S est une chalne non nuile P pour 

laquelle ii existe des chalnes non nuiles X et Y telies que S = PX - YP. Solt 

{ f1,T2,.,%) i'ensemble des longueurs de prfixe dans S. Le polynome prfixe 
U 

est alors h(x) = 	x 	. Ii est a remarquer que cette definition correspond 
1:1 

celie donn€e a Is section 4. 
Notons que toute grappe C d'indice t peut Ztre deccnpos€e de façon unique 

en un ensemble ordonn de t-1 prCfixes et une copie de S, chaque prCfixe 

coiençant par un elinent identifie et se terininant juste avant l'apparition 

suivante de cet filEment. Pour la grappe donnCe ci-dessus, la dCcomposltion est 

AC,ACAC,ACACAC. Inversement, un tel ensemble ordonnik produit une grappe unique 	S 
d'indice t si i'on procade dans le sens contraire. 

Soit cM,t le nombre de grappes de longueur M et d'indlce t assocles a 

la chatne S. La fonction gCnCratrice des grappes C(u,v) pour S eat ainsi 

dCfinie 

C(u,v) = 	 C 	u'4 V.  
M:O t:O 

Dana i'expos qui suit, nous tenons compte du f alt que la fonction 

g€nratrice d'une collection ordonnCe d'objets est le produit des fonctions 

gn€ratrices des objets; autrement dit, si A et B sont des collections d'objets 

ayant des fonctions gnCratrices respectives A et B, la fonction gnratrice de 

	

is collection d'objets (a,b) oti a Cr A at b & B eat A B. Pour plus de dtails, 	0 
voir Goulden et Jackson (1983). 
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Lea.e. Soit S une chalne de longueur L ayant le polyn8me préfixe h(x). La 

fonction génératrice des grappes pour S est alors : 

C(u,v) - u"v/(lvh(u)). 

Preuve. Cotnue on Pa signalé ci-dessus, une grappe d'indice t peut 9tre 

décomposée en une collection ordonnée de t-1 prefixes et une copie de S. La 

fonction gCnCratrice est uLv  pour{S et vh(u) pour lea prefixes, de sorte que 

la fonction gCnCratrice pour les grappes de poids t est 

(vh(u))tluLv. 

La sommation sur toutes les valeurs de t donne 

C(u,v) = ULV5 ( vh( Ii))t 

uL v/(1_vh(u)) 

soit le rCsultat recherché. 

Pour obtenir is fonction génCratrice propre au nombre d'occurrences de S 

sous forine d'une sous-chalne de toutes les chatnes de longueur M provenant 

de N, 11 est utile de faire intervenir des chatnes indicées. tine chatne 

indicée T de iongueur M et d'indice t (par rapport A une chatne de iongueur L) 

eat une chalne de longueur M coportant un sous-ensemble identifié d'éiCments 

5ki, 9k2 ,  ... 5kt 
et un ensemble identifiC de sous-chalnes Tl,T2,...,Tt ayant lea 

propriétCs suivantes 

Cheque Ti eat is chatne S 

8kA eat le prnier Cinent de Ti. 

Ii eat A noter que contrairement aux grappes, 11 n'est pea nCcessaire que 

is pre=ières ou is dernire chatne de iongueur L soit une copie de S ni que 

cheque élnent epparaisse dana une chatne identifiée. De plus, lea sous-

ensembles identifies adjacents n'ont pea a se chevaucher. 

0 
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Soit dMt le nonibre de chalnes indices de longueur H et d'indice T par 

rapport A S. La fonction gnratrice des chalnes indices pour S est alors 	S 

D(u,v) = 	c4,t UM 
14:0 t:0 

Le.e. Soit S une chatne de longueur L avec fonction gnratrice de grappes 

C(u,v). La fonction gnratrice des chalnes indic€es pour S est alors 

D(u,v) 	(1-nu-C(u,v) 1  

oi n est le nombre de syniboles de l'alphabet. 

Comme les grappes, les ensembles indlc€s peuvent être d€composs de facon 

unique en collections ordonnes; un mexnbre de la collection, cette fois, est 

soit un élment unique provenant de N, soit une grappe. Pour obtenir la 

d€composition, ii faut procder du dbut A la fin, c.-I-d. examiner chaque 

caractre en le traitant comme un meinbre unique de la collection ordonnêe 	is 
jusqu' ce qu'on rencontre un €lnent identifi 	5. Ii s'agira du dbut d'une 

grappe unique, qui devient alors un membre de la collection. L'examen se 

poursuit jusqu'l ce qu'on arrive a la fin. Inversement, toute collection 

ordonne d'&lments et de grappes uniques produit une squence indic€e 

correspondante unique. Comme il y a n symboles dans l'alphabet, Is fonction 

gnratrice propre A l'ensemble des membres pour chaque position dans la 

collection est nu+C(uv), et la fonction gnratrice pour toutes les 

collections de longueur w est (nu+C(u,v))W. On obtient le rsultat en faisant 

is somme sur tous les v. 

Notons que l'introduction de symboles entre les grappes lors de la 

creation d'ensembles indicCs peut produire des copies additionneiles de S (qui 

ne sont pas identifiees dans la grappe). En outre, ii peut y avoir des copies 

non identifiCes de S I l'intCrieur des grappes elles-uies. Soit T une chatne 	5 
de longueur H provenant de N qui contient prcisment k sous-chatnes 
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identiques A S. Si Von regarde comment sont construltes lea chalnes indices, 

on constate que T eat comptfi dana D(x,y) exactement une fois pour chaque sous-

ensemble des k copies de S. Autrement dit, D(x,y) eat une fonction gnratrice 

de type au nioins pour l'ensemble de chalnes comptE selon le nombre de copies 

de S qu'Il contlent, d'après le principe d'inclusion et d'exclusion (volt, par 

exeaple, Goulden et Jackson (1983)). 

Dans le contexte des fonctions gnratrIces, le principe d'inclusion et 

d'exclusion stipule que si f(z) est la fonction gnratrice pour le nombre 

d'objets qul contiennent "au moms" k proprits (au sens ci-dessus), alors la 

fonction g€nratrice g(z) pour le noznbre d'objets ayant exactement k propri€ts 

est donnee par g(z) 	f(z-1). Par consquent, si fM ,x  est le nombre de 

chatnes de longueur M provenant de N qul contlennent exactement x sous-chatnes 

identiques A S, et si 
40  00 

F(u,v) 	 fM,x U V 
P40 x:O 

alors 

F(u,v) = (1-nu-C(u,v-1)) -1 . 

Il y a nM squences possibles de longueur M, de sorte que pour obtenir 

la fonction gnratrice de probabllit P(u,v), on remplace u par u/n dans 

F(u,v). En particuller, si n 	4, on a 

1-(v-1)h(u/4) 
P(u,v) 

[1-(v-1 )h(u/4))(1_u)_(u/4)L(v_1) 

comme dans la section 4. 

0 
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