
CATALOGUE 12-548F HORS SERIE 

Les modèles 
pour les series 
temp -  orelles  

1* Statistique Canada Statistics Canada 



STATISTIQUE CANADA 

Division des analyses de conjoncture 
Série chronologiques générales 

LES MODELES POUR LES SRIES TEMPORELLES 

Publiccüion out orisée par 

Ia ministre de I'Industrie et du Commerce 

ft 	•rArssr 
CANADA 

StP 15194 
LIGRAIRY 

Mai 1974 	 Prix: $1.40 
3-1501.518 

Information Canada 
Ottawa 



Avant-P ropo s 

Cette monographie sur Modèles pour les Series Temporelles, a 
été redigé par Dr. Estela Bee Dagum, Chef Service de Recherche 
et Développement de la section des Series Chronologiques Générales. 

Lt obj ect de cette étude est l'identification et l'analyse des hypotheses 
de base des différents types de modèles construits pour les series 
temporelles. 

Une attention particuliere est apportée aux modèles a une variable 
pour lesquels existent des méthodes d'estimation bien établie. Par 
Fexamen de leurs hypotheses, on espère rendre les utilisateurs et 
les chercheurs conscients des limitations de ces modèles. 

Une telle étude, repose sur le fait cue i'optimalité de toute méthode 
d'estimation depend strictement de la verification de ses hypotheses 
de base. 

En dautres termes, a chaque niéthode d'estimation correspond un 
modèle pour lequel cette niéthode est optimale (le terme "optimale" 
étant pris dans son acception statistique courante). Mais puisqu'il 
n'existe aucun modele unique applicable a toutes les series temporelles 
dans tous les cas, ii ne faut utiliser aucune méthode destimation 
comme étant la seule fournissant une solution optimale unique sans un 
examen critique. 

L'auteur est la seule responsable des analyses et conclusions dans 
cette monographie et remercie le Professeur C. Dagum de l'Université 
d'Ottawa, M. Philiip Smith, de la Division des Analyses de Conjoncture 
et Mile. Mary Lennox, Chef de la section des Series Chronologiques 
générales pour leurs commentaire très valables. 

Le directeur de la 
Division des analyses de conjoncture, 
P.N. TRIANDAFILLOU 
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1. INTRODUCTION ET SOMMAIRE 

Au cours des dix dernières années, de nombreux statisticiens se sont 

penchés sur la recherche de méthodes optimales dtestimation  des series 

temporelles. Ii est facile de voir pourquoi. Des données statistiques 

exactes sont essentielles a la prise des decisions. Les responsables 

des politiques, confrontés aux responsabilités que pose le contrôle de 

Factivité économique, ne prendront guère de decisions basées sur 

de mauvaises estimations ou d'estimations sujettes a des revisions 

appréciables chaque fois que de nouvelles informations paraissent. 

On a déjà élaboré plusieurs méthodes d'estimation ainsi que les pro-

grammes informatiques correspondants. Dans leur majorité, elles se 

fondent sur des méthodes classiques danalyse statistique, telles que 

les moindres carrés ou les moyennes mobiles, bien que l'on ait envisage 

dTautres types de filtres linéaires. De ce fait, les travaux destinés a 
obtenir des estimations précises et fiables de données historiques et 

courantes étaient consacrés surtout a des méthodes d'estimation. Mais 

lorsque l'on utilise ces méthodes destimation, on oublie un principe 

simple, mais essentiel: Foptimalité de toute mCthode d'estimation depend 

strictement de la verification de ses hypotheses de base. 

En dtautres  termes, a chaque méthode d'estimation correspond un modèle 

pour lequel cette méthode est optimale. Mais puisqu'il n'existe aucun 

modèle unique applicable a toutes les series temporelles dans tous les 

cas, ii ne faut utiliser aucune méthode d'estimation comme étant la 

seule fournissant une solution optimale unique sans un examen critique. 
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Plus le comportement du processus générateur d'une série temporelle 

s'écarte des hypotheses de base du modèle, moms sa capacité de décrire 

le phénomène sera grande, et par consequent, queue que soit l'optima-

lité de la méthode d'estimation correspondante, les résultats finals seront 

fortement déformés. 

Ii ne faut pas blamer uniquement les utilisateurs pour ce genre de 

negligence; les chercheurs sont aussi blâmables, car us se sont engages 

dans des discussions oiseuses sur la supériorité d 1 une méthode sur une 

autre, supériorité souvent illustrée par une série temporelle pour la-

queue la méthode en question &est avérée optimale. Cette critique 

s'applique aux statisticiens théoriciens, car la plupart des nouvelles 

méthodes dTestimation sont basées sur des modèles très simples, dont 

les hypotheses sont parfois tellement générales qu'il est très difficile 

d'isoler le phénomène reel qul y correspond vraiment. Mais ii existe une 

vaste catégorie de modèles qui peuvent être traités mathématiquement et 

qui sont mieux adaptés au comportement de nombreux phénomènes variant 

dans le temps, mais pour lesquels lion na pas encore élaboré de me-

thodes destimation. Nous voulons parler plus particulièrement des 

modèles qui reposent sur les hypotheses de non-stationnarité et de non-

normalité. Nous n'examinerons pas ici ces types de modèles, et nous 

allons surtout nous concentrer sur les modèles a une variable pour 

lesquels existent des méthodes d'estimation bien établies. Par lexamen 

de leurs hypotheses, nous espérons rendre les utilisateurs et les cher-

cheurs conscients de leurs limitations. Notre angle d'approche ne vise 

que la base empirique théorique des modeles et non pas les méthodes 

d'estimation ou autres méthodes d'inférence statistique. 
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Nous espérons ainsi éclairer un peu les hypotheses les plus réalistes et 

(ou) les plus facilement manipulabies mathematiquement relativement au 

comportement d'un phénomène évoluant dans le temps de manière proba-

biliste. 

Par modèle, nous ntentendons  pas un système théorique dépourvu de 

substance empirique. Au contraire, nous le définissons ici (voir Dagum 

et Dagum, 1972) comme !un  système empirico-théorique, satisfaisant 

aux propriétés suivantes: 

il doit représenter un univers non contradictoire, mais possible, 

ii doit représenter un univers empirique possible, et 

il doit subir et passer des tests d'hypothèses". 

Reprenant Pidée de Wold (1938), déjà incluse dans la littérature ac-

tuelle, nous considérons ici une série temporelle comme la réalisation 

d'échantiflonnage dun processus stochastique qui, dtun point de vue 

non mathématique, est tout processus qui suit des lois de probabilité. 

Les observations faites a mesure que le processus se développe en 

tracent l'évolution. X chaque point t dans le temps appartenant a 
une période T, c'est-â-dire t cT, on considère Fobservation faite 

x(t) comme la réalisation ou la valeur observée d'une variable aléatoire 

X(t), et une famille de ces variables aléatoires{X(t), tc T} définit un 

processus stochastique, ou fonction aléatoire. 

En posant par hypothèse qutune  série temporelle observée {x(t), tT} 

est la réalisation d'échantillonnage d'un processus stochastique {X(t), te  T} 

on essaie de déduire de la série observée le mécanisme géné- 

rateur, ou structure probabiliste, du processus. 



-4- 

Pour analyser une série temporelle, ii faut donc d'abord supposer un 

modèle qui doit kre entirement spécifié, a l'exception des valeurs 

des paramètres que l'ofl se prepare a estimer sur la base des échan-

tillons observes. 

Les modèles pour series temporelles sont des processus stochastiques, 

qui peuvent être classes de plusieurs fa(;ons. 

Nous allons examiner une classification quf nous permettra détudier 

les hypotheses de base de chaque type de processus et de distinguer 

les processus destinés aux applications pratiques des processus plus 

théoriques. 

Tableau 1 

Classification d'un processus stochastique 

Selon l'indépendance ou non des propriétés 	 f a) Stationriaire 

du processus stochastique par rapport a 	ib) Non stationnaire 

lorigine du temps 

Selon les fonctions de distribution caracté- 	 a) Normal 

risant le processus 	 1b) Non normal 

Selon l'indépendance ou non du comportement 	 1) Markovien 

du processus par rapport a ses valeurs dans 	 Non markovien 

1 intervalle de temp s précédent. 

A priori, un processus stationnaire est un processus dont la distribution 

demeure la mme dans le temps parce que le mécanisme aléatoire produi-

sant le processus ne change pas avec le temps. En d'autres termes, 
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toutes les distributions de probabilité dependent uniquement des positions 

relatives des instants t1 	2 , t , ..... , n t 	mais non pas des valeurs réelles 

de ces quantités, &est-àdire que si Fon déplace J)ensemble des points 

t1 	2 , 	t....... 	n 
t le long de l'axe t, les distributions restent les mêmes. 

Un processus stochastique est entièrement défini par ses distributions 

de pi-obabilité, mais cette méthode en général ne convient pas, car elle 

est peu pratique. 

Dans la pratique, au lieu de considérer les fonctions de probabilité, 

on ne spécifie que les deux premiers moments. On dit alors qu'un 

processus est stationnaire lato sensu, ou stationnaire du second ordre, 

si la moyenne et la variance sont des constantes et si la fonction de 

covariance ne depend que de la difference entre deux points quelconques 

dans le temps. 

Tout processus pour lequel les conditions de stationnnarité ne se vérifient 

pas lato sensu est appelé processus non stationnaire. Ii existe une 

importante sous-catégorie de processus non stationnaires qui a été déve-

loppée de facon intensive pour des applications pratiques, celle des 

processus non stationnaires homogènes, également appelés processus 

aux accroissements stationnaires Ces processus sont non stationnaires, 

mais en prenant des differences d'un ordre fini, soit d, les processus 

deviennent stationnaires dans la d_leme  difference. Dans un certain 

sens, ii s'agit dune généralisatic'n de la théorie des processus stochas-

tiques stationnaires. 
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La deuxième caractéristique qul peut également servir de base a une 

classification des fonctions aléatoires est la forme des fonctions de 

distribution qui définissent le processus. La loi de distribution la 

plus répandue est la loi normale. Les processus normaux peuvent 

aussi utiliser des méthodes de calcul qui ne peuvent être appliquées 

ailleurs. Ii est donc avantageux de partager les processus stochastiques 

en deux groupes: les processus normaux, et les processus non normaux. 

Ii est important de constater que si les fonctions de distribution suivent 

une loi normale, seuls les moments des deux premiers ordres suffisent 

a décrire complètement un processus aléatoire normal. 

Enfin, lors de la classification des processus stochastiques, on peut 

prendre en consideration la dépendance du comportement d'un processus par 

rapport a sa valeur dans lintervalle de temps précédent. On dit qu'un pro-

cessus stochastique {X(t), t ct} est markovien si pour tout ensemble de n 

points t < t 2 < . . . < t, la distribution conditionnelle de X (t) pour des 

valeurs données de X(t 1 ), X(t 2 ),..., X(t 1 ), ne depend que de 

X(t 1 ), c'est-à-dire de la valeur connue la plus récente. En &autres 

termes, la probabilité de tout comportement futur particulier du pro-

cessus si sa forme actuelle est connue n'est pas modifiée par notre 

connaissance enipirique de son comportement dans le passé. Inversement, 

si les caractéristiques probabilistes du processus a un moment doriné 

dependent de ses valeurs dans les intervalles de temps précédents, on 

dira que le processus est non markovien. 

Ces trois categories principales sont compatibles, et ce, dans n !import e  

quelle combinaison. Ainsi, un processus peut être normal et stationnaire 

de type markovien, ou stationnaire et non normal, ou normal et non 

stationnaire, et ainsi de suite. 
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Mais, au niveau des applications pratiques, toutes les cornbinaisons ne 

sont pas possibles. Les principales limitations sont l'absence d'une 

théorie bien développée et Pinexistence de méthodes d'estimation appro-

priées pour en permettre Papplication. Nous allons donc examiner les 

hypotheses des processus qui peuvent actuellement avoir des appli-

cations pratiques. Ces processus sont: 1) les processus non station-

naires (dans la moyenne) normaux, 2) les processus stationnaires 

linéaires normaux, et 3) les processus non stationnaires linéaires homo-

genes normaux. On dit quun processus stochastique X(t) est linéaire 

s Til existe un processus purement aléatoire U, ctest_à_dire  un processus 

de variables aléatoires indépendarites de distribution identique et une suite 

de paramètres 	a05 a1' 	
... tels que X (t) = k 	

a kUt_k. 

Les processus des types 1), 2) et 3) se sont avérés les plus faciles a 
traiter d'un point de vue mathématique. Ils semblent aussi décrire 

avec assez de precision les mécanismes générateurs de nombreux pro-

blèmes physiques. 

Les propriétés qui font que ces types de processus sont très utiles sont 

les suivantes: a) en vertu de Phypothèse de normalité, ces processus 

sont entièrement définis par les deux premiers moments des fonctions 

de distribution, b) en vertu de l'hypothèse de stationnarité, ou de 

stationnarité dans les differences, leurs moyennes et leurs variances 

sont constantes et leurs fonctions d'autocovariance ne dependent que 

des décalages temporels. Pour les processus de type 2) et 3) l'hypo-

these de linéarité garantit Fergodicité. 



Limportance de la stationnarit dun processus reside dans le fait que 

le théorème ergodicjue et le spectre ont été définis dabord pour des 

processus stochastiques stationnaires. Tous les processus stationnaires 

linéaires sont ergodiques, c'est-à-dire que l'on peut obtenir des esti-

mateurs cohérents de la moyenne et de la fonction de covariance dun 

processus donné avec une seule réalisation. En d'autres termes, les 

moyennes calculées a partir d'un échantillon (un ensemble de données) 

appelées moyennes temporelles, peuvent être finalement identifiées aux 

moyennes correspondantes de lensemble, c'est-à-dire aux moyennes 

sur tout Fintervalle des réalisations du processus a un instant donné. 

La propriété d'ergodicité est très importante lorsque ion a affaire aux 

series temporelles économiques, dont les données proviennent dune 

réalisation unique. 

Le spectre est la transformée de Fourier de la fonction d'autocovariance, 

et dun point de vue mathématique, us sont equivalents. Les deux 

operations fournissent le même type de données probabilistes pour la 

determination du mécanisme générateur d'une série temporelle observée, 

mais la fonction dautocovariance donne les informations dans le domaine 

du temps tandis que le spectre le fait dans le dornaine de la fréquence. 

La representation spectrale dun processus stochastique se fait a l'aide 

des series de Fourier, ou de lintegrale  de Fourier, selon qu'il sagisse 

d'un paramètre temporel discret ou continu. Les fonctions périodiques 

dans lanalyse de Fourier sont le sinus et le cosinus. us possèdent 

les deux importantes propriétés suivantes: une approximation dun 

nombre donné de termes donne lerreur quadratique moyenne minimale 

entre la fonction et son approximation; de plus, les fonctions sont 

orthogonales, de sorte quil est possible de determiner les coefficients 

independents. 
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La representation spectrale dtun processus stationnaire se ramène donc 

a une "decomposition" du processus en couples d'oscillations périodi-

ques non corrélées, et la variance totale du processus est distribuée 

sur la fréquence. S'il s'agit dun paramètre temporel discret, ii est 

possible de determiner la partie de la variance allant a chaque compo-

sante avec une fréquence particulière, et dans le cas de processus a 
paramètre temporel continu, on parlera de lapport dune bande de 

fréguence T. 

On a surtout utilisé lanalyse  spectrale dans le cas de problèmes qui 

nécessitent des etudes de reaction de la fréquence, telles que la 

conception des structures davion, ou dans des experiences destinées 

a optimiser le rendement de procédés industriels. Mais lorsqu'il 

&agit des series temporelles, et en particulier de series temporelles 

économiques, la fonction dautocovariance convient mieux a la cons-

truction de modèles. Cependant, nous devons souligner, avec 

Mandeibrot (1972), que lanalyse de la fonction d'autocovariance nest 

efficace avant tout que pour les modèles qui correspondent a des pro-

cessus stochastiques suivant une loi normale ou quasi-normale avec 

des fréquences élevées ou de petits retards, &est-à-dire pour les 

modèles avec des effets de courte période et presque normaux. 

Dans notre étude, nous allons insister surtout sur Panalyse de la 

fonction dautocovariance (autocorrélation), mais nous allons aussi 

donner le spectre correspondant (spectre normalisé) des mod1es 

considérés. Cette dernière operation est effectuée davantage pour 

donner une image complete que pour son utilité proprement dite. 
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Dans les grandes categories de processus non stationnaires (dans la 

moyenne) normaux, des processus stationnaires linéaires normaux et 

des processus non stationnaires linéaires homognes normaux, on a 

construit plusieurs types de mod1es pour la description et la prédic-

tion des series temporelles. Bien que l'hypothèse de normalité ne 

soit pas toujours posée de fa(;on explicite dans Ia definition des modèles, 

elle est néanmoins introduite lorsqu'il s'agit de tester leurs hypotheses. 

En dépit de sa simplicité et d'un certain chevauchement de ses éléments, 

la classification ci-dessous nous sera néanmoins utile: 

Tableau II 

Classification des niodèles destinés aux series temorel1es 

a) Modeles d'erreurs 

1) Ensemble dhy-

pothèses faites 

sur le signal 

et le bruit  

Processus stationnaires 

linéaires 

Processus non sta-

tionnaires linéaires 

homo genes 

 Processus auto- 

régressifs 

 Processus de 

nioyenne mobile 

 Processus auto- 

régressifs et de 

moyenne mobile 

Processus auto-

régressifs et de 

moyenne mobile 

intégrée 

2) Nombre de para- 	a) Modèles paramétriques 

metres du 	b) Modèles non paramé- 

modele 	 L 	triques 
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Dans un modèle derreurs, le mécanisme générateur dune série 

temporelle est par hypothèse compose dun élément systématique, 

ou signal, qui est une fonction determinable du temps (en général, 

un polynôrne de degré peu élevé) et une composante aléatoire que 

ion suppose purement aléatoire, ou bruit blanc, &est-à-dire dis-

tribuée identiquement avec moyenne constante, variance constante 

et autocorrélation nulle. Get ensemble d'hypothèses relatives a la 

composante aléatoire du modMe oblige inclure tout effect temporel 

dans la partie déterministe du modèle, ce qui fait que chaque ob-

servation est stochastiquement indépendante des précédentes. Les 

propriétés de la chronique sont ensuite résumées dans i'espérance 

mathématique du processus, et les variations de la composante 

aléatoire naffectent pas ces propriétés. Dans un sens, l'ordre dans 

lequel sont disposées les observations de la chronique na pas dim-

portance, et lanalyse d'une telle chronique se ramène a une analyse 

statistique multidimensionnelle. Le processus est non-stationnaire 

(dans la moyenne) mais si le signal est un polynôme du temps, c'est 

un processus non stationnaire homogène. Dans ce cas, en prenant un 

nombre fini de differences, soit ci, le processus se réduit a un processus 

stationnaire lineaire dans la d- ième  difference. Ces modeles d erreurs 

ont été élaborés d'abord en recherche astronomique. On les a construits 

en vue de determiner la position d'une planète a un moment donné. Dans 

ce cas, les erreurs dans les series observées sont attribuées aux erreurs 

d'observation imputables aux conditions atmosphériques ou aux défauts 

du téléscope. Les erreurs ne vont pas affecter les positions uitérieures 

des planètes, ni les observations de ces dernières. 
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Ce type de modèle est donc acceptable quand les erreurs peuvent être 

attribuées a des erreurs de mesure. Mais dans le cas de nombreuses 

series temporelles, en particulier les series économiques, les erreurs 

sont non seulement imputables a des observations erronées, mais aussi 

a des causes plus sérieuses, et des leur apparition, elles sincorporent 

au processus et influent sur son evolution future. En dautres termes, 

les erreurs sont autocorrélées; l'ordre des observations est essentiel, 

et la valeur courante de X va dépendre du temps écoulé depuis le 

debut du processus. 

Pour ces cas, on a airisi construits plusieurs modèles entrant dans 

la catégorie des processus stationnaires linéaires normaux et des pro-

cessus non stationnaires linéaires homogènes normaux. Parmi ceux-ci, 

le modèle A. R. M. M. autorégressif et de moyenne mobile (p. q) est tres 

utile pour la description et la prediction lorsque par hypothèse la série 

suit un processus stationnaire selon une loi normale ou quasi normale 

avec peu de retards. On obtient un tel processus en égalant un pro-

cessus autorégressif d'ordre p a un processus de moyenne mobile 

dordre q. On dit qu'un processus X est un processus autorégressif 

d'ordre p si on peut le mettre sous la forme d'une somme pondérée 

ou dune combinaison linéaire des p valeurs précédentes du processus, 

plus une composante purement aléatoire U. 

Par contre, on dit quun processus X est un processus de moyenne 

mobile d'ordre q si on peut le mettre sous la forme dune somme pon-

dérée ou dune combinaison linéaire de variables purement aléatoires 

U,U . ......U t 	t-1 . 	t-q 
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On considère donc le processus A. R. M. M. (p q) comme étant lintrant 

X obtenue I partir dun extrant purement aléatoire U qul a subi une 

transformation linéaire par l'emploi de coefficients de pondération 

provenant du quotient de deux polynômes. 

Quand le mécanisme générateur ne diffère de Fhypothèse de stationna-

rite que par les differences observées dans le niveau et (ou) la pente 

des différents éléments de la série, le processus est donc homogène 

non stationnaire. Si les erreurs sont autocorrélées, les modèles uti-

uses dans ces cas sont appelés modèles autorégressifs et de moyenne 

mobile intégrée (p, d, q) cu A. R. M. M. I. , oi p est Uordre du processus 

autorégressif, d est l'ordre des differences et q, l'ordre du processus 

de moyenne mobile. Ces modèles contiennent de facon implicite les 

hypotheses de normalité ou de quasi-normalité et de dépendance a court 

terme. Les modèles A. R. M. M. (p, q) et A. R. M. M. I. (p, d, q) ont été 

utilisés avec un certain succès dans la prediction lorsque les p d et q 

ne sont pas supérieurs I deux. 

Selon l'hypothèse traditionnelle de l'analyse des series temporelles éco-

nomiques, la série observée provient de la superposition de quatre 

processus représentant différents types dévolution. Ce sont: a) la 

tendance, b) le cycle, c) le mouvement saisonnier, et d), les fluctua-

tions accidentelles. 

La tendance correspond a une variation dans un sens déterminé qui se 

maintient pendant une longue période, c'est-à-dire pendant une période 

qui est longue par rapport au cycle. Le cycle est un mouvement dal-

lure quasi périodique caractérisé par lalternance  des périodes dex- 
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pansion et de contraction. Le mouvement saisonnier correspond a des 

variations hebdomadaires, mensuelles ou trimestrielles (fluctuations 

intra-annuelles répétitives), causées par le climat et 1encadrernent 

institutionnel. 

Les fluctuations accidentefles sont des mouvements imprévisibles lies 
a toutes sortes dévénements, présentant en général une allure aléatoire 

stable. Pendant la plus grande partie du travail danalyse, on combine 

la tendance et le cycle, puisque l'on s'intéresse surtout a lallure de 

la série dégagée de la variation saisonnière. 

La presence d'un élément tendance-cycle introduit la non-stationnarité 

dans le processus stochastique. On considère généralement que cet 

élément est une fonction determinable du temps (en général, un poly-

nôme de degré peu élevé) dans les modèles derreurs, et une fonction 

sujette a des variations stochastiques dans les modèles A. R. M. M. I. 

Le mouvement saisonnier joue un role très important dans l'analyse des 

series temporelles économiques. Nous allons consacrer la section 10 a 
la description des modèles qui servent habituellement a décrire la sai-

sonnalité. Nous devons néanmoins faire remarquer qu'il est très rare 

de trouver le mouvement saisonnier non superpose a une tendance plus 

ou moms régulire. Par ailleurs, comme toutes les autres composantes 

d'une série temporelle économique, ii ne sagit pas dun processus ob-

servable. Si Fon suppose que la variation saisonnière est stable et 

determinable, elle sera représentée par une fonction strictement pério-

dique du temps, qui se présentera habituellement sous la forme d'un 

polynOme de sinus et de cosinus du temps, avec des amplitudes et des 

phases constantes. Mais si Pon suppose que le mouvement saisonnier 

est stable et stochastique, les amplitudes prendront la forme dun pro- 
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cessus purement aléatoire. Lorsque la composante saisonnière évolue 

dans le temps de facon determinable, les amplitudes sont une fonction 

du temps; lorsque l'on suppose qu'elle évolue de facon stochastique, 

les amplitudes suivent alors un processus stochastique stationnaire 

non purement aléatoire. 

Dans les modèles d'erreurs, on considère que la variation saisonnière 

est determinable, tandis que dans les modèles A. R. M. M. I., elle est 

stochastique. 

On suppose que les fluctuations accidentelles suivent un processus 

purement aléatoire, ou parfois, dans un sens moms restreint, un 

processus non autocorrélé. 

Les modèles d'erreurs, les modèles A.R.M.M. (p,q) et A. R. M. M. I. 

(p, d, q) ainsi que les modèles saisonniers sont des modèles paramé- 

triques, cest-à-dire qu'ils font intervenir un nombre fini de paramètres. 

On peut aussi décrire la structure probabiliste dune série temporelle 

par un modèle non paramétrique, ainsi appelé parce quil fait appel a 

un nombre infini de paramètres. Cette classification des modèles para-

métriques et non paramétriques pour les series temporelles ne doit pas 

prêter a confusion lorsquil s'agit des termes hl paramétr iques U et "non 

paramétriques" dans l'analyse statistique. Dans ce dernier cas, on dit 

qu'une méthode est paramétrique si 1 1 on suppose par hypothèse que la 

v riable aléatoire suit une distribution donnée; la méthode est dite non 

paramétrique dans le cas contraire. 
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Les modèles non paramétriques que nous allons examiner sont la fonction 

d'autocovariance et sa transformée de Fourier, c'est-â-dire le spectre. 

Létude de l'une ou l'autre de ces deux fonctions est très utile lorsque 

ion entreprend un travail de recherche, quand l'on ne connaft que peu 

de choses sur une phénomène donné. Le but principal de l'analyse des 

series temporelies a ce stade est de considérer les données sous divers 

angles afin den dégager les hypotheses susceptibles d'être avancées, 

et un modèie exploratoire permettrait alors la construction d'un modèle 

paramétrique approprié. 

Finalement, le lecteur ne doit jamais oublier que le choix dun modèle 

vraiment approprié a une série temporelle est toujours fonction de la 

connaissance a priori que nous pouvons avoir de la nature du phénomène 

considéré et du but de lanalyse. Au niveau des applications empiriques 

immédiates, ce choix est aussi fonction de l'existence de méthodes flu-

mériques de solution pouvant être rapidement mécanisées. 



- 17 - 

2. LA SRIE TEMPORELLE EN TANT QUE RALISATION D'1CHANTILLONNAGE 

DUN PROCESSUS STOCHASTIQUE 

D'un point de vue non mathématiqie, un processus stochastique sera tout 

processus soumis a des lois probabilistes. Les observations faites a me-

sure que le processus progresse indiquent la facon dont ii évolue. 

Dans la majorité des cas, nous nous intéressons aux variations tempo-

relies, et l'état du processus a tout instant donné t est décrit par les 

valeurs d'un certain nombre de quantités observables qui sont les 

réalisations particulières des variables aiéatoires. 

Supposons que le processus soit défini par une seule variable X(t); 

dans ce cas, pour chaque t, la valeur numérique de X(t) ne sera pas 

uniquement déterminée comme dans le cas dun système determinable, 

rnais dépendra des influences aléatoires qui agissaient sur le processus 

jusqu'à lTinstant t. Alors, pour tout t fixe, X(t) est une variable ale-

atoire définie dans un espace probabiliste (c2, F, P). 	Lorsque t vane 

au cours de Fintervaile de temps considéré, nous obtenons une faniille 

de variables aléatoires X(t) dépendant du paramètre t, et définies dans 

le même espace probabiliste. Cette famille {X(t), tE T } 	de variables 

aléatoires X(t) est une fonction aléatoire, ou processus stochastique. Si 

T est un ensemble fini, nous avons un nombre fini de variables aléa-

tomes dans le processus, et elles peuvent être représentées par des 

fonctions de distribution multidimensionnelles. En effect, si X = {X 1 , X2 , 

x} , nous avons un vecteur aléatoire a n dimensions, qui est 

défini par sa fonction de distribution multidimensionnelie. 

F(x 1 , x 2  . . . , x) = P {X 1  x 10  X2  x2 , ..., X n jx}. 



Si T est l'ensemble des nombres entiers, le processus est infini, et 

on lappelle alors processus stochastique a paramètre temporel discret 

(discret se rapporte ici a la nature de l'ensemble T), ou suite stochas-

tique. Si T est 1ensemble des nombres reels, le processus est égale- 

ment infini, mais, non dénombrable, et ii est appelé processus stochasti-

que continu ou simplement processus stochastique. Le terme "processus 

stochastique" est généralement utilisé pour designer des processus ayant 

un nombre infini (dénombrable ou non) de variables aléatoires. La 

specification complete d'un processus stochastique nécessite plus qu'une 

simple extension du cas fini. 

Pour tout t fixe, disons t=t 1 , nous avons une variable aléatoire X(t 1 ) 

qui est complètement définie par sa fonction de distribution (d, 1) désignée 

(2.1) F 
1 
 (x1 )P Q((t 1 )<x1  }.. 

Pour tout élément t appartenant a l'ensemble T, nous avons 

(2.2) F(x)=P{X(t)<x } . 

Pour tout couple de points t 1 , t 2  appartenant a lensemble T, nous 

avons la fonction de distribution suivante: 

(2. 3) tipt 2 (X i p x 2)=  P 	t 1)x 1 , X(t2 ) <x2  ). 

de la variable aléatoire a deux dimensions X=(X(t 1 ), X(t2 )). 

De facon générale, pour tout ensemble fini arbitraire de t valeurs, 

nous avons: 

(2.4) F . , t (x 1  , x 2 , .. .,x 	 2) =P {X(t 1 ) <x 1 ,X(t )<x2 ,... ,X(t n )<x ) —n t l ' t 2 ' 	n  
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correspondant a une variable aléatoire a n dimensions X(X(t1 ), X(t2 ),. . . ,X(t)). 

La famille de toutes ces distributions jointes pour 	ni, 2, . .. 	et 

toutes les valeurs possibles t, constitue la famille de distributions 

dimensionnelles finies associées au processus stochastique X {X(t), tT }. 

Pour que (2. 4) puisse définir un p'rocessus stochastique, elle doit 

satisfaire aux deux conditions suivantes: 

La condition de symétrie, en vertu de laquelle 

(2. 5) F t 

	

1 ' 2 ' 
	

, x. 	x. ) 	F 	 . x) 

	

j 	 1 	2 	n 	12 	n 
n 

	

oü le j 1 , j2 	• 	
est toute permutation des indices 1, 2, . . ., n. 

On veut dire par là que la condition de symétrie exige que les distri-

butions F a n dimensions données en (2. 4) soient symétriques dans 

tous les couples (x., t.) de sorte que F reste invariable lorsque les 

t et les x3  font l'objet de la même permutation. 

La condition de compatibilité, en vertu de laquelle 

(2. 6) F IF t 2 , 	 , . . . 	(xr 	rn X2 , . . . , X , 	p . . . 	) = 
m' rn+1 	n 

F 2  
(x 1 ,x ,..., in  x ) 

2 	m 

pour tout t 1 , . . , t n if m<n. 

En d!autres  termes, la condition d€ compatibilité exige que 

., . lim. FtPt.. 	 . x )=F rn 	1 ' 2 ' 
 ... t1(X1IX2P.. x 

rn-i )  
x 	4- cc 

m 

Kolgomorov (1933) a démontré par un célèbre théorème, que (2. 4), 

avec (2.5) et (2. 6). définit de facon unique la distribution proba-

biliste de Fespace échantillon du processus stochastique. 
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L'inverse est également vrai. On peut considérer toute famille de 

fonctions de distribution finies de type (2. 4) satisfaisant aux condi-

tions (2. 5) et (2. 6) comme définissant un certain processus stochas-

tique. 

Nous avons défini un processus stochastique, ou fonction aléatoire 

sur T, comme une famille de variables aléatoires {X(t), t T }. . Ii 

est important de souligner que, puisque les X(t) sont des variables 

aléatoires, elles sont des fonctions de nombres reels de Pétat w de lespace 

échantillon c . C'est pourquoi on écrit parfois un processus sto- 

chastique de facon explicite comme un ensemble de fonctions ayant 

deux arguments, a savoir w (Fétat ou le point) qui est un élément 

de 	ç, et t (le temps), qui est un élément de T. Sous forme 

symbolique, on a 

(2.7)X={X(,t), 	tT}. 

On ne la pas fait ci-dessus parce que dans la théorie des probabilités, 

la dépendance de w dune variable aléatoire X est habituellement sup-

primée. 

Si l'on considère l'expression (2. 7). on peut interpreter un processus 

stochastique de deux facons différentes, selon la variable argument que 

ion considère. Pour un point w, donné, Fexpression (2.7) se ramène 

une famille de fonctions du temps, indexées sur w. 	Ainsi, a chaque 

état w d'une épreuve donnée, correspond une fonction réelle bien 

définie de la variable t. On appelle cette fonction réaiisation, ou 

fonction d'échantiflonnage du processus stochastique. Cela présente 

pour nous un grand intérêt, puisque la réalisation d'un processus 

stochastique est précisement une série temporelle observée. 
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Par contre, si t est donné, 1 expression (2. 7) se ramène a un ensemble 

de variables aléatoires indexées sur t. Dans ce cas, afin de définir 

le processus stochastique, nous devons donner la probabilité de con-

crétisation des diverses réalisaticns, ce qui conduit a la definition dune 

mesure de probabilité P sur l'espace des fonctions des réalisations. 

Si t et w sont tous les deux donriés, l'expression (2. 7) se ramène 

alors a un nombre. 

Le processus qui génère Fobservation d'une série temporelle est donc 

considéré comme un processus aléatoire dont l'un des infiniment 

nombreux états w. appartenant a c, auraient Pu être létat observe 

a un instant donné t, par exemple t 1 . 

tant donné qu'on fait de même pour tous les élCments t de T, une 

réalisation (série temporelle observée) du processus est une fonction 

d'un ensemble doublement mimi de fonctions qui auraient Pu être 

générées par le processus stochastique. 

Ce qul distingue l'analyse de series temporelles des autres types 

d'analyse statistique est que ion tient explicitement compte de 1ordre 

dans lequel sont faites les observations. Dans plusieurs domaines 

détude, des observations successives dune série temporelle sont 

dépendantes, en particulier dans le cas des series sociales et économiques. 

Mais ii se peut que les observations soient indépendantes statistiquernent, 

en particulier dans certains problèmes de physique et dastronomie. 

L'hypothèse de dépendance ou dindépendance entre plusieurs observations 

successives d'une série ternporelle determine le type de modèie a utiliser 

pour décrire le processus générateur de la chronique. 
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Lorsque ion définit un processus stochastique selon la famille des fonc-

tions de distribution finies (2. 4) qui satisfont a la condition de symétrie 

(2. 5) et a la condition de compatibilité (2. 6), on dit que le modMe qui 

génère une série temporelle est un modèle non paramétrique parce qu'il 

fait intervenir un nombre infini de paramètres. 

Ii existe cependant d'autres moyens de specifier un processus stochastique. 

Ii est souvent utile de définir une fonction aléatoire grace a un modèle 

analytique contenant un nombre fini de paramètres qui sont des variables 

aléatoires. On dit alors que le modèle est paramétrique. Dans la pré-

sente étude, nous analysons les modèles paramétriques et non paramé-

triques qui se rencontrent le plus souvent dans les series temporelles. 

Un des modèles paramétriques qui s'est révélé utile pour la description 

et la prediction dans des situations empiriques est ce que iton  appelle 

le processus autorégressif de moyenne mobile intégrée. Par contre, 

les fonctions dautocovariance et d'autocorrélation ainsi que leurs trans-

formées de Fourier, cest-à-dire la densité spectrale (spectre) et la 

densité spectrale normalisée (spectre riormalisé), sont des moyens non 

paramétriques pour définir une fonction aléatoire. 
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3. MODELES DE PROCESSUS STOCHASTIQUES: PROCESSUS 

STATIONNAIRES ET NON STATIONNAIRES 

Les plus importantes hypotheses relatives a une série temporelle sont 

d? une  part, que le processus stochastique correspondant est station-

naire, et, dautre part, qu'on peut décrire un processus stochastique 

par les deux premiers moments de ses fonctions de distribution. Ces 

moments comprennent la moyenne, la variance, la fonction de covariance 

ou sa transformée de Fourier, le spectre. A cet egard, on peut poser 

qu'un processus stochastique stationnaire peut-être également défini de 

facon appropriée par un modele avec quelques paramètres seulement. 

Nous commencerons par définir ce que ion entend par processus sto-

chastique stationnaire. 

Intuitivernent, on dit quun processus est stationnaire s'ii est en équi-

libre statistique, en cc sens que ses propriétés restent invariables 

dans le temps. En d'autres termes, ii sagit d'un processus sans 

tendance, et ii est possible de récapituler toutes ses caractéristiques 

en calculant certaines fonctions a partir des données. La fonction 

dautocorrélation a été la premiere fonction de ce type a être étudiée. 

Dun point de vue statistique, on définit un processus stochastique 

x {X(, t), uE  0, tT } comme un processus stationnaire ou stricte-

ment stationnaire si toutes les fonctions de distribution a dimensions 

finies (2. 4) demeurent les mêmes lorsque F ensemble de points t 1, t 2 , 

t se déplace le long de l'axe du temps t, c'est-I-dire si 

(3.1) F 12 t (xi , x2 ,  . ' 
x n  )= Ft +Tt+T . . t+Tl,X2,.. x) 
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pour tout n, t 1 , t 2 	 . 	..., 	t et T. 

Cela irnplique en particulier dans le cas d'un processus stochastique 

stationnaire que toutes les distributions unidimensionnelles de F(x) 

(2. 2) doivent être identiques. 

En d'autres termes, elles sont indépendantes des valeurs de t. Dans 

le cas des fonctions de distribution bidimensionnelles du type (2. 3), 

lTexpression (3. 1) implique qu'elles ne peuvent dépendre que de la 

difference temporelle t2 - t 1 , mais non pas des valeurs de t 1  et t 2  et, 

de facon générale, suivant Fexpression (3. 1), les fonctions de distri-

bution firile a n dimensions ne dependent que des differences 
t - t. (j 	2,3 ...... n). 

Dans la pratique, au lieu de définir un processus comme strictement 

stationnaire, ii est très utile de le considérer comme stationnaire 

lato sensu, ou stationnaire du second ordre. Dans ce cas, seules sont 

définies les propriétés des deux premiers moments. Ainsi, on dit qu'un 

processus stochastique est stationnaire lato sensu Si: 

I) la moyenne ou moment du premier ordre i (t) est une constante. 

La representation symbolique est: 

(3. 2) M(t)E [X(t).r' xd.Ftx) m 

ii) la fonction d'autocovariance i(t 1t 2 ) 	définie comme: 

(3.3)c(t 1 ,t2 )E CX(t1) - p(t 1 )J jX(t2 )- i(t2 )] 

est finie et depend dune seule variable qui est la difference entre 

deux points dans le temps, t 1  et t 2 , c'est-à-dire, si 

(3,4) 	xi' tz)..xx(t1+T, t2+T) 
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ce qui, en posant T -t 1 , donne 

(3. 5) ci(t, t 2 )=UXX  (Ot t2_ti)Jx(t2t1)(r1) 

dans laquelle 	T t 2  - t 1  est le retard entre les deux variables aléa- 

toires. Pour t 2  - t 1 	0. 	l'expression (3.5) donne la variance 

du processus, et en divisant lexpression (3. 5) pour la variance, 

nous obtenons les fonctions d'autocorrélation p(t) 

o (r)xx  
(3.6) p  (. P )c(tlt2) = a 

xx (0) 

La moyenne est une caractéristique importante dun processus stochas-

tique, mais elle ne donne que les propriétés les plus grossières du 

processus; elle ne sert qua mesurer la localisation. La fonction d'auto-

covariance constitue une meilleure description. Pour t1t2,  o ( (r) 

se ramène a la variance qui est une mesure de dispersion dans le sens 

de la moyenne quadratique, et pour tout 	t2 	t 1 crXX  (t) est une mesure 

de Fassociation iinéaire des variables aiéatoires dans le temps. 

Pour comparer les fonctions dtautocovariance  de deux processus stochas-

tiques différents, ii est pratique d?utiliser  la fonction d autocorrél ation  

qui élimine linfluence  de Funité de mesure des variables aléatoires 

utilisées. 

Observorxs quun processus stationnaire du second ordre coincide avec 

un processus strictement stationnaire si ion suppose par hypothèse 

que le processus suit une loi de Gauss, cest_à_dire  une loi normale, 

ivec des moments du second ordre finis. 
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L'exemple le plus simple d'un processus strictement stationnafre est 

le processus purement aléatoire ou bruit blanc, pour lequel l'on suppose 

que les variables aléatoires se caractérisent par l'indépendance sérielle 

et par une distribution identique. C'est lThypothèse  sous-jacente a 
la composante aléatoire utilisée dans les modèles d'erreurs qui sont des 

processus normaux non stationnaires dans la moyenne. 

Tout processus qui ne satisfait pas aux conditions i) et ii) est un 

processus stochastique non stationnaire. Dans la classe des processus 

non stationnaires, les processus appelés non stationnaires homogènes, 

ou processus a accroissements stationnaires, ont été étudiés pour la 

premiere fois par Kolgomorov (1941) et Yaglom (1955). 

Les processus de ce type sont non stationnaires, mais en prennant les 

differences de facon adequate, on obtient un processus stationnaire 

pour un ordre fini de differences. Au niveau des applications empi- 

riques, très souvent la distinction entre une partie de la série observée 

et une autre partie de la meme série ne se fait quau niveau local et 

(ou) a celui de la pente de la courbe; l'ordre de difference ne dépasse 

donc pas 2. 

Les processus non stationnaires homogènes généralisent la théorie des 

fonctions aléatoires stationnaires. Ii est evident que tout processus 

stationnaire est aussi un processus a accroissements stationnaires. 
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La dérivée (difference) dtune fonction (sequence) aiéatoire d'accroisse-

ments stationnaires est Un processus stationnaire; inversement, l'inté-

grale indéfinie (somme infinie) d'un processus stationnaire est un 

processus daccroissements stationnaires. 

Nous donnons maintenant la definition suivante d'un processus a 
accroissements stationnaires (Yaglom, 1955): "le processus aiéatoire 

X(t) est appelé processus a accroissements stationnaires si l'espérance 

mathématique de l'accroissement de X(t) sur tout intervalle de telnps 

est proportionneile a la iongueur de lintervalle, de sorte que E[X(s) - 

x(t)]= a(s -t); a étant une constante et la fonction de structure 

D(t; u,v) du processus X(t) depend uniquement des differences u-t 

et v-t, &est-à-dire D(t; u, v) = D(u-t, v-t) =D(T1 T 

La fonction de structure convient mieux que la fonction dautocovariance 

a la description de ce type de processus, et elle a été utiiisée pour 

la premiere fois par Kolgomorov (1941). Ainsi, un processus a 
accroissements stationnaires est caractérisé par une constante a, que 

l'on peut poser dans la pratique comme égale a zero, et par la fonction 

de structure, qui est une fonction de deux variables: 

(3.7) D( -r 19 t 2 ) = E[X(t+t 1 ) - X(t)] [X(t+r 2 ) - X(t)1 

Dans le cas reel, au lieu de 1' expression (3. 7), nous avons une fonction 

dune variable: 

(3. 8) D(t) = E[X(t-4-t) - X(t)J2 
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Dans un processus stationnaire reel, a est égale a zero, et DT) peut 

être exprimée en termes de la fonction d 1 autocovariance o (-r) de la 

facon suivante: 

(3.9) D(t) = 2a(0) - 	t) - cy(-i) = 2o(0) - 20(T). 

Les modèles d'erreurs que nous examinerons a la section 4 sont des 

processus non stationnaires homogènes quand la composante deter-

minable (le signal) est posée comme un polynôme du temps. En prenant 

les differences successives, le processus se ramène a un processus 

stationnaire linéaire. Un autre type important de processus stochastique 

est le processus non stationnaire linéaire homogène, Dans ce cas, la 

propriété de linéarité vient du fait que le processus est considéré comme 

l'extrant d'un filtre linéaire dont l'intrant est purement aléatoire (bruit 

blanc). 

Dans ce type de processus, les valeurs précédentes de la variable 

aléatoire X(t) contribueront a la determination de sa valeur au moment 

t. La non-stationnarité peut se presenter dans la moyenne et (ou) 

dans la variance. Un exemple simple est fourni par le processus 

promenade au hasard, dans lequel, a mesure que le temps s'écoule, 

les variables aléatoires tendent a osciller autour de la moyenne (une 

droite), avec une amplitude croissante. On a utilisé ce type de 

processus dans les series temporelles économiques, et notamment pour 

ajuster les cours de la bourse. Supposons par exemple que W est 

un processus purement aléatoire, et que X est un autre processus 

lie W de la facon suivante: X,= W 1  

x 2 = x 1+ w 2  

xt  = x_1 
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On peut alors mettre X sous la forrne dune combinaisori linéaire du 

processus purement aléatoire W dont tous les coefficients de pondé-

ration sont égaux a 1. Si la valeur attendue de W est p et la 

variance 	a 
2 , 	ii sensuit que: 
w 

(3.7) E(X) =t p 

et (3. 8) var Xt a 2 

Lautocovariance du processus X est: 

(3. 9) a(t 1  t2 ) min (t 1 , t2) 4 
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S 
4. LES MODELES DERREURS 

Les premieres etudes sur les series temporelles ant été celles faites 

en recherche astranomique. On a construit des modèles pour determiner 

la position dune planète a un instant donné. La nature des problèmes 

auxquels se sont heurtés les astronomes les a poussés a construire 

des modèles très simples, connus aujourd'hui sous le norn de modèles 

d'erreurs, ou plus simplement de modèles de regression (Pannekoek, 

1961). 

Les modèles d'erreurs supposent que les observations successives 

d'une série temporelle sont indépendantes. L'ensemble ordonné 

{xt, t =... -1, 0, 1 ... } (1) peut être mis sous la forme d'un modèle 

général compose d'une fonction entierement determinable f(t) du temps, 

qui est appelée signal ou composante systématique du modèle, et dun 

élément aléatoire U appelé bruit blanc (ou composante purement sto-

chastique) du processus qui est, par hypothèse, indépendant de f (t). 

Le modèle peut sécrire sous la forme suivante: 

(4. 1) X= f(t)+U t 
	t = . .. -1, 0, 1..... 

L ' hypothèse dindépendance des observations successives est introduite 

dans 1t  ensemble  dthypothèses  qui caractérisent la composante aléatoire 

U, que ion suppose être distribuée identiquement, avec une moyenne 

nulie, une variance constante a chaque instant et une autocorrélation 

nulle. En vertu de ces hypotheses, tout effet temporel doit 6tre fait 

dans le signal f(t). 

(1) Nous utiliserons des minuscules lorsque nous dénoterons des quari- 
tités observées, et des lettres majuscules pour les variables sto-
chastiques correspondantes. Nous écrirons t en sous-indice iorsque 
le temps est de nature discrete, et comme argument lorsque le temps 
est continu. 
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Dans certains cas, f(t) est une fonction connue du temps ou d 1 autres 

quantités observabies, et de paramètres. Si l'on suppose que f(t) est 

linéaire dans les paramètres, elle se ramène a une fonction de régression u, 

et l'on estime ses paramètres par la méthode des moindres carrés. 

Lorsque, par rapport a ses paratnètres, le signal n'est pas linéaire, 

comme dans le cas des fonctions de croissance, l'estimation des 

paramètres et le test des hypotheses nécessitent des transformations 

préalables ou l'utilisation de méthodes plus compliquées. 

Dans d'autres cas, la forme analytique de la composante systématique 

nest pas connue, mais elle peut tre assez bien approximée par des 

combinaisons linéaires de fonctions temporelles connues, comme par 

exemple des puissances du temps t ou des fonctions trigonométriques 

de t. 

De facon générale, 11 faut distinguer deux types de fonctions tempo-

relies dans le cas de f(t). L'une est un polynôme dtun  degré assez 

bas qul satisfait a ihypothese s€lon laquelle la composante systéma-

tique se dépiace lentement, doucement et progressivement dans le 

temps. L'autre est une combinaison linéaire des sinus et des cosinus 

du temps avec des coefficients constants (une série finie de Fourier) 

qui tient compte des fluctuations cycliques, qu'elles soient stric-

tement périodiques ou non. 

Dans le cas des series temporelles économiques, le signal f(t) a très 

souvent un comportement qui nécessite l'addition ou la multiplication 

de deux types de fonction. On dit alors que le polynôme représente 

une tendance générale a long terme, et la série finie de Fourier 

représente alors les fluctuations cycliques, et les comportements 

saisonnieres. 
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Dans tous les cas exposés ci-dessus, Festimation des paramètres du 

signal se fait grace aux niéthodes de l'analyse de regression (la 

théorie classique des moindres carrés) ou par des méthodes analogues. 

En vertu de l'hypothèse de normalité de la distribution des variables 

aléatoires, ii est possible de faire tous les tests d'hypothèse. 

Mais ii arrive parfois qu'une simple fonction temporelle ne puisse appro-

ximer le signal sur toute la longueur de l'intervalle de temps, en dépit 

dt une  forme lisse et de Pabsence de fluctuations marquees sur nimporte 

quel iritervalle temporel, aussi petit soit-il. On a alors habituellement 

recours a des méthodes non paramétriques pour le lissage. 

Le lissage d'une sequence x signifie le passage a une nouvelle sequence 

x * provenant de la sequence initiale en formant la moyenne mobile. 
U * 

(4.2) x = Ea x 	t=n+i ......, T-n. t -n k t+k 

Pour des raisons de simplicité, nous avons écrit une somme finie, 

mais s'il y a satisfaction a certaines conditions de convergence, nous 

pouvons étendre la somme a l'infini. aO. 

Za De plus, les ak  sont habituellement normalisés, de sorte que -k= 1. 

Dans la pratique, on se sert largernent du lissage pour filtrer les 

sequences afiri de réduire les effets des erreurs de mesure et autres 

écarts faiblement corrélés. 
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En admettant que nous ayons un nombre fini d'observations dans le 

modèle (4. 1), nous obtenons après lissage: 

* n 	n 
(4.3) x = Za f(t+k)+ Ea u 	 tn+1....... T-n 

t-nk 	-nkt+k 

ou E(u)O, E(u)a 2  et E(uu)=O,  t$s. 	Alors, u*  a une 

211 2 
variance a Ea u-n k 

	

La moyenne quadratique de 	diminue considérablement si les 

coefficients de pondération de lissage ak  sont judicleusement choisis, 

tandis que le signal f(t) est a peu près le même. La moyenne 

pondérée des valeurs observées sert donc a estinier la tendance géné-

rale, et la courbe assez irrégulière engendrée par les points observes 

est remplacée par une courbe lisse de la moyenne mobile. Toutefois, 

les termes successifs de la séne lisse sont corrélés. Nous avons: 

I  
2 

n  ** 
E(u u 	)J 	a t t+n I u-n ka 	

2n 

	

k_h 	 h = 0, 1, ...,  

I. o 	 h = 2n+1, 

A noter que Fhypothèse de lissage est une propriété locale, alors que 

l'hypothèse dune tendance genérale de forme polynômiale intéresse tout 

l'intervalle de temps t = 	1.,... 	,T. Lhypothèse de lissage ne 

porte que sur les points voisins dun instant donné t pour estimer la 

tendance générale en ce point, alors que l'hypothèse dune tendance 

de forme polynômiale implique que toutes les observations servent a 

estimer la fonction qui représente la tendance tout au long de l'intervalle 

considéré. 



- 34 - 

La base générale de la plupart des méthodes de lissage est Pajustement 

dun polyn6me(1) a 2n + 1 observations successives et lutilization de ce 

polynôme pour estimer la valeur de la tendance au centre de lintervalle 

de 2n + 1 observations. Etant donné que les estimations des paramètres 

du polynôme sont linéaires par rapport aux valeurs observées Xt+k  l'es-

timation de la tendance générale prend la forme de l'expression (4.2). 

Supposons que la tendance générale f(tk) aux instants t+k = t - n..... 

t+n, peut être approximée par un polynôme en k de degré p,  c'est-à-dire 

(4.4) f 	 l 

	

t 	o (k)a +ct k+a 2k 2+. . .+ctk; k=-n, ..., n 

alors pour k= 0, f(t) est approximativement ft  °) 

Nous pouvons estimer les 	d'après les valeurs observées x_ ..... 

grace a la méthode des moindres carrés. Les equations normales 

des estimations de a, 1 ,... 	sont: 

(4.5) 	Ek3 +& Ek1+.. • 	 k3 x 

	

o-n 	1-n 	p -n 	-n 	t4-k 

J = 0 1  19 ..., p 

A noter que les sommes Ek j  sont des fonctions de n seulement. 

(1) Une méthode semblable &appuie sur l'emploi d'une formule obtenue 
par lajustement dune fonction harmonique telle que 

	

f(t)=cz + 	[.cos w .k+y4 sin w.k] 
° J=1 

oü p et les angles Wj  doivent être choisis a priori, et lajustement 
determine les coefficients cxc , 	et 
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Par symétrie, la somme de toute puissance impaire de k est nulle. Etant 

donné que notre estimation de f(t) sera 	nous ne nous intéressons 

quaux equations dans lesquelles j est pair, a savoir 

(4. 6) & 	k3 + 	Zk 2+.. .+ 	 Ek3 x 0 -n 	2 -n 	 p -n 	-n 	ti-p 
i =  0, 2, 4, . . . , p 

Les equations a résoudre en & sont les mêmes pour les p impairs que 

pour la valeur paire inférieure suivante de p. Ii nous suffit de con-

sidérer seulement P= 0, 2, 4, 	On peut partager le système (4. 6) 

en deux, une equation pour j = 0 , et un système d'équations pour 

j = 2, 4, . . . ,p. 	L'expression (4.6) devient alors: 

ri 	n (4.7) (2n+1)&0+2 k2 +. . .+2 k3 = 	Xt+k 	 j=0 

	

1 	2 	 p 

n j+2 	
£k3(x 2 k&+2 	-- 	i-2 1 

	1 	
t_k+xt+k) 

j=2, 4, ..,, p 

En résolvant (4. 7) par rapport a 	, nous obtenons: 
n 	 0 

(4. 8) = 	a Xt+k 
o -n k 

oü a_k= ak et les ak  sont des fonctions de n et p seulement et des 

polynômes en k. Lestimation de la tendance générale x*  donnée par 

la formule (4. 2) est x 	 = a0 , en vertu de l'expression (4. 8). 
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Lajustement dun polynôme par la méthode des moyennes mobiles 

consiste donc a determiner les coefficients de pondération a et a 
calculer pour chaque ensemble consécutif de 2n + 1 termes de la série 

une valeur 	donnée par (4.8). 

On peut prouver que pour un p donné, la variance de la sequence 

plus lisse diminue a mesure que le nombre d'observations ou de points 

augmente et que pour un nombre donné de points (n), la variance 

augmente a mesure que p augmente. Le choix de p et de n donnant 

un ajustement optimum est un problème statistique a decisions multiples 

(Anderson, T.W., 1971). 

Lavantage du lissage dans lestimation  du signal reside dans sa souplesse. 

Mais, comme la méthode nest pas basée sur un modèle probabiliste ex-

plicite, on ne peut l'exprimer entièrement en termes de statistique ma-

thématique, et linduction statistique est étroitement limitée. Ainsi f(t) 

nest pas déterminé par un petit nombre de paramatres pour lesquels 

on peut donner une region de confiance. On ne peut non plus tester 

les hypotheses relatives a la tendance générale, ou relier la tendance 

estimée a une théorie ou a un modèle pour la génération des series 

observe e s. 

Nous n'insisterons pas davantage sur ce point qui sattache au probleme 

de 1 estimation du signal et non pas au modèle probabiliste qui engendre 

la série temporelle. Nous allons maintenant récapituler les principales 

propriétés des modèles derreurs présentés dans cette section. Les 

modèles d'erreurs supposent que la série temporelle observée se compose 

dune fonction bien connue du temps, et dun terme d'erreur, qui est 
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le bruit blanc. Les observations n'ont donc pas de dépendance sérielle, 

et l'effet du temps n'est pas compris dans U t ; on suppose au contraire 

qu'il naffecte que f(t). La forme analytique que l'on donne habituelle-

ment a f(t) est une combinaison linéaire de fonctions du temps, comme 

par exemple des puissances du temps t, ou des fonctions trigonomé-

triques de t (sinus et cosinus). L'estimation de la tendance générale 

se fait soit par la méthode des moindres carrés, soit par une méthode 

de lissage comme celle des moyennes mobiles. 

Ces types de modèles sont acceptables lorsque les erreurs dans les 

series teinporelles observées peuvent être attribuées uniquement a des 

erreurs de mesure ou d'observation. Dans ce cas, tout écart est 

considéré comme purement temporaire, sans aucun effect sur le mouve-

ment futur du processus. Ii semble que ce soit le cas dans de nombreux 

problèmes astronomiques. Ains:i, les erreurs relatives a la position 

observée des planètes a un instant donné t peut stexpliquer par des 

erreurs dtobservation dues aux conditions atmosphériques ou aux défauts 

du telescope. De telles erreurs ne vont pas affecter les positions 

ultérieures des planètes, ni les observations que nous allons en faire. 

Les propriétés des series temporelles sont alors récapitulées dans la 

moyenne du signal, et les variations de la composante aléatoire n'influent 

pas sur ces propriétés. 

Lorsqu'il y a autocorrélation des erreurs, les rnodèles d'erreurs ne 

sont plus représentatifs du processus générateur de series temporelles. 

Le s observations sont maintenant stochastiquement dépendantes dans 

le ternps, et la valeur courante de t dépendra du temps qui s'est 



écoulé depuis le debut du processus. L'interprétation que Pon donne 

des erreurs autocorrélées est que les erreurs ne sexpliquent pas 

simplement par des observations indépendantes fausses, mais aussi 

par dautres facteurs systématiques et que, des leur apparition, elles 

sincorporent au processus et influent sur son evolution ultérieure. Il 

semble que ce soit le cas pour la plupart des series temporelles, en 

particulier les series temporelles sociales et économiques. On a attribué 

a Yule (1921) (1927) la paternité de cet aspect. Les processus qui 

prennent en consideration l'hypothèse des erreurs autocorrélées sont 

les processus stationnaires linéaires et les processus non stationnaires 

linéaires homognes. 

Nous allons examiner dans les sections suivantes ces types de modèles. 
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5. LES PROCESSUS STOCHAST1QUES STATIONNAIRES LINAIRES 

On dit qu'un processus stochastique X est linéaire s T il existe un 

processus purement aléatoire U et une sequence de paramètres 

0, ' 1, 	2.....telle que Pon ait: 

X-m 	 +Cc Ut_i+ 	 k0 kUt_k; 	=1. 

Si lintervalle de temps est continu, la relation (4. 2. 1) sécrit: 

(5. 2) X(t)-m = f 	(v) U(t-v) dv. 

Alors E(U) = E [U(t)] = 0 and E (Xi) =E [ X(t) ]=m 

Si la série, ou Pintégrale, est convergente, l'expression 5. 1 (ou 5. 2) 

définit un processus stochastigue stationnaire linéaire, dans lequel m 

est lespérance mathématique du processus. 

Si la série, ou lintégrale, nest pas convergente, lexpression (5. 1) 

ou (5. 2) définit un processus non stationnaire linéaire, et m n'a pas 

de signification precise, sauf comme point de référence du niveau du 

processus. On appelle parfois l'expression (5. 1) moyenne mobile 

infinie, bien que la somme infinie des coefficients ne soit pas posée 

par hypothèse comme étant égale a 1. 

S'il y a un nombre fini de termes, I)expression (5. 1) définit un 

processus stochastigue pararnétrique linéaire a paramètre temporel discret. 
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Nous ne nous occuperons dans la présente section que des processus 

a paramètre temporel discret. (L'analyse des modèles a paramètre 

temporel continu suit une démarche semblable). 

En utilisant Fopération de retard L, oi L °  = 1, LU=  U_ 1  and LU =U_ 	the 

iT express ion  (5.1) pour m  =0 	peut &écrire sous la forme concise 

suivante: 

(5.3) X = (1 -Fa. 	. . ) U = 	k L U =a(L) 
t k=0 k 	t 

k CD 

oü kOUkI 	a(L), est le filtre linéaire ou l'opération qui transforme 

la variable d'entrée U en la variable de sortie X. On lappelle aussi 

la fonction de transfert du système linéaire, ou fonction génératrice des 

coefficients de pondération. Dans ce dernier cas, on peut considérer L 

comme une variable auxiliaire, dont la k_leme  puissance est le coeffi-

cient de 	Pour que 1 expression (5. 3) soit stationnaire lato sensu, 

ii faut et il suffit que la fonction de transfert (L) 	soit convergente 

pour IL j 	ce qui implique que 	k 71  0 a I <M , M étant fini. 

5. 1 Processus autorégressifs (A. R. 

Cest U. Yule (1921) qui parla pour la premiere fois des processus 

autorégressifs. Ces derniers sont une sous-classe des processus 

linéaires. On dit qu'un processus X est un processus autorégressif 

d'ordre p et dénoté AR(p) si on peut le mettre sous la forme dune 

combinaison linéaire de p valeurs précédentes du processus, plus 

un élément purement aléatoire U. On peut lécrire sous la forme 

suivante: 

(5. 1. 1) 
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En appliquant lopérateur de retard L, l'expression (5. 1. 1) devient: 

(5.1.2) Ut1+L  +2L2+ ... 	L) x= rO 	L rxt ; 	=1. 

Si le processus X est stationnaire, l'expression (5. 1. 2) peut s'écrire 

sous la forme d'une moyenne mobile infinie: 

(5. 1. 3) X t  = 	1 	Ut 
P 	r 
E a  L r=o r 

-1 M 	 r = 	(L) U 	ro hr L 

En effet, on peut remplacer chaque X_ 1 , 	. p 	par un pro- 

cessus autorégressif, ce qui nous donne finalement une série infinie 

deU. 

Ii existe plusieurs conditions équivalentes pour la stationnarité de 

(5. 1. 3). Lorsquelle est écrite sous la forme d'une moyenne mobile 

infinie, nous avons déjà mentionné dans les sections précédentes 

que la série infinie des coefficients de pondération doit être conver-

gente pour ILI 	1, ce qui implique que ror1 	fini. 

P 
Ces conditions de convergence sont équivalentes a 	BrL 	o 

	

p 	 r=o 
car si 	13 	= o, la fonction de transfert devient infinie. r=o r 

Voyons maintenant les conditions pour que ro1r Lr 0 

	

(5.1.4) E 	Lr 	(1 + 	L + 2 L2 r o r 	 + . + 
P 
 L)  =  

Notons que (L)  est un polynôxre en L d'ordre p. En décomposant 

L en facteurs et en posant L = 1 we nous avons: 
C 

(5.1.5) 	= 	(G P  + a G 	 + 	+... + 	= 
Gp  

1 (G-C1 ) (C-C 2 ) ... (G-Gp) 

GP 
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dans laquelle 0,  G2..... G sont les p racines de léquation 

caractéristique de (). 

Ii est evident que l'on peut réécrire l'expression (5. 1. 5) sous 

la forme suivante: 

(5. 1.6) 13(L) = (1-G 1L) (1-C 2L) . . . (1-G,L). 

Par consequent, s'il existe un 	r1i = i!, N(L) 	0, le processus 

(5. 1. 3) est non stationnaire. Pour qu'il soit stationnaire, les 

racines de (L) , a savoir L1  = C1 1, i = 1,2, .. p doivent 

être en valeur absolue supérieures a 1 ou IG,j < 1. La con-

dition IC.1  < 1 coThcide avec les conditions de stabilité de la 

composante determinable de lexpression (5. 1. 1). A noter que 

si U = 0, (5. 1. 1) se ramène a une equation aux differences 

finies homogène dtordre P. dont la solution générale est: 

(5.1.7) X = A 1  G + A2  G + ... + A pp 

oü 	C, I = 1,2,. . ,p sont les racines de son equation carac- 

téristique, et pour que l'expression (5. 1. 7) soit stationnaire, 

1 pour 1c 1 1 < 1, for i = 1,2,.. 

Dans le cas dun paramètre temporel continu, le processus autoré-

gressif (5. 1. 1) est défini par une equation différentielle dordre p, 

et pour qu'il soit stationnaire, les racines de son equation carac-

téristique doivent toutes avoir une partie réelle negative. 
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5. 2 Les processus de moyenne mobile finie (M. M.) 

Le modèle autorégressif examine ci-dessus a exprimé X sous la 

forme d'une somme pondérée finie de p valeurs précédentes du 

processus X, plus une composante purement aléatoire U. De 

même, Si le processus est stationnaire, on peut le mettre sous 

la forme dune somme pondérée infinie des U, dans laquelle E(U) = 0, 

E(U)2 =Cr et E(U Ut+T) = 0 for all T # 0. 

Or, on dit qu'un processus X est un processus de moyenne 

mobile finie d'ordre q MM(q) s'il est une combinaison linéaire 

de variables purement aléatoires U t ,  U1, 	Ut_q. En d'autres 

term e s, 

(5. 2. 1) x =t + a t 
 11_ + 2 U_ 2  + 	+ a 

q t2 = rorUt_r; o=l. 

En utilisant Fopérateur de retard L, lexpression (5.2. 1) sécrit 
q 

(5. 2. 2) x t = E q L U 
0 r 

oi 	cz(L) = 1 + a L + a 2L 2  + ... 	 est la fonction génératrice 

des coefficients de pondération. 

L'expression (5. 2. 1) est toujours stationnaire, &est-à-dire que 

ct(L) est convergent pour 	LI ~ l mais pour que Uexpression 

(5.2. 1) soit inversible, cest-à-dire pour qu'efle soit exprimée sous 

la forme d'un processus autorégressif infini, 

(5.2.3) Ut 	Lr) 	= 	
- (L)x = r 

ror 	 t 	r_or L X t 

les racines de c(L) = o doivent se trouver a l'extérieur du 

cercle unite. 
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5. 3 Processus autorégressifs et de moyenne mobile (A. R. M. M,) 

Pour des applications empiriques, une combinaison dun processus 

autorégressif disons d'ordre p  avec un de moyenne mobile, par 

exemple d'ordre q, présente lavantage de ne faire intervenir que 

très peu de paramètres. 

On peut donc écrire un processus A. R. M. M. (p, q) sous la forme 

suivante: 

(5.3.1) x =t  + CCJU 	 + 	+ a q U 	 - 	-. • .- 

ou encore: 
p 

(5.3.2) ( 	Lr)X 	( E a)U; 	 a 
0 0 
= =1 r=or 	r=o 

et, par consequent: 

q 	 r a L  
(5.3.3) X = ro r 

r 
ro r L  

Le processus A. R. M. M. (p, q) est considéré comme Pextrant X 

provenant dun U purement aléatoire, ou bruit blanc, oii les 

coefficients de pondération de la fonction de transfert s'obtiennent 

par la division de deux polynômes. Le nombre de paramtres 

du modèle (5. 3. 1) est pq2, y compris la moyenne de X et la 

variance de U. Dans la plupart des cas résolus grace a ce 

modèle, p et q ne sont pas supérieurs a 2 (Box et Jenkins, 1970). 



- 45 - 

Pour que le processus A. R. M. M. (p, q) soit stationnaire, les 

mêmes conditions que celles examinées dans les sections précédentes 

doivent 6tre remplies 1  c'est-à-dire que les racines de l'équation 

	

caractéristique 	ror' 	(L) = 0 doivent être en valeur 

absolue supérieures a 1. L'expression (5. 3. 3) est inversible si 

Lr 	(L) 	0 	a toutes ses racines a l'extérieur du cercie 
r-o r 
unite. Alors: 

(5.3.4) U = 
r=o 	X 

q 	r E XL r=o r 
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6. LES MODELES STOCHASTIQUES STATIONNAIRES NON PARAMETRIQUES: 

LA FONCTION DAUTOCOVARIANCE ET LE SPECTRE 

Les modèles que Fan vient d'examiner sont tous les modèies paramétriques, 

cest-à-dire qu'ils ont un non'ibre fini de paramètres. On peut aussi dé-

crire le processus générateur dune série temporelie stationnaire par des 

modèles non paramétriques, c'est-à-dire par des modèies qui nont pas 

un nombre fini de paramètres. Parmi les méthodes non paramétriques, 

1 analyse de l'autocovariance et les fonctions d'autocorrélation et leurs 

transformées de Fourier, le spectre et le spectre normalisé sont les plus 

appropriées. 

Dtun point de vue mathématique, ces fonctions sont des couples de Fourier, 

et elles sont donc equivalentes. Eiles donnent toutes les deux les mêmes 

types de renseignements en probabilité, en ce sens qu'elles caractérisent 

tous les moments du second ordre dun processus stochastique stationnaire. 

Lutilisation soit de foriction dtautocovariance, soit du spectre, depend 

des propriétés particulières des données que ion desire faire ressortir. 

Le spectre porte surtout sur le domaine des fréquences, tandis que lana-

lyse de la fonction dautocovariance donne les même informations, mais 

sur le domaine temporel. 

Dans la representation spectrale, un processus stationnaire est considéré 

comme une combinaison linéaire de composantes oscillant de facon aléa-

toire, et la variance totale se distribue sur la fréquence. Si le processus 

est défini en termes d'un paramètre ternporei discret, ii est possible de 

determiner la proportion de ia variance attribuabie a chaque composante 

avec une fréquence particulière A, mais dans le cas des processus de 

chroniques continus, nous parierons de lapport dune bande de fréquence 

autour d'une fréquence A donnée. 
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Une application importante de la fonction dautocorrélation et du spectre 

normalisé est lidentification des filtres linéaires qui minimisent it erreur  

quadratique moyenne lorsque la composante systématique dun processus 

est perturbée par la presence dune composante purement aléatoire. 

Les deux fonctions se révèlent Cgalement tres utiles comme indicateurs 

initiaux lors de la construction d'un modèle probabiliste pour le me-

canisme générateur de la série temporelle. Ainsi, par exemple, une 

fonction d'autocorrélation qui est positive pour des valeurs successives 

de T (retards) et qui tend vers zero a mesure que T saccroit, va 

traduire a la fois un comportement lisse de la chronique et le fait que 

le processus est davantage de type autorégressif fini que de type purement 

aléatoire. L'ordre du processus autorégressif peut également ètre obtenu 

a partir de la fonction dautocorrélation partielle. Le domaine de fré-

quences donne les mêmes inforinations grace une fonction de densité 

spectrale normalisée, (spectre normalisé) oü prédominent les fréquences 

peu élevées. Par contre, lorsque des valeurs adjacentes de c(T) sont 

corrélées négativement, le processus générateur de la série temporelle 

va presenter une grande fluctuation sur de courtes périodes, et la 

fonction de densité spectrae normalisée correspondante se caractérisera 

par une predominance de fréquences élevées. Mais en dépit de son 

importance dans la construction de modèles (en particulier en genie 

et en physique), ltanalyse spectrale s'est avérée plus appropriée dans 

les etudes de réponse de la frCquence, et dans le domaine de l'élabora-

tion d'expériences pour l'optimisation des procédés industriels. 
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Dans lanalyse  des series temporelles économiques, les premieres méthodes 

non paramétriques se fondaient sur la fonction dautocovariance. X la fin 

des années 50 et au cours des années 60, de telles méthodes ont été 

presque complètement abandonnées en faveur de lanalyse spectrale. Der-

nièrement, la fonction dautocovariance a commence a connaitre un regain 

de faveur en raison surtout de lexistence de nouveaux programmes infor-

matiques (Box et Jenkins, 1970). 

La fonction dautocovariance dun processus stationnaire X est par 

definition: 

(6.1) a xx(T)  = E(x t X +) 	 -- T 	. . , -1,0,1,... 

oü t est le décalage temporel, que ion suppose ici etre un nombre 

entier. Si le paramètre temporel du processus est continu, r peut 

prendre toute valeur comprise entre - et 

(6.2) p ( t) - 
0 

(T) - 0 (r) ; 	 TXX 	 a 	 2 

Notons que 

(6.3) a 
xx 	xx CO(0) p 	= a xx (T) 

ce qui signifie par consequent que si flOUS connaissons 1a fonction dauto-

correlation et la variance du processus X, nous avons tous les rensei-

gnements fournis par lautocovariance. 
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Le graphe de 1 expression (6. 2) est aussi appelé corrélogramme. Les 

propriétés fondanientales de la fonction d?autocorrélation  d'un processus 

reel sont (nous supprirnons le sous-indice X pour alléger la notation): 

p(0)=1 

p(-T) = p( -t). 	La foriction est symétrique par rapport a ion- 

gine en raison de lThypothse de stationnarité; on ne doit donc la 

calculer que pour les retards positifs. 

[ 	1. C'est la consequence du fait que la variance dTune 

variable aléatoire ou d'une combinaison linéaire de variables aléatoires 

est positive(1). 

La matrice d au tocorrélation  est positive et semi-définie. En dautres 

termes, le determinant de La matnice d'autocorrélation et tous ses 

mineurs principaux sont positifs ou nuls. La propriété 4 est une 

généralisation de la propniété 3 et elle indique que la fonction dauto-

correlation est toujours positive et semi-définie. Linverse est égale-

ment vrai, puisque chaque fonction positive semi-définie dun argu- 

(1) Posons en effet YX1X +  X2Xt 	la variance de 	est alors 

	

2 	 2 
var. Yt = X1 var. X + A2 var. X t-T+ 2A1X2 coy. (XtXt_T) 

Le membre droit est non négatif pour tout Xi X2 	reel et le second 

membre est une forme quadratique en X 1 ,A 2 . Pour quil soit positif, 

ii faut que ses racines soient imaginaires, ce qui implique 

var. X var. XtTI Icov(XX_) 2 

ou, de manière équivalente 

P (X,X_) = [coy (XX_1)1 2 
	

1. 
var X var X t 	t- T 

Dans le cas dun processus stationnaire, (3) se ramène a: 

= 	1. 
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ment reel (ou entier) est la fonction d'autocorrélation d'un processus 

stochastique continu (discret). (Cela a été démontré par Khinchin 

et Kolmogorov, voir Yaglom, 1962). 

(5) Si le processus est continu, p(T) est défini pour toute valeur de T 

comprise entre + 	et - , et c'est une condition nécessaire et 

suffisante que la fonction soit continue au point T = 0 puisque ceci 

implique que le processus est continu en tous points (Yaglom, 1962). 

Si Fon suppose que le processus est purement aléatoire, cette pro-

priété de continuité pose des problèmes. 

Dans le cas dun processus purement aléatoire discret U, la fonction 

d'autocorrélation est p (0) = 1 and p(T) = 0, pour tout T 0 0. 	Si U 	 est un 

processus temporel continu, nous aurions un point de singularité pour 

= 0. Pour l'éviter, on redéfinit la fonction d'autocovariance de la 

facon suivante: 

(6.4) cUU  (T) = a(0) 6 (t) = CIU  6 (T) 

oü 5(t) est une fonction delta de Dirac(1) qui prend la valeur zero 

pour T it 0 et la valeur 	pour T = 0. Alors, la covariance entre 

des points voisiris est nulle, mais la variance du processus devient 

alors infinie (Jenskins et Watts, 1969). 

(1) On définit une fonction delta comme une sequence de fonction 6 (t) 
00 

telle que 	I6 (t) dt = 1, pour tout n et dans la limite quatlnd 
n tend vers 

o t 	0 
t=0 
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Puisque toute fonction analytique, quelle soit périodique ou non, peut 

être approximée a n'importe quel degré par l'emploi de n'importe queue 

classe de fonctions périodiques, la representation spectrale dun pro-

cessus stochastique peut être effectuée en utilisant les series de Fourier 

ou l'intégrale de Fourier, selon que le paramètre temporel est discret 

ou continu. Dans l'analyse de Fourier, les fonctions périodiques sont 

des sinus et des cosinus. Elles possèdent les propriétés importantes 

suivantes: une approximation d'un nombre donné de termes donne 

lerreur quadratique moyenne minimale entre la fonction et son appro-

ximation; elles sont également orthogonales, de sorte qu'il est possible 

de determiner les coefficients indépendamment les uns des autres. 

L'utilisation des series de Fourier pour décrire des phénomènes évoluant 

dans le temps a été proposée dans plusieurs etudes par Lagrange 

(1772-1778), Buys-Ballot (1847) et Stokes (1879), mais ii convient 

surtout de mentionner a cet égard la méthode du périodogramme utilisé 

par Schuster (1898) dans le cadre de la recherche de périodicités 

cachées dans les données sur les taches du soleil. Dans le domaine 

économique, ce périodogramme a été utilisé par Moore (1914) et 

Beveridge (1922). L'utilisation du périodogramme pour la description 

des series temporelles a échoué en raison des hypotheses de fixité des 

amplitudes des fréquences et des phases dans les composantes de 

Fourier. Lanalyse spectrale moderne utilise les series de Fourier (ou 

les intégrales de Fourier) en supposant que les amplitudes et les 

phases sont des variables aléatoires. 
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On a montré (Yaglom, 1962) qu'il est possible dtapproximer tout pro-

cessus stochastique stationnaire X(w,t) 	par une combinaison linéaire 

ou par des oscillations harmoniques de la forme 

(6.5) X(w,t) = Xk (W)f(t)=x(w)Re 1 kt  

OU X((L)) 	est une variable aléatoire indépendante du temps et f(t) 

une fonction numerique de t. Le facteur numerique Re 	peut etre 

inclus dans la variable aléatoire Xk(w) , et le produit Xk(w)Re1° 

sera simplement dénoté ici par Xk 

(6.6) Xk(t) = X, e IA  k 
t 
 

L'expression (6.5) devient alors: 

oii Xk  est une variable aléatoire complexe, dont la moyenne est nulle, 

et pour laquelle A est une constante. 

Chaque élément de la forme (6. 6) va ainsi décrire une oscillation pério-

dique de fréquence angulaire A k (1), avec une amplitude aléatoire R et 

une phase aléatoire. 

Si l'on définit le processus pour un paramètre temporel discret, nous 

pouvons le mettre sous la forme suivante: 

(6. 7) x= 
° 

klXke 
iA k t 

et dans le cas d'un paramètre temporel continu: 

(6.8) X(t)= 
00 

oü ZM est un processus stochastique indexé sur A. 

(1) La fréquence angulaire A=2flf=2114, est le nombre de cycles autour 
du cercle unite par unite de temps; f est simplement la fréquence, 
et elle est la réciproque de la période T, &est-â-dire de la durée 
nécessaire a une oscillation complete. 
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l'expression (6. 7) est la representation spectrale d'un processus sta-

tionnaire avec un spectre discret, et lensemble de nombres fA 1 , A 2 . .1 

est appelé le spectre du processus. 

L'expression (6. 8) est la representation spectrale dun processus sta-

tiorinaire, oi Z(A) 	est un spectre continu dont la moyenne est nulle, 

et qui possède des accroissements non corrélés. La possibilité d'une 

telle representation de processus stationnaires arbitraires a été démontrée 

pour la premiere fois par Kolmogorov (Yaglom, 1962). 

La representation spectrale dun processus stationnaire est par consequent 

une "decomposition" du processus en couples distincts d'oscillations pe-

riodiques non corrélées. Ii est possible de séparer les cornposantes 

spectrales correspondant a des parties distinctes du spectre en utilisant 

des opérateurs ou filtres linéaires judicieusement choisis(2). Daris la 

pratique, les filtres utilisés sont de trois sortes: les filtres basses 

fréquences, qui laissent passer toutes les oscillations dont la fréquence 

est inférieure a une certaine fréquence critique A 09  les filtres hautes 

fréquences qui laissent passer toutes les oscillations supérieures a 
et les filtres bandes passantes qui laissent passer les oscillations de 

fréquences A sur un intervalle donné (bande passante) [A 09 A 1 ). 

Nous allons moritrer maintenant que les inforrnations contenues dans 

la fonction d'autocovariance sont équivalentes a celles fournies par 

la transformée de Fourier-Stieljes, c'est-à-dire la fonction de distri-

bution spectrale. 

(2) En genie, un filtre est un dispositif qui laisse passer des oscilla-
tions harmoniques dans une certaine bande de fréquence (bande 
passante) tout en supprimant les oscillations ayant des fréquences 
différentes. 
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Puisque tout processus stationnaire arbitraire peut avoir une représen-

tation spectrale, sa fonction dautocovariance correspondante peut être 

mise également sous forme spectrale. 

Ainsi, 	dans le cas d'un processus tel que (6. 7), que ion suppose être 

stationnaire et par consequent, 	E(XkX1)=O,  k#1 (par X nous dénotons 

la conjuguée de X), la fonction d'autocovariance est: 

	

21A'r 	00 	 iAT 
(6.9) 	klEk e k = klbke 	; 	b>o. 

La fonction d'autocovariance (6. 9) existe seulement si la série est con-

vergente, &est-à-dire si 

00 	 2 	00 

E b <cx (6. 10) 	= k=1 k 

Slutsky (1938) a également montré que l'inverse est vrai, cest-à--dire 

que tout processus stochastique stationnaire ayant une fonction dauto-

covariance de ia forme (6. 9) peut se mettre sous la forme (6. 7), avec 

E(XKXl)=O 	pour k#1. 	En posant t=0, 	1 expression (6. 9) 

devient: 

	

00 	 00 

(6. ii) o(0)= klEkI 2 k1bk 

ce qui montre quen superposant des oscillations périodiques non corré-

lees, la variance totale du processus est égale a la somme des variances 

des différentes composantes périodiques. 
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Notons que les variances bk  des cornposantes periodiques séparées sont 

les moyennes des carrés de l'amplitude Xk  des composantes harmoniques 

Xkek 	du processus X. Khinchin (1934) a généralisé la formule 

(6. 9) et ii a démontré que la fonction d'autocovariance de tout processus 

stochastique stationnaire peut se mettre sous la forme d'une intégrale: 

(6.12) o(T)= f 	1ATdG(A) 
-00 

oü G(X) 	est la fonction de distribution spectrale, ou la transformée 

de Fourier -Stielj es de la fonction d'autocovariance o(r). La fonction 

de distribution spectrale est une fonction non décroissante monotone, 

symétrique par rapport a l'origine et bornée, 	G(-oo)=o and G(ao)c(0). 

Lorsque G(X) est normalisée, &est-â-dire divisée par la variance, 

F(A) est appelée fonctiori de distribution spectrale 

normalisée, qui est la transformée de Fourier-Stieljes de la fonction 

d' autocorrélation p ( T). c'est-à-cLire 

(6.13) P(T)= f e(x). 
Co 

La fonction de distribution normalisée F(X) 	est également non décrois- 

sante, symétrique par rapport 1 l'origine et bornée, F(-cn)=O 	et 

On peut la décomposer sous la forme suivante: 

(6. 14) F(A)=F1 (A)+F2 (A)+F3 (A) 

oü F 1 (A), F2 (A) 	et F 3 (A) 	sont toutes trois non décroissantes, F 1 (X) est 

une fonction escalier pure, F 2 (A) est absolument continue, c T està_dire  

que F2(A)L: F 	(u)du et 	est une fonction singu1ire continue, 

avec F (A)=O 	presque partout. 
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On peut donc considérer F(A) 	comme une fonction de distribution et 

P(T) comme sa fonction caractéristique. Puisque G(X) et F(A) sont des 

fonctions impaires, pour tout processus faisant intervenir des nombres 

reels, les expressions (6.12) et (6. 13) sont des intégrales de nombres 

reels et peuvent se mettre sous la forme suivante: 

(6. 15) O(T)= L:cosxTdG(x)=1 COSATdG1(A) 

oii G1 (A)' 2G(X), 	et 

(6.16) p(T)= L:cosxTdFx=f:cosATdFlx 

oi F1 (X)=2F(X). 

Si F(A) 	et G(X) ont des dérivées (les cas qui nous intéressent le 

plus souvent), on a 

(6.17.a) dF(X) = F(A)dA 

(6.17.b) dG(A) = g(X)dA 

et f(A) 	est appelée alors la fonction de densité spectrale normalisée, 

ou spectre normalisé, et g(A) est la fonction de densité spectrale, 

ou spectre. Les transformées de Fourier inverses de g(X) 	et f(X) 

sont respectivement 0(1- ) et P(T) 

Si T  est discret, la fonction de densité spectrale normalisée f(X) est 

la transformée de Fourier d'une suite d'autocorrélations, et nous obte-

nons: 

(6.20) f(A) 	; 	-rIAll 
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et dana le cas dun paramètre temporel continu: 

-IXT00 
(6.21) f(X) 

1 
L p(, )e 	dT; 

De même, le spectre g(A) dun processus discret sera: 

-lÀ' 
(6.22) g(A) 

- 

 1 
-j - 
 ,_o(t)e 	; 	-flA ~ 11 

et pour un processus continu: 

(6.23) g()= L  £ 0(l)e_ lA1 d, 

Puisque F(A)= ff(u)du,1'intégration de (6. 20) et de (6. 21) nous donne 
00 

la fonction de distribution spectrale normalisée F(A). 

Dans le cas d'un processus reel X, l'expression (6. 20) se ramène a: 
(6.24) f(A)= 	+ 

211 	if ,1,)cot 
= 	p(')cosAt; _t1T1 211 r=- 

et l'expression (6. 21) prend la forme suivante: 

(6.25) f(A) -?- fp()cosA,d, 
- 

Les fonctions de distribution spectrale normalisée correspondantes sont 

alors: 

1 	p()sirtAt 
(6. 26) F(X) 

_____ p(o) + 
- 	

-1TAi1 

et 

(6.27) F(A)= • 
1 
if L

A 
00 Lp(T)cosATdT; 

On utilise une rnéthode semblable pour calculer G(A). 



Dans la section suivante, nous étudierons la fonction d'autocorrélation 

et la densité spectrale normalisée correspondant aux processus linéaires 

(5), (5. 1), (5. 2) et (5. 3), et nous illustrerons le tout par quelques 

exemples théoriques. 
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7. LES FONCTIONS DAUTOCOVARIANCE ET DAUTOCORRELATION DES PROCESSUS 

STATIONNAIRES ET LEURS TRANSFORMES DE FOURIER 

Nous avons vu a la section (5) qu'un processus stationnaire linéaire X 

peut être interprété comme l'exLrant obtenu a partir dun intrant U 	(pr 

cessus purement aléatoire) passée par une fonction de transfert a 	(L), 

qui est une somme infinie convergente de coefficients de pondération a 

pour L1. 	En d'autres terines: 

(7.1) X = 	a U 	= 	a LkTJ =x(L)U; E a 	 M fini. 
t k=o k t-k ko k t 	k=o k 

Dans cette expression, L est lopérateur de retard de la fonction de 

transfert. Lorsque l'on considère la fonction de transfert comme une 

fonction génératrice des coefficients de pondération a on tient L pour 

une variable auxiliaire dans laquelle a est le coefficient de la k-ième 

puissance de L. En appliquant ensuite la formule a la fonction d'auto-

covariance, et en se rappelant que nous avons Un processus stationnaire, 

nous obtenons: 

(7.2) 	 2 
00 = E(XXt+) GU k Oakak+f. 

La variance de X est alors: 

° (7. 3) 	2 	2  

______ - k Oakak+.0  
(7.4) Pxx(T) = cY(o) - k

Oak 

On peut calculer plus facilement la fonction d'autocovariance en se 

servant de la fonction génératrice dT autocovar iance , que  iton  peut égale-

ment utiliser pour obtenir le spectre du processus. 



La fonction génératrice d' autocovariance est: 

(7.5) a(L) = T,.00XXL 	 T o,±1,±2, 

Etant donné que pour un processus stationnaire o(T) est une fonction 

paire, o(k)a(-k), 	est le coefficient de Lk  et de Lk. 

Dans le cas du processus linéaire (7. 1), la fonction génératrice d'auto-

covariance est: 

(7.6) 	2 	-1 o(L) = o(L )' 

A 
Si l'on pose L = e-i , 	l'expression (7.5) prend la forme suivante: 

(7•7) 	 Co 	 -IAT o(L) = T = 0, ± 1, ± 2, Coxx 

Si nous comparons 1 expression (7.7) au spectre g(A) de l'expression 

(6.22), soit g(X'_ 1 
Co 	 -iXi xx ,- 	5(T)e 	, nous voyons que 2g(A)=o(L). 

Si nous posons A non négatif seulement, 

Par consequent, le produit de la multiplication de la fonction génératrice 

d'autocovariance par 1 nous donne le spectre du processus. En appli- 
iT 

quant ensuite 1 expression (7. 6), le spectre du processus linéaire en (5) 

peut aussi s'écrire sous la forme: 

2 
-iA 2 (7.8) g(A)  xx 	ir' 

On appelle j a(e iA )  12 le gain du filtre, qui est égal au carré de la 

fonction de transfert du filtre. Lexpression (7.8) montre que le 

spectre de ltextrant X du processus linéaire (7. 1) peut s T obtenir  a 
partir du spectre uniforme constant U 	d'un processus de bruit 
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blanc U multiplié par un facteur (le gain du filtre) qui ne depend que 

des caractéristiques du filtre. Les fréquences pour lesquelles ct(e_ 1A ) 2  

est élevé sont amplifiées, celles pour lesquelles le gain du filtre est 

faible sont amorties. La variance de X est: 

2 iT 	 IT 	_ix 	2 
iT 0 ' 

(7.9) a=f g(A)dA= —J Ia(e 	) dA.  

En divisant (7.8) par (7. 9), nous obtenons la fonction de densité spec- 

trale normalisée f(A) 	qui est la transformée de Fourier de la fonction 

d'autocorrélation Pxx( 1 ). Par consequent: 

-IA 2 
(7.10) 	f(A)= Ia(e 	I 

IT 	-IA 2 dA 
0 

f 	c(e 	)I ' 

Ii est facile de montrer que les fonctions d?autocovariance  et d'autocor-

relation du processus autorégressif AR(p) dans 1  expression (5. 1. 1) 

répondent a la même forme dequation aux differences finies qui cor-

respond 	la partie determinable. En effet, si on multiplie (5. 1. 1) 

par X 	 et si iton  applique (5. 1. 3), nous obtenons: 
p 	 CO 

(7.11)r x 	X 	= E h U o r t-r t-T r 	Uo r t t-T-r 

Etant donné que E(X 	X 	)=a (T-r); E(U)cI; E(U U ) = 0 pour tout, ts; 
t-rt-T XX 	ts 

l'espérance mathématique des deux membres de l'expression (7. 11) 

satisfait, pour T0 et pour T>O,  respectivement: 
p 	 2 (7.12) 

et 
p 

(7.13) roraXX(T0 
	

T = 1, 2, 
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On appelle souvent ces deux expressions les equations de Yule-Walker. 

Ainsi, la suite oxx(T_l), o(r-2) ....... , G(Tp), T= 1, 2....., résout 

l'équation aux differences finies homogène (7.13). En divisant (7.13) 

par cjXj  , nous obtenons la fonction cUautocorrélation qui résout aussi 

une equation aux differences finies homogène analogue a celle du pro-

cessus X lui-même. Nous pouvons écrire Pexpression (7.13) en nous 

servant de lopérateur de retard L sous la forme suivante: 
p 

(7.14) rorLxx(T)xx(T0 	 T = 1, 2 ...... 

et, de la même facon, pour la fonction d'autocorrélation: 
p 

(7. 15) = 1, 2, 
o= 1 

dans laquelle L s'applique a 	t. 

Les mémes conditions de stationnarité nécessaires aux processus auto-

régressifs finis de la forme (5. 1. 1) &appliquent ici. Si toutes les 

racines G i I <1 sont distinctes, nous avons deux possibilités: 

1) Une racine G. est un nombre reel; dans ce cas, A GS (voir l'ex- 
1 	 Ii 

pression 5. 1. 7) décroit géométriquement en tendant vers zero a 

mesure que s augmente. Si la racine est positive, nous aurons 

une fonction exponentielle décroissante, et si elle est negative, 

nous aurons une fonction exponentielle dont le signe va alterner 

et décroissante en valeur absolue. 
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2) Un couple de racines conjuguées complexes G i , G.; dans ce cas, 

elles génrent un terme qui est une fonction trigonométrique os-

cillante, décroissante en valeur absolue, et dont la période dos-

cillation depend de Fargument des racines complexes. 

La variance o(o) dun processus autorégressif X peut ètre obtenue 

a partir de lexpression (7. 12); elle peut être également exprimée en 

termes de la fonction d'autocorrélation en divisant (7. 12) par a(0) 

et en rendant 

2 

(7.16) c= 0 

Nous avons alors: 

1+ 1p (1)+p (2)+. . 	(p) 

Le spectre g(X) 	pour le processus AR(p) peut se calculer en uti- 

1 I 	 -iX -2 lisant expression (7. 8) ou ]e gain de filtre est I (e 	) I 
Alors: 2 

Gu 
(7. 17) g(X)= 	-IX 2 XX 	= fl(e 	)I 

2 
cJ 

e 
-IX 	.+3 e 2  

< < o-A-li 

On obtient la fonction de densité spectrale normalisée f(X) 	en 

divisant g(X) par a. 

Bien que la fonction d'autocorrélation d'un processus AR(p) soit infinie, 

de par sa nature même elle peut être décrite en termes de p fonctions 

non nulles des autocorrélations. Cette information est donnée par la 

fonction dautocorrélation partielle, qui aide a determiner l'ordre dun 

processus autorégressif pour une série temporelle observée. Dans le 

cas dun processus autorégressif d'ordre p, la fonction d'autocorrélation 

partielle présente un point limite après le retard p. 



En dénotant par kj  le j-ième coefficient d'un processus AR(k), de 

telle facon que 	a kk  est le dernier coefficient, a partir de (7. 15) kk 

satisfait l'ensemble d'équations: 

(7.18) 	 j1, 2, ... k 

ce qui nous mène aux equations de Yule-Walker, qui peuvent se mettre 

sous la forme suivante: 

(7.19) [i 	. 

p 	1... 

p(k-1) 	p(k- 2) 

p(k-1) Fkll p(k-2) 	k2  L 	IP(2) 

i J LiJ LkJ 
En résolvant (7.19) pour k1, 2, 3, ... , nous trouvons les auto-

correlations partielles a il l  a 2' 33 ... De facon générale, a kk  est 

la fonction d'autocorrélation partielle du retard k. 

Dans le processus de moyenne mobile finie dtordre q (MM-q) en 

(5. 2. 1), la fonction dautocovariance est: 

—T 
(7.20) 

T)hhh'E(XtXt~T)Ju 

q 

kokk+t' 	
Tq 

xx 

et 

cJxx(T)0 	
T>q. 
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La variance du processus MM(q) sera alors: 

(7.21) 2 2 q  2 
0_0U koa X k 

et la fonction d'autocorrélation: 

(7.22) 
p(T)- 

 ko+ 	 Tq 

k=o k 

et 

Pxx t)0  ; 	r>q. 

Par consequent, le corrélogramine d'un processus MM(q) est nul a 

partir de rq+1 . Suivant F expression (4. 7. 8), le spectre d'un tel MA(q) 

processus est: 

22 
-ix 2 I 	°U q 	

-Uk 2 a 
(7 23) g (A)- 	a e 	) 	 - 	 • a 

j  I 	ko k 	; 	o1; 	oA ~ fl 

et la fonction de densité spectrale normalisée fu(A) 	est g(A)/a. 

Dans le cas du processus A. R. M. M. (p q) X défini par l'expression 

(4.5. 1) on peut calculer de la même façon, c(t), P(t),  g(A) 

et f(A) . 	 Ainsi: 

(7. 24) a (T)_ 	( r )+a1a,(t_1 )+.. .4•Qqa)çJ(t_q)_81a . 
. 

ot o(t) est la fonction de covariance croisée entre X et U, définie 

par 



-ff 

Etant doriné que 	ne depend que des composantes aléatoires qui 

se sont présentées jusquà Pinstant t-t 	et qui ne sont pas corrélées 

avec U, ii s'ensuit que 	 pour r>o 	et 	 o, pour Uo.xU 

Lexpression (7.24 se ramène a: 

(7.25) 	 Tq+1•xx  

La fonction dautocorrélation est donc: 

(7. 26) p(t)=- 1p. . . - p(T-p), 

ou encore: 
Tq+1 

dans laquelle L &applique 	T. 

Par consequent, dans le cas dun processus A. R. M. M. (p, q), ii  y aura 

q autocorrélations dont les valeurs dépendront du choix des q para-

metres de moyennes mobiles a , ainsi que des p paramètres autoré-

gressifs 	. Or, pour 	t>q+1, les p autocorrélations deja obte- 

nues donnent les valeurs initiales de Uéquation aux differences finies 

homogène 	(L)p(t)o 	qui determine alors entièrement les 

autocorrélations aux retards plus élevés. 

Si 	q<p, toute la fonction dautocorrélation sera composée dtun  mélange 

de fonctions exponentielles et(ou) sinusdidales amorties. Si q?p, les 

q-p+1 	autocorrélations utilisées comme valeurs initiales ne suivront 

pas cette tendance générale. 
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Pour v0, l'expression (7. 24) clonne la variance du processus: 

(7. 27) 0+ai0xu(_1. +*q Oxu 	ioxxW_ 

qu'il faut résoudre ainsi que les p equations (7.24) pour T=1, 2, ... p 

pour obtenir a,c(1), ... , o(p). 

Le spectre du processus est: 

o 2 	9 	-iAr 2 Ece 
U Ir=o r 	 rI oA (7.28) g(X)= •- 	-jAr 12 

Ee k=o r 

et la fonction de densité spectrale normalisée 	f(X)  est le quotient 

(X) and de 	g   

Nous allons maintenant illustrer par quelques exemples théoriques 

adaptés de A.A. Sveshnikov (1966) le lien qui existe entre la fonction 

d'autocorrélation et la fonction de densité spectrale normalisée. 

Exemple 1 

Soit une fonction dTautocorrélation  de la forme 

1) p(-r)=e 



oà o<a<1  sert a mesurer la rapidité avec laquelle P (r) décroft a mesure 

que le retard temporel t augrnente. Nous voyons a la figure 1 que 

plus a, est grand, plus la fonction dautocorré1ation est amortie, ce qui 

implique un processus stochastique moms lisse. 

Figure 1 

P(T) 

T 

La fonction de densité spectrale normalisée correspondante f(A) 	est: 

2) f(A) .ffL: 	
-IAT 	1 	-1Ar-atj 	1 	a 

p(T)e 	dr= —f e 	dr -  211-°' 

Elle donne les mêmes informations que la fonction en 1), mais dans le 

domaine des fréquences. La figure 2 present la fonction de densité 

spectrale normalisée. Nous pouvons voir que, pour a petit, le spectre 

normalisé a une predominance de basses fréquences, ce qui signifie a 

que le processus est lisse, tandis qu'à mesure que A- croft, la courbe 

se tasse vers laxe A 	tout en devenant plus plate. Ce type de 

comportement de la fonctiori f(A)  nous permet dillustrer le comportement 

dun processus purement aléatoire ou bruit blanc dont la fonction de 
1 

densité spectrale normalisée est une constante égale a 	, pour 

1T ~A~11. 	Nous observons que lordonnée de f(A) a l'origine 

est 	, et a mesure que a croft, l'intersect±on diminue. En fait, 
na 



on suppose que ci. peut prendre des valeurs très élevées, et la fonction 

p(T) 	se transforme en une fonction en dents de scie, qui ne diffère 

de zero que dans un très petit intervalle autour de T=O. 

Figure 2 

f (A) 

A 

La variance totale du processus est l'aire sous 	f(A). 	Pour a, petit, 

une bande de basse fréquence représente la plus grande partie de la 

variance, tandis que pour a grand, la variance est distribuée presque 

uniformément dans la bande de fréquence capable d'influer sur le pro-

cessus considéré. Un bruit absolument blanc ne peut exister, car pour 

que la densité spectrale demeure constante sur tout l'intervalle de 

variation de A, ii faudrait que la fonction dTautocovariance  pour T=O, 

ait une variance infinie, ce qui est impossible dans n'importe quel 

processus a nombres reels. En effet: 

(o)='f g(A)dA=cf dA 
- 	 -00  

Exemple 2 

Soit maintenant une fonction d'autocorrélation p(T) de la forme: 

3) p(r) cos WT 
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qul diffère de(1) par la presence du facteur cos wi et qui dorine a la P(t) 

fonction la forme cPune oscillation harmonique amortie, comrne on peut 

le voir a la figure 3. 

Si nous observions le processus générateur, on remarquerait une cer-

tame périodicité. 

Figure 3 

D(t 

ii 

La fonction de densité spectrale normalisée correspondante slobtient 

en remplacant cos WT par - 1 (e iwt +e- iwt ) et par (A-w) et (A+w) 

dans les intégrales de f(A). 	D'oü: 

4) f(X)= —j 	
a 	+ 	 = CZ 	A 1-a +w 

211 (A) 2+a2 	(A-) 2+a 2 	(A222 ) 2+4 2 A 2  

La representation graphique (Fig. 4) de la fonction f(A) se caractérise 

par des sommets dans le voisinage de la fréquence angulaire t. 	Pour 

w= --, 	
la fréquence saisonnière fondamentale sur l'iritervalle 

TI 
temporel correspondrait a une période de 6 mois, pour W= 	a une 

période de 12 mois. Le modèle correspondant pour le processus géné-

rateur aurait une composante saisonnière oscillatoire dont Pamplitude 

et la phase changeraient lentement par rapport a la période saisonnière 

fondamentale. Plus a est grand, c'est-à-dire plus le taux de variation 
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est élevé, plus la composante saisonnière est obscurcie, et moms aigu 

est par consequent le sommet de la fonction de densité spectrale 

normalisé e. 

Figure 4 
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8. ERGODICITE 

Les applications de la théorie de la probabilité portent d'ordinaire sur 

des évènements qui se répètent de nombreuses fois. Par consequent, 

cornme moyenne d'une variable aléatoire X décrivant un évènernent 

nous pouvons prendre la moyenne arithmétique de toutes les valeurs 

observées X. de X. De même, pour determiner la moyenne et la fonction 

d'autocovariance a(t, s) dtun  processus stochastique X(t), nous devons 

disposer d 1un grand nombre de réalisations du processus X(t), ctest-à-

dire X 1 (t). ...... XN(t),  et calculer ensuite la moyenne pour chaque 

valeur t et la fonction d'autocovariance pour chaque couple des valeurs 

t et s. Mais dans la pratique, les données de nombreuses series tern-

porelles, et en particulier les series temporelles économiques, pro-

viennent d'une seule experience. Dans ce cas, il est nécessaire de 

préciser les conditions auxquelles une seule réalisation du processus 

permet de calculer des estimateurs cohérents pour toutes les carac-

téristiques de la distribution du processus. Cette dernière operation 

est possible parce que le théorèrne ei-godique (ou loi des grands nombres) 

s t applique  a une classe de processus aléatoires stationnaires. 

En vertu de ce théorèrne, l'espérance mathématique de X(t) et de X(t)X(s) 

calculée en prenant la rnoyenne des quantités correspondantes sur tout 

ltespace  échantillon Q (appelé la rnoyenne de ltensemble,  ou parfois la 

moyenne spatiale) peut être remplacée par les moyennes temporelles des 

mêmes quantités. 
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Etant donné un processus stochastique stationnaire X(t), la moyenne 

temporelle du moment de premier ordre de X(t) est définie par: 

(8. 1) 5 = J 1TX(t)dt; 	1t<T T To 

Quant T tend vers T-co, la moyenne temporelle 	
T  

converge en moyenne 

quadratique (aussi en probabilité vers la moyenne de l'ensemble ii 	(es - 

pérance mathématique) si et seulement si: 

(8.2) 	urn. E(PT_p)2=O 
T+°° 

puisque 

2 	. 	iT =lirn.—f o(T)dT; 	 s-t (8.3) iim.E(jT_I) To 
T- 	T-° 

alors l'expression (8.2) sera vérifiée si et seulement si 

(8. 4) 1im. i T f a(r)dr= 
T- 

C'est Slutsky (1938) qui le premier a démontré cette condition. Tout 

processus stationnaire qui rempli la condition (8.4) est dit ergodique 

dans la moyenne. Pour l'ergodicité dans les moments de second ordre, 

nous avons besoin de la moyenne temporelle de la fonction d'autoco-

variance, soit: 

(8.5) 	T(T) 	4J'C(X(t+t)—iJ] (X(t)-p]}dt 
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qui doit converger en moyenne quadratique vers la moyenne d'ensemble 

de la fonction d'autocovariance cr(t). En d'autres termes: 

2 (8.6) 1 im.E18T(T)_cl(r)1 =0. 
T- 

Dans le cas d'un processus normal, l'expression (8.6) se ramène a: 
(8.7) 11111. A 1T 0(T) 2 dT= 0. 

T 	T 0 

L'existence des moyennes temporelles et de leurs propriétés de conver-

gence a été démontrée dans le célbre théorème ergodique de Birkhoff 

et Khinchin (Genedenko, 1966). 

Ii est facile de montrer que tous les processus stochastigue.s station-

naires linéaires sont ergodigues. Cependant, tous les processus station-

naires ne sont pas ergodiques. Prenons par exemple le cas dtun  pro-

cessus harmonique simple, dans lequel a et b sont des variables aléa-

toires suivant une loi normale avec des moyennes égales a zero et urie 

mme variance o 

(8. 8) X(t)= a cosAt+bsin At. 

La fonction d'autocovariance 0(T) est: 

(8.9) a(r) = 0 
2cosAT. 

En utilisant l'expressiori (8. 4), nous pouvons montrer que ce processus 

est ergodique dans la moyenne. Nous avons: 

(8. 10) liiii. 	fT()d 	2 8IflAT 
=0. a 	T T 	

T- 
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Mais le processus n'est pas ergodique dans la fonction d'autocovariance. 

En appliquant (8. 7), nous obtenons: 

1 T 	2dT urn 	sin2AT (8. 11) urn. - f a(r) 	
T T o 	 T-° T-°  
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9. PROCESSUS NON STATIONNAIRES LINEAIRES HOMOGNES 

9. 1 Modèles autorégressifs et de moyenne mobile intégrée (A. R. M. M. I.) 

Le modèle A. R. M. M. (p, q) examine en (5.3) peut être généralisé en 

incluant des processus qui sont non stationnaires au niveau local et(ou) 

au niveau de la pente. En &autres termes, nous allons considérer le 

cas oi Popérateur linéaire qui transforme une entrée U purement 

aléatoire en une sortie X, est non stationnaire homogène. En sup-

posant que X suit un processus stationnaire dans la d-ième difference 

et que U suit un processus de moyenne &ordre q, nous pouvons 

donc écrire: 

p(L) X = c(L)U 

oi 4(L) est un opérateur autorégressif non stationnaire et c(L) 	un 

opérateur de moyenne mobile inversible. 

tant donné que le processus X est stationnaire dans la d-ième 

difference d, des racines de 	(L) = 0 sont égales a 1, tandis que 

les autres, disons p, se trouvent a l'jntérieur du cercle unite. On 

peut donc mettre ltopérateur  (L) sous la forme suivante: 

(9. 1.2) 	4. (L) 	(L) (l_L)d=tl (L)Ad 
p+d 	p 	p 

oü 1-L 	est l'opérateur de difference, les sous-indices indiquant 

l'ordre des opérateurs, a savoir p+d pour l'opérateur autorégressif 

généralisé (L) et p pour l'opérateur autorégressif stationnaire 	(L). 
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En supposant que Pordre de ltopérateur de moyenne mobile est q, 

ltexpress ion  (9. 1. 1) devient: 

(9 1. ) 	(L)X = 	(L)AX = a (L)U 

	

t 	P 	t 	q 	t 

et elle s'appelle processus autorégressif de moyenne mobile intégrée 

- A. R. M. M. I. (p.  d, q). Notons que pour d=O, l'expression (9. 1. 3) 

définit un processus A.R.M.M. (p,q)  et quten posant tX 	w, la 

méme expression est stationnaire en Wt,  ou, ce qui revient au même, 

stationnaire dans la d-ième difference de X. 

On peut mettre le modèle A. R. M. M. I. (p, d, q) sous la forme expli-

cite d'une equation aux differences finies comme suit: 

(9.1.4) 	X = U+ ctiU_i+...+ aqut _q 4)lxt_1 ...4)P4.dxt ...p_d;  

a =4)  =1. 00 

On se sert généralement d'une telle equation pour le calcul des 

previsions. 

Etant donné que dans l'expression (9. 1. 3), 	et aq (L) sont des 

opérateurs dont Pun est stationnaire et l'autre inversible, ii est 

possible de mettre le modèle sous d'autres formes, a savoir: 	1) en 

fonction des valeurs actuelles et précédentes du processus aléatoire 

U, et 2) en fonction des valeurs précédentes de X, plus la valeur 

présente du U. Dans le premier cas, nous avons: 

(9.1.5) 	X= c (L)aq (L)U t= 1p(L)U 
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ou  

2 
+ 	L +... 

On peut calculer les coefficients de pondération en égalant les 

coefficients de L dans Pexpression développée de 	(L)i(L)U Uq (L)Ut • 

En d'autres termes: 

(9.1.7) 	(11L+...+ 	) (1 1 L2L2+...) 1+ 1 L2L2+...+a q 

Pour j supérieur a la plus grande valeur de p±d-1 ou q, les coeffi-

cients de pondération t satisfont itequation  aux differences finies 

suivante: 

(9. 1.8) 

dans laquelle L s'applique a l'indice j. 

Dans le deuxième cas, oü X est fonction des valeurs antérieures 

de X, plus la valeur présente de Ut,  nous avons: 

(9. 1. 9) 	4' p+d (L)u  q  '(L)X=fl(L)Xt=Ut 

ou 

(9. 1.10) 	rI(L)=1+J11L+rr 2L2+... 

Ip 

Etant donné que a q (L) est un opérateur inversible, H(L)est convergent 

sur le cercie unite, ou a l'intéri-eur de celui-ci. 
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Pour calculer les coefficients de pondération IT , nous procédons de 

la même facon que dans le cas des coefficients de pondération t4i 

Nous égalons les coefficients de L dans 

(9. 1. 11) 	p ( q (T11 O 

et pour j supérieur a la plus grande valeur de p±d-1 ou q, les 

coefficients TI satisfont l'équation aux differences finies: 

(9. 1. 12) 	Ct 
q 	j 

(L)II =0 

dans laquelle L s'applique a j. 

Enfin, ii est possible de modifier le processus A. R. M. M. I. (p, d, q) 

dans (9. 1. 1) en ajoutant une fonction determinable du temps f(t), 

habituellement un polynôme d'un degré égal a l'ordre de l'opérateur 

de difference, qui représente une tendance générale determinable. 

Ii peut également arriver qu'il y ait davantage de bruit dans le 

processus, en ce sens que nous n'observons pas en fait X, mais 

un autre processus aléatoire 	 dans lequel U 

peut ètre Un processus purement aléatoire ou un processus aléatoire 

corrélé. Par consequent, si le processus observe est Z 

(9. 1. 13) 	 = Ctq(L)Ut+p(L)AdU 



NUIM 

Or, Si flOUS supposons que U est un processus A. R. M. M. (p 1 , q 1 ), 

c t est_à_dire  Si: 

(L)U1  = ci. (L)E 
p1 	t 	t 

oi E t est un processus purement aléatoire indépendant de 

Pexpression (9. 1. 13) devient: 

(9.1. 14) 	a 
p1 	p 
(L)3 (L)Z

t  =3 (L)a(L)U+(L)a (L)tE q1 	t 

Soit P = p 1  + p et posons Q égal a la valeur la plus élevée de 

p 1  + q ou de p + q 1  + d, Pexpression (9. 1. 14) peut alors se mettre 

sous la forme: 

(9. 1. 15) 	(L)Zt 
	aQ(L)v 

dans laquelle Vt  est un processus purement aléatoire et Z un 

processus A. R. M. M. I. (P, d, Q),  puisque la somme des deux pro-

cessus de moyenne mobile indépendants donne un autre processus 

de moyenne mobile dorit Pordre est celui du processus dont ltor dre  

est plus élevé. 

9. 2 Modèles de moyenne mobile intégrée (M. M. I.) 

Pour p = 0, , le processus A. R. M. M. I. (p, d, q)  défini par Pex-

pression (9. 1. 3) se ramne a un processus de moyenne mobile 

intégrée d'ordre (0, d, q), c'est-â-dire que le processus stochastique 

X est considéré comme étant le résultat de d applications de l topé-

rateur de somme infinie a un processus de moyenne mobile finie 

d'ordre q. En representation symbolique: 

(9.2. 1) 	A dx 
t=  czq(L)Ut 
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ou encore: 

(9.2. 2) 	xt_( aq Lu t=sd c q Lut  

dans laquelle S = (1-L) -' A 	est Popérateur de sommation infinie 

et itindice  en puissance d indique que le processus (9. 2. 1) est 

sommé d fois. (1) 

On peut mettre le niodèle (9. 2. 1) sous la forme de l'equation aux 

differences finies suivante: 

+c U 	+ . .4-ct u 	+ax 	- 1d(d_1 )X 	+. . .+(_1) d+lXt_d  
(9.2.3) 	u t 1 t1 	q t—q 	t1 

On peut également l'expliciter mathématiquement en fonction de la 

valeur présente de U et de ses valeurs précédentes ou en fonction 

des valeurs précédentes de X, plus la valeur présente de U. 

(1) A noter que 

t 
sUh_hl  +L+. . 

t 	i 
S 2U

t  =S(SU t i )= Z=-ch= Uoh =SU t 
 +SU 

et ainsi de suite. 
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Ik 

10. MODLES SAISONNIERS 

L'analyse temporelle des phénomènes économiques a distingué depuis 

longtemps divers types dtévolution,  soit a) la tendance, b) le cycle, 

c) le mouvement saisonnier et d) les mouvements irréguliers. 

La tendance correspond a une variation lente s'effectuant dans un sens 

déterminé et qui se maintient pendant de longues années. Le cycle est 

un mouvement dTallure  quasi périodique comportant une phase croissante 

et une phase décroissante. Le mouvement saisonnier correspond a des 

variations seffectuant régulièrement pendant l'année. Ii tient aux 

saisons et aux éléments de type institutionnel et technologique. Ces 

trois mouvements sont d'un corriportement systématique dans le temps. 

us sont les signaux du processus stochastique. 

Par contre, les mouvements irréguliers sont des mouvements erratiques, 

a fréquences élevées, présentant une allure générale plus ou moms 

stable. us résultent des influences que toutes sortes d'événements 

exercent sur la variable en cause. 

Dans la plupart des travaux d'analyse, la tendance et le cycle sont 

traités ensemble car c'est la série sans variations saisonnires sur 

laquelle se concentre notre intért. L'information donnée par une série 

temporelle corrigée des variations saisonnières joue un grand role dans 

la prise des decisions a moyen terme et a long terme. Ii est alors 

tres important d'identifier les modèles saisonniers. Dans cette section, 

nous examinerons les mod1es les plus couramment utilisés pour la 

lisonn:rs. 
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Lthypothè se  la plus simple et la plus étudiée est celle selon laquelle 

la composante saisonnière a un comportement stable, ctest-à-dire qu'elle 

est une fonction strictment périodique. On peut alors représenter la 

composante saisonnière s dans le cas de données mensuelles par une 

suite de douze constantes, donc une par mois, dont la somme est égale 

a zero. Désignons par ak  ces constantes. Nous avons donc: 

(10.1) strfk; 	pour tk ou t-k divisible par 12 

autrement 
12 
k1ak=o  

1 expression (10. 1) peut aussi être représentée avec des fréquences au 

lieu de périodes: 

6 
(10.2) s = 	(a cosA t+.sinX.t); 

t j1 j 	j 	3 	3 	 12 

oii les X sont les fréquences saisonnières d'une série mensuelle et pour 

laquelle l'on n'observe pas des composantes d'une périodicité inférieure 

a 2 mois. Cependant, on peut facilement adapter tous les résultats a 
des series hebdomadaires ou autres. 

A partir des expressions (10. 1) et (10. 2), nous obtenons la relation 

suivante: 

6 
(10.3) a k = j E 1  (( 	3 

j cosX. 	
3  

k+3. 	j 

	

sinA k); 	 k=1, ..., 12. 
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Bien que s soit par hypothèse une fonction strictement périodique, elle 

n'est pas une fonction determinable tant que l'on considérera et. et . 

comme des variables purement aléatoires dont la moyenne est zero et 

E(ct.ck) 	E( j k) fi 	; 
et E(ajk) 	o 	0 pour tout j et tout k. 

L'expression (10. 3) sera alors un modMe saisonnier stable qui suit une 

loi de processus stationnaire dans la covariance, mais qui ne sera pas 

ergodique aux moments de second ordre si les variables aléatoires sont 

par hypothèse distribuées suivant une loi normale (voir la section 8). 

La representation spectrale dun processus s aura un sommet de 

hauteur C 	 a chaque Ày  Nous trouverons une concentration de masse 

spectrale précisement aux niveau des fréquences saisonnières. Bien que 

cela ne se vérifie jamais dans la pratique, on a une bonne approximation 

si les sommets saisonniers du spectre sont étroits. 

On a tenté plusieurs fois de produire des modèles saisonniers qui soient 

un peu plus réalistes. En raison de changements institutionnels, tech-

nologiques et autres changements de nature exogène dans une structure 

économique, les mouvements saisonniers des series temporelles économi-

ques tendent a varier dans le temps. Dans ce cas, la meilleure marche 

a suivre dépendra du type de comportement suivi par l'évolution du 

phénomène. Diverses possibilités ont été examinées, notamment les 

suivantes: 
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Ii y a un changement subit qui partage la série temporelle observée 

en deux parties assez uniformes. Dans ce cas, ii faut manifestement 

estimer un modèle saisonnier pour chacune de ces deux parties. 

0. Lange (1963) et M. Abel (1962) en donnent des exemples. 

L'amplitude peut varier, alors que la phase demeure la même. En 

dtautres termes, les coefficients a. et a de l'expression (10. 3) dé-

pendent de t. Le cas le plus simple consiste a supposer quil s'agit 

de polynôrnes de degré peu élevé. En cas de linéarité, le s est: 

6 (10.4) st . 
J 1 	

a
2j 

 t) cosA.t+( 1 .+ 2 .t)sinXtJ. 
=  

Ces types de modles ont été étudiés par Hannan (1963), Nettheim 

(1965) et N.M. Rosenblatt (1963). 

On peut aussi définir le processus stochastique qui génre cx et 0 . 

Hannan, Terrel et Tuckwell (1970) et Terrel et Tuchwell (1970) se 

sont livrés a des travaux empiriques en sappuyant sur ])hypothèse 

selon laquelle a j  et a suivent un modèle autorégressif stationnaire 

d 1 ordre 1. Grether et Nerlove (1970) ont envisage un angle d'approche 

semblable. 

Ii ny a cependant pas d'objection, sauf du point de vue des méthodes 

d'estimation, a supposer que o, et a sont décrits par d'autres types 

de processus. 



(3) Le modèle saisonnier peut aussi varier pour ce qui est de la phase; 

dans ce cas, non seulement les amplitudes, mais aussi la phase, 

doivent ètre considérées comme générées par un processus stochas-

tique. L'expression (10. 2) mise maintenant sous la forme d'une 

fonction cosinus devient: 

6 
(10.5) s = E R (cosA.t+e) 

t :1=1 jt 	J 

ou R.t=Vc*.+jt2 	est l amplitu de  aléatoire du processus 

et e = arcot. a. 	est la phase, et aussi une variable aléatoire. 
it 
it 

Pour la prevision de series temporelles dans lesquelles pourrait se 

trouver un comportement saisonnier évolutif, Box et Jenkins (1970) 

ont propose un autre type de modèle appelé modèle saisonnier mul- 

tiplicatif. 	Ce dernier appartient a la catégorie des processus non 

stationnaires linéaires homogènes, et ii repose sur lhypothèse selon 

laquelle, dans le cas de données périodiques, on sattend a des 

relations: 1) entre les observations mensuelles succesives au cours 

dune année, et 2) entre des observations portant sur le mème mois 

au cours dannées successives. Nous avons ainsi deux périodes, 

l'une pour laquelle le retard L est dune période, et lautre pour 

laquelle la période du retard L est donnée par la saisonnalité. En 

supposant que la variation saisonnière est de périodicité s, nous 

aurons alors 	LSXt = 	En considérant les observations pour 

chaque mois au cours d'années successives, on propose un modèle 

A.R.M.M.I. (P,D,Q) pour les décrire, cest-à-dire: 

(10.6) B(LS)IDX =A (Ls )Et  
St Q 



- 87 - 

dans lequel les sous-indices F, D et Q dénotent respectivement l'ordre 

de lopérateur autorégressif stationnaire B(L 5 ), de l'opérateur de dif-

férence 8 =1-•L 8  et de Fopérateur de moyenne mobile inversible A(LS). 

Et représente un processus aléatoire autocorrélé. En dautres termes, 

on sattend a ce que lobservation pour chaque mois soft aussi reliée 

aux mois précédents, et, par consequent, que E t soft relié a E_i 

Et_2 et ainsi de suite. Afin de prendre en compte cette relation, on 

introduit un second modèle A.R.M.M.I. (p,d,q): 

(10.7) Bp (L) dEt=: q (L)U t  

oü U est maintenant un processus purement aléatoire et 	est 

un opérateur stationnaire autorégressif d'ordre p,A = 1-L est lope-

rateur de difference d'ordre d, et cx q (L) est une moyenne mobile 

inversible d'ordre q. En combinant (10. 6) et (10. 7), on obtient: 

(10.8) ap (L)BP (Ls ) d xt =ctq (L)AQ (LS )U t  

qui est le modèle saisonnier multiplicatif général d'ordre (p,  d, q) 

(P D,Q). 

Lexpression (10. 8) est utilisée pour la prediction des series tern-

porelles lorsqu'il peut sy trouver une composante saisonnière 

évolutive. K. R. Brewer (1969) a utilisé les fonctions de prediction, 

ou bases de prediction, correspondant a différentes identifications 

de (10. 8) et ii les a partagées en tendance et en mouvement sai-

sonnier pour désaisonnalisation. Cette idée est très intéressante 



et bien élaborée d'un point de vue théorique, mais elle ne peut être 

appliquée dans la pratique au niveau de la production. IDe sérieuses 

limitations émanent a la fois de la capacité des modèles de Box et 

Jenkins de décrire convenablement divers types de series temporelles 

économiques et de la méthode d'estimation pour la decomposition des 

fonctions de prediction. 



11. CONCLUSIONS 

Les modèles pour series temporelles sont des processus stochastiques, 

c'est-à-dire des processus qui suivent des lois probabilistes. D'un 

point de vue théorique, ii est possible de construire une grande classe 

de modèles pour décrire 1€ comportement des phénomènes qui changent 

dans le temps d'une facon probabiliste. Cependant, pour des applications 

empiriques, on n'a élaboré qu'une sous-classe restreinte de modèles. Ces 

modèles appartiennent aux categories suivantes: 1) processus non sta-

tionnaires (dans la nioyenne) normaux, 2) processus stationnaires line-

aires normaux et 3) processus non stationnaires linéaires homogènes 

normaux. 

Parfois on n'introduit pas exliciteinent dans un rnod1e lThypothèse de 

normalité, auquel cas la statiorinarité est définie lato sensu. 

La construction de modèles de series temporelles depend du comportement 

du phCnomène et du but de l'analyse, mais pour ce qui est des applications 

empiriques immédiates, elle depend aussi de Fexistence de méthodes opti-

males dt estimation . 

Si lanalyse vise a décrire la structure probabiliste d 1 une série ten-iporelle, 

des modèles paramétriques (nombre fini de paramètres, habituellement 

peu élevé) et non paramètriques (nombre infini, ou très grand, de para-

metres) sont egalement acceptables. 



Parmi les modèles paramétriques, le modle d'erreurs qui est un processus 

normal non stationnaire (dans la moyenne), et le modèle autorégressif et 

de moyenne mobile intégrée, qui est un processus normal non stationnaire 

linéaire homogène, sont le plus fréquemment utilisés. 

Les modèles non paramétriques les plus communs sont la fonction dauto-

covariance et le spectre. us ne Se révèlent cependant pas utiles dans 

les problèmes de prevision, qui ne peuvent être résolus que par des 

mod1es paramétriques. 

Dans un modèle derreurs, le processus générateur dune série temporelle 

est décomposé en une composante systématique (signal) et un processus 

purement aléatoire (bruit blanc). Les propriétés de la série temporelle 

sont ensuite résumées dans lespérance mathématique du processus, et 

elles ne sont pas affectées par les variations de la composante aléatoire. 

En dautres termes, tout effet temporel sur le processus se répercute 

sur la partie determinable, ce qui fait que chaque observation est indé-

pendante stochastiquement des précédentes. 

Ce modèle est le modèle classique pour lanalyse des series temporelles 

économiques, oii Fon suppose que le signal a une composante de longue 

durée, la tendance (composante systématique se déplacant lentement, 

doucement et progressivement dans le temps), un mouvement quasi-

périodique, le cycle, et une composante saisonnière (composante oscilla-

toire qui tend a se répéter avec une certaine régularité chaque année). 
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Cependant l'hypothèse dtune  cornposante sous la forme dune erreur 

non autocorrélée restreint sérieusement la validité de ce type de modèle 

quand ii s'agit de décrire le comportenient des series économiques. Les 

erreurs que présentent les valeurs observées des series économiques 

sont dues non seulement a des observations indépendantes erronées, 

mais aussi a d'autres écarts plus sérieux et, des leur apparition, elles 

&incorporent au processus et influent sur son evolution future. Yule 

(1921, 1927) a apparemrnent été le premier 	signaler cet aspect de la 

question qui semble avoir été presque entièrement laissé de côté dans 

lanalyse des series économiques jusqu'I ces derniers temps. 

La decomposition du signal en une composante de tendance-cycle et une 

composante saisonnière a une importance considerable pour celui qui 

prend des decisions éonomiques, car devant faire face au problème du 

contrôle du niveau de lactivité économique, ii ne veut pas confondre 

un mouvement saisonnier et un mouvement de longue durée. 

Un modèle qui répond a ces désirs et qui en même temps introduit des 

hypotheses plus réalistes sur le comportement de la composante aléa-

toire serait celui qui verrait la série temporelle décomposée en un 

signal (tendance-cycle et saisonnalité) et en une erreur, qui est 

autocorrélée. Bien que dun point de vue théorique cela soit possible, 

ii n'existe aucune méthode destimation suffisamment développée pour 

les series temporelles qui suivent ce modèle. 
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Des programmes informatiques pour P estimation de modèles ayant des 

résidus autorégressifs bases sur la méthode des moindres carrés 

généralisés ou sur le maximum de vraisemblance ont été mis au point 

au cours des dernières années, mais us ne peuvent être utilisés que 

lorsque la tendance et le cycle suivent un polynônie de degré relati-

vement peu élevé du temps, et lorsque les facteurs saisonniers sont 

aussi des fonctions polynômiales du temps sur tout Vintervalle temporel. 

Maiheureusement, ces conditions se vérifient très rarement dans le cas 

des series temporelles économiques. 

Par contre, le modèle autorégressif et de moyenne mobile intégrée 

suppose que le mécanisme générateur d'une série temporelle a des 

erreurs autocorrélées, et qu'il est non stationnaire au niveau local 

et(ou) au niveau de la pente. Par consequent, en différenciant 

convenablement le processus, on obtient un processus stationnaire 

dans les differences dun ordre fini. On suppose que ce processus 

stationnaire est l'extrant obtenu a partir de iTintrant qu T est le bruit 

blanc auquel on a fait subir une transformation linéaire. On généralise 

ce modèle en incluant un opérateur saisonnier de manière multiplicative 

ou additive. 

On identifie les paramètres de ce type de modle en analysant la fonction 

dT autocorrélation . Toutefois, ii a été démontré que Panalyse de la fonc-

tion d'autocorrélation est efficace avant tout pour les modèles qui corres-

pondent a des processus stochastique suivant une loi normale ou quasi 

normale avec de hautes fréquences ou de petits retards, c'est-à-dire 

des modèles deffets a court terme quasi gaussiens (Mandeibrot, 1972). 
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De plus, les estimations finales de ces mod1es donnent le total pour le 

signal et elles ne partagent pas c:e total en composantes correspondant 

au mouvement tendance-cycle et au mouvement saisonnier, de sorte 

qu'elles sont utiles pour d'autres utilisations que celles du modèle 

derreurs. On les utilise principalement pour la production d estimations  

finales des données brutes et la prevision. On peut également les em-

ployer pour estimer et prévoir des series déjà désaisonnalisées, mais 

ii faut alors faire très attention lors de l'identification et de Festimation, 

puisque la correction des données initiales peut introduire des distor-

sions qui contredisent les hypotheses de base de ces types de modèles. 

Cela montre que pour des applications empiriques, et notamment des 

applications économiques, les types de modèles de series temporelles 

pour lesquels existent déjà des méthodes optimales destimation sont 

très limités, et quils sont loin d'être les meilleurs. Ii faudra encore 

beaucoup de recherches théoriques et empiriques pour que ion puisse 

parvenir a une comprehension profonde des problèmes que pose l'analyse 

des series temporelles économiques. 
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