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Résumé 

On décrit un programme informatique en Fortran qui 
utilise une méthode de calcul pour un modéle de régression 
polynomiale avec un point de transition_. Les hypotheses 
posées pour le modéle sont les mémes que pour un seul 
polynome, mais on suppose que le polynome, et peut-étre 
la variance,- changent en un point de la série de données. 
L'ordre des données simples doit aussi étre connu. Le degré 
du polynéme dans chaque segment et le point de transi- 
tion sont calculés par une méthode itérative qui comporte 
l'emploi de la fonction de vraisemblance marginale pour le 
paramétre du point de transition et un test faisant appel 
au changement des sommes des carrés des écarts résiduels 
avec une diminution du degré. Les hypotheses du modéle 
peuvent étre examinées a |’aide des valeurs des écarts 
résiduels et de la fonction de vraisemblance. On donne des 
exemples qui démontrent l’ut_i|it_é du programme et indi- 
quent les rés_u|tats obtenus avec |’imprimante et le traceur. 

Abstract 

A Fortran computer program, which implements an 
estimation procedure for a polynomial regression model 
with a change point, is described. The assumptions of the 
model are analogous to those for a single polynomial but in- 
clude the assumption that the polynomial, and possibly the 
variance, have changed at a point in the data set. The order 
of the data poi_nts must also be known. The degree of the 
polynomial in each segment and the point of change are 
estimated by an iterative procedure which i_nvo|ves the use 
of the marginal likelihood function for the change-point 
parameter and a test using the change in residual sums of 
squares with reduction of degree. The assumptions of the 
model can be examined using the residuals and the likeli- 
hood function. Examples are given to demonstrate the util- 
ity of the program and to show the output from both the 
printer and the plotter.



Programme d’estimation du point do transition 
et des degrés des polynémes d’approximat|on 

d’une fonction de régression 
S.Fl. Esterby 

INTRODUCTION 

On emploie souvent Ies méthodes de l'ana|yse de 
régress_ion pour obtenir des renseignements sur les relations 
qui lient diverses variables. Dans la plupart des applications, 
une relation de régression unique est ajustée a un certain 
ensemble de données; il arrive toutefois que cette relation 
change de forme au cours de la pério'd'e de collecte des 
données. La complexité de |’ana|yse dépend de la connais- 
sance qu’en a de la forme de cette relation ainsi que du 
point de transition. Lorsque Ie point de la transition d’une 
relation de régression 5 l’autre est connu, l’ana|yse consiste 
5 approximer chacun des segments par la méthode des 
moindres carrés, en imposant éventuellement aux fonctions 
de régression la contrainte supplémentaire qu’e||es doivent 
avoir la méme valeur au point de transition. Lorsque ce 
dernier est inconnu, |’analyse se complique car il faudra 
alors estimer le point de transition et aussi les paramétres de 
régression. Nous nous intéiresserons, dans le présent rapport, 
a cette derniére situation et décrirons un algorithme fondé 
sur une méthode proposée par Esterby‘ et El-Shaarawi 
(19813). 

Cet a,|gor_it_hme a été établi pour le cas d’une seule 
variable dépendante. On suppose que chaque segment de 
l’ensemb|e de données considéré peut étre approximé par 
une fonction de régression unique (en appliquant Ia méthode 
des moindres carrés) et qu’en outre la relation de régression 
s’est modifiée 5 un certain point qu’il reste a déterminer. 
Nous supposerons que la fonction de régression est un poly- 
n6m‘e et que l’ensemb|e des observations est un ensemble 
ordonné (par exemple par un ordre naturel dans le temps 
ou dans l’espace). Soit (xi, yi) un ensemble de paires 
d’observations indépendantes, OU l’indice i désigne l'ordre 
de l’observation. Le modéle consiste alors en une paire de 
polynémes de degrés respectifs p et q, la transition du poly- 
néme de degré p au polynome de degré q s’effectuant aprés 
l'observation pour laquelle on a i=n1. On a donc 

4' 611 l 
= 1,2...h1 

Gt

q 
Vi = 23 

F0 
021 + e21 i 

= n1+1,n1+2...n 

OU en (i=1,2. . .n1) et 821 (i=n1_+1, n1+2. . .n) sont deux 
suites de variables aléatoires indépendantes que l’on suppose 
respectivement N(0, 012) et N(0, 022)." Les valeurs des 
paramétres Q1 = (910, 911. . .0113), Q2 ? (920, 921. . .0211), 
012, 022 et n1 sont inconnues. Dans les deux sections 
qui suivent, ce modéle est désigné par la notation 
Mu(p,q|n1). Puisque p et q sont donnés, on cherche 5 
estim_er la valeur du point de transition n1 a partir de la 

fonction de vraisemblance marginale de n1.- Dans le cas of: 

p et q sont également inconnus, on obt_ient une estimation 
de ces deux paramétres par itération. La méthode consiste 
a exploiter conjointernent la fonction de vraisemblance 
marginale de n1 et un test analogue au test de réductiondu 
degré d'un polynéme u_niqu'e. On suppose que le degré de 
chaque polynéme est borné sup_érieurement. Soit (p*, q*) 
Ia paire des bornes supérieures des degrés des deux poly- 
némes; 2: chaque étape du processus d’itération, le degré 
total (p + q) est réduit d’une unité, jusqu’a ce qu’aucune 
réduction ne soit plus possible ou que (p,q) = (0,0). Le cas 
oi: a12 = 022 est également envisage; le modéle corres- 
pondant est désigné par la notation Me(p,qln1), OU Ies 
indices e at u servent 2. distinguer Ies modéles correspondant 
respectivement -5 l'inéga|ité des variances. ll existe en effet 
des différences marquées entre les fonctions de vraisem- 
blance marginale et les méthodes d’esti_mation de p et q 
selon que les variances sont égales ou non. On trouvera une 
description détai|_lée de ces méthodes dans Esterby et 
El-Shaarawi (19813) ainsi qu’une description plus d_étai|lée 
des fonctions de ‘vraisemblance dans Esterby et El-Shaarawi 
(198'|b). 

Les m_éthodes de l’ana|yse des éc'a'rts résiduels, qui 
sont applicables au cas oil l’ensemb|e de données considéré 
peut étre approximé par une fonction unique, peuvent étre 
transposées ici : il su'ffi_t en effet d’a,nalyser l’ensemb|e des



écarts résiduels correspondant 5 chaque segment. En outre, 
l'étude de la fonction de.vraisem7bla_nce permet de confirmer 
ou d’infirmer l’hypothése de l’existence d’un point de 
transition unique. 

Le but principal de la méthode décrite ici" consiste a 
estimer le point of: la relation de régression change de 
forme dans l’hypothése de l’existence d’un poi_nt de transi- 
tion. Auc'une contrainte n’est imposée aux valeurs des 
"fonctions de régression en ce point. Selon l’objectif visé, 

il est possible que des méthodes différentes doivent étre 
employées. Si |’on désire par exemple que la courbe qui 
approxime l’en_sem_b|e de données considélré soit une courbe 
lisse, on peut dans de nombreux cas approximer les dononées 
au moyen d'une spline cubique ou d’un polynéme de degré 
supérieur. 

On trouvera une description de |_’a_lgorithme 5 la 

section suivante ainsi que des exemples d'uti|isation du 
programme dans la troisieme section. La séquence en 
Fortran n’a pas été listée p"ar'ce que le programme est tres 
long. On peut se procurer une copi_e de ce dernier ainsi que 
des ieux d'essai en écrivant a l’auteur. Le programme, 
rédigé en For-tran V, comporte un certain nombre de sous- 
programmes IMSL et est exécuté sur un CDC Cyber 171 
t_ou’r‘nant sous NOS. Les programmes de tracage ont été 
rédigés pour un traceur CALCOMP 1036. Nous décrirons 
ici les principales ca_ra_ctérist_iques du programme sans pour 
cela reprendre tout le développement de l_a rnéthode. Nous 
illustrerons son utilisation par des exemples, de facon que 
le lecteur qui a besoin d’un programme de cette nature 
puisse .se faire une idée de |’utilité de celui que nous avons 
mis au point pour l'application particuliére qu’il a en vue. 

ALGORITHME 

De nombre_uses fonctions ont été intégrées au 
programme pour permettre 2‘: l'utilisateur d'analyser simple- 
ment et efficacement une ou plusieurs paires de variables en 
un seul passage, p_ourvu que toutes ces variables soient 
stockées dans le méme fichier. On trouvera dans le tableau 1 

la liste des options que l'utilisateur doit préciser. Le pro- 
gramme est en mesure d’estimer la valeur du point de 
transition n1 pourvu qu’on Iui fournisse les degrés des 
polynémes ou d’estimer les degrés des polynomes ainsi que 
la valeur du point de transition pourvu qu’on Iui indique la 
borne supérieure du degré du polynome dans chaque 
segment. Pour chaque paire de variables, l"uti|i's'ate'ur peut 
préciser soit la valeur du couple de degrés (p,q) soit cinq 
valeurs pour les couples de bornes supérieures (p*,q*). Pour 
la paire (p,q) ou pour chaque paire (p*,q*), l'utilisateur 
d_oi_t préciser si les v'aria’nces sont supposées égales ou non et 
si des graphiques doivent étre t_ra_cés ou non; il doit éga__le- 
ment préciser les deux niveaux de signification critique cor- 
respongdant a chaque test d"hypothése. Les graphiques tracés 
varient selon que le domaine de la variable indépendante est 
ordonné de facon monotone (croissante ou décroissante) ou 
non. 

On trouvera représ.en,tée_s a l_a figure 1 les principales 
caractéristiques du programme; cette figure montre égale- 
ment l’effet des options choisies par |"utilisateur sur les 

parties du programme qui sont utilisées. Pour comprendre 
les détails des calculs qui sont effectués a chaque étape de 
traitement de Vorganigramme, il faut lire l’article de Esterby 
et El-Shaarawi (1981a). Nous allons toutefois faire ici un 
cer't‘ai’n nombre d'ob'servations qui aideront a cl_arifier l_a 

Tableau 1. Choix de l'utilisateur pour chaque passage du programme _

‘ 

Ni'v‘ea'u' d’a‘ppl'ica'tionv Choix 

Le nombre de paires de variables 

Pour chaque paire de variables 
Le titre 
La forme selon laquelle les valeurs des variables -x ct y sont lues 

S_i ou_i on non 1’ense_mb1e des valeurs de la variable indépendante est ordonné 
Soit 1) la valeur de (p, q) si elle est connue ou 

2) le nombre de paires de bornes supérieures npq des degrés des polynbmes 
et leurs valeurs (p‘, q‘) 

Si‘ tous les échantillons doivent étre utilisés ou si certains (et lesquels) doivent 
étre omis 
Les unités adoptées pour les axes dc représentation graphique 

Pouri la paire (p,q) ou pour 
chaque paire (p',q") 

Si les variances sont égales, inégalcs ou s’il faut effectuer un test pour en 
dé'terminer l’égalité ou l’iné‘ga1ité 
Si des graphiques doivent étte produits 
I_.e nivcau dc signification critique pour le test d’é'galité des variances 
Le niveau de signification critique pour le test de réduction du degré
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structure logique du programme. La méthode d’itér'ation 
qui permet d’estirner p et q commence par fixer a ces deux 
paramlétres des valeurs particulieres puis, a partir de ces 
valeurs, attribue une valeur 1711 2. n1. En supposant ensuite 
que n1 prend cette valeur 131, on effectue un test pour 
déterminer si le degré total (psi-q’) ne pourrait pas étre réduit 
d’une unité. Dans |’aff'irrnative, on obtient a partir de 
(p+q-1) une nouvelle estimation de n1. Les deux suites de 
la figure 1, qui correspondent respectivement au cas cu les 
variances sont égales et inégales, sont expliquées avec plus 
de détails dans le tableau 2, oil les d_ifférence_s attribu_ab|es 
a |'égalité ou in |’inégalité des variances sont précisées. La 
valeur estimée F11 de n1 est la valeur de ce pa'r'amétr‘e qui 
maximise la fonction d_e vrai,semb_|a_nce margi_nal_e;- on 
détermine cette valeur en calculant les valeurs de la fonction 
de 'v‘raisen'1b|ance marginale pour "les valeurs de n1 qui 
correspondent aux valeurs d_e l’indice qui_ apparaissent dans 
le tableau 2.1 

P|usieu_rs d_es étapes de la figure '1 n’apparaissent pas 
dans la méthode décrite dans l’article de 1981a par Esterby 
et El-Shaarawi. Pour déterminer si Ies variances sont égales 
ounon (voir A 5 la figure 1), on commence par faire 

l’hypothése que les variances en question sont inégales et on 
obtient ensuite une estimation du point de transition a 

partir de la fonction de vraisemblance marginale. On 
applique ensuite un test F standard pour vérifier l’hypothése 
de l_’égalité des variances résiduelles correspondent aux 
segments 1 et 2. Lors de l’estim_ation des degrés p et sq, 
Iorsque |’un de ces degrés s’annule dans le cadre du proces- 
sus d’itération, il suffit d’app|iq‘uer la méthode de reduction 
:1 |'autre segment. On se trouve alors dans le cas d’un test 
de réduction de. degré correspondant 2: l’ajustement d’un

\ polynome unique a un ensemble de données. Dans ce cas, 
on peut utiliser directement la valeur oz du niveau de signifi- 
cation critique, alors que dans le cas ou le degré peut étre 
réduit d’une unité de deux facons, on doit employer \/oz. 

La mise en oeuvre de l’a|gorithme que nous avons mis 
au point comporte également plusieurs étapes addition- 
nelles. Pour permettre l’inversi_on de certaines matrices, on 
commence par normaliser la variable ‘indépendante. ll faut 
ensuite effectuer des calculs additionnels pour exprimer 
les paramétres de régression en fonction de la variable 
indépendante d’origine, connaissant Ia relation qui lie ces 
paramétres et la variable normalisée. On trouvera dans 
|’a_nne,xe les formules utilisées 5 cette fin. Dans le cas ou les 
variances sont égales et ou ni p ni q n’est nul, le dénomi- 
_nateur de la fonction test de réduction du degré comporte 
la somme des sommes des c‘ar'ré's des écarts résiduels cor- 
re_spondant aux deux segments. Les bornes inférieure et 

supérieure de n1 peuvent donc étre choisies respectivement 
égales a p+1 et n-(q+1), de sorte que le dégré de liberté de 
la somme des carrés des écarts résiduels correspondant a un 
segment est nul. Toutefois, Iorsque cela se produit en méme 
temps que le degré du polynome qui correspond a |’autre 
segment est nul, on obt_ient_ pour la fonction test uh dénomi- 
nateur a Odegré de liberté, ce qui est impossible; La solution 
que nous avons adoptée pour résoudre ce probléme con- 
siste a modifier la l_irnite correspondante pour n1 de facon 
que le nombre d'observations soit toujours supérieur d’une 
unité au nombre de paramétres 5 estimer et a conserver 
cette relation val_ide pour la tota|it_é du processus d’itération. 
Dans le cas ou les variances sont égales et ou le nombre de 
paramétres est égal au nombre d'observations dans un 
segment, on ne ca_|cule pas Ia ‘somme des carrés des écarts 

Tableau 2. Différences selon Phypothése sur les variances 

Caractéristiqu es 

Valeurs admissibles de n1 p+1. . .n-(q+1) 

Fonction dc vraisfemblance 
marginale de n1, L(n1) 

Test de réduction du degré, 
p et q non nuls 

f:‘.c'arts résiduels norr_n_al_isés 

Variances égales 

{V1312+v2&2,2}'1/2("1'”’2‘1) 

On regroupe les sommes des carrés des 
écarts résiduels correspondent aux deux 
segmentspour estimer la variance globale. 

On divise les écarts résiduels cofrespondant 
aux deux segments par or dont la valeur a 

Variance’s inégales 

p+2. . .n-(q+2) 

I‘(.1/2111) I‘(1/V2112) 61_(u1_1) a2_(D2_1). 
V11/2121 1,21/212.2 

On calcule séparément les sommes descarrés des 
éca_rts résiduels correspondent a cheque segment 
pour estimer Ies variances. 

On norvmalise tout d’abord les écarts résiduels en 
les divisant par a1 ou 62 puis on les regroupc. 

été déterminée a partir du regroupement 
des sommes des carrés des écarts résiduels 

n1 p . 

Not_a:u1 = n1-(p+‘1), v2 = (n-nl) - (_q+l), 512 = V2 (yi - E 615 X92/U1, 
i.=1 j=O 

n q _ . 

322 = 2 (yi - 2 625 xg)2/V2 et I‘ (z) désignela fonction garnnjta de z. 

i='n1+1 j=O



résiduels; on lui at-tribue plutot la valeur théorique 0. La 
somme des carrés des écarts résiduels prend également cette 
valeur lorsque la variable dépendante est constante dans un 
segment. Dans le cas oi: les variances ne sont pas égales, 
|’attribut,ion de la valeur zéro a la somme des carrés des 
écarts résiduels ne constitue pas une solution satisfaisante, 
puisque le logarithme de la somme des carrés des écarts 
résiduels correspondant 5 chaque segment intervient dans 
la fonction de v'r'ai'se’mb|ance marginale. Dans le cas ou la 
va_riab|e dépendante prend une valeur constante da_ns un 
segment, on attribue arbitrairement a la somme des carrés 
des écarts résiduels correspondant a c'e segment la valeur 
0._000 000 1. Le cas ou la variable dépendante a une valeur 
constante est donc trait_é de la mégme facon, que les varianc_es 
soient égales ou non. L’uti|isateur peut contourner ce choix 
arbitraire en indiquant tout simplement au programme 
d’omettre la valeur finale de la constante. 

Les résultats ci-aprés, notamment, sont imprimés : un 
état récapitulatif des étapes de l'estimation de p et q, et, 
dans Ie cas du modéle définitif, la fonction de vraisemblance 
marginale relative de n1, les paramétres de régression, 

(21 et Q2, la valeur estimée de X, i, ainsi que les écarts 
résiduels é=y-{I-. La somme des carrés des écarts résiduels, 
le carré m’o_ye_n des écarts, la somme quadratique totale 
corrigée ainsi que R2 (cette valeur est définie en annexe) 
sont également imprimés. L’ana|yse des é_ca_r—ts résiduels 
(Draper et Smith, 1981) s’effect,u_e essentiellement par une 
méthode graphique: on trace un graphique 0-0 pour 

vérifier |’hypothése de normalité ainsi que des graphiques 
de représentat_ion des écarts résiduels normalvisés en fonction 
de 

>_<__ 
et On applique également un test de suites aux 

écarts résiduels. 

EXEMPLES 

Des exemples visant a évaluer |’efficacité de la 

méth_ode décrite ici ont déja été présentés dan_s des publica- 
tions antérieures (Esterby et El-Shaarawi, 1980, 198-1a,b). 
Les exemples que nous présentons ici visent surtout a 
i|lust_rer le role du programme sur ordinateur ainsi que ses 
possibilités. L’exemple 1 est traité en détail et l’état ainsi 
que les graphiques produits par |’ordiinateu‘r sont présentés 
ci-dessous. Dans les trois autres exemples, nous n’avons 
présenté que les graphiques qui illustraient certaines 
caractéristiques par-ticuliéres. 

Exemple 1 

Dans certaines conditions, la distribution verticale du 
pollen de type Ambrosia dans une carotte sédimentaire 
peut servir de moyen de da‘ta‘tion. Les hypotheses de 
l’existence d’un point de transition unique et de la repré- 
sentabilité de la relation de régression qui lie la concentra- 
tion et la profondeur par une fonction polynémiale sont 
plausiblesfi L’ensemble d’échantillons utilisé ici est décrit 
pa_r R_obbins, Edgington et Kemp (1978); c'est un ensemble 

Tableau 3. Choix pour les exemples p'résenté’s 

Exemple 
Option 1a 1b 2 3 4a 4b 4c 

Domain-e dear brdonne 
I 0 

oui 
A 

oui non oui oui oui oui 

(p.q> 011 (1.0) (1,1) (0,0) (0,1) 
(p‘,q‘) (1.1) (3,3) (1,1) 

fichantillons utilisés tous tous tous toujs tou's 1-44 17-49 

Variances tester tester tester égales tester tester tester 

oz, variances 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 

(1, degré 0.01 0.01 O._0l 0.01 0.01 0.01 0.01 

Graphiques oui oui oui oui non oui oui 

x home inférieure 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 
borne supérieure 68.4 68.4 18.0 100.0 800.0 800.0 
accroissement 7.6 7.6 2.25 10.0 100.0 100.0 

y borne inférieure 0.0 0.0 0.0 - 3.3 0.0 0.0 
borne supé_rie,u,te 47.5 47.5 20.04 3.3 20.4 20.4 
accroissement 9.5 9.5 3.34 1.1 3.4 3,4 

Nota : Les lettres a,_b,c désignent différents passages du programme correspondent 5 un méme exemp1e;ainsi, la 
désigne le premier passage du programme pour l"exempl_e 1.
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de 23 couples dont le premier élément est une concentra- 
tion de pollen de type Ambrosia (grains-g“ de sédiment 
sec) et Ie deuxiéme élément la profondeur (cm) a Iaquelle 
on constate cette concentration; la carotte sédimefitaire en 
question provlent du lac Ontario. On s’e_st servi du milieu 
de l’interva||e d’échanti|lon pour indiquer la profondeur de 
cet échantillon. L'ensemble des échantillons est ordonné 
verticalement de haut en_ ba_s, l’éch_antil|on prélevé en sur- 
face se voyant attribuer le rang 1. Les diverses options 
choisies sont indiquées dans le tableau 3 et l’état ainsi que 
les graphiques produits par |’ordinateur apparajssent d_ans 
Ies figures 2 et 3. 

L’état produit par |’ordinateur co_mporte suffisam- 
ment de rubriques pour étre facile a comprendre (figure 2). 
La conclusion qui découle du test portant sur |’éga|ité des 
variances‘ s’appliq'ue 3 tous les résultats successifs. La 
fonction de vraisemblasnce relative, la somme des carrés des 
écarts résiduels, le carré moyen des écarts, la courbe de 
|is‘sa‘ge ainsi que les écarts résiduels sont imprimés unique- 
ment pour le rnodéle défi_nit:if, La derniére partise de l'état 
présente un récapitulatif décrivant le modéle définitif. 
Le facteur qui y apparait doit étre appliqué é toutes les 

somrnes de carrés d’éca'rts "résiduels ainsi qu’a tous les carrés 
moyens qui figurent dan_s Ies résultats précédents. 
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Le modele définitif est le modéle Mu(1,1l15); il 

s’agit donc de deux droites de pentes différentes, une pour 
les échanti_l|ons 1 a 15 et une autre pour les échantillons 
16 a 23; les variances qui correspondent a ce_s deux seg- 
ments de droite sont différentes. Les variations de la con- 
centration du pollen étant en général décrites de bas en 
haut, le modéle ci-dessus correspond a une augmentation 
du degré de concentration au taux de 0.10 grain-g‘1 -cm‘1 
du dernier échantillon du bas jusqu’a l’échanti|lon 16, puis 
au taux de 0.94 grain-g“-cr_n‘1 de l’échantiI|on 15 a 
|’échantil|on prélevé a la surface. Des écarts plus grands par 
rapport a la moyenne ont également été constatés pour 
les 15 échantillons de la partie su'pé'rieure; on a en effet 
&12=41.29 et EI22=3.20. Dans la figure 2, les taux et les 

variances sont exprimés en fonction de la valeur non 
transformée de x et de la so_m_me des c_a_rrés des écarts 
résiduels correspond_ant a chaque segment. Le point de 
transition, |’échanti|lon 15, est Ie point of: la fonction de 
vraisemblance relative atteint sa valeur maximum de 1. On 
peut se convaincre que l’écha_nti|lon 15 con_stitue bien le 

point de transition en étudiant la fonction de vraisemblance 
relative R(n1). Dans ce cas particulier, la valeur de la 

fonction de vraisemblance relative est 20.10 pour tous les 
échantillons qui appartiennent a |’interva_lle fermé [12,17]. 
En ex_aminant, par exemple, l’interva|le de vraisemblance 
relative qui correspond 5 la valeur 0.10, on obtient une 
certaine mesure du degré d’incertitude associé a l’estimation 
cons_idérée. 

Dans le cas ou les valeurs de la variable indépendante 
sont ordonnées de facon croissante ou décroissa_nte, quatre 
graphiques sont produits pa_r l’ordinateur. La figure 3a 
représente les données, les courbes de lissage ainsi que la 

fonction de vraisemblance relative. Les données et les 
courbes de lissage sont repérées par rapport a l'axe vertical 
gauche et l'axe horizontal inférieur alors que la fonction de 
vraisemblance relative pour le paramétre du point de 
transition, n1, est repérée par rapport 5 l'axe vertical droit 
et l'axe horizontal supérieur. On observera que seules les 
valeurs entiéres de n1 d_onnent lieu a une valeur non nulle 
de la fonction de vraisemblance relative; toutefois, pour 
faciliter la lecture du graphique, nous avons joint les valeurs 
de cette derniére. Les graphiques de représentation des 
écarts résiduels dans les figures 3b, c et d ne font apparaitre 
aucune divergence signi_fic_ative par rapport aux hypotheses 
retenues par le modéle. L’écart résiduel normalisé dont la 
valeur absolue est la plus grande est celui qui correspond in 

l'échanti||on 6 (va_leur -2.5) et, sous des hypotheses de 
normalité, on s’attend 5 ce qu’environ 98 % des écarts 
résiduels appartiennent a l’i_nterva||e [-2.5, 2.5]. En outre, 
le niveau de signification observé (0.97) lors du test des 
suites (figure 2) ne vient pas contredire l'hypothése de 
l’indépendance admise par le modele. 

La connaissance générale de l’interval|e de vraisem- 
blance auquel appartient le point de transition nous serait 
fort utile pour daater notre écha_ntil|on par la méthode de la 
distribution verticale du pollen de type Ambrosia. Or, selon 
Robbins et col|., on ne possede pas de définition précise du 
point de transition appliquée au pollen de type Ambrosia. 
ll est intéaressant de noter que si cela désigne le point a 
partir duquel la cjoncentration du pollen se met 5 augmenter 
a un taux accru, cela implique que q=0 pour le modéle 
décrit ici. Lorsqu’on attribue au couple (p,q) la valeur (1,0), 
on ob_tient le modéle Mu (1,0|17) (figure 3e) pour lequel 
l’inter'v'alle de vraisemblance relative a 0.10 est l’interval|e 
[15, 18]». L’ana|yse des écarts résiduels n’a donné lieu a 
aucune différence marquée at on a 1O0R2=86.0 et 86.8 
pour les modéles Mu(1,1|15) et Mu(1,0|17) respectivement. 
Dans Robbins et col|., le point de transition, dans le cas du 
pollen de type Ambrosia, a été fixé a |"échant'i'||on 15 aprés 
analyse des données. Ce résultat correspond bien au premier 
modéle (deux droites) auquel nous sommes arrivés grace a 
la méthode décrite ici. La comparaison des résultats obtenus 
par notre mét_hode et par la méthode d’inspection visuelle 
respectivement devrait aider l’ana|yste a mettre au point 
une méthode plus efficace pour la détermination du point 
ou la fonction de répartitjon du pollen de type Ambrosia 
change de forme. 

En général, la décision d'attribuer une valeur 
particuliére au couple (p*,q*) ou de supposer le couple 
(p,q) connu dépend de la situation particuliére dans laquelle 
on se trouve. Dans |’exemp|e du pollen de type Ambrosia, 
en attribuant une valeur supérieure a (p*,q*), on aurait 
obtenu ugn amodéle mieux ajusté aux faibles variations des 
données mais qui n’aurait pas tenu compte de l’existence 
d’un point de transition a partir duquel le degré de concen- 
tration de ce type de pollen augmente dans les dépéts de 
sédiments du lac. Toutefois, a partir de l'expérie'nce que 
|’auteur a acquise dans |’analyse d’au'tres échantillons, il 

est clair qu’i| est impossible qu’une hypothese unique 
oonvienne a tous les cas. 

Example 2 

Dans |’exemp|e précédent, la variable indépendante 
ainsi que les observations étaient rangées selon le méme 
ordre, de s_orte qu’on a supposé, pour |’établissement des 
modéles de régression, que les domaines de définition de la 
variable indépendante ne se chevauchaient pas. Bien que 
ce cas soit le plus courant, il arrive que les domaines de 
définition de la variable indépendante se chevauchent. Cela 
peut par exemple se produire dans |’étude de la stabilité 
dans le temps de la relation entre deux variables lorsque la 
valeur de la variable indépendante n’est pas controlée et 
que la personne qui effectue les mesures est remplacée a un 
certain moment par une autre personne.



(1958) ont été analysées en supposant Ies options précisées 
da_ns Ie tableau 3. La figure 4 représente Ies deux graphiques 
élaborés respectivement pour décrire Ies données et Ies 

10 

Les données générées artificiellement par Ouandt 
_ 
courbes de lissage d’u_ne part et la fonction de vraisem- 
blance relative d'autre part. Des symboles distincts ont été 
employés pour représenter Ies données et Ies courbes de 
lissage cofrespondant aux deux segments et la fonction de 
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Figure 4. Représentation graphique des données avec les cou‘rb_'e's de lissage et la fonction de 
vraisemblance relative, exemple 2-.



vraisemblance relative est représentée de la méme maniére 
que dans Ie ca_s ou un seul graphique est élaboré; Le modele 
qui correspond a ce graphique est le modele Me(1,1|12), 
avec {I = 2.22 + 0.69x et 9 = 5.91 + 0.48x étant les équations 
des droites de lissage qui correspondent respectivement aux 
échanti||on_s 1 as 12 et 13 a 20. 

Exemp|e3 

La méthode que nous avons appliquée jusqu’a 
maintenant ne prévoit pas de test visant a démontrer 
l’existence d'un point de transition. Elle suppose a priori 

|'existence de ce point. Pour voir ce qui se passe |orsqu’on 
applique cette méthode a un ensemble de d_on_nées ne 
comportant pas de point de transition, nous avons appliqué 
le programme a un échantillon de 100 variables aléatoires 
générées £2 partir d'une distri'bu‘tio'n no"r'male N(0,1l. Les 
options reten_ues sont celles qui sont précisées au tableau 3 
et les graphiques sont représentés a la figure 5. Puisque 
la fonction de vraisemblance relative prend une valeur 
supérieure ou égale 5 0.30 p_our toutes Ies valeurs possibles 
du point de transition, on en conclut qu’i| ne peut exister 
aucun point de cette nature. 
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Figure 5- Représentation graphique des écarts normalisés, exemple 3.



Example 4 

Bien que la méthode décrite ici ne s’applique en 
principe qu’a‘u cas de |’existence d'un point de transition 
unique, on peut |’adapter de d_iv'er'ses maniéres au cas of: ii 

existe plusieurs points de transition-. Une de ces adaptations 
est illustrée ici par l'exemp|e de la distribution verticale du 
pollen de type Pinus dans une carotte sédimentaire prélevée 
a Bog D Pond, Hubbard County, Minnesota. Les pourcen- 
tages ont été calculés 21 partir des valeurs indiquées par 
McAnd,rews (1966). Le pourcentage du pollen de type 
Pinus banksiana/resinosa décroit de haut en bas de la 

carotte alors que le pourcentage du pollen de type P/nus 
strobus se comporte de faeon inverse. La somm_e. de ces 
deux pourcentages devrait donc présenter deux points de 
transition. Le modéle définitif qui représente la somme de 
ces deux pourcentages a été établi aprés trois passages du 
programme. On a procédé de la facon ci-aprés : 

1) A partir de la totalité des 49 échantillons, on a établi 
le modéle Me(2,1 I44). 

2) L’ensemb|e de donné_es qui correspond aux échantil- 
lons 1 a 44 est décrit par le modéle Mu(0,0|16). 
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Figure 6_. Graphiques tracés £1 partir des passages 2 et 3 du programme, example 4. 
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3) Pour vérifier que le point de t_ransit_ion inférieur 
correspond bien a |'échantil|on 44, on a analysé une 
suite (:3; savoir Ies échantillons 17 e 49) comportant 
u_n seul point de transition. On a obtenu ainsi Ie 

modele M,,(0,1l44). 

Les options retenues sont celles du tableau 3. Les graphiques 
produits lors des deux derniers passages du programme 
étant tous a la meme échelle, on a pu découper et recoller 
les régions correspondant respectivement aux échantillons 
1 a 16 et 17 5 49 (figures 6a,c,d). Le graphique 00 est 
représenté 5 la figure 6b. En choisissant Ies valeurs appro- 
priées obtenues lors des deux derniers passages, Ie modéle 
définit_if est défini par les relations ci-apres 

9,=8A6 i=12.”16 

=125 i=17J8.H44 

=273-034x, i=45A6.”49 

avec &12=16.52, &22=1.27 et 532=2.62. Le calcul de 
1O0R2 pour trois segments se fait de la meme facon q'ue 
pour deux; cela donne la valeur 100R? = 75.5. Bien que 
les écarts résiduels comportent encore un certain nombre 
de pointes, Ies variations importantes ont été repérées. En 
outre, Ie niveau de sign_ification mesuré lors du test des 
suites appliqué au modele a trois segments est égal a 0.20. 
Les valeurs nécessaires au calcul de 100R? et du niveau de 
signification ont été obtenues lors de l'un des trois passages 
du programme. 

II n'est pas toujours possible d'obtenir, dans le cas ou 
il existe plusieurs points de transition, une estimation 
satisfaisante de tous ces points. Cette situation peut n,otam- 
ment se rencontrer lorsque les variations sont du meme 
ordre de grandeur. Toutefois, |orsqu’on parvient, par 
I’étude du diagrarnme die dispersion, é décomposer 
|’ensemble de don_nées en segments contenant chacun un 
seul point de transition, on peut souvent obtenir une 
estimation satisfaisante grace a une série de passages du 
programme. 

ANALYSE 

Les bornes su'pé‘rieu'r'es des degrés des polynemes 
doivent etre choisies -avec soin pour éviter que la courbe de 
lissage tienne compte de faibles ‘variations dans les données. 
Comme on |'a déje mentionné, Ia courbe de lissage doit 
etre étudiée en vue dedéterminer Ies écarts éventuels par 
rapport aux hypotheses. Lorsqu’on attribue a la borne 
supérieure du degré du polyneme une valeur ‘trop élevée 
dans l'un des deux segments, l’estimation du point de 

transition devient fortement dépendante de |’existence de 
points isolés doht Ia valeur différe nettement de celle des 
points voisins. Cette caractéristique de la rfiéthode est 
évidente |orsqu'on examine Ies graphiques. 

ll est essentiel que la méthode permette de tenir 
compte de l’inéga|ité des variances dans les deux segments 
puisqu’il arrive souvent qu’u'ne perturbation subie par un 
systeme entraine une augmentation de la variance. La dif- 
férence entre Ies variances dans Ies deux segments de la 

courbe de lissage n’apparait pas dans les graphiques qui 
représentent Ies écarts résiduels puisque ces derniers sont 
normalisés. Les fluctuations de la variance qui ne sont pas 
dues simplement au fait que cette derniere prend une valeur 
constante différente dans chaque segment peuvent etre 
détectées a partir de la représentation graphique des écarts 
résiduels et du test des suites. 

Les examples que nous avons présentés ne montrent 
pas comment le programme s'app|ique :3: plus d’une paire de 
variables. Le cas de |’exemp|e 4, qui a été t_raité en trois 
passages sans production de graphiques, aurait p_u etre 
traité en un seul passage avec production de graphiques. 
Chaque fois, ce sont les deux memes colonnes de données 
qui sont définies. La définition de paires de colonnes dif- 
fé’re'n'tes donnerait bien a une situation plus habituelle. 
Ainsi, pour |’exemp|e 4, les colonnes de données auraient 
pu etre constituées des trois paires: 1) profondeur et 
concentration du pollen de type Pinus-banksiana/resinosa, 
2) profondeur et concentration du pollen de type Pinus 
strobus et 3) profondeur et somme des concentrations des 
pollens des types Pinus-banksiana/résinosa et P/nus strobus. 
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ANNEXE 

La normalisation de la variable indépendante par 
soustraction de la moyenne et division par l’écart ty'pe,'ou 
la moyenne et |’écart type sont c,a|c_u|é,s Ea partir de toutes 
les valeurs de n, s'est révélée suffisante. Le processus de 
normalisation adopte, analogue a l’uti|isation de la matrice 
de corrélation pour le calcul d'une fonction de régression 
unique, consiste Ea normaliser chaque segment indépe'ndam- 
ment_. Toutefois, cette méthode augmente notablement la 
complexité des calculs puisque Ies échantillons de chaque 
segment varient en fonction de n1. On adopte donc, pour 
un segment par—t_icu|_ier, la courbe de Iissage 

Xi’-)7 Xi-)'( d 
Yi = 50 + I31 <T)+ + {3d<"s-) 

et pour exprimer Ies va|eu_rs de 00, 91... 6d qui cor- 
respondent au modéle en fonction des variables d'origine, 
on calcul Q= (00, 01. .. 6d)’ a partir de 

Bu/Sd 

A est une matrice (d+1) X (d+'1) dont Ies éléments doivent 
étre calculés. Ces éléments sont égaux aux termes du 
développement en série du binéme (1-)‘<)i-1 pour j

= 
1,2. . .d+1. Les j premiers éléments de la je c_o|onne de A 
sont dognnés par les termes de ce développement en série, 
en ordre inverse, et les derniers (d-j+1) éléments sont nuls. 
Ainsi, pour d=2, on a 

00 1 -X X2 fig 

01 = O 1 -2x 
I 

31/5 

02 0 0 1 62/52 

Le coefficient de corrélation multiple, R2, est égal 
par définition is la somme des carrés attribuée a la régression 
divisée par la somme totale des carrés des écarts (TSS). Dans 
le modéle que nous étudions icl, le numérateurde R2 n'est 
pas sirnplement égal 2‘; la somme des carrés at-tribuées a la 

régression calculées séparément pour chaque segment 
puisque cette somme ne tient pas compte de toutes les com- 
posantes du modéle. Pour le voir, il suffit de décomposer la 
somme totale des carrés des écarts comme suit 2 

n n1 l"l 

TSS= E (vs-V)? = E (vi-V)? + E lv;-V)? 
i=1 i=1 i=n1+1 

= TSS1 + TSS2 

Mais _ 

n1 n1 
T331 - 3 (vi - V1l2 + 3 (V1 ' W2 

i=1 i=1 

et le premier terme est égal 5 

n1 n1 
2 (Vi - v1il2 + 3 (911-171)? 
i=1 i=1

\ OU |’indice 1 désigne une valeur calculée a partir des 
échantillons du segment 1. Les deux termes cidessus 
correspondent respectivement a la somme des carrés des 
écarts et a la somme des carrés attribuée a la régression pour 
le segment 1. En appliquant la méme décomposition au 
segment 2, puis en recombinant et en groupant Ies termes 
correspondants des deux segments, on obtient 

TSS = {ResSS1 + ResSS2} +{RegSS1 + Re.-gss2} + M 
01‘: M = n1(»71-W2 + (n-n1)(\72-V)? et Resss et Regss 
désignent respectivement la somme des carrés des écarts et 
la somme des ca_rrés attribuée 2 la régression. On a done 

100122 = 100 {Tss — (ResSS1 + ResSS2)}/TSS
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