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INTRODUCTION 

Le besoin de transmettre de l'information à des débits rapides, que ce soit 

sur des réseaux micro-ondes ou des liaisons par satellite, se fait de plus en 

plus sentir. Ces systèmes à haute capacité requièrent cependant une largeur de 

bande élevée, ce qui constitue un problème majeur, étant donné la limite très 

restreinte de la ressource spectrale. Un moyen de surmonter cette difficulté est 

d'augmenter l'efficacité spectrale (bits/s/Hz) de la transmission. Pour ce fai-

re, on peut utiliser un plus grand nombre de symboles pour l'alphabet de la modu-

lation, c'est-à-dire un plus grand nombre de signaux utilisés en codage, tout en 

conservant une immunité raisonnable contre le bruit toujours présent dans un 

système de communication. 

Un type de modulation à la fois énergétiquement et spectralement efficace est 

la modulation d'amplitude en quadrature (QAM). Cette modulation est obtenue en 

additionnant deux porteuses en quadrature modulées en amplitude. Sa réalisation 

s'avère assez simple et, pour de grands alphabets (16, 36 ou 64), elle présente 

une performance supérieure aux modulations à déplacement d'amplitude ou à dépla-

cement de phase contre le bruit gaussien additif. A cause de leur grand nombre 

d'états, les systèmes QAM devraient être très sensibles aux défauts dans le canal 

de transmission. 

Etant donné le râle important que jouent ces systèmes dans un avenir très 

proche, le Ministère Fédérale de Communication nous a demandé d'étudier le degré 
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de perturbation que provoque leur présence dans un milieu spectral où opèrent 

déjà d'autres systèmes de communication analogiques et numériques tels que les 

systèmes AM, FM ou PSI( binaire et quaternaire. 

D'un grand projet à long terme, ce rapport présente les résultats obtenus 

dans la première phase, qui consiste à effectuer une recherche bibliographique 

afin d'arriver à déterminer les méthodes à retenir pour analyser les phénomènes 

d'interférence intersystèmes. Il est important de noter que dans la masse impo-

sante des travaux publiés dans la littérature ouverte, il n'existe à peu près 

rien sur ces phénomènes d'interférence intersystèmes. Toutefois, il est possible 

d'adapter les méthodes proposées pour d'autres problèmes à nos fins ultimes, 

particulièrement à des problèmes d'interférence entre les systèmes FM et les 

systèmes QAM, ce qui constitue d'ailleurs le but principal de ce grand projet. 

En effet, les systèmes qui se cotoient sur des routes micro-ondes sont de type 

FDM/FM et de type QAM. 

Les principes de transmission analogique AM et FM étant très classiques et 

bien connus, nous concentrons donc nos efforts sur les systèmes numériques QAM 

dans ce rapport. C'est ainsi que le premier chapitre est consacré à une discus-

sion en profondeur du modèle mathématique de la chaîne de communication numérique 

ainsi que des défauts que l'on y rencontre. Le deuxième chapitre présente la 

synthèse des méthodes d'analyse de performance mesurée par la probabilité d'er-

reur moyenne par symbole ou par bit. On y discute ensuite la possibilité de 

généraliser ces méthodes aux problèmes d'interférence que provoque un système FM 

sur un système QAM. Dans le troisième chapitre, on examinera la méthodologie à 

être utilisée pour étudier l'influence d'un système QAM sur un système FM. Pour 

ce problème, il nous parait naturel de généraliser la méthode de Prabhu-Pontano 

proposée pour analyser la performance des systèmes FDM; il suffirait de pouvoir 
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déterminer le spectre de bande de base de la composante d'interférence à la sor- 

tie du démodulateur. 

Finalement, une liste cataloguée de références est présentée à la fin du 

rapport pour bien montrer la tendance des travaux de recherche en cours. Elle 

.nous aidera à mieux nous orienter dans les travaux futurs de ce projet. 



CHAPITRE I 

MODULATIONS NUMÉRIQUES 1 HAUTE CAPACITÉ  

1.1 Généralité sur les transmissions numériques 

1.1.1 Chaîne de transmission numérique 

Dans une chaîne de transmission numérique, le message est constitué d'une 

suite de symboles discrets. L'état discret du message peut provenir soit de sa 

nature intrinsèque, comme la transmission de données d'ordinateurs, soit du coda-

ge d'un signal analogique, comme dans les réseaux téléphoniques numériques. 

Le diagramme d'une chaîne de communication numérique est donné à la figure 

1.1. Les trois composantes principales en sont l'émetteur, le canal de transmis- 

sion et le récepteur. 

A l'émetteur, les symboles viennent modifier les caractéristiques d'une onde 

porteuse suivant une fonction M. Cette fonction représente le codage des symbo-

les et la modulation de la porteuse. Le codage de symboles consiste à transfor-

mer les symboles d'information en deux étapes: le codage de source et le codage 

de correction d'erreur. Le codage de source réduit la redondance des messages, 

ce qui permet de les considérer indépendants les uns des autres; ces messages 

transformés sont ensuite codés en des mots-codes par le codage de correction 

d'erreur, qui vise à augmenter l'immunité du système de transmission contre les 

perturbations du canal. Dans notre travail, nous ne nous intéressons qu'au 
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de source 
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Figure 1.1: Chaine de communication numérique 
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comportement du système modulateur-canal-démodulateur, de sorte que l'on suppose 

tout de suite que les signaux à être transmis sont indépendants et équiprobables. 

Ainsi, le codage ne joue aucun rôle dans notre analyse. 

Le canal de transmission, dans lequel l'onde porteuse se propage, est le 

siège de nombreuses perturbations. Le signal émis peut être perturbé par du 

bruit additif gaussien ou non-gaussien d'origine industrielle ou atmosphérique. 

Des trajets multiples entre l'émetteur et le récepteur peuvent également causer 

des évanouissements sélectifs. Dans plusieurs systèmes de communication, des 

brouilleurs ou des canaux adjacents introduisent de l'interférence. 

Afin de reconstituer le message, le signal subit la fonction inverse M-1  au 

récepteur. Plusieurs défauts du récepteur peuvent encore dégrader les performan -

ces d'un système de communication, entre autres les erreurs de phase et d'instant 

d'échantillonnage. 

En pratique, des filtres limitant la largeur de bande du signal sont placés à 

la sortie du transmetteur et à l'entrée du récepteur. Ces filtres introduisent 

cependant. de l'interférence intersymboles, une cause importante de dégradation 

des performances. 

1.1.2 Modulations numériques de base 

Trois caractéristiques de l'onde porteuse peuvent être modifiées par  la fonc-

tion M: l'amplitude, la phase et la fréquence. Les modulations correspondant à 

ces paramètres sont respectivement appelées ASK (Amplitude Shift Keying), PSK 

(phase Shift Keying) et FSK (Frequency Shift Keing). Nous allons donc présenter 

les trois modulations de base en donnant les expressions analytiques pour les 
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signaux émis correspondant à des symboles d'une durée de T secondes. On définit 

également le créneau h(t) = u(t)-u(t-T). 

Pour la modulation ASK, le signal émis, correspondant à l'un des symboles, 

est donné par: 

S(t)= A
i
h(t)cos(27rfct) 

où A 	l'amplitude du signal i(i = 1, ..., M) et fc est la fréquence de la 

porteuse. La figure 1.2a nous montre un train binaire et la figure 1.2b un si-

gnal ASK correspondant, lorsque M = 2 et A l = 0 et A2  = A. 

Dans le cas du PSK, le signal émis est donné par: 

S 	= Ah(t)cos(2efct+2n/M) 

où i = 1, 	M, A est l'amplitude et fc la fréquence de la porteuse. Si M = 2, 

on a alors la modulation BPSK (Binary PSK). On obtient la même modulation avec 

de l'ASK binaire en prenant Al = A et A 2  = -A. En effet, 

Acos(2nfct + n) = - Acos(2nfct) 

Acos(2ect +.2n) = Acos(2nfct) 

BPSK 	ASK binaire 

La figure 1.2c donne une représentation d'un signal BPSK. 

Un autre cas particulier est lorsque M = 4. Cette modulation; appelée QPSK 

(Quaternary PSK), est de plus en plus utilisée dans les communications par 

satellite. Nous verrons à la section suivante que le QPSK peut aussi être obtenu 

en combinant le PSK et l'ASK (modulation hybride). 

(1)  

(2) 

(3) 

(4) 



Figure 1.26: Modulation ASK 
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• Figure 1.2d: Modulation FFSK 
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( 5 ) 

Pour un symbole FSK, le signal émis est donné par: 

Si (t) = Ah(t)cos(2nf it) 

où i = 1, 	M, A est l'amplitude et f i  est la fréquence du signal transmis. 

Lorsque M = 2, f l  = fc-df, f 2  = fc+cif et df = 1/4T, on a alors la modulation FFSK 

(Fast FSK). Un exemple d'un signal FFSK est.montré à la figure 1.2d. 

1.1.3 Compromis dans un système de communication numérique 

Pour transmettre l'information à des débits plus élevés, les concepteurs de 

systèmes de communication numérique ont deux choix: augmenter la rapidité de 

modulation ou augmenter le nombre de symboles. La rapidité de modulation, expri-

mée en baud, est donnée par R = 1/T, où T est la période d'un symbole. On défi-

nit aussi le débit binaire global, D, par D = Rlog 2(M), où M est le nombre de 

symboles. La largeur de bande du signal, B, est approximativement égale à la 

rapidité de modulation R. Le tableau 1 donne une idée de cette situation pour le 

cas où le débit binaire global serait de 200 Mbit/s. 

Il existe cependant deux contraintes associées aux deux possibilités. Si on 

choisit de conserver une rapidité de modulation élevée (baud rate), le signal 

transmis occupera une largeur de bande trop grande. Par contre, en utilisant un 

nombre de symboles plus grand, l'énergie requise par bit pour conserver la même 

probabilité d'erreur sur un bit doit être augmentée. 

La figure 1.3 nous montre des courbes représentant cette situation dans le 

cas du PSK avec détection cohérente (i.e. la phase de l'onde porteuse est connue 

au récepteur). Ces courbes servent à illustrer les différents compromis à faire 



• 
10  

Largeur de Efficacité 
Nombre de 

bande 	(B) 	spectrale 
symboles . (4) 

[MHz] 	[b/sec/Hz] 

2 	 200 	 1 

4 	 100 	 2 

8 	 67 	3 

16 	 50 	4 

36 	 39 	5.17 

64 	 33 	6 

Tableau 1 - 

Réduction de la largeur de bande requise en 

fonction du nombre de symboles. Le débit binaire 

est de 200 Mbits/sec. 
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dans la conception d'un système. En se déplaçant du point b au Teint c, nous 

faisons un compromis entre l'énergie par bit (Eh) requise et la probabilité d'er-

reur par bit (Pe), la largeur de bande (B) restant constante. Du point b au 

point a, nous diminuons Eb mais nous augmentons B, la probabilité d'erreur res-

tant la même. Finalement, du point a au point d, Fe diminue, mais au détriment 

d'une augmentation de B, l'énergie requise étant constante. 

Pour résoudre ce dilemme, on doit utiliser des modulations qui soient effica-

ces spectralement, tout en ayant une bonne performance de Pe vs Eb/No. Un type 

de modulation possédant ces caractéristiques et qui a déjà été étudié par les 

chercheurs est la modulation d'amplitude en quadrature. La prochaine section 

traite spécifiquement de ce sujet. 

1.2 Modulations en quadrature 

1.2.1 Représentation du signal 

Les modulations numériques d'amplitude en quadrature (en anglais QAM: Qua-

drature Amplitude Modulation) sont obtenues en modulant en amplitude deux porteu-

ses en quadrature et en les additionnant. Les modulations d'amplitude sont à N 

états, de sorte que le signal QAM possède M = N 2  états. Dans ce signal, la phase 

et l'amplitude de la porteuse sont modifiées, d'où le nom de modulation hybride 

[9,10]. 

Un symbole d'un signal QAM peut être exprimé par l'équation suivante: 

s
i
(t) = a h(t)cos(2.1rfct) + b i 

 h(t)sin(Zufct) 	(6) . 
i 	. 

a
i'

b
i 
= ±A, ±3A, ±5A, ...., ±(N-1)A si N est pair 

ai , bi  = 0, *A ±2A, ..., ±((N-1)/2)A si N est impair 
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gl, 	
où i = 1, 	M et T est la période d'un symbole, a i  et bi  sont les amplitu- 

dés des deux voies et fc est la fréquence de la porteuse. 

S'il n'y a pas de diaphonie entre les voies (filtres symétriques) et si les 

interférences peuvent être représentées suivant deux composantes en quadrature 

indépendantes, les deux voies du signal QAM sont également indépendantes [11]. 

La probabilité d'erreur par bit sur une voix nous définit donc la probabilité 

d'erreur globale. Ce qui est remarquable avec un système QAM Waire, c'est que 

la performance du point de vue Pa et la largeur de bande requise est la même que 

pour un système ASK N-aire, où M = N 2 . 

1.2.2 Modulations à quatre états 

Dans la figure 1.3, on peut remarquer que les courbes pour M = 2 (BPSK) et M 

= 4 (QPSK) sont confondues. Le QPSK est en fait du QAM 4-aire. En utilisant 

deux trains modulés en BPSK (le BPSK est aussi de l'ASK binaire avec amplitudes 

:LA) on obtient le QPSK. Les modulations en quadrature à quatre états ont fait 

l'objet de nombreuses études et sont de plus en plus uitlisées dans les communi-

cations par satellite ou par radio numérique. 

La représentation de l'ensemble des signaux QPSK dans le plan complexe est 

donnée à la figure 1.4a. Cette représentation est appelée la constellation des 

signaux. 

Dans un signal QPSK, la phase de la porteuse peut changer de 180 0 , ce qui 

cause un élargissement du spectre. Cette situation peut amener des problèmes, 

notamment en présence de non-linéarités dans le canal (provenant des amplifica-

teurs par exemple). Même si le spectre du signal est limité par des filtres, la 

• 
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transition rapide de phase provoquera une régénération des hautes fréquences 

après passage dans des non-linéarités. Pour éviter des changements trop brusques 

de la phase, on peut décaler'une des voies de T/2, où T est la période d'un'sym-

bole. Les changements instantanés de phase sont alors limités à 90 ° . Cette 

modulation, appelée OQPSK (Offset QPSK) ou SQPSK (Staggered QPSK) est représentée 

par: 

S(t) = a1h(t)cos(2ect) + b i
h(t - T/2)sin(2nfct) 

b
i 
= 

où i = 1, 	M, A est l'amplitude et fc la fréquence de la porteuse. 

On peut encore améliorer la situation en utilisant des arcs de sinusoIde au 

lieu d'ondes carrées. Le changement de phase est alors continu. La modulation 

ainsi obtenue est appelée MSK (Minimal Shift Keying). Le signal MSK est alors: 

S 	= a h(t)cos(nt/T)cos(2efct)+b h(t-T/2)sin(nt/T)sin(21rfct) 

où i, A, T et fc -ont la même signification que pour le QPSK. 

Le MSK peut aussi être obtenu par un modulateur FFSK [12]. En fait, on peut 

considérer les modulations de type MSK comme des modulations en quadrature ou des 

cas particuliers de CPFSK (Continuous Phase FSK) [13]. D'autres auteurs ont 

également cherché des formes de pulses différentes [14], ces recherches ayant 

pour but d'améliorer la performance spectrale du signal. 

(7)  

(8) 

Le-Ngoc et al. [15] ont récemment introduit des modulations appelées IJF-QPSK 

et IJF-OQPSK (Intersymbol Interference and Jitter Free QPSK et OQPSK). Ces 



15  

modulations, tout en ayant de bonnes performances spectrales, sont aussi exemptes 

d'interférence intersymboles et de gigue (jitter). Ces modulations sont obtenues 

à partir de filtres non-linéaires. 

1.2.3 Modulations en quadrature à haute capacité 

Notre étude porte sur une classe particulière de QAM, celle où N est pair. 

Les cas N = 4, N = 6 et N = 8 seront donc analysés. 'Ceci correspond aux QA1-16, 

36 et 64 respectivement. Le QPSK (N = 2) sera également étudié afin de rendre 

l'analyse plus complète. Les constellations correspondant à ces modulations sont 

présentées aux figures 1.4b, 1.4c et 1.4d. 

La modulation QAM-16 commence à être utilisée, notamment en France [1,2,8] et 

au Japon [3]. Le QAM-16 a également été étudié dans des versions "offset" et MSK 

dans [16]. Une étude comparative entre QAM716 et PSK-16 a été faite par Prabhu 

[11]. Prabhu a aussi analysé les QAM-36 et 64 en présence d'interférences co-

canal, mais sans interférence intersymboles [4]. Des systèmes QA1r64 sont pré-

sentement à l'étude pour des relais radio [5]. 

En présence de bruit additif blanc gaussien, le récepteur optimal est un 

corrélateur et le décodage optimal est de type à vraisemblance maximale [17]. Le 

schéma d'un modulateur QAM est donné à la figure 1.5a et celui d'un démodulateur 

à la figure 1.5b. Il faut remarquer que pour le QAM-36, le nombre d'états n'est 

pas une puissance de 2. On ne peut donc, à partir d'un train binaire, obtenir 36 

états sans codage. On supposera cependant, pour notre étude, que les 36 symboles 

sont équiprobables et indépendants. 
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• Figure 1.4a: Constellation de la modulation DAM-4  
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Figure 1.4c: Constellation de la modulation QAM-36 
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1 

train - 
binaire 

Cony. 

binaire 
N-ASK 

cos(2n€t) 

go° 

Cony. 
binaire 
N-ASK 

Figure 1.5a: Modulateur OAM 



Intêgr. Ech. 
Cony. 

N-ASK 
binaire 

cos(2TrEct) 

signal 

OAM 
90

o  

; 	 ; 

train 
binaire 

Inté-gr. Ech. 
Cony. 

N-ASK 
binaire 

Figure .1. 5b: Dêmodul 	OAM a_eur 



22 

1.3 Modèle utilisé 

La figure 1.6 représente le modèle de la chaîne de communication utilisé. 

Dans le canal, le signal est perturbé par du bruit blanc gaussien additif et un 

ou des brouilleurs. A la sortie de l'émetteur et à l'entrée du récepteur, on 

retrouve un filtre pour limiter la largeur de bande. Ces filtres peuvent compor-

ter des défauts. Le corrélateur peut également introduire des perturbations, si 

la référence de phase ou de temps n'est pas exacte. 

Pour analyser un tel système, il est plus simple d'utiliser la représentation 

du signal en bande de base (après démodulation). Le filtre est représenté par 

son équivalent passe-bas Go(f). Soit P(t)+jQ(t) la réponse complexe de Go(f) 

au créneau h(t) = u(t+T/2)-u(t-T/2). Le signal à l'instant d'échantillonnage 

t o est alors donné par: 

S(t) = (a + jb)P 0  -  (bo- jao )Q o 	o 	o  0  

+ 	(aiPi-biQi)+j *i (b iPe 
i
aQ )+ I .(t »JI (t )fn (t )fjn (t ) 

i 	co 	soco 	so 
i*10 	1.40 

où P
i 
= P(t

o
-iT) et Q 	Q(to

-iT), n
c 

et n
s 
sont les composantes du bruit blanc 

et Ic et I s 
les composantes de l'interférence. La figure 1.7 représente un 

tel signal dans le plan complexe. L'effet des interférences se remarque faci-

lement. 

Nous pouvons donc analyser le système en ne considérant que l'une ou l'autre•

des voies, par exemple la voie en phase. Le calcul de la probabilité d'erreur 

sera exposé au chapitre suivant. 

(9) 
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Figure 1.6: Modele de la chalne de communication 
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Si: signal transmis 
Ri: signal reçu 

N: bruit blanc gaussien additif 
I: brouilleurs 

Figure 1.7: Effet des interférences 



• 1.4 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons pu voir les différents aspects d'une chaîne de 

communication numérique. Les différents types de modulation ont ensuite été 

passés en revue. Les caractéristiques d'une onde porteuse qui peuvent être modi-

fiées sont sa phase, son amplitude et sa fréquence. Il existe également des 

systèmes hybrides combinant deux paramètres. 

Les compromis qu'un concepteur de système doit considérer ont été abordés. 

25  

On peut jouer sur l'énergie par bit, la largeur de bande ou la probabilité d'er-

reur par bit requise. Il faut également considérer la complexité du système et 

le coût du matériel disponible. Nous avons constaté qu'une des solutions était 

la recherche de modulations plus efficaces. 

Les modulations en quadrature ont ensuite été exposées. Les modulations à 

quatre états sont présentement les plus utilisées. Notre étude portera sur les 

QAM-16, 36  et  64. Un modèle du système utilisé dans notre travail a finalement 

été montré. L'expression du signal en bande de base a été dérivée. 

• 



CHAPITRE II 

CALCUL DE LA PROBABILITÉ D'ERREUR 

11.1 Introduction 

Il existe plusieurs critères pour évaluer la performance d'un système de 

communication numérique. Certains auteurs [18] utilisent l'erreur quadratique 

moyenne entre le signal transmis et l'estimé du signal à la réception. On peut 

aussi comparer deux systèmes selon l'importance des interférences présentes. Un 

système sera jugé plus avantageux s'il permet une meilleure immunité contre les 

brouilleurs, ou si l'interférence intersymboles y est plus réduite. Le critère 

le plus utilisé reste cependant la probabilité d'erreur. 

Si le récepteur décode les symboles selon le critère de vraisemblance maxima-

le et que ces symboles sont équiprobables, les seuils de décisions sont situés à 

mi-chemin entre les symboles. L'espace des signaux est donc divisé en région 

D i , et le récepteur fait une erreur lorsque le signal reçu, Ri , correspondant 

au signal Si , se retrouve dans la région D i , j *  1. 

On parle *généralement de probabilité d'erreur par bit ou, si la modulation 

numérique est à plusieurs états, de probabilité d'erreur par symbole. Dans la 

plupart des cas, il existe une relation directe entre les symboles et les bits. 

Un symbole représente 4 ou 6 bits par exemple. Si on utilise un codage de Gray, 

c'est-à-dire si deux symboles voisins ne diffèrent que par un bit, on peut 

• 
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considérer que lorsqu'un symbole est en erreur, un seul bit est en erreur. Cette 

approximation suppose que lorsqu'une erreur se produit, le récepteur décode un 

symbole qui est voisin; cette approximation s'avère très réaliste en pratique, 

car au point d'opération la probabilité d'erreur des symboles est relativement 

faible. La probabilité de décoder un symbole par un autre est ainsi négligeable. 

La figure 2.1 montre cette situation dans le cas du QPSK. 

On.  évalue habituellement la probabilité d'erreur en fonction du rapport si-

gnal sur bruit. On peut considérer le signal soit comme l'énergie par bit ou par 

symbole ou encore la puissance de la porteuse. Le bruit peut soit être blanc 

gaussien ou une somme de bruits et d'interférences (rapport signal sur interfé-

rences). Les quantités sont en valeur moyenne ou en valeur pointe. 

11.2 Revue des méthodes de calcul de la probabilité d'erreur 

Dans cette section, un survol des différentes méthodes de calcul de la proba-

bilité d'erreur en présence d'interférence intersymboles et de bruit gaussien 

additif- sera présenté. L'interférence intersymboles est une cause importante de 

dégradations des performances et même les systèmes qui rendent supposément nulle 

cette interférence ne sont efficaces que pour une position déterminée de l'ins-

tant d'échantillonnage. Quant au bruit gaussien additif, il est présent dans la 

quasi totalité des systèmes. 

Les méthodes de calcul de la probabilité d'erreur se divisent en deux catégo-

ries: les méthodes exactes et les méthodes donnant des bornes. Une évaluation 

complète de ces méthodes se trouve dans [19]. Nous n'en donnons ici qu'un résu- 

mé. 
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4"  10  

--i- 
-A 

+ 11 

Si: signal transmis 
Ri: signal re9u 
N: bruit blanc gaussien additif 
I: brouilleurs 

Figure 2.1: Erreur de décodage en OPSK 
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11.2.1 Méthodes exactes 

Dans cette classe, on rencontre en premier lieu la méthode de la moyenne. 

C'est une méthode exhaustive qui consiste à évaluer la probabilité d'erreur pour 

tous les états possibles. Cela suppose que l'interférence intersymboles (MS) 

est finie. 	Si, à l'instant d'échantillonnage, N symboles adjacents viennent 

N _+1 
interférer, il faudra évaluer m 	probabilité d'erreur, où M est le nombre d'é- 

tats de la modulation. Cette méthode n'est donc utilisée en pratique que pour 

des M petits (M = 2 ou 4). 

Le calcul de la probabilité d'erreur se ramène dans la plupart des cas à 

l'évaluation de l'intégrale suivante: 

(S-1-z 
J = f erfce---)p(z)dz 

0(1 

où erfc(.) est la fonction d'erreur complémentaire donnée par: 

2 	r 
erfc(x) = — j exp(-1J 2)dU 

1/7i x 

et p(z) est la densité de probabilité de la variable aléatoire z représentant 

l'interférence intersymboles. 02  est la variance du bruit blanc gaussien. 

Ho et Yeh [7] ont donné une méthode qui consiste à développer en série la 

fonction erfc(•) autour de A = 	Ils ont obtenu une expression qui est la 

somme d'une fonction d'erreur complémentaire et d'une sommation des produits des • 
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moments de z avec une autre fonction. Il faut donc évaluer les moments de z. De 

plus, une troncation doit être faite dans la sommation. C'est cette méthode qui 

sera employée pour les calculs de notre travail. 

La méthode d'intégration de Gauss [20] cherche aussi à évaluer l'intégrale J. 

On calcule cependant cette intégrale par une sommation du produit de la fonction 

erfc(•) et de coefficients: 

J 	A.F(x) 
j=1 

lesx.sont obtenus à partir des moments de z. Cette méthode a été utilisée 
3 

pour des systèmes PSK à 2 ou 4 états ainsi que pour des systèmes à M états. On 

peut aussi étendre cette méthode pour le cas des brouilleurs. 

Shimbo et Celebiler [21] ont introduit une méthode qui consiste à développer 

en série la fonction caractéristique de z + n, où n est le bruit gaussien additif. 

Tout comme dans le cas de la méthode de Ho et Yeh, on doit tronquer la série, ce 

qui introduit une erreur. Toutefois, cette erreur peut être contrtilée (voir annexe 

2) et rendue arbitrairement petite, en ajoutant des termes à la série. 

La dernière méthode exacte est celle de Hill [22]. On doit supposer que l'in-

terférence intersymboles est limitée à N symboles. On divise alors N en blocs de K 

échantillons, K divisant N. On peut, toujours obtenir ce cas en ajoutant des symbo-

les nuls pour compléter. La variable aléatoire z est alors donnée Par une somme de 

v.a. Ai 
correspondant aux blocs. On évalue ensuite la loi de distribution des 

Ai 
puis, par convolution, celle de z. 

(12) 



fe (X(x -a)) P(x)dx e -Aa i
m  xx  

j e p(x)dx < e-XaEljelx ] (13) 
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Les méthodes que nous venons de présenter sont dites exactes. En pratique, 

des erreurs sont introduites à cause d'une troncation dans le calcul de la série, 

mais il .est toujours possiblè de réduire arbitrairement ces erreurs. La section 

suivante traite des méthodes donnant des bornes. Dans ce cas, on ne peut réduire 

l'erreur du calcul numérique selon notre volonté. 

11.2.2 Méthodes donnant des bornes 

La méthode la plus simple, mais qui est aussi la moins bonne, est celle du 

pire cas. On majore Pe par la probabilité d'erreur obtenue pour la pire des 

configurations de symboles. Cette méthode donne évidemment une majoration trop 

large. 

On peut améliorer la situation en utilisant la borne de Chernoff.. En effet, 

il suffit de majorer: 

a 

ce qui est une utilisation de la borne de Chernoff. Toutefois, pour bien des 

cas, cette borne est trop pessimiste, par un facteur de 10, 100 et même de 1000 

[23]. 

Le calcul de Pe revient au calcul de la fonction de répartition d'une v.a. x 

somme d'un bruit gaussien et de l'interférence. En pratique, il est quasi impos-

sible d'évaluer cette fonction. Prabhu a cependant remarqué qu'en prenant un z 

"tronqué", ce calcul devenait possible. On a donc z = z n+zr  où zn  possède 

une loi de probabilité exacte. Prabhu a donc donné des bornes qui font 
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intervenir Zr,  le terme résiduel. Cette méthode a été utilisée pour le ESK, le 

QPSK ainsi que pour des systèmes à m états [24]. 

On peut majorer l'intégrale J en choisissant une loi p o(z) appropriée. 

Glave [25] a montré qu'il s'agit en fait de minimiser la fonctionnelle: 

1 U= 	f [erfc(2±J + erfc[1:1)]p(z)dz 
clÎ 

On obtient Pe par des calculs assez simples et on peut utiliser cette méthode 

pour des symboles corrélés. 

McLane [26] donne une borne inférieure de Pe en utilisant l'inégalité de 

Schwartz. Cette méthode n'est valable en toute rigueur que si L'US est finie. 

Elle doit aussi être complétée par une méthode de borne supérieure. Les calculs 

utilisés sont par contre simples. • 

Jenq et al. [27] ont introduit une méthode donnant une borne supérieure et 

une borne inférieure: P et P/2 avec P/2 < Pe < P. En pratique, Pe est proche de 

P. Pe s'exprimant par: 

Pe = Pr[r+n > h
o

] 

où n et z ont la même signification qu'auparavant. On évalue Pa par l'intégrale: 

(14) 

(15)  

CO CO 	 CO 

Pa = f p_(y)dy f pn(u-y)du = f p (y)[1 - F
n
(h0-y)]dy 	(16) 

-03 ' 	h
o 	

z 
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où pn  et pz  désignent les lois de probabilité de n et de z et Fn  est la 

fonction de répartition de n. On peut définir une partition de sorte que: 

A
k co 

Pe = 	f 	(1-Fn (ho-y))pz (y)dy 
k=0 Ak_, 

La méthode consiste à choisir une bonne partition et à évaluer l'intégrale. 

I. Korn [28] a également développé une méthode donnant une borne supérieure 

et une borne inférieure. Cette méthode vise surtout des applications aux codes 

ternaires. Le temps de calcul dépend du nombre d'échantillons qui doivent être 

pris en compte et peut donc devenir rapidement prohibitif. 

Une autre méthode est celle de Milewski [29] où une borne supérieure et une 

borne inférieure de Pe sont obtenues sous la forme d'un produit fini. On doit 

supposer que la distortion maximale est bornée. 

Une dernière méthode donnant des bornes est celle qui utilise un isomorphisme 

dans l'espace des moments [30]. Il faut alors supposer que les symboles sont 

indépendants et équiprobables et que la distortion maximale est bornée. 

Ceci termine le survol des méthodes de calcul de Pe en présence d'interféren-

ce intersymboles et de bruit gaussien additif. Dans la section suivante, l'ex-

pression de l'intégrale J sera dérivée pour le cas du QAM, puis J sera évalué 

selon la méthode des moments. 

(17) 
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• 11.3 Calcul de la probabilité d'erreur 

11.3.1 Calcul de Pe en présence d'IIS et de bruit additif gaussien 

Comme il a été mentionné plus haut, le bruit gaussien et l'interférence in-

tersymboles sont présents dans presque tous les systèmes de communication numéri-

que. Au chapitre I, nous avons vu qu'un signal QAM, à l'instant d'échantillonna-

ge to est donné par: 

S(t) = (ao+jbo )P 0- (b0-ja0 )Q0+X+jY+ne (t 0 )+jn6 (t0) 	(18) 

Par symétrie, nous voyons que la probabilité d'erreur est la même sur chacune 

des voies. La probabilité d'erreur sur une voie nous donne donc la probabilité 

d'erreur globale. En ne prenant que la voie X, soit: 

S(t) = (a0P0-b0Q0 )+X+nc (to ) 	(19) 

on peut diviser le signal reçu en quatre parties: 

le signal utile: 

la diaphonie: 

l'interférence intersymboles: 

le bruit blanc gaussien additif: 

a P o o$ 

- b0Q0 , 

X = 	(aiPi-biQ i) et 
iO 

no (to ). 

Afin de simplifier les calculs, nous normalisons P o  à 1. 

Le calcul se ramène donc à l'évaluation de la probabilité d'erreur dans le 

cas d'un signal ASK. En prenant les mêmes suppositions qu'au début du chapitre 

(codage de Gray, erreurs simples sur les bits), on peut facilement dériver une 

• 



35  

expression pour Pe. Si on se réfère à la figure 2.2, on constate qu'il existe 

deux classes de symboles, ceux aux bouts et les autres. Les symboles sur les 

bouts sont évidemment au nombre de deux, ce qui fait qu'il reste N-2 symboles 

pour l'autre classe. Avec un récepteur utilisant le critère de maximum de vrai-

semblance, les seuils de décisions sont placés à mi-chemin entre les symboles. 

La probabilité d'erreur pour l'un des N-2 symboles est donné par: 

Pe = Pr[In+II>A1= 2Pr[n+I>A] 	(20) 

où n est le bruit blanc gaussien et I la somme des interférences (diaphonie et 

US). Tandis que pour les deux autres symboles on a: 

Pe = Pr[in+II>A] 	 (21) . 

Comme on est en présence de bruit blanc gaussien additif, ces expressions 

peuvent se réécrire: 

1  
Pr[In+II>A] = -- prfeI) 

 oe 

où erfc(.) est la fonction d'erreur complémentaire. La figure 2.3 illustre ce 

calcul. En moyennant les Pe, on obtient: 

Pe = (1-1/N)E[erfce4] 
crif 

Cette expression nous donne la probabilité d'erreur globale sur les symboles. 

Comme nous l'avons vu à la première section, elle nous donne aussi la probabilité 

moyenne d'erreur sur un bit, dans le"cas où il existe une relation directe entre 

les bits et les symboles, ce qui est vrai pour M = 4, 16 et 64, mais non 36. 

(22) 
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-1 
3A i  - (N-3) A 

- (N-2) A 

-3A 	-A 

-2A 

(N-3) A 

2A 	 (N-2) A 

(N-1) A 

Figure 2.2: Seuils de dgcision 

(x) 

S=A/i2-0-  

• 

co 

erfc (s) =ff (x) dx 

Figure 2.3: Aire donnant Pe 
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L'expression obtenue dépend de l'interférence intersymboles et de la diapho-

nie. Nous devons donc moyenner sur ces valeurs afin de calculer Pe. Si on in-

troduit p(X), la densité de Probabilité de l'US, on a alors: 

03 

Pe = (1-1/N) f E[erfc('-4±-P--)]p(X)dX 	(23) 

avec: 

= b Q -X 
o o 

ou encore: 

co 

Pe = (1-1/N) î 	f erfc -41-11 )P(X)dX 
bo 	

-œ 	ali 

Le problème à résoudre est donc celui d'évaluer l'intégrale J définie par 

l'équation (10). En absence de filtres, donc d'interférence intersymboles, le 

calcul de la probabilité d'erreur se ramène à: 

Pe = (1 -1/N)erfc(À-) 	(25) 
ai2 

La figure 2.4 donne les courbes de la probabilité d'erreur par symbole en 

fonction du rapport Eb/No, où Eb est l'énergie moyenne par mot et No la densité 

de puissance du bruit blanc. 

(24) 
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11.3.2 Calcul de l'intégrale par la méthode des moments 

Comme nous l'avons vu .la section 11.2, il existe plusieurs méthodes pour 

calculer l'intégrale J. Nous avons choisi d'utiliser la méthode des moments de 

Ho et Yeh [8] pour plusieurs raisons. D'abord c'est une méthode qui a déjà été 

employée avec succès dans le calcul d'un système QAM-16. De plus, comme c'est 

une méthode exacte, on peut fixer arbitrairement la précision des calculs, au 

prix, évidemment, d'un temps de calcul plus long. Mais la raison principale qui 

nous a fait opter pour cette méthode est sa grande souplesse. 

Dans la méthode de Ho et Yeh, X est une variable aléatoire qui représente 

l'interférence intersymboles. Cette interférence vient s'additionner au signal. 

Il suffit de connaître les moments de X pour pouvoir calculer Pe. Nous voyons 

immédiatement que cette méthode peut se généraliser à d'autres interférences 

additives, comme des brouilleurs ou du bruit non-gaussien. Si nous pouvons éva-

luer les moments de ces interférences, nous pouvons calculer Pe. Nous verrons 

plus loin comment des moments peuvent âtre combinés si le système est soumis à 

plusieurs interférences à la fois. 

Nous avons donc à calculer l'intégrale: 

CO 

J = f erfce---)p(X)dX 
-œ  

avec: 

(26) 

41,  
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La méthode des moments consiste à effectuer un développement en série de 

Taylor de la fonction d'erreur complémentaire autour de S/a)i: 

Co  

r.k 	- 
erfc' - 

	

j 	erfc 

	

(S-1-X 	(--2-)+ 	(X/ai2) (IFT)(a erfc(U)/dU
k)u = 8/csi 

	

al2 	cl 	k=1 

d'où: 

CO 	 CO 	 CO 

S+X 	1 .r. 
J = f erfc( --- )dP(X) + / ( 	

k
-17)La erfc(U)/dU

k
)u.s/aji.  x f (X/0/2) k  dp(X) 	(28) 

al2 	k=1 	 -00 

En introduisant les moments d'ordre k de la v.a. X on peut simplifier l'ex- 

pression: 

00 	 CO 

	

(S+X 	
1  ) (dk 	kN 	- 

J = f erfce--- )dp(X) + 	erfc(U)/dU 
jU=S/al 

x (Mk/(a/2)k  ) 
k! 	 (29) 

-Co 	al2 	k=1 

avec: 

r- 
Mk  = j Xkp(X)dX 

Le terme d
k
erfc(U)/dU

k 	
peut être exprimé sous une autre forme: 

d
kerfc(U)/dUk = -dkerfc(U)/dU

k 
= -dk2 
	f exp(-V 2)dVj/dUk  

0 

= _ 2 ,k-1 
u exp( -U 2)/dUk-1  

• 

(27) 
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D'après la formule de Rogriguès [31] qui définit les polynômes d'Hermite 

on a: 

Hn (x) = (-1) nexp(x 2)dnexp(-x 2)/dxn  

Il vient donc: 

2 
d erfc(U)/60 	(-1)

kr  ..---pl(U)exp(_u 2 ) 

d'où: 

• 

f  
J = erfc(S/a)/) + -a- exp( -S 2/202) î 1 	(11k/(a)i) k )Hk-1 (S/a)/I) 

k=1 

Etant donné que les symboles peuvent prendre des valeurs négatives ou positi-

ves avec la même probabilité, la loi de densité de probabilité de l'IIS est symé-

trique, ce qui fait que les moments d'ordre impairs sont nuls. L'intégrale J 

devient: 

J = erfc(S/alii.) +-- -2  exp(-S 2/2a2) 	(1/2k!)(M
2k1 (

nii) 2k)H 

)1-7. 	
2k-1(S/0) 	(32) 

k=1 	
) 

 

Ho et Yeh [8] ont donné une équation récursive pour calculer les moments de 

X. Cette méthode ne peut cependant pas être utilisée pour le QAM à cause des 

erreurs d'arrondissement introduites dans les calculs numériques. Nous utilisons 

donc la méthode directe pour le calcul des moments de l'IIS. 



L+2  

Les polynômes d'Hermite sont obtenus par l'équation de récurrence suivante: 

H
o
(x) = 1 	 (33a) 

H (x) = 2x 1 	 (33h) 

H(x) = 2(xH
n-1

(x)-(n-1)H
n-2

(x)) 	(33c) 

Pour des questions pratiques de calcul numérique, nous introduisons un nou-

veau polynôme: 

G(x) = H(x)/(n+1)! 	(34) 

Ce polynôme est obtenu par l'équation de récurrence suivante: 

G0 (x) = 1 	 (35a) 

G 1 (x) = x 	 (35b) 

G(x) = 2(xGn_1 (x) - ((n-1)/n)Gn_2 (x))/(n+1) 	(35c) 

En pratique, on doit se contenter d'un nombre fini de termes dans la somma-

tion. L'intégrale J peut donc S'écrire sous forme de trois termes: 

n-1 
2 r- 21c n 

J = erfc(S/a)i) + — exp(-S 2/202)  î 04 /(0.Y2) jG2k-1 (S/ali)+Rn 
17; 	

k=1  2k 
(36) 

• 
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• Le premier terme n'est que la fonction d'erreur complémentaire et se calcule 

aisément. Le second nécessite un développement des programmes de calcul numéri-

que. Le dernier terme est un majorant de l'erreur de troncation. En pratique, 

nous calculerons jusqu'à ce que: 

(37) 

• 

J' = J Rn 	
et 	p = 10-4 , 10-5  

11.4 Possibilité d'application aux problèmes d'interférence intersystèmes 

Même si les méthodes précédemment décrites ont été mises en oeuvre pour ré-

soudre le problème de l'interférence intersymboles, elles peuvent naturellement 

s'appliquer à d'autres qui se présentent avec la même formulation. Ainsi, l'étu-

de de l'influence des perturbateurs sur un signal en modulation d'amplitude sur 

deux porteuses en quadrature conduit au calcul d'intégrales de la forme: 

f erfc eill)p(z)dz 	 (38) 

où z représente l'effet global à l'entrée du circuit de décision, résultant de la 

présence des perturbateurs à l'entrée du récepteur. Les méthodes de Ho et Yeh ou 

de Gauss s'appliquent bien, à condition qu'on arrive à calculer les moments de z. 

Des méthodes de bornes qui reviennent à encadrer une intégrale du type (38) 

• 

sans hypothèses autres qu'un intervalle de variation fini pour z, ont aussi été 



• 
44 

appliquées au problème des perturbateurs: c'est le cas des méthodes de Glave [25] 

et plus récemment de Yao et Tobin [30]. Les méthodes de bornes nécessitent des 

temps de calculs moins longs que les méthodes exactes, mais les résultats pour-

raient devenir parfois trop "lâches". 

Il convient donc qu'il serait possible d'adapter les méthodes discutées dans 

ce chapitre pour la suite de nos travaux; il faudra cependant être prudent dans 

le choix précis de la méthode à utiliser. 

• 



CHAPITRE III 

INTERFÉRENCE EN MODULATION DE FRÉQUENCE 

111.1 Introduction 

Nous avons discuté le problème de dégradation de performance d'un système de 

communication numérique opérant dans un milieu où se présentent des perturba-

teurs. Ces perturbateurs peuvent être de même type que le signal principal ou 

d'un type différent. Dans ce chapitre, nous allons examiner le problème dual du 

précédent, i.e., examiner la dégradation de performance d'un système analogique, 

principalement en modulation de fréquence, en présence des perturbateurs numéri-

ques tout aussi.bien qu'analogiques. Dans la littérature scientifique ouverte, 

on dispose d'une méthode d'analyse des systèmes FDM/FM, proposée par Prabhu et 

al. [41], très systématique mais applicable seulement à des signaux de bande de 

base gaussiens, blancs à largeur de bande limitée. Cette méthode est par la 

suite généralisée par Pontano et al. [42] en soustrayant l'hypothèse gaussienne. 

Cette méthode, désormais appelée la méthode de Prabhu-Pontano, semble adaptable 

pour étudier le problème d'interférence que provoque un perturbateur quelconque 

sur la performance d'un système FM, pourvu que l'on soit capable d'obtenir la 

densité spectrale de puissance du signal passe-bas équivalent de ce perturbateur. 

Etant donné l'objectif visé de ce travail, nous allons présenter d'abord l'essen-

tiel de la méthode de Prabhu-Pontano et ensuite quelques idées principales pour 

déterminer la densité spectrale de puissance des perturbateurs numériques. 



111.2 Méthode d'analyse d'interférence en modulation de fréquence 

Nous supposons qu'il n'y'ait qu'un seul perturbateur i(t) affectant le signal 

FM principal s(t). Sous forme complexe, on peut les exprimer comme suit: 

s(t) = Re[z 1 (t)] = Re[Aexplj[%t + ein(t) + (poil] = Re[Av(t)expjwot] 	(39) 

avec 

v(t) = expj[0m(t) + (po ] 

où m
(t) est le signal de phase associé à la modulation de fréquence et cp o la 

phase aléatoire initiale: 

i(t) = Re[z 2(t)] = Re[b(t)expjwit] 	(40) 

où b(t) est l'équivalent passe-bas du perturbateur et wi  sa "fréquence" centra- 
, 

le. En général, l'écart de fréquence àw = wi  - wo  peut varier sur une gamme 

très grande de fréquences, de 0 Hz jusqu'à quelques MHz. Toutefois, la situation 

est critique seulement pour de faibles valeurs de ta. 

Le démodulateur consiste à déterminer la phase (fréquence) du signal somme: 

z(t) = s(t) + i(t) = Rel[z i (t) + z 2(011 

- 

= Re[v(t)expj%t + b(t)expjwot] 

= Relp(t)exp[j%t + *Mil 	(41) 

46 
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où p(t) est l'amplitude de z(t) et .(t) sa phase. 	p(t) et .(t) peuvent être 

déterminées par la méthode d'identification terme par terme. En effet, considé- 

. rons l'expression: 

z 2 (t) 
p(t)expj[w0t + 4)(t)] = z 1 (t) + z 2(t) = z 1 (t)[1 

En posant: 

z 2 (t) 
D(t)exPic(t) = 1 + 	 z 1 (t) (42) 

il vient: 

gl, 	P(t)expi[w0t + (t)] = Ae(t)expj[w0t + em(t) +  4 0  + .(t)] 

il s'ensuit immédiatement: 

p(t) = A(t) 

et • 	• 

	

, «t) = 8m(t) + .0  +  •(t) 	 (43) 

Pour déterminer la phase du signal à démoduler, il suffit donc de calculer 

.(t) de (42), en utilisant le logarithme complexe: 

z2(t) 
Ln[l + 

z1(t)1 
	j(t) + Ln (t) 

ce qui donne: 

et 



où 

avec 
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r 	z 2(t) ,  4)(0 = ImLnL1 + z 1 (t) 

En général, l'expression (44) se définit avec une ambiguité de 2kn. Cependant, 

sous l'hypothèse que l'interférence ne soit pas trop forte, i.e.: 

l z 2 ( t) 1  

Izi (01 < 1  

la variation de l'argument de 1 + z 2(0/z 1 (t) ne dépasse jamais 2u, de sorte que 

cet argument est parfaitement défini par la branche principale dans le plan com- 

plexe. La formule (44) devient donc utile car elle permet d'obtenir «0 à l'ai- 

z 2 (t) 
de du développement en série de Ln[l +  	• 

z  1(t) ].  

11, 	Sous la condition lz 2(01 < lz 1 (01, on obtient: 

z 2 (t) 	co ,_1,m+1 z 2(t) _ 

	

Ln[l + zi(0 1 -   [zim p 

CO 

(1)(t) = 	(pm(t) 	(45) 
m=1 

lam(t) = 	
z2(t) 

m 	
ImUzi(t)iml 

Nous nous intéressons à la phase «0 définie par (43): 

(44) 

(46) 

= Om ( t ) + (po  + (p(t) 



• où 

L9  

On y constate la présence de la composante principale am(t) et sa phase initia-

le cl)o 
en même temps que la présence de S(t) provenant du perturbateur. Il est 

tout à fait naturel d'interpréter physiquement S(t) comme "interférence dans la 

bande de base". Pour analyser quantitativement son effet, on devra calculer la 

densité spectrale de puissance de .(t). Pour ce faire, on examinera d'abord sa 

fonction d'autocorrélation: 

ly T) = < [em(t) +  4)0  + 4(t)][0m(t+T) +  4)0  + .(t+T)] > 	(47) 

où < > indique l'espérance . mathématique calculée sur l'ensemble de 

.0(0 et .(t). Il vient : 

R(T) = R (T) + Var(. 0) + R4(t) +  R0 ,(r)+ Ro  (T) 	(48) 
ni 	

m. 	m   

Avant de pouvoir spécifier les termes du membre à droite de (48), développons 

s(t): 
CO 

s(t) =sin(t) 
m=1 

avec 

m+1 	z 2 (t) 
4m(t) 

Soit: 

z 2 (t) 	m 	1  - 

[ z 	 

	

it) 	
- 	Ibm(t)expjmwi (t)expjxm(t)ll 
Am  

X (0 = - m[c1) t + 0 	+ 	] 
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En posant: 

b(t) = a(t)expje(t) 

il vient: 

4)m (t) = Km 071 ( t )sin[mwi(t) + me(t) + xm(t)] 

avec: 

(-1)
m71-1  

K
m 

- 
mA 

et plus explicitement: 

(pm (t) = Kmor(t)sin[mAwt + me(t) - m e(t) - mcp
o

] 

Finalement, les fonctions R 04)  (t) et R (T) de (48) contiennent donc des termes 
m 

de la forme: 

< 8 (t)K ân(t)sin[màwt + me(t) - mem
(t) - mcp

o
] > 

m m 

qui s'annullent en moyennant sur l'ensemble de (po , m étant non nul (m > 1). 

Alors: 

R(T) = 11 0  (T) + 11 4)(T) + Var40 ) 

(49)  

(50)  

Le terme Var(4)0) représente le niveau d.c. à la sortie du démodulateur; il ne 

joue donc aucun rôle dans l'analyse des interférences. On peut ainsi l'ignorer 

complètement dans l'expression (48), de sorte que la fonction d'autocorrélation 

de «0 puisse être réécrite comme: 
• 
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(51) • 

• 

R (T) = Re
( T) + m 	R (T) 

(1) 

Cette expression est très importante, car elle nous montre que l'interférence au 

niveau audio s'isole parfaitement de la composante principale. Pour calculer le 

rapport signal sur interférence (en phase ou en fréquence), il suffit, de calculer 

9T). 

03 

•(t) = 	t(t) 
m=1 - 

03 

= 	< cl) (04) (t+T) > 	(52) 
4' 	m=1 n=1 	m 	n 	• 

Rmn(T) = < (pm(t)cpn(t+T) > 	(53) 

Pour faciliter les calculs, au lieu d'utiliser (49), on utilisera la forme com- 

plexe pour 1)m(t 

Sm(t) = e Ibm(t)exp[jmwit]exp[jxm(t)] bm(t) *expHmwit]exp{-ixm(t)}1 (54) 

il vient: 

K K 
Rmn(T) - -- 22 1<bm(t)exp[imwit]exp[jxm(t)] x bn(tfT)exp[inwi(tfT)]expDxn(t+T)1> 

- <bin (t)exp[imuLt]expDxm
(t)] x b

n
(t+T) expL-jnw (t+T)lexp[-ixn

(t+T)]> 

- <b
m 
 (t) exp 1.-jmakt lexp [-jxm(t) ]bm(t+T)exp [jmwi (t+T) ]exp jxn(t+T) 1> 

In 	* * 
+ <ID (t) exp[-jmwt]exp[-jxm(t)]bn(tfT) expl-into(t+T)]exp[-jxn(t+T)]>1 

• 

(55) 
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mn

(T) = 0 m n 
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Les exponentielles complexes de (55) contiennent les termes: 

< expj(m+n)(1)
o
*>, < expj(m- n)4p

o 
> et < expj(-m-n)(1)

o 
> 

Ces termes sont tous nuls quand m * n. Quand m = n, l'expression (55) se réduit 

à: 

1 1 	* 
R (T) - 	pl (T)R (T)exp[jmàwTi + R m(T)R m(T)exp[-jmàwTil 	(56) mm 	

4m2A
2m 

b
m 	

v
m 

b 	v 

où R m (T) et R m (T) sont les fonctions d'autocorrélation de 
 vin(t)  et de b

m
(t) 

b 

 

La densité spectrale de puissance de la composante d'interférence •(t) peut main- 

tenant se mettre sous la forme: 

CO 

• 	1  
S (f) = 1  Pr (f-mAf) + T( -f-mAf)] 

(1) 	m=1 4m2A`m  m 	
m 

où 

Af = Aw/2.1r 

et 

Tm(f) = S(f) * S(f) 	(58) bm 	ym   

* étant le produit de convolution et S (f) et S (f) sont les transformées de 
bm 	

yin 
 

Fourier de R (T) et R m
(T). L'expression (57) sera utilisable pour déterminer 

bm  

l'interférence que provoque un perturbateur à l'entrée du démodulateur. Il faut 

par contre pouvoir expliciter la densité spectrale de b(t) qui est l'équivalent 

passe-bas du perturbateur. Ce problème fait sujet du paragraphe suivant. 

(57) 



111.3 Densité spectrale de puissance des signaux numériques 

Dans le paragraphe précédent, la méthode de Prabhu-Pontano a été discutée en 

détail. Elle représente un intérêt remarquable car elle permettra d'analyser 

l'effet de l'interférence à la sortie d'un démodulateur PH, à condition de con-

naître soit analytiquement soit numériquement la densité spectrale de puissance 

du signal passe-bas équivalent du perturbateur: Comme nous nous intéressons dans 

ce travail à l'effet que provoquent les systèmes numériques, nous arrêterons donc 

l'étude spectrale aux signaux numériques. 

Il est connu que les modulations numériques se représentent dans le plan 

complexe par des états complexes [43]. Un état complexe caractérisé par une 

amplitude et une phase, est obtenu par modulation en amplitude de deux porteuses 

en quadrature suivie d'une addition. Dans les systèmes classiquement utilisés, 

le message binaire incident est divisé en deux trains binaires et le codage fait 

correspondre à chacun de ces trains binaires un autre train réel (appelé envelop-

pe) qui vient moduler l'une des porteuses en quadrature. Soit e(t) l'enveloppe 

associée aux symboles bm  et s(t) le signal transmis; le message codé complexe 

est transmis à l'aide de deux porteuses en quadrature, modulées en amplitude, 

respectivement par sa partie réelle et sa partie imaginaire: 

tX) 	 CO 

s(t) = [ 	Relbne(t-nT)11cosw0t - [ 
	Imlb

m
e(t-nT)1]sinwot 

n=-co 	 n=-03 

= sc
(t)cosw

o
t - s

s
(t)sino.t 

O 

l'équivalent passe-bas i(t) de s(t) est défini par: 

53 

(59) 
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(60) 

• 

• 

CO 

b(t) = s(t) + js s (t) = 	[Relbne(t-nT)1+ jImlbne(t-nT)11 
n=-co 

CO 

= 	b
n
s(t -nT) 

On a bien: 

s(t) = Reb(t)e ip3ot  

b(t) représente donc l'enveloppe complexe de s(t) et le spectre S 5(f) de s(t) 

peut se déduire du spectre de S b(f) de b(t) par simple translation autour de la 

fréquence porteuse f o : 

S s (f) = - 1 T; ISb (f-f0 ) + Sb(•f-f0 )1 

La relation (60) nous démontre que le spectre S b(f) dépend de l'enveloppe e(t), 

la vitesse de modulation 1/T et le codage qui associe les groupes de bits aux 

symboles bn . La fonction d'autocorrélation de b(t) est par définition donnée 

par: 

CO 	CO 

Rb (t,T) = Elb(t)b (t.1-01 = 	Elbmb:le(t-mT)e (t+t-nT) 	(61) 

m=-co n=-0e 

Nous supposons que la séquence {bo } est stationnaire au sens large, de moyenne 

pi  et d'autocorrélation: 

• 
R
i
(m) = Elb

n
bnim l (62) 



• 

• 

• 

il vient alors: 

Vt,T) = 	(1)i (n-m)e(t-mT)e (tfT-nT) 

m=-co n=-co 

co 

= 	(1)1 (k) 	e(t7nT)e (t+T-nT-kT) 	(63) 
k=-
Î 
 oe 	n= -co 

la deuxième sommation de (63) est périodique de période T. Par conséquent, 

Rb (t ' T) est aussi périodique de période T, i.e.: 

Rét ,T ) = R1 (t+T,T) 

De plus, la moyenne p(t) de b(t) est: 

CO 

p(t) = pi 	e(t-nT) 	(64) 

qui est aussi . périodique de période T. b(t) est donc un Processus aléatoire 

ayant une autocorrélation et une moyenne périodiques. De tels processus sont 

appelés "processus cyclostationnaire" ou "processus périodiquement stationnaires  

au sens large". On peut rendre un tel processus stationnaire au sens large en 

choisissant l'origine du temps aléatoirement entre 0 et T. 

Ce processus, rendu stationnaire au sens large, possède maintenant une  fonc- 

tion d'autocorrélation définie par: 

T/2 	 œ 	T/2 

R ( T) = 	f Rio (t, T)dt = 	Ri(k) 
1 f  e(t)e

*
(t+T-kT)dt 	(65) 

-T/2 	n-œ -T/2 
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(66) 

(67) 

(68) 

(69) 

Iii 
k  4:0 

R(k) = 1 
04112 • (71) 

k= 0 

T/2 -nT 
î Ri(k) 	f 	e(t)e (t+T-kT)dt 

n= -00 	n=-œ -T/2 -nT 

- L'intégrale (66) peut être interprétée comme la fonction d'autocorrélation tempo- 

relle de e(t) définie comme: 

Re (T) = f e(t)e (t+T)dt 

ce qui donne: 

co 
1 r 

Rb (T) = 	L Re(T-kT)R (k) 
k= -03 

—Co

Co 

La densité spectrale de puissance de b(t) devient immédiatement: 

1 	2  
Sb (f) = F{Rb (t)} = 	

1 
S i 

où 

Si (f) = 	Ri(k)exp[-j2knfT] 	(70) 
k=-œ 

Cette relation (70) explicite analytiquement la dépendance de la densité spectra-

le de puissance Si (f) du signal équivalent passe-bas b(t) en terme de l'enve-

loppe e(t) et du codage défini par la séquence {b il }• Si les symboles consécu-

tifs bn ne sont pas corrélés, on a: 

0110.1. 2 enote lavariancedechacundessymboles. S(f) . 	prend donc la forme: 



00 

S(f) = 02 + e 	exp[-j2knfT] 
i k=-oe 

(72) 

(73)  

(74)  
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• 

la sommation de (72) n'est rien d'autre qu'une somme des impulsions: 

114 	c° 
sim . 02 .4. 	î su _ 

Par conséquent, Sb (f) devient: 

2 	2 œ  
2 Pi 	k 

Sb (f) =-
tà. lE(f)1 +- 	12 .5(f -) 

k=-co 

Sb(f) se sépare dans ce cas en deux termes. Le premier correspond à la compo-

sante continue parfaitement caractérisée par l'enveloppe e(t). Le deuxième est 

constitué des raies séparées de 1/T, ayant chacune une puissance proportionnelles 

à 1E(4 2 . Notons que ces composantes discrètes disparaîtront si la moyenne u de 

la séquence {bil } est nulle. 

Quelques cas particuliers: 

ler cas: l'enveloppe passe-bas est un rectangle de support (0,T). 	La 

transformée de Fourier de e(t) est: 

sinufT 
 e

-jufT 
E(f) = AT nfT 

alors: 

,2 	2rsinnfT)2  
lE(01 = (AT) ` nfT 
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Ce spectre est montré à la figure 3.1.b. Nous remarquons qu'il passe par zéro 

aux valeurs multiples de 1/T et décroît comme l'inverse du carré de f. Comme 

conséquence, toutes les composantes discrètes sont absentes, excepté à f = O. 

Finalement: 

Sb(f) = a2A2T(sirver ) 2  + A2eS(f) 
nfT 

Cas 2: l'enveloppe passe-bas e(t) est du type cosinus élevé (fig. 3.2.a), 

définie par: 

e(t) = 	[]. + cos 	(t _ O  < t < T 

la transformée de Fourier de cette enveloppe s'écrit: 

E(f) 
AT  sinrfT  

e
-jnfT 

- 
2 

nfT(1-f 2T 2) 

le carré du module de ce spectre est montré à la figure 3.2.b. 

On observe que le spectre s'annulle à des fréquences f = 1/T, k = ±2, ±3,.... 

Ainsi, la densité spectrale de puissance S b(f) ne contient que deux raies à f = 

0 et f = 1/T. Il est intéressant de noter que le spectre S b(f) dans ce cas 

possède le lobe principal plus large que le Précédent (ler cas), mais il décroît 

par contre beaucoup plus rapidement. 

Cas 3: nous avons vu que le codage affecte le spectre Sb(f) via la fonc- 

tion d'autocorrélation Ri(k). Dans cet exemple, nous considérons le cas où le 

train binaire {an }, sorti de la source d'information, est une suite de 
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e(t) 

A 	 

T 

(a) 

(a) 

Fiq . 3 . 1 

Cas #1 : a) rectangle de support (0,T) 
b) spectre de e(t) 

Fi9.3. 2 

Cas #2 : a) cosinus élevé 
h) spectre de e(t) 
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variables aléatoires non-corrélées, chacune ayant une moyenne nulle et une va-

riance unitaire. Le codage construit la suite {bn } en fonction de {an }:  

b
n 
=a 

n 
+a 

 

ce qui donne: 
* 

R (k) = Elbn
b
n+k 

2 	k = 0 

R (k) = 1 1 	k = ±1 

0 	ailleurs 

la densité spectrale de puissance de cette séquence fbn l, donnée par (70) se 

réduit à: 

S 	= 2(1 + cos2nfT) = 4cos 2nf 

et la densité spectrale de puissance de b(f) devient: 

, 
Sb (f) = 4 — IE(f),

2 
 cos 2ef 

111.4 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons examiné la méthodologie associée au problème 

d'analyse d'interférence que provoque un perturbateur quelconque sur la perfor-

mance d'un récepteur FM. Pour ce faire, nous avons repris la méthode Prabhu-

Pontano en détail. Cette méthode nous permet d'exprimer la phase du signal à 

l'entrée du démodulateur en fonction de la phase du signal principal et de l'é-

quivalent passe-bas du perturbateur. Il est intéressant de noter que la compo-

sante d'interférence de phase peut être mise en évidence, ce qui est très rare, 
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• 

et elle est parfaitement non-corrélée avec la composante principale. Pour calcu-

ler la puissance de l'interférence au niveau audio, il suffira d'intégrer la 

densité spectrale de puissance de la composante d'interférence, à la sortie du 

démodulateur, sur la largeur de bande du filtre passe-bas audio. 

L'applicabilité de cette méthode repose sur la connaissance .  de la densité 

spectrale de puissance de l'équivalent passe-bas du perturbateur. Dans le cas de 

modulation en amplitude ou en fréquence, cette densité spectrale se calcule très 

facilement. Toutefois, quand il s'agit des signaux numériques, les calculs se-

ront un peu plus compliqués car ils dépendent de plusieurs facteurs en même 

temps: de l'enveloppe passe-bas et du codage de signaux. Nous avons finalement 

dérivé une méthode explicite qui permet d'obtenir rapidement cette densité spec-

trale, indispensable pour la suite de notre travail. Pour étudier l'effet des 

systèmes de communication numérique sur un système FM, on n'aura qu'a appliquer 

maintenant la méthode de Prabhu-Pontano où la densité spectrale de l'équivalent 

passe-bas du perturbateur est donnée par (74). 

• 



• 

• 

CHAPITRE IV 

CONCLUSION 

Ce rapport présente une étude de synthèse des travaux publiés dans la litté-

rature scientifique ouverte, dans le but de déterminer quelques méthodes éven-

tuellement applicables aux problèmes d'analyse des phénomènes d'interférence 

intersystèmes. Ces phénomènes sont très complexes mais ils ne posaient pas de 

problèmes techniques, car chaque canal disposait d'une largeur de bande plus que 

suffisante; c'est pour cette raison qu'ils ne présentaient aucun intérêt aux yeux 

des chercheurs en télécommunications. Depuis quelques années, la congestion 

spectrale commence à se faire sentir et les canaux se rapprochent de plus en 

plus. L'interaction entre les systèmes devient sensiblement perceptible et af-

fecte ainsi de manière prépondérante leur performance. Malheureusement, le con-

texte historique fait que l'on ne dispose pas de résultats connus associés à ces 

problèmes. 

Cette étude nous apprend toutefois qu'un grand nombre de chercheurs se sont 

intéressés aux problèmes d'interférence intersymboles. Un survol de leurs nom-

breuses méthodes de calcul de la probabilité d'erreur montre l'extrême diversité 

des moyens employés. Dans le cas du bruit gaussien additif, il nous semble que 

les meilleures méthodes à appliquer dans le cas des systèmes numériques sont les 

méthodes exactes, et en particulier la méthode de Ho et Yeh ou bien la méthode 

d'intégration de Gauss. L'idée principale de ces méthodes exactes consiste à 

effectuer le calcul d'une intégrale de forme: 
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110 	f erfceAl ,P(z)dz 
olî 

• où z représente l'effet global de l'interférence à l'entrée du circuit de déci-

sion. Ainsi, la méthode sera applicable à l'analyse de l'interférence intersys-

tèmes si l'on arrive à spécifier z. Les travaux en cours pour déterminer expli-

citement z montrent des signes encourageants. Parallèlement, nous sommes en 

train de mettre au point un programme écrit en FORTRAN qui permettra d'appliquer 

directement la méthode de Ho et Yeh, indépendamment du calcul des moments discu-

tés dans le deuxième chapitre. Nous viserons à contrôler parfaitement la préci-

sion numérique, ce qu'aucun auteur n'avait sérieusement discuté dans la littéra-

ture. Cette précision sera analysée en fonction des termes à retenir dans la 

série dont la somme donne la probabilité d'erreur. 

Cette formulation due à Ho et Yeh nous aidera ainsi à étudier l'effet d'un 

perturbateur, que ce soit analogique ou numérique, sur la performance des systè-

mes numériques du type quadrature; ce modèle de modulation en quadrature couvre 

un grand nombre de diverses modulations telles PSK binaire, QPSK, MSK et QAM à 

multi-niveaux. Cette formulation offre donc des perspectives prometteuses. 

Quant à l'interférence que provoque un système numérique sur un système FM, 

après avoir examiné en détail l'ensemble des résultats disponibles, nous nous 

rendons compte qu'il sera possible de reprendre la méthode de Prabhu-Pontano, 

méthode proposée pour étudier le comportement d'un système FDM/FM. Cette méthode 

est développée de manière complète dans le troisième chapitre. Pour pouvoir 

l'appliquer, il nous faudra connaître la densité spectrale de l'équivalent passe-

bas du perturbateur. Cette densité spectrale s'obtient facilement quand le per-

turbateur est un signal AM ou un signal FM. Par contre, si le perturbateur est 

• 
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un signal numérique, cette densité devra être calculée d'une autre manière. Nous 

sommes donc conduits à proposer une méthode de calcul des densités spectrales de 

puissance des signaux numériquement modulés. Ces densités dépendent de l'enve-

loppe passe-bas du perturbateur ainsi que du codage des signaux utilisé dans le 

format de modulation. Quand ces deux facteurs sont connus, la formule (74) nous 

permet de déterminer précisément le spectre passe-bas équivalent du perturbateur. 

Cette formule, combinée avec la méthode de Prabhu-Pontano nous permettra certai-

nement d'analyser l'effet de l'interférence due à la présence d'un perturbateur à 

l'entrée du démodulateur, peu importe la nature de sa source de provenance. 

• 

• 
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