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CHAPITRE 1 -

_ INTRODUCTION -

‘1' 1.1‘1Descrtpt1on dutprobTemet,:

Un grand nombre de prOJets spat1aux vont fa1re appe1, pendant 1a )}L".“

'fdecade a ven1r a de. ‘grosses structures A cause des contra1ntes de
'Qf'po1ds, ces structures devront 8tre f1ex1b1es et probab]ement 1egerement
3.'f:;amort1es Le prob]eme de base pour 1 va1uat1on de ces structures est
'Jfﬁ1e deve1oppement de mode]e mathemat1que decr1vant 1e systeme des f1ns->.
| ”L{\de des1gn, d ana1yse dynam1que et surtout de contro]e I] est prat1quement'€jv;.
'i.?1mposs1b1e qu une structure comp11quee pu1sse etre mode11see de facon rea--fit f j%"
‘,‘f]1ste sans ]es efforts con301nts des 1ngen1eurs responsab]es de ]a struc- '
Zitffiture de T exper1mentat1on et du contro]e Dans 1es annees 50 et au; debutffffls-':

;ift'des annees 60 1! 1ngén1eur exper1mentateur déve]oppa1t et ut111sa1t des

(F1 G4, Kd),

: imethodes au sol. pour 1e test dynam1que de ces structures Un bref raPPe1
s des bases mathemat1ques est donne au- chap1tre 2 et 1e chap1tre 3 rappe11e O

es. pr1nc1pes de ces tests et sou11gne 1es PF1HC1PGS mathemat1ques qu1 ont}irft.
?;Lperm1s de t1rer 1es premieres est1mat1ons des parametres modaux des struc-i'tj‘ﬁ
'ki‘tures & tester Le succes de 1 app11cat1on de ces methodes demande une

'?ﬁcomprehens1on tres poussee des express1ons mathemat1ques pour 1a reponse :fc?

L 1ngen1eur de ]a construct1on ce stade possede 1es techn1ques

~f‘~permettant de resoudre un- prob]eme d1rect 1a structure do1t etre fabr1quee, fg:;f

et-ensu1te 1es tests«dynam1ques su1vent S1 1e comportement prevu d1ffere

fdu comportement mesure,v1es changements appr0pr1es do1vent a1ors etre




‘introduits' Les 1ngen1eurs de 1a construct1on se m1rent ensu1te a etu—f
' *ava1ent pour but d obten1r des 1nformat1ons sur 1es parametres structuraux
"d1rectement part1r de 1 est1mat1on 1n1t1a1e des parametres modaux mesureSg;

:techn1ques sont d1spon1b1es[n/l P L)

sur une de ces methodes 1es °1ements f1n1s

u;chap1tre,sur;ungprqgramme appropr1e a 7 Astromast

:n1eur de contro]e dans 1e procede d 1dent1f1cat1on.a Ce dern1er est carac—
‘jter1se par un mode]e mathemat1que donne et 1e procédé cons1ste a1ors a

""r*est1mer 1es parametres par des processus d 1terat1on appropr1es Cesﬁg_{feﬂiy,ﬁ;'“

“‘Lparametre convenab1e pour T Astromast

d1er 1e prob]eme 1nverse, a savo1r Tes. techn1ques d 1dent1f1cat1on de u*'“'*:f'

1

|
i
.
.
.
)
N

systeme pendant 1es annees 60 et au debut des années 70 Ces techn1ques

Ces . procedes sont decr1ts au’ chap1tre 4 Des art1c1es sur 1 tude de ces

Le progres rea11se dans 1es processus numer1ques ut111sant 1a d1scre—v?ff7”f*

:vit1sat10n d e]ements cont1nus 1ntrodu1s1t un e1ement nouveau dans 1es

' procedes d 1dent1f1cat1on., Dans 1e chap1tre 5 f1gure une breve d1scuss1on o

’ L accent est m1s dans ce

RN
o

La necess1te d 1dent1f1er 1es parametres de structure en tant que

-:part1e du processus ent1er de contro1e, condu1s1t 1 entree de 1! 1nge-

'j~processus f1gurent au chap1tre 6, a1ns1 qu un programme pour est1mer 1e ‘:ff;guf;”

R R‘éﬁ%ardues: sur ] es. procéaégf d'ident i eat-wn;

'~ Trésﬂtﬁt 1es procédes d 1dent1f1cat1on sont bases sur 1e test et

,»1 ana1yse de 1a structure comp1exe comp]ete comme une seuTe un1te .Le}_




"“-i_;[Lé§;té¢ﬁniqqes;Aé;pquJage;sanﬁ]q3aﬁjéﬁkdign*ﬁrothjhd}appbrtg%;jf«I*"

‘.3 T+3" Remraues sur Tes procedds expeHmentaii . ' i

"-;;resu1tat de ce procede est un mode]e mathemat1que possedant un tres Qrand

iijtnombre de degres de: 11berte ‘ Les donnees caracter1st1ques dynamiques du

:i";test sont cependant conservees dans un nombre 11m1te des prem1ers modes :
:}_qu1 peuvent etre exc1tes Ce]a condu1t a des d1ff1cu1tes numer1ques dans
f:jes procedes d' est1mat1on et a- 1 1ntroduct1on d erreurs spec1a1ement dans~f

ﬂ%l est1mat1on des parametres d' amort1ssement

-

- Une: methodo]og1e m1eux adaptee ces structures a ete deve]oppee au ~::' =

:'~_icours des d1x dern1eres annees Dans cette methode,»]a structure complete
; est d1v1see en p]us1eurs sous systemes Ces dern1ers sont a]ors 1dent1f1es'31f]fw
.V‘i?par 1es methodes c]ass1ques et 1es resu]tats sont assemb]es ‘ 1 a1de de
c7'techn1ques de" coup]age pour synthet1ser 1e mode]e mathemat1que complet
’”:fw,§La matr1ce d' amort1ssement obtenue avec 1es techn1ques de sous SLructurat1onff1s"T°:‘
"”{’gis est reve]ee etre p]us prec1se que ce]]e obtenue precedemment Ce rapport tfﬂd
:‘;difd1scute des procedes d 1dent1f1cat1on quant 1eur app11cat1on aux sous—-"'u
‘dstructures en mettant 1 accent sur la mode11sat1on de 1a sous structure

fj; de ] Astromast -

‘ Les approches ut111sees dans Tes procedes exper1mentaux pour trouver '

';fles est1mat1ons 1n1t1a1es des parametres modaux se c1assent en 3 categor1es

”5f?]. ;techn1ques dans 1e doma1ne des frequences, methodes moda]es

'~'5“2.5 techn1ques dans 1e doma1ne du temps o

Ar.3. techn1ques dans 1e doma1ne des frequences, methodes ‘non moda]es

.(tests de: choc, exc1tat1ons a]eato1res)




:

La prem1ere categorie est encore 1a p]us popu1a1re, sa popu]ar1te

‘étant- due,'a 1 or1g1ne, 1a fac111te des procedes de test Cependant

1]s ex1gent que la- structure tester so1t 1so1ee ou que 1e test so1t mene-f

hors p]ace.v Les techn1ques dans Te doma1ne du temps conv1ennent pour 1es S
'tests sur p]ace, comme par exemple 1e test du sate111te sur orb1te L s“.ef
”techn1ques non modaTes dans 1e doma1ne des frequences necess1tent des est1-f“~7f'

'mat1ons sur 1es dens1tes spectra?es des fonct1ons d exc1tat1on et de reponse

Le present rapport d1scute du. doma1ne des frequences, un1quement en ce qu1‘-3

”fconcerne 1es methodes modales

' 1.4 Bibliographie
De nombteux;ertieles‘tothaht»]es¥expétiehtes:faﬁtes'eh'EUPope“etfehr,-“"

{1*fAmer1que du Nord sont d1spon1b]es Ces art1c1es dressent une 11ste exten— g.; |

:.'SQLS1Ve des references sur ce suaet Ce n est pas 1e but de ce rapport de
’ltrepeter toutes 1es références c1tées dans ces art1c1es. Les dern1eres ‘ﬁt
;_conferences 1mportantes dans ce domaxne sont seu]ement c1tees dans ce
"-rapport Seu]es 1es V1e11]es references c]ass1ques sont ment1onnees

L vf“Vo1c1 que]ques exemp]es q artm]es (PI /\// 5 6‘ D I I / /< 3-)




‘;ﬂreponse en un po1nt du

CHAPITRE 2

':"FORMULATION MATHEMATIQUE: . “ASPECT DES MODES DE REPONSE. DU- SYSTEME -

2. Introduct1on o

Les tests exper1mentaux ont pour but d exp]o1ter 1a theor1e re]at1ve U‘_;fo

5*i5:aux pnopn1etes des v1brat1ons 11nea1res af1n de constnu1re un mode]e mathe- -
:mat1que de ]a stnucture Cependant 1es d1fferentes techn1ques exper1menta]es
"’5; ne peuvent etne eva]uees que si 1e mouvement du systeme ‘sous® test est correc— _'fcd»flci
tf:tement compn1s Ce]a peut etre fa1t par 1! 1nterpretat1on correcte d une ;f: g

~,?‘solut1on appropr1ee du systeme 11nea1re nen1ntant un. nwfnomene observab]e

(H-1, He2, G4, Di2)"

xF;II ex1ste de EQEEFGUSGS techn1ques mathemat1que5755ur so]ut1onner Ta tech—~
"gun1que mathemat1que ]1nea1re, cependant 1es so1ut1ons basees sur 1a superpo- i;.
"ifS1t1on des. modes sont 1es m1eux appropr1ees aux techn1ques exper1menta1es ;ﬁﬁ755?
"‘t;;}fconcernant ]es tests de resonance Ces so]ut1ons expr1ment 1e mouvement |
Z:Tdu systeme a 1a resonance comme un vecteun dans un espace Euc]1d1en n x n
‘.”*\engendne par n vecteurs propnes 1ndependants (formes des modos) et Tes com-~
' ”Tfjjiposantes sur-. ces vecteuns sont ]es coordonnees pr1nc1pa1es(KJLa reponse peut
‘Hafdﬁa1ors etre expn1mee par un nombre 11m1te de modes de v1brat1on ou de vecteuns ij;~""5‘ 8
“:_propres , | ( t‘ a, e | PR - f N‘ s
- On a resume dans ce chap1tre Tes express1ons des reponses des structures ir?”'“n'ty

.3ﬂj§amort1es ut111sant une approche moda]e en mettant ] accent sur 1es donnees de'fﬁl"

-

une force un1que app11quee _ un autne po1nt ou a

'”‘5p1us1eurs forces a tous 1es n po1nts de 1a stnucture Ce n est pas 1e but
?df,ide ce chap1tre de presenter des- formu]es mathematTQUES PTQOUPQUSQS et 1 accent?t
”:est mis. pr1nc1pa1ement sur 1es resuTtats prat1ques qu1 couvrent Ta: magor1te

Ades‘app11cat1ons.




hii 2 2 Formu]at1on mathemat1que prob]eme des va]eurs propres

"’2}2 1 Aspects de ] espace de conf1gurat1on et de 1 espace d etat

L equat1on d un pet1t mouvement force d un. systeme en v1brat1on peut .

'::s ecr1re dans 1a forme convent1onne11e de 1 espace de conf1gurat1on

ﬂﬁM x*2(t) + Cx* (1) + K'xt(t)_éff(t);, - :‘ﬁfi:“\fﬁd(l).dgsf“d?

#

matrice. de masse

o
B

.= matrice. d'amortissement.

=~.
i

matrice de rigidite - Tl

‘vecteur de réponse.”

Ly

Lt

N
i

_dlfoﬁdtjdh‘déffokcémenf" ?.;_-f»3: o

o Comme on procede que]quef01s au ca]cu] de ] 1dent1f1cat1on du systeme B

'dans 1 espace di etat 1es n equat1ons (1) du 28. ordre sont transformees en

~2n equatmns du 1er ordre dans 1! espace d etat,(D 2) MaL K. o*C' scmv‘ s/ymm’}nf,‘u{-ﬂ

n‘ Fingnwfifrl‘ﬁfﬂf:;f?

A ean

-r)x"“‘:l' ,‘.",-,}{/‘f S

.

Tanx2n

g |l
Canal o

n\x‘)‘ :




”1ig;Posons;f}f?;ﬁ”‘r

Le mecan1sme phys1que responsab]e de 1 amort1ssement est tres comp]1que
”{‘et est associé a1 1nteract1on de 1a structure et de son env1ronnement “0n.
n'a pas beso1n de conna1tre son or1g1ne dans ce chap1tre du moment que son o

‘U1nf1uence sur 1a reponse est connue Toutefo1s,_nous nous ramenons a un '

~f*amort1ssement arb1tra1re 1orsqu aucune contra1nte n est 1mposee sur 1a- forme ;~7:f:

.(._: Lo

5;de 1a matr1ce C, et a un amort1ssement proport1onne] poursbﬂ%ﬁ?ﬂ;ﬁ~ﬁ=ﬁ¥“- o 3 )

'Toutes 1es donnees sur 1es amort1ssements peuvent etre trouvees en reference(k:l 5.4 O(z:

L La part1e homogene de 1 equat1on (1) ou de 1' equat1on (2 ) est un prob]eme

";-c1ass1que de va1eurs propres L accent dans 1es express1ons qu1 su1vent est

'H::porte sur 1es resu]tats su1vants

h 1) 1es va]eurs propres ou. frequences caracter1st1ques, S
-1i) vecteurs propres ou formes des modes,\ve.

ﬂ{itt)i cond1t1ons d orthogona11te des formes des modes

'1;'2;2;2*3P%obiémé'dés"va1euh§apkopréé déns7T“espaceide"contﬁgunattonJ; L
'Considenons la partie homoggne de ]fequation'(T), .

"':,ﬁintnéﬁitt):+jb'nf(t)¥{ k;x(ti{=i0 ;if zl;i€i;£fFf f:;;i;ifof(SXiE;:ee:&. i

x Z { ding. & ] )( [d.ag'g '" ] x

'i?j0u X est un vecteur comp]exe et X son conJugue

y De (3) et (4), nous twons

[M Ldmg ALcf o/mg 2 ][d,aq éf ] Koo w
I ] € Lo Tl T 0
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~..ira n-racines comp]exes.Alt, . A et n rac1nes comp]exes conJuquees Al, e

1‘5}n5¢99}f\-

Les équations caractékistﬁques de (5) et (6) sont:

| Mraes NI cLanen] L K|

It
o}
~— N

M g X0 CLag '] K

"__L’équatioﬁj(7) est une matrice qui~a_g_rac1nes comp1exesﬂx1;;;;..,

‘ -Ah et les g,racines‘comp1exes conjuguées Al ,..;;,~xn De meme 1 equat1on (8). -

1]
—
°
=
((o]
L

..exr-=f-ar;gg Pk‘ g\f
Y

A= mraL =i bl

r
(HEC&S4)

On a decouvert‘que 1 amort1ssement Joue un. ro]e 1mportant un1quement

“i1,1orsque 1a frequence de 1a force conductr1ce est proche de 1a frequence de R
'resonance de Ta: structure et on peut etab11r un taux constant d amort1ssement
~£fv1squeux équ1va1ent E qu1 t1ent compte du facteur de perte de- 1a structure g;i-{

'*:iﬁL equat1on (9) peut donc s ecr1re de 1a fagon su1vante

Ao &Ly . - 5},:;\’4‘_(2);.‘ |

I A & —a

8 :e 1eme frequence nature]]e du systeme non. amort1 <Q]a:A;g?%“*- L

. taux d amort1ssement assoc1e au r1e mode e e

ll




-‘QQ'd'—‘rTemg‘fréquence nature]]eidu systémejaﬁorti ,‘f‘_f

ro.o v

o . .
1]

- Q - ’ ‘ . .
Oy rop toux_de decro1ssance
On a. ega]ement avance que les termes de coup]age d amort1sseur sont

R 1mportants seu]ement 1orsque 2 modes ou p]us du systeme ont des frequences ;fii-'
l},*s1 proches que de pet1tes forces d amort1ssement dans 1e systeme entra1nent
R PY passage de quant1tes 1mportantes d’ energ1e d un mode 3 1 autre Hasse]man(” 2) _

H,‘a ment1onné que 1es termes de coup]age pouva1ent etre neg]1gés 51,- ) AV?.Z“AfAf""

C; //t frl

C’ /omarf/ o’aC

| ]]/ 'C;,;rl <&/

B ¢J

”-VPour 1es formu]es su1vantes, on a pose comme hypothese que 1es frequences I
'.7v.éta1ent suff1samment espacees Les correct1ons pour 1es frequences rappro~ .gffgf‘g

ffchees v1endront p]us tard d' apres 1es tests exper1mentaux

‘Al‘l,g' . J s;‘“»l 'it;.:‘ ‘ .:. “'%z ‘l'»;?t;ff.r‘al ' ?}f‘ioz.;:",ﬁsn‘,d’
9(5'01 [dlag €. }X ’;;; e:jen Vee/or 0/[A X /5 a nsv/ Vec'/rn’ 5 /7

<<12) A';iéf?fiﬁ:

e esr
[d'ag é ]X e:gen Vec/‘or o/‘A

i eme

"feALe mouvement correspoodant la r harmon1que est donne par 1es équat1ons

x [Ld.aje ]99 u;g' “Jsﬁd}

[dlajc’g J[[ olnaj i(Q t ] [ohajc’cs ]JX

 : Ld103 eé‘ H o(la9 cos (Jz k- e )]X—’:,_ fea/ \/a/ac» (13)
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2. 2.3 Modes amertis

A part1r des equat1ons (12) (13);'en hegTiQeants]féiémehf"d'emoﬁaf_ 

-8rt 1eme

_ mode amort1 est donne par
‘xr, [[&@C :J [w@e-eléle’»_ D TR
| X Cos(e +526) X 605(9 7552_5) | LXCosj(j@+Qt) B

-

, le r

| X;Icas_[g'l.+~szl ;~) Xcos(fi -9 e) st(é w?f) »‘. “4)

L zn

X Cos(e 52 5) X 005(9 +Q‘f) : _Xeos(b +52df) R ':‘ R
_ -f, :.e_.‘ "*k””?f @n 1T 1

'I eme em

va]eur propre ou mode amort1 est donnee par 1a r colonne de 1a

f.;’matr1ce c1 dessus et est representee par 1es proaect1ons hor1zonta1es des

. ivecteurs de rotat1on su1vants

"”*:I; Fig:‘l iMbdeéfamertié*Sﬁ}”




‘pour t =0, nous obtenons-

1
R NI P
Q.
e d
B‘Q\
Q.
-
L—a
n

‘L'équation (14) est une matrice modale. Néanmoins en prenant sa valeur

:zgcbs 6. ;ZZ(%S<9 :zzébs 6 i   ‘ PR
| [ Ci:) - + Ck J o _-Xz/&,s 62/ " era’sgr" X;,f"’s 62/) 1 S (15) .

- ng,-‘-’* ‘.'T:‘_;_-X;T;}?\‘.r-‘, e Xe ﬂ

‘ Les modes c1 dessus se rapportent 1'equat1on (1) dans ] espace de conf1gu-'f'
:“f_.rat1on ol 1es co]onnes de ®d representent la forme comp]exe des vecteurs de .

B 'rotat1on de ]a figure- (1) dans 1e plan comp]exe,'

- matr1ce moda]e d’ amort1ssement -

"
il

‘:Qd, _ o Jiéme’

S mode amort1 : :.g;?ﬁi’? | t3ﬁ;;i ::5 } (1?);;,17{:'



ddEn der1vant par rapport,é:f;_'

Cowom Tt '1"!"'2:af5 . anzn

2 2 4 Modes’ amort1s comp]exes
=d

Les matr1ces moda]es @ et @d du mode amort1 peuvent etre comb1nees .

“en une matr1ce comp]exe (2n X 2n) du mode amort1; tres ut11e pour ]a so]ut1on SR

K ;du mode]e dynam1que expr1mee dans 1! eSpace d etat

De- 1 equat1on (13), nous t1rons

[.’:C .'JC:_, JC:.,]
S o man

i

nxn ,.. nxn_

H’ l | w M

: nxzn - N+ F

d;ag e’

i

. N ‘x

-

-5,_;A;dd?di [wQ’%] I [wqi>*}‘;:;;5.%¥”‘

-

e
o

matr1ce mode]e comp]exe amort1e

= [@1 “_.“_V"@Y“v e ‘Dn K

.cd _ . ieme
cd 1 Eme

i

modé.domb]éxe amorti -  ' L '~‘,,T;r (18):"

_ . : - _ A*é ?\;io_{df;h
—ZI_’— [é) [d:a_é) €. r J % [ dloj C' ]] :..-‘"

s e e e |To 20 L d der il NXE
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. ' la solution de 1'équation (2):. .

‘  { ;.  ‘-V?t 1:f ° | f"; a | ) ’  'A£b; f 
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"SE.S[é} ‘ié‘ }tii;i;;;iéﬁggjf dmﬂe -

. Ees/' ,m,]u\zzlfe ',

’L.'kéqUatvion’ (18')A"'peu't 8tre _'é>cr1'te- SOUS ‘une _Forme}dj‘ fférénte_, trés ﬁfi]_e. pour " e
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- Des équations (5) et (12);'oh t1+e¥f

"'~-Défmémefonjt1reJde‘(sjzet~(rzy;‘

' [len mu1t1p11ant a gauche par 9é‘j)

5“;.et en aJoutant (22) (21)

LM 00 ), -‘ée”c szf‘ f(‘xgéAf>':‘+.f;‘z'}.é~ Kf‘eé"; <>

2 2 5 Cond1t1ons d orthogona11te

Les equat1ons (5) et (6) ne sont pas ecr1tes sous ]a forme standard des

Vprob]emes de: va]eurs propres [A - A1l X= O, A1ns1 1es vecteurs propres

ne: sont pas orthogonaux par rapport a chacune des matr1ces* M K et C

'\Cependapt des,cond1t1ons.spec1a1es d' orthqgonaljte peuvent atre ecr1tes

éo@@e-suitind.

J*T

- -'n mu]t1p11ant a. gauche par‘; 5ét' et en- transposant RE

o 96 [M[ d«ag) ] C [ al:@ A ] < ] C A S (21)

e dey%; ). € L A;J, K
Lamgdy 1

%

9{: . [M | [_ daﬁ Ag l - C[ diag %{,T_J RN ] 9@ Lo
ii{uEu soustrayant (22) de (21), du obt1eut o

et (--fgge““M oy A) g M M ol

ro T

‘»,L* Le- cas - part1cu11er de "non- amort1ssement proport1onne] peut etre formu1e sous

. forme de 'probigme standard: de. valeurs propres, ce qui entratne. que les formes -

:.fnfde modes respectent 1es cond1t1ons standard d orthogona11te comme on 1e mon—»:j'gyi_j;
4;1ytrera p]us tard ‘ SR o ; oo o e
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o ';Comme A # A a-'\

'3;On‘rémar@ué_duelﬂ'aprés_(10)

'.'f  If A # A ‘we get
v - -drf _ :
&M (x A )

’ vlet.de (24);et (25);.on;t1re,

.'VIdT' ',g* :
£ ke

» 0

¢ Msé (A . )

d

T
#7k g

L *
s O T A

.. En repetant le mame procédg on peut Ecrire: .
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e ol
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' -demontrer que:

'Tf1ﬁ‘,_) w

- Les‘éduét1ons (25)

-

g # ,49“ s

"o

” {”M %

: Poufrr =0, et\a.partirfde_(ZT) (en remp]agant ¢

dAV~ 

e

and /6

T*?j

' et en ut111sant 1es resuTtats (17)

par ¢ ) on tire, -

(18) et 1 equat1on (2);‘pn a_
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dvT
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"En subst1tuant cette expression dans (32) et en UtT1fSant (29);_¢h]peut3“

- (32) peuvent etre ecr1tes sous une. forme p1us conc1se, .

%%.vx'
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"1ﬂra1ssent SOuS - forme conJuguee et peuvent s! écr1re,»;~

2 2 6 Le prob]eme des va]eurs propres dans 1 espace d etat

Les resu]tats precedents peuvent etre obtenus en reso]vant d1rectementﬁ~i?{' s

-nff1[equat1on (2);,'

E La soTut1on a ete proposee par Duncan (D. ) et est devenue depu1s 1ors :'

la méthode standard de reso]ut1on du prob]eme d amort1ssement Posons une :Tf:-

' -.“so]ut1on,de:1a»forme,”»

.AAE

NEYRTRE Tanxro 2

| cliyou X et Z sont’ des va]eurs comp]exes, en remp]agant dans 1 équat1on (2)“ o

“,’-on obt1ent, 1f"d

[A “'“v >1+ h a.age zJ ' e

"”fﬂffL equat1on (36) est un: prob]eme standard de va]eurs propres qu1 a 2n rac1nes,f;:*

o jS1 1es va1eurs propres et. 1es vecteurs propres sont Comp1exes, 113 appa-~»' .;

>\ e anc/ 5‘ d/ aj e S Z‘,/-

B LYy and 9 3 c/f.ﬂj'-'fi'e‘ o Z‘r

2L d:aﬁ g 1z (35)




.-_3»L}équation.(37) esthembiab]e a;]'équatfonf(ZQ)L
mi;D‘apkes"1esicaractéf%stiques des’ problémes ‘standards de valeurs propres,

.ona,.

o edT e d S P LR
| ; @?» qu éé ‘matr1Celdiagoné]e _'{f
o : o oo o A

c-j; 5 @Cd

- matrice diagonale

'~7;ﬂ.quf sonf.ieé'resdltats (33) et (34).

- 2m2,73_Cas5particulier No. 1: fpas,dfamortﬁseemehﬁj‘c‘=f50‘3. -

" L'equation (1) devient, . . |
: ;fAvec 1a meme so]ut1on de 1 equat10n (4), on obt1ent deux prob1emes 1den- -

"*Q{ft1ques de va]eurs propres (eQUat1ons (5) et Ce)) Les va1eurs PPOPFES Sont

"~f'donnees par 1es va]eurs 1mag1na1res,

Mmode ‘normal -

©
-
S
10

e

"szLes vecteurs de rotat1on representant 1e mode norma] de 1a f1gure 1 sont

R tous en phase “ou encore e =0-.

,1Les}eondi§iqn$:d'ortho?@he]itefsdhf‘ddnnéesipaﬁ_1es:equatﬁeh3f(2§)?etf(éjd,'e?oﬁ;n'“.

5T.M o .

, dmeg mrfu*V B

O KB = ; .
, K,Q" .ﬁjag kr~t¢




'S1 M est symetr1que def1n1e pos1t1ve, les: va]eurs propres A

s (m)?

iéj_ ::ddﬁdortg‘ddd,' r/]J [‘ buj[ /A(“)J[ hd]

propres,

“’f}gest un prob]eme c]ass1que de va]eurs propres ayant i vecteurs PPOPPES U

'.et i va]eurs propres Qz ou

et finalement,

© .masse par, -

'\"_L‘équation (38) est que]quefo1s appelee prob1eme genera11se de va]eurs propres‘:’.

- pour 1eque] on peut deve]opper d autres cond1t1ons d orthogona11te

So1t 1e prob]eme c]ass1que de va]eurs propres

Mu=2xu '_;_._--
(‘).

1ét ree11es et Tes: vecteurs propres u1(m) sont orthogonaux de sorte que,_, ‘

( ) () S S R
) J [ ’ ] e ="_-I matr1ce 1dent1te S

{ (m)_] [M][u(’"J [0/10 ,’l’””_]
(m)

De meme 1a matr1ce [M]z'a pour vecteur propre u
1 . . I

et pour va]eurs propres

[MJ . Lo “1] &[3_("‘_’ ][‘Uﬁf')J

-iCﬁxpeqtﬁéCriEef13éduation;(38)Vsou5j1a_forme class1qde.du.prob1eme_dé"ya]éursd R

[K][V”;itNﬂ 51 [MJ Dﬁj

[M K M ] [l\”) ><] _(2_ LP’? x]

Let [M-~1<M R ’-‘
L

‘ m

P _éf,}. °
"'."[f‘( )] | [ ‘(; J :»  I |

&

J‘“.’] M

"1 JCes equat1ons sont ut11es pour 1es techn1ques d 1dent1f1cat1on presentees_*'

--Vdans Te: chap1tre 5.

' Une'autrevaTternat1ve;de cette.méthbdé’estfdfexprimert1a_matrice'dé‘:'

,sont pos1t1ves;ﬁv“J s

;;(4])'h5t 
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H i
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| - , 'if;-.(;)
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fa 4

o 2}2{8}{Céf?béhticﬁTie(;N9352it'amortfssé@ép};gfbboftfdhnéf;lCf%ldfof,B K‘ij}g;}"
M X+ C X2+ K X =0

C.= o M + B K

:'u_i;On peut demontrer que 1a matr1ce modale est 1a meme ‘que’ 1a matr1ce du mode
normal de 1 équatmn (39_.) ~ Les™ valeurs pr‘opr‘es sont donnees par les equatmns:.‘,,.
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LW r‘\a’ .

“Les "lconditions d"'ov‘th'ogonalit'é "s'ont';-"

o1

M. @ - »diag‘mr

- @T K L .g:.d]‘ag k. B

Y‘ o

'2 3 Formu]at1on mathemat1que prob]eme de- v1bv‘at1on fov‘cee

, La so]ut1on du prob]eme de v1brat1on forcee J SRR

o ~1 So]ut1on pour 1 etat stat1onna1 re-. avec superpos1t1on des modes

Reponse en un po1nt d une force apphquee a un autre po1nt

: Images du mode fov‘ce et cond1 t1ons de- generatmn d un mode noY‘ma] puv‘

23] SJLI—J." rc"gh/eme/bermeom/e Sulbdt’_ /bouém /?70’/“/6 ,'

Cons1dev‘ons les equat1ons (]) et (2)V, et so1t-, ‘
o w! 'l-y_’- ,
[(/) [[ alrag e J F [ o/taj e J . ] F ]-7

'. nxl L : lnn - Iix/] R R

Tamst e

osidgl oS [ ] £
o "'_f'.; [ Ld'ag c“"”ﬁ X1 d,n, @ %‘”‘ ] ><*}
=0

oAy

<I> C o = ‘:di*ag.c d1ag 2m Q g (amov‘tissement ~v~1fsqdeu‘x.) o

e [[d.ajc J G. { d.af, & ] s ] AR

[[d:og&we _])( [Qjmg(o(a)e ]X J (45)
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, ‘n:7é'kt};#£[:;é£Zf?f}’é

~de 1éurs.¢onjuguées,:on obtient;‘f

‘~f.' So1t, ;e ;:'Z'u

En subst1tuant (47) déns:(46) et en mu1t1p11ant gauche par ®

L /0>n_’ 460)( onln -ej E” j)(*
tly [w S L;‘sg‘ I x*v”k

'u .

'nagswa 2 2]

:7‘n_En:sub§tituaht:(4ﬁ) et‘(45)'dans;(2);~et“en sépanaht?fgs_va]éuns_cémpleXean.:

il

[d1ag Jw] AZ. S+ B Z
[d1ag ( Jw)] A Z ¥ B Z

il
@

'd L
2nx1 ? Y2nx1 2

fifQ%'f”:oGA @Cd_est11a“matr1ce‘m0da1e anortie»complexe'(éduatibn*(18);f9* S

_ et Y2nx1 vecteur comp]exe constant Sl L _

sdt

_§~:: ch npafi“ d .
Ld/ang]Cﬁ ,[_\f{?’ c:{> BCID @ G

[chqj JLU] .[Chagc(f I

‘} G. (481),‘,‘;“1{:__.' O

RN

; on obt1ent, _-’-

.‘?fif En remp]agant par 1es equat1ons (33) (34),~on obt1ent,:, ,-‘:i:ilif“afgf BENEEIRE N

0. [z{] SR
{F/'Gj( )\*"(")J .




olia et Yy sont donnes par les equatwns (29) (TQ')-.' o

’L'équatio\n,(48-) ‘peut 's'écr"i.re, L

[o//a_g Jw][ dmjd _
, T "*"_ = ~ axn oan

,;‘ﬂ“ [4,69 Ac« ][ chﬁ’TF -

[O{mﬂ Jw d'aﬂo( “bf J [dlaj} } X ][XJ ‘I’ | _('49:) e

_°U 34 est 1a matmce moda]e d! amort1ssement (equatwn (17). ERPENEN

K ~",‘.'..Des eql_latjons,(49) (29) (30) on tire, S

o '.”._’ MR- (;w ’A >

ot (sw A*)
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© L'squation (50) peut 'ehlcore.'s“éc';ri.re,.

SRR T
A SR o (3w r) ﬂ T x5

diag. !
Lfﬂs =

De (455,Hk47) et'(SO);:on a,

[ahag ) CF’"‘.T (52) L

O i m:)

Cl?[clu{g}\]ld? [dtdj}\ M[dl

d olﬂ'

X .3 »[afag, ]q5 F‘ =3 [d,ay Jcé F

( Ja- A ) (w0 T

- Ltamplftude du deplacenent du point p est alors

XPZL as“’f- PIEEE N A
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;

. :;?oa'¢g‘ est 1e P

;51 une: force s exerce en un po1nt k, a]ors F F : ;=i0“~;; F,--0 };QU F

:s est ‘une va]eur réelle- et 1e dep]acement du po1nt p s! ecrit;y

'“.Si.p]US}]oih,dne?force Fe s'exerce en un point k, le dép]acémeht dd,bbinﬁ-p:est,':

" 4 d | .i_‘;; Af:: fiff_'J*.unt  A;if‘1.‘1.-'E'ir  {i ;é
[Z 56/” 9ét" Z 969%” ]ﬁg Sos)
R G T e Gead

iéme 1eme

e]ement du v mode amorti,

¢ ¢kr
o
o

' “f-et_ ‘.1' fE——~—f 'est appe]e 1e res1du au. po]e r.

- {  On about1t de 1a méme: fagon, a part1r de 1 equat1on (46) 5;f5“‘3'

T gL T e

.,», “ (3‘” ” B SO R

»A paﬁtir1dé (53),-(56)_eﬁ (65)‘1& solution de 1'&quation (1) peut s'étffre,"

gy
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i “ ~ [(

[2( g );wf

: .r(é_cu }) .» r(3w>‘)

+ { P"' Jr -

57~. Des équation§ (]6) et (58), on peut écrire, -

tL*."'. N
L

| . : 4(6 r*é,ér
5%,- 7ir {r -

A_ (e/” * /{r)

92 Xpr xz LREREENE

4(9 +6 *’“‘“) ] _~‘(ef,,+9ff¢;x)‘
e

{ o (fw- 3> + o«,(aw %")

J(GprTG "‘)6) -3(9/,, * ,5,1“‘5"‘)

o< (aw— ;

.'_'5 2 3. 2 Cas .ﬁi3amdrfissémént’propdfﬁ%ohh£1ffT:3.:“ 7l*3f<m\ 0

‘_'?r ,’ ?Pf; = ¢r_ évimode_normaj T

ﬂ!ij"On tire des equat1ons (43) (29) (30)‘et (10) B

‘,.5 5 ;;;.Znﬂlx +2ﬂn 652 ‘24,m7ﬁ /ﬂ—ﬂvﬂ
: o(* 2/)77 | 2077 éﬂ  ,,_ 201/;7751 V("'é)

L

B T B uw >, ’é

i?(585f SRR




- B o - . . . - B .- . B . : - -

ol "cose--{ (e, ,'__w) o

mw) g(;w >+ S

_j.a,x R -~wa AL

Z ?.Sﬁmgéf{ e .e } B

.- J(CUCL- ',) o g(we 9,)

- Z it e }

——

R e ‘?“’Q)z /(Q ‘“) (9““’)

\/(Qz A g’o.w)

z@ﬂw ‘,

‘/;)_ CU) (lfflw)
Z 5‘%,, ,or' C"“(‘Ué @>

. S/n 9

+ 252 )// S (4(;;w A)j J(Acu A ))}



-

C . ;‘;OU, Al:p =‘Y‘éS'idU au pﬁ]e ro= _L_C

NGB

-L'équation"(GO)"peut-encore §3écriré,

>"<  , :\ Jut r . ‘;‘3@‘4 o

-
1]

fonction de transfert

: 1
2 _ 2 ;
.(Qr - W ) + Z.CF‘ Qrw.

_ - cos Oy : 5//1 Qr oo
V(Q UJ) (C’.Qw) ._j V(Q CU) (zg;.Q‘U)z

) (92 - 2) -3 2{ Q e o

"On peut également é&crire,

ip 4207,5%.V7:E?i~' <,

Yo= ] -1
;-.(J@~- Kr}

La fonct1on de transfert ¥ represente 1e taux de dep]acement y et

“la- force genera11see F est obtenue 3 part1r de 1'equat10n,.,

~f'°° ) | o ; | ., | -
g 2 Gy hy

e




2 3 3‘ So]ut1on pour: ] etat stat1onna1re, 1mpedance dynam1que

Les so1ut1ons precedentes developpees dans 2 3. 2 sont ut11es pour 1! 1n—' :*f‘g
' ‘A“terpretat1on des resu]tats exper1mentaux D autres so]ut1ons sont ut11es
'7:_pour 1 eva]uatTonrnumer1que La so1ut1on su1vante peut etre emp]oyee pour |

1 ana]yse de sens1b1]1te d1scutee dans Te chap1tre 6.

t'v A part1r de 1 equat1on (2). et des equat1ons (44) (45);}6ﬁ‘angi\ [fV
I‘//x . Cx . /’ (i) (2)

N __zdr’
'x(‘) [ X» -J X J (45)

D°“ LK Mw ) d'fw Cl X F :' /

v
LK _P4w JwC,]X F

 @< if_ [f< Fﬁw‘+3wcj’»ii

W - Cl ST
£/< M | gwe ] /- e

'ffCés deqX}éXprés$j6n§.Sont»éqhivalentés_auk égﬁétions5(53)§ét (56);"5' =

"I 2 3 4 So]ut1on comp]ete expr1mee en fonct1on des propr1etes propres

On peut ut111ser 1a so]ut1on su1vante pour obten1r une reponse = 1mpu1s1on

"@ut11e pour 1e processus d 1dent1f1cat1on base sur 1 ana]yse des frequences non
'i;fharmon1ques | RSN L
Pour 1a formu]at1on 11nea1re par b1ocs de 1‘equat1on (2) 1a so]ut1on a f _ f“’ ‘ -

:;une charge arb1tra1re f(t):peut s expr1mer-(B,1]) dans Te: cas de [A] et [B]
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. sOnt donnés par les équations»(18)  (10). et (20). La pre- '

L jm1ere part1e de 1a so]ut1on correspond aux cond1t1ons 1n1t1a1es comprenant Tes -

V1tesses‘et~1es,dep1acementsh1n1t1aux. Pour les applications aux tests de re—.

" sonance, le second terme donne la solution stationnaire et on a, pour Tes

“systémes stables a valeurs propres complexes,
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" “La réponse d'impulsion du systémé dbténue,parjl‘équatidﬁ_(58)Abeut=étré

~obtenue en faisant une transformation inverse ( K.2 ) pour avoir, .

Z A D I b

Pour

7__;’; s f_,: / / @ss (Qr i//-g *'.'6/"#’ )

2.3;5‘ Cas No. 3: fonct1on de transfert de deux dep]acements

iK105térmah_(&3) est part1 de 1'équation (58).pour arr1yer 3 1'equat1on

x/& g | o( ((;w }\/) m> ._

' force de react1on dans la d1rect1on k a 1a base de 1a structure quand.f'

[e)

< T
SR .

u

iame

~la structure dans son r mode de base f1xe de v1brat1pn.

R

mouvement a la base ol est installée la table ‘vibrante.



'i‘redu1te i la forme;

2. & Modés forcés

Sous certaines. conditions d'excitation harmonique forcée, le mouvement

“’-.du systéme»peut»étre un mode normal pur (6.4.F2),

Le mouVemeht est décrit par 1'équation (1),et x(t) et f(t);sont-ddhnés |

par 1esnéquatidhs (44) et (45). Soit:

M x°° + C_x°_+ K X = f(t); oo (1)

f(t) = 1 [d1ag e ] F + [d‘laq o '@t]_.F*j (44) o
x(t) =4 [diag eawt] X + [diag ™9ty X" . (45)

" 2.4. Cas-No. 1: toutes les forces composantes sont eniphase,.‘A 

”‘F’O-JF F =0+JF

.7::'etif(t) ‘est un- mouvement harmonique pur:

H g s 0t § S'"w”}( 4 ) {O"J( cos we f's'(»éé)_(j'r)} }
= [O[laj S;nw(‘] F L

0 0n cherche une so1ut1on pour x(t) telle qué 1}équat10n (45)9pui$$é 8tre  '

x( t) = fd{ég sin (i wt - e)] X-  ;;5-fi_f :A‘; r~€}.(é4)f* 

“fm_ou e dep1acement en chaque po1nt est en retard d un ang]e constant par
. rapport la composante correspondante de 1a force s exergant sur ce po1nt

. .Des equat1ons (1), (63) et (64), on tire:

M[ d'bj.i;.wzéé'n(‘vf- 9)” L C [é//aj-iw Cos (wf .'-e )”

i k:[ dng.iﬁéﬁué“e)] . 2 Lfﬁbj;sﬁf@ﬁ)];F.;- ;_ (65)



“En séparaht'lés cb—facteurs-eh éin mt-etiiés(co¥féctéuf5,'dn a
o [[chag cos 61 [K - M[chag w?] + [diag si_-n',e]]C_*f[’di'a'giw]]";XT
f}”:,[-[d1ag;s1n 6] [K - M-diag wz] 4\[dia9_dos G]jCi[diég Q]]“fX'

Si cos 6 # 0 on- peut mu1t1p]1er 1'equat1on (67).

et obten1r

[[d1ag tan 6] [K - M[d1ag w ]] - C[d1ag w]J X -

"}'.propres correspondants sont orthogonaux comirie- su1t

‘ §§ 
f‘

[_C (c/mj cu)] [0/'09 L ]

et -

o ; 9é [ /<’ fv7(;4c27 w" _]
| 5- . %

[ K M (0]109&) )J CP 01109 C? J

7 [c (d’;cy a)) Js‘é/

M

par5fdiég 

e

L equat1on (68) est un prob]eme standard de va]eurs propres avec 6 = va]eur

'~propre “Pour. chaque w # Q 1es rac1nes tan e sont ree]]es et 1es vecteurs




- ta/f 6? i=:f*«_

i

“sin 8 fﬁh,éf;w;"~ cos & = I S
r j oy (72)

~ Pour Te cas part1cu11er w =-Q s il ex1ste une- s1ngu1ar1te pour 1a va1eur de o

3 tan 0, quand e %-. D! apres (71) (72) ce}a arrjve s1;ar‘ 0 ou3

¢fT

fr

fi:

G Ml e

' D'apras 1'équatidn.(40f ce cas est possib1e“§f ;-

= -¢r = mode normal‘;*'-% .
'ka'aVantagevﬁrésenté'dahs ce cas particulier eSt*daefpaf}excitatiOnfmu]tiple o
3 une frequence correspondant une fréquenhe‘hatuﬁeTle'ndh’amortie,’bn‘peut
,exc1ter un mode normat vrai sans re]at1on avec 1 amort1ssement du systeme
,Il est seu]ement nécessaire de trouver 1es e]ements de F qu1 peuvent exc1ter .
x'f“]e systeme en harmon1que avec des composantes en phase et dephasees de 2 parfe ‘
' rapport a la force. o | » ' R '
Soit«F 1e vecteur de force'engendrant~1a Va1euripropre 8 ,.alors
[d1ag cos ] ] [K - M d1ag w* ] + [d1ag s1n 6 ] C [d1ag w] ¢f F . '](73):5

o

i*En mu1t1p11ant gauche par ¢ 1 on obtieht

o ¢ [d1ag cos. 8 ] [K - M d1ag w?] ¢ + ¢ [dﬁag-sfh é}]f[c Aiéglélf¢£

e (69)’ (71) et (74), on tire,

pdur r # sv: .¢:T F% #' 0
‘ (75)°

[
[

pour r.=s : ¢ F




‘7  pon.péut vqi%*dFéprési(73) ét (6?) que, -

Ik M(o/mj ;;2)]
] [ Cf (aOQj CU) ] 55

[ cﬁag

F
r 56,

[ahqy

R 1)

- fCes/résu1t§ts sont regroupes dans Te tab]eau (x } et 1a figure (;}.
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'“2.4.}‘ Reponse a une v1brat1on forcee en modes forcés -

Revenons al equat10n (1) |

oMt eCxe K x = F(8) (1)

e So%t‘F(t),ité] que décrit7dahS‘Te cas no. '1;-équatibn (63)‘

©F(t) = (dlag sinwt] F. - (63)

-",”j:Developpons 1 equat10n (63) en terme5>de>f0rées propres Fr;'éduatiQn"(76)g

K0 - Loy sinet IF - Z ‘[ a//aj(f smw“] P o
on J;-; ¢onstant; | o . N

' En;mu1tip1iant gauche 1 equat1on (77) par le mode forcé ¢ . on obt1ent

Sé v drag, s_/}é wi‘_JF z 95”_2; [a’:aj(f Sim cu( )] F
T S
P lon = % [ﬂjigf N Nﬁl

txn

'

—
<o
—
%
™
8
&
—
54
_n
3
(o]

| . . ' . ” net
L SITE

e (76) et (71),

o [K Mw@wﬂ
[C&%wjé

'R
-
~
ST
W%

.




X . . .
. H .

" De (78) et (79) .

e T s .,-’/r
R s

. ' :‘/9 .l/a'ﬂb’
[f]nx/. [O/’aj ea 9] 43 F z [”1"‘_’9 Q’J Cf’

| b,
. [ol:ag T c}”p—-
. V‘——

2
7l

o Finaleméh‘t-,'i‘u' é_q'uat.ion . (77) .pe‘ut‘ s‘écrire-;

Fs,” cuf'] F

IO ohag sin et J r Z [ d,ag
[F FJ jag. Sl 7 T “
- [o/ 9 f‘a,r; i GT:’ F

r

. - '-'.
Cose g,ﬂe

eszé/:‘_ Q. l/a+éz

o .La reponse du systeme a chaque harmomque en (81)~»est donn‘ée"pér, _

la /or_-c'e harmont gue [oltag ( s wc‘)]
~‘,Ia' _'r-e}ofnsé Aqw’némydﬁ’ Ld:ag s_/‘ry:'(wt"- ,)J g,é .

",\Ai"né‘iv,:1a*'v‘éponse tot’aJe' 'est o

,,f+e~ %e\,

>oU ¢f F peut 8tre remplacée par 1'une que1conque des equatmns (82).

dep]acement du point p dans 1! expresswn (83). est a]ors

”

< (6 . ZI 96 mm(wz e)sé’ }
7b =1 95/7,:"

sm/cu( Gr)gé c_ﬁ [alm‘y 51;(&)/ G,,) ]c_\"E F‘

~Le




©7, par une formu]e ana]ogue

- Si plus loin une force harmonique Fk_s'éxercé sur le point k, on a,

0 F K et
R ”[Ccujgé Ta{ f[/< szjgsfj J‘/z

—Z . fé’r 9,%» sm3‘ 5”’(‘“5 6)
, i [gﬁpr[cw] 96/,]

SRR |
'Z & A e ey
’ . I";/ [95'£r[K Md’angj 96/’] (84)

: En comparant Tes express1ons (84) et (61), on peut conc]ure qu'en ut111sant

" le mode forcé, on a expr1me la fonct1on de transfert entre les po1nts p etk

-

ce]]e ut111see pour 1 amort1ssement prOport1onne1

e Dans 1e cas de 1 amort1ssement proport1onne1, on peut montrer que tous Tes

n modes d' amort1ssement forcés. dev1ennent des modes normaux, de te]]e sorte

que,

ol =g, et o -

B ,Deé.équaﬁions”(72)};(71) et‘(43)'i1 vient,

tan e —_— L L ()
r . . .

et 1‘éqgatfdﬁ:(84):devient:,

.n'

xf" >, Z ‘7755'_ S/é,. Sin (auf O)
ro ¢ M(/(Qr ) (z ;QCU)

.\.c'est-é-dire.]'équation (61).




- ce qui peut s ecmre,

- [[ /< /\/]almja) ][dlajsfnog [Ca)][c{mgcasdﬂ [dlaj smﬁJF . ég

. -"iLé_l» 3 'C‘a_s'vNov."AZ 1es forces composantes de F sont harmomques mai's '

.. pas eén phaseL ainsi (7'2)

F = _Ldl’a?: eé SJFO 'F=[d‘aje ‘- _razif;-?_‘req/

_L"écjudtion’ ;(44:)~donné, B

R ,(whﬁs) i hlgi)»
[f([-) [. 6100—3 < dm;j e 4 w - :’;-o

u.ay oot wr/%)m~ e

~.0n cherche’ pour‘x(t) -~une"so]u't1'on de 1'a ffo'rme_,_ R i

x(ﬁ) ___[[d:age J X _,;[c/zajeJJ X ] . '».‘(_87)

-' Xa' bn vec wr' réz? { /5: o(s . ‘ CMS/M/ Co
o(s) - laby
~’ . > U‘) ‘ [d:aj ej(w “ a’:ag e 4( _ X‘)J

[ J:aj cos (wr-;"‘\’) JX (88) —
| En. subst1tuant (86) (88) (1),_on obt1ent - P

[[K degw ][ o/la_q cos(cuh « )_] [C’o(:agw][ahag S/n/w/f‘\’)_ﬂ)(o

[C/laj Cas(a)/.t-/@ )_]

[[K Ma(lajd)][d\dSCaSX [Cw][d'qgsmc\’]]x [Jlagaof/g] /  90)'

En mu]t1p11ant (89) a gauche par. [d1ag sm B ] (90) par [diag co_s Br] et .

",.en aJoutant on twe o

[ [L] [ dlag Cm 9 ] .4. LQ] L d‘ldj sm BJJ x e F; (91) .



En md]tip]iéht (89) 2 gauche par [dxag cos 5 ] et (90) PafA[diag'sin'B%] ot
en soustrayant on tire. . : o .

[L,Ql."[‘am_q”eése'l C[UlLdigsmed] X, o, e

[L] [alagsm/slik w.ajw][a.ag sm/3] [a.ajw/@m Mm[a.agcésﬁ}
[ohajsm[a’][Cw][ol'ageeS/@]._ [d,aga,s/sj[cwjzoz,ajm/o; .
- [@): [dagasgllx- M)l diag sin 8] [amysm/sjm waJfa/'gs»c»ﬁJ_”
| +(a/aayea$/3 J[Cw][d/ag w/?] [d/aj Stn/S][Cw][ahaj mn/sj

.N.B.: - Si les B sohtatoutes des constantes, alors L #-[K - M diag wzj"et

. Q -[C dlag W] et 1es equat1ons (91) et (92) redonnent 1es equat1ons I

‘(66) et (67)(., .

o bourLe #”O;»lféQUation'(92) peut s'écrire. | | o - |
‘i;i;“:*faL'.f‘T~ ;{f; t:’ [Q] - [L] [d1a9 tan 6] 'x;t;;O‘»ﬁ ﬂ,f f:¥ff; SCEI SRS
A “L equat1on (93) est.un prob]eme de va]eurs propres ou Q et L sont des matr1ces¥_;vﬂi_
‘_~ree11es non symétr1ques Les va]eurs propres et 1es vecteurs propres ne sontt -
”‘_?1:donc pas forcement tous ree1s | S | ' ‘
 :So1ent Ar et X0 une va]eur propre et Qn vecteur propre typlques Atérs’x:\'\ o

* .
- et Xor_sont-auss1 valeur propre et vecteur propre.

On cherche les solutions possibles réelles pouk Ar'et Xor ol,

tan 6 = for O Koy tan (8. - (94)
an - = tan --a o :
or XT L X | ) sr. 'sr’, |



e

2.5 Conc]us1on'

D1fferents types de modes peuvent etre exc1tes en ut111sant des exc1-~

'~tat1ons so1t en- un po1nt unique,- soit en p1us1eurs po1nts Cependant on a’

pu montrer que 1es modes normaux purs peuvent etre exc1tes un1quement sous

V]es deux cond1t1ons su1vantes.

1.

structure non amortie exc1tee par ses propres v1tesses ou dep]acementS‘

‘-1n1t1aux et 1alssee 11bre de ses mouVements,

.n 1mporte quel type d' exc1tat1ons avec amortlssement et composantes

:7fy1brant en phase.u

Ces "

cond1t1ons seront d1scutees u]ter1eurement dans 1e chap1tre 3




CHAPITRE 3

REPONSE STRUCTURALE ET PARAMETRES'MODAUX

3.1 Introduction

| Les techniques exoérimenta1es'c1assiques sontlbasées principa1ement.surf -
fif]a techn1que de. resonance de phase ‘découverte par Kennedy et Pancu ( I< / ), A;
.qu1 porterent 1a d1scuss1on sur le comportement 1a resonance de. la- structure

- ut111sant Tes. modes normaux. Fraegs de Veubeke (F 7) et B1shop (6'4) eten—3

“d1rent cette techn1que aux cas des v1brat1ons forcees pouvant exc1ter un

- . mode normal. . Cettevtechn1que_dev1nt~1a base des méthodes exper1menta1es .

_ d'excttations moltiples. Les_modes comp]exesvamortis furent suggérés par '
la suite partbsselman'(b#3), K]osterman (K"3), Bé]ireau (3-4) et~Richardson
”?(@*tjfcomme'approche p1us réaliste du cas de resonance amort1e P]us1eurs\~
art1c1es resumant ces methodes-(; ‘\51 ) ‘ont ete pub11es depu1s la f1n ‘des

fannees so1xante a nos Jours

3, 2 Parametres modaux :_}‘
~ Les parametres modaux sont 1ndependants de 1a formu]at1on du mode]e

| istructura] ana1yt1que (equat1ons 1 et 2) Le but pr1nc1pa1 de 1a techn1que 'f\ ot

'.ffde resonance est de donner une est1mat1on 1n1t1a1e de ces parametres compre-“

"“:'nant} 1es fréquences moda]es Q , lé taux d' amort1ssement Ly et 1es fonct1ons . itﬁiﬁ' o

d'ondes ¢ Le prob]eme que do1t resoudre 1! 1ngén1eur est de- cho1s1r 1a

fonct1on de forgeage qui exc1te suff1samment 1es modes de V1brat1ons pour

- permettre.des~est1mat1ons:ra1sonnab1es de ces parametres Ces fonct1ons de

forgeage peuvent 8tre des forces harmoniques d'état'stationnaire, des forces.
transitoires ou des forces aléatoires. Ce sont les procédés d'excitation

" harmonique développés principalement pendant les années soixante et soixante-dix



s qu1 font 1 obJet de 1a d1scuss1on dans ce rapport Certa1ns parametres
| T_cependant ne. peuvent pas. etre mesures d1rectement et des procedes d est1—. s
N mat1on 1n1t1a1e bases sur des processus d! opt1m1sat1on et d 1terat1on ont

“ete proposes et seront ega]ement d1scutes _ En genera] 1es procedes exper1- N

\

_‘mentaux requ1erent une - 1nterpretat1on prec1se du comportement des structures
,1orsqu e]]es sont soum1ses a une exc1tat1on te]]e que ce]]e presentee dans o

"~f31a d1scuss1on mathemat1que du chap1tre 2

3.3 Incert1tude de. parametre

On rencontre des™ 11m1tes prat1ques chaque f01s qu un- systeme cont1nu o

. est remp]ace par un mode]e & degres de 11berte 11m1tes Une d1scuss1on de-»

ta111ee de ces . 11m1tes ‘a &té présentée par différents’ auteurs a~]aAf1n_des -

dannees so1xante (A 7”3)

L e]ement 1e p]us 1mportant | respecter du po1nt de vue exper1menta1
est 1 orthogona11te des modes normaux est1mes - Ce- po1nt a ete m1s en ev1dence
par (P7'3, R.2 ), Un 1nteret recent dans ce prob]eme a. 6té 1ntrodu1t par

Targoff (727 )? Bekman (3 7) EW1ns (&:1) et Barach (8. l) Certéins fésu]tatsg

de’ ces. pub11cat1ons seront 1ntrodu1ts dans 1a presentat1on de ce rapport

L autre e]ement 1mportant d une cert1tude v1ent des va1eurs d amor—‘

L t1ssement Les 1nterpretat1ons d amort1ssement ont tou30urs presente des . L
ﬂ”d1ff1cu1tes Du cote exper1menta1 les. mesures de mode comp]exe amort1 ( H*4'>);j*

"{.auss1 d1ff1c11es so1ent e]]es, ont apporte une ame11orat1on dans 1es resu1tats

- 3.4 Procedes exper1mentaux

-_Ces procedes peuvent gross1erement etre c]ass1f1es en deux groupes

i) Procédés d exc1tat1on en un po1nt . _
i) Procédés d' excitation en points mu]tip1es.




Les techn1ques d' exc1tat1on en un po1nt sont genera1ement ut111sees

‘pour determ1ner Tes-modes a partir des reponses mesurees en frequence,
-'tand1s-que 1e$.techn]ques d' exc1tat1on~en\po1ntssmu1t1p1es sont.ut11msees
‘pour3annUTer-tous les effets dus & 1'amortissement non proportionnel et

;;détérminer-]es modes réels normaux.

3.4, 1 Procedes d exc1tat1on en un po1nt modeS’normadx: o

Ces tests sont menés avec une force harmon1que s exergant en un po1nt (k),~

oL 1nterpretat1on du mouvement résultant au po1nt (p) v1ent de 1 equat1on (62)

",dans 1e cas de 1' amort1ssement proport1onne1, so1t

'x ) 4@4 r»it Jmt‘ . o Sl :
I P A S S J o

 ‘_gL'équation (100) represente une va]eur de reponse ree]]e. Cons1derons la

7~ 1prem1ere composante comp]exe de 1! equat1on (100),(so1t

= -

r Jwt o o N
‘F‘R=2Akp-Ye3 o)
. k  r= | |

$ {"ifT= - : | [i'f', ,;;A. » ‘ f"f : ]:; ‘ .‘21  ‘

24/’” ‘Q /_—— '1(3“"»"%?‘)‘.; ' m

/m,,[(gz a)) ( f&zw) ]/z Jmf[(a a;z) as szw) ]/z
) e -ger o o
T o) gy |
»Gos e, SZ,; - u)z _ s, o ;’JZ w

[ gmeyTe ™ [m T mu




' '“composante quadrat1que (AE Y

: :L‘équation (101) peutfétre'feprésentéetdans‘n'importe 1aqué11endes:formes

c1ass1ques

Nyquist.(Akp,Yfée].en fonct1on de Akp Vi ), de Bode ( | | = f 6 = f(Q),C\

e1 = flw ) ou’ composante en co1nc1dence'. -

BRI YImg - f(u).
. En cons1derant 1a representat1on de Bode pour 1! equat1on (101) et en supposant

- que 1es modes mesures se trouvent entre 1es frequences m et g, a]ors, ;‘-‘

TN,

e ST AT - . . 4‘“

‘ .f'}g_. o 3 r
\/ﬂ?ﬂ{"“ ’Q?Sfmff’ét Medisu red ﬁe;ueﬂ/ '/_Qe-s./'a/da/_ F/?;(/‘ér'%;/f/
- dominaled by rigid- . renge . o Ral contribitm
R modes . :
Mw? ' :

A )
© M mass _ojsa‘l?lé’”’
& T

S1 au cours de ] exper1ence 1a frequence S approche beaucoup de 1a frequencel -

.-nature11e sy alors nous avons, E ‘av'f- j
[T A e B A T "]k,
Fe Pﬂa) m AP ﬂws(;quzk) s#!
= (MlET + R;) + terme de résonance +‘(R2 + Ra) S (103)

t
Si Te terme de résonance est prédominant, le mouvement peut &tre considéra

comme un mouvement acceptable de mode normal, perturbé par la contribution



;’neg11geab1e des autres modes Ce]a demahde duezies modes sofenfcb{en separé33>
On peut apporter une. amélioration en redu1sant 1es termes res1due1s dans
:‘T'equat1on~(103) parerapport au terme de résonance.. Pour ce fa1re, pn.peut
duti1iser-1a composante envquadrdture4de 1a fdnctipn{de.tran§fertin-deseue.

s Fas

'r/’ | Ry + =T+ Ky 7 Baiag. .‘.104_
/'r'lﬁ 0 o+ :Ilﬂj /)” (25 _Qz) /211)917 ‘.,. AD@»:M} ; ( )

']-Tant que le terme de résonance reste le meme, Tes termes. res1due1s de 1 equa—_V C

- tion (104) sont bien p1us petits que les termes res1due1s de (103) part1—5

L]

'ffcu11erement dans le cas d un- amort1ssement fa1b1e Certa1nes mesures prat1ques:'

'~;font éte recommandees (Kll) af1n de réduire 1es perturbat1ons de 1a reponse
. par des modes jnde51rab1es. Ces mesures sont Tes su1Vantes.v
i) utiliser des vibreurs n'excitant pas ces modes
_‘:ii); appliquer la force a un noeud abso]u du mode de te]le sorte
- qu' un V1breur ag1ssant sur.le p]an de symetr1e n exc1te
aucun des’ modes ant1 symetr1ques »
Ces résultats fondamentaux sont discutés par de nombreux autedrs (KL keg A0)
etdprésenfes:de.fagqn~teee détéil]ée»danedﬁousnies madue]é de_Vibfation’de. |
'd. référence. = | | o IR |

3 4 2 Est1mat1on 1n1t1a1e des frequences nature11es et du taux
' d amort1ssement méthodes - c]ass1ques

Le Schema .ci- dessous represente un bref apergu des resu1tats obtenus
'par les d1fferentes représentations des fonct1ons de transfert comme 1nd1que f

en 3.4.1:



~3jRepréSentétion'Nyqufst‘z“

Chaque Y represente un cerc]e (K-“F4'i F, ) dont 1e centre est
s1tue sur 1 axe 1mag1na1re mu1t1p11e par un facteur d amp11tude ¢ ¢kr’ et- o

a un ang]e 6, de L axe de reference On peut trouver un cerc1e de. me111eure

”corre1at1on pour représenter la fonct1on d' ondes

' bes//?/ é}}eéﬁfr}@ﬂéde- exi ;

o/ /s e, TFSC’)//P da//_ .
Q;;;em’£;€7aeaez;s J v

”’a/ OAWUG As.
o DCU

Figure 3.1

“L'interférence de deux modes adjacents décale.1'origine de:chaQUe cercle
“sur 1'axe imaginaire.  Les deux cercles sont reliés par une boucle carac-
' ter1st1que si 1es modes ‘sont b1en separes, ou par 2 po1nts d 1nf1ex1on s1 .

- les modes sont a pe1ne separes

/0(’0/6’0/ a/fa,w/on o,[)//;gx /’d/c :



Pour trouver 1es est1mat1ons requ1ses, en supposant ! amort1ssement
' proport1onne1, on commence par dess1ner les’ cerc]es de me111eure corre]at1on
'pour chaque mode

i) frequence nature]]e

,Q est determ1nee par le taux de changement max1mum de 1! arc As

. avec la frequence, a- 1a résonance;, d%éjm est max1mum.-j_'

' ;ii):;taux d'amoktissementg“
Y T
Cp R, tan 8/2

1i1) - masse modale m et rigidite modale k. :

— diamétre du cercle - =
. , 2 m. Zp Qr, 2 krlﬁr
'djconna1ssant € Qr’ on détermine mr’etfk'

»Favour (,. ) recommande une methode appe]ee methode de’ la masse L

‘ajoutée. Le test est repete avec une- pet1te masse m ~au po1nt

moteur et la frequence natureJ]e ESt‘Qra” a]ors,

c ke Ky
L LI T g
rar T a
om,=m, m—————
S AP R VP U 2

~,dCette methode part de ] hypothese que 1es modes normaux sont
1argement sépares et que 1eurs formes ne sont pas tres affec-

" tées par.1'addition de m -

’ Des 1947, Kennedy (K1) a montre que les est1mat1ons pourra1ent 8tre
ame11orees en tragant la -dérivée de Y dans la representat1on graph1que de . .

Nyqu1st par rapport i w. Clest actue]]ement Te manque de commod1tes



» niveau de 1'ordinateur qui emp&che 1'uti1isatioh‘pfatique de ces repré-

sentations graphiques. A notre connaissance ‘le.tracé des dérivées de Y

n'a pas encore &té implanta.-

Representat1on de. Bode, representatTOn Co Quad

On peut~trouver en-reference ( C-7 f), une tres 1arge d1scuss1oﬂ‘v'

sur 1es representat1ons des - fonct1ons de transfert - Ces representat1ons.‘

:_peuvent 8tre effectuées sur des eche]]es 1ogar1thm1ques ou 11nea1res
v AIors que ces dern1eres mettent mieux en ev1dence 1e p1c 1nd1quant 1es

“s points cr1t1ques, et donnent auss1 une me111eure reso]ut1on des modes

les eche]]es 1ogar1thm1ques sont cependant 1es p]us 1t111sées Les d1ffe- B

rents types de fonctions de transfert ut111sées dans ces representat1ons sont:.

T COX ' R I U
~ Fonctions de mobilite: -z = mal]éab11ité._(Céﬂﬁf’ca”‘?fz,
S - kK S

=

£ = mobilite
K _
' ?Ea‘= inertance .
~.-Fonctions d'impédance: 3 = rigidité apparente -
™ impédance
p
F o
Yoo = masse apparente . .




Bode,pTot;‘Co-Quad plots

An extens1ve d1scuss1on of the plot of transfer funct1ons can be found

S refetence ( c.7), These»piots can be affected~on_logar1thmjc scales
. oh-]inear‘sca]es Hhile the 1atteh emphasized the. peakssindicatiﬁg cfitica]‘f’
e po1nts,and thus g1ves better reso]ut1on for modes, yet the- logar1thm1c plots

-]ﬁ are ofin used.. The d1fferent ‘types of transfer functions used in. these

p]dts are:

- Mobilify functions: FE{ = receptance, cbmpliance
o - S e A
- X5 ~

.= -mobility

XOD )

P .

IS inertance
Impedance~functions:'.Eff = ~apparent stiffness

Fk :

— = Impedance

X

.

—%g = apparent mass
xp . SRS

: Est1mates of moda] parameters ( c;;“;LSZ‘L-(,55-3}¢;-4‘_U:H ff])‘_if.v

';) natura] frequency

- peaks of comp11ance plots occur at Q /

- peaks of mob111ty p]ots occur at Q.

[0} fad

- peaks of inertance plots occur at Q. i1 —12§2l



'i)[ frequence naturelle

'_aig'r

Est1mat1on des parametres modaux (C'7f45'L’ 5. 3

Grao0 P1)

' ____.‘..--
1es p1cs des’ graphes de ma]]eab111te se trouvent a. Q / 1 = 2c
1es p1cs des graphes de mob111te se trouvent a Q
1es p1cs des graphes d 1nertance se trouvent [1 - 2c ] 2f~3”

1es po1nts d 1nf1ex1on des graphes de’ phase (d 4320 se trouvent

1! 1ntersect1on des graphes de co1nc1dence avec 1a frequence a: Q

1es p1cs des graphes de Quadrature avec 1a frequence, a Q

Comme 1es forces 1ntervenant a 1a resonance v1ennent du terme d amor—f"'“

a’t1ssement qui- est proport1onne1 3 1a v1tesse, 11 semb]e 1og1que de recom-

mander des representat1ons 11nea1res de 1a v1tesse pour obten1r une. va]eur;

prrec1se de Q ~ Cependant 1es graphes de co1nc1dence de n 1mporte 1aque11e

“A_sdes fonct1ons de transfert donneront ega]ement de bonnes est1mat1ons Lés'_yvf

p1cs des graphes de’ Quadrature sont p]us a1gus que 1es p1cs des graphes o

autres modes

_11).téux dfamorti;sementfgf o

- -“pdiﬁt de démi-pdisédnte'
'7cette methode est tres

'repandue ol:-

Aw
2y =W

Y QY‘
 01_1':(-13-J ),

ma//e'cvér/l/r, ,
compliance (log) .~ .

- d' amp11tude, étant donné que les prem1ers sont moins perturbes par 1es o

-- ”70 )( (crmf//a/rt€) M#/é’ 45/,46:_.... j

max((’ //;jl’;ff)
a '

. Fis 5.2




oy . | (@’”é)‘ . G;fé)‘ a4 1
AT S
2= facteur d'éche]]e d1fference entre 10 Hz et 100 Hz:

' mesuree en’ mm

: Y

. _ NS r

1]fr f frequence de resonance K

6 = 1argeur de bande Aw en.mm

’evd.= d1stance en mm de 10 Hz a Ia Frequence de resonance s

On trouve ega]ement que ¢ ' g

'r;- amort1ssement a part1r des graphes. de co1nc1dence de ma]]eab111tef*'

o .
(B 1
i . N
2 = —
Wn-2 . Y
D)+ Real
A ‘ )
T W
- & partir du graphe de - B
. déphasage: -
dw| 5 EQL S
__.war r P ‘
‘_ng;f3.3*

n

taux de dephasage de 1a reponse pendant 1a var1at1on de

la frequence d exc1tat1on s1nuso1da1e travers 1a reso- L

nance, ;

- 111) fonction d'ondes, masse modale m, rigidité modale k.

Les fonctions d'ondes peuvent &tre mesurées directement. La
précision de la flexion modale n‘est_cependant,pas aussi bonne
que la precision'des'mesures de fonttioné de transfert et cette

méthode doit &tre évitée chaque fois que possible. Certaine.




methode prone 1e ca]cu] des fonct1ons d' ondes par 1terat1on comme '
i1 est indiqué ci- dessous ‘ |

a) 'Thorenz(7‘4) suggere.de résoudre un systéme a1§ébfﬁque‘dean2l

nxn

“En'gakdaht tout le tempS‘ie force en- position'(l), en dep]agant 1" acce—": 'f,

équatiohs,7ou, a~partir de i“quatibn (100) et pour 1a resonance;‘ '

la valeur de 1a fonctwon de transfert est donnee par 1a compo—

" .sante en coincidence,

Y f E et &) . s
BT "’”””;/m - (ze’ﬂuo

EE.) '=:Z ?EE.. ¢kr Y'
P

. ri ?
_1 d ro er : w; des forces matr1ces

1erometre de ]a pos1t1on ‘1-a la position net en exc1tant 1a structure du

]er au n

axn

nxn

Yoen

mode, on peut representer.

2 o
1o /m] [z

i
A.fézﬁa Xy

. :f ﬁnn %;
’-5#7%0‘ﬂ"
!27622/”1)_ ' f_z_

.- o

- ,
/] —
U m/m E _ _

L S -
i |Z oA

| BEh] |3

= se rapportant ala frequence )




N
nhxn °

En résolvant Tes n? équations (106), on thient la fprme_moda1e norma]isée._.7

b)' La methode suivante est proposee par K1osterman (. d). Elle
depend des 1terat1ons faites a part1r des . resu]tats obtenus ’
. par 1es composantes ‘en co1nc1dence et en Quadrature

Des equat1ons (101) o
r r

[ Z Eea/(a’) (j Z [w}
_en_ choisiSsant n fr‘eqvuences mi, on peut ech're-;

2 PR - Ve | A
AELL e G| | AR
N R P SRR I P RN L)

1! } . | n
‘ S "§éaﬂ%)' P j;¥450 o Akg
_Eeal’- I S Lo 4 L

- .t - ” . -
‘F{; Ol - ﬁmg(: : XZMJ[I) PE
p N4 A 2

A Img(2) Inge) | - X

L Bl

(108)

= L Lmgea) >;lﬂ_j/”) | P v'
lmg S " B



,Cénna1ssant Q. et c ,;.~_
- des methodes d' opt1m1sat1on pour obten1r 1es me111eures va]eurs de t‘.~
H{ 7A
. *‘de *;E_, ef f&t

‘Stahle (5 3) propose @ autres techn1ques é?a/MQA;VZS e
' ; Une fo1s que 1'estimation 1n1t1a1e des modes normaux est fa1te, on -
'fdo1t ver1f1er qu 11 A a suff1samment de modes pour expr1mer 1a re-'f:;
“ p0nse du-systeme »Ew1ns (E") suggere d ut111ser une- 1mpedance -

cf‘ponctuelle au. po1nt P et une 1mpedance transversa1e entre Ies po1nts p

.‘t1on (105) meéne a,-

) I

fsaﬂ/ . 1a courbe ou ut111ser o

-

pk qu1, a leur tour permettent d obten1r 1es me111eures est1mat1ons
¢ : ‘ '

/m "‘vm

.et k pour ver1f1er Tla va1eur de ] 1mpedance ponctue]]e en k L equafi'

, / i 95/* 5’@'" as(wt - e)’A
Ff’ UJ:Q'. . '}77',2{.{22 .

Cette valeur est alors comparée aux valeurs mesurées. La différence.

‘perMet.de voir si Te nombre de‘modes,esf suffisant ou non. “Asher (A1)



‘ -des paramétres appara1ssant dans cette équat1on

. propose de ver1f1er 1 1ndependance des modes en ca]cu1ant 1e
Gram1en de Ta matr1ce d"'admi ttance qui do1t tendre vers zéro 51

" 1es n vecteurs.engendrent suff1samment J.espace de v1brat10n,,‘

3.4.3 M&thodes d'excitatién en un'pointf modeS'comp1exe§‘amortié'

Onn' 1mpose dans ces methodes aucune restr1ct1on sur 1 amort1ssement

Les methodes proposees ici dépendent seuTement de 1a fonction de transfert
‘_‘due a une force exercée. au pownt k et de Ta reponse au po1nt P, equat1on (58) :
'La reponse est une va]eur rée]]e consed1rant cependant 1a reponse comp1exe |

_de Ja 1ere.part1e de.cette.equat1on,

X | Ar i A | . ' A
Rl o N o s ik RN G
k -_,(Jw-xr) (qm-xr) o }

I E

oUv-Ar"° _ . fpr_kr

L

et ¢d ~est le mode amorti. Cette équation'peuf &tre représentée dfaprés-1e

graphe de Nyqu1st et les resu1tats peuvent 8tre 1nterprétes en format1ons

D autres methodes decr1vent les procedés bases sur: e respect des con-.F_ ,Ag iya

d1t1ons d orthogona11te pour les modes amort1s et 1es parametres du systemei*~f

 te1S que décr1ts par 1es équat1ons (25) a ( 2).

Les'equat1ons (111) (25) a (32) font 1nterven1r 1es e1éments de 1a
matrice d'amortissement C sans imposer aucune condition sur.ces é]éments.
Une brave discuséion de quelques-unes de ces méthodes ést présentée

par la suite.



|

- Méthode.1 -

Une des premiéres méthodes -utilisant 1a mesﬁré du»mode:amorti.a éte

L introduite par Hasselman (#2). 11 se sert.de 1 equat1on (25) sous Ta

forme su1vante,,

d . g
% a7 d7 ¥+ : _ ‘
¢ C LA FTM A +g§ﬁ4§ Ao 2y
' Au Tieu d'utiliser 1féquat10n (16) pour ¢S; 1'éuteur‘5uggéré:1q forme
. suivante: o |
odd
_¢r = % prge1 t ¢

vwr+a¢1+j8¢I

Il

.ol ¢r est le mode norma] et s b et § ¢ . sont de pet1tes perturbat1ons
'A péktirldés équat1ons (111) (112) et des express1ons de k et kz données

- pér.]es‘équatibns (10), on obt1ent une expression comp]exe dont 1es part1es

réelles et imaginaires sont simplifiées en négligeant les termes-d ordre

- supérieur, soit,

T » : /
& CFE - (zi?;*‘{)séTM%=o (113)
FCh (20 )t MsE SE rA] (114)
r A T L, T T r /1 " r_z e - =0
st ol Co =T on - - o sy
Alors, d'aprés (113), T, = -2 @ & m
. 7 ‘
d'apres (114), Ty = (.Qrf—%g)[sémséz_ééIMygj (116)




-La seule chose dont on a beso1n alors est de mesurer 1e terme 1mag1-’

o -ha1re~de ik equat1on (112) qui- est Ta composante du dep]acement dephasee

- de %—par rdppor£<a la force. Si on prend 1a force commevreference,_1a:-‘
: S ' - - : PR ST .
composante en Quadrature de la fonction de tranSfert ?R‘est*en phase avec .

k e
la force et la composante en co1nc1dence est- dephasee Le ¢ ¢pr'requis

 ?.est montré. sur Ta f1gure (3.5) .

el
Quad
F‘k’ gea_’ .
—w

Fig. 3.5

M&thode 2

Cette méthode est propdSéé par Fi]]od (F*2) ef demande 3 mésurés'de

izlﬂbase autour de chaque mode 1dent1f1ab1e dans 1a representat1on de Nyqu1st _>

. d'une fonct1on de transfert ponctue11e au- po1nt k f1gure 3 6

[ Ség 7é£ "-+. 7éﬁ 96 ].;é |

- x:‘; :a(éw_j%J ,f(}w-£§>,

£

En appliquant une force comme F, & 3 valeurs différentes (w1, w2, ws) pas
tras é]oignées de 1a valeur inconnué Qr’ alors (figufe 3.6)‘ |

| e
o (w) . Te) Fe o p
o o meen) T




ol R; compkend 1'effet de 1a:part1é conjuguée et‘195‘effets<des'autfés:modes, f

Zf 5’? Z @

(14 ﬂ) shr. oG (4es %

- Comme R varie tres 1entement autour de Q , alors

. .»_. o (9%&)(4“@ 3 _) (’ ////
- X (w - >< (fU = /e )
AX,( / ) | { ) g[y- ,_)(ga)g-.Q> f' c"{fé— /.?, ...

- La representat1on de Nyqu1st pour le dep]acement peut a1ors etre obtenue :

exper1menta1ement

.'_ﬂlmy

peal

Fig. 3.6

"'if'En,mu]tipjiaﬁt-1'éQuatibn'dohnént_A Xiﬁ pérka, on obtieht;Ai L

“ ) Goo-gu)

o 95,4 o
F,. _ _ .
‘ ( éwe‘"ﬂr><biw€'.52?> '

II”’r




~'transfert comp1exe =

et

:_Le mode norma] engendre est le r

[Le c6té gauche - peut etre calcu]e pour i=1lete-= 2 et 3, ramenant le

probleme a equat1on a 2 inconnues : (égk Fk) et Q. dont-Ja réso]ut]ons

ymr - $d
permet de determ1ner Q et la valeur complexe “rk .
. VEF

I1 faut. ca]cu]er la va1eur comp]exe de’ 1a force pour pouvoir mener -

‘les calculs. Cette méthode peut etre ame11oree en tragant 1a fonct1on de-

A
P

o 3.4 Methode d' exc1tat1on en p1us1eurs po1nts aux frequences nature11esf

Conformement 1! art1c1e (2.3.4), cas No 1; si les forces d exc1tat1ons ,_._,f]

mu1t1p1es'(.r) sont harmon1ques et en. phase avec une frequence ega]e a 1a

1eme fréquence naturelle, 1a réponse de- ]a structure est un. mode norma1
ju

‘ en_quadrature;avec 1! exc1tat1on ( 6r = —2) 1ndependamment du type d! amor=

-tiésement.' Afoertir-des équations - (40, 74 75), on obt1ent

Ik e _Q, ]

£ [C;Szf_jgf‘-f o am

1eme

la frequence naturelle correspondante
L avantage de cette méthode est qu e]le est basée sur la separat1on

tota]e;des caractéristiques d'inertie et de r1g1d1te de la structure .d'une

~part et des effets d'amortissement d'autre part. ‘Les matrices de messe‘et

:f”:(llg)l}"‘:

mode force pour une frequence ega1e a




N S T B S I A IS N EE R B - .

- de r1g1d1te peuvent ainsi &tre 1dent1f1ees separement

cclo, M) : .
 Au cours de ces procedes, on utilise p]us1eurs exc1tateurs en. para]]e]e

a2 partir d' amp11f1cateurs de’ pu1ssance 1nd1V1due1s et d un contro]eur d'exci-

'-dtat1onvcommun, On ut111se d1fferentes methodes pour contro]er Ies exc1tat1ons,‘

soit manuellement, soit automatjquement (N 4»579 ). - Cra1g (¢ 7) propose

d'utiliser les résultats d'expérience & vibreur unique pour accorder:]es

‘vibreurs.

1) ‘Fréquences naturelles:

- Les frequences nature]]es sont s1mp1ement 1es frequences pour 1esque11es

1 operateur peut sat1sfa1re 1es cond1t1ons su1vantes

1. Les forces d'excitation sont en quadrature avec le déb]acement,
ou en phase avec la vitesse.. |
2. Toutes les forces sont en phase et tous 1es dep]acements sont

én phase

Apres avoir determ1ne 1e vecteur de forgeage F Nguyen (N-4) propose, A

~‘de changer Te niveau d' exc1tat1on tout en conservant le rapport des compo-_
'santes ‘de forgeage. Pour chaque niveau d exc1tat1on, on determ1ne la va]eur}‘
~exacteide3]a_fréquenceA(pour 1aque11e les: cond1t1ons Ci- dessus sont sat1s— _~j~l‘*“
Adfa1tes) et oh mesure'également 1e vecteur—thesse On a’ a1ns1 deux fam111es;; ‘
-'de courbes, w en fonct1on du niveau d' exc1tat1on et 1a v1tesse en fonct1on

du niveau d' exc1tat1on. Ces deux courbes vont permettre ‘une- me111eure esti-

mation de la frequence naturelle et un me111eur choix du n1veau d' exc1tat1on

requ1s pour Ie test.




i) Masse modale m, et rigidite modale k,,

ii) Fonct1ons d'ondes

Les mesures d1rectes de la réponse- 1orsque 1es cond1t1ons c1 -dessus

v~sont sat1sfa1tes donnent 1a fonct1on d! onde norma]e

Un cr1tere de purete moda1e a ete presente par Craig ( ) I] d1sa1t
que-sm Te nombre de v1brat1ons (¢) est 1nfer.eur au nombre requ1s pour exc1--'”
ter le mode norma], il sera en genera1 1mposs1b1e d’ exc1ter Te systeme de

telle sorte que toutes 1es'(.) réponses soient en quadrature avec, les (p)

~forces.. La fonct1on d' onde obtenue sera. def1n1e comme étant 1es composantes'

en quadrature de 1a réponse, en acceptant une. erreur de quadrature 1nfer1eure

~

1% de la plus large amp11tude totale

Les methodes su1vantes résument Te trava11 effectue 1'ONERA (0ffice

‘ Nat1ona1 d Etudes et de Recherches Aerospat1a1es-— France) par Nguyen (bﬁ4) ‘

‘et Baticle (8.3). Ces methodes sont presentees br1evement ici:

1. Methode de la masse aJoutee (Wa R1)

=

Cette methode consiste & aJouter de petites masses A M en n-

“points caraetéristiques‘tout en veillant i ne pas perturber 1e r1eme

i eme

mode norma] La r frequence nature]]e sera changee de A Q

va]eur qui peut etre mesuree

(@ sR)(MastDFEKE 2o gy

-On peut estimer A m,. a partir de AM comme,

=4 T .
.A m, = ¢r M ¢r

.En'mu1tip11ant d droite 1‘équat16n (120) par ¢PT, connaissant A Q.
et utilisant m,. Qﬁ = kr (équation (43); on thient,

Szr ésﬂﬁr. o S o | “(121)-

“r z a2,




2.

'Cette-methode cons1ste

Methode des forces en quadrature (ﬁ/4)

aJouter une pet1te force en quadrature AFn “

- 1a force d’ exc1tat1on F, SO1t

F = (1 +3 A)F o

Le mode norma] do1t rester Te meme La masse. mr est a]ors def1n1e-'

S en fonct1on du trava11 1ntrodu1t par 1a composante en quadrature

. de Ta force

»Méthbde"de 1ampuissahce complexe (B-if%%*)

Oﬁ;part}de Ta soiufion comp]exeAéuggemeeidéns JFequetion:(44)’et'(45)‘-

( t) = diag ert X

et on utilise Tes modes - normaux de 1'éqUation (47),
'X >® Y

En: subst1tuant dans 1 eQUatjen (1) et en se:servahtmet;T‘equatioh*'

a (40), on’ obt1ent

| , S mr > R
a’/'aj,’y :w %c b olzajgw + d/ajf F.' R (122)

o

- Le vecteur force F est un vecteur arb1tra1re et non pas 1e vecteur -

servant a exc1ter un mode forcé

~'So1t, .®T C«®3= D-»aavec
:__‘D_]i‘j = by :Cpg.cbgj__ S o (V12_‘3.)A
D_i_i = 2 m' Q'I E'.

Si e systeme est excité a une fréquence proche. de Tla r1eme fre

quence naturelle, alors 1'énergie est donnée par,

M// L) o Fix" . - .
T, ?ii[‘;:le;-gfv(‘”'gz/)- MZ\MM.Q.Q}*...]
AL TR




._-'_V’VW(/eea/) / A

: we R, I r
| M/(b”9>hu~52 = OA »i';j", 7
AW (Real) | | a’)’\/(lm?) 4
%Z)—-(‘EM(WNJZ,_ =0 o o[w /(,u»‘-f?- o e

La tangente de la courbe W (img) en fonction de m‘c0upe'1'axe  des‘

fréquences- avec uhe.pehteAégale au module de rigiditeé k%fet'mr_ﬂi'= K.,

v) Taux d'amortissement modal &,

On péutll'obfehir 3 part1r des équat1ons (43 118) Pour un vecteur

.force F connu exc1tant un mode normal mesure ¢ s on a,

7 . ). . I o -
7 A =~-5é CEPEE S ?ff.’%-@';i' ey
Lé méthode-]a pTUs simple est de calculer 1e taux de dééroissahce a

part1r des d1fférents résu]tats de 1' acce]erometre quand 1es forces de v1bra-"

t1on tombent 1nstantanément 1a va]eur zéro, On peut suivre cette methode

en vérifiant les résultats de 1'équation (119).

3.4.% Méthode d'excitation en plusieurs points 3 des fréquences
-»différentes des fréquences naturelles - : -

Cette méthode ut111se 1es modes forces ¢ (eq"70) obtenus par exc1tat1on}

en- p]us1eurs po1nts a -une frequence fixge w: En ma1ntenant 1a frequence f1xe, N
"_1 opérateur essa1e de trouver des forces d' amp11tude correspondant 3 1a va]eur f

‘propre tan 6 ,_ou e est Te déphasage entre la force et le dép]acement en

’

Chaque point. En théor1e,.11 ex1ste (n) déphasages poss1b1es pour chaque

“fréquence matrice w. En prat1que, on peut générer deux ou tro1s de ces modes

pour une fréquénce w. La référence (72) décr1t un procede basé sur les

- 8quations (84) et (85) pour'obtehir une estimation initiale des_parametresr

de mode. Cette méthode est recommandab]e‘uniquemént dans 1elcas de struc-

tures fortement amorties.



- 3.4.> Autres méthodes d'excitation en plusieurs points

~ D'autres méthodes ont &t& proposées. par différents auteurs. Nguyen (v4) =

& suggéré de faire une expérience avec des fréquences situées au voisinage -

de5 fréquences nature1]eé. Pour'surmonter les diffic@]tés dues auféystéme -

_de contrgle complexe<ind15penséb1e pour garder_toutes les fqrceS'en_phase, o

- Thomas (7°2') a suggéré de se servir de forces d'excitation déphasges (voir

cas No. 2, article 2.3.5). Cette méthode est en.cours -de déVéloppement_etf

est €galement. recommandable pour les systemes fortement amortis.
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CHAPITRE 4

.~ TECHNIQUE D'IDENTIFICATION DIRECTE

4.7 Introduction

- Nous nous intéressons ici au probléme = déterminer les matrices

- de masse et de kigidité directement a partir des paramétres modaux mesurés -

expérimentalement. La'techniqde»d'identification directe est une épphoche

directe ou 3 syétéme'ouvert.comme'indiqué»sur:1a figure 4.1 .

7'?95‘( Dc{/a .

MODE L

oo

P e K fc)c’.ﬁ.v

Figure 4.1

- En généra], 1‘ana1yste distingue les propriétés d'inertie et de rigi-
dité des propkiétés d'amortissement. Les premidres proviennent des données

du mode normal tandis que les dernires proviennent des données du mode




el _ , R - . S o ' o ' | B .’

ek déterm1nent Tes matr1ces de n.

B complexe. " En tefme oeneral le prob]eme d 1dent1f1cat1on est 1e su1vant
: soit_un systéme & n valeurs propres Qr 1es fonct1ons d onde, 1es coeff1—

~cients d'amortissement‘ 1a~masse7genéra115ee mr3et\1a rigidité généralisée

i eme

._t1ssement matr1ces qu1 possedent des parametres modaux, sinon egaux du .
;mo1ns aussi. proches que poss1b1e Dans une approche 1egerement d1fferente,
“les résultats exper1mentaux ut111ses sont 1es donnees de reponse forcee
“~P1us1eurs exce]]ents art1c1es ont ete pub11es sur ce suaet au debut des .

| Jannées so1xante d1x (B:6, F 1, ‘TI)

3-4 2 S1gn1f1cat1on physique des e]ements des matr1ces de synthese de

~ masse et de rigiditeé

Les seu]es donnees de départ ici sont 1'inertie et la r1g1d1te La

d1ff1cu1te d ut111ser des parametres modaux pour synthet1ser ces parametres(i '

"J.res1de dans le fa1t que 1es tests exper1mentaux donnent des 1nformat1ons
sur 1es contr1but1ons des modes d'ordre inférieur un1quement Le mode]e
'.structural~obtenu deAcette fagon est appelé pour. cette raison modéle d'ordre"

' infériedr. L' apparence exter1eure des matrices ‘de masse et de r1g1d1te en

§ decou]ant depend de la formu]at1on spec1f1que du prob1eme et 1eur fonct1on
 prem1ere est de donner un mode]e de Ta reponse structura]e dynam1que. ;Les_
~ 8léments. 1nd1v1due1s des matr1ces M and K n'ont: pas necessalrement de 51gn1- S
“7_f1cat1on phys1que et ne sont donc pas un1ques Cec1 s oppose au mode]e
~d'ordre super1eur obtenu par approche numer1que (chap1tre 5) ol chaque

'é1ement des matrices de synthése correspond de fagon bien deflnle a des

valeurs physiques 11ees la structure.

ordrefde mosse,'de‘rigidiﬁe‘et=d'amor—A ]:l :



1

- La s1gn1f1cat1on theor1que et phys1que des e1ements des matr1ces de "

1 energ1e c1net1que et du trava11 du- systeme

- tantes des matr1ces de masse et de r1g1d1te sont 1eur representat1on de

4.3 Procédés’ de synthese des matr1ces de masse et de r1g1d1te jj_ oL

. masse et de r1g1d1te a ete etud1ee par Ross (R 2) I] about1t a 1a conclu—'

sion que, pour 1es mode]es d ordre 1nfer1eur, 1es caracter1st1ques 1mpor- o

On peut avo1r une - est1mat1on des matrices: K et M ‘en app11quant d1rec-,

= f“7n45 [ drag. nnynl. 5
3K E . L diegom2t]

i

- On normalise ¢ en divisant chaque colonne par'7lF ,

1;5;,;_,,g;_£ --;,:;‘@3‘;{’__':.) Lf;_ N sé»

De (120) et (121), on tire,

| djjl\’l C_EM .. U (matrice d'.idénﬁté)
' Mﬁénzifi '5§h;7 - ,C,aﬂqy. Sﬁaa ]; ‘
De plus, de (122), on tire, |
= >' é%b; adi R
R R O

On peut écrire finalement,

. .y
F‘/]? [ énarsa;;] =

_T:' ' : -
& [ dief- an, 1¢&-

"=tement 1es cond1t1ons d* orthogona11te des equat1ons (o s so1t

2]

= (120) - .‘

a2 B

,'_(122): -'

(i23)

(124)




:

K. B [l lEl M

:\c:l.-;(22 T
.Lig ;£]<§ Pﬁi . UZQ"

Les équatioﬁs‘(124)’ ~(125) détefminent comp]étémént Mo @nd Knxn (T.4, R. 2‘

W.1, G 2, F.3), en partant de. 1! hypothese qu' on d1spose d' un systeme comp]et o

' de fonct1ons d'onde @ . Dans beaucoup de cas, on- d1spose d une matr1ce

moda]e tronquee @ p0ur m modes mesurés an pos1t1ons, et on veut deter- o
m1ner entierement les matrices complétes M et Knxh:

“Une des,techhiqués (R.2, G.2, F.3) est basée sur 1es éond{tiohs1d'or_

- . thogonalité suivantes;A

$r o in B - [cﬁa?fm]mm

mxn . | . »
e . : o A
20 Knm 2., - ‘[_cV/ICL?-ﬂ.;’?r 4 Jmm» N O
::.En_multip]iant a‘gauche'par‘¢hxh, 3 droite paf ®;X” et en posant anm ;xh =-wnxn’-7
“on a, ' _ ‘ _ v :
| -/ T
Mﬂﬂn _" %m éa)xm [d'a7 7 ])ﬂ ” é)ﬂx(’ %xnv' P , '
90 P [ diag. o sz = 7 A (L) O
n”y rnxem mrm m;n nxn ) . .

On peut améliorer encbref(R 2) en ajoutant (n - m)’vecteurs arbitraires lindai-

. rement 1ndépendants 3. la matrice @ nxn? comme 1nd1que ci- dessous '

e [‘95..

nxn = r g

..95 rg-.-.ejié,f;,, L8,

ol c% sont les vecteurs propres inférieurs (s).de K (équation 127) et 1es,£
sont les vecteurs propres supérieurs de M (équatioh 127). On ut111se alors

-Ta nouvelle matrice modale dans les &quations (124) et (125) pour calcu]er 1es :

nouvelles matrices améliorées .de masse et de rigidité.




4, 4 Synthese de 1a matrice d' amort1ssement C

Les d1ff1cu1tes d' 1dent1f1cat1on de la matr1ce C prov1ennent du fa1t -

“f‘:que 1 1nterpretat1on phys1que de ses e1ements n'est pas claire.’ L art1c1e
-de reference (6.4) discute de tous Tes. aspects pert1nents de 1° amort1ssement_
. dans 1! 1ndustr1e aerospat1a1e.- Dans cet art1c1e tous les aspects phys1ques, 1»

'numer1ques et exper1mentaux sont presentes

Les matr1ces d' amort1ssement synthet1sees par 1es méthodes d 1dent1f1-

cation d1recte.do1vent»etre cons1derees un1quement comme un mode]e.numer1que

.‘:capable de s1mu1er 1e comportement dynam1que de 1a structure. -La‘matrice‘C

est ent1erement remplie et ne peut pas &tre d1agona11see par: 1es modes

" normaux. Soit,

T -
0 Ce = [diy]

-De' nombreux auteurs (H 3, S 4 C 5) ont montre que 1! 1nf1uence du couplage

inter?mode'di pour i # Js est tras pet1te et peut etre neg11gee ' Dens_]eiﬁ
césAde modes trés rapproches,_on peut tenir compte du coup]age amorti de |
chaque mode . (i) et du mode voisin (3) en ajoutant les deux éléments df.
d.. seu]ement et en négligeant tous les autres e1ements situés hors de la

Ji
diagona]e. Les résultats expérimentaux (D.1) Ont conf1rme 1a va11d1te de

" cette simplification. fGrant'(G 6)trecommande de remp]acer 1a~matr1cercom--“fv
pléte C par une bande matr1ce avec une. 1argeur de. bande ega]e ou 1nfer1eure _1 :-k-.,€3ﬂ

ala 1argeur de bande des matr1ces de r1g1d1te ou de masse ut111sant une-

techn1que de compress1on.
- On" peut classer les procédés d'identification directe pour synthétiser
les matrices d'amortissement en'trois’catégories:

i) procédés basés sur les données des modes normaux
ii) procédés basés sur les données des modes normaux forces
ii1) procédés basés sur les données des modes normaux amortis.



1

:
i

15f1'équatibn-(43), on tire

1bases sur 1 art 2.3:.4. D' apres 1'&quation (76), 6h_a,:'

- §i w = Qr’ 1e r

~i) Procédés basés sur les données des modes normaux

Les paramétres modaux expérimentaux requis SOnt-Qr,'cf‘et_mr.'_De

$cC QB - 0”“7 ﬁ/m Q ] . h (128)

o Des:é&quations (123) et (128), on a

c. ME, - L 2, g”] 7 p ‘.;

i) Procedes basés sur les: modes normaux forcés

Ces procédés sont basés sur les procedes d' excitation.mu]tifforce,* ‘

Mag ][cwjﬂ’

“mode norma] ¢ est excité par F pour 6

snG

'r\)|::1‘ o

. .Aussi,

si on conna1tA¢r, Fr‘gt Qr’ on g

r

xf'Une des fagons pour obten1r C partlr de 1 quatiﬁh,(]30)vést;* l71."

e F e L;;; ] [a/agsz]

K : r - R . v
_ T . : D -
‘ e |- _ o
c. [r1L8) [ag ] g
Coupry_(C.5) paf]e des difficultés et des erreurs qui rééu]tent de cette

-

méthdde,en raison de la difficulté a obténir Fr“‘




" ii1) Procédas basas sur les données des modes forcés '

On part de 1! hypothese que la matr1ce d' amort1ssement est une bande- ,

"~matr1ce Les termes en dehors. de 1a d1agona1e tradu1sent les effets des

.~ modes du vons1nage 1mmed1at Hasse1man a montré que ces termes sont s1gn1-, a

f1cat1fs un1quement pour 1es modes tras rapproches Dans 1e chap1tre 3,

‘on presente le procede propose par Hasse]man (H.3) pour ca]cu1er ces, termes
’;Be11veau (B 4y a propose une methode basge sur des 1nformat1ons sur 1" amp]u—

_tude: et le dephasage du mode

Coupry~(Cf5) a suggere un “autre procede base sur 1a m1n1m1sat1on de 1a

- differehce entre 1a»reponse-mesuree en un po1nt 1orsque 1a structure est

=

_excitée a une fréquehce w = Q. et la réponse calculée en superposant la con-

_tributfon due au mode r et (r + 1) dans laquelle apparaissent>1e‘terme diaéo-

nal d.. et le terme hors de Ta diagonale d de 1 amort1ssement S1

r r+l-

-ur = 2 c m Qr, a1ors dr r+1 peut étre 1dent1f1é

4. % Limites de Ta méthode d'identification directe -

Cette méthode ne redresse pas les erreurs inévitables dans -les .valeurs
des*parametres modaux. ‘Les valeurs mesurees,’obtenues au moyen des techni-

ques decr1tes dans 1e chap1tre 3, cont1ennent des erreurs en ra1son de 1a

"f'dmff1cu1te a separer 1es modes “dans les procedes forces cyc11ques ou de 1a
o difficuTte a aJuster 1es forces. d' exc1tat1on dans 1es procedes mu1t1 force..

- La méthode d' 1dent1f1cat1on d1recte permet donc de . synthet1ser un modele

structura] aussi prec1s que 1es donnees exper1menta1es
Dans’ 1es chap1tres su1vants, on presente un certain nombre de mé&thodes
qui partent de matr1ces de masse et de rigidité analytiques (chapytre 5 )

et modifient & la fois le modale analytique et.]es parametres modaux mesurés




)

" pour arriver i une estimation optimale de M et K (chapitre 5 %) Cette.approche
réaliste tient compte des .erreurs possibles dans les paramétréé modaﬁx en ‘

raison des limitations de mesure.




CCHAPITRE 5 .

TECHNIQUE‘D'IDENTIFICATION'PARtlTERATIONS

Cette technique compare Tes dohnéesfd’éssaj aux prédittiohs}ana]ytiqdés.

-~ 'Si elles ne concordent-pas, on fait des changements dans 1'analyse et on re-

- commence le procédé. La réussite de la méthodé dépend de 1a‘que§tion de

savoir comment eva]uer et juger 1a compara1son ana]yse test. 0h~doit'étab1ir.

pour ce]a que]ques cr1teres arb1tra1res de compara1son Cette techn1que

" demande typiquement 1es choses su1vantes

1. développer. un mode]e numer1que pour 1dent1f1er 1es estimat1ons
1n1t1a1es des parametres structuraux,
2. définir des cr1teres de compara150n et un algorithme pour mod1f1er

1es est1mat1ons

5.1 Modéle numérique -

~Le modéle numérique est 'a priori' un mode]e mathemat1que der1ve des

. pbincipes générauk de dynamique'structura1e. Le but pr1mord1a1 de 1' ana]yste

est de synthétiser un modéle d'ordre supérieur sUff1sant¢pour“mettre en évi-

- dence Tes &léments-clés-de la structure. A la baSe,*1atétruCturé»est?repré-';_
- sentée par des équat1ons d1fferent1e11es part1e11es qu on veut d1scret1ser

‘par,rapport un nombre f1n1 de fonct1ons -de dep1acement mu1t1p11ees par des

coordonnees genera11sees " On peut ut111ser d1verses fonct1ons comme dans Tes

procédés de Ga1erkin, Ray1eigh-Ritz, mais Ross (R.2) soutient qu'on peut

conserver certaine signification physique dans les matrices'M et K en utili-

sant des méthodes d'éléments finis. Dans ce cas, les coordonnées généralisées



.1 apparence exter1eure de 1a matrice de f]ex1b111te K

 1representent 1a reponse en amp11tude de reg1ons b1en 1oca11sees de 1a struc-
':iture | En’ theor1e on peut constru1re 1a matr1ce d' amort1ssement C en utili-
f'sant 1es méthodes d' e1ements f1n1s, mais en prat1que, 1es donnees d! amort1sse5 i n
ment presentent une grande d1spers1on (D. O 1) On ne peut donc obten1r
- f: les est1mat1ons 1n1t1a1es de M et K que par 1es e1ements f1n1s et 1 amor-- 

.t1ssement structura] est expr1me en termes d' amort1ssement moda1

‘ '5 2 Caracter1st1ques s1gn1f1cat1ons de K et M

Ross (R 2)~et-Berman~(B 6) sou11gnent Tes caracter1st1ques qu on ‘tient.

‘abso1ument preserver en synthet1sant 1es matr1ces M et K et qu on peut

: .tra1ter en deve1oppant 1! a1gor1thme d' 1dent1f1cat1on On en. conc]ut que

-1 est~1mportante

" Cette matr1ce est expr1mee par la matr1ce du coeff1c1ent d 1nf1uence stat1— ‘

a‘que et est re11ee aux parametres modaux par 1a re]at1on su1vante,-

Z____..» ; o

P
twl

Les termes dominants de K'1 viennent des modes-de'basse fréquehCe-qUﬁ,

'contribuent de‘Fagon significative la réponse dynam1que mesuréde de. la

' :'structure tand1s que 1a matr1ce de r1g1d1te, :

“  7§‘::; '  2/ /\49594 M

[TV IR

“ - estdominée par les modes:debhautes-fréquences, et par conséquent, pour que:

le choix.de Ta matrice'de‘rigidité K soit’acceptable,.il faut qu'ii brésérve"

' 1'apparence‘éxtérieure de‘K'] et qu'il préserve ]'énergie_de déformétibn dans

1a structure,par 1'intermédiaire des vecteurs propres -de K 1eS‘p1Us'bas.




“alors.

L autre caracter1st1que s1gn1f1cat1ve est 1 auto- compat1b1]1te des modes

’ ”mesures par-1' 1ntermed1a1re des caracter1st1ques d orthogona]1te par rapport

aux est1mat1ons de M et de K Les methodes d 1dent1f1cat1on proposees dans'

ce: chap1tre sont basées sur des™ cr1teres sat1sfa1sant ces cond1t1ons

” 5.3_ Correction des matrices de masse et defrigidité‘

Soit trois systemes de donnges:

1. une matrice analytique de masse den

2. une matrice analytique de rigidite Enxn

3. .un systéme incomplet de modes mesurés.

Si on pose que 1'un quelconque de ces syst2mes est exact, i1 est possible

de cokriger Tes deux autres pour arriver au-mode1e Targoff (T 1)’part de
BE hypothese que ¢ est 1a matr1ce de masse qu1 est- correcte et mod1f1e les
;modes mesureés pour obten1r 1 orthogona11te, a]ors que Berman (B 6 B. 9) part

.de 1! hypothese contra1re. I] utilise les mu1t1p11cateurs de Lagrange et 1a-

dérivation pour aff1ner la matrice de masse de la facon suivante:
soit AM Ta- variation a apporter a M pour sat1sfa1re,

@T [M + A M] =1 matrice 1dentité“) L (1e2)

:VS1 chaque mode s est norma11se de- tel]e sorte que S

¢ M ¢

957.“5 r & . I _ [@T/‘;]\‘CIB] , (143)

matrice avec z&ro sur la diagonale . -




 Cela donne,

I] ex1ste une infinité de matrices AM qui sat1sf0nt la re1at10n ci-dessus.

Bergan (B.6) a proposé de m1n1m1ser la fonct1on ‘ , o S
N I e B T

-~

~sujette a 1'équation de contrainte .

Le Lagrangien est: ‘ e o
o . ) ' - ~ ‘ \ .‘

Y. €2 2 Vo (S arm @] ,“iLvm,]A)‘.‘J.

AM = M 7] 1 -_LmJJch"-é Mo es)

La masse corrigé M eSt-éga]e AM+ AM., On ut11ise:un'procédé semb1ab1e -

'zpour corr1ger la matrice de. r1g1d1té (B= 10 W- 2), en m1n1m1sant Ta. fonct1on

.Zf - -L"M Fr- K)o ” '(»146.):'

“oll K est Ta matrice de rigidité'cherchée. Lesvcontraintes sont

Mo Q?

KT

It

Ko
K

]

" Le Lagrang1en est

v x+zm Ike-mga’] ZZ,B, (

" lLa so]utuon est donnee par

~ e

K. K- KESM-MEEK, MU0, MESKSEM. (147)



.{5.4' Matrice d'amortissement dans le mod&le numérique

‘P]usieurs techniqUes d'analyse conviennent pour inclure les effets

’.d'amortissement'struetural dans 1e modeéle d'éléments finis. Les différentes

consequences de 1'utilisation de certa1nes express1ons d' amort1ssement large-

“ment utilisées sont exam1nees dans un article de R. F. Balducci et 1nc1uses

dans 1a référence-(5.4). On doit sou11gner“que les mode]es«d amort1ssement .
numériques sont.des valeurs numériques dont le seu1'but'est;de‘simu]erl1e

qupdrtehent,dynamique»de la structure et qui ont encore besoin:d‘étre-déter}'

" minées d'aprés les observations:

pour 1! amort1ssement proport1onne] de Rayleigh, ‘1a matrice C a la forme
C=aM+BK: |

Cette equat1on implique phys1quement que le phenomene d amort1ssement do1t

»~_etre‘1e méme pour tous les e]ements du«modé]e Une forme equ1va1ente de

! equat1on c1 dessus convenant par une so]ut1on par superpos1t1on des modes

est donnee par

ol les a; sont des constantes arb1tra1res et n est le nombre tota] de degres

de . 1iberté dU»modele»par éléments finis. On peut obten1r 1es va]eurs numer1ques

des constantes en comparant les valeurs numer1ques de 1'impédance mecan1que

avec 1es resu]tats exper1mentaux
Caravan1 (C.]) a suggere une techn1que numer1que qu1 1dent1f1e de facon

optimale les coefficients d'amortissement de la matrice (C) en la supposant

tridiagonale et symétrique. D'aprés 1'équation (63) du chapitre 2, la réponse

H

compléte du systéme s'écrit,

[K-Mw?+3jwcC]Xs=




" 'En posant-que les vecteurs de réponse mesurés X sont affectds d'une erreur
. nulle, on cherche ceux des coefficients d'amortissement qui minimisent la
“mesure de Ta. différence X - YM_dans la plage de‘fréquenceS‘qui.nqus intéresse.

~On propose un processus d'itération dans Tequel on calcule & chadue»pas’1es

valeurs et amortissement minimisant Ta fonction

zin_xl LR ANG) cgfm(og,a.),

© ol W1 et w2 sont des fonct1ons de ponderat1on, et d est un vecteur contenant ‘

) tous les e1ements de 1a matrice d' amort1ssement

35.5 Programme d'éléments finis pour 1'Astromast

On donne dans 1'appendice 1 un algorithme d'&laments finis applicable

i 1'Astromast. Le modéle nUmerique est utilisé plus Toin dans 1les techniqUes'

'd 1dent1f1cat1on presentees dans la reference (6).‘ Ces techn1ques d1fferent'
" des techn1ques décr1tes dans ce chap1tre du fait qu'elles’ sont basees sur une.

“analyse statistique.




"CHAPITRE 6

IDENTIFICATION STATISTIQUE: ESTIMATION DES PARAMETRES

6.1 Introduction

Les . deux procédés d'identification presentes dans Tes chap1tres 4 et b

" .sont des methodes directes basées sur des va]eurs exper1menta1es (chap1tre 4)

Vdétermihées 1'aide des va]eurs 1n1t1a1es des - parametres structuraux (chap1—
tre 5). La matrice stochastique du processus exper1menta1 et Tes propkiétés
statistiques des paramdtres modaux ne sont pa§ priﬁeélen conéfdératioh.j

Dans ce chapitre,‘la discussion porte sur 1‘utjiisation de Ta théérie
d'estimafion permettant d'obtenir des estimateufs non faussés aVec une vé— ‘

riance minima1e des paramétres modaux et structuraux. D'autres app]icatiohs

o 1mportantes de- 1a theor1e d' esb1mat1on sont prat1quees dans 1es systemes de

contro]e et de commun1cat1on (V»]) et 1' extens1on des’ app11cat1ons au pro-
cessus d' 1dent1f1cat1on devient part1e 1ntegrante du processus de contrdle
total du systeme. Des ouvrages récents de Sage (S.]) et Groupe (G 5) ont
combing un grand nombre de méthodes &tudides et_1ésjont présentées_de fagon
prafiqué. I1s traduisént,]'intérét nouveau ménifeété éctﬁe11ement‘dans‘ce

prob]éme épineUx.

6.2 Theor1e d' est1mat1on

La theor1e d' est1mat1on est une branche de‘probab111tes et de stat1st1ques
en rapport avec_toute 1'inf0rmation dérivant des propriétés des variables |
: a]éatoirés, des“pfocessus stochastiques et des sysﬁémes basés sur 1'observation
d'échantillons. Les propriétés statistiques des variables sont en général

‘supposées ob&ir & une distribution Gaussienne et & tout ce que cela implique, |




- donnés par Y, ol

- scalaire J, ot -~

o rat1on (ou_po1ds) est

et Jes covar1antes sont connues ou f1xees par hypothese Les trois .approches : - -

fondamenta1es ut111sees pour 1! est1mat1on sont,

i} la.méthode des moindres carrés

1) la méthode du maximum de vra1semb1ance
i11) 1a méthode de Bayes

On rappe]]e br1evement dans ce qui suit. 1es pr1nc1pes de base de chaque

Améthodeu

6.2.1 Estimation par . 1es»moindres carreés

Une forme  commune de moindres carrés concerne ]e ]1ssage d un po1ynome '

a des po1nts exper1mentaux En genera1, 1e;prob1eme cons1ste en,une.comb1-,"

‘naison lingaire de paramdtres inconnus,

Y=Ax, . (150)

. .et on veut connaitre la x qui minimise les erreurs pour les points observés

'Y‘=A§+e

.On‘expfime alors le probleme sous forme d'optimisation d'une fonction

J=¢e W, \ .«:."_(.1_51)3’

~ et W est une fonction de pondération

Dans 1es methodes c1ass1ques de mo1ndres carres,‘1a fonct1on de ponde—

W=1 (natrice identite)

On applique les régles de differen61at1on pour obten1r 1e m1n1mum de (151),

s |
et, . , , o
x=AlwartATwy S (152)



- Cette équation.est appelée équation normale pondérée des moindres carrés.

‘Pour de hombkeux systémes physiques, 1'équation (150) est une -&quation
non linéaire, de Ta forme.’ |

Y = F(x) | o (183)

- La fonction & minimiser est la méme que (151),
J = eT W e _
< =Y - F(x) ] _ - (154)

' Dans la p1upaft'des prob]émes rencontrés en pratique, J he peut pas'étfé

minimisé dﬁrectement en appliquant les calculs classiques & T'équation (154).

La technique standard ut11isée dans ce cas est la.linéarisation du =

- _probléme non lin&aire, en déve1oppdnt Ta so]Ution autour d'une vé]éur 1oca1é

et en procedant ensuite par 1terat1ons pour converger sur 1a so]ut1on cherchee

On peut app11quer la 11near1sat1on so1t a ]’equat1on (153), so1t~a 1 equat1on

(154) On déve1oppe dans 1a su1te deux methodes basées chacune sur T'une des .

_deux possibilités:

i) Methode de correction différentielle (ou methode Newton Raphson mod1f1ee)

Jank1ns (J.1) décr1t une techn1que basée sur le developpement de

Taylor de 1'équation. (153). Smt».XC 1a valeur estimée de X & la ¢

. et, ' ~

La’ va]eur de cette fonct1on quand X = K. + AX'est donnée-d'aprés:Te.déve;
1oppement de Tay]or par, | |

f'z"FM]X:Y LT ax

Ainsi,

AY . A ax 3 ~ (155)

Jiéme itération,




* norma1e (equ1va1ent

ol A = matrice m x n-des dérivées partielles calculées

-

avpaﬁtif de Xci

L‘équation.(155) est exprimée sous la forme stahdérd dé 1'équation (150).

Lt equat1on d' opt1m1sat1on est donc,

4 —

1. Lav. A MJ wlay. Aax] o se)

.En app11quant Ta méme reg]e de calcul que. precedemment on obt1ent 1! eqdation'

_ o T . . ' o o {
A% = L_A wal AWeay, s

On se sert alors de 1‘équation-(156) pour obtenir Ta_nouve]]e,pbsition Xé =

: XC + A x et on poursuit T'itération jusqu'a obtehtfon de“1a_convefgence.

Lféquation (157) peut_8tre écrite sous d'autres formes. La forme suivante

- .est plus facile & app]iquer,

L4’ "wilax . LA Wavle o
‘ [C ] AN { b} (]58)
Un &lément que1conqhé du vecteur b s'écrit, _ o . -
6£ : {3}'{-} % {K—- f‘} L - (159)
et un élément quelconque de Ta matriceA{C] s'écrit,
~ ¢ aF T 3F 1 .
Cﬁ(’- { 9y f'w Ix, i - (160)

i) Methode de Newton Raphson

Dans cette techn1que, on fait un deve]oppement de Tay]or de la

fonction scalaire J de 1° equat1on (154) autour de Ta va1eur estimée (Xc)

] ax , 4 {a R »
36y . J(x) NE e X0 3 { Y}-[sx’ﬁjmciﬂ” (161)

et ,AX =X - XC




Pour minimiser la forme scalaire telle que fbrmu]ée dans 1'éqUation (161)

on dérive par rapport a AX. On a ainsi pour chaque e]ement Axk du vecteur AX

0 J(x) SEERIO) 3Dy ] d 2 J&) '
20 [0 (28 (2o P 2I9] o)

Comme - ngx/bbxzest un vecteur ayant la valeur 1 comme k1 me,composante et zéro

partout ailleurs, on a,

aJ() )'jT
X X = C . ’ . .
{ {bx Yy - () = o _ . - (162) -
A ; ' ;
. V' . z N
19 Jx) } - iéme - \ . s faJ&
ol, { Bxiax est Ta k 11gne de Ta matrjce symétrique [?.] : [3*=9* }
Cette matr1ce symétrique a des éléments de 1la forme (en ut111sant 154)
T ' 7
Cu - sz ) s {ax,g“ Jow pir) (163)
| IO | » |
Le vecteur {A} s 2J£. a des composantes de la forme
b [ W] e
g ° ,_9)#* . ) ' . . )

"L'équation (162) peut s'écrire,

[c] ax o 4] | o - (165‘)

» Les -8quations (]65),‘(164) et (163) sont Tes mémes que les &quations (158), |
' (159), (160), é.1fexception du terme différentiel du second ordre dans 1'équa-

tion (153).

‘Le processus d'itération est le méme que précédemment. =

6.2.2 Estimation par le maximum de vraisemblance

‘Cette méthode est essentiellement une méthode de moindres carrés avec des
critéres de variance minimale. La matrice de pondération W est définie dans ce

cas comme 1'inverse de la matrice de covariance de 1'erreur observée, Dans le




~est donc, -

V:Cas du problame.lingaire ¥ = A X, le modé1eld'0bseryatioh lingaire est =

e Ax+vy L (1ee)

et 4A~ '= (V; ) ‘«est une matr1ce de cbvariance d'erreur observéé'cohnue

"‘ Le cr1tere de determ1nat1on ‘de X est 1e cr1tere de var1ance m1n1mum entre

Ta va]eur est1mee et 1a valeur vraie, et 1ag‘fonct1on sca1a1re J a_m1n1m1ser

. Sekon la.théorie de filtre de Gauss-Markov, -1'estimateur de variance minimum
- est identique & 1'estimateur X de 1‘équation'(151) pour les moindes. carrés, -

ol W est 1'inverse de la. matr1ce JA- , dé sorte que,

,“:Le pr1nc1pe peut etre etendu au cas d' un prob]eme non 11nea1re en ut111sant

EEERTY "methode de correct1on d1fferent1e]1e sequent1e11e”, ou methode de NewtonA»

Raphson

~<A

-
——~—

><
N
-

ol - ;. B S o
By »[AT-/\- A4 A sv. o (e

(170)

6.2.3 Estimation:de Bayes

4.Dan$ cette méthode, la fonction scalaire & optimiser prend la forme

suivante,

_JA,-_ eT% e o+ (-Yé -x) (x -x) o (172)

SRR S .‘13‘ o -
'J'.—:i E [x —x} o L o (167) -




ou X° represente 1! est1mat1on 1n1t1a1e des. var1ab1es d état et WD et NE sont
les fonct1ons de ponderat1on

Dans 1e cas de fonction non linéaire,

= F(X)
- Les equat1ons norma]es (158), (159) et (]60)_prenhent‘1a forme suivante,
' cﬂX
by - {W*} Wy 17-¢} o (5 ? W ix xf
o _a . - ; _
e+ Lag W Lot L5 } v L5

Le processus d'itération est toujours le méme que precédemmentr

: 6 3 App11cat1on aux systemes dynam1ques

LY app11cat1on des methodes stat1st1ques aux systemes dynam1ques a été .
. - débattue par de nombreux auteurs (C.6, T,3)L En reference (T.3), tous‘1e54
travaux effectués sur 1' app11cat1on de la méthode aux systames dynamiqdes

jusqu'en 1975 sont passés en revue.

6.3.1 Equetions de base -

La theor1e q est1mat1on est app11quee aux prob]emes dynam1ques de la

'_fagon suivante:

Y= vecteur des valeurs observées des paramdtres. modaux. obtenus 3 -
partir des résultats expérimentaux
B P N U TTCUE AN S
X = vecteur des paramgtres contenant 1es.é1éments des matrices de

masse et de rigidité;




[l

{/;?711; /)’ﬂ/;“._',_ ,-'{1.,., { -... &’;n} . ' | - (175)

It

X° = valeurs initiales obtenues & partir du mbdé]e d'éléments finis.

La méthode d' est1mat1on de Bayes est ut111sée pour-1'algorithme. precon1se;-'
Y 2 B (X-) ) » . .
g YR} W i mj (x-x) 7).

Les &quations norma]észsoht telles que décrites,par\1'équdtion (173). En.

utilisant Tes équaﬁidns_(174) et (175), Tes équatiqné,norma]es sont,
[C] A)Z'_.: {}
63 - L3 1wy, 303 [-ai*f-l w #]

(176)

WF{X x} | . .
2[;.;4 Wy [ ]Lsf (L2 [w]

- Les matrices de pondération WDA,'WD¢ et wp sont les matrices inverses des A

matrices de covariance de 1'erreur observée. Si les observations ne sont

pas ‘correlées,:chaque matrice de covariance devient une matrice diagonale -

- comportant les variances . correspondantes o® sur-la diagonale.

6;3jé Sensibiiité deé'baramétres

Pour.app1iQUer 1'équation (176), on a besoin des dérivées des composantes
du vecteur Y par rapport aux.composantes du.veéteur»X Lesvdérivées représen-
tent 1a sens1b111te des paramétres modaux ‘a tout changement dans 1es parametres
stbucturaux. Plusieurs publications d1scutent et deve]oppent les expressions
mathématiques pour différentes valeurs de sensibilité (C.6, V}Z,‘NQZ, C;2, F.6).

On développe Tes formules -de base dans ce qui suit.




_6.3.3:"Expressiohs:de éénsibi]ifé dgs Va]eufs propres
-L‘équation 3 résoudre dans- ce probiame ést,‘ - o
[K-AMI & o o . Cam

ol Ai et ¢i,sont les valeurs et vecteurs bfopres, dépendaht des pafamétrés _
qe masse et de r%gidité. En mu]tipTiant a‘gaugheu1'équation ci-deésoqs{par-.‘;

1,ona. .

e Lk A
Ainsi,

?séf[K- A,l\’ijg‘- v b LA m]dE

_,VSIIS:T[d/C- A(‘a//\7-'g/2'_MJ ?4' - e - o
, : (178) .
Les.deux_premiers_termes.de (178) sont nuls de sorte que, .
J) s7dE - D F M
. 7B | | |
o [ plaA N BT g T (9

o,

- La masse généralisée peut de plus &tre normalisée. On tire donc finalement

de (179),
22c | ! b b . 22, . 9__,_ b B (180)
28, oy s 7 R, e :




©6.3. 4 Express1ons de sens1b111te des vecteurs propres ._U.,

Pour la variation des vecteurs propres, on der1ve 1'équation (177),'sbit,_ -

IR ST A R R R A

" Comme |K - As M| = 0, la matrice [K - Ay M1 ne -peut pas &tre inverSée I
est p0551b1e neanmo1ns de ‘tirer-une equat1on de cette matr1ce, par exemple,
la dern1ére rangee de ca]cu]er d ¢ en fonct1on des (n-1) d.¢j1_restants }

: ;etAde récrire ] equatjon (180) avec -une matr1ce (nQT) X (n-1) et (h—1)Ad~¢ji

en premier membre. L'équation modifiée peut alors &tre 1nver$éé pour- trouver

- les (n-1) d ¢ji-qui, réinjectés. dans 1afprem1éfe'équation, permettent de trouver . -

~le dernier d q>7

D'autres so1ut1ons ont été proposees pour ]ever la 51ngu1ar1te (C 6) Uné

" des méthodes requ1ert une matr1ce moda]e ent1erement remp11e et n est donc pas
- d' utyllsat1on souha1tab1egpour Ies gros.prob]emes-(T.3).; Une autre methode o

: .vexprime 1es-dérivées:duiaép]acemenf-de la fagbn-sufvante (C.6).

asz‘ Z 7‘5( e 7ss (. éu)

aé,s R ;=)
‘3'7()'./'  : (5,J ")j ?‘g ﬁ{p s./ ) 7{3\/75:’7@_%  ~(]82)
Coms '(:, _f ) (‘) L | Z.A :
ol 6{5;=u1. = J
- 0 R

Un petit nombre de termes suffit dans la sommation de 1‘équation (T82).

‘pour obtenir la convergence.




- Récemment -une méthode basée uniquement sur la connaissance de certaines

- valeurs propres particulidres et des vecteurs propres correspondants a gran-

dement simp]ifié le calcul du vétfeur propre de sensibilite (N.4). L'aquation’

(181) est essentiellement complétée par une équation additibnné]]e de normali-

: sation. Par exemp1e,.1fun des éléments du vecteur propre ¢mi peut &tre supposé

constant;.et_conduit ainsi a'T‘équation additionnelle

d gy = 0 ¢ )

" qui, Torsqu'elle est multipliée par un.scalaire pur afin d'assurer la non-singu-

larité de 1féquation~(]81), conduit a 1'équation (181) avec une valeur addi-

“tionnelle de 1'&lément diagonal de 1a matrice Cela cohserve donc les carac- -

f‘terist1ques spec1f1ques des equat1ons du systeme, te]]es que 1a symétrie, la

dispers1on et 1a structure en bande.

6.3: 5 Sens1b111te de 1la reponse\en frequence o

Le vecteur d observat1on de 1! quat1on (184) contient 1es va1eurs propres

‘ etlvecteursvpropres. - Les estimations initiales de ces derniers sont quelquefois
difficiles & déduife des résultats expérimentaux (chapitre.B).~ On peut»alors‘

“»remplacer ces ‘observations par d'autres obtenus directement des mesures, telles .

que'Ta‘fonction'de transfert donnée par 1'équat10n'(55) ' On peut neanmo1ns

expr1mer Ta fonct1on de transfert en fonction de 1 1mpedance a partir des

~1equat1ons (1) (44) (45) et d' amort1ssement nu1 d' QD.

e wmMIx F
X = HF ' ‘

. 2 ‘-' . . . .

H - [K—LOMJ o - . (185)




La sensibilité de cette quantité découle 1'mméd1’a‘temeht~de (185)

c/[HJ . - [H] [dk _wdrt - doiry J[H] ' (1»86)

On tire de cette information 1'amplitude de |H| et le déphasage.’ La sensibi-

1ité de' ces quantités s'écrit ( ), -

dlH] -,--'—/— Real H *”/N:':




Conclusion et recommandations

L'organigramme ci-joint présente les recommandations générales

~des auteurs.quant au déroulement du programme d'essai envisagé pour

1'Astromast. A partir des données de'dépért obtenues lors des essais
expérimentaux et ‘par-un programme d'é]éments‘finisg les paramétres du
systaéme. sont fina]isés i 1'aide d'une techniqué d'identification sta-

tistique.

Les segments de droités ét 1es‘b10cs représentés en trais hachurés
sur 1'organigramme illustrent des approches_aiternaﬁives que 1es_auteurs
envisagent d'utiliser en vue d'une validation dés résultats. Ces chemi -
nements complé&mentent ceux représentés en traits pTeins mais ne sont

pas indispensables. Chacune des &tapes indiquées dans ]iorganigramme

est également identifide par un code numérique ré&férant a la .section

appropriée du texte principal.

Cet organigramme présente certaines recommandations pré&liminaires

:quj;pourhont;étre.modifiées'par la suite en fonction de la disponibilité

du matérie1'expérihenta1 et des facilités de calcul.
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. de la. stkucture en question'sont'détermihés~

~ ANNEXE 1-

MODELES.STRUCTURAUX POUR L'ASTROMAST (Eléments finis)

1. Caractéristiques | |

vLes modé]és.mathématiques pour fin de simulation du compdrtement'dynamiquéﬂ.
' a part1r de valeurs données de |
parametres cr1t1ques et certaines hypotheses quant au comportement Les para—_‘

matres sont assumés au tableau 1. En part1cu11er, la hauteur tota1e sur

. cinquante-quatre niveaux est de trois cent sept pouces et-son‘po1ds-est_ega1»

a quinze centigme de livre par pied de longueur. Le diamétre du cercle qui

.contient les tfois noeuds est neuf pouces, et'Ta tour tourne un anq1e'tota1

~de cent v1ngt degres sur sa hauteur pour diminuer les effets d expans1on

therm1que en espace ASTRO"AR(,*)-B ,_’)‘14.)

La Tongueur entre les connex1ons_d un méme niveau, “a", est prise selon
un diagramme fourni par DOC. Le module d'é1astic1té est calculé é paktir

d'informations tirées du document ARC-B- 004 et est suppose 1dent1que pour

tous les membres, longerons et cordes avec une a1re c1rcu1a1re et les poteaux

avec une surface rectangulaire.

Dans 1 ana]yse structura]e, 1'effet de la. d1ss1pat1on d énerg1e est

'negl1gée ainsi que ce]]e de 1a gravité sur 1e comportement dynamique. Les

propriétés sont supposées uniformes pour Te modéle cont1nu, et identique
a chaque~nfveau pour les modales discrets. I1 est supposé qué~1es matériaux
se comportent de maniére é]astﬁque et linéaire, avec celui des longerons par-

faitement bf]inéaires, la deuxigme partie ayant une pente nulle. Seule




1'énergie axiale est considérée comme importante, mais par contre, d'autres

" mod&les comprenant 1'énergie de flexion; de torsion et de cisaillement dans -
‘}es colonnes, pourront &tre &tudiés. On suppbse'que Tes Tongerons demeurent:

dans 1é‘dpmaine post-critique de flambage, de sorté que Tes cordes sont

toujours en traction, ce-qui permet d'en]ever:les 1ongerons dans.}‘aha1yse.




TABLEAU 1

CARACTERISTIQUES DE_L'ASTROMAST

Paramétres

Nombre de niveaux

~ Rayon d'encerclement
" Hauteur totale
- Hauteur d'un niveau -
-Rotation antihoraire sur la hauteur

. Rotation antihoraire d'un niveau

Poids total
Masse par unité de longueur

Masse de chaque niveau

Moment d'inertie massiq&e de'chaque étage -

Longueﬁf libre des longerons

Rigidité du mat

.Moment d'inertie du mat

‘Module d'élasticité

Aires des poteaux rectangulaires
(.1X.136)

~Diamétre des cordes

_ Diamétre des longerons

Charge critique d'Euler des longerons
Rigidite axiale des poteaux
Rigidité axiale des cordes

Angle des cordes avec 1'horizontale

VDistance des cordes du centre du triangle

Symbole '

184 x 1077 -

7781

“Valeur

54

307

5.685

-120
_2.222
13.8375

.3237 x 107%

3

003713

3 x 10°
a7
7.287 x 108
.0136

033
096
4.95
99100
6232
36.15
2.25

Unités

*. pouces

'pouces
pouces
degrés
degrés
]1vre§
1b-sec?/po* .
15-sec2/po
Tb—secz/po
pouces
1b-po? -
po*
1b/po?

po?

pouces . .
pouéeé
Tivres
Tivres

livres
degrés

pouces




2. ‘Modéle ‘continu de 1avpoutre

Si on considére 1'énergie en é?ongatidn-des poteaux du mat, le tout peUt

‘ se calculer comme une poutre Pour trois sect1ons rectangu1a1res espaces i
~d'une distance "a" sur un p1an tr1angu1a1re, le moment d 1nert1e de la sect1on

. est 1ndependant des d1rect1ons des axes et est égal a

Imf.SApa , L | ;_;)

et Ta maSse'par;unité de longueur, s'il pése quinzé,centiéme de 11vre par p1ed

- est égale a‘p;vpour g,'égaTe a 1}accé1ératidn‘suf terre, g = 386 po/sec
w o a
a=v3r a3
L

d = r/2_




hertz sont bien cbnnues'(B1év1ns)‘

2 (RN
foosi JEL
i 21 pH*

dans- lequel A satisfait 1'équation transcendantale

cos A Cosh A+1=0

W - cosh'ki X/H'— cos Ay X/H - v, (sinh Ay X/H =S
dans lequel X satisfait la relation

sinh A, - sin A.
i i

Yi = Cosh X+ cos A,

- Les va]eurs,de.x'et y»Sont_données au tableau suivant:

A

1.87510407 0
4.69409113 N
7.85475744 .0
10.99554073 ‘ 1

0

m_pw[\)__al_x.

- © 14.13716839
>5 (21 -f) 1/2)

3. Modale a_couplége simple’

Le modéle précédént est Timité car i1 ne contient pas

" nales, les cordes, suppose que la masse est distribuée de

“-Pour une porte—é{faux continue et uniforme, les fréquences de résonance en

Les modes sont donnés par la relation, pour x en direction .de la Jlongueur,

%n"x{VXZH) ;L{?)

y

0.734095514 -

.018467319-
.999224497
.000033553

).999998550

1.0

1'effet des diago-

maniére uniforme,

et ne tient pas compte de Ta rotation initiale de 1a structure.. Un autre

mod@le simple qui considére 1'énergie dans Tles cordes maislnég1ige'1‘é]ongation



des colonnes est utilisé pour trouver une approximation des fréquences en -

" torsion de la structure.en question.

—he A
el
A ‘

!

X

ETévation R - g Plan -
La relation de rigidité pour 1'&lément de deux cables est donnée par:

P=ka @/5()

.dan5n1aque11e, pour £ 1a-1ongueUr des cordes,

Ay

k= 2>(%'I‘-)'cos2 o S o Crf ’O)v

et ol il est supposévqu*uné'suffﬁsante fréctidn inftia]e’maintfentf]és'cordes :

" en traction, sinon une corde en compression n'a aucune rigidit&. -

Dans' un p1an, cet &lément est & une distance "d" de 1'origine et sa

_normale a un angle "a" avec 1'axe "x". Si nous-supposons qu'un ensemble
 de membres semblables se déplace de mani&re que le plan reste rigide, tel.

un diaphragme, i1 en résulte,

S L R € I T A T
'dans 1eque1 | '
P - {u -
: X , ]
Pl = Jp x = Jv . 12)
. Y '
o | |
7 k cos?2 8§k cos B sin g -]k dcos ]
[Kl = | 7 k cos B sin 8 T ksin2g . =Tk d sin 8!
1-7 k d cos B -y k d sin B8 Yk d* o
“ : : S -

T3




pour-Px,'Py les forces en x et y et T Te couple de torsion appliqué a 1e
niveau relatif a 1'drigine. u et v sont des dép]acements'en X et y respec-

, tivement et 0 est-Ta rotation antihoraire d'un diaphragme

Dans le cas de trois membres placés de maniére équilatérale ‘et avec.

- deux cordes pour chaque panneau, i1 en résulte une expression non couplée’

1.5 0 T )

3d*®

[K] = k

o

- Ce genre d'é]ément peut ensuite &tre utilisé en hayteur donnant comme résul-
tat des équations non couplées pour les déplacements latéraux et en torsion

sur forme tridiagonale, et donc couplage simple.

[Pl = K1 ul R A

; e

[Py (k1 vl | ,
Tl = 1K1 e - T

, R A | S T
K1 = (K1 = 1.5k Ky Helfr
K = 3kd? kT ~ SocE




K1

i

(2 -1
12 A
. I
12
-1

f—

La masse de chaque niveau est considérée commevdiscrétisée7et répartie

de maniére égale aux trois noeuds, ce qui donne deux problémes de valeurs

propres, pour le mouvement latéral, et en torsion pour m la masse du niveau.

S =L 1 IR §
.2' . .
13kd "y -1y

mr2

Les fréquences et modes sont (Blevins),

It

]

1.5k

1
2n mo N
£,/ VZ
L
Co21 - 1y
2 sin (5i=g) 1/2

s1n Bij-k

0 latéral -

0 - torsion-

T2

L@y

\1.23)

T

Ty

Tan

)




4. Modéle-discret d'énergie axiale

Le dernier .modele néglige 1'énergie en éiongation de c61bnne5uqui est
raisonnable pour une,structure avec un rapport de hauteur sur la base peu
glevée et des poteaux beaucoup plus rigides que les diagonaTes;' Cependant,

pour une -structure en hauteur, cette énergie n'est pas négligeable, car une

: petite &longation aux premiers &tages change grandement 1é_tompdrtement'1a—: h

téral. En ce qui concerne-]e_comportement en torsion, cet effet est moins

prononcé et ce modele, pour la structure en question, devrait assez bien

‘modéliser le compoktément. I1 demeure qu'un modéTe:plus pOUSSE qui tient

compte des élongations axiaTes_des poteaux et deé.cordes, serait préférable,

- d'autant plus gu'il puisse tenir compte de 1a rotation des niveaux. Donc,

" 1e nombre de degrés de liberté passe de trois par &tage 3 neuf par'étagé,

les. déplacements latéraux et verticaux des trois masses concentrés aux

© connexions.

Pour les colonnes rectangulaires que nous avons & considérer, la rigi-

dité en torsion est négligeable comparée & celle du systéme de cables. Aussi,
i1 est & remarquer que la rigidité en flexion des colonnes est nég]igeab]e

~ vis-a-vis celle du systéme de cordes. Comme approximation, on suppose -que

les extrémités des colonnes & chaque niveau sont emp@chées de tourner, et que

les trois poteaux sont orientés dans une méme direction. La rigidité des

- poteaux divisée par.celle des cables, serait donc,. .

12 EI

P :
kC - EAC cos? o sin o = AC h2 cos® o sin o "\:l-’zﬁr)-
h




Ccielle

qui eét'négligéable pour des hauteurs de notfe structure.

1\’ e A {l/’! N
——p oo, .

S PRI .,..._‘,....._.,.i....7 u— }

N\ a0

Les &quations de stétique qui relient les forces aux- noeuds 4, 5 et 6,

P avec -des charges axiales des membres, 1, 2, ... 9 du premier niveau,

-f] et 10, IT, }.f 18 du deUxiémé_niveau, fos s'éérivent sous;1a-fokme~mafhi4

P | f](} L

a | . ' -

= . e ilv?'j{

‘(" E‘n ‘l _“12‘ e - 21)
: A
P f2]

dans lequel,

00XX00X00 |
X000X00KX0
0X000XO00X |

00YYOOYOO T o

- lyooovyoovo I
Ap? = oy
0OYO0O0OYOOY !
002200200 |
Z000Z0OZO |
020002007 |




X0000XX00 !
J0Xx0Xx000Xx0
00X0X000KX |
YOOOOYYOO' o
[Ar2] 0YOYO0O00YO L2
00YOYOO0OY,
Z0000Z00O
0Z0Z000ZO |
00z0z000Z)

dans lesquels X, Y, Z représentent les cosinus directeurs des membres selon

leurs niveaux

AN, = (X

13 g " %3)/ly \ 303

A2y = (Vg - Yglllyg o33y
pour L les 10ngUéqu des membres. La mémé relation est va]&b]evaUr les autres
niveaux sauf le dernier. La matrice de rigidité globale de la matrice est

donc donnée par la relation

[K]' = [A] [S] [A]' T3

- pour [S] la matrice diagonale de rigidité axiale des membres et ' le transpose

Sy (BAL)y (N

Finalement, ceci nous améne d la relation suivante pour des rigidités

-

identiques a chaque niveau,

] ] ’ .
[Kj] = Ay S A+ A S Ay o1, 3y
Kyl Mo S fz - f\,'i'..,?'}‘}
Koyl = [Kpp) etc. .

-




Ce qui est_symétfiqué avec une demi-bande égale a 18. :

5. Résultats

Les résultats des divers modéles présentés seront donnés sous forme de

fréquences de résonances pour un modgdle de cing &tages et pour un de cinquante

- étages.

‘Poutké_

~.Selon 1'équation, les fréquences sont données par 1a}ré1ationIi;£Tf

N JEL S
K S N R

- et pour les valeurs

EI = 3.x ]06~1jyre'pd?

.5: - ;3237 x 10‘4‘]jvrés;seg%/pééf51’
He = 5 x 307/50 - és;ﬁééxpo o
‘Hgy = 307 po

nous donnent les relations qui -sont résumées aux tableaux suivants,

i

f. = 60.0 A%
i 7 &
f, = .514 A\
T !
o A, satisfait 1'squation L& o - e




Couplage simple

Les fréquences de résonance pour le mouvement latéral et en torsion

“sont relides par 1'équation L. 22pour ce modale et sont.données pour les

" paramétres utilisés des résultats indiqués aux tableaux:

Mook
2T m

(340)
EA o .
2 = cos® o sin o = 843.2
.000184,1b;secz/pq

367/54 - 5.685 po‘ 

tan™! (n/a) = 36.15°

17.3 1 1atér§1¢"

295..1 (P én‘toréion-:

pour A, satisfaisant 1a relation ) ,28

* Energie axidle

Les résultats calculés pour ce modele sont calculés selon le

qui se trouve en appendice avec et sans rotation. Les paramétres pour le -

pfogkamme sont:
EA

EA

[}

6232 livres

99100 livres -

 5.685 pouces
184 x 1073 1ivres—$ecz/po

0 ou -2.222°

programme



Tableau. 2. Fréqueﬁceé de résonanceA(hertz)

 Energie axiale

‘Poutre Couplage simple

Latérale | 'Latérale En'tofsion sans rqtatiqn’ : “Avec rotation 7

: ' ' B Latérale || -En.torsion || Latérale ||~ En torsion

5 54 5 54 5 54 5 54 5 54 5 54 || 5 54
211.0 1.8 ||118.8 | 12.0 || 84.0 8.5 | 90.1 — | 840 — 90.0 1.7 || 84.0 ‘8.5
1322.1 11,8 ||346.7 | 36.1 [|245.1 25.5 |/100.9 — |l245.2 ~— |/100.7 10.3 || 245.2  25.5
3701.9 31.7  |[546.5 | 60.1 || 386.4 42.5 ||260.3 —- |386.5 — || 261.4 27.8//385.9 42.5
7254.1 62.1 702.1 | 84.0 || 496.4 59.4 |l298.3 — |1496.4 — || 298.4 47.5|/496.7 59.5
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~ANNEXE 2

ESTIMATION DES PARAMETRES STRUCTURAUX

Comme on peut le constater, les résultats du modale & couplage simple

donne de bons résultats pour les fréquences en torsion pour les deux modé]es;

- _court et -long. L'effet de Ta rotation initia1e est héq]igeab]e pour ie cal-
.cul -des fréquences. Le modé1e de la poutre, méme s 11 n est pas. bon pour la

- petite structure, donne des: frequences assez correctes pour Tle comportement

latéral du grand modale de cinquante-quatre niveaux. Des modales plus com-
plexes d'&lements -finis pourraient aussi &tre utilisés pour tenir compte de
1! nerg1e en flexion, 1' énergie en torsion, la distribution de masse, 1'8éner-

gie c1net1que des connex1ons dues au mouvement angulaire, etc , mais le nom-

. bre de degrés de liberté augmenterait du double, ce qui necess1tera1t des
‘ procédures numériques telles que la synthése moda]e ou ut111sat1on,des matri—

ces de transfetrt.

[

 Dans le modéle @ énergie axiale, il y a neuf degrés de liberté par
niveau. Certains modes sont associés avec le mouvement vertical de la struc4:
ture, mais sont a des fréquenceé élevées. Ce mod&le semble &tre Te mieux.
adapté pour tenir compte des,mésses additionnelles dues aux accélérométres

qui seront installés lors des essais dynamiques du modale.

_Enfin, pour 1'estimation des param@tres, on suppose que Tes masses et .

~que'1a géométrie sont connues. Donc, ce qui reste comme param&tres sont les

rigidités axiales des colonnes et des cables qui, pour fins d'&tude, seront

supposées identiques & chaque niveau. La technique d'identification dépend
donc des mesures prises, soient les modes et fréquences de ré&sonance, soient
les fonctions de transfert sur une gamme de fréquences. La procédure est

résumée dans 1'organigramme suivant.




ORGANIGRAMME - -

IDENTIFICATION DE L' ASTROMAST

Lire - DONNEES

v

Lire - ESTIMES DES PARAMETRES |

- :
1

Calculer - REPONSE

y
Calculer - FONCTION OBJECTIF

R

Caleuler - SENSIBILITE| .

v

| Déterminer - CORRECTIONS AUX PARAMETRES|

y
Vérifier - CONVERGENCE

I Modifier - LES PARAMETRES |

Comparer - MESURES VS REPONSE CALCULEE

|

Sortir - MEILLEUR ESTIME DES PARAMETRES|
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