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CHAPITRE 1  

INTRODUCTION  

1.1 • Description du problème  

Un .grand nombre de projets spatiaux Vont faire appel , pendant la 

décade à venir, à de grosses structures. A cause des contraintes de 

poids, ces structures devront être flexibles et probablement légèrement 

amorties. Le problème de base pour l'évaluation de ces structures est 

le développement de modèle mathématique décrivant le système à des fins 

de design, d' analyse dynamique et surtout de contrôle. Il est pratiquement 

impossible qu'une structure compliquée puisse être modélisée de façon réa-

liste sans les efforts conjoints des ingénieurs responsables de la struc-

ture, de l'expérimentation et du contrôle. Dans les années 50 et au début 

des années 60,  l'ingénieur expérimentateur développait et utilisait des 
,(F. 7, 	4., n52_.)., 

méthodes au sol pour le test dynamique de ces structures.' . Un bref rappel 

des bases mathématiques est donné au chapitre 2 et le chapitre 3 rappelle 

les principes de ces tests et souligne les principes mathématiques qui ont 

permis de tirer les premières estimations des paramètres modaux des struc-

tures à tester. Le succès de l'application  de ces méthodes demande une 

compréhension très poussée des expressions mathématiques 

L'ingénieur , de la construction, à ce stade, possède les techniques 

permettant de résoudre un problème direct; la structure doit être fabriquée, 

et ensuite les tests dynamiques suivent. Si le comportement prévu diffère 

du comportement mesuré, les changements appropriés doivent alors être 



introduits. Les ingénieurs de la construction se mirent ensuite à étu-

dier le problème inverse, à .savoir les techniques d'identification de 

système, pendant les années 60 et au début des années 70. Ces techniques 

avaient pour but d'obtenir des informations sur les paramètres structuraux 

directement à partir de l'estimation initiale des paramètres modaux mesurés. 

Ces procédés sont 'décrits au: chapitre 4. 

techniques Sont disponibles (n/:- I. F. 1 ). 

Des articles sur l'étude de ces 

'Le progrès réalisé dans lès. Processus nùméri qu'es utlI i sant :la .discré 

d'éléments continus, introduisit un élément nouveau ,dans 

procédés d'identification. Dans le chapitre 5 figure une brève discussion 

sur une de ces méthodes: les éléments finis. 

,chapitre-sur.un:programme approprié à I  'Astromast. 

La nécessité  d.'identifieriles paramètresAe- structure en tant çiue 

partie du processus  entier  de  contrôle,  ' conduisit , à: 1' entrée dé I." ingé-, 

nieur de contrôle dans le procédé  d'identification. Ce dernier est carac- 

térisé par un modèle mathématique' donné et le, procédé consiste alors 

estimer les, paramètres par des .processus d' itération appropriés 

prodeSsu.s .:figurentau chaPitre - 6',' ainsi qu'un programme 0ouresttliler Te 

paramètre convenable pour  ilAstreaSt.":, 

1.2 .:RemarqueS 1  „Sur 	procédés  ' d 'identifi catiOW 

Très tôt, les:prOcéeS:d'identificatiOn , sont-baSés sur„ ..le teSt.et:. 

1 analyse de la structure complexe complète comme une seule upité. 



résultat de ce procédé est un modèle mathématique possédant un très grand 

nombre de degrés de liberté. Les données caractéristiques dynamiques du 

test sont cependant conservées dans un nombre limité des premiers modes 

qui peuvent être excités. Cela conduit à des difficultés numériques dans 

les procédés d'estimation et à l'introduction  d' erreurs spécialement dans 

l'estimation  des paramètres d' amortissement. 

- Une méthodologie lieux adaptée à ces struCtiees  a été .  développée. au  

cours des 'clix; dernières années, Dans Cette , méthode , 1 a. 'structure complète 

est divisée en plusieurs sous-systèmes. Ces derniers sont alors identifiés 

par les méthodes classiques et les résultats sont assemblés à l'aide  de 

techniques de couplage pour synthétiser le modèle mathématique complet. 

La matrice d' amortissement obtenue avec les techniques de sous-structuration 

s'est  révélée être plus précise .que celle obtenue précédemment. Ce rapport 

discute des procédés d' identification quant à leur application aux sous-

structures en mettant l'accent  sur la modélisation de la sous-structure 

de 1 ' Astromast. 

LeS2teChni ques dé . coup  age sont 1 objet. .ér un.  prochain rappôrt. . 	. 	- 	_ 	_ 

.eniarquessur 1 es:,proCédês exPérimentaUx  

Les approches Utilisées dans :les procédés expérimentaux pour trouver  

les estimations initiales des paramètres modaux se classent en 3 catégories: 

-I . techniques dans  ieHdàMai ne- des fréquences, . méthodes .môdaleS , 

 2. : techniques dans ' le ,domaine du temps 

.3. techniques dans le domaine des, fréquences ,méthodes 

(tests de choc, èXcitations aléatoires), 

non modales 



La. première . catégorie est :encbre la plus populaire, sa -popUlartté 

étant due, à l'origine, à la facilité des procédés de test. Cependant, 

ils exigent que la structure à tester soit isolée ou que le test soit mené 

hors place. Les techniques dans le domaine du temps conviennent pour les 

tests sur place, comme par exemple le test du satellite sur orbite. Les 

techniques non 'nodales dans le domaine des fréquences nécessitent des esti- 

mations sur les densités spectrales des fonctions d'excitation et de réponse. 

Le présent rapport discute du domaine des fréquences, uniquement en ce qui 

concerne les méthodes modales. 

1.4 Bibliographie  

Dé nombreux '.articles Couvrant les expériences faites en  'Europe - et:.eh .  , 

Amérique  du Nord sont:disponibles . Ces articles dressent une liste  exten- 

sive ,:dés références 'sûr ce *sujet .H Ce' n'ést-PaslebUt:.deceraPpOrt'de: . 	. 	_ 
. 	• 

- répéter toutes les -  références citées dans ces arttcTés: Les :dernières 

conférences • importantes dans , ce domaine sont seulement citées dans ce' 
„ 

rapport..  Seules:_ lés . vieilles références classiques sont  Mentionnées:.--: 

Voici quelques exemples d'articles (Al, MI, .5.6., 04 



CHAPITRE 2  

• FORMULATION MATHÉMATIQUE: *ASPECT DES MODES • DE RÉPONSE DU SYSTÈME- 

2.1  Introduction  

Les tests expérimentaux ont pour but d' exploiter la théorie relative 

aux propriétés des vibrations 1 inéai res afin de construi re un modèle mathé- 

matique de la structure. Cependant les différentes techniques expérimentales 

ne peuvent être évaluées que si le mouvement du système sous test est correc-

tement compris. Cela peut être fait par l'interprétation correcte d'une 

solution appropriée du système linéaire reflêtant un ph(nomène observable. 
/ H- 2 , q-• 4 , D- 2 ) 

Il existe de nombreuses techniques mathématicur solutionner la tech-

nique mathématique linéaire; cependant les solutions basées sur la superpo-

sition des modes sont les mieux appropriées aux techniques expérimentales 

concernant les tests de résonance. Ces solutions expriment le mouvement 

du système à la résonance comme un vecteur dans un espace Euclidien n x n 

engendré par n vecteurs propres indépendants (formes des mods) et les corn- 

sur .ces' vecteurs sont les coordonnées  pri nci palesNha  réponse peut 

alors -être exprimée par un 'nombre limité  de modes de vibration 

propres.  

On: a '..résumé dans ce chapitre les - expressions des.  réponses* des Structures 

amorties utilisant une approche modale en mettant l'accent  sur les données de 

réponse en un point dû à une force unique appliquée à un autre point ou à 

pl usieurs  forces à tous les n points de la structure. Ce n' est pas le but 

de ce chapitre de présenter des formules mathématiques rigoureuses et l'accent  

est  'mi .s principalement sur les •tats pratiques qui couvrent 1 a majorité . 

des appl i cati ons 



2.2 Formul ati on  mathéniati que: problème des valeurs propres  

2.2.1 Aspects dé l'espace de confi gurati on et de 1 ' espace d' état  

L' équation d' un petit mouvement forcé d' un système en vibration peut 

s ' écrire dans la forme conventionnel 1 e de 1 ' èspace de configuration: 

M x°°(t) + C x° (t) + K x (t) = f(t) 

= matrice de masse nxn 

i. C. n 	matri ce d' amortissement nx 

K 	matrice de rigidité.  
nxn 

X 	= vecteur de réponse nxl 

Comme on procède quelquefois au calcul de 1 denti ficati on du système  

dans l'espace  d' état, les n 'équations (1 ) du 2è ordre sont transformées en 

2n équations du 1 er ordre dans 1 ' espace d' état,(D 2)  M1 

A z°(t) 	B z(t) = g(t) 	 (2) 

. 1.e7k11 

n 21) 

;(211 . 

0 • 

fix 



mécanismeHphysique responsable de l'amortissement est très compliqué . 

et est associé à l'interaction de la structure et de son environnement. An. 

n'a pas besoin de connaître son origine dans -ce chapitre, du momeni:queson 

influence sur la , aréponse -est connue. 1-outefois,.nous , nous' ramenons  -:.à un : 

amortissement -arbitraire lorsqu'aucune contraintEn'est imposée 'sur la-forme 

,de la Matrice C . , et à un amortissement proportionnel-pour 

'Toutes les données sur les àmortissements peuvent être troilVées'en référence(q:/.  

La partie hoMogène,deTéquation (1) ou de, l'équation (2) .est un problème 

classique de valeurs propres:.  -L'accent dans Tes e#resslOnsquisuivent est* 

résultats suivants . : 

valéùrssprOpres  ou fréquences 

veCteurspropres,ou formesAes, Modes; 

conditions d'orthogonalité des formes des modes. 

2.2:2 .  :Problème des valéurs propreS dans' l'eSpacé:de configuration  

*Considérons la partie homogène de l'équation (1), 

porté sur les 



rah /e,v1 'rT7 o rh .  e ele,11 /0 re/ear/17; /Me/ 

= 

(y/2) • 

Vl+iy 

Rayleigh 

Caughey -  (à•enera/ide4 eckyX) 

Dyadic 
i  

111  

[C] = 2[M] 

e /: Cau7Je 

arè 	if 	Ire?" 
. 	 I 

Structural 

[c] =  

Table  1. Types of Proportional Damping 



Les équations caractéristiques de (5) et (6) sont:. 

L' équation :'( 7) est une matrice 	qui _a n racines complexes -X1, -  

(7 ) 

• . 	* 
X.11  et les n racines complexes conjuguées XI 	X' h 

De méme l'équation (8) 

la , racines complexes 
. 	* . 
.. 	et n racines compTexes .  conjuguées -X i  • 

n . — 

= 	a
r 
 . + j 

r 

,r = 	ar 	j b 	r = 1, • r 
LM. 2;  

• 

rôle :important uniquement 

là.. fréquencede 1 à force', conductrice est proche de . la. fréquence de 

résonance' de la: structure et 'on peut établir un taux constant d' amortissement 

,visquèuxéquiv.alent 	qut tient compte,du-f.acteur de 'perte dé:la structùre.- 

:L'équation  - (9) peut donc s'écrire de la façon suivante  

. 	eme 
= taux d amortissement associé au r 	mode. 

ième 	• 
fréquenée naturelle du.système- : non. amorti  e' 



ième 
= r 	fréquence naturelle du système amorti 

= 	=  r r 	
taux de décroissance. 

On a également avancé Yirue les termes de couplage d' amortisseur sont 

importants seulement lorsque 2 modes ou plus du système ont des fréquences 

si proches que de petites forces d'amortissement dans le système entraînent 

le passage de quanti tés importantes d' énergie d' un mode à l'autre  

a mentionné que les termes de couplage pouvaient être négligés si, 

/ zrr,  

/etncreff 	C, 

a .1 

'..Pour, 1 es . formules suiv antes, :on: a posé  comme:,hyp6thèse:, 'que_ 1 

étaient suffisamment espacées. Lés corrections pour :les fréquences rappro- 

chées viendront pl us tard, d' après 1 es tests expérimentaux. 

1ei J en Vecter- 

ième 
harmonique e 

[ cli ag,à‘ r
•  .(s2.`jt -ie r) 	-(r 

[d i i [ [ " s  a3  c 	011(13. e 	 + diaj e 

„ 	 . 

17: d .ïa3 : co5 L-(2.r  
(13) rea/ va/61 )11. 



ti sseur 
e-Srt 

 , le r ième  mode amorti est donné par: 

d 	 . 
r  	 d r  

L d latg 	 dia3  e 	J 

d 	 d
•  côde 7Lsa 

	

( d  L) 	
- 

cl \ 
e05 	17) 	 COS (5 

21 	zi 	• • 	zr. 	zi 

i è la r
me- 	val eur propre- ou mode amorti est donnée par la' 

matrice ci -dessus et est représentée par 1 es projections 

vecteurs de rotation suivants : 

2.2. 3, Modes amorti s  

A parti r des équations (12) et (13) , en négl i geant 1 élément d' amor- 



L'équation • (1 4) .'est un e .  matrice modale.. 
. 	• 

pour t  =0,  nous obtenons , 	• 	. 	. 

Néanmoins en prenant sa valeur 

Les mode's  ci-dessus se rapportent à 1 ' équation (1) « . dans l'espace de configu- 

ration oC1 les col onnes de (I) représentent la forme compleXe :des vecteurs' -de 

rotation de la figure (1) dans le plan complexe; 



In dérivant par'rapPort.à 

d 

d 	A  

[din3 

n 2i 2 n 	• 

= matrice Modèle:complexe 'Amortte 

cd • 	cd • 	cd 

cd 	. ième> 
0 	=:r 	mode.compléxe amorti- 
- r 	. 	_ (18) 

2.2.4: Modes'amortis  complexes  

' -d-d* 
Les matrices modales 0. et 0 	du mode amort .r.peuvent être combinées 

en une matrice complexe. (2n x 2n) du mode -amorti, très.:utile pour la solution 

du modèle dynamique exprimée dans l'espace d'état. 

Dé:l'équation (13), nous tirons: 

d 
xs,)] 	' 14 ) 	[ da

•• 	 Th, _/i. 	a 

, [ diaj  A y. 1 



1 

L'écitiation (l8)peut être  écrite - sous unè forme' différente, très utile pour - . 

la  selUtion  de - l'équation  (2):. 1 
ci 
dia.9 

d ' 
• D.0  - 

r 
-2/1x 

o  o 
DC 	. 

' 

1 cl 

ding. 

1 

n 2n x (19) 

1 
1 
1 



1 

1 

2.2.5 Gondi tions  d'orthogonalité  

Les équations  (5) et (6) ne sont pas écrites sous la forme standard des 

problèmes de valeurs propres [A - À I]  X = O. Ainsi les vecteurs propres 

ne sont pas orthogonaux par rapport à chacune des matrices* M, K et C. 

Cependant des condi tions spéciales d ' orthogonal i té peuvent être écrites 

Des équations (5) et (12) , on tire::  

frl '[ dta C  3 r 	 ,- 

c14‘T 

comme sui t: 

1 

1 
en mul tipl iant à gauche par 

. 	r 

ajoutant (22) à (21) , 

2 	lez 

9;,p' r 	 e 5 ,drc 9d *( 
ce , 	le • 

2 K# 
r 

1 .* Le cas parti cul ier de "non amortissement proportionnel peut être formul é sous 
forme de ' problème standard dé valeurs propres, ce qui _entraîne. que les formes 
de modes respectent les conditions standard d'orthogonalité cohue on .1E mon-
trera plus tard. 



If À 	À we get r 	 e 

dr 
M r 

et de (24) et (25), on tire, 

On remarque que après (10), (À + À* ) = - 2 SZ 
r 	r 	r r 

n répétant le Même procédé on peut écrire: 



, 4 

/\ 

Pour r 	et à partir. de .(21) (en rempla-çant r  _ par c r  p ) on tire;  . 	. 	. 

dr 	 dr 	d 

t < 9( 	/4 	r 

'En substituant cette expression dans (32) et en utilisant (29), on peut . 

démontrer que:  

_ 	ci 	_ 
r' • 1-  

Les équations (25) à (32) peuvent être écrites sous une forme plus 

et en utilisant les résultats (17), (18) et 1 'équatiorr (2), on a: 

concise,  

T 
C 



2A.6: Le problème des valeurs propres 'dans l'espace d'état - 

'Les résultats' précédents peuvent être obtenus en résolvant 'directement:, 

l'équation  ( 

La solution a été proposée par..Duncan•(DA.) et est deVenue'..dePuis-.lors . 

-la méthode Standard de résolution du problème d'amortissement :-:: Posons une 

solution dé la :Iforme:,.. 

,f ..où  X et Z.Sont dès valeurs cOmpl exes;' én - reMplaçant dànS - 1 1 équatioW( 

— L'équation . (36) est un problème 	de valeurs propres qui a . 2n racines. 

.Si les valeurs propres et les .  vecteurs propres sont complexes, ils appa 7 

 raissent sous :forme conjugùée et' peuvent s ' écri re ; 



Les- vecteurs de rotation  représ'entant lé mode norinal• d 

tous en phase, ou encore à . 	0 
sr 

'orthogonalité sont données par les équations' (29) 

diag m r  

di ag kr 

Les conditions 

L'équation (37) est semblable à. l'équation (20). 

D'après les caractéristiques des problèmes *standards :de valeurs propres, 

qui sont les résultats (33) et (34). 

2.2.7 Cas particulier No. 1: pas d'amortissement, 

M x" + K x = 0, 

Avec la même solution de l'équation (4), on obtient à deux problèmes  iden-

tiques de valeurs propres (équations (5) et (6)). Les: valeurs ,propres sont 

données par les valeurs imaginaires, 



r_ 

Soit 

est un ,problème classique de valeurs propres 

et i valeurs propres Sq OÙ 

7 
 •

( e ) r 	• 1 
L 	 L vc 	j 

j 	K M t  

et: final eMén 

, Ces équations. ont: utiles  poùr  les  tecnniqùes  d'identification présentées, 

dans  ole-  chapitre 5.. - 

Une autre alternative  de 

:masse 'par, 

cette méthOdé est - d'ex-primer là matrice de .  

L'équation (38) est quelquefois 'appelée problème:généralisé de valeurs propres 

pour lequel on peut développer d'autres conditions d'orthogonalité 

Soit le problème classique de valeurs propres 

Mu-Xu 

Si M est symétrique, définie positive, les valeurs propres X"' sont positives 

et réelles et les vecteurs propres u. (m) sont orthogonaux de sorte que, 
(ni) 7  r 	(nt) 

J  L ue‘ J 

» 	r 6.)-1 

v),i 	L 

matrice identité 
[ d/as, 	/77,) i .  

i 
 De même la matrice [M? 	
(m) 

a pour vecteur propre u 	et pour valeurs propres 
2 

(111) 

i 	de sorte que,  

-1 L 	il  

n peut écrire  l'équation  (38) sous 1 

propres, 

[I<IL (-13 

r 	K L 	- 
L e h 

z  L 1 '( 	12_ 	N x 
(-1• 1  



. 	riai)1 	 1.1r-c" • 

Cif - TK 	(ix" 17_2  L '11;c} 

12_ 

Ck-D , 	 r  

L es  vect-eureS ?rol.-3-2-eS 	 L  u.  

71-  
ae . 

No 2; .  'amortisssemen -LprOPortiOnnel;U'-, 

5,6  

Mx"+C'e+Kx=0 

C =  a M + K 

-,.0 -11 peut . démontrer que la matrice  modale est la même que la matrice ,du-mode . - 

l'équation 	LeS valeurs  propres  sont données par les équati ons  



- Les conditions d' ôrthogonal i té :sont 

(ID
T 

M (I) = diag m
r 

1 
(I) •K 	= diag k r, 

= diag s«2 2r  mr  

(D. C (I) = diag  c 	diag affiortissement liisqUeux) 

2.3 FormiAlation mathéMatique:, problème de . vibration forcée  

La solution du problème d e.  vibration forcée' .:, 

SOIutionpour 1 état stationnaireveç superposition des modes 

Réponse en 'un point d'Une force appliquée à un autre point . 

Images. du modeforcé . ,et conditions de génération .eun:mode normal ' pur% 

2.3.1 
ee- o reeienfe Aerteeeeker 

Considérons les équations (1) et (2), et soit, 

jw( 
saq -e 	J F 

- 



x°P-) 
x (f ) 

[diagjw]AZ+BZ 	=G , 

[diag (-jw)]  AZ + B Z * 	= G*  (46) 

En .substituant (44) et (45) dans ( 

'de leurs conjuguées, on obtient,  

), et en séparant les valeurs complexes 

(47) Soi t , 	Z21 	Y 

	

2nx1 	2nx1 

(1) cd  est la matrice modale amortie complexe (équation (18), 

z 	n AI 
=  

xl 	vecteur complexe constant n 

. 	4  j 
• n xi 

En substituant (47) dans (46) et en multipliant à gauche.par.(I)
dt  , on Obtient, 

.1. 	écïr 	cd 1.: 	c dT 	cc! 

teijà3. cicof 	Li, cl) 	8. cf) 

:En remplaçant par les équations (33) et (34 .), on Obtient, 

	

[.. cl. 1.9g j W1 	[ 	0 1 .4 Ucjia-.9 	- 

	

vl.  x,2 n 	0 	Ldia3,:  ]  . 6 	--, ....1 [01.....757.7 ..):,. jj  
[ 	

. 	-,. 	:e 	' 	..  

T  cdr 

' * 

( 48 ) 



où a' et y
r 
 sont donnés par les équations (29 

r  

(49) 

{olic13 . 	 }CYJ z 	F 
r 	 'n.n nxi 

'L  dl03. c( IL )/.4i 	ciDd.* F r 

(jeo- 

- d 
a 0 est la matri 

Des équations (49), 

matrice modàle d'amortissement' (équation (17) - . 

(29) et (30), on 

L'équation:.(48) peut 's ' écri re , 

[ 	tui 
tun 

diag: i(A) dias 	.11ïl 

g.c<r  
ngn 	fl Xl  



dia 

cxr* ( 

Jr 	J4 	 chir 

[d1 	 F 
c'ir# 

point p est alors 

.L'équation (50) peut encore s'écrire, 

[ dia  

er(jw  

0 
2.nx1 

(51) 



Si plus loin une force F s'exerde en un point k, 

J 	ci 

56  	 itr 

cir 	)Y) 

(P— est le 
pr 

iême. 
élément du' 

rième 
mode -amorti, 

d d 
cib pr kr  

a
r 

est appelé le résidu au pôle 

On aboutit de la même façon, 

T 	• 

•51 - 	F 
v 	- 	r 

partir 

A partir de (53), (56) et (65) la solution de l'équation (1) peut s'écrire, 

Si .une. force s' exerce en. un point - k, alors 	F. 

est une valeur réelle -et le déplacement du .pOint p 



a •'› 

[Z .  ( 	
5ee .  • 

cer.:  (J.-eV .- 

d 	cd 
56 

r 	- 	e  
c)  r 	r )  

Des :équations (16) et (58), on peut écrire, 

et, 

On tire des équàtions (43), (29), ( .30) et (10 

.'k:: - amortissement proportionnel, 



( 59 ) •( 5 8 ) 

	

nr I 	2  

à'cu 

E 

. z S2 	/ 

4' 4  

s 	 I 

) 	Cicu  

r 	r 	r, 

t1:11  (01.- 61,) 
e 

Ay) 1 
1 
1 

1 
1 

1: 
1. 

1 



(62 

cos G r,  

1/(la z 	2+ (2 çe (4)  

- w 2 ) - j 2E,r Qrw  

r  r 

On peut également écrire, 

( A 	Pr 	?ée.  

2frir  I2r  

L'équation (60) peut .encore s'écrire, 

{ .A y A - 

	

rf  . 	2- 	 . 

(1)  
, A 	= résidu aù pôle r - 13  r 	• 	. 

	

kp • 	 mr 

Y . fonction de transfert 

( 12‘ 	w2)  +.j  2 1-‘ Qrw  

1 	 

N.B.: La , fonction de transfert -  Y représente le taux  .de déplacement , yr  

la force généralisée F est obtenue à partir de 1 'équation, r 



2.3.3. Solution pour l'état stationnaire; impédance dynamique 

Les solutions précédentes développées dans 2.3.2 sont utiles pour 1 ' in-

terprétation des résultats expérimentaux. D'autres solutions sont utiles 

pour l'évaluation numérique. La solution suivante peut être employée pour 

1 'analyse. de sensibilité discutée dans le chapitre 6. 

A partir de l'équation (2) et des équations (44) et (45), on a, 

K 

É K Meo', clic, 

x 

Cés  deux expressions sont équivalentes aux équations 

Solution complète 'exprimée en fonction des propriétés propres  

On - peut utiliser la :solution suivante Pour'obtenir- une réponse 	iMpulsion 

utile pour le 

harmoniques. 

Pour la formulation linéaire par blocs de 

processus d' identification' basé sur '1,' analyse ,  cles fréquences' non 

équation (2), la solution à 

une charge arbitraire f(t) peut s 'exprimer (B>.11 - ) dans le cas de [A] et [B] 



â.(0 
1 É 

c ci  chs . c  e  

0 

0 

dieu a r 

. 	L 	 m 
_c.4 	,,,• 

	

. f 	, 	 
c, 0 

.1 
ca 	-I 

- cil.. 	A 	(rd dr,  C 	- é 
e. f  

0 /IfeS 

_cd 	cd
-1 

cri 	, 0 	,Xr  sont donnés par les équations (18), (10) et (20). La pre- 

mière partie de la solution correspond aux conditions initiales comprenant les 

vitesses et les déplacements initiaux. Pour les applications aux tests de ré-

sonance, le second terme donne la solution stationnaire et on a, pour les 

systèmes stables à valeurs propres complexes, 



L 	 

r 	- 	\ 
A 	e • 

•(63) 

I r PA el 

12.e  17;1  
ç-n 

r 

z 
•••n 

ees (12 
. 	r 

• La 'réponse d'impulsion du système obtenue par 1i-équation (58) peut ètré 

obtenue - en faisant une -.transformation inverse ( 	).pour -  avoir ,  

-d 
r pr 	'kr  

où A
pk 	

ar 

Pour 

2.3-5  Cas No. 3: fonction de transfert de deux déplacements  

Klosterman (0) est parti de l'équation (58) pour arriver à l'équation 

suivante: 

•

c'er. '(\() 

quand où.F -
kr 
 = -Force de réaction-dans la direction k à la base de la structure 

• 

la, structure dans  • on
.
r
ième 

mode de base fixe de vibration.• 

=  mouvement à' la base où est installée la table :vibrante.'. 



2. 	Modes forcés  

•Sous certaines conditions d'excitation harmonique forcée, le mouvement 

du système peut être un mode normal pur (ei.4.F. 2). 

Le mouvement est décrit par l'équation (1),et x(t) et f(t) sont donnés 

par les,équations (44) et (45). Soit: 

M x°° + C x° + K x = f(t) 	... (1) 

• -f(t) = 1. [diag e iwt ] F + [diag e -iwt ] F*.    (44) 

x(t) =-1 [diag eiwt ] X + [diag e -iwt ] X* 	' 	 (45) 

2..4./  Cas No.  1:  toutes les forcés composantes sont en phase : , 

7-F-= 0 - j F 	F =o+iF 

et f(t) est un mouvement harmonique pur:  

[I diay (sw 	sà w b)} (_iF) ± 1,4:,j(cosii)L  
, 	2 

L d , a 3 sin evt] F 

' On cherche une solution pour x(t) telle que l'équation  (45)puisse être 

-réduite -à la forme;  

• x(t) = [diag sin (wt 

oti le déplacement en chaque point est en retard d'un angle constant par 

. rapport à la composante correspondante de la force s'exerçant sur ce point. 

Des équations (I), (63) et (64), on tire: 

[ ch .09._ („tl_sir,(cot - effl 	C [c-1103 La) cos (toi - é )11 

K [ 	5i, (a) É -e )1 	[ 	 sir) Cco(>] F 
(65) 



Ainsi, 

b - r 

En séparant les co-facteurs en sin wt et les ,co-facteurs, on a 

Udiag cos 0] [K - -.M[diag w 2 ] + [eag si:11.0]]C - [diag w 

1-[diag sin 0..] 	M:diag w2 ] + [diag cas O] CIdiag w 

Si cos 0 	0 on peut multiplier l'équation (67) 

et obtenir 

[[diag tan 0] [K - M[diag w 2 ]] - Cldiag w 

L'équation (68) est un problème standard de valeurs propres avec 0 E valeur 

propre. Pour chaque w
r
, les racines tan 0 sont réelles et les vecteurs 

propres correspondants sont orthogonaux comme suit, 

par [diag cos 0] 

(ci3O 9  cd? ) 3 ct e=1,110,9 

ForceW /10  / a / C4 a é rio< 

,f)  
î n 

7 

- 

(c/icy. 	) (71) 



a y . 

6r 

i.17 2  a b 

gr- 

/ 2 I CI 
r 

51 e7 	(7_ COS e 
) 	r .(72) 

. Pour le cas .particulier (.1), 
 =r 

 -S2 -; il existe une.stngularité Pour. la valeur'de 
. 	, 	. 

tan - 0
r 
quand 0r= 	 . 

U 
. D'après (71) et (72) cela arrive sia

r 
 = 0 ou .  

2 	 . 	. 

• fT 	f 	f 2 
K

r 
= 	M 

r 	r r 

D'après l'équation (40) ce cas est possible si 

=
r 

= mode normal 

L'avantage présenté dans ce cas particulier est que par excitation multiple 

à une fréquence correspondant à une fréquenne naturelle non amortie, on peut 

exciter un mode normal vrai sans relation avec l'amortissement du système. 

Il est seulement nécessaire de trouver les éléments de F qui peuvent exciter 

le système en harmonique avec des composantes en phase et déphasées de -2;  par 

rapport à la force. 

Soit F
r 

le vecteur de force engendrant la valeur propre 
0r' 

 alors 

[diag cos' 0
r 
 1. [K- M 'diag w 2 ] + [diag sin 

0r 1 
	[diag w] - 4f = Fr 
	

-(72) 
• . • 	 .r 	—. 

n multipliant à gauche par cp 
fT 
 on obtient, 

fT 	

. 	.s 

• • 	•f• . (p 	Idiag cos.0
r 
 ] [K - M diag:2 ] 	± fT [diag .  sin 6 s 	. 	• 	. 	r 	s• 	. 

Il De (69), (71) et (74), on tire, 

pour r 	s :
fT 

F 
s 	r 

(75) 

pour r.= s : 	fTF 
r 	r 



On peut voir d'après (73) et (67) que, , 

L °fray. 	K _ 	(diery iv 2 ) t 
ceis êr  

c (diej  cv) 

:Ces résultats sont regroupés dans le tableau (:)et  la ' figure  
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1  • \ 	ri . 
ca,r_  
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; 
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/Jet/W."1 1;. () 	ern 	tithe e sef : 
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t 
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Lcev 
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fa) 
r. 

•  _c. J r.
r 

r 	dioe sin É 

r Ar 

99  F = 
ign 	rexl 

f gr \-- ' f. 

- 455
'•

) 	L dia 9.(f et:1 a)6 )1 r=, 

F f 
x 	2 

••n 	 • 	• 

Des conditions :  d'brthcigonalité , (75) on tire, 

/ fr 
F 

r 	r  

diaj. 
9PrF 
e 	r 

(76) et (71), 

n'A 

Réponse à une vibration-forcée en modes forcés  

. Revenons à l'équation (1) 	• 	• 

M x°° + C x°  +.K x = f(t) 	(1) 

Soit F(t),• tel que décrit dans te cas no. 1, équation (63) 

f(t) = [diag sin wt] F. . 	(63) 

Développons l'équation (63) en termes de forces propres F
r 
 , équation (76), 

- 	•  

où f = constant. 

En multipliant à gauche l'équation .  (77) par le mode forcé q)fT  on obtient, 

fTL K ts-/1 (clics d1  
Or  

tr  LC d 	Jia9 e.v 
. 	 sin& • 

( 7 9) 



 rr  • • 

ky .  - 

Ainsi , la réponse totale est, 

cj  9,€ • Sin 1:toé -Or) 

• 

nx1 

(78) et (79) 

p 	;T 

Jr.  

ar  

f, 	[ di°, dos or' 
n 	e  

	

rtr 	A 

9 	f. 51" 

	

r 	br P 
F - 

ar  - 	- 

Pr 
01;03, 	 F 

are÷L 

Finalement, 1 'équation (77) peut s ' écri re, 

et 	 p-- 

a 6 b 2. 
 

•

dos ey. 	 r 14  r 

La réponse du système à chaque harmonique en (81) est donnée par, 

la hece hereon/ yae 	C arias ( 	é) 

où cp fT 
F r  peut être remplacée par l'une  quelconque des équations (82). r  

déplacement du point p  dans l'expression  (83) est alors 

f Pr 
r. 

(82) 

r  
é 	J 961' la r-epor4Se her/71(W/ ye" e dial  

	

e 	1  

	

r 	IT 4-  

	

9 * 	r 



et-f  = 

Des équations (72), (71) et (43) il vient, 

tan 

et l'équation (84)Aevient:. 

Sii") (ale- Gr )  

tee  kn. 0).  z) 24 (2
ÇswJZ 
r r 

c'est-à-dire l'équation (61). 

1 

111 

= (P,  

>—: 
r- 

A 

1. 

I  
1 

Si plus loin une force harmonique F k  s'exerce sur le point k, on a .; 

e 

	

X p 	 (C(Ji  e,)  
	T ( 
 ik 	[ f 	(ecei 1}+2  bé l.11( -  is4Ce2196JJ 2  

r 	e 

5*. .S1 .4 er. SI;1 (Cv _ 	) 

ri ci)] 	  

7 r  Cas Gr  sin (ari.. Gr ) 

te' 	51Sgr  LK" 	Sictsl cue ] 

I. 
En comparant les expressions (84) et (61), on - peut conclure qu'en utilisant 

le mode forcé, on a-exprimé la fonction de transfert entre les points p et k 

par une formule analogue à celle utilisée -  pour l'amortissement proportionnel 

Dans_le.ca's. de l'amortissement proportionnel, on peut montrer que tous.les 

h modes d'amortissement forcés  deviennent des modes normaux,  de telle sorte 

que, 

(84) 



L'équation (44) donne, 

Cas : les forces composantes de  F sont harmoniques, mais  
pas en phase,  ainsi ur: 

13e 
 cl 	
I

iag e 	0 

é ) Fe 

(89)  

(90)  

1110/-  

e 	 e 
4. d l'ag 

L ouct3 	t A) j F; 

On cherche pour x(t) une' solution de la forme, 

ju  

e  X fea3 

c'e 
fi e'  ag 	s i. 0  

cliag 

dia5 cos (cp ,t ) 	Xe  . 

En substituant (86) et: (88) en •(1), on obtien 

[L  

ce qui peut s'écrire., 

[L  K /`//d1w2JLdîcv 5 in>  «s  .1. [C cul f dictgeos.c(s lix, 	fidt .«,î 

[t K- 1-1,1(1 wz]E ecta.cos 	_ 	w]L cuq3  sia ce;]], 	f  dia9  s' A  s 	• - 

En multipliant (89) à gauche par [diag sin 13r 1 et (90) par [diag cos 2.] et 

en ajoutant, on tire 

L Cag 	0 I 	E. 	ofca5 	el]] 	 (91) cm 	4. 

x 

	

X 	1,  lee" leu> 	 66/ 

	

ô 	 n 	 , 
0(s ) 

- 	011 .05 e a 
j6„é.t 

X 



(9 2) dict9 sino]] X, 	ri LQ1 [ dia3 epse] 

1 
1 
1 

Pour 0 	l',équation - (92) peut s'écrire- , 

- - 	[Q] -[L]. [diag tan 0] . 	X 
- 	 . 0 . 

'L'équation:(93) -est un' problème:de wleurs propres 	et:L sont' des matri 

1 
1 Alors 

a 
(94) 

En multipliant - (89) à gauche par [diag cos .
B
r
] et '(90) par [diag sin B

r
] et 

, en soustrayant, On tire. 	' 

1 

OÙ 	 - 

[L ]  2  [diag sin/3 :s ]EK- Vidi .cutelj[dici -g smps J 	LK • Mun fclia elsles] 

àicti n  13;1 CC tu 1 &lias ee. s A] - fcliCt3 	(33 CC ..7 L 91:1 5 .47.s 3.  

LQ 	Edisag ee les lE 	Nicu 2 Jf.diaysinflJ fcle,aysinA][1. C-Mci./» . 0-bee»(3s'..] 

tc"9 cop.5.i[co][ciinge,s1M 4 rd1a9 Stiy/33 /"Ç t .0] dict i  

	

N.B.: 	Si les B s  sont toutes des constantes, alors L = [K - M dlag w 2 ] et 

Q -- [C. diag:w]. et les équations (91) et (92)- redonnent les équations 

• 	, 	(66) et (67),. 

, réell ès non: symétriques. --  Les valeurs propres et 1 

donc pas forcément, tous réel s . 

Soient X
r 

et X
or 
 une valeur propre et un vecteur propre 

et Xr- sont aussi valeur propre et vecteur propre. 
o 

On 'cherche les solutions possibles réelles pour X r  et X or  où, 

s.  vecteurs propres ne sont 

typiques. 

XT Q X or 	or  
tan 0 

r 	
X
T  LX _ 	or 	or 

- tan (P. 	- a 
sr 	s 



2. 	Conclusion  

Différents types de modes peuvent être excités en utilisant des exci- 

tations soit en un point unique, soit en plusieurs points. Cependant, on a 

pu montrer que les modes normaux purs peuvent être excités uniquement sous 

les deux conditions suivantes: 

1. structure non amortie excitée par ses propres vitesses ou déplacements 

initiaux, et laissée libre de ses mouvements; 

2. n'importe quel type d'excitations avec amortissement et composantes 

vibrant en phase. 

Ces conditions seront discutées ultérieurement dans le chapitre 3. 



CHAPITRE 3  

RÉPONSE STRUCTURALE ET PARAMÈTRES MODAUX  

3.1 Introduction  

Les techniques expérimentales classiques sont basées principalement .sur 

la technique de résonance de phase découverte par Kennedy et pancu ( /‹..) ), . 

. qui portèrent la discussion sur le comportement à la résonance de la-structure-- 

- utilisant les modes normaux. Fraegs- de Veubeke (F27) et - Bishop (."4 ) éten-

dirent .cette technique aux cas des vibrations forcées pouvant exciter. un 	. 2  

. mode normal'. . Cette technique devint labase des mfthodes'expérimentales' . 

. d'excitations multiples. Les modes complexes amortis furent suggérés par 

la suite parHasselman (14.3 ), Klosterman (K-e), Béliveau (13.4) et Richardson 

(R.1 )  comme approche plus réaliste du cas de résonance amortie 	Plusieurs .  

• 
articles résumant ces méthodes 	) - ont été publiés depuis là fin des . 

années soixante à nos jours. 

3.2 Paramètres modaux  

Les paramètres modaux sont indépendants de la formulation du modèle 

structural analytique (équations 1 et 2). Le but principal de la technique 

de résonance est de donner une estimation initiale de ces paramètres compre-

nant: les fréquences modales Qr , le taux d'amortissement 	et les fonctions 

d'ond
e
s (1)

r
. Le problème que doit résoudre l'ingénieur est de choisir la 

fonction de forgeage qui excite suffisamment les modes de vibrations pour 

permettre des estimations raisonnables de ces paramètres. Ces fonctions de 

forgeage peuvent être des forces harmoniques d'état stationnaire, des forces 

transitoires ou des forces aléatoires. Ce sont les procédés d'excitation 

harmonique développés principalement pendant les années soixante et soixante-dix 



tissement. Lés interprétations' d' amortissement ont, toUjours présenté' 'des 

difficultés. Du côté expérimental, les mesures de . mode complexe amorti ( )4'2' 

ausSt di ffi ci lés soi eniell es ont apporté 'une améli oratiOnAanS' léS'f.réSultats . 

qui font l'objet de la discussion dans ce rapport. Certains paramètres 

cependant ne peuvent pas être mesurés directement, et des procédés d'esti-

mation initiale basés sur des processus d'optimisation et d'itération ont 

été proposés et seront également discutés. En général, les procédés ,expéri-

mentaux requièrent une interprétation précise du comportement des structures 

lorsqu'elles sont soumises à une excitation telle que celle présentée dans 

la discussion mathématique du chapitre 2. 

3.3 Incertitude de paramètre  

On rencontre des limites pratiques chaque fois qu'un système continu 

est remplacé par un modèle à degrés de liberté limités. Une discussion dé-

taillée de ces limites a  étél  présentée par différents auteurs â la fin des 

années soixante (4./,773). 

L'élément le plus important à respecter, du point de vue expérimental, 

est l'orthogonalité des modes normaux estimés. Ce point a été mis en évidence 

par (r-/. 3, fe. . a  )• Un 'intérêt récent dans ce Problème' a été introduit' par.' 

Targoff (77/ ), Berman (8.7), Ewins (E.L ) et Barach (8.1). Certains  résultats 

de ces.,publications-:sérOnt introduits dans là présentation de ce rapport. , 

L'autre élément important d'une certitude 'vient dés* Valetirs._ d'amor- 

3.4 Procédés expérimentaux  

Ces procédés peuvent grossièrement être classifiés en deux groupes: 

i) Procédés d'excitation en un point 

ii) Procédés d'excitation en points multiples. 
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Les techniques d'excitation en un point sont généralement utilisées 

pour déterminer les modes à partir des réponses mesurées en fréquence, 

tandis que les techniques d'excitation en points multiples sont utilisées 

pour annuler tous les effets dus à l'amortissement non proportionnel et 

déterminer les modes réels normaux. 

3.4.1 Procédés d'excitation en un point: modes normaux  

Ces tests sont menés avec une force harmonique s'exerçant en un point (k). 

L'interprétation du mouvement résultant au point (p) vient de l'équation (62) 

dans le cas de l'amortissement proportionnel, soit, 

1' 4 	1 .  a; 1  • 
/4 Y e 

rt 	 7‘r 

L'équation (100) représente une valeur de réponse réelle.  Considérons la 

première composante complexe de l'équation (100), soit 

Xp 
(100) 

x 	n 
—n — Ar  Y ejwt  F 	kp 

k 	r=1 
(101) 

471,_ E( rz.r ?_ 0) 7) 2. .1. (2  

• z 	_S2 co 

z.] 
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Si au cours de'l l expérience la fréquence -s'approche-beaucoùp, de la fréquence 

naturelles, 'alors nous avons, 
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m tw 

+ terme de résonance + (R 2  + R
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L'équation (101) peut être représentée dans n'importe laquelle' des formes 

classiqués:' 

Nyquist 	
reel 

.(e 	en fonCtion de Ar 	
Img Y 	), 	de Bode,( 	= f(ù3),' 	f(w),: kp . 	. 	kp  

composante quadratique (Ar 	réel 	f(w) ou composante en Coincidence ..  
kp  

(Ar -  Y 	.= f(w). 
kp IMg. 

En considérant la représentation  de Bode pour l'éqUation ( -101). ›,ét en supposant. 

- que les modes mesurés se trouvent entre les fréquences m et g, alors, 

Si le terme de résonance est prédominant, le mouvement peut être considéré 

comme un mouvement acceptable de mode normal, 'perturbé par la contribution 



négligeable des autres modes. Cela demande que les modes soient bien séparés. 

On peut apporter une amélioration en réduisant les termes résiduels dans 

l'équation (103) par rapport au terme de résonance. Pour ce faire, on peut 

utiliser la composante en quadrature de la fonction de transfert ci-dessus. 

Xi> / • 
• ,ir19 • . 

9/.0  s  014s".  

 , 	 e 	R 	( 1 0 4 ) -r , 
(2 5 	 s 

2.  Tant .que le.terme de résonance reste le même, les termes résiduels,de l'équa 

tion (104 ) Sont bien plus- petits que les termes résiduels de  . (1 03) 'parti- 

culièrement dans le .cas  d'un amortissement faible. - Certaines mesures pratiques 

;:ont été recommandées (K.1) afin . de  réduire les-perturbations.dè la:Téponse. 

par des modes indésirables. Ces mesures sont les suivantes: 	• 

utiliser des vibreurs n'excitant pas ces modes  

ii) :appliquer la force à un noeud absolu du mode 'de 'telle sorte 

qu'un vibreur agissant surie  plan de  symétrie n'excite 

aucun des modes anti-symétriques. -  

Ces résultats fondamentaux sont discutés par de nombreux auteurs 

 . et présentés de façon très détaillée dans tous les manuels de vibration de 

référence. 

3.4.2 Estimation initiale des fréquences naturelles et du taux  
d'amortissement; méthodes classiques  

Le Schéma ci-dessous représente un bref aperçu des résultats obtenus 

•par les différentes représentations des fonctions de transfert, comme indiqué 

en 3.4.1: 



Représentation Nyquist  

Chaque Y représente un cercle (K.), 	FI,K3 ), dont le centre est 

situé sur l'axe imaginaire, multiplié par un facteur d'amplitude (I) 	, et 
Pr kr 

à un angle 6 de l'axe de référence. On peut trouver un cercle de meilleure 

corrélation pour représenter la fonction d'ondes: 
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Figure 3.1 

L'interférence de deux modes adjacents décale l'origine de chaque cercle 

sur l'axe imaginaire. Les deux cercles sont reliés par une boucle carac-

téristique si les modes sont bien séparés, ou par 2 points d'inflexion si 

les modes sont à peine séparés. 



avec la fréquence; à•la résonandè,: d(w)2  est maximum. 

taux d'amortissement: 

Aw  

r 
tan 6/2 

iii) masse modale m
r 
et rigidité modale 

1 
diamètre du cercle 2  

1  
2 k 

r r 
m r 	2 
r 	r 

Pour trouver les estimations requises, en supPosant'llamortissement 

proportionnel, on commence par dessiner les - cercles de meilleure corrélation 

pour -chaque mode:: 	. > 

i) fréquence naturelle:. 

est déterminée par le taux de changement maximum de lards 
r. 

.connaissant 
r 
 et 0

r 
 , on détermine 	. ' 

.  

Faiour 	) recommande une méthode appelée méthode de la Masse 

- ajoutée. Le test est répété avec une -petite Masse M a  au point 

moteur et la fréquence naturelle est 
0ra•, 

 alors, 
.  

k
r  - 
	k

r 
m ' —r 	m + m 

a 	r 	a 

=ma   2  
r ra  

Cette'méthode.part dé l'hypothèse que:lesmodes . norm'auX sont 

largement séparés et .que leurs formes ne sont pas très affec-

tées par l'addition de m
a

. 

Dès 1947, Kennedy (KA) a montré que les estimations pourraient être 

améliorées 'en traçant la dérivée de‘ Y dans la représentation' graphique de 

Nyquist par rapport à w.. D'est actuellement le manque de commodités 



niveau de l'ordinateur qui empêche l'utilisation pratique de . .ces repré-

sentations graphiques. A notre connaissance le.trabé  des dérivées, de Y 

n'a pas encore été implanté.- . 

Représentation de Bode, représentation Co-Quad  

On peut trouver en référence ( C.7 	), une très large discussion 

sur les représentations des fonctions de transfert. Ces représentations 

peuvent être effectuées sur des échelles logarithmiques ou linéaires. 

Alors que ces dernières mettent mieux en évidence le pic indiquant les 

points critiques, et donnent aussi une meilleure résolution des modes, 

les échelles logarithmiques sont cependant les plus itilisées. Les diffé-

rents types de fonctions de transfert utilisées dans ces représentations sont: 

Fonctions de mobilité: 	= malléabilité Fk  
(C oMp //4 /1re ) 

X 0  
= mobilité 

X 00  
inertance 

-Fonctions d'impédance:  '- 	rigidite..apparente 
p.  

F
k 
— = impédance x° 

– 
= 

masse apparente 
x° 
P 



F - 
k , 

Xp  

F
k 
x° 

1 

. 3, G. 4 

Bode plot, Co-Quad plots  

An extensive  discussion of the plot of transfér functions can be found ,  

in referênce 	). These>plots can be affected on -Logarithmic s'cales 

or.  linear scales. Whilé the latter emphasized the. peaks'-indicating critical 

points,and thus gives better resolution for Modes:, yet theiogarithmicH)lots :  

• 
are 0P, P; used. The different types of transfer functions used in.these 

plots are: 

Mobility functions: - = receptance, compliance 

x° 

F— • 
k 	. 

X 00  

Fk 

= mobility 

= inertance 

= apparent stiffness 

= Impedance 

Impedance functions: 

Estiffiates'of 'modal parametérs:. (c.7,- Me; 

i) -natural frequency -  . 

- peaks of compliance plots occur -  at P
r 
/1 - 2e 2  

. 	. 

- peaks of mobility plots occur at P
r 

- z 
- peaks of inértan'Ce plots occur at

r 	
D - 2e2  ] 

apparent mass 



taux d'amortissement 
. r - 

- point de .demi-puissance: 

. 

 

cette méthodeest très --  

répandue où: 

Aw 
2

r 
 = 

o u ( DA ) 

. 	 , 

g:y 

P.)) Estimation des paramètres modaux -

- 	i) fréquence 'naturelle 	-. 

• 	-.1es.pics-des:graphes.de  malléabilité,  se trouv'ent .  à Q. 

- les pics des:.graphes de mobilité. se  trouvent à Rr 

- les pics. des graphes . d'inertance , se trouvent à S-2 [1 - 2 

les points d'inflexion des graphes de phase (a
r 
 --II) se trouvent; 

. 	:2. 

à S2 

l'intersection des graphes de coincidence avec la fréquence;à 

les pics des graphes de Quadrature avec la fréquence; à S2 r  

Comme les forces intervenant à la résonance viennent du terme d'amor- 

tissement qui est proportionnel à la vitesse, il semble logique de recom- 

mander des représentations linéaires de la vitesse pour obtenir une valeur 

précise de St
r
• Cependant, les graphes de coincidence de n'importe laquelle•

des fonctions de transfert donneront également de bonnes estimations. Les 

pics des graphes de Quadrature sont plus aigus que les pics des graphes 

d'amplitude, étant donné que les premiers sont moins perturbés par les 

autres modes. 

Fig. 3.2  
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- à partir du graphe de 

déphasage: 

1  

Qr  

. 	. 	. 

'= taux,dé.idéphasageAe la réponse pendantlàHvariatiOnAp 

la fréquence d'excitation sinusoidal“ travers 'la rOo-

'nanCe, 

de 
dw 

w = 

= facteur d'échelle, différence entre 10 Hz et 100 Hz 

mesurée en mm 
. 	. - 	p, 	. . 	. 

. 	 . 	. 	, 

	

. 	 . 	. 

	

. 	 . 

• . fr  =,fréquence de„ résonance  . 	.. . 	. 	. 

(3 =:la'rgeur de bande Aw en mm  

- -d = distance en mm de 10 Hz à la fréquence de résonance 

. 1 	I 

 

On ' trouve également que
r 
 00  

.e. 	-.. 	. 	. 	- 	. 

..- amortissement . à partir des graphes de. coincidence de .malléabilité 

iii) fonction d'ondes, masse modale m
r' 

rigidité modale k
r 

Les fonctions d'ondes peuvent être mesurées directement. La 

précision de la flexion modale n'est cependant pas aussi bonne 

que la précision des mesures de fonctions de transfert et cette 

méthode doit être évitée chaque fois que possible. Certaine 
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méthode prône le calcul des fonçtiOns.d'ondes.par itération comme 

• il .est indiqué ci-dessous: 
_ 	. 

a) Thoren :( 1-.4) 'suggère de résoudre un système algébrique de 

équatiOns, -el, â.'partir de l'équation (100) et pour  la résonance, 

la valeur de la fonction de transfert .est donnée par la compo-

sante en coincidence, 

. En gardant tout le temps la force en-position' '(1),' en .déplaçant l'accé-

léromètre de là position 1 à la position'n - -et en e>ccitantla  structure  du 

ler au
.
n
ième 

mode, on peut représenter: 

[ 
'3%A 
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La méthode suivante est proposée par Klosterman ( 	'). Elle 

, dépend des itérations faites à partir des résultats obtenus 

.  par les composantes 'en coincidence et en Quadrature. 	- - 

Des —équations (101), 

r 	e 
Z A Y 

. Peal (a Jr) 
r,e 	. 17  

en  choisissant n fréquences
1 
 on peut écrire, 

.  

Cp  
E /9rd -Yreff 6Q‘ ) ' 

En 'résolvant les n 2  équations (106), on obtient Ta_ forme modale normalisée. 



/(s la 
•••• 

courbe ou utiliser. Connaissant 	et 
r' 

.5 
4 e- 	ads(evé - er.) 

. 77r-  2  çsz 2  

des méthodes d'optimisation pour obtenir les meilleures valeurs de 

. Ar
k 	

. qui, à leur tour, permettent &obtenir les meilleurés'estimations. 
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Stahle ( 5.3 ) propose d'autres techniques.eeiya44,4 5. 

Une fois que l'estimation initiale des modes normaux est faite, 

doit vérifier qu'il y a suffisamment de modes pour exprimer la ré-

ponse du système. Ewins  (El)  suggère d'utiliser une impédance 

ponctuelle au point p et une impédance transversale entre les points p 

et k pour vérifier la valeur de l'impédance ponctuelle en k. L'équa-

tion (105) mène à, 

Cette valeur est alors comparée aux valeurs mesurées. -  La différence 

permet. de voir si le nombre itie modes. est suffisant ou non. Asher (ép ) 
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(jw 	Ar) 	(jw 	Xr )  

(111) 

propose de vérifier l'indépendance des modes en calculant le 

Gramien de la matrice d'admittance qui doit tendre vers zéro si 

les n vecteurs engendrent suffisamment l'espace de vibration. 

3.4.3 Méthodes d'excitation en un point: modes complexes' amortis  

. 	On n'impose dans ces méthodes -  aucune restriction sur l'àmortissement. 

,Les méthodes proposées ici dépendent seulement de la fonction de transfert 

•due à une force exertée.au point k.et de la réponse Au point p,  équation (58). 

'Là réponse est une valeur réelle, consédirant cependant la -réponse *complexe: 

de la lère partie de. cette. équation, 	• 	. • 

d 
et (I)

r 
est le mode amorti. Cette équation peut être représentée d'après le 

graphe' de Nyquist et les 'résultats peuvent être interprétés en  formations 

•des,paràmètres apparaissant  -dans cette équation. 	. 	. 	• 

D'autres méthodes 'décrivent les procédés basés surie nespett des : con-, 

ditiOns eorthogonalité : pouries modes amortis et les paramètres :.du système 

tels que décrits par lés équations (25) à (32). - • , 

Les équations (111) et (25) à (32) font intervenir . les éléments de la 

matrice d'amortissement C sans imposer aucune condition sur ces éléments. 

Une brève discussion de quelques-unes de ces méthodes est présentée 

par la suite. 
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(115). 

(116) 
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Méthode  

Une des premières méthodes utilisant la mesure du mode amorti a été 

introduite par Hasselman (1-i.z). Il se sert de l'équation (25) sous la 

forme suivante, 

<9s" .0 .A ci 	9s drm  52Ç/' 	9cir e 
o 	(112) 

Au lieu d'utiliser l'équation (16) pour cpd , l'auteur suggère la forme 

suivante: 

Pr 	réel 

r 	8  l'r ] 	j 6  

où  (1) est le mode normal et S (I) et 6 cp, rI sont de petites perturbations. r  

A partir des équations (111), (112) et des expressions de Xr  et Xt.  données 

par les équations (10), on obtient une expression complexe, dont les parties 

réelles et imaginaires sont simplifiées en négligeant les termes d'ordre 

supérieur, soit, 

- ( 2 13 

Soit 	(D I  C 	= t 

Alors, d'aprè's (113),  i 	= -2 Str 	mr  

d'après (114), 
i .

= (12 	S/ e  
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est . montrésur la figure (3.5) 

Fig. 3.5  

1 
1 

. 	La seule chose dont on a besoin alors est de mesurer le terme-imagi- 

. naire de l'équation (112) qui est la composante du déplacement 'déphdséé 

depar rapport -à la force 	Si on prend la force comme.référence,:là- 
-2- 	• 	 . 

'composante en Quadrature de la fonction de transfert  --est:en phase avec' . . F k 
la force et la composante en coincidence est déphasée. Le (S (1) 	requis 

Méthode 2  

Cettei'méthode- est proposée par Fillod (F, z) et demande 3  mesures de  

:base, auto4r . dechaque  mode identifiable  tians:Ta-représentation del\lyquist 

d'une fonction de transfert ponctuelle au point k, figure 3,6.- 

d 	cl 

[ 	 
cer(1:61/-11()  

cJ .14 d 
5?-4 	F 

cer1( 	.52e) 

(1)3 . ) pas En appliquant une force comme F k  à 3 valeurs différentes (wi, 032, 

très éloignées de la valeur inconnue 	, alors (figure 3.6) 

d 2  

( ) 	(.5frn4 ) FÊ  

ger 	12>r) 

// 2 /  
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Comme R, varie très lentement autour de Or ; alors 

x Le (to ) 

Là représentation de Nyquist pour le déplacement peut alors être obtenue 

expérimentalement. 

. où ai  comprend l'effet - de la partié conjuguée et lés effets.des autres modes, 

Fig. 3.6 

En multipliant l'équation donnant  .à X. par F
k 
 On obtien 

2 
F;( 	W  f  W  

i 	(w 	)('4 lee" 
F 	x 
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C (117) 

Le côté. gauche peutêtre calculé pour i = 1 et L.  = 2 et 3,  ramenant le  

problème à l'équation -  à 2.1nconnues: (rkkcp 	F-) et Q- '  dont,la résolution r 

permet de déterminer U et la valeur complexe 'isk . 	• -r 

Il faut calculer la valeur complexe de la force pour pouvoir Mener 

les calculs. Cette méthode .peut 'être améliorée en traçant . 1a fonction de -
. 	X k 

•transfert complexe 	" 	 • 

• 

3.4. -ef. Méthode d'excitation en plusieurs points aux fréquences naturelles  

Conformément à l'article (2.3.4), cas No  1, si les forces d'excitations 

multiples (F r ) sont harmoniques et en phase avec une fréquence égale à la 

rième fréquence naturelle; la réponse de la structure est un Mode..normal 

en. quadrature:avec l'excitation ( 0 r = ) i n dépendamment du type d'amor- 

tissement. Apartir des équations (40; 74; 75)',' on obtierit,- .  

Le  Mode..normal engendré est le rième  mode forcé .pour .  une  fréquence'éale à 

la fréquence naturelle correspondante. 

L'avantage de cette méthode est qu'elle  est basée sur - la séparation 

totale des caractéristiques d'inertie et de rigidité de la Structure d'une 

part et des effets d'amortissement d'autre part. Les matrices de masse et 



de rigidité peuvent ainsi être identifiées séparément. 
/v, m 4)  

Au cours de ces procédeS;(ôn utilise plusieurs excitateurs en parallèle 

a partir d'amplificateurs de puissance individuels et d'un contrôleur d'exci- 

tation commun. On utilise différentes méthodes pour contrôler les excitations, 

soit manuellement, soit automatiquement (N. 4. c.c1  ). Craig (c. 7 ) propose 

d'utiliser les résultats d'expérience à vibreur unique pour accorder les 

vibreurs. 

i) Fréquences naturelles: 

Les fréquences naturelles sont simplement les fréquences pour lesquelles 

l'opérateur peut satisfaire les conditions suivantes: 

1. Les forces d'excitation sont en quadrature avec le déplacement, 

ou en phase avec la vitesse.. 

2. Toutes les forces sont en phase ettous les déplacements sont 

en phase. 

Après avoir déterminé le vecteur de forgeage F , Nguyen (N. 4 ) propose 

de changer le niveau d'excitation tout en conservant le rapport des compo-

santes'de forgeage. Pour chaque niveau d'excitation, on détermine la valeur 

exacte de la fréquence (pour laquelle les conditions ci-dessus sont satis-

faites) et on mesure également le vecteur-vitesse. On a ainsi deux familles 

de courbes, w en fonction du niveau d'excitation et la vitesse en fonction 

du niveau d'excitation. Ces deux courbes vont permettre une meilleure esti-

mation de la fréquence naturelle et un meilleur choix du niveau d'excitation 

requis pour le test. 



ii) Fonctions d'ondes  

Les mesures directes de )a réponse lorsque les conditions ci-dessus 

sont satisfaites donnent la fonction d'onde normale. 

Un critère de pureté modale a été présenté par Craig (c./) .. Il disait 

que si le nombre de vibrations ,((p) est inférieur au nombre .  requis. pour exci-

ter le mode normal, il sera en général impossible d'exciter le système dé 

telle sorte que toutes les (n)- réponses 'soient en quadrature avec. les (p) 

forces. , La fonction.d'onde obtenue sera.définiè comme étant les composantes 

en quadrature de . la réponse, en acceptant une.erreur de quadrature inférieure 

à 1% de la plus large'amplitudè totale.  

iii) Masse modale m, et rigidité modale k
r 

Les méthodes suivantes résument le travail effectué à l'ONERA (Office 

National d'Etudes et de Recherches Aerospatiales - France) par Nguyen (Ab4) 

et Baticle (43.3). Ces méthodes sont présentées brièvement ici: 

1. Méthode de la masse ajoutée (iv.4 	) 

Cette méthode consiste à ajouter de petites masses A M en n 
n — 

points caractéristiques tout en veillant à ne pas perturber le r ième  

ième 
mode normal. La r 	fréquence naturelle sera changée de A 	, 

valeur qui peut être.  Mesurée 

On peut estimer Am
r 
à partir de AM comme, 

• 
à m = 	AM

r 
. 

r 	r 

En multipliant à droite l'équation (120) par cp
r
T
, connaissant à SZ 

et utilisant m r  S2 2  = k r  (équation (43), on obtient, r  

r- 

2 
(121) .72-2 



Soit, 0 C= D 	avec 

D. 	= 	. C pi pg gi 

= 2 m. S2. 	. 

(123) 

2.. Méthode des forces en quadrature  (A44) 

-- Cette méthode consiste à ajouter 'une. petite force en quadrature 

à la force d'excitation F, soit, 	. 

F =.(1 + j à)F 	, 

Le mode normal doit rester le même. La masse. m
r 
est alors définie, 

. en fonction 4u travail intrOdult.par la-cOmpos'ante en quadratUre 

. 	de .  la force. . 

3. Méthode de la puissance complexe (15.3,/v.4) 

On part de la solution complexe suggérée dans l'équation 

x(t) = diag eiwt  X, 

et on utilise les modes normaux de l'équation (47), 

En substituant dans l'équation (1) et en se servant et l'équation 

(40), on obtient, 

(44) et (45) 

cI 	r. 
C 	chl 01 .  ete ,‘ d a cy (12 2) 

Lé vecteur force F0  est un vecteur arbitraire et non pas le :  Vecteur 

servant à exciter un mode forcé. 

ième Si le système est excité à une fréquence proche de la r 	fré- 

quence naturelle, alors l'énergie est donnée par, 

7 0 
 

X 
2 

I g - 	 -2,) 2  (' 
r 

7  f 



W(eea1) 1 tv, 	 • 

111/(11tig)i u, 	_ 

W 	(Red') 
 

0 
al tu 	S2. 

r 	u) 	- 

La tangente de la courbe M (img) en fonction de w coupe l'axe des • 

fréquences avec une pente égale au module de rigidité  k 'et m 	= k • r 	r 	r 

Taux d'amortissement modal  

On peut l'obtenir à partir des équations (43, 118). Pour Un vecteur' 

force Fr connu excitant un mode normal mesuré 	on on a, 

	

e7F e ç4 	obI 5t 	2 	hH7 . 
r 	- • r 	 - r 	t 	e 	. 	•019) .  

La méthode la plus simple est de calculer le taux de décroissance à 

partin -des. différents résultats -de l'accéléromètrequandles forces deMbra- 
. 	. 

ttOn tombent instantanément à. la valeur zéro. On peut suivre  cette méthode 

en vérifiant les résultats de l'équation (119); 

3.4.5.  Méthode d'excitation en plusieurs points :à des fréquences 	, 
. 	-différentes des fréquences naturelles 	. 

f- 	• Cette'méthode utilise les modes forcés A) (4. 7.0) obtenus par excitation. r 	. 	. 

en plusieurs points 'à une fréquence fixée w: En maintenant la fréquence .fixe, 

l'Opérateur essaie de trouver des forces d'amplitude correspondant  ,à la valeur ' 

'propre tan è r  ' où 0 . 1„ 	 l est 	déphasage entre la force et le dOplacement en 	• , 

'chaque point. En théorie, il existe (n) déphasages possibles pour chaque 

'fréquence matrice w. En pratique, on peut générer deux ou trois de ces modes 

pour une fréquence w. La  référence(T2) décrit un procédé basé sur les 

équations (84) et (85) pour obtenir une estimation initiale des paramètres 

de mode. Cette méthode est recommandable uniquementdans le cas de struc-

tures fortement amorties. 



Autres méthàdes d'excitation en plusieurs points  

D'autres méthodes ont été proposées par différents auteurs. Nguyen (iv.4) 

a suggéré de faire une expérience avec des fréquences situées au voisinage 

des fréquences naturelles. Pour surmonter les difficultés dues au système 

de contrôle complexe indispensable pour garder toutes les forces en phase, 

Thomas ( 72. ) a suggéré de se servir de forces d'excitation déphasées (Voir 

cas No. 2, article 2.3.5). .Cette méthode est encours de développement et 

est également-recommandable pour les systèmes fortement amortis. . 



Tesé Dq/P. 

CHAPITRE 4  

TECHNIQUE D'IDENTIFICATION DIRECTE  

4.1 Introduction  

Nous nous intéressons ici au problème 	déterminer les matrices 

de masse et de rigidité directement à partir des paramètres modaux mesurés 

expérimentalement. La technique d'identification directe est une approche 

directe ou à système ouvert comme indiqué sur la figure 4.1 

('-'1 .0 O E  L.  

x. 

Figure 4.1 

En général, général, l'analyste distingue les propriétés d'inertie et de rigi-

dité des propriétés d'amortissement. Les premières proviennent des données 

du mode normal tandis que les dernières proviennent des données du mode 



complexe. En terme général, le problème d'identification est le suivant: 

soit un système à n valeurs propres 52r ; les fonctions d'onde, les coeffi-

cients d'amortissement, la masse généralisée m et la rigidité généralisée 

kr  déterminent les matrices de n ième  ordre de masse, de rigidité et d'amor-

tissement, matrices qui possèdent des paramètres modaux, sinon égaux, du 

moins aussi proches que possible. Dans une approche légèrement différente, 

les résultats expérimentaux utilisés sont les données de réponse forcée. 

Plusieurs excellents articles ont été publiés sur ce sujet au début des 

années soixante-dix (5.6„Jr= /, YA). 

4.2 Signification physique des éléments des matrices de synthèse de  
masse et de rigidité  

Les seules donnêes de départ ici sont l'inertie et la rigidité. La 

difficulté d'utiliser des paramètres modaux pour synthétiser ces paramètres 

.réside dans le fait que l'es tests expérimentaux donnent des informations 

sur les contributions des modes d'ordre inférieur uniquement. Le modèle 

structural obtenu de cette façon est appelé pour cette raison modèle d'ordre 

inférieur. L'apparence extérieure des matrices de masse et de rigidité en 

découlant dépend de la formulation spécifique du problème et leur fonction 

première est de donner un modèle de la réponse structurale dynamique. Les 

éléments individuels des matrices M and K n'ont pas nécessairement de signi-

fication physique et ne sont donc pas uniques. Ceci s'oppose au modèle 

d'ordre supérieur obtenu par approche numérique (chapitre 5) où chaque 

élément des matrices de synthèse correspond de façon bien définie à des 

valeurs physiques liées à la structure. 



	

54. 	(121 ) 
fTeT, 	(17,77, 

• 

De plus, de (122),, on tire, 

"201 

z 

eihy ( 1 2 3 ) 

-1 
ner  1-1 , (124) 

La signification théorique et physique des éléments des matrices de 

masse et de rigidité a été étudiée par Ross (R.2). Il aboutit à la conclu-

sion que, pour les modèles d'ordre inférieur, les caractéristiques impor-

tantes des matrices de masse et de rigidité sont leur représentation de 

l'énergie cinétique et du travail du système. 

4.3 Procédés de synthèse des matrices de masse et de rigidité  

On peut avoir une estimation des matrices 'K et M en appliquant direc-

tement les conditions d'orthogonalité des équations (3,), soit, 

-r 
'gç 1\1 cl) 	L cissoc. (»Ir] 

•• e lç 	L drete. 	S27,2 ] 

1  On normalise 4  . en divisant chaque colonne par 44111, , 

(120) 

(120) et (121), on tire, 

Ir 

11 	= 

• el i(  'i&r7 er  

if (matrice d'identité) 

dicey • 1.-2? 	. 

( 1 22 ) 

On peut écrire finalement, 



K [diag 

z 	y  

diag -g, cf, 
( 1 2 5 ) 

Les équations (124) et (125) déterminent complètement Mnxn and Knxn  (T.4, R.2, 

W.1, G.2, F.3), en partant de l'hypothèse qu'on dispose d'un système complet 

de fonctions d'onde
nxn ' 

Dans beaucoup de cas, on dispose d'une matrice 

modale tronquée (1c, 	pour m modes mesurés à n positions, et on veut déter- nxm 

miner entièrement les matrices complètes M 	et K nxn 	nxn. 

Une des techniques (R.2, G.2, F.3) est basée sur les conditions d'o 
1 

thogonalité suivantes;  - 	1 
., 

	

. 	T 	. 
[ d'al...e; ] 	. 

em r) Mr).,cn 	rl)cen , - 	 r  JnXel - 
. 	 . 

T 	K «4.5 	L d'ilq-/-re 2 2 3 	(126 

	

.. 	/ex') 	'me, 	f('7) ---- 	i 	r r mye/  

, 
mxn 	nxn En multipliant à gauche par 'yb rixm , à droite par Omxn  et en posant .1) Ium  

on a, 

T 

e  (71;),xm L d • en exe, mVfl 1/;Xel 
• 

die* 	s2 2  _1  
n x n 	 Y' nxerl 	r 

/11  

(127) 

On peut améliorer encore (R.2) en ajoutant (n - m) vecteurs arbitraires linéai-

rement indépendants à la matrice 
(I)nxn' 

comme indiqué ci-dessous: 

56e7 15: 	. 	4,„ „ . _ 	9() 

ou 	sont les vecteurs propres inférieurs (s) de K (équation 127) et les 

sont les vecteurs propres supérieurs de M (équation 127). On utilise alors 

la nouvelle matrice modale dans les équations (124) et (125) pour calculer les 

nouvelles matrices améliorées de masse et de rigidité. 

elXh  



4.4 Synthèse de la matrice d'amortissement C  

Les difficultés d'identification de la matrice C proviennent du fait 

que l'interprétation physique de ses éléments n'est pas claire. L'article 

de référence (5.4) discute de tous les aspects pertinents de l'amortissement 

dans l'industrie aérospatiale. Dans cet article tous les aspects physiques, 

numériques et expérimentaux sont présentés. 

Les matrices d'amortissement synthétisées par les méthodes d'identifi-

cation directe doivent être considérées uniquement comme un modèle numérique 

capable de simuler le comportement dynamique de la structure. La matrice C 

est entièrement remplie et ne peut pas être diagonalisée par les modes 

normaux. Soit, 

0
T 
C 0 = [d 

De nombreux auteurs (H.3, S.4, C.5) ont montré quel'influence du couplage 

inter-mode dj, . 	pour i 	j, est très petite et peut être négligée. Dans le 
i 

cas de modes très rapprochés, on peut tenir compte du couplage amorti de 

chaque mode (i) et du mode voisin (j) en ajoutant les deux éléments 	et 

d 	seulement, et en négligeant tous les autres éléments situés hors de la 
ji 

diagonale. Les résultats expérimentaux (D.1) ont confirmé la validité de 

cette simpltfication. Grant (G.6) recommande de remplacer la matrice com-

plète C par une bande-matrice avec une largeur de bande égale ou inférieure 

à la largeur de bande des matrices de rigidité ou de.masse utilisant une 

technique de compression. 

On peut classer les procédés d'identification directe pour synthétiser 

les matrices d'amortissement en trois catégories: 

i) procédés basés sur les données des modes normaux 

ii) procédés basés sur les données des modes normaux forcés 

iii) procédés basés sur les données des modes normaux amortis. 



g, rc (128) 

Aussi, pour 0 

c 	][. 

' i) Procédés basés sur les données des modes normaux  

Les paramètres modaux expérimentaux requis sont S2 

l'équation' (43), on tire 

Des équations (123) et (128), on a 

- 	P-1 

p-i 	dic1 2  ni 5: j: 

Procédés basés sur les modes normaux forcés  

• Ces procédés sont basés sur les procédés d'excitation multi-force, . 

basés sur l'art. 2.3:4. D'après l'équation (76), on a, 

[ 01'‘°-3 	E C w 	5t i  5,40. 

Si w =
r' 

le 
rième

- 	mode normal cp, 
r 
 est excité par Fr 

si on connaît (p r , Fr  et ç' r , on a 

F 

'Une: des 'façons pour'Obteni'r C è partir de l'équation,(130) est,' 

(129) 

(130) 

-r 
C 	[ç] 	diag. (131) 

Coupry (C.5) parle des difficultés et des erreurs qui résultent de cette 

méthode en raison de la difficulté à obtenir 



iii) Procédés basés sur les données des modes forcés  

On part de l'hypothèse que la matrice d'amortissement est une bande-

matrice. Les termes en dehors de la diagonale traduisent les effets des 

modes du voisinage immédiat. Hasselman a montré que ces termes sont signi-

ficatifs uniquement pour les modes très rapprochés. Dans le chapitre 3, 

on présente le procédé proposé par Hasselman (H.3) pour calculer ces termes. 

Béliveau (B.4) a proposé une méthode basée sur des informations sur l'ampli-

tude et le déphasage du mode. 

Coupry (C.5) a suggéré un autre procédé basé sur la minimisation de la 

différence entre la réponse mesurée en un point, lorsque la structure est 

excitée à une fréquence w =
r 

et la réponse calculée en superposant la con-

tribution due au mode r et (r + 1) dans laquelle apparaissent le terme diago-

nal d
rr 
 et le terme hors de la diagonale d r r+1 

de l'amortissement. Si 

drr = 2 
r 
 m St.

r r' 
 alors dr 

r+1 
 peut être identifié. 

Limites de la méthode d'identification directe  

Cette méthode ne redresse pas les erreurs inévitables dans les valeurs 

des paramètres Modaux. Les valeurs mesurées, obtenues au - moyen des techni- 

' qùes décrites dans le chapitre 3, contiennent des erreurs en raisOn de la 

difficutté-à séparer les modes dans les procédés .à forces . cycliqUesou-de la 

difficulté à .  ajuster les forces d'excitation dans les proCédés.multi-force.. 

La méthode dqdentification.directe . permet-donc de synthétiser un modèle. ' 

structural aussi précis que les données expérimentales. 

Dans les chapitres suivants, on présente un certain nombre de méthodes 

qui partent de matrices de masse et de rigidité analytiques (chapitre ) 

et modifient à la fois le modèle analytique et - les paramètres modaux mesurés 



Il 
pour arriver à une estimation optimale de M et 'K (chapitre 5 ,,- )Cette approche 

réaliste tient compte des erreurs possibles dans les paramètres modaux en 

raison des limitations de mesure. 

I .  

I. 



CHAPITRE 5  

TECHNIQUE D'IDENTIFICATION .  PAR ITÉRATIONS  

Cette technique compare les données d'essai aux prédictions analytiques. 

Si elles ne concordent pas, on fait des changements dans l'analyse et on re-

commence le procédé. La réussite de la méthode dépend de la question de 

savoir comment évaluer et juger la comparaison analyse-test. On doit établir 

pour cela quelques critères arbitraires de comparaison. Cette technique 

demande typiquement les choses suivantes: 

1. développer un modèle numérique pour identifier les estimations 

initiales des paramètres structuraux; 

2. définir des critères de comparaison et un algorithme pour modifier 

• les estimations. 

5.1 Modèle numérique  

Le modèle numérique est 'à priori' un modèle mathématique dérivé des 

principes généraux de dynamique structurale. Le but primordial de l'analyste 

est de synthétiser un modèle d'ordre supérieur suffisant—pour mettre en évi-

dence les éléments-clés de la structure. A la base, la structure est repré-

sentée par des équations différentielles partielles qu'on veut discrétiser 

par 'rapport à un nombre fini de fonctions de déplacement multipliées par des 

coordonnées généralisées. On peut utiliser diverses fonctions comme dans les 

procédés de Galerkin, Rayleigh-Ritz, mais Ross (R.2) soutient qu'on peut 

conserver certaine signification physique dans les  matrices 'M et K en utili-

sant des méthodes d'éléments finis. Dans ce cas, les coordonnées généralisées 



(140) 5é 
e 

~représentent la réponse en amplitude de régions bien localisées de la struc- 

~ture . En .  théorie, on peut construire la matrice d'amortissement  C en .utili-

sant les méthodes, d'éléments finis, mais en pratique, Tes données U" . amortiSse-

ment : présentent une grande dispersion (1).1, 0.1). Oh ne peut donc obtenir 

les estimations initiales de M et K que par les éléments   finis et 1  'amor- 

tissement.structuraÏ  est exprimé en termes d'amortissement' modal_ 

5.2 Caractéristiques significations de K et M. 

Ross (R.2) et Berman (B.6) soulignent les caractéristiques qu'on tient 

absolument à préserver en synthétisant les matrices M et K et qu'on peut 

traiter en développant l'algorithme d'identification. On en conclut que 

-1 
l'apparence extérieure de la matrice de flexibilité K 	est importante. 

' Cette matrice..est exprimée par la matrice du coefficient d'influencé stati-

que et est reliée'aux paramètres fmodaux par la relation suivante,- 

Les termes dominants de K 1  viennent des modes de basse fréquence qui 

contribuent de façon significative à la réponse dynamique mesurée de la 

structure tandis que la matrice de rigidité, 
n 	rn  

54' M  

est dominée par les modes de hautes fréquences, et par conséquent, pour que, 

le choix de la matrice de rigidité K soit acceptable, il faut qu'il préserve 

l'apparence extérieure de K
-1 

et qu'il préserve l'énergie de déformation dans 

la structure par l'intermédiaire des vecteurs propres de K  les plusbas. 

I 



alors I. 
A  t-4 4; 	, I _ [ (143) 

L'autre caractéristique significative est l'auto-compatibilité des modes 

mesurés par l'intermédiaire des caractéristiques d'orthogonalité par rapport 

aux estimations de M et de K. Les méth'odes'd''identification.proposées dans 

ce chapitre sont basées sur des critères satisfaisant ces .conditions. 

5.3 Correction des matrices de masse et de rigidité  

Soit trois systèmes de données: 

1. une matrice analytique de masse M
nxn 

2. une matrice analytique de rigidité Knxn  

3. un système incomplet de modes mesurés. 

Si on pose que l'un quelconque de ces systèmes est exact, il est possible 

de corriger les deux autres pour arriver au modèle. Targoff (T.1) part de 

l'hypothèse que c'est la matrice de masse qui est correcte, et modifie les 

modes mesurés pour obtenir l'orthogonalité, alors que Berman (B.6, B.9) part 

de l'hypothèse contraire. Il utilise les multiplicateurs de Lagrange et la 

dérivation pour affiner la matrice de masse de la façon suivante: 

soit M la variation à apporter à M pour satisfaire; 

T 
nxm 

[M + 	M] (1) = I ( matrice identité ) 	(142) 

Stchaque.rmide-cp. est normalisé, de-telle_sorte que 
1 . 	. 	 . . 	. 	„ . 	. 

T 	r'-' 	• . 	. . 	• 	
- 4). *-4). - 1  . 	• 

= matrice avec zéro sur la diagonale 



(144) 

(145) 

1 

1 

1 
1 

1 
1 

Il existe une infinité de matrices AM qui satisfont la relation ci-dessus. 

Bergan (B.6) a proposé de minimiser la fonction 

,„ il M 	M II 
sujette à l'équation de contrainte . 

Le Lagrangien est: 

E 4 E 	_  1 4 Lm7) 

Cela donne, 

- 

Cm 	cf 

où 
7* 
V1 

La masse.corrigé M est égale à M + AM. On utilise un procédé semblable 

	

pour corriger la matrice de rigidité  (B-, 10, 	en'minimisant là fonction: 

I 

11 	K 	K ) 	ir 
où K est la matrice de rigidité 'cherchée. Les _contraintes sont 

K.Qk = M 	S-22  

K = KT 

Le Lagrangien est 

Z if LK ,e_m(11 -2.2].,zz ,8 

La solution est donnée par 

— 	1 — ,;.o! 	(147) 

(146) 



I. 

I. 

5.4 Matrice d'amortissement dans le modèle numérique  

Plusieurs techniques d'analyse conviennent pour inclure les effets 

d'amortissement structural dans le modèle d'éléments finis. Les différentes 

conséquences de l'utilisation de certaines expressions d'amortissement large-

ment utilisées sont examinées dans un article de R.F. Balducci et incluses 

dans la référence (5.4). On doit souligner que les modèles d'amortissement 

numériques sont des valeurs numériques dont le seul but est de  simuler.le 

comportement dynamique de la structure et qui ont encore besoin d'être déter-

minées d'après les observations: 

pour l'amortissement proportionnel de Rayleigh, la matrice C a la forme 

C = M + K 

Cette équation implique physiquement que le phénomène d'amortissement doit 

être le même pour tous les éléments du modèle. Une forme équivalente de 

l'équation ci-dessus convenant par une solution par superposition des modes 

est donnée par: 

-1 
M 	C = 	a.;  (M

-1 
K) 1  

i=o 

où les a. sont des constantes arbitraires et n est le nombre total de degrés 

de liberté du modèle par éléments finis. On peut obtenir les valeurs numériques 

des constantes en comparant les valeurs numériques de l'impédance mécanique 

avec les résultats expérimentaux. 

Caravani (C.1) a suggéré une technique numérique qui identifie de façon 

optimale les coefficients d'amortissement de la matrice (C) en la supposant 

• tridiagonale et symétrique. D'après l'équation (63) du chapitre 2, la réponse 

complète du système s'écrit, 	 • 

[K - M w 2  + j w C] X = F 



En posant que les vecteurs de réponse mesurés 	sont affectés d'une erreur 

nulle, on cherche ceux des coefficients d'amortissement qui minimisent la 

mesure de la différence X - -X-  dans la plage de fréquences qui nous intéresse. 

On propose un processus d'itération dans lequel on calcule à chaque pas les 

valeurs et amortissement minimisant la fonction 

L 	LX _W Lx )7 J (d 	w 	) 
I 	t,4 	 = 	e - 

où W
1  et W2.  sont des fonctions de pondération, et d est un vecteur contenant 

tous les éléments de la matrice d'amortissement. 

5.5 Programme d'éléments finis pour l'Astromast  

On donne dans l'appendice 1 un algorithme d'éléments finis applicable 

à l'Astromast. Le modèle numérique est utilisé plus loin dans les techniques 

d'identification Présentées dans la référence (6). 	Ces techniques diffèrent 

des techniques décrites dans ce chapitre du fait qu'elles sont basées sur une 

analyse statistique. 



CHAPITRE 6 

IDENTIFICATION STATISTIQUE: ESTIMATION DES PARAMÈTRES  

6.1 Introduction  

Les deux procédés d'identification présentés dans les chapitres 4 et 5 

sont des méthodes directes basées sur des valeurs expérimentales (chapitre 4) 

déterminées à l'aide des valeurs initiales des paramètres structuraux (chapi-

tre 5). La matrice stochastique du processus experimental et les propriétés 

statistiques dés paramètres modaux ne sont pas prises en considération. 

Dans ce chapitre, la discussion porte sur l'utilisation de la théorie 

d'estimation permettant d'obtenir des estimateurs non faussés avec une va-

riance minimale des paramètres modaux et structuraux. D'autres applications 

• importantes de la théorie d'estimation sont pratiquées dans les systèmes de 

contrôle et de communication (V.1) et l'extension des applications au pro-

cessus d'identification devient partie intégrante du processus de contrôle 

total du système. Des ouvrages récents de Sage (S.1) et Groupe (G.5) ont 

combiné un grand nombre de méthodes étudiées et les ont présentées de façon 

• pratique. Ils traduisent l'intérêt nouveau manifesté actuellement dans ce 

problème épineux. 

•6.2 Théorie d'estimation  

La théorie d'estimation est une branche de probabilités et de statistiques 

• en rapport avec toute l'information dérivant des propriétés des variables 

aléatoires, des processus stochastiques et des systèmes basés sur l'observation 

d'échantillons. Les propriétés statistiques des variables sont en général 

supposées obéir à une distribution Gaussienne et à tout ce que cela implique, 



et, 

- [AT  W A1 -1  AT  w 7 ( 1 5 2 ) 

et les covariantes sont connues ou fixées par hypothèse. Les 

fondamentales utilisées pour l'estimation sont, 

i) la méthode des moindres carrés 

ii) la méthode du maximum de vraisemblance 

iii) la méthode de Bayes 

On rappelle brièvement dans ce qui suit les principes de base de chaque 

méthode. 

6.2.1 Estimation par les moindres carrés  

Une forme commune de moindres carrés concerne le lissage d'un polynôme 

à des points expérimentaux. En général, le problème consiste en une combi-

naison linéaire de paramètres inconnus, 

Y  = A x , 	 (150) 

et on veut connaître la X qui minimise les erreurs pour les points observés 

donnés par Y, où, 

Y. A X + e 

On 'exprime alors le problème sous forme d'optimisation d'une fonction 

scalaire J, où 

• J = eT We , 

. et W est une fonction de pondération. 

. Dans les méthodes classiques de moindres carrés, la fonction de pondé-

ration (ou:Poids) est 

• W = I (matrice identité) 

On applique les règles de différenciation pour obtenir le minimum de (151), 
— 

 

2,4k1/,  

trois approches 

( 1 5 1 ) 

.,. 	0 



Cette équation est appelée équation normale pondérée des moindres carrés. 

Pour de nombreux systèmes physiques, l'équation (150) est une équation 

non linéaire, de la forme.' 

Y = F(x) 	 (153 ) 

La fonction à minimiser est la même que (151), 

J = e
T 

W e 

e = Y - F(x) 	 (154) 

Dans la plupart des problèmes rencontrés en pratique, J ne peut pas être 

minimisé directement en appliquant les calculs classiques à l'équation (154). 

La technique standard utilisée dans ce cas est la linéarisation du 

problème non linéaire, en développant la solution autour d'une valeur locale 

et en procédant ensuite par itérations pour converger sur la solution cherchée. 
éln 

On peut appliquer la linéarisation soit à l'équation (153), soit à l'équation 

(154). On développe dans la suite deux méthodes basées chacune sur l'une des 

deux possibilités: 

i) Méthode de correction différentielle (ou méthode Newton-Raphson modifiée) 

Jankins (J.1) décrit une technique basée sur le développement de 

ième 
Taylor de l'équation (153). Soit X la valeur estimée de X à la c 	

itération, 
 

et, 
Y,. 	F(><)i 

La valeur .de cette fonction quand X = X
c 
4 AX.est donnée d'après  le déve- 

loppement de Taylor par, 
,. 

Y z 	F ( ' )  I X: X 	
f aP 1 

A X 
4 

Ainsi, 

zà y 	z  

[ âF 

x x c 	x  

A 	x (155) 



t un élément quelconque de la matrice [C] s'écrit, 

- r 	çF  
j 

ax e 
c 

- (160) 

où 	A = matrice m x n des dérivées partielles calculées à partir de X.  

L'équation ,(155) est exprimée sous la forme standard de l'équation (150). 

L'équation d'optimisation est donc, 

J 	L AY - Â 	TIA/ 	À- 4x (156) 

..En appliquant la même règle de calcul que précédemment, ,on obtient l'équation 

normale (équivalente à l'équation 152), 
- 1 	7 

,>)( 	L.  A 	 11 Y> 	 (157) 

On se sert alors de l'équation (156) pour obtenir la nouvelle position X = c 

Xc + A x et on poursuit l'itération jusqu'à obtention de la convergence. 

L'équation (157) peut_êtee écrite sous d'autres formes. La forme suivante 

est plus facile à appliquer, 

e — 7 
[ 4 W 	 I W 	 . 

[cL L x 	[ 6 } 

Un élément quelconque du vecteur b s'écrit, 

6 	P2-- 	In/ fy_ Fl 
' 	.4 

(158) 

(159) 

Méthode de Newton-Raphson 	- 

Dans cette technique, on fait un développement dé Taylor de la 

fonction scalaire J de l'équation (154) autour de la valeur estimée .(X ) 

J(x) 	_7()(c ) L  L  D J 
x 	2 	 )x1-1 	iLX S 

z gc  (161) 

et AX = X - X c  



7-  

	

DJ(x) 	ia 2 Jtx) 	(,) 

	

)c,f, 	xe. ax 

e la matrice symétrique [c] 

1••nn ••n• • (162) 

T a zicx) pexx) 
OU, '------ ) 

xe. âx 
est la k

ième ligne 

c e  

Le vecteur 

•n• 

(hi
: 

- )( 4  

âJ(k) 

à.£ 

(163) x 
X 

a des composantes de la forme 

F 7 	r 

aX4 

(164) 

L'équation (162) peut s'écrire, 

[Ci /IX •1 1)1 (165) 

Pour minimiser la forme scalaire telle que. formulée dans l'équation (161) 

on dérive par rapport à AX. On a ainsi pour chaque élément AX du vecteur AX 

è)(x) 	r D JCK) 1 r [âAx 	ç a 	TL  
- 	à X 	 â1.1X,4 	L  tàAX,e 	âc à)c 	x , Xc 

*„ 
Comme 0 Ae/exAtest un vecteur ayant la valeur 1 comme k ième  composante et zéro  

partout ailleurs, on a, 

•••• 

Cette matrice symétrique a des éléments de la forme (en utilisant 154), 

Les  • équations (165), (164) et (163) sont les mêmes que les équations (158), 

(159), (160), à l'exception du terme différentiel du second ordre dans l'équa-

tion (153). 

Le processus d'itération est le même que précédemment. 

6.2.2 Estimation par le maximum de vraisemblance  

Cette méthode est essentiellement une méthode de moindres carrés avec des 

critères de variance minimale. La matrice de pondération W est définie dans ce 

cas comme l'inverse de la matrice de covariance de l'erreur observée. Dans •le 



- 
Y =  A X Vy 

(166) 

est donc,  

Eix_>(.1 (167) 

(169) in \l'a  

ou  

e vv, e 
L) 

r 
_ 	W (1(_x) 

f)  (172) 

cas du problème:linéaire y = AX, le modèle d'observation linéaire eS .t., 

\ / 7i E  "y 'y ) 	est une matrice de covariance d'erreur observée connue. Yy 

Le critère de détermination de X est le critère de variance minimum entre 

la valeur estimée et la valeur vraie, et la fonction scalaire J à minimiser 

.Selon la théorie de filtre de Gauss-Markov, l'estimateur de variance minimum 

est identique à l'estimateur X de l'équation (151) pour les moindes carrés, 

où W est l'inverse de la matrice 21- 	, de sorte que, ry 

	

- 	-I 	-  

x 	[

T 

 A 	A] 	 •  
yy 	 Yy 

. Le principe peut être étendu au cas d'un problème n'on linéaire en utilisant 

la "méthode de correction différentielle séquentielle", ou méthode de Newton 

Raphson. 

F( X) , 

(168) 

A chaque pas d'itération ., on a 

7 A -/ 711 -1  r -7.  A -*/ 

)e 	[ A j 	fri .1 	A .1 i._ 
Yy 	 Yy 

6.2.3 Estimation.de Bayes  

Dans cette méthode, la fonction scalaire à optimiser prend la forme 

suivante, 



1 

1 
1 

Ciçi> 	9ç:.1  -) • j 	(174) 1 . 	 à 

1 

1 

1 

el X °  représente l'estimation initiale des variables d'état et W-u  et W E  sont 

les fonctions de pondération. 

Dans le cas de fonction non linéaire, 

Y = F(X) 

Les équations normales (158), (159) et (160) prennent la forme suivante, 

[c 	â 	uDif 	 (173) 

, 	•à X,4 	D 	 -4« 	a x 	P 
s,4 

c 	.
ç 	T , ô F 	ii , 
1- D x i

? 

 "D  

Le processus d'itération est toujours le même que précédemment. 

6.3 Application aux systèmes dynamiques  

L'application des méthodes statistiques aux systèmes dynamiques a été 

débattue par de nombreux auteurs (C.6, T.3). En référence (T.3), tous les 

travaux effectués sur l'application de la méthode aux systèmes dynamiques 

jusqu'en 1975 sont passés en revue. 

6.3.1 Equations de base  

La théorie d'estimation est appliquée aux problèmes dynamiques de la 

façon suivante: 

Y = vecteur des valeurs observées des paramètres modaux obtenus à 

partir des résultats expérimentaux 

X = vecteur des paramètres contenant les éléments des matrices de 

masse et de rigidité; 



= 	e71 frfi 	- 	 ) '112 j  I/ 	 . 

(175) 

y 
F(x),1 7W,c, 

r 	̂ 	f  

(X - X W (X - ). J 

7 
We 

-- 

r 	E  
L - 

- 	 x 	â x  

X°  = valeurs initiales obtenues à partir du modèle d'éléments finis. 

La méthode d'estimation de Bayes est utilisée pour l'algorithme préconisé, 

Les équations normales sont telles que décrites par l'équation (173). En 

utilisant les équations (174) et (175), les équations normales sont, 

[c] A; 

g] Tliv,u 	J i-Me i rwpo  

(176) 

•  Les matrices de pondération Wpx , WD , et W sont les matrices inverses des 
9 	P 

matrices de covariance de l'erreur observée. Si les observations ne sont 

pas correlées, chaque matrice de covariance devient une matrice diagonale 

comportant les variances correspondantes a' sur la diagonale. 

6.3.2 Sensibilité des paramètres 	 • 

Pour appliquer l'équation (176), on a besoin des dérivées des composantes 

du vecteur Y par rapport aux composantes du vecteur X. Les dérivées représen-

tent la sensibilité des paramètres modaux à tout changement dans les paramètres 

structuraux. Plusieurs publications discutent et développent les expressions 

mathématiques pour différentes valeurs de sensibilité (C.6, V.2, N.2, C.2, F.6). 

On développe les formules de base dans ce qui suit. 



J. Teii< p4e. _ (179) 

94  • 
rer),• 

r's• 

I 	c40.  96, 
rpit , 	 Jet' 	S 

(180 ) - _ 
a/m r 

6.3.3 Expressions de sensibilité des valeurs propres  

L'équation à résoudre dans ce problème est,' 

Li< - 1 ,./`11] 	 (177) 

où X i  et cp. sont les valeurs et vecteurs propres, dépendant des paramètres 

de masse et de rigidité. En multipliant à gauche l'équation ci-dessous par 

(b i  , on a 

e
. 

Ainsi, 

«. T EK_>,i t-119f 	EK-5t i l-1] 

4 51'.* 7  fdK- 	 a",•Mi 94 	= 
(178) 

Les ,deux premiers termes de (178) sont nuls de sorte que, 

95 rd ,: 	 ,7L(, 7 4 

La masse généralisée peut de plus être normalisée. On tire donc finalement . 

de (179), 



où 	(S = 

• 6.3.4 Expressions de sensibilité des vecteurs propres  

Pour la variation des vecteurs propres, on dérive l'équation (177), soit 

• 	K _ m  J 	_ d K _ 	oe m• 

Comme IK - X. MI = 0, la matrice [K - X i  M] ne peut pas être inversée. Il 

est possible néanmoins de tirer une équation de cette matrice, par exemple, 

la dernière rangée, de calculer d 
(I)ni 

en fonction des (n-1) d cp.. restants 

et de récrire l'équation (180) avec une matrice (n-1) x (n-1) et (n-1) •d (15
ji 

en premier membre. L'équation modifiée peut alors être inversée pour trouver 

les (n-1) •d (1) 	qui, réinjectés dans la première équation, permettent de trouver
ji 

 le dernier d ybni . 

D'autres solutions ont été proposées pour lever la singularité (C.6). Une 

des méthodes requiert une matrice modale entièrement remplie et n'est donc pas 

d'utilisation souhaitable pour les gros problèmes (T.3). Une autre méthode 

exprime les dérivées du déplacement de la façon suivante (C.6). 

à 	 51-€ Os;  / 1 _ 
a es 

4 

(182) 

à »Ifs  

(181 ) 

( 	 - 

(S/i  -1)11 	5,4e  56s; 

( • - 

2. 

=0 	ij 

Un petit nombre de termes suffit dans la sommation de l'équation (182) 

pour obtenir la convergence. 



d cp
riri 

= 0 ( 1 8 3 ) 

Récemment une méthode basée uniquement sur la connaissance de certaines 

valeurs propres particulières et des vecteurs propres correspondants a gran-

dement simplifié le calcul du vecteur propre de sensibilité (N.4). L'équation 

(181) est essentiellement complétée par une équation additionnelle de normali- 

sation. Par exemple, l'un des éléments du vecteur propre 
(I)mi 

peut être supposé 

constant,.et . conduit ainsi à l'équation additionnélle 

qui, lorsqu'elle est multipliée par un scalaire pur afin d'assurer la non-singu-

larité de l'équation (181), conduit à l'équation (181) avec une valeur addi-

tionnelle de l'élément diagonal de la matrice. Cela conserve donc les carac-

téristiques spécifiques des équations du système, telles que la symétrie, la 

dispersion et la structure en bande. 

6.3.5 Sensibilité •de la reponse , en fréquence  

Le vecteur d'observation de l'équation (184) contient les valeurs propres 

et vecteurs propres. Les estimations initiales de ces derniers sont quelquefois 

difficiles à déduire des résultats expérimentaux (chapitre 3). On peut alors 

remplacer ces ,observations ,par d'autres obtenus directement des mesures, telles 

que la fonction de transfert donnée par l'équation (55). On peut néanmoins 

exprimer la fonction de transfert en fonction de l'impédance à partir des 

équations (1), (44), (45) et d'amortissement nul, d'où: 

[ K 	1\-/1] F 
. 	F7  

( 1 8 4 ) 

- 

( 1 8 5 ) 



1 H I 

La sensibilité de cette quantité découle immédiatement de (185) 

cl [Ri _ ( 14 ] [d< 	°Abe  M2 3(H] 
(186) 

On tire de cette information l'amplitude de 1H1 et le déphasage. La sensibi-

lité de ces quantités s'écrit ( 	), 

* d  /// 	ge,1 	cl 

/Ni 

1. 	41 	ci 



Conclusion et recommandations  

L'organigramme ci-joint présente les recommandations générales 

des auteurs quant au déroulement du programme d'essai envisagé pour 

l'Astromast. A partir des données de départ obtenues lors des essais 

expérimentaux et par un programme d'éléments finis, les paramètres du 

système sont finalisés à l'aide d'une technique d'identification sta-

tistique. 

Les segments de droites et les blocs représentés en trais hachurés 

sur l'organigramme illustrent des approches alternatives que les auteurs 

envisagent d'utiliser en vue d'une validation des résultats. Ces chemi-

nements complémentent ceux représentés en traits pleins mais ne sont 

pas indispensables. Chacune des étapes indiquées dans l'organigramme 

est également identifiée par un code numérique référant à la section 

appropriée du texte principal. 

Cet organigramme présente certaines recommandations préliminaires 

qui,pourront être modifiées par la suite en fonction de la disponibilité 

du matériel expérimental et des facilités de calcul. 
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ANNEXE 1  

MODÉLES  STRUCTURAUX POUR L'ASTROMAST (Eléments finis) 

1. Caractéristiques  

Les modèles mathématiques pour fin de simulation du comportement dynamique 

de la structure en question sont déterminés à partir de valeurs données de 

paramètres critiques et certaines hypothèses quant au comportement. Les para-

mètres sont assumés au tableau 1. En particulier, la hauteur totale sur 

cinquante-quatre niveaux est de trois cent sept pouces et son poids est égal  

à quinze centième de livre par pied de longueur. Le diamètre du cercle qui 

contient les trois noeuds est neuf pouces, et la tour tourne un angle total 

de cent vingt degrés sur sa hauteur pour diminuer les effets d'expansion 

thermique en espace (ASTRO-ARC>E-C)4) 

La longueur entre les connexions d'un même niveau, "a", est prise selon 

un diagramme fourni par DOC. Le module d'élasticité est calculé à partir 

d'informations tirées du document ARC-B-004 et est supposé identique pour 

tous les membres, longerons et cordes avec une aire circulaire et les poteaux 

avec une surface rectangulaire. 

-Dans l'analysestructur0e, l'effet de la dissipation d'énergie est 

négligée ainsi que celle de la gravité sur le  comportement dynamique.  Les 

propriétés sont supposées uniformes pour le modèle continu, et identique 

à chaque niveau pour les modèles discrets. Il est supposé que les matériaux 

se comportent de manière élastique et linéaire, avec celui des longerons par-

faitement bilinéaires, la deuxième partie ayant une pente nulle. Seule 



l'énergie axiale est considérée comme importante, mais par contre, d'autres 

modèles comprenant l'énergie de flexion, de torsion et de cisaillement dans 

les colonnes, pourront être étudiés. On suppose que les longerons demeurent 

dans le domaine post-critique de flambage, de sorte que les cordes sont 

toujours en traction, ce qui permet d'enlever les longerons dans l'analyse. 



Symbole 	Valeur  

54 

Unités  

TABLEAU  1 

CARACTÉRISTIQUES DE L'ASTROMAST  

Paramètres  

Nombre de niveaux 

Rayon d'encerclement 	 r 	9 	pouces 

Hauteur totale 	 H 	307 	pouces 

Hauteur d'un niveau 	 h 	5.685 	pouces 

Rotation antihoraire sur la hauteur 	0 	-120 	degrés 

Rotation antihoraire d'un niveau 	.1) 	-2.222 	degrés 

Poids total 	 W 	3.8375 	livres 

Masse par unité de longueur 	A 	. .3237 x 10
-4 

lb-sec 2 /po' 

Masse de chaque niveau 	 m 	.184 x 10
-3 	

lb-sec 2/po 

Moment d'inertie massique de chaque étage 	I 	.003713 	1b-sec 2/pc 

Longueur libre des longerons 	a 	7.781 	pouces 

Rigidité du mât 	 EI
m 	

3 x 10
6 	

lb-po' 	. 

Moment d'inertie du mât 1m 	.4117 	po 4 

'Module  d1asticité 	 E 	7.287 x 106  lb/po' 

Aires des poteaux rectangulaires 	A 	.0136 	po' 
(.1X.136) 	 P 

Diamètre des cordes 	 D 
c 

Diamètre des longerons 	 D
,e 

Charge critique d'Euler des longerons 

Rigidité axiale des poteaux 	EA
p 

Rigidité axiale des cordes 	EA 

Angle des cordes avec l'horizontale 

Distance des cordes du centre du triangle 	d 

.033 	pouces 

.096 	pouces 

4.95 	livres 

99100 	livres 

6232 	livres 

	

36.15 	degrés 

	

2.25 	pouces 



=i-.) 

2. Modèle continu de la poutre  

Si on considère l'énergie en élongation des poteaux du mat, le tout peut 

se calculer comme une poutre. Pour trois sections rectangulaires espacés 

d'une distance "a" sur un plan triangulaire, le moment d'inertie de la section 

est indépendant des directions des axes et est égal à 

= 5 A a' 
P 

et la masse par unité de longueur, s'il pèse quinze centième de livre par pied, 

est égale à 0; pour g, égale à l'accélération 'sur terre, g = 386 po/sec' 

= W/H  
g 

a=/ r 

d = r/2 .  



1 

sinh X. - sin X. 
Y. - cosh X. + cos X. C,T) 

II 

1 

Pour une porte-à-faux continue et uniforme; les.fréquences de résonance en 

hertz sont bien connues (Blevins) 

A4 	v/ EI 

. dans lequel. X satisfait l'équation transcendantale 

cos X cosh 	+ 1  =0 	 - 

Les modes sont donnés par la relation, pour x en direction de la longueur, 

1e11 	PH 

4'7 ) w. - cosh X. x/H - cos X. x/H - y. (sinh À. x/H - sin X'  

dans lequel X i  satisfait la relation 

Les valeurs. de X et y sont données au tableau suivant: 

Y 

1 	1.87510407 	0.734095514 

2 	" 	4.69409113 	. 	1.018467315 

3 . 	. 	7.85475744 	0.999224497 

4 	10.99554073 	1.000033553 

5 	 . 	14.13716839 	 0.999998550' 

>5 	(2i -1) 11/2) 	1.0 

3. Modèle à couplage simple  

Le modèle précédent est limité car il ne contient pas l'effet des diago-

nales, les cordes, suppose que la masse est distribuée de manière uniforme, 

et ne tient pas compte de la rotation initiale de la structure. Un autre 

modèle simple qui considère l'énergie dans les cordes mais néglige l'élongation 



Elévation Plan 

P = k A QI, ) 

IPI = [K] lxi (1'  ft' 
dans lequel 

X = 

des colonnes est utilisé pour trouver une approximation des fréquences en 

torsion de la structure en question. 

La relation de rigidité pour l'élément de deux câbles est donnée par: 

dans laquelle, pour 	la longueur des cordes, 

k = 2:44 cos 2  a a o c.) 

et où il est supposé qu'une suffisante traction initiale maintient les cordes 

en traction, sinon une corde en compression n'a aucune rigidité. 

Dans un plan, Cet élément est à une distance "d" de l'origine et sa 

normale a mn angle "ct" . avec l'axe "x". Si noms-supposons qu'un ensemble 

de membres semblables se déplace de manière:qMe le plan reste rigide, tel 

un diaphragme, il en résulte, 

P
x

-) 

= PyS 
k cos 2  k cos S sin S 

k cos (3 sin 13 	k sin 2  

-Z k d cos 13 	- k d sin S 

- k d cos FI 

- k d 	SI 

k d 2  

[K] = 

a; (3, 



\ „ 
\ I 

lu i   

I v I 

I 

1 6) 

. /7 1 

1 

pour Px  , P les forces en x et y et T le couple de torsion appliqué a le y 

niveau relatif à l'origine. u et v sont des déplacements en x et y respec-

tivement et 0 est la rotation antihoraire d'un diaphragme 
é. 

4 -1 

v ." 

Dans le cas de trois membres placés de manière équilatérale et avec 

deux cordes pour chaque panneau, il en résulte une expression non couplée 

1.5 	0 	0-  

{K]= k 	0 	1.5 	0 

0 	0 	3d 2  

. Ce genre d'élément peut ensuite être utilisé en 'hauteur donnant comme résul-

tat des équations non couplées pour les déplacements latéraux et en torsion 

sur forme tridiagonale, et donc couplage simple. 

) 

113x 1 	= 	[Kx ]  

IP I 	= 	{K]  
Y 	Y 

ITI 	= 	[Kz ] 

[K]  =  [Kr ]  = 1.5 k [K ] 

[Ky ] = 3 k d 2  [K] *  



[K ] = 

2 -1 

-1 	2 	-1 • 

	

-1 	-2 	-1 
i: 	2 	-1 

	

-1 	2 

La masse de chaque niveau est considérée comme discrétisée et répartie 

de manière égale aux trois noeuds, ce qui donne deux problèmes de valeurs 

propres, pour le mouvement latéral, et en torsion pour m la masse du niveau. 

1  I ' 5k  [K* ] - A [In = 0 	latéral 

13kd 2 	* mr2  [K ] - A [I]l = 0 	' torsion 

Les fréquences'et modes sont (Blevins), 

 1
L 	

2H 
I/ 1.5k 	A.  

m 1  

f
iT 

= f
iL

/ 

A i  = 2 sin 
(1 n+1 1) 11/ 2  

w.. 
J1 = 

sin 
1J 

2i - 1  
R. - 	H 2n + 1 

I(?) j 



4. Modèle discret d'énergie axiale  

Le dernier modèle néglige l'énergie en élongation de colonnes qui est 

raisonnable pour une structure avec un rapport de hauteur sur la base peu 

élevée et des poteaux beaucoup plus rigides que les diagonales. Cependant, 

pour une structure en hauteur, cette énergie n'est pas négligeable, car une 

petite élongation aux premiers étages change grandement le comportement la-

téral. En ce qui concerne le comportement en torsion, cet effet est moins 

prononcé et ce modèle, pour la structure en question, devrait assez bien 

modéliser le comportement. Il demeure qu'un modèle plus poussé qui tient 

compte des élongations axiales des poteaux et des cordes, serait préférable, 

d'autant plus qu'il puisse tenir compte de la rotation des niveaux. Donc, 

le nombre de degrés de liberté passe de trois par étage à neuf par étage, 

les déplacements latéraux et verticaux des trois masses concentrés aux 

connexions. 

Pour les colonnes rectangulaires que nous avons à considérer, la rigi-

dité en torsion est négligeable comparée à celle du système de câbles. Aussi, 

il est à remarquer que la rigidité en flexion des colonnes est négligeable 

vis-à--vis celle du système de cordes. Comme approximation, on suppose que 

les extrémités des colonnes à chaque niveau sont empêchées de tourner, et que 

les trois poteaux sont orientés dans une même direction. La rigidité des 

poteaux divisée par celle des câbles, serait donc, 

12. EI 
_P  

k 	
h3 	12 I 

 
.  

k c 	EAc cos 2.  a sin - a 	- A
c 

h 2  cos z  a sin a  

h 



e 	e- 
1„/ 

, 2«n 

dans lequel, 

[A11 ]  

0 0 X X 0 0 X 0 0 

X 0 0 0 X 0 0 X 0 

OX000X00 X 
0 0 YY 0 0 Y 0 0 
Y 0 0 0 Y 0 0 Y 0 

0 Y 0 0 0 YOOY 
0 0 ZZOOZOO 
ZOOOZOOZO 
OZOOOZOOZ 

qui est négligeable pour des hauteurs de notre structure. 

Les équations de statique qui relient les forces aux noeuds 4, 5 et 6, 

P avec des charges axiales des membres, 1, 2, ... 9 du premier niveau, 

f 1 et 10, 11, ... 18 du deuxième niveau
' 

f2' s'écrivent sous la forme-matri-

cielle 

. 	i  

k

P 1 	f f,1 ) 

1 	-1 	n .( 
: 9 	= , .E11 	11 	P,12,1 	..! -:::1)  

.71,2 q) 



dans lesquels X, représentent les cosinus directeurs des membres selon 

[K] - = 1A] [S] [A]' u-- ,2c)) 

S.. = (EA/L).. LT 3r) 

'I‘ 

7 '1) 

[Al2 ] 	= 

ra  O  o o  X x o 0-7 
oxox000xo 

! 
oom000x- 

Y 0 0 0 0 YY 0 O . :  

0  y 0 Y 0 0 0 YO• 

0.0 Y 0 Y 0 0 0 Y.•:  

Z 0.0 0 0 Z 0 0 0 

Oz o z 0 0 0 

00Z0Z000ZI 

leurs niveaux 

A11 13  = (X4  - X 3 )/L34  

Al2
41 

= (Y
4 

-
• 
Y
8
)/L

48 :1,U) 

pour L les longueurs des membres. La même relation est valable pour les autres 

niveaux sauf le dernier. La matrice de rigidité globale de la matrice est 

donc donnée par la relation 

pour [S] la matrice diagonale de rigidité axiale des membres et ',le transpose 

Finalement, ceci nous amène à la relation suivante pour des rigidités 

identiques à chaque niveau, 

[K  11] = A
11 

S A
11 

+ A
12 

S A
12 

[K
12
] = A

12 
S A

22 

[K
21
] = [K

12
] 	etc. 



Ce qui est symétrique avec une demi-bande égale à 18. 

5., Résultats  

. 	Les résultats des- divers modèles présentés seront donnés sous forme de 

.fréquences de résonances pour un modèle de cinq étages et pour un ,de cinquante 

étages. 	. 	- 

' Poutre 	 . . 	 . 

, Selon l'équation, les fréquences sont données par la yelati0nr,,7. 

f. - 
1 	M 

- 	pH 

et pour les valeurs 

EI
m 

= 3 x 10 6  livre po' 

_4 	2  p - .3237 x 10 	livres-sec /po 2 
 

= 5 x 307/54 = 28.426 p 

H54 
= 307 po 

nous donnent les relations qui sont résumées aux tableaux suivants, 

f. 	= 60.0 
1 

5 

f. 	= .514 
1 54 

 

) 

où X. satisfait l'équation 



Couplage simple  

Les fréquences de résonance pour le mouvement latéral et en torsion 

sont reliées par 1 'équation 1,23pour ce modèle et sont données pour les 

paramètres utilisés des résultats indiqués aux tableaux: 

A. 
f. 	/1.5k  

211 	m 

EA 
= 

 
2-- cos' a sin a = 843.2 

rn = .000184 lb-sec 2 /po 

307/54 = 5. ,685 p 

a. = tan-1  (h/a) = 36.15 ° 

 f. 	= 417.3 A. 	latérale 
1 

L 

f. 	= 295.1 A. 	en torsion 
T 	1 

pour A. satisfaisant la relation 	± 	S- 
i 

• Eneree  axiale  

Les résultats calculés pour ce modèle sont calculés selon le programme 

qui se trouve en appendice avec et sans rotation. Les paramètres pour le 

programme sont: 

EAc = 6232 livres 

EA 	= 99100 livres 

h - 5.685 pouces 

-3 
m = .184 x 10 	livres-sec'/po 

= 0 ou -2.222° 



Tableau 2. Fréquences de résonance (hertz)  

Poutre 	Couplage simple 	 Energie axiale 

Latérale 	Latérale 	En torsion 	
Sans rotation 	Avec rotation  

" 	Latérale 	En torsion 	Latérale 	En torsion 

5 	54 	54 	54 	5 	54 	5 	54 	5 	54 	5 	54 

	

211.0 	1.8 	118.8 	12.0 	84.0 	8.5 	90.1 	84.0 	-- 	90.0 	13 	84.0 	8.5 

	

1322.1 	11.8 	346.7 	36.1 	245.1 	25.5 	100.9 	245.2 	100.7 10.3 	245.2 	25.5 

	

3701.9 	31.7 	546.5 	60.1 	386.4 	42.5 	260.3 	386.5 	261.4 	27.8 	385.9 	42.5 

	

7254.1 	62.1 	702.1 	84.0 	496.4 	59.4 	298.3 	496.4 	298.4 	47.5 	496.7 	59.5 

" 



ANNEXE 2  

ESTIMATION DES PARAMh•RES STRUCTURAUX  

Comme on peut le constater, les résultats du modèle à couplage simple 

donne de bons résultats pour les fréquences en torsion pour les deux modèles, 

court et long. L'effet de la rotation initiale est négligeable pour le cal-

cul des fréquences. Le modèle de la poutre, même s'il n'est pas bon pour la 

petite structure, donne des fréquences assez correctes pour le comportement 

latéral du grand modèle de cinquante-quatre niveaux. Des modèles plus com-

plexes d'éléments finis pourraient aussi être utilisés pour tenir compte de 

l'énergie en flexion, l'énergie en torsion, la distribution de masse, l'éner-

gie cinétique des connexions dues au mouvement angulaire, etc., mais le nom-

bre de degrés de liberté augmenterait du double, ce qui nécessiterait des 

procédures numériques telles que la synthèse modale ou utilisation des matri-

ces de transfef.t. 

Dans le modèle à énergie axiale, il y a neuf degrés de liberté par.  

niveau. Certains modes sont associes avec le mouvement vertical de la struc-

ture, mais sont à des fréquences élevées. Ce modèle semble être le mieux 

adapté pour tenir compte des masses additionnelles dues aux accéléromètres 

qui seront installés lors des essais dynamiques du modèle. 

Enfin, pour l'estimation des paramètres, on suppose que les masses et 

que la géométrie sont connues. Donc, ce qui reste comme paramètres sont les 

rigidités axiales des colonnes et des câbles qui, pour fins d'étude, seront 

supposées identiques à chaque niveau. La technique d'identification dépend 

donc des mesures prises, soient les modes et fréquences de résonance, soient 

les fonctions de transfert sur une gamme de fréquences. La procédure est 

résumée dans l'organigramme suivant. 



ORGANIGRAMME' 

IDENTIFICATION DE L'ASTROMAST  

Lire - DONNÉES 

Lire 	ESTIMÉS DES PARAMÈTRES 

Calculer - RÉPONSE 

Calculer - FONCTION OBJECTIF 

Calculer  -  SENSIBILITÉ.  

Déterminer - CORRECTIONS AUX PARAMÈTRES 

Vérifier - CONVERGENCE 

Modifier - LES PARAMÈTRES 

Comparer - MESURES VS RÉPONSE  CALCULÉE  

Sortir - MEILLEUR ESTIMÉ DES PARAMÈTRES 
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