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Théorie et pratiques contemporaines de  
l’échantillonnage d’enquêtes : Une célébration des 

contributions de recherches de J.N.K. Rao 
 

J.N.K. Rao est un professeur distingué de l’École de mathématiques et de statistique de l’Université Carleton, 

à Ottawa au Canada. Il est le principal chercheur au monde dans le domaine de la méthodologie d’enquête, et il 

exerce une influence déterminante dans le secteur des enquêtes par sondage utilisées par les organismes 

gouvernementaux et d’autres organisations et entreprises. Le professeur Rao a obtenu une maîtrise de l’Université 

de Bombay en 1956 et un doctorat de l’Université d’État de l’Iowa en 1961. Depuis plus de 50 ans, il est une 

force vive dans l’élaboration de méthodes d’échantillonnage à probabilités inégales, d’approximations sur de 

petits échantillons, d’analyses de données d’enquêtes complexes, d’inférences fondées sur la vraisemblance 

empirique, de techniques d’estimation de la variance et de méthodes de rééchantillonnage et de solutions en 

matière de données manquantes ayant des propriétés solides fondées sur le plan. Ses efforts continus déployés 

pour répondre à des besoins concrets mènent vers un autre domaine actif de sa recherche sur les estimations sur 

petits domaines, souligné dans son livre Small Area Estimation (1re édition en 2003 et 2e édition avec Molina en 

2015) publié par Wyley.  

En plus de mener des recherches d’une incidence notable, le professeur Rao jouit d’une grande influence sur 

les organismes statistiques officiels par sa participation aux conseils et comités consultatifs ainsi que par son rôle 

à titre de conseiller. Il a aussi inspiré plusieurs générations de statisticiens d’enquêtes grâce à son enseignement, 

son mentorat et ses collaborations de recherche. Il a notamment été le mentor de nombreux statisticiens chinois 

qui sont par la suite devenus de grands chercheurs au sein d’universités chinoises. 

Au cours de sa longue et remarquable carrière universitaire, le professeur Rao s’est vu décerner un grand 

nombre de prix de reconnaissance prestigieux, y compris le Prix de la Médaille d’or de la Société statistique du 

Canada (1993), le prix de conférence annuel Morris Hansen (1998), le prix Waksberg (2005), le premier prix 

SAE (2017) ainsi que des doctorats honorifiques de l’Université de Waterloo, au Canada (2008), et de 

l’Université catholique du Sacré-Cœur, en Italie (2013). Il est membre de l’American Statistical Association 

(1964), de l’American Association for the Advancement of Science (1965) et de l’Institute of Mathematical 

Statistics (1972). En 1991, il a été élu fellow de la Société royale du Canada. 

À l’occasion du 80e anniversaire du professeur Rao, l’Institut des mégadonnées et l’École de mathématiques 

et de statistique de l’Université Yunnan, en Chine, ont tenu une conférence (du 24 au 27 mai 2017) soulignant 

ses contributions à la recherche. Le professeur Jiahua Chen, directeur de l’Institut des mégadonnées et 

collaborateur en recherche de longue date du professeur Rao, était le président du comité d’organisation. La tenue 

de la conférence a permis de réunir un groupe de chercheurs distingués de nombreux pays et de présenter un 

programme scientifique de calibre mondial sur la théorie et les pratiques contemporaines de l’échantillonnage 

d’enquêtes. 
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Afin de souligner les contributions du professeur Rao, les équipes de la Revue Internationale de Statistique 

et de Techniques d’enquête ont décidé de collaborer et de publier des numéros spéciaux contenant des articles 

présentés dans le cadre de la conférence. Le numéro spécial de la Revue Internationale de Statistique présente 15 

articles. Le premier article est une contribution spéciale sollicitée du professeur Rao intitulé « Ma vie hasardeuse 

de statisticien », dans lequel le professeur décrit brièvement des anecdotes incroyables tirées de sa vie personnelle 

et de son parcours dans le domaine de la recherche, tout d’abord en Inde, puis aux États-Unis et finalement, au 

Canada. Cet article paraît aussi dans le numéro spécial de Techniques d’enquête. Les 14 autres articles publiés 

dans le numéro spécial de la Revue Internationale de Statistique proviennent de tous les présentateurs pléniers 

ayant participé à la conférence et traitent de différents sujets qui reflètent le développement actuel de la recherche 

de pointe dans l’échantillonnage d’enquêtes. Le numéro spécial de Techniques d’enquête contient huit articles 

qui ont été choisis parmi les autres articles présentés lors de la conférence. 

La publication des numéros spéciaux créés en collaboration n’aurait pas été possible sans le soutien 

inconditionnel des corédacteurs en chef de la Revue Internationale de Statistique, Ray Chambers et Nalini 

Ravishanker, et du rédacteur de Techniques d’enquête, Wesley Yung. Nous souhaitons aussi profiter de 

l’occasion pour remercier les promoteurs de la conférence de leur soutien : l’Institut canadien des sciences 

statistiques (INCASS), l’Association internationale des statisticiens d’enquêtes (AISE) de l’Institut international 

de la statistique, l’Association internationale de statistique de la Chine, l’Association internationale statistique de 

l’Inde, la Société statistique du Canada (SSC) et l’Université Yunnan.  

 

 

Jiahua Chen, Université Yunnan et Université de la Colombie-Britannique 

Changbao Wu, Université de Waterloo 

Co-rédacteurs en chef invités pour le numéro spécial de la Revue Internationale de Statistique 

 

Song Cai, Université de Carleton 

Mahmoud Torabi, Université du Manitoba 

Co-rédacteurs en chef invités pour le numéro spécial de Techniques d’enquête 
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1. J.N.K. Rao, École de mathématiques et de statistiques, Université Carleton, Ottawa (Ontario) K1S 5B6, Canada. Courriel : 

jrao@math.carleton.ca. 

 

Ma vie hasardeuse de statisticien 

J.N.K. Rao1 

Résumé 

Dans le présent article, je tenterai de brièvement présenter par ordre chronologique quelques faits saillants de ma 
vie hasardeuse de statisticien, qui s’est étalée sur plus de 60 ans, de 1954 à aujourd’hui. 

 
Mots-clés : Bootstrap; vraisemblance empirique; modèles linéaires mixtes; estimation sur petits domaines; 

échantillonnage à probabilités inégales. 

 
 

1  Introduction 
 

Le professeur Changbao Wu rédacteur en chef invité pour ce numéro spécial conjoint de la Revue 

Internationale de Statistique et de Techniques d’enquête, m’a invité à rédiger un article retraçant la vie 

hasardeuse de statisticien que je mène depuis 60 ans. Le numéro spécial conjoint se compose de 

communications tirées de discussions plénières qui avaient été présentées à la conférence tenue à Kunming, 

en Chine, du 24 au 27 mai 2017. La conférence était parrainée par l’Institut de recherche sur les 

mégadonnées de l’Université du Yunnan, et le comité organisateur était présidé par le professeur 

Jiahua Chen. Je tiens d’abord à remercier le professeur Chen d’avoir organisé cette conférence intitulée 

« Théorie et pratiques contemporaines de l’échantillonnage d’enquêtes », qui célébrait mon quatre-

vingtième anniversaire. Je tiens également à remercier le professeur Ray Chambers, co-rédacteur en chef de 

la Revue Internationale de Statistique, et Wesley Yung, rédacteur en chef de Techniques d’enquête, d’avoir 

proposé ce numéro spécial conjoint, ainsi que tous les conférenciers pour leurs excellents exposés. Dans le 

présent article, je tenterai de présenter brièvement par ordre chronologique certains faits saillants de ma vie 

hasardeuse de statisticien qui s’est déroulée de 1954 à 1958 en Inde, de 1959 à 1968 aux États-Unis, période 

entrecoupée par une pause d’un an en Inde en 1963, puis de 1968 à 1969 de nouveau en Inde et, enfin, au 

Canada depuis 1969. 

 
2  Mes débuts en Inde 
 

En 1954, j’ai obtenu un baccalauréat en mathématiques avec une spécialisation en astronomie. J’ai fait 

mes études dans un collège local de ma ville natale d’Eluru, affilié à l’Université d’Andhra en Inde. Peu 

après mes derniers examens, je me suis demandé ce que j’allais faire ensuite et je suis allé voir mon 

professeur d’algèbre préféré, C.D. Murthy, pour lui demander conseil. Il m’a suggéré d’étudier la statistique. 

Je ne connaissais alors pas du tout ce domaine, mais j’avais pris ma décision et j’ai déposé une demande 

d’admission dans plusieurs universités, dont celle de Bombay. À l’époque, soit seulement sept ans après 

que l’Inde fut devenue indépendante de la Grande-Bretagne, seules quelques universités indiennes 



4 Rao: Ma vie hasardeuse de statisticien 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

proposaient des cursus en statistique. Malgré l’obtention de mon baccalauréat avec mention très bien, mon 

admission a été refusée, au motif que mes notes n’étaient pas assez élevées. Un seul étudiant de l’Université 

d’Andhra a été admis en maîtrise de statistique à l’Université de Bombay en 1954 et la note globale de son 

baccalauréat en sciences était de 495 sur 500! 

J’ai éprouvé une très grande frustration et me demandais quelle voie choisir alors. Mon oncle, qui a 

étudié à Bombay, m’a conseillé de m’inscrire en maîtrise de mathématiques pures et appliquées à Bombay, 

puis de retenter ma chance ensuite. J’ai été admis et j’ai commencé mes études à Bombay trois semaines 

plus tard. Je n’avais toutefois plus que les statistiques en tête et je n’ai pas aimé le programme auquel j’étais 

inscrit, sauf le cours de statistique que j’ai pu suivre au département de statistique. Je voyais chaque semaine 

le chef du département, le professeur M.C. Chakrabarti, et lui ai fait savoir que j’étais vivement intéressé 

par un diplôme en statistique. Un beau matin, environ un mois plus tard, j’assistais à mon cours de statistique 

quand le professeur Chakrabarti m’a demandé si j’aimerais intégrer son département parce qu’un des 

étudiants avait quitté le programme pour étudier le génie en Angleterre. Il m’a également averti qu’il serait 

extrêmement difficile pour moi d’obtenir ne serait-ce qu’une mention, parce que je n’avais pas de 

connaissances en statistique et que je rejoignais le groupe presque deux mois après le début des cours. J’ai 

pris le risque d’intégrer le programme en sachant que mes chances seraient minces l’année suivante. Après 

une première année décourageante, j’ai réussi de justesse les examens non officiels en arrivant au 23e rang 

sur 24! L’année suivante, j’ai redoublé d’efforts et mon enthousiasme pour la statistique m’a beaucoup aidé 

à travailler autant. À ma grande surprise, j’ai obtenu une mention très bien aux examens finaux de 1956. (Si 

je me souviens bien, seuls quatre étudiants sur 24 avaient eu mention très bien cette année-là, ce qui était 

un record par rapport aux années précédentes!). J’ai eu d’excellents professeurs, dont M. Chakrabarti et 

Anant Kshirasagar. Ils m’ont beaucoup appris, même si certaines choses étaient ennuyeuses (comme établir 

les relations de récurrence pour des moments à partir de l’ouvrage de Kendall!). M. Chakrabarti enseignait 

la théorie de l’échantillonnage, et j’ai été attiré par celle-ci. De plus, j’ai eu la chance de voir paraître 

vers 1954 trois livres classiques sur l’échantillonnage, soit les ouvrages de Cochran, Sukhatme et Hansen, 

Hurwitz et Madow. J’ajouterais que l’Inde a produit d’excellents statisticiens à la même période, notamment 

C.R. Rao, R.C. Bose, C.P. Mahalanobis et P.V. Sukhatme. Les statisticiens indiens doivent beaucoup à 

Mahalanobis pour sa vision et sa contribution d’avant-garde à la promotion de leur discipline en Inde et 

pour le fait d’avoir positionné l’Inde sur la scène mondiale de la statistique.  

Après ma maîtrise, je voulais commencer à travailler pour subvenir aux besoins de ma famille (mon père 

est décédé alors que je n’avais que six ans), mais ma mère a insisté pour que je poursuive en doctorat. 

M. Chakrabarti m’a proposé une bourse de chercheur principal octroyée par l’État indien pour travailler 

avec lui à la construction de plans expérimentaux, mais je n’étais ni très fort dans ce domaine ni très 

intéressé. Je n’ai pas réussi à obtenir de bourse de recherche de l’Indian Statistical Institute [Institut indien 

de statistique], mais j’ai été admis en deuxième année d’un programme diplômant de trois ans. Je m’y suis 

inscrit, mais la plupart des enseignements n’étaient que des répétitions de ce que j’ai appris en maîtrise. À 

l’époque, K.R. Nair, reconnu pour ses travaux sur la construction de plans expérimentaux, cherchait un 
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scientifique qui collaborerait avec le Forest Research Institute [Institut de la recherche forestière] de Dehra 

Dun, en Inde. J’y suis entré en octobre 1956 à titre de chercheur universitaire. Voyant mon intérêt pour 

l’échantillonnage, K.R. Nair m’a encouragé à travailler sur des problèmes liés aux enquêtes sur les forêts. 

Il a aussi pensé que je devrais faire mon doctorat à l’étranger. J’ai réussi à publier quelques articles sur 

l’échantillonnage lié aux enquêtes sur les forêts. À l’époque, le professeur H.O. Hartley faisait de l’excellent 

travail à l’Iowa State University (ISU) sur l’échantillonnage. M. Nair, qui avait fait ses études avec 

M. Hartley à Londres, m’a conseillé de présenter une demande d’admission à l’ISU pour travailler avec lui. 

Encore une fois, je n’ai pas été admis tout de suite, mais une place s’est libérée par chance et je me suis 

retrouvé à Ames, en Iowa, vers le milieu de l’automne 1958. 

 
3  Ma vie aux États-Unis : 1958-1968 
 

Sans aucun doute, l’ISU avait un des meilleurs (sinon le meilleur) départements de statistique appliquée 

de l’époque. (Et je crois que cela est toujours le cas.) J’ai même eu la chance de suivre le dernier cours de 

George Snedecor sur les méthodes statistiques avant sa retraite. Il avait fondé le département de statistique 

de l’ISU et son étroite collaboration avec R.A. Fisher avait produit la fameuse loi de Fisher-Snedecor et 

avait amené Fisher à enseigner à ISU en tant que professeur invité. Il était très gratifiant d’être l’élève de 

grands statisticiens comme Hartley et Kempthorne à l’ISU, ainsi que des professeurs régulièrement invités 

par l’université. Le professeur Hartley était mon mentor et mon directeur de thèse de doctorat et j’ai appris 

de lui que l’élaboration de la théorie statistique devait être motivée par des applications pratiques. Au cours 

de mes études de doctorat, j’ai étudié l’économie en mineure et j’ai eu la chance de travailler avec 

Gerhard Tintner, pionnier de l’économétrie et l’un des inventeurs de la méthode des différences de Tintner 

pour trouver l’ordre de différence qui rende une série chronologique stationnaire. J’ai ainsi écrit avec lui 

deux articles et une petite monographie sur ce sujet. Pendant plusieurs années, j’ai essayé de suivre 

l’évolution de l’économétrie.  

Je suis resté cinq ans à l’ISU, trois ans comme étudiant et deux ans comme professeur adjoint, avant de 

retourner en Inde en 1963 pour des raisons familiales. Cette période a été extrêmement stimulante et 

gratifiante sur le plan professionnel. À l’époque, l’échantillonnage à probabilités inégales sans remise était 

un thème à la mode et on était à la recherche de procédures pratiques. J’ai publié avec Hartley un article à 

ce propos dans Annals of Statistics (1962) où nous avons mis au point une théorie asymptotique 

d’échantillonnage systématique avec probabilité proportionnelle à la taille (PPT) (Hartley et Rao, 1962). 

Après avoir fini ma thèse de doctorat en 1961, j’ai publié un article avec Hartley et W.G. Cochran, dans le 

Journal of the Royal Statistical Society, Series B, 1962, sur une procédure très simple d’échantillonnage à 

probabilités inégales sans remise qui comportait de nombreuses propriétés souhaitables (Rao, Hartley et 

Cochran, 1962). Cette méthode est maintenant connue sous le nom de méthode RHC et de nombreux articles 

se fondant sur la méthode ont été publiés par la suite. La méthode d’échantillonnage systématique PPT et la 

méthode RHC sont toutes deux utilisées dans l’Enquête sur la population active du Canada depuis environ 

25 ans. Le professeur Arijit Chaudhuri, de l’Indian Statistical Institute, a abondamment utilisé la méthode 
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RHC dans des enquêtes par échantillons réalisées à grande échelle en Inde. J’ai également rédigé un article 

dans le Journal of the American Statistical Association sur l’estimation composite dans les enquêtes répétées 

avec mon ami canadien, Jack Graham, également étudiant à l’ISU à l’époque (Rao et Graham, 1964). Jack 

est devenu mon collègue après mon entrée à l’Université Carleton d’Ottawa, en 1973. Plus récemment, je 

suis revenu à l’estimation composite dans le contexte de l’Enquête sur la population active au Canada et j’ai 

élaboré une nouvelle méthode, en collaboration avec Wayne Fuller et Avi Singh, qui est actuellement 

utilisée au Canada (Fuller et Rao, 2001 et Singh, Kennedy et Wu, 2001). J’ai partagé un bureau à l’ISU avec 

Wayne Fuller, qui est un ami proche depuis 55 ans. 

Après mon retour en Inde, j’ai été employé comme expert en échantillonnage au National Council of 

Applied Economic Research [Conseil national de la recherche économique appliquée] à New Delhi pendant 

un an. Là-bas, j’ai participé à la conception du plan et de l’analyse d’une enquête sur les dépenses de 

consommation en Inde. Mais l’absence de structures de recherche était très frustrante. En août 1964, je suis 

retourné aux États-Unis et j’ai travaillé pendant un an à Dallas dans un groupe de recherche dirigé par 

D.B. Owen avant de rejoindre Hartley à l’Université A&M du Texas. (Hartley avait pris ses fonctions à 

l’Université A&M du Texas en 1963 pour y créer un Institut de statistique.) Mon séjour y a été aussi très 

gratifiant et stimulant sur le plan professionnel. J’ai étroitement collaboré avec Hartley et j’ai dirigé des 

étudiants de doctorat. J’ai été promu professeur titulaire en 1967 et tout se passait très bien. Mon fils, Sunil, 

est né en avril 1967 et nous étions installés. En juin 1968, cependant, j’ai dû retourner en Inde en raison 

d’imprévus familiaux. J’ai pris congé de l’Université A&M du Texas pour entrer à l’Indian Statistical 

Institute (ISI) à Calcutta en tant que professeur invité. (J’aimerais dire ici que mon fils Sunil est actuellement 

directeur de la Division de la biostatistique et président par intérim du Département des sciences de la santé 

publique de l’Université de Miami. Il a été élu fellow de l’American Statistical Association en 2011 et nous 

appartenons tous deux au groupe très restreint des fellows père et fils de l’ASA!) 

Je souhaiterais évoquer ici quatre des contributions importantes que j’ai réalisées pendant mon séjour à 

l’Université A&M du Texas. Dans un article publié avec Hartley dans Biometrika en 1967, nous avons 

donné une formulation matricielle de modèles mixtes d’ANOVA générale, qui a été déterminante dans le 

calcul des estimateurs par la méthode du maximum de vraisemblance (MV) des effets fixes comme des 

composantes de variance (Hartley et Rao, 1967). Dans le même article, nous avons aussi élaboré un 

algorithme EM, que nous n’avons toutefois pas pu développer en raison des limites calculatoires de 

l’époque. (L’algorithme EM a gagné en popularité après la publication de Dempster, Laird et Rubin (1977).) 

Patterson et Thompson (1971) ont modifié notre méthode MV pour établir la méthode d’estimation du 

maximum de vraisemblance restreint (ou REML pour restricted maximum likelihood). Au cours des 

40 dernières années, plusieurs extensions et améliorations ont été apportées à ces méthodes, qui ont été 

mises en œuvre par plusieurs progiciels. L’excellent article de synthèse de Harville (1977) a contribué à ce 

qu’elles soient utilisées de façon abondante. J’ai aussi travaillé avec Hartley sur l’estimation de la variance 

quand une seule unité est échantillonnée dans chaque strate (Hartley, Rao et Kiefer, 1969). Dans ce cas, les 

méthodes standard fondées sur le plan ne s’appliquent pas et il est nécessaire de recourir à des modèles. 
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Nous avons utilisé un modèle de régression linéaire avec variances d’erreur inégales et nous avons exprimé 

la variance de la moyenne stratifiée comme une combinaison linéaire des variances d’erreur. Puis, nous 

avons élaboré une nouvelle méthode d’estimation des variances d’erreur qui a mené à un nouvel estimateur 

de la variance pour la moyenne stratifiée. Nous avons soumis l’article pour publication en 1968 avant mon 

départ pour l’Inde. J’ai présenté une conférence sur ce travail à l’ISI. Après m’avoir écouté, le professeur 

C.R. Rao a estimé qu’il pourrait établir des propriétés d’optimalité pour notre méthode. Cela a mené à la 

fameuse méthode MINQUE de Rao (Rao, 1970) à propos de laquelle ce dernier observe que « l’article a été 

motivé par une contribution récente de Hartley, Rao et Kiefer (1969) qui ont obtenu un estimateur sans biais 

quand toutes les variances sont inégales... » (page 161). 

Dans les années 1960, V.P. Godambe présentait à diverses conférences de la profession ses importantes 

contributions à l’inférence par échantillonnage, particulièrement celle concernant l’absence d’un meilleur 

estimateur dans une classe générale d’estimateur linéaire sans biais d’un total et sur la vraisemblance plate 

causée par la propriété d’étiquette d’une population finie. Bien que ces résultats négatifs soient tout à fait 

fondamentaux, Hartley et moi-même avions estimé que certains des critères de substitution proposés pour 

le choix d’estimateur, comme l’admissibilité et l’hyperadmissibilité pour tout plan d’échantillonnage, 

n’étaient pas satisfaisants. Dans notre article de Biometrika (1968), nous avons suggéré que certains aspects 

des données-échantillons, selon la situation, doivent être ignorés pour parvenir à une vraisemblance 

informative (Hartley et Rao, 1968). Nous avons proposé une vraisemblance non paramétrique répondant à 

ce critère, qu’on appelle maintenant la vraisemblance empirique (Owen, 1988). Nous avons également 

montré comment intégrer des totaux de population connus de variables auxiliaires et démontré que 

l’estimateur de vraisemblance empirique (VE) d’un total est proche d’un estimateur par la régression. J’ai 

donné plusieurs conférences sur les fondements de l’inférence dans l’échantillonnage à l’ISI après lesquelles 

le professeur C.R. Rao a rédigé un bel article (Rao, 1970) qui semble approuver notre démarche : « Dans 

des situations comme celle que nous examinons, où la vraisemblance complète ne répond pas à notre 

objectif, il se peut qu’il nous faille dépendre d’une statistique qui, pour chaque valeur observée, fournit des 

renseignements (aussi médiocres soient-ils) sur des paramètres d’intérêt. » Notre article de 1968 dans 

Biometrika contenait également une courte partie sur l’inférence bayésienne pour la moyenne obtenue en 

combinant notre vraisemblance avec une loi a priori conjuguée diffuse. Ericson (1969) a combiné la 

vraisemblance plate de Godambe avec une loi a priori informative pour produire des inférences a posteriori 

informatives sur la moyenne. Nos résultats sont algébriquement identiques à ceux d’Ericson, mais 

fondamentalement différents, car nos inférences dépendent de la distribution des probabilités induite par le 

plan de sondage, contrairement aux résultats d’Ericson.  

Pendant que je préparais ma thèse de doctorat à l’ISI, j’ai analysé des données d’enquête sur des 

exploitations agricoles, pour lesquelles ces dernières étaient sélectionnées avec des probabilités 

proportionnelles à la taille des exploitations. J’ai constaté que certaines variables d’intérêt, en particulier la 

taille de la volaille, n’étaient pas liées à la taille de l’exploitation et que l’utilisation de l’estimateur sans 

biais de Horvitz-Thompson (HT), largement employé dans de tels cas, entraînerait des variances très 
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grandes. J’ai alors proposé un autre estimateur qui ne tient pas compte des poids d’enquête, mais utilise la 

structure de la population (Rao, 1966). J’ai fourni des éléments théoriques et empiriques justifiant le choix 

de cet estimateur. Mes résultats ont fondamentalement remis en cause l’utilité des critères qui préconisent 

l’estimateur de HT QUEL QUE SOIT le plan et QUELLE QUE SOIT la caractéristique. Plus tard, D. Basu 

s’est appuyé sur l’exemple amusant d’un éléphant de cirque pour démontrer que l’estimateur de HT mène à 

des résultats absurdes si les tailles ne sont pas liées aux valeurs d’intérêt (Basu, 1971). 

 
4  Ma vie au Canada 1959-2000 
 

Jugeant que les universités canadiennes étaient adaptées à ma situation familiale en Inde de l’époque, 

j’ai décidé d’immigrer au Canada en 1969, directement de Calcutta. Bien que ma décision ait profondément 

déplu à Hartley, nous avons poursuivi notre collaboration pendant plusieurs années. J’ai travaillé quatre ans 

à l’Université du Manitoba avant d’entrer à l’Université Carleton, à Ottawa, en 1969. Je travaille aussi pour 

Statistique Canada depuis une quarantaine d’années à titre d’expert-conseil, et cette exposition pratique a 

été extrêmement utile dans mes travaux de recherche. J’ai collaboré avec de nombreux statisticiens au cours 

des 25 dernières années, grâce à une subvention de recherche du CRSNG qui encourage le travail en 

collaboration. De plus, j’ai dirigé de nombreux étudiants de doctorat exceptionnels au Canada. Mon premier 

doctorant au Canada, David Bellhouse (en codirection avec Jim Kalbfleish à l’Université de Waterloo), a 

rédigé une thèse sur l’estimation optimale lors de l’échantillonnage d’une population finie. Après une 

carrière brillante à l’Université de Western Ontario, il a récemment pris sa retraite. David Bellhouse est 

également un grand spécialiste de l’histoire de la statistique. Dan Krewski a été mon premier doctorant à 

l’Université Carleton. Il a élaboré une théorie asymptotique pour les plans d’échantillonnage stratifié à 

plusieurs degrés (Krewski et Rao, 1981), qui a apporté une justification théorique aux méthodes de 

rééchantillonnage, comme la méthode du jackknife et des répliques répétées équilibrées, abondamment 

utilisées dans l’analyse de données d’enquête complexes (voir Shao et Tu, 1995, chapitre 6). Il est 

actuellement un professeur éminent de biostatistique et de santé des populations à l’Université d’Ottawa et 

une sommité de l’évaluation des risques. Messieurs Bellhouse et Krewski sont tous deux fellows de l’ASA. 

Plusieurs des étudiants que j’ai dirigés en maîtrise et en doctorat ont eu une carrière réussie à Statistique 

Canada et ailleurs. 

En 1977, je cherchais un endroit où je passerais mon congé sabbatique. Par hasard, j’ai rencontré 

Fred Smith de l’Université de Southampton lors d’une conférence sur l’échantillonnage qui se tenait à 

l’Université de la Caroline du Nord. Il m’a appris qu’il avait déposé une demande pour un projet de 

recherche sur l’analyse de données d’enquête complexes et que, si la demande était approuvée, je pourrais 

passer mon congé sabbatique à son université pour travailler sur ce projet. Ce dernier a été approuvé et je 

me suis joint à l’équipe du projet (Fred Smith, Tim Holt, Gad Nathan et Alastair Scott) en avril 1978 

pendant quatre mois. J’ai ainsi eu l’occasion de converser avec Graham Kalton, qui était également à 

l’Université de Southampton. Je signale à ce propos que Smith, Holt et Kalton ont mis sur pied un 

programme de recherche solide sur l’échantillonnage à l’Université de Southampton. Plus tard, 
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Chris Skinner, Ray Chambers et Danny Pfeffermann ont grandement contribué à en faire un centre de 

recherche à la pointe du domaine.  

Au cours de mon congé sabbatique, j’ai travaillé avec Alastair Scott sur des méthodes d’analyse des 

données d’enquête catégoriques à propos desquelles nous avons publié plusieurs articles par la suite. Dans 

Rao et Scott (1981, 1984), nous avons apporté des corrections simples aux tests classiques du chi carré pour 

vérifier l’indépendance dans un tableau à double entrée de valeurs pondérées tenant compte des 

caractéristiques du plan d’enquête. Cela a été un réel plaisir de voir la publication rédigée avec Scott en 

1981 figurer parmi les 19 articles marquants sur l’échantillonnage publiés entre 1930 à 1990. Scott m’a 

rendu visite régulièrement pendant plusieurs années pour poursuivre notre travail sur l’analyse des données 

d’enquête et d’autres sujets jusqu’à ce que sa santé ne lui permette plus de voyager seul. Il était atteint d’un 

cancer du cerveau, mais il espérait assister à la conférence en Chine de mai 2017. La nouvelle de son décès, 

le premier jour de la conférence, m’a profondément attristé. J’aimerais dédier ce numéro spécial conjoint 

de la Revue Internationale de Statistique et de Techniques d’enquête à la mémoire de mon cher ami et 

collaborateur, Alastair Scott. 

Au retour de mon congé sabbatique, j’ai collaboré avec plusieurs excellents chercheurs. Avec Jeff Wu, 

nous avons mis au point des estimateurs bootstrap de la variance valides pour l’échantillonnage stratifié à 

plusieurs degrés et d’autres plans (Rao et Wu, 1988) et nous avons introduit le concept de poids bootstrap 

(Rao, Wu et Yue, 1992). À l’heure actuelle, Statistique Canada utilise les poids bootstrap pour estimer la 

variance dans plusieurs enquêtes à grande échelle. Pour ne citer que certaines de mes collaborations 

majeures, je voudrais évoquer celles concernant : (1) les enquêtes à bases multiples avec Chris Skinner, 

Sharon Lohr et Changbao Wu, (2) les intervalles de vraisemblance empirique pour les données d’enquête 

avec Changbao Wu, Jiahua Chen, Yves Berger et M. Salehi, (3) l’analyse des données d’enquête avec 

Alastair Scott, Chris Skinner, Roland Thomas, Mike Hidiroglou, Wesley Yung et Jun Shao, (4) 

l’imputation des données manquantes avec Jun Shao, Randy Sitter, Jae Kim, Qihua Wang, Jiahua Chen et 

Y.S. Qin. Randy Sitter et Jun Shao étaient mes collègues de 1990 à 1995, et notre groupe de statisticiens a 

été classé parmi les 15 meilleurs au monde pour la productivité de sa recherche. Mes autres collaborateurs 

sont Arun Nigam, Jurgen Kleffe, K. Vijayan, Avi Singh, Gordon Brackstone, Poduri Rao et 

P.A.V.B. Swamy. 

Vers 1985, j’ai commencé à m’intéresser à l’estimation sur petits domaines après avoir organisé un 

symposium international sur les statistiques sur petits domaines en 1985, en coopération avec Statistique 

Canada. Les communications du symposium ont été publiées chez Wiley (Platek, Rao, Särndal et Singh, 

1987). La demande de statistiques fiables sur petits domaines n’a cessé de croître depuis 25 ans, ce qui a 

donné lieu à de nombreuses contributions théoriques et pratiques. J’ai dirigé plusieurs doctorants sur ce 

sujet, dont N.G.N Prasad, Diane Stukel, Ming Yu et Yong You. Prasad a développé des estimateurs d’erreur 

quadratique moyenne précis d’estimateurs sur petits domaines fondés sur un modèle (Prasad et Rao, 1990), 

et ce travail est largement cité. Yong You a été lauréat du prix Pierre Robillard de la Société statistique du 

Canada pour la meilleure thèse de doctorat de l’année où il a obtenu son diplôme. 
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5  Depuis ma retraite : de 2000 à aujourd’hui 
 

J’ai pris une retraite anticipée en 2000, deux ans avant l’âge obligatoire de 65 ans, mais je n’ai pas 

vraiment ralenti depuis cette date, il y a déjà 17 ans. En 2002, j’ai failli mourir d’un arrêt cardiaque sans 

aucun symptôme préalable, mais je me trouvais par hasard dans un hôpital, ce qui m’a sauvé. J’ai pu terminer 

mon livre publié chez Wiley à propos de l’estimation sur petits domaines (Rao, 2003) et je suis heureux de 

constater qu’il a été bien reçu et qu’il est abondamment cité. J’ai eu d’excellents collaborateurs dans le 

domaine de l’estimation sur petits domaines (EPD), notamment Isabel Molina, Malay Ghosh, Partha Lahiri, 

Gauri Datta, Jiming Jiang, Bal Nandram, Kalyan Das, Sharon Lohr, Domingo Morales, Leyla Mohadjer, 

Hussain Chowdhry et Tatsuya Kubokawa. J’ai rencontré Isabel Molina lors de rencontres de l’ISI à 

Lisbonne et elle m’a invité à animer un atelier à Madrid. S’en est suivie une étroite collaboration sur l’EPD 

et, en 2010, notre article sur l’estimation bayésienne empirique (BE) empirique de paramètres complexes 

sur petits domaines, comme les indicateurs de pauvreté, a été récompensé par le prix du meilleur article de 

la Revue canadienne de statistique (Molina et Rao, 2010). La mesure des indicateurs de pauvreté sur petits 

domaines a reçu une attention considérable à la suite de la promotion par la Banque mondiale d’une méthode 

basée sur des recensements simulés. Dans l’article de 2010, nous avons montré que la méthode BE peut être 

beaucoup plus efficace. J’ai également collaboré avec Isabel Molina à la deuxième édition de mon livre 

publié chez Wiley (Rao et Molina, 2015). Après ma retraite, j’ai eu la chance d’avoir deux étudiants 

excellents, M. Torabi et M. Diallo, qui ont travaillé sur l’EPD. J’ai aussi dirigé un autre étudiant brillant, 

David Haziza, sur les données manquantes et l’imputation. Tous trois sont des « étoiles montantes ». Haziza 

est également fellow de l’ASA et il a reçu le prestigieux prix Gertrude Cox de 2018. 

Je suis ravi que plusieurs de mes collaborateurs aient présenté des interventions en séance plénière à la 

conférence en Chine et qu’ils aient participé à ce numéro spécial conjoint de la Revue Internationale de 

Statistique et de Techniques d’enquête. Je les remercie, ainsi que les autres contributeurs du numéro spécial 

conjoint. 

Dans l’ensemble, ma vie hasardeuse de statisticien a été très gratifiante et satisfaisante. Ce fut un grand 

plaisir de travailler avec tant d’excellents chercheurs et étudiants de cycle supérieur. Je dois à mon 

professeur d’algèbre C.D. Murthy, au professeur M.C. Chakrabarti, à mon mentor le professeur 

H.O. Hartley, à ma mère et à mon épouse chaque réussite de ma vie hasardeuse de statisticien des 60 

dernières années. 
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Démographie bayésienne de petits domaines 

Junni L. Zhang, John Bryant et Kirsten Nissen1 

Résumé 

On presse de plus en plus les démographes de désagréger leurs estimations et leurs prévisions selon des 
caractéristiques comme la région, l’ethnicité ou le revenu. Les méthodes démographiques classiques ont été 
conçues pour de grands échantillons et donnent de piètres résultats lorsqu’elles portent sur des données 
désagrégées. Les méthodes reposant sur des modèles statistiques bayésiens en bonne et due forme produisent de 
meilleurs résultats. Nous illustrerons notre propos par des exemples tirés d’un projet à long terme visant à la 
conception d’approches bayésiennes d’estimation et de prévision démographiques. Dans notre premier exemple, 
nous estimons les taux de mortalité désagrégés selon l’âge et le sexe pour une petite population; dans le second, 
nous estimons et prévoyons simultanément la prévalence de l’obésité désagrégée selon l’âge. Nous concluons en 
répondant à deux objections habituelles à l’utilisation de méthodes bayésiennes par les organismes statistiques. 

 
Mots-clés : Estimation de petits domaines; modèles bayésiens hiérarchiques; distributions antérieures faiblement 

informatives; espérance de vie; obésité; Nouvelle-Zélande; prévision. 

 
 

1  Introduction 
 

La démographie est depuis toujours une discipline de grands ensembles de données et de grands 

domaines ou régions. Les démographes ont recouru à des recensements, à des registres d’état civil et à des 

enquêtes pour obtenir des estimations et des prévisions au niveau national. De grandes tailles d’échantillon 

pour des populations nationales signifient une variation d’échantillonnage petite contrairement à la plupart 

des statistiques appliquées. Les démographes se sont plutôt concentrés sur d’autres problèmes comme les 

erreurs de mesure et ont conçu des techniques et des termes distincts de ceux de la statistique officielle. 

Dans les méthodes démographiques classiques, on allie la simplicité de modèles déterministes à la 

complexité de jugements d’experts. Les modèles sont assez simples pour s’exécuter dans des tableurs, mais 

exigent des praticiens qu’ils interviennent et corrigent les problèmes causés par une violation des hypothèses 

de base. De telles méthodes ont connu bien des succès et ont servi, par exemple, à décrire le recul 

considérable de la mortalité et de la fécondité dans les pays développés; elles ont aussi sensibilisé les 

décideurs à un avenir de vieillissement de la population. 

Il reste que les méthodes démographiques classiques subissent des pressions. La raison en est la montée 

de la demande de données désagrégées. Les décideurs, les spécialistes des sciences sociales, les auteurs 

d’études de marché et les autres utilisateurs des estimations et des prévisions démographiques ont besoin de 

chiffres sans cesse plus désagrégés. Dans leur Programme de développement durable à l’horizon 2030, les 

Nations Unies se donnent notamment pour objectif de développement durable « de disposer d’un beaucoup 

plus grand nombre de données de qualité, actualisées et exactes, ventilées par niveau de revenu, sexe, âge, 

race, appartenance ethnique, statut migratoire, handicap et emplacement géographique et selon d’autres 

caractéristiques propres à chaque pays » (Assemblée générale des Nations Unies, 2015, objectif 17.18). La 

désagrégation est chose difficile pour le démographe classique parce que, même quand une population est 
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nombreuse dans l’ensemble, l’effectif de chaque sous-population peut être petit. Avec ces petits nombres, 

la variation aléatoire dans les données recueillies ou dans les processus démographiques sous-jacents 

comme ceux de la fécondité, de la mortalité et de la migration devient dominante et les méthodes 

déterministes s’effondrent.  

Pour résoudre ces problèmes, les démographes se sont tournés vers la statistique officielle, en quête de 

nouvelles idées sur la façon de traiter la variation aléatoire. De même, les statisticiens ont manifesté un 

intérêt grandissant pour les applications démographiques. Le résultat en a été un essor de la démographie 

statistique (Alho et Spencer, 2006). 

Souvent, les phénomènes démographiques sont hautement réguliers. Ainsi, les taux de mortalité, de 

fécondité et de migration ont des profils âge-sexe caractéristiques qui sont stables dans le temps ou qui 

présentent des variations régulières. Ces régularités sont celles des événements courants dont est jalonnée 

la vie de chacun. En temps normal, les taux de migration culminent, par exemple, vers la fin de 

l’adolescence, puisque ce sont là les années où on atteint l’âge adulte et se met à quitter le foyer familial. 

La capacité de modéliser des unités homogènes sans être identiques constitue un atout particulier des 

méthodes bayésiennes. Les Bayésiens construisent des modèles à couches multiples pouvant capturer de 

multiples types de variabilité qui se chevauchent. Les modèles bayésiens regroupent l’information émanant 

d’unités homogènes pour un gain d’exactitude et de précision. 

Les méthodes bayésiennes recèlent d’autres avantages pour la modélisation démographique. Elles 

peuvent combiner en toute cohérence les éléments d’incertitude de nombreuses sources (variation aléatoire, 

données manquantes, incertitude des tendances futures, etc.). Elles facilitent en outre les inférences au sujet 

des quantités calculées. Ainsi, l’espérance de vie est une fonction déterministe non linéaire et compliquée 

des taux de mortalité selon l’âge, mais dans un cadre bayésien, il est simple de tirer des inférences en matière 

d’espérance de vie des inférences relatives à ces taux de mortalité.  

C’est en raison d’avantages comme ceux-là que, dans le domaine de la démographie statistique, les 

méthodes bayésiennes ont connu une progression particulièrement rapide (Bijak et Bryant, 2016). 

L’exemple le plus éloquent en est l’adoption par les Nations Unies des méthodes bayésiennes pour les 

prévisions de population (Gerland, Raftery, Ševčíková, Li, Gu, Spoorenberg, Alkema, Fosdick, Chunn, 

Lalic, Bay, Buettner, Heilig et Wilmoth, 2014). 

Dans le présent article, nous illustrons comment on peut exploiter ces méthodes, et plus particulièrement 

les modèles bayésiens hiérarchiques, pour obtenir des estimations et des prévisions démographiques 

désagrégées. Nos exemples sont tirés d’un projet à long terme d’élaboration de méthodes démographiques 

bayésiennes pour la statistique officielle, et notamment de conception d’un logiciel de source ouverte pour 

l’application de ces méthodes. Dans la documentation spécialisée en statistique, on parle de l’estimation de 

domaines à échantillons de petite taille comme étant une estimation de petits domaines (Pfeffermann, 2013; 

Rao et Molina, 2015). Les modèles que nous considérons sont « au niveau des régions » en ce sens qu’ils 

utilisent les chiffres et les taux pour les cellules désagrégées plutôt qu’au niveau des individus. Avec des 

modèles au niveau des régions, nous pouvons utiliser des ensembles de données sous forme de tableaux 
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traités en confidentialité, ce qui ne peut se faire avec des modèles au niveau des individus. Il faut aussi dire 

que les demandes d’estimations et de prévisions désagrégées ont à voir avec les groupes plutôt qu’avec les 

individus. 

À la section 2, nous présentons des estimations de mortalité pour les Maoris, autochtones de la Nouvelle-

Zélande. Le grand défi inférentiel dans ce cas est d’appréhender la relation complexe entre la mortalité et 

l’âge malgré de petits chiffres et une variation aléatoire considérable. À la section 3, nous interpolons et 

prévoyons les taux d’obésité dans ce pays selon l’âge d’après des données d’enquête. Là, le grand problème 

est de faire une analyse de série chronologique avec des données sur cinq ans seulement. Nous concluons à 

la section 4 en abordant deux objections classiques à l’utilisation des méthodes bayésiennes par les 

organismes statistiques. 

 
2  Taux de mortalité des Maoris 
 

2.1  Le problème d’estimation 
 

Les taux de mortalité sont une mesure fondamentale du bien-être humain et un indicateur premier de 

rendement pour le secteur de la santé. Ils apportent aussi des données essentielles aux prévisionnistes 

démographiques et à l’industrie de l’assurance vie. 

Le bureau national de la statistique de Nouvelle-Zélande (Stats NZ), diffuse des estimations des taux de 

mortalité des Maoris selon le sexe et par année d’âge. Ces taux sont des estimations de superpopulation qui 

mesurent le risque sous-jacent de mortalité. On peut les comparer aux taux de population finie mesurant le 

nombre réel de décès divisé par la population réelle à risque. Supposons, par exemple, qu’aucun Maori âgé 

de six ans ne décède une certaine année. Le taux de mortalité de la population finie sera nul précisément, 

contrairement au risque de mortalité sous-jacent et donc au taux de mortalité de superpopulation qui ne sera 

sans doute pas nul.  

Pour calculer les taux de mortalité, il nous faut des dénombrements des décès et des mesures de la 

population à risque. Le système d’état civil applicable aux décès en Nouvelle-Zélande est efficace et complet 

et les mentions d’ethnicité déclarée dans les registres sont généralement fiables (Bryant et Howard, 2017), 

de sorte qu’on peut considérer que les chiffres des décès sont exempts d’erreurs. Il est plus ardu de trouver 

des mesures appropriées pour la population à risque. Celles-ci s’établissent en années-personnes. Si 

quelqu’un, par exemple, passe neuf mois en Nouvelle-Zélande pendant la période d’intérêt, il apporte 

0,75 année-personne à la population à risque. Idéalement, on dégagerait la population à risque en sommant 

les années-personnes des divers membres de la population, mais de telles données peuvent être difficiles à 

obtenir. C’est pourquoi les démographes approchent normalement la population à risque en multipliant le 

chiffre de population par la durée de la période d’intérêt. Les valeurs de dénombrement des Maoris néo-

zélandais sont relativement exactes pour les années de recensement (Bryant, Dunstan, Graham, Matheson-

Dunning, Shrosbree et Speirs, 2016), mais elles perdent de leur fidélité à mesure qu’on s’éloigne des années 

censitaires, puisqu’il est impossible de dire à partir des données sur la migration internationale combien de 

Maoris entrent au pays ou en sortent. Ajoutons que Stats NZ ne traite pas l’ethnicité comme une 
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caractéristique fixe à la naissance, mais plutôt comme un aspect de l’identité personnelle susceptible de 

changer au cours de la vie.  

Devant les difficultés d’estimation de la population maorie en dehors des années de recensement, 

Stats NZ choisit des périodes centrées sur les années censitaires. Dans ce pays, un recensement a 

normalement lieu tous les cinq ans, bien que le recensement de 2011 ait été reporté en 2013 à cause d’un 

séisme. La façon normale d’estimer la mortalité est de prendre des périodes triennales centrées sur une année 

de recensement comme la période 2012-2014. Une période de trois ans donne un plus grand nombre de 

décès pour chaque cellule âge-sexe et donc des estimations plus stables, ce que ne peuvent faire des périodes 

d’un an seulement. Pour dégager une approximation de la population à risque sur une période de trois ans, 

Stats NZ emploie le chiffre de population au milieu de la période, c’est-à-dire la valeur au 30 juin de l’année 

de recensement, et elle multiplie par trois.  

Pour donner une idée de ce problème de modélisation, la figure 2.1 livre des estimations directes des 

taux de mortalité à l’échelle logarithmique pour la population maorie de sexe masculin en 2012-2014 et 

pour des groupes d’année d’âge 0, 1, , 100 .  Les estimations directes de ces taux sont simplement le 

chiffre des décès dans chaque cellule âge-sexe divisé par la population à risque de cette cellule. Le diamètre 

de chaque cercle à la figure 2.1 est proportionnel à la racine carrée du nombre de décès. Dans l’ensemble, 

on a dénombré 9 170 décès pendant la période considérée; la cellule la plus importante comprenait 

130 décès, deux cellules étaient à mortalité nulle et le nombre médian était de 27 décès. Le 30 juin 2013, on 

comptait 328 000 hommes maoris, d’où une population à risque de 328 000 3 = 984 000  années-

personnes. 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

Figure 2.1 Estimations directes des taux de mortalité de la population maorie de sexe masculin en 2012-2014 
par année d’âge. Le diamètre des cercles est proportionnel à la racine carrée du nombre de décès 
pendant la période.  
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Il est relativement facile d’estimer les taux de mortalité entre les âges de 40 et 90 ans. Les données 

abondent et, à l’échelle logarithmique, les taux semblent en ligne droite. 

Quelque part entre les âges de 10 et 20 ans, les taux subissent une forte hausse, puis sont en progression 

lente jusqu’à l’âge de 35 ans environ. Nombreux sont les pays qui présentent ainsi des taux de mortalité 

singulièrement élevés vers la fin de l’adolescence et dans la vingtaine, plus particulièrement chez les 

hommes. Ce phénomène est ce qu’on appelle la « bosse des accidents » (on entend surtout par là les 

accidents de la circulation), mais il convient mieux dans bien des cas de parler de bosse des accidents et des 

suicides, notamment dans celui de la Nouvelle-Zélande. 

Les taux de mortalité sont relativement hauts pendant la première année de vie avant de tomber à de très 

bas niveaux. Il est difficile de dire combien bas précisément ils peuvent devenir, parce que les chiffres des 

décès sont modestes et que les estimations directes qui y correspondent sont hautement irrégulières. Le 

même problème se pose après l’âge de 90 ans où les tendances des taux sont difficiles à cerner.  

Chez les 99 ans, le taux est de plus de 1, ce qui implique que le nombre de décès à cet âge est supérieur 

au nombre (approximatif) d’années-personnes vécues pendant la période 2012-2014 par les 99 ans. À la 

différence des probabilités, les taux n’ont pas de borne supérieure. Prenons l’exemple d’une population 

comprenant une seule personne qui décède 9 mois après le début d’une période d’un an : le taux de mortalité 

implicite de cette période sera de 1 0,75 1,33.  

 
2.2  Le modèle 
 

2.2.1  Spécification du modèle 
 

Nos données d’entrée sont les chiffres des décès asty  et la population à risque .astn  L’indice a  désigne 

le groupe d’âge, l’indice s  le sexe et l’indice t  le temps (valeurs 2005-2007 et 2012-2014). En prenant 

deux périodes, nous tirons de la puissance statistique du facteur temps et pouvons aussi étudier les variations 

dans le temps.  

Nous modélisons les chiffres des décès comme tirages d’une distribution de Poisson,  

  Poisson ,ast ast asty n  (2.1) 

où ast  est le taux de mortalité de la superpopulation. Nous calculons astn  en multipliant par trois la 

population au 30 juin des années de recensement et traitons cette valeur comme exempte d’erreurs. La 

modélisation vise principalement l’estimation de .ast  

Par le passé, les démographes n’ont pas tenu compte de ce que, même si la population à risque et le taux 

de mortalité sous-jacent sont connus, le chiffre réel des décès demeure aléatoire et donc incertain. Avec de 

grands nombres dans les cellules comme pour les populations nationales, cette incertitude est petite, et il est 

sensé de la négliger. Avec de petits nombres dans les cellules cependant, l’incertitude devient appréciable 

et doit être prise en compte, ce que nous faisons en traitant asty  comme tirage aléatoire d’une distribution 

de Poisson. 
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Nous ajoutons à (2.1) des hypothèses quant à la variation probable de .ast  En termes bayésiens, nous 

spécifions un modèle antérieur pour les .ast  Comme ast  est positif sans borne supérieure, nous spécifions 

le modèle à l’échelle logarithmique. Nous supposons que ast  varie systématiquement selon l’âge, le sexe 

et le temps et que la structure par âge est susceptible de différer entre femmes et hommes,  

 0 âge sexe temps âge:sexelog = .ast a s as as aste           (2.2) 

Là, 0  est une valeur à l’origine pour le niveau général des taux de mortalité à l’échelle logarithmique, 
âge
a  est un effet d’âge pour la variation selon l’âge, sexe

s  est un effet de sexe pour la variation entre les 

sexes, temps
t  est un effet de temps pour les tendances communes dans le temps et âge:sexe

as  est une interaction 

âge-sexe pour la variation entre les sexes dans la structure par âge. La présence du terme d’erreur aste  

implique que nous ne nous attendons pas à ce que notre modèle antérieur prévoie log ast  tout à fait 

fidèlement. Les modèles linéaires généralisés standard n’ont pas de terme équivalent et, par conséquent, ils 

posent implicitement des hypothèses plus puissantes quant à la fidélité du modèle. Nous supposons que le 

terme d’erreur aste  a une distribution normale avec une moyenne 0 et une variance 2 .  Plus augmente la 

valeur de 2 ,  plus diminue la fidélité impliquée du modèle antérieur. 

L’âge est la source première de variation des taux de mortalité. Comme il ressort de la figure 2.1, les 

taux de mortalité des gens dans les 90 ans sont supérieurs de trois ou quatre ordres de grandeur aux taux 

correspondants des jeunes enfants. Il est donc primordial pour l’exactitude de l’estimation que nous 

appréhendions les principales caractéristiques de la structure par âge.  

Nous modélisons les effets de l’âge à l’aide d’une méthode conçue à l’origine pour la modélisation des 

variations dans le temps plutôt que selon l’âge; c’est le modèle des « tendances locales » (Prado et West, 

2010, pages 119-121) :  

  âge âge âge= 1 = 0 ,a a aa u     (2.3) 

                                                           âge âgeâge âge
1 1= ,a a a av      (2.4) 

                                                           âgeâge âge
1= .a a aw     (2.5) 

L’utilisation de modèles de série chronologique pour appréhender les variations selon l’âge est relativement 

répandue en démographie statistique. L’idée fondamentale est que, comme pour les périodes voisines, les 

valeurs des groupes d’âge voisins sont plus hautement en corrélation que les valeurs de tranches d’âge ou 

de périodes distantes. 

L’équation (2.3) dit que les effets d’âge sont une combinaison du niveau sous-jacent correspondant à 
âge ,a  et des effets particuliers à l’âge correspondant au terme d’erreur âge .au  Les taux de mortalité sont bien 

plus élevés en temps normal pour le groupe d’âge 0 que pour les autres jeunes tranches d’âge, ce qui 

s’explique par les risques particuliers que courent les bébés. Cet excès de mortalité est modélisé par le 

paramètre .  L’équation (2.4) dit que l’effet de niveau à l’âge a  est égal à l’effet de niveau à l’âge 1,a   

plus un accroissement âge
1a   et une erreur d’effet particulier à l’âge âge .av  L’équation (2.5) dit que 
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l’accroissement à l’âge ,a âge ,a  égale l’accroissement à l’âge 1,a  âge
1 ,a   plus une erreur d’effet particulier 

âge .aw  On s’attend à ce que, dans un modèle de tendances locales, les effets d’âge soient en hausse ou en 

baisse linéaire, mais la ligne peut être d’une pente variable ou même inversée sur toute la longueur de la 

structure par âge. Nos distributions antérieures pour les valeurs de départ de âge  et âge  sont 

 âge 2
0 N 0, 10   et  âge

0 N 0, 1 .   

Le terme d’interaction âge-sexe âge:sexe
as  mesure la variation entre les sexes dans la structure par âge 

pour la mortalité. Nous utilisons un modèle de « niveaux locaux » (Prado et West, 2010, pages 119-121) :  

 âge:sexe âge:sexe âge:sexe= ,as as asu    (2.6) 

 âge:sexeâge:sexe âge:sexe
1,= ,as a s asv     (2.7) 

 femme, homme .s   Ce modèle exprime l’idée que, une fois les effets d’âge et de sexe pris en compte, 

les résidus seront homogènes pour les taux de mortalité entre les tranches d’âge voisines dans chaque sexe. 

L’absence d’un terme de tendance    implique que nous ne prévoyons pas que les résidus suivront une 

tendance systématique à la hausse ou à la baisse sur l’intervalle des âges. Nous supposons que toute tendance 

systématique sera commune aux deux sexes et qu’elle sera donc prise en compte par le terme de tendance 

dans l’effet de l’âge. Notre distribution antérieure pour la valeur initiale de âge:sexe  est 

 âge:sexe 2
0 N 0, 10 .   

Nous employons un modèle simple pour les effets de sexe  

  sexe N 0, 1 ,s   (2.8) 

 femme, homme .s   Cela implique que nous prévoyons que la différence moyenne entre les taux de 

mortalité pour le sexe s  et les taux moyens de mortalité pour les deux sexes appartiendront à l’intervalle 

 2, 2  à l’échelle logarithmique. La variance des différences femmes-hommes est 1 1 = 2,  aussi une 

telle différence devrait-elle se situer dans l’intervalle  2 2, 2 2  à l’échelle logarithmique ou 

(0,06; 16,9) à l’échelle initiale, ce qui représente un intervalle très large par rapport à celui des différences 

réelles selon le sexe. C’est là un exemple de distribution antérieure « faiblement informative », puisque 

celle-ci minore la puissance réelle du savoir scientifique existant (Gelman, Jakulin, Pittau et Su, 2008). Les 

distributions antérieures faiblement informatives offrent un grand nombre des avantages des distributions 

antérieures puissantes en écartant les valeurs peu plausibles et en accélérant les calculs. Par ailleurs, elles 

sont bien plus commodes, n’exigeant pas de l’analyste qu’il récapitule en toute précision l’information 

extérieure sur le paramètre visé, exercice qui pourrait se révéler difficile. 

Avec deux périodes seulement et avec une information donc qui ne suffirait pas à justifier l’emploi d’un 

modèle compliqué pour les effets de temps, nous supposons simplement que  temps N 0, 1 .t   Nous 

posons  0 2N 0, 10 .   

Tous les termes d’erreur de notre modèle  âge âge âge âge:sexe, , , , ,ast a a a ase u v w u  et âge:sexe
asv  sont en distribution 

normale et à moyenne nulle. Les paramètres d’écart-type pour les termes d’erreur âge âge, ,ast a ae u v  et âge
aw  
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ont tous une demi-distribution t  à 7 degrés de liberté et à paramètre d’échelle 1. La figure 2.2 présente 

une telle distribution qui donne une probabilité de 65 % aux valeurs inférieures à 1 et de 2 % aux valeurs 

supérieures à 3. 

Dans la pratique, nous nous attendons à ce que l’écart-type de nos termes d’erreur soit bien au-dessous 

de l’unité. L’écart-type régit la taille des différences âge-âge, sexe-sexe ou temps-temps dans les taux. Un 

écart-type de 1 implique que les différences seront fréquemment de 100 % et plus, ce qui ne s’observe pas 

dans la pratique. Notre distribution antérieure pour les écarts-types est faiblement informative par 

conséquent. 

Les paramètres d’écart-type pour les termes d’erreur âge:sexe
asu  et âge:sexe

asv  dans l’interaction âge-sexe sont 

également en demi-distribution t  à 7 degrés de liberté et à paramètre d’échelle 0,5. Notre échelle est 

moindre pour cette interaction d’après le principe selon lequel les interactions sont normalement de moindre 

taille que les effets principaux (Gelman et coll., 2008). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.2 Demi-distribution t  à 7 degrés de liberté et échelle 1. 

 
2.2.2  Sortie du modèle 
 

La sortie d’une analyse bayésienne est un échantillon tiré de la distribution postérieure de tous les 

paramètres conditionnellement aux données. Les paramètres sont les taux de mortalité désagrégés selon 

l’âge, le sexe et le temps et les paramètres respectifs du modèle pour les effets d’âge et de sexe, etc. Nous 

nous intéressons surtout ici aux taux de mortalité qui sont bien identifiés dans les données. En revanche, les 

effets et interactions principaux du modèle antérieur ne sont que faiblement identifiés. Nous nous étendrons 

sur la question de l’identification à l’annexe A. 

Nous simulons les tirages de la distribution postérieure par 4 chaînes indépendantes, chacune avec un 

rodage et une production de 100 000 itérations respectivement. Nous retenons chaque 250e itération de 
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chaque chaîne, ce qui nous donne un échantillon combiné de = 1 600S  unités de tirage. Nous contrôlons 

la convergence à l’aide de facteurs possibles de réduction d’échelle (Gelman, Carlin, Stern, Dunson, Vehtari 

and Rubin, 2014, section 11.4). Les calculs se font dans notre package demest en R de propre source ouverte. 

Le code-échantillon figure à l’annexe B. 

Pour tout paramètre, nous nous reportons à la médiane de ses tirages de la distribution postérieure comme 

estimation ponctuelle et utilisons l’intervalle de confiance bayésien 100 %p  0 < < 1p  formé par les 

  50 1 p  et  50 50 p  percentiles des tirages en question afin de mesurer l’incertitude. Ainsi, un 

intervalle de confiance à 95 % avec = 0,95p  est formé des percentiles de 2,5 % et 97,5 % des tirages de 

distribution postérieure.  

On peut facilement se servir de ces valeurs de tirage pour construire des estimations de fonctions des 

paramètres du modèle avec des mesures d’incertitude. Pour les études de la mortalité, un exemple 

particulièrement important est celui de l’espérance de vie à la naissance. Celle-ci est une fonction non 

linéaire compliquée des taux de mortalité selon l’âge (Preston, Heuveline et Guillot, 2001). Soit  f   la 

fonction non linéaire donnant l’espérance de vie à partir d’un ensemble de taux de mortalité selon l’âge .  

Avec    1 , , S   représentant un échantillon tiré de la distribution postérieure de ,  on obtient 
     1 , , Sf f   formant un échantillon de la distribution postérieure de l’espérance de vie. Nous 

pouvons récapituler cet échantillon pour obtenir des estimations ponctuelles et des intervalles de confiance 

de l’espérance de vie. 

Notre traitement est entièrement bayésien, en ce sens que nous spécifions non seulement une distribution 

antérieure pour ,ast  mais aussi des distributions antérieures pour des hyperparamètres comme 2 ,  qui 

régissent cette distribution antérieure pour .ast  Nous faisons des inférences au sujet des hyperparamètres 

avec des inférences sur ast  par la codistribution postérieure. Une autre solution appelée méthode 

bayésienne empirique consiste à construire des estimations ponctuelles pour les hyperparamètres et à faire 

des inférences sur ast  conditionnellement à ces estimations (Rao et Molina, 2015, chapitre 9). 

Les méthodes bayésiennes empiriques peuvent se révéler moins voraces en calcul que les méthodes 

entièrement bayésiennes, ce qui signifie que leur échelle convient parfois mieux à de grands ensembles de 

données. Elles peuvent toutefois être difficiles à appliquer avec des modèles compliqués comportant de 

nombreux niveaux comme les nôtres. Que l’on prenne des distributions probabilistes plutôt que les 

estimations ponctuelles pour les hyperparamètres assure aussi une représentation plus complète de 

l’incertitude. 

 
2.3  Résultats 
 

La figure 2.3 présente les résultats du modèle. La bande bleu pâle désigne les intervalles de confiance 

bayésiens à 95 %. Si les hypothèses du modèle se vérifient, la probabilité est de 95 % que la valeur vraie de 

ast  se situe dans chaque tranche verticale de cette bande. Le trait pâle au milieu est la médiane de la 

distribution postérieure qui peut servir aux estimations ponctuelles. Les ronds noirs sont les estimations 

directes de la figure 2.1. 
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Figure 2.3 Estimations modélisées des taux de mortalité de la population maorie de sexe masculin dans la 
période 2012-2014 par année d’âge. La bande bleu pâle représente les intervalles de confiance à 
95 % et le trait blanc, les médianes postérieures. Les ronds noirs correspondent aux estimations 
directes.  

 
La structure par âge issue du modèle est approximativement linéaire sur les âges de 40 à 80 ans. Le 

modèle réussit à lisser toute la variation aléatoire des estimations directes. Toutefois, la pente change 

abruptement vers l’âge de 18 ans, marquant le début de la « bosse des accidents ». L’aspect lisse de la courbe 

à l’âge de 40 ans et plus ne s’obtient pas au détriment de la capacité de détecter les variations locales dans 

les années d’adolescence. Le modèle ne cherche pas non plus à aplanir le pic de mortalité dans la tranche 

d’âge 0. C’est là un résultat de l’inclusion d’une covariable pour cet âge : les modèles qui n’ont pas ce terme 

lissent en partie cette pointe (résultats non présentés). 

Les estimations autour de l’âge de 10 ans sont moins précises à l’échelle logarithmique que pour la 

plupart des autres tranches d’âge, ce qui s’explique par le petit nombre d’enfants dans les cellules en 

question. En d’autres termes, le modèle produit des mesures d’incertitude qui traduisent la disponibilité 

locale de données.  

L’incertitude augmente constamment au-delà de l’âge de 90 ans où les chiffres des décès s’amenuise de 

plus en plus. La médiane postérieure fait voir que les taux de mortalité ne progressent guère après le cap des 

90 ans. Le plateau des taux de mortalité qui paraît se dégager pourrait refléter la réalité, puisque les hommes 

maoris qui survivent à l’âge de 90 ans pourraient être systématiquement différents de ceux qui ne le font 

pas, d’où l’impression que le plateau de mortalité chez les gens très âgés correspond à une sorte d’effet de 

sélection (Vaupel, Manton et Stallard, 1979). Il est également possible que ce plateau s’explique par des 

problèmes de données d’entrée (tenant aux erreurs de déclaration de l’âge chez les gens très âgés, par 

exemple).  
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La figure 2.4 présente les valeurs d’espérance de vie tirées du modèle. À la différence des figures 2.1 et 

2.3, elle livre des résultats pour les deux sexes et les deux périodes. Chez les femmes, l’espérance de vie à 

la naissance a monté de 75,1 ans en 2005-2007 (intervalle de confiance à 95 % de 74,8; 75,5)) à 76,7 ans en 

2012-2014 (intervalle de confiance de 76,4; 77,0)). Chez les hommes, les estimations correspondantes sont 

de 70,8 (70,5; 71,1) et 72,5 (72,2; 72,9). Il est encore rare que, en démographie, les estimations d’espérance 

de vie s’accompagnent de mesures de l’incertitude. Par les méthodes bayésiennes, de telles mesures peuvent 

se calculer couramment en revanche. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.4 Estimations modélisées de l’espérance de vie à la naissance chez les Maoris en 2005-2007 et 2012-
2014. Les bandes bleu pâle représentent les intervalles de confiance à 95 % et les traits blancs, les 
médianes postérieures.  

 
3  Interpolation et prévision de la prévalence de l’obésité 
 

3.1  Le problème d’estimation  
 

En Nouvelle-Zélande comme dans la plupart des pays, les taux d’obésité sont en hausse. Les chercheurs 

et les décideurs en santé publique surveillent et prévoient cette prévalence pour évaluer le succès ou l’échec 

des mesures de lutte à l’obésité et jauger la demande future de services. 

La principale source de données de prévalence en Nouvelle-Zélande est l’enquête sur la santé de ce pays, 

laquelle est nationalement représentative et se fait auprès d’environ 19 000 personnes (ministère de la Santé, 

2013). Comme la plupart des enquêtes auprès des ménages, elle obéit à un plan d’expérience complexe avec 

strates et grappes. On mesure l’obésité par l’indice de masse corporelle (IMC). La personne obèse est celle 

dont l’indice est de 30 et plus. 

Cette enquête a eu lieu en 1997, 2003, 2007, 2012 et 2013. Nous emploierons les données de toutes ces 

années, notre but étant d’obtenir des estimations de prévalence pour la période 1997-2013 compte tenu des 

années hors enquête, puis d’établir des prévisions pour la période 2014-2023. Nos estimations et nos 

prévisions seront désagrégées selon les tranches d’âges 15-24, 25-34, 35-44, 45-54, 55-64, 65-74 et 75 et 

plus. 
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3.2  Le modèle 
 

Nos principales données d’entrée sont les estimations publiées de la proportion de Néo-Zélandais d’âge 

a  au moment t  qui sont obèses, ce que nous désignerons par ,atp  avec les erreurs-types publiées pour 

,atp  ce que nous désignerons par .ats  Les valeurs atp  sont mises en courbe à la figure 3.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.1 Proportion de Néo-Zélandais obèses par âge et année selon les estimations de l’enquête sur la santé 
de la Nouvelle-Zélande. 

 
Lorsque des données sont disponibles au niveau des individus, la méthode bayésienne habituelle avec 

un plan d’échantillonnage complexe est de prendre en compte le plus grand nombre possible de 

caractéristiques de ce plan dans le modèle d’estimation (Gelman et coll., 2014, chapitre 8). Chen, Wakefield 

et Lumely (2014) indiquent comment on peut approcher ce traitement de plein niveau des individus par un 

modèle agrégatif commençant par des estimations de plan d’échantillonnage comme atp  et .ats  Chen 

et coll. (2014) posent que les estimations de plan d’expérience sont construites de manière à tenir compte 

de toutes les caractéristiques importantes du plan d’échantillonnage et ils montrent comment on peut les 

transposer sous une forme convenant à un modèle agrégatif.  

Suivant la méthode de Chen et coll. (2014), nous approchons le modèle au niveau des individus par un 

traitement en vraisemblance binomiale. Nous obtenons les chiffres des individus avec obésité aty  et les 

totaux des individus atn  en dégageant aty  et atn  de sorte que at

at

y
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vraisemblance est  

  binomiale , .at at aty n   (3.1) 

Ici, at  est la probabilité d’obésité dans la superpopulation, c’est-à-dire la probabilité qu’une personne âgée 

a  au moment t  soit obèse. Notre but est d’estimer at  pour le passé, années hors enquête comprises, et de 

le prévoir pour l’avenir. 

Notre modèle antérieur pour at  est  

   temps0 âgelogit = ,at a t      (3.2) 
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ce qui comprend les effets d’âge et de temps, mais non une interaction âge-temps. Nous avons expérimenté 

une telle interaction, mais pour constater que sa taille était suffisamment petite pour qu’on puisse l’omettre 

(résultats non présentés). 

Comme pour le modèle de mortalité à la section 2, nous employons un modèle de tendances locales pour 

l’effet d’âge, bien que n’ayant pas de covariable pour les bébés dans le cas de l’obésité. Si nous employons 

un modèle de tendances locales, c’est là aussi pour appréhender les corrélations entre les groupes d’âge 

voisins. Nous prenons la même distribution antérieure pour la valeur à l’origine qu’à la section 2, soit une 

distribution normale avec moyenne 0 et écart-type 10. 

Nous appliquons un modèle de tendances locales pour le temps :  

 temps temps temps=t t tu    (3.3) 

              temps temps temps temps
1 1=t t t tv      (3.4) 

  temps temps temps
1= ,t t tw     (3.5) 

mais avec deux jeux distincts d’hypothèses pour les termes d’innovation temps
tv  et temps .tw  

Dans notre première version, nos posons que temps
tv  et temps

tw  sont toujours très proches de 0, ce que nous 

appliquons en employant des distributions antérieures extrêmement resserrées pour les écarts-types de ces 

termes. Les écarts-types dans les deux cas sont des demi-distributions t  antérieures  avec échelle de 0,001. 

Cette version du modèle des tendances locales s’ajuste essentiellement en une ligne droite traversant les 

données. Voilà peut-être la façon la plus répandue – sauf si on pose une absence de variation – pour la 

prévision des taux futurs en épidémiologie et en démographie. Nous appelons ce modèle « linéaire ».  

Notre seconde version est une généralisation de la première. Plutôt que de supposer que temps
tv  et temps

tw  

sont toujours proches de 0, nous leur faisons prendre des valeurs impliquant des variations d’année en année 

des taux d’obésité de quelques points de pourcentage. Nous fixons à cette fin à 0,05 l’échelle de la 

distribution antérieure de l’écart-type de temps
tv  et à 0,025 l’échelle correspondante pour temps.tw  L’échelle 

est plus grande pour temps
tv  que pour temps,tw  parce que les niveaux varient plus rapidement que les tendances 

systématiques. Nous appelons « souple » le modèle fondé sur cette version de l’effet de temps. 

Nous procédons à l’estimation avec notre package demest en prenant les mêmes valeurs de réglage du 

rodage, de la production, des chaînes et de l’élagage que pour nos estimations de la mortalité.  

 
3.3  Résultats 
 

La figure 3.2 présente les résultats du modèle « linéaire ». Les estimations des années d’enquête figurent 

en rouge et les estimations et les prévisions des autres années, en bleu. Comme convenu pour les prévisions, 

nous utilisons des intervalles de confiance à 80 % plutôt qu’à 95 %. 

Comme nous nous y attendions, les estimations des années avec données d'enquête sont plus précises 

que celles des années hors enquête. Les valeurs des estimations des années entre les enquêtes sont plus 

précises que les valeurs des prévisions. Les différences de précision entre estimations et prévisions sont 

néanmoins légères. Les hypothèses puissantes en matière de linéarité mènent à des prévisions de précision. 
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Figure 3.2 Estimations et prévisions de la prévalence de l’obésité en Nouvelle-Zélande par le modèle 
« linéaire ». Les bandes représentent les intervalles de confiance à 80 % et les traits pâles, les 
médianes postérieures. Les bandes rouges correspondent aux années avec enquête et les bandes bleu 
pâle, aux années hors enquête.  

 
La figure 3.3 présente les résultats du modèle « souple ». Les prévisions et les estimations ponctuelles 

de ce modèle ne peuvent se distinguer de celles du modèle linéaire. Le degré d’incertitude en est cependant 

nettement différent. Comparativement au modèle linéaire, le modèle souple se caractérise par une hausse 

modeste de l’incertitude pour les années entre les enquêtes et par un important accroissement de l’incertitude 

pour la période de prévision, plus particulièrement dans les dernières années. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.3 Estimations et prévisions de la prévalence de l’obésité en Nouvelle-Zélande selon le modèle 
« souple ». Les bandes représentent les intervalles de confiance à 80 % et les traits pâles, les 
médianes postérieures. Les bandes rouges correspondent aux années avec enquête et les bandes bleu 
pâle, aux années hors enquête.  
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On peut fort bien penser que le modèle souple représente mieux la connaissance des tendances de 

l’obésité en Nouvelle-Zélande que le modèle linéaire. L’hypothèse linéaire relève d’une convention, mais 

sans solide base théorique. Trop s’appuyer sur cette hypothèse risque de créer un excès de confiance. Le 

modèle souple reflète les conséquences de l’adoption d’hypothèses plus faibles. 

 
4  Analyse 
 

Malgré la popularité croissante des méthodes bayésiennes dans les milieux de recherche, les organismes 

statistiques nationaux et les analystes en politiques s’en sont défiés. Les organismes stastistiques nationaux 

se préoccupent en particulier de deux aspects des méthodes bayésiennes, à savoir l’usage qu’elles font de 

distributions antérieures et leur complexité.  

Qu’on se serve de distributions antérieures pour représenter l’information extérieure constitue bel et bien 

un trait distinctif des analyses bayésiennes. Little (2012) a fait valoir que les organismes statistiques 

nationaux devraient employer des distributions antérieures « non informatives », lesquelles éloignent toute 

impression de subjectivité et font le pont avec les méthodes classiques, puisqu’elles mènent souvent à des 

résultats semblables. Chez les statisticiens bayésiens toutefois, les distributions antérieures faiblement 

informatives ont supplanté progressivement les distributions non informatives comme outil par défaut dans 

la plupart des analyses. Comparativement aux secondes, les premières peuvent stabiliser les estimations et 

accélérer les calculs, mais comme elles écartent seulement les valeurs les moins plausibles, elles ne sont 

généralement pas plus contestables que les distributions antérieures non informatives et n’exigent guère plus 

de travail ni de justification.  

Il reste que, là où les données disponibles ne permettent pas de donner des réponses suffisamment solides 

aux questions d’intérêt, il pourrait être avantageux d’utiliser des distributions antérieures qui sont 

fortement – plutôt que faiblement – informatives. Dans notre exemple de l’obésité, il serait possible 

d’améliorer nos deux modèles prévisionnels en spécifiant des distributions antérieures des écarts-types qui 

rendent fidèlement compte des variations probables des taux d’obésité d’une année à l’autre. 

Si les organismes statistiques devaient employer des distributions antérieures fortement informatives, ils 

devraient nettement les expliciter, justifier leur choix et faire une analyse de sensibilité par rapport aux 

autres possibilités qui s’offrent. Dans la plupart des cas, ce serait vraiment innover sur la pratique actuelle 

qui, dans des analyses comme les prévisions de population, consiste souvent à apporter des corrections 

informelles ou à rajuster rétrospectivement les hypothèses jusqu’à obtention d’un résultat plausible. Les 

méthodes bayésiennes procurent aux analystes un moyen plus transparent et systématique d’exploiter 

l’information extérieure et le jugement des experts. 

Les objections faisant valoir le caractère compliqué des modèles bayésiens sont en partie fondées. Maints 

modèles bayésiens sont compliqués et, comme nos modèles dans cet article, font appel à un grand nombre 

de couches et de paramètres. Il faut dire en contrepartie que les composantes de ces modèles sont souvent 

simples et intuitives. Pour que notre modèle des taux de mortalité ait un sens par exemple, nous pouvons 
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commencer par la vraisemblance, passer au modèle antérieur, puis considérer une à une les distributions 

antérieures pour les principaux effets et interactions. Avec cette façon de « diviser pour régner », même les 

modèles compliqués deviennent accessibles. Ajoutons que les grandes hypothèses sous-tendant les modèles 

peuvent souvent se décrire en termes non techniques, bien qu’il soit impossible d’en faire autant avec les 

techniques mathématiques.  

De même, l’objection classique selon laquelle la modélisation bayésienne exige des compétences 

avancées en calcul perd de plus en plus de sa force de conviction. Des packages comme le nôtre permettent 

aux analystes d’ajuster relativement sans mal certaines catégories de modèles d’estimation démographique. 

Des langages de programmation bayésiens d’usage général comme Stan (Carpenter, Gelman, Hoffman, Lee, 

Goodrich, Betancourt, Brubaker, Guo, Li et Riddell, 2016) confèrent plus de souplesse en échange d’un 

effort de programmation un peu plus grand. Ces outils permettent aux praticiens d’ajuster aisément les 

modèles bayésiens compliqués.  
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Annexe A 
 
Identification de notre modèle 
 

Dans le modèle antérieur, chaque effet ou interaction principal comporte toutes les catégories possibles 

des dimensions classificatoires. Ainsi, l’effet du sexe comprend des effets séparés pour les femmes et les 

hommes et l’interaction âge-sexe, les effets de chaque combinaison possible d’âge et de sexe. Comme toutes 

nos distributions antérieures sont « propres » (c’est-à-dire constituent d’authentiques distributions 

probabilistes en intégration à l’unité), la distribution postérieure est propre aussi. Tous les paramètres sont 

donc identifiés au sens le plus large et une analyse bayésienne peut se faire.  

Toutefois, les effets et interactions principaux demeurent faiblement identifiés. Si on ajoute une valeur 

  aux effets sexe
féminin  et sexe

masculin  pour les femmes et les hommes et qu’on soustrait   de la valeur à l’origine 
0 ,  on produit exactement la même valeur attendue pour les ast  que le paramétrage initial. Les données 

ne nous permettent pas de distinguer les deux possibilités. Il y a identification entièrement par les différences 

de densité de probabilité antérieure pour les paramètres initiaux et les paramètres décalés.  

Par ailleurs, il est impossible de décaler arbitrairement les ast  sans incidence sur la vraisemblance de 

 Poisson .ast ast asty n  En d’autres termes, les ast  sont bien identifiés dans les données. Modifier ainsi 

les valeurs des effets et interactions principaux n’influe pas sur les inférences au sujet des termes d’écart-
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type, puisque ces inférences dépendent de la variation sur les effets plutôt que de niveaux absolus. Les 

termes d’écart-type sont donc bien identifiés aussi.  

Dans cet article, nous présentons seulement les .ast  Dans certaines applications cependant, les effets et 

interactions principaux offrent également de l’intérêt, auquel cas une manière de procéder est de décaler 

systématiquement les estimations des paramètres à des fins d’identification (Gelman, 2005). 

 
Annexe B 
 
Code R 
 

Nous avons mis au point un ensemble de packages en R pour l’exécution d’estimations et de prévisions 

en démographie bayésienne de petits domaines. Ces packages sont disponibles à l’adresse 

github.com/statisticsnz/R. Le package dembase contient des structures pour les données 

démographiques avec des fonctions de manipulation de ces structures. La structure de base est le « tableau 

démographique » qui comprend les chiffres ou les taux mêmes, mais aussi des métadonnées (groupes d’âge, 

périodes, etc.) et des unités de mesure. L’estimation et la prévision bayésiennes se font par les fonctions du 

package demest. Les fonctions d’estimation font appel aux métadonnées des tableaux démographiques pour 

une attribution de valeurs rationnelles par défaut. Ainsi, des modèles complexes peuvent être spécifiés et 

exécutés relativement sans mal. À titre d’exemple, la figure B.1 livre les éléments essentiels du code pour 

notre modèle de la mortalité. Le package demlife propose des outils de création de tables de mortalité et 

d’extraction des fonctions correspondantes.  

 
  model < − Model (y ~ Poisson (mean ~ age * sex + period), 
              age ~ DLM (covariates = Covariates (infant = TRUE), 
                    damp = NULL), 
              age: sex ~ DLM (trend = NULL, 
                         damp = NULL), 
              jump = 0.05) 

filename < − “out/mortality_model.est” 
  estimateModel (model = model, 
      y = deaths,  
      exposure = 3 * population, 
      filename = filename, 
      nBurnin = 100000, 
      nSim = 100000, 
      nChain = 4, 
      nThin = 250) 
 

Figure B.1 Code R de spécification et d’exécution du modèle de la mortalité à l’aide du package demest. 
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Estimation sur petits domaines portant sur des chiffres 
pondérés d’enquête dans un modèle spatial à niveau agrégé 

Hukum Chandra, Ray Chambers et Nicola Salvati1 

Résumé 

Le prédicteur empirique dans une version au niveau du domaine du modèle linéaire généralisé mixte (MLGM) 
est amplement employé dans une estimation sur petits domaines (EPD) portant sur des dénombrements, mais 
cette méthode ne fait appel ni à la pondération d’échantillonnage ni à l’information de mise en grappes, lesquelles 
sont essentielles à une inférence valable avec les échantillons informatifs produits par les plans de sondage 
complexes d’aujourd’hui. Nous décrirons une méthode d’EPD qui intègre cette information d’échantillonnage à 
l’estimation de proportions ou de chiffres de petits domaines dans une version au niveau du domaine du MLGM. 
Nous élargissons encore notre méthode en employant une version avec dépendance spatiale du MLGM 
(MLGMS). Il est aussi question de l’estimation de l’erreur quadratique moyenne (EQM) pour cette méthode. 
Nous appliquons ensuite le traitement d’EPD à l’estimation de la fréquence de la pauvreté des ménages dans 
divers districts ruraux de l’État d’Uttar Pradesh en Inde, et ce, en couplant, d’une part, les données de l’enquête 
2011-2012 sur les dépenses de consommation des ménages recueillies par le National Sample Survey Office 
(NSSO) et, d’autre part, les données du recensement de 2011 en Inde. Les résultats de cette application font voir 
un gain appréciable de précision avec les nouvelles méthodes comparativement aux estimations directes 
d’enquête. 

 
Mots-clés : Enquêtes complexes; estimateur direct pondéré d’enquête; estimation de la pauvreté; modèle spatial; 

cartographie. 

 
 

1  Introduction 
 

On planifie généralement les enquêtes par sondage de manière à produire des estimations des 

caractéristiques d’intérêt de la population surtout à des niveaux géographiques supérieurs (pays et ses états 

constitutifs, par exemple). La taille de l’échantillon est fixée pour que les estimateurs directs d’un grand 

domaine livrent des estimations fiables. Par estimateurs directs, nous entendons des estimateurs qui 

exploitent uniquement des données d’échantillon pondérées du domaine d’intérêt. Dans maintes situations 

pratiques cependant, le but est d’estimer les paramètres de domaines comptant seulement un petit nombre 

d’observations d’échantillon. Nous employons le terme « petits domaines » pour désigner des domaines où 

la taille d’échantillon ne suffit pas à des estimations directes de la précision voulue. Là où l’estimation 

directe est impossible, on doit se rabattre sur d’autres méthodes par modèle pour des estimations sur petits 

domaines. Cet emploi dépend de la spécification du modèle utilisé et de la disponibilité au niveau de la 

population de renseignements auxiliaires relatifs à la variable d’intérêt, ce qu’on qualifie communément de 

méthodes indirectes (Rao, 2003). La théorie qui le sous-tend est celle de l’estimation sur petits domaines 

(EPD) dont les techniques visent à produire des estimations fiables avec de petites tailles d’échantillon grâce 

à un modèle « couplant » les petits domaines pour « emprunter de la puissance » aux données d’échantillon 

d’autres petits domaines (voir, par exemple, Pfeffermann (2002) et Rao et Molina (2015)). Dans ce contexte, 

nous distinguons les méthodes d’EPD par modèle au niveau des unités et au niveau des domaines. Dans le 



34 Chandra, Chambers et Salvati : Estimation sur petits domaines portant sur des chiffres pondérés d’enquête 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

premier cas, le modèle vise des mesures individuelles d’enquête avec des effets de domaine et, dans le 

second, il sert à lisser la variabilité en situation d’instabilité des estimations directes d’enquête au niveau du 

domaine. La modélisation au niveau du domaine a normalement sa place lorsqu’on ne dispose pas de 

données au niveau des unités ou, comme c’est souvent le cas, là où on ne peut obtenir de covariables de 

modèle (variables de recensement, par exemple) qu’au niveau du domaine. Le modèle de Fay-Herriot (Fay 

et Herriot, 1979) est un modèle répandu au niveau du domaine où on suppose que des estimations d’enquête 

par domaine sont disponibles et qu’elles suivent un modèle linéaire mixte au niveau du domaine avec des 

effets aléatoires de domaine indépendants. Un tel modèle peut aussi recevoir une pondération d’enquête 

dans un traitement d’EPD par des estimations directes pondérées d’enquête dans l’ajustement du modèle 

linéaire mixte. Si la variable d’intérêt est discontinue (consistant, par exemple, en données binaires ou 

données de dénombrement), un modèle linéaire généralisé mixte (MLGM) est souvent employé. Si la 

variable d’intérêt est binaire et que l’inférence porte sur une proportion de petits domaines, on fait 

couramment appel à la fonction de lien logistique (aussi appelée modèle linéaire mixte logistique). Un 

prédicteur plug-in empirique (PE) sert habituellement à l’estimation de proportions de petits domaines avec 

la méthode MLGM (voir, par exemple, Chandra, Chambers et Salvati (2012), Salvati, Chandra et Chambers 

(2012), Rao et Molina (2015) et les références présentées), bien que ce ne soit pas là le prédicteur le plus 

efficace avec un tel modèle. Une solution de rechange est le meilleur prédicteur empirique (Jiang, 2003) 

dont la forme n’est pas fermée en général et qui doit se calculer par approximation numérique, ce qui n’est 

pas toujours simple. C’est pourquoi les organismes statistiques nationaux tendent à privilégier le calcul 

d’une approximation comme le PE. Nous savons par ailleurs que des prédicteurs du type PE sont utilisés 

dans Molina, Saei et José Lombardìa (2007) et Lopez-Vizcaino, Lombardìa et Morales (2013). S’il n’y a de 

disponibles que des données au niveau du domaine, on peut envisager une version domaine du MLGM pour 

le traitement d’EPD (voir, par exemple, Saei et Chambers (2003), Johnson, Chandra, Brown et Padmadas 

(2010), Chandra, Salvati et Sud (2011), Chandra, Salvati et Chambers (2017) et les références présentées). 

À la différence du modèle de Fay-Herriot, ce modèle pose implicitement un échantillonnage aléatoire simple 

avec remise dans chaque domaine et écarte la pondération d’enquête. Cela risque malheureusement de 

biaiser sérieusement les estimations en cas de grave déséquilibre des échantillons de petits domaines en ce 

qui concerne les caractéristiques clés de la population. Il semblerait donc que la pondération d’enquête est 

inévitable si on désire produire des estimations sur petits domaines représentatives. 

La modélisation d’estimations pondérées d’enquête de proportions dans une distribution continue 

comme dans le modèle de Fay-Herriot peut poser un problème, puisque la distribution d’échantillonnage 

des proportions en question est foncièrement discrète à cause des petites tailles d’échantillon et du caractère 

binaire des observations sous-jacentes. Il se peut, par exemple, qu’un traitement par modèle linéaire mène 

à des prédictions négatives ou, plus probablement encore, à des intervalles de prédiction comprenant des 

valeurs négatives, autant de résultats absurdes. Il est clair que les MLGM se prêtent davantage à la 

modélisation de données foncièrement discrètes venant d’estimations directes pondérées d’enquête (voir 

Liu, Lahiri et Kalton (2014), Ghosh, Natarajan, Stroud et Carlin (1998) et Rao (2003, sections 5.6 et 10.11). 

Malec, Sedransk, Moriarity et LeClere (1997) décrivent un modèle hiérarchique de Bayes appliqué à des 
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données binaires d’enquête. Ces auteurs ont examiné la pondération d’enquête comme covariable dans le 

modèle pour ne constater aucune amélioration dans leur exemple de données au niveau des comtés de la 

National Health Interview Survey. Si on la compare à l’estimation de paramètres linéaires pondérés selon 

l’enquête comme les moyennes et les totaux de petits domaines, l’estimation de proportions ou de chiffres 

pondérés selon l’enquête dans des modèles de petits domaines au niveau du domaine n’a guère suscité de 

travaux de recherche. Récemment, des auteurs comme Mercer, Wakefield, Chen et Lumley (2014), Liu 

et coll. (2014) et Franco et Bell (2013) ont décrit comment il était possible de recourir à une pondération 

d’enquête dans un modèle hiérarchique bayésien d’estimation de proportions de petits domaines en 

employant des tailles d’échantillon efficaces pour l’inférence d’une distribution binomiale sous-jacente de 

manière à préserver les variances d’échantillonnage estimées par une fonction de variance généralisée. Ces 

traitements se définissent dans un cadre bayésien. Dans le présent article, nous adoptons une méthode 

fréquentiste et exposons une méthode d’EPD utilisant les poids d’enquête pour les données binaires lors de 

l’estimation de proportions de petits domaines dans une version MLGM au niveau du domaine. D’après 

Korn et Graubard (1998), nous modélisons les estimations pondérées d’enquête comme proportions 

binomiales en choisissant une « taille d’échantillon efficace » permettant de faire correspondre la variance 

binomiale à la variance d’échantillonnage des estimations. Utiliser une taille d’échantillon efficace plutôt 

que la taille d’échantillon réelle est admettre l’information variable de chaque domaine dans un 

échantillonnage complexe. De plus, nous supposons normalement que les effets aléatoires par domaine sont 

indépendants dans le traitement MLGM, c’est-à-dire que les petits domaines qui entre en jeu sont 

indépendants les uns des autres. Il reste que, dans la pratique, les limites de petits domaines sont le plus 

souvent arbitraires et qu’on ne voit pas vraiment pourquoi les unités d’un côté d’une limite ne devraient pas 

être généralement en corrélation avec les unités de l’autre côté (Pratesi et Salvati, 2008). Un moyen 

d’intégrer une telle information spatiale à la modélisation d’EPD est d’élargir le modèle des effets aléatoires 

pour admettre des effets de domaine en corrélation spatiale dans un modèle autorégressif simultané (ARS), 

par exemple (voir Anselin (1992) et Cressie (1993)). Ce sont des modèles qui introduisent un comportement 

spatial dans les effets aléatoires du modèle, qui sont habituellement les effets de domaine dans le contexte 

d’EPD. Singh, Shukla et Kundu (2005), Pratesi et Salvati (2008), Pratesi et Salvati (2009), Molina, Salvati 

et Pratesi (2009), Marhuenda, Molina et Morales (2013) et Porter, Wikle et Holan (2015) ont envisagé des 

applications des modèles ARS à l’estimation sur petits domaines. Ces modèles servent communément à la 

modélisation de la dépendance spatiale dans un traitement d’EPD fréquentiste. De leur côté, les traitements 

d’EPD bayésiens privilégient les modèles autorégressifs conditionnels (ARC) pour cette modélisation (voir 

Besag, York et Mollié (1991), Leroux, Lei et Breslow (1999) et Mercer et coll. (2014)). Nous optons pour 

le traitement d’EPD fréquentiste et proposons un élargissement du MLGM au niveau du domaine pour tenir 

compte de la dépendance spatiale entre petits domaines par une spécification ARS. Nous établissons dans 

ce modèle des estimations sur petits domaines qui font intervenir l’information de plan de sondage. 

Voici comment nous structurons notre propos. La section 2 décrit les données de l’enquête 2011-2012 

sur les dépenses de consommation des ménages du National Sample Survey Office (NSSO) et du 

recensement 2011 de la population en Inde pour l’estimation de la fréquence de la pauvreté des ménages 
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dans les districts ruraux de l’État indien d’Uttar Pradesh. À la section 3, nous exposons le contexte théorique 

de la version au niveau du domaine du MLGM, puis examinons l’emploi d’une taille d’échantillon efficace 

permettant d’intégrer l’information de la pondération d’enquête au moment d’estimer les proportions de 

petits domaines avec ce modèle. Nous présentons également dans cette section l’extension à la corrélation 

spatiale du MLGM au niveau du domaine, ainsi que le prédicteur empirique fondé sur ce modèle. À la 

section 4, nous présentons les résultats de l’application à la fréquence de la pauvreté avec diverses mesures 

de diagnostic et une carte de la pauvreté démontrant les inégalités entre districts de la répartition des 

ménages ruraux pauvres de l’État d’Uttar Pradesh. À la section 5 enfin, nous résumons notre propos et 

livrons des observations en conclusion. 

 
2  Description des données 
 

Dans cette section, nous présentons les sources principales de données, à savoir l’enquête sur les 

dépenses de consommation des ménages (EDCM) du NSSO de 2011-2012 dans les régions rurales de l’État 

d’Uttar Pradesh et le recensement 2011 de la population en Inde dans l’application aux petits domaines que 

nous allons examiner. Les données de ces sources serviront à estimer la proportion de ménages pauvres au 

niveau des districts de l’Uttar Pradesh. Cet État est le plus populeux du pays et compte environ 16,16 % de 

la population indienne. Il s’étend sur 243 290 kilomètres carrés, soit 6,88 % de la superficie totale du pays. 

En Inde, on produit des estimations de la pauvreté pour tous les États en séparant les secteurs ruraux des 

secteurs urbains. Dans notre analyse, nous nous limiterons à parler des régions rurales de l’Uttar Pradesh, 

car une proportion approximative de 78 % des habitants de cet État se trouvent en milieu rural d’après le 

recensement de la population de 2011. Le NSSO mène régulièrement des enquêtes nationales sur les 

dépenses de consommation des ménages dans des cycles d’une durée normale d’un an. Ces enquêtes visent 

à produire des estimations des dépenses de consommation des ménages en moyenne mensuelle par personne 

(DCMP), de la distribution des ménages et des personnes à l’échelle des DCMP et de la ventilation des 

DCMP moyennes par groupe de produits et selon les secteurs ruraux et urbains du pays pour les États et les 

territoires de l’Union et différents groupes socioéconomiques. Ces indicateurs comptent parmi les mesures 

les plus importantes des conditions de vie dans les domaines de population considérés. Les enquêtes en 

question se font par interviews auprès d’un échantillon représentatif de ménages choisis au hasard par un 

plan de sondage approprié pour toute l’étendue du pays. Précisons que le plan de sondage de cette enquête 

du NSSO crée un échantillonnage aléatoire stratifié à plusieurs degrés avec les districts comme strates, les 

villages comme unités du premier degré et les ménages comme unités du second degré. Bien que de tels 

sondages livrent des estimations fiables et représentatives au niveau des États et du pays, ils ne peuvent 

directement servir à produire des estimations sûres au niveau des districts à cause des petites tailles 

d’échantillon. Le district est un domaine fort important du processus de planification en Inde, mais aucune 

enquête ne se propose de produire des estimations à ce niveau. L’absence de mesures de résultats solides et 

fiables au niveau des districts impose des contraintes à la conception des interventions ciblées et à 
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l’élaboration des politiques. Ce qui est plus important encore, c’est que les estimations étatiques et 

nationales ne prennent pas bien la mesure de l’ampleur des inégalités géographiques, d’où une moindre 

portée de l’évaluation des progrès locaux dans et entre les districts. Il faut bien avouer par ailleurs qu’une 

enquête au niveau des districts coûterait très cher et prendrait beaucoup de temps. Dans l’EDCM, on a 

interrogé 5 916 ménages au total dans 71 districts de l’État d’Uttar Pradesh. La taille d’échantillon dans les 

districts variait de 32 à 128 pour une moyenne de 83.  Il est évident que les tailles d’échantillon sont 

relativement modestes au niveau des districts, le taux moyen d’échantillonnage s’établissant à 0,0002. Il est 

donc difficile dans le cadre de cette enquête de produire des estimations directes d’enquête pour les districts 

avec les erreurs-types liées. Il est possible de résoudre ce problème de petites tailles d’échantillon par la 

méthodologie d’EPD à condition de disposer d’une information auxiliaire pour étoffer les données 

d’échantillon limitées émanant d’un district (Rao et Molina, 2015; Tzavidis, Salvati, Pratesi et Chambers, 

2008). 

On notera ici que la variable visée Y  est binaire au niveau des unités (ménages) dans le fichier publié 

des données d’enquête. La variable indique si un ménage est pauvre ou non. Dans notre application 

cependant, nous nous employons à produire des estimations lorsque les données disponibles sont des 

données de dénombrement des ménages pauvres dans l’échantillon de chaque district. Dans ce contexte, un 

ménage dont les DCMP se situent sous le seuil de la pauvreté de l’État est défini comme pauvre. Le seuil 

de pauvreté employé dans cette étude (768 roupies) est celui qu’a fixé la Planning Commission du 

gouvernement indien pour 2011-2012. Le paramètre d’intérêt est alors la proportion de ménages ruraux 

pauvres dans chaque district. Les variables auxiliaires (covariables) de notre analyse sont tirées du 

recensement indien de la population de 2011. Elles sont seulement disponibles en dénombrements au niveau 

des districts, d’où la nécessité, comme nous le décrirons dans la prochaine section, d’appliquer des méthodes 

d’EPD par modèle de petits domaines au niveau du domaine pour établir les estimations correspondantes. 

Une cinquantaine de covariables sont disponibles pour l’analyse d’EPD. Nous avons donc procédé à une 

analyse préliminaire des données pour définir des covariables appropriées de modélisation d’EPD. Nous 

avons effectué une analyse en composantes principales (ACP) afin de dégager des valeurs composites pour 

des groupes choisis de variables. Plus précisément, nous avons soumis séparément à l’ACP trois groupes de 

variables, tous mesurés au niveau des districts et désignés par S1, S2 et S3 dans la suite du texte. Le premier 

groupe (S1) consistait en taux d’alphabétisation et en proportions de la population de travailleurs selon le 

sexe. La première composante principale (S11) pour ce groupe expliquait 51 % de la variabilité de S1 et, si 

on ajoutait l’autre composante (S12), on obtenait 85 %. Le deuxième groupe (S2) consistait en proportions 

selon le sexe de travailleurs, de cultivateurs et d’ouvriers agricoles à titre principal. La première composante 

principale (S21) pour ce groupe expliquait 49 % de la variabilité de S2 et, avec l’autre composante (S22), 

67 %. Le troisième groupe (S3) consistait en proportions selon le sexe de cultivateurs et d’ouvriers agricoles 

marginaux. La première composante principale (S31) pour ce groupe expliquait 61 % de la variabilité de S3 

et, si on ajoutait l’autre composante (S32), on obtenait 78 %. À l’aide des méthodes décrites plus en détail 

dans les sections qui suivent, nous avons ajusté un modèle linéaire généralisé avec les estimations directes 

d’enquête des proportions de ménages ruraux pauvres comme variable de réponse et les six résultats de 
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l’analyse en composantes principales (S11, S12, S21, S22, S31 et S32) comme covariables possibles. Le 

modèle finalement retenu comprenait les trois covariables S11, S21 et S31 avec une déviance résiduelle et 

des valeurs AIC respectives de 327,18 et 636,89. Ce modèle a ensuite servi à des estimations par district de 

la fréquence de la pauvreté en milieu rural, c’est-à-dire à des estimations de proportion de pauvres au niveau 

des districts. 

Un grand problème lié à l’application de l’EPD dans un grand nombre de pays en développement ou 

sous-développés est que les données administratives ou les données d’état civil pouvant donner des 

covariables dans le modèle d’EPD ne sont pas disponibles au niveau des petits domaines. Et si des variables 

auxiliaires sont disponibles (totalisations du recensement, par exemple), elles ne sont normalement pas 

suffisamment en association avec la variable d’intérêt. L’information reste donc fort limitée pour la 

production d’estimations sur petits domaines, auquel cas il peut être bon de compléter les données 

disponibles en utilisant une information géospatiale sur les petits domaines. Dans notre étude, nous nous 

reportons à la situation géographique (par les centroïdes) des divers districts de l’État indien d’Uttar Pradesh 

pour élargir notre modèle d’EPD et ainsi mettre en corrélation les dénombrements de ruraux pauvres entre 

districts voisins. 

 
3  Estimation sur petits domaines avec le MLGM au niveau du 

domaine 

 
3.1  Effets aléatoires de domaine sans corrélation spatiale 
 

Nous supposons qu’un échantillonnage probabiliste permet de tirer un échantillon s  de taille n  d’une 

population finie U  de taille N  consistant en D  domaines disjoints  1, , .iU i D   Comme c’est la 

règle, nous parlerons ici de petits domaines ou seulement de domaines. Nous posons également qu’il y a un 

nombre connu iN  d’unités de population dans le petit domaine i  et que in  de ces unités sont 

échantillonnées. Le nombre total d’unités de la population est 
1

,
D

ii
N N


   et la taille totale d’échantillon 

correspondante, 
1

.
D

ii
n n


   Soit s  la collection d’unités de l’échantillon et is  le sous-ensemble tiré du 

petit domaine i  | | ,i is n  nous employons des expressions comme j i  et j s  pour les unités 

composant le petit domaine i  et l’échantillon s  respectivement. De même, ir  désigne l’ensemble d’unités 

du petit domaine i  qui ne sont pas dans l’échantillon avec | |i i ir N n   et .i i iU s r   Soit ijy  la valeur 

de la variable d’intérêt pour l’unité j  1, , ij N   dans le domaine .i  La variable d’intérêt aux valeurs 

iiy  est binaire ( 1ijy   si le ménage j  dans le domaine i  est pauvre et 0 dans les autres cas). Le but est 

d’estimer les chiffres de population de petits domaines ,
i

i ijj U
y y


   ou, comme équivalent, la proportion 

de petits domaines 1 ,
i

i i ijj U
P N y


   dans le domaine i  1, , .i D   L’estimateur direct type 

d’enquête (DIR dans la suite du texte) pour iP  est ,
i

iw ij ijj s
p w y


    où 

i
ij ij ijj s

w w w


   est le poids 

d’échantillon normalisé pour l’unité j  dans le domaine i  avec 1
i

ijj s
w


   et où ijw  est le poids 
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d’enquête pour l’unité j  dans le domaine .i  On approche la variance de plan de sondage estimée de DIR 

par       2
1 .

i
iw ij ij ij iwj s

v p w w y p


      On emploie cette formule pour l’estimateur de variance de 

DIR d’après Särndal, Swensson et Wretman (1992; voir pages 43, 185 et 391), et après les simplifications 

1 ,ij ijw a  ,ij ij ija a  et , , ,ij ik ij ika a a j k   où ija  est la probabilité d’inclusion de premier ordre de 

l’unité j  dans le domaine i  et où ,ij ika  est la probabilité d’inclusion de second ordre des unités j  et k  dans 

le domaine .i  Dans un échantillonnage aléatoire simple (EAS), 1
ij i iw N n   et DIR est alors 1 ,i i sip n y  

avec une variance estimée    1 1 ,i i i iv p n p p   où 
i

si ijj s
y y


   désigne le chiffre de dénombrement 

d’échantillon dans le domaine .i  

Si le plan de sondage est informatif, la version EAS de DIR définie au paragraphe précédent peut être 

entachée d’un biais. Dans le cas de l’EDCM 2011-2012, nous avons donc calculé des effets de plan de 

sondage par district définis comme le rapport entre la variance des estimations pondérées (pour un plan 

donné d’échantillonnage) et la variance des estimations non pondérées (pour un échantillonnage aléatoire 

simple). On pouvait constater que ces effets étaient supérieurs à l’unité dans tous les districts sauf trois, les 

valeurs relevées variant de 1,17 à 8,44 pour une moyenne de 2,71. On est nettement porté à penser que le 

plan d’échantillonnage de l’EDCM de 2011-2012 est informatif. Ajoutons que l’estimateur direct d’enquête 

DIR repose sur des données d’échantillon par domaine et peut donc se révéler fort imprécis si la taille 

d’échantillon par domaine est petite, voire impossible à calculer si cette même taille est nulle. Pour résoudre 

ce problème, nous pouvons néanmoins employer des méthodes d’EPD par modèle qui « empruntent de la 

puissance » grâce à un modèle statistique commun pour tous les petits domaines en question (voir Rao et 

Molina (2015)). 

Posons maintenant que les données disponibles consistent en agrégats d’échantillon siy  

(dénombrements d’échantillon des ménages pauvres) avec les valeurs de covariables de contexte par 

domaine. Ainsi, nous obtenons le chiffre de dénombrement siy  pour le domaine i  avec un vecteur k  de 

covariables x i  par domaine venant de sources d’information secondaires (recensement ou registres 

administratifs, par exemple). Si nous ne tenons pas compte du plan d’échantillonnage, nous pouvons 

supposer que le dénombrement d’échantillon siy  suit une distribution binominale avec les paramètres in  

et ,i  soit  Bin , ,si i iy n   où i  est la probabilité d’occurrence pour une unité de population dans le 

domaine i  ou la probabilité de fréquence dans ce même domaine. D’après Saei et Chambers (2003), Johnson 

et coll. (2010) et Chandra et coll. (2011), ce modèle couplant la probabilité i  et les covariables x i  est le 

modèle linéaire mixte logistique de la forme  

     1logit ln 1 ,x βT
i i i i i iu         (3.1) 

avec       1exp 1 exp expit .x β x β x βT T T
i i i i i i iu u u        Là, β  est le vecteur k  de 

coefficients de régression, ce qu’on appelle souvent le vecteur des effets fixes, et iu  est l’effet aléatoire par 
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domaine avec  20, .i uu N   Le modèle (3.1) est un cas d’espèce du modèle linéaire généralisé mixte 

(MLGM) avec une fonction de lien logits (Breslow et Clayton, 1993). Nous pouvons observer que les 

paramètres β  et 2
u  sont les mêmes pour chaque domaine, c’est-à-dire qu’ils peuvent s’estimer à l’aide des 

données de tous les petits domaines. C’est ce que l’on fait habituellement en « empilant » les modèles D au 

niveau du domaine en (3.1) pour produire au niveau de la population un modèle de la forme 

 η Xβ Zu   (3.2) 

avec    1 , , expit ,π ηT
D    où  1 , , ,η T

D    1 , ,X x x TT T
D   est la matrice D k  des 

covariables, où  1 , ,Z z z T
D   est une matrice de covariables connues de dimension D D  

caractérisant les différences entre les petits domaines, où z i  est le vecteur D  0, , 1, , 0 T   avec le 1 

dans la ei  position et où  1 , ,u T
Du u   est le vecteur D  des effets aléatoires de domaine avec 

 ,u 0 ΩN  où  2 2Ω Ω Iu u D    et I D  est une matrice diagonale D D . 

Le traitement de quasi-vraisemblance pénalisée (QVP) est une procédure d’estimation largement utilisée 

dans l’ajustement d’un MLGM. Il s’agit d’établir une approximation linéaire de la variable de réponse non 

normale, puis de poser que cette variable dépendante linéarisée est approximativement normale. La méthode 

QVP sert largement à l’estimation sur petits domaines, puisqu’elle est bien plus facile à appliquer dans la 

pratique que le meilleur prédicteur empirique. Précisons que nous employons une méthode hybride avec le 

traitement QVP pour l’estimation des paramètres β  et u  dans le MLGM (3.2) et le traitement de maximum 

de vraisemblance restreint pour l’estimation du paramètre de variance  2 .Ω u  Voir à ce sujet Breslow et 

Clayton (1993), Saei et Chambers (2003) et Manteiga, Lombardia, Molina, Morales et Santamarìa (2007). 

Il est connu que, dans certains cas, le traitement QVP peut mener à des estimateurs incohérents, mais de 

récentes applications empiriques de la procédure QVP (Manteiga et coll., 2007), font voir que la méthode 

fonctionne bien dans la pratique. 

Dans le modèle (3.2), les valeurs attendues de siy  et riy  étant donné iu  viennent respectivement de 

   expit x β z uT T
si si i i i iE y u n     et      expit .x β z uT T

ri ri i i i i iE y u N n      Avec 

(3.2), un prédicteur plug-in empirique (PE) du chiffre de population iy  dans le domaine i  est 

  PE PEˆ ˆˆ ,i si ri si i i iy y y N n       (3.3) 

où  PE ˆˆ ˆexpit .x β z uT T
i i i    On obtient une estimation de la proportion correspondante dans le domaine i  

comme PE 1 PEˆ ˆ .i i iP N y  Pour le domaine i  non échantillonné avec le vecteur lié de covariables , out ,x i  

l’estimateur synthétique de iy  dans (3.2) est SYN SYNˆˆ ,i i iy N   avec  SYN
, out

ˆˆ expit .x βT
i i   

Comme il repose sur des dénombrements d’échantillon sans pondération, le modèle (3.1) implique que 

l’échantillonnage dans les domaines n’est pas informatif compte tenu des valeurs des variables de contexte 

et des effets aléatoires de domaine. C’est pourquoi le prédicteur (3.3) ne tient pas compte du plan 

d’échantillonnage complexe. Si le plan de sondage est informatif et qu’on dispose de chiffres pondérés 
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d’enquête, deux grands problèmes se posent. D’abord, les chiffres en question ne seront pas nécessairement 

les entiers 0, 1, , ;in  ils prendront plutôt une valeur dans un ensemble fini de nombres en espacement 

inégal (non nécessairement des entiers) déterminés par la pondération d’enquête des cas de l’échantillon 

dans le domaine .i  Ensuite, la variance d’échantillonnage estimée des chiffres pondérés d’enquête siy  

qu’implique la distribution binomiale,    1 ,siw i iw iwv y n p p   sera erronée. Korn et Graubard (1998) 

proposent plutôt de modéliser l’estimation pondérée de probabilité d’enquête pour un domaine comme une 

proportion binomiale avec une « taille d’échantillon efficace » faisant correspondre la variance binomiale 

résultante à la variance d’échantillonnage réelle de l’estimation directe pondérée d’enquête du domaine. Le 

recours à une « taille d’échantillon efficace » a été examiné par divers auteurs, dont Mercer et coll. (2014) 

et Liu et coll. (2014), comme moyen d’intégration de la pondération d’enquête. Mercer et coll. (2014) font 

observer que le traitement en pseudovraisemblance et le traitement par taille d’échantillon efficace mènent 

à des estimations identiques des proportions de petits domaines. Si on utilise la taille d’échantillon efficace 

au lieu de la taille réelle, on se trouve à introduire la pondération d’enquête d’un échantillonnage complexe. 

Qui plus est, une estimation peut être d’une plus grande précision dans un échantillon complexe que dans 

un échantillon aléatoire simple, puisqu’on exploite mieux les données de population par un échantillon 

représentatif issu d’un plan d’échantillonnage approprié. Ici, nous employons l’indice  e  pour toutes les 

quantités à « taille d’échantillon efficace ». Nous abordons les deux problèmes évoqués en définissant une 

« taille d’échantillon efficace »   ,i en  et un « chiffre d’échantillon efficace »   ,is ey  de sorte que 

    .iwis e i ey n p  Cela donne  

 

is e

i e

y

iw np   avec son estimateur correspondant de variance   .iwv p  Nous 

appliquons ensuite le modèle (3.1) en posant que le chiffre d’échantillon efficace  is ey  dans le petit 

domaine i  suit une distribution binomiale, c’est-à-dire que     Bin , .iis e i ey n   La « taille d’échantillon 

efficace »  i en  est donnée par  
 
 *

ˆ ˆ1
,i

i

i

w

P P

i e v pn
  où ˆ

iP  est une prédiction préliminaire par modèle de la 

proportion de population iP  dans un modèle linéaire généralisé et où l’estimation de variance  *
iwv p  

dépend de ˆ
iP  par une fonction de variance généralisée (FVG) (voir Liu et coll. (2014)). Là,   0is ey   si 

0,iwp   mais cela ne pose aucun problème, puisque ˆ 0iP   implique que   0.i en   À noter que nous 

employons une fonction de variance généralisée pour produire des estimations de la variance 

d’échantillonnage même dans le cas des domaines dont le chiffre de dénombrement observé est nul. De la 

sorte, nous n’excluons aucun domaine de l’ajustement du modèle. Nous obtenons finalement le prédicteur 

empirique de iy  en remplaçant  , si in y  par     ,i e is en y  dans (3.2), ce qui garantit que la pondération 

d’échantillonnage sert à l’estimation sur petits domaines. Plus précisément, le prédicteur plug-in empirique 

(PE) de iy  est alors 

         
PE PEˆˆ ,ii e is e i e i ey y N n     (3.4) 

avec       PE ˆˆ ˆexpit .x β z uT T
i ii e e e    L’estimation de la proportion dans le domaine i  est    

PE PE1ˆ ˆ .ii e i eP N y  

Dans ce cas, il s’agit respectivement avec  β̂ e  et  ˆ i eu  des estimations du paramètre des effets fixes et du 
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prédicteur du paramètre des effets aléatoires dans le modèle (3.2) compte tenu d’une « taille d’échantillon 

efficace »   ,i en  et d’un « chiffre d’échantillon efficace »   .is ey  De même, l’estimateur synthétique de iy  

est    
SYN SYNˆˆ ,ii e i ey N   avec     SYN

, out
ˆˆ expit .x βT

ii e e   

 
3.2  Calcul de la taille d’échantillon efficace 
 

En nous appuyant sur les idées exposées dans Liu et coll. (2014) et Franco et Bell (2013), nous décrivons 

une procédure permettant de calculer par district les valeurs de taille d’échantillon efficace et le chiffre 

d’échantillon efficace correspondant pour le dénombrement des ménages pauvres. Nous obtenons d’abord 

une prédiction approximative par modèle de ,iP  disons ˆ ,iP  à partir d’un modèle linéaire logistique ajusté 

à des estimations (pondérées) directes par district iwp  avec un ensemble de variables auxiliaires au niveau 

des districts. Nous ajustons ce modèle à l’aide de la fonction glm  dans le langage R en spécifiant la famille 

comme « binomiale » et avec les tailles d’échantillon par district comme pondération. Par définition, les 

estimations par modèle  ˆˆ exp x λi
T
iP   se situeront dans l’intervalle (0, 1). Ici, x i  désigne le vecteur de 

covariables dans la fonction glm  comme dans le modèle (3.1). Nous nous reportons ensuite aux estimations 

directes de variance  2
i iws v p  de l’enquête du NSSO comme variables dépendantes dans un modèle 

FVG. Au moyen des données des districts sans dénombrement nul des ménages pauvres, nous établissons 

une estimation lissée de la variance d’échantillonnage par le modèle 

       1 22
0FVG 1 .i i i iiE s P P R      

Dans ce cas,    12
2

1 1
,i in n

i ij ijj j
R w w



 
    où ijw  est le poids du ménage j  dans le district .i  Si on 

prend les logarithmes des deux côtés, on obtient 

      *
0 1 2

ˆ ˆlog FVG log 1 log .i iii P P R          

Ce modèle peut être ajusté avec la fonction lm  dans R pour dégager les estimations *
0ˆ , 1̂  et 2̂  des 

coefficients de régression. Nous calculons ensuite les estimations FVG lissées de la variance 

d’échantillonnage comme        1 2
ˆ ˆ2 * *

0
ˆ ˆˆˆ exp 1 .i iw ii is v p P P R

        Enfin, nous calculons pour 

chaque district la taille d’échantillon efficace  i en  et le chiffre d’échantillon efficace de dénombrement des 

ménages pauvres   ,is ey  comme  
 
 *

1ˆ ˆ
i

w

i

i

P P

i e v pn
  et     .iwis e i ey n p  Nous arrondissons les valeurs à l’entier 

le plus proche. La figure 3.1 présente les tailles d’échantillon efficaces par rapport aux tailles d’échantillon 

observées. Les chiffres d’échantillon efficaces et observés se trouvent à la figure 3.2. Dans la majorité des 

cas, la taille efficace est inférieure à la taille observée. De même, le chiffre d’échantillon efficace est le plus 

souvent inférieur au chiffre observé, indice que le plan de sondage fait perdre de l’information si on le 

compare pour les mêmes districts à un échantillonnage aléatoire simple. La figure 3.3 livre par district les 

estimations directes d’enquête, pondérées et non pondérées, de la proportion de ménages pauvres. Il ressort 

de cette figure que les estimations directes non pondérées sous-évaluent la proportion de ménages pauvres. 
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Figure 3.1 Taille d’échantillon efficace et taille d’échantillon observée pour les données du NSSO. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.2 Chiffre d’échantillon efficace et chiffre d’échantillon observé pour les données du NSSO. 
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Figure 3.3 Estimations directes d’enquête pondérées et non pondérées par district de la proportion de ménages 
pauvres. 

 
3.3  Effets aléatoires de domaine en corrélation spatiale 
 

Dans le modèle (3.2), on suppose que les effets aléatoires de domaine ne sont pas en corrélation. Dans 

de nombreuses applications, la situation des domaines dans l’espace est le reflet d’une information de 

contexte manquante et l’hypothèse d’absence de corrélation est à mettre en doute dans le cas des effets 

aléatoires de domaine. Il est souvent raisonnable de supposer que les effets de domaines voisins (définis, 

par exemple, par un critère de contiguïté) sont en corrélation et que la corrélation décroît jusqu’à zéro à 

mesure qu’augmente la distance entre les domaines. Pour tenir compte de la dépendance entre domaines 

voisins, on emploie souvent dans un traitement d’EPD des modèles spatiaux pour les effets aléatoires de 

domaine (Pratesi et Salvati, 2008; Chandra et Salvati, 2018). Nous le faisons en introduisant une dépendance 

spatiale dans la structure des erreurs du modèle (3.2). Plus précisément, nous posons un processus 

d’autorégression simultanée (ARS) des erreurs (Pratesi et Salvati, 2008) où le vecteur des effets aléatoires 

de domaine  v iv  peut s’exprimer sous la forme  

 ,v Lv u   (3.5) 

où   1 ,v I L uD     avec   0vE   et         12Var .v I L I L Ω δT
u D D sp        Ici, L  est 

une matrice de proximité d’ordre ,D  20,u Iu DN   et   est un coefficient d’autorégression spatiale. À 

partir de (3.2) et (3.5), le MLGM en dépendance spatiale (MLGMS) s’obtient par la forme 

   1 .η Xβ Z I L u Xβ ZvD        (3.6) 
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La matrice de proximité L  décrit comment les effets aléatoires des domaines voisins sont liés, alors que 

  définit l’étroitesse de ce rapport spatial. En d’autres termes, c’est l’indicateur du degré de similitude entre 

un objet et les objets voisins. Dans ce qui suit, nous employons l’indice « sp » pour désigner les quantités 

liées dans le modèle (3.5). La forme la plus simple pour définir L  est une matrice de contiguïté, c’est-à-

dire une matrice carrée binaire L  d’ordre D  avec des valeurs non nulles seulement pour les paires de 

domaines adjacents. Pour faciliter l’interprétation, nous prêtons généralement à cette matrice une forme 

réduite et centrée de ligne, auquel cas   est appelé paramètre d’autocorrélation spatiale (Banerjee, Carlin 

et Gelfand, 2004). L’élément  , 1, ,jkl j k D   d’une matrice de contiguïté prend formellement la 

valeur 1 si le domaine j  a une arête commune avec le domaine k  et 0 dans les autres cas. Sous une forme 

réduite et centrée de ligne, cela devient 

 
1 si  et  sont contigus

0 dans les autres cas,

j

jk

t j k
l


 


 (3.7) 

où jt  est le nombre total de domaines partageant une arête avec le domaine j  (ce qui comprend le domaine 

j  lui-même). La contiguïté représente sans doute la spécification la plus simple, mais non nécessairement 

la meilleure, d’une matrice d’interaction spatiale (voir Chandra (2013), par exemple). Il est peut-être plus 

informatif que cette interaction soit précisée, par exemple, comme une certaine fonction de la longueur 

d’une limite commune entre domaines voisins ou de la distance entre domaines. Pour notre propos, nous 

examinerons donc une définition fondée sur la distance pour la matrice de proximité L  (matrice dont les 

entrées sont fonction de la distance entre les petits domaines ou districts). Nous nous attachons aux 

différentes façons de définir la proximité (ou la matrice de pondération spatiale), le but étant de reconnaître 

le meilleur moyen d’exploiter l’information spatiale pour produire des estimations fiables de petits 

domaines. Disons que la situation dans l’espace du domaine ou du district i  correspond aux coordonnées 

d’un point spatial arbitrairement défini (coordonnées x y  ou longitude et latitude dans une représentation 

bidimensionnelle) dans un domaine (centroïde, par exemple), ce que nous désignerons par  , .i ix iyc c c  

Soit jk j kd c c   une mesure appropriée de la distance entre les points spatiaux des domaines j  et .i  

Nous considérons alors les spécifications suivantes de la matrice de proximité L  en fonction de la distance : 

(i) Proximité définie comme l’inverse de la distance entre les domaines : 

  
1 ;

0 .
L

jk

jk

d j k
l

j k

 
  


 (3.8) 

(ii) Spécification exponentielle de la fonction de proximité ainsi définie : 

     2exp 0,5L jk jkl d    (3.9) 

(iii) Spécification gaussienne de la fonction de proximité ainsi définie : 

                  2
exp 0,5 ,L jk jkl d b    (3.10) 
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où le paramètre b  est la largeur de bande, laquelle peut se définir au mieux à l’aide du critère des 

moindres carrés (Fotheringham, Brunsdon et Charlton, 2002). La largeur de bande est une mesure 

de la vitesse de décroissance de la proximité à mesure que croît la distance. Nous employons une 

procédure d’intervalidation pour estimer cette largeur. Dans ce cas, la proximité en (3.10) 

diminue exponentiellement à mesure qu’augmente la distance entre les domaines j  et .k  Plus 

particulièrement, nous employons la fonction .gwr sel  dans le paquet spgwr  de R pour calculer 

la valeur de largeur de bande. Nous utilisons également la fonction .Moran I  du paquet ape  de 

R pour vérifier la présence d’une corrélation spatiale dans les données. Selon les résultats de cette 

analyse, les données du NSSO présentent une certaine autocorrélation spatiale. Nous rejetons en 

particulier l’hypothèse nulle d’absence de corrélation spatiale au niveau de signification de 1 %. 

 
Dans le modèle (3.5), il y a deux paramètres 2( u  et )  à estimer. Posons que  2 , .δ T

u   Si nous 

remplaçons ces paramètres inconnus par leurs valeurs estimées  2ˆ ˆˆ , ,δ T
u   et désignons les estimateurs 

plug-in qui suivent par un accent circonflexe, nous définissons le prédicteur empirique spatial (PES) du 

chiffre de population dans le domaine i  par 

         
PES PESˆˆ ,ii e is e i e i ey y N n     (3.11) 

avec       PES ˆˆ ˆexpit .x β z vspT T
i ii e e e    Le prédicteur empirique spatial correspondant de la proportion dans 

le domaine i  est    
PES PES1ˆ ˆ .ii e i eP N y  Dans le cas d’un domaine non échantillonné, le prédicteur empirique 

spatial synthétique (désigné par SpSyn dans la suite du texte) de iP  est     SpSyn
, out

ˆˆ expit .x β spT
ii e eP   Là,  β̂ sp

e  

est l’estimation des paramètres d’effets fixes β  et  v̂ e  est la valeur prédite des effets aléatoires en 

corrélation spatiale v  dans le modèle ARS avec la « taille d’échantillon efficace » et le « chiffre 

d’échantillon efficace ». L’estimation des paramètres de modèle inconnus en (3.6) découle de la procédure 

examinée à la section précédente, mais la composante de variance 2
u  est maintenant  2 ,δ T

u   et 

l’effet aléatoire prédit  û e  est remplacé par  ˆ .v e  

 
3.4  Estimation de l’erreur quadratique moyenne (EQM) 
 

L’estimation d’erreur quadratique moyenne du prédicteur empirique de petits domaines (3.4) suit ce que 

décrivent Saei et Chambers (2003), Manteiga et coll. (2007), Johnson et coll. (2010), Chandra et coll. 

(2011), Chandra, Salvati et Chambers (2018) et les références présentées. Nous utilisons directement 

l’estimation EQM du prédicteur empirique (3.4) par l’expression (3.12) en remplaçant respectivement les 

tailles et les chiffres d’échantillon observés par les tailles et les chiffres efficaces comme pondération 

d’enquête. Dans le modèle (3.2), une estimation approximative EQM du PE (3.4) par les tailles et les chiffres 

d’échantillon efficaces est 

         PE 2 2 2
1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆeqm 2 .i u i u i ui eP m m m      (3.12) 
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Cette estimation de l’erreur quadratique moyenne est fondée sur une approximation analogue à celle du 

modèle linéaire mixte (voir Rao et Molina (2015), chapitre 5, pages 100-107), Saei et Chambers (2003) et 

Manteiga et coll. (2007)). Pour définir trois composantes de cette erreur (3.12), soit 1ˆˆ ,Σ Z BZ ΩT  

  * 1diagX HXiN   et   * 1diag ,Z HZiN   où 

                                 
 

     PE PE

ˆ

ˆ ˆdiag 1 ; 1, ,
η η

η
H

η i e i e

h
P P i D




   


   

et où 

                                        
2

1 PE PE

ˆ

ˆ ˆdiag 1 ; 1, ,
η η

B
η η i e i e i eT

l
n P P i D


  

        

est la matrice des dérivées secondes de 1l  (fonction de vraisemblance logarithmique 1l  définie par le vecteur 

 y s e  étant donné )u  pour η  à ˆ .η η  D’après McGilchrist (1994), nous pouvons former la matrice de 

variances-covariances comme 

                                   11 12

1
21 22

ˆ ˆ
ˆ ,

ˆ ˆ ˆ ˆ

X 0 0 X BX X BZ V V
V B X Z

Z 0 Ω Z BX Σ V V

T T T

T T

    
                

  

de sorte que 

                              
1

11 121

21 22

ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆ ˆ

X BX X BZ A A
V

Z BX Σ A A

T T

T






       
  

où nous avons partitionné tant V̂  que son inverse 1V̂   selon les dimensions de β  et .u  Dans ce cas, 
1

1
11

ˆ ˆA X BX X BZΣ Z BXT T T


     et     1 1 1
22 11

ˆ ˆˆ ˆ ˆ .A Σ Σ Z BX A X BZ ΣT T     Nous posons 
* 1ˆ= Z Σ  ; soit  

*Z k  la ek  ligne de la matrice *,Z  dont la dérivée est donnée par 

  
    

     
2 2 2 2

* 1
22 * 1 1 * 1 1 1 1

2 2
ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ
Z Σ

Z Σ Σ Z Σ Ω Ω Σ
u u u u

k k
uk k k

u u   


 


      

 

 
    

 
  

où  ˆˆ .Σ Z B BZΩZ B ZT T    Dans cette notation, si nous supposons que le modèle (3.2) se vérifie et 

nous reportons aux tailles et aux chiffres d’échantillon efficaces, les composantes de l’estimation EQM 

(3.12) sont 

 

   
   
         

2 * 1 *
1

2 * * 1
2 11

2 2
3

ˆˆ ,

ˆ ˆˆ avec , et

ˆˆ ˆtrace .

z Z Σ Z z

z CA C z C = X Z Σ Z BX

z Σ z 

T T
i u i i

T T T
i u i i

TT
i u i u ik l

m

m

m v





 









 

   

  

Là,  2ˆ uv   est la matrice des covariances asymptotiques de 2ˆ ,u  qui s’obtient comme l’inverse de la 

matrice d’information de Fisher appropriée pour 2ˆ .u  Si nous employons l’estimation du maximum de 

vraisemblance restreint de 2 ,u          12 42 2 2
1 11ˆ ˆ ˆ2 2=u u uv D t t  

    avec    12
1 22

ˆˆ trace Aut    

et  11 22 22
ˆ ˆtrace .A At   
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L’estimation EQM du prédicteur empirique spatial PES (3.11) se définit de la même manière. Si nous 

remplaçons  2ˆΩ u  par  ˆΩ δsp  et û  par v̂  en (3.12), elle se formule ainsi : 

                                                 PES
1 2 3

ˆ ˆ ˆˆeqm 2 ,δ δ δsp sp sp
i i ii eP m m m    (3.13) 

où dans (3.5) les trois composantes de (3.13) se définissent comme ci-après. Posons 

                                                     

  

1

* 1

* 1

ˆˆ ,

diag ; 1, , ,

diag ; 1, , ,

Σ Z B Z + Ω

Z H Z

X H X

T
sp sp sp

sp i sp

sp i sp

N i D

N i D









 

 





  

avec 

                                                          PES PESˆ ˆdiag 1 ; 1, ,B sp d i e i en P P i D      

et 

                                                          PES PESˆ ˆdiag 1 ; 1, , .H sp i e i eP P i D      

Alors 

                                              
   
    

* 1 *
1

1
1

2

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ

δ z Z Σ Z z

δ z C X B X X B ZΣ Z B X C z

sp T T
i i sp sp sp i

sp T T T T T
i i sp sp sp sp sp sp i

m

m








 
  

avec * * 1ˆ ,C X Z Σ Z B XT
sp sp sp sp sp

   et 

                                                        3
ˆ ˆˆtraceδ z Σ δ z sp sp spTT

i i sp ik lm v      

avec  ˆˆ .Σ Z B B ZΩ Z B ZT T
sp sp sp sp sp
    Ici,  δ̂v  est la matrice des covariances asymptotiques des 

estimateurs des paramètres ˆ ,δ  des composantes de variance 

                                 
    

       
* 1

* 1 1 1 1

2
ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ ,
ˆ ,

δ δ δ δ

Z Σ
Z Σ Ω δ Ω δ Σ

δ


sp
spk "sp ksp

sp sp sp spk sp kT
u 


   

 

 
  

 
  

où * 1ˆ= Z Σsp
sp sp

  and  
*Z sp k  est la ek  ligne de * .Z sp  

 
4  Résultats empiriques 
 

Dans cette section, nous examinerons l’application des méthodes d’EPD présentées à la section 

précédente à des données réelles d’enquête pour produire des estimations de la proportion de ménages 

ruraux pauvres au niveau des districts de l’État d’Uttar Pradesh en Inde. Nous exploitons les données de 

l’enquête 2011-2012 sur les dépenses de consommation des ménages du NSSO et les données du 

recensement 2011 de la population en Inde et posons une spécification binomiale pour les chiffres 

d’échantillon « efficaces » de dénombrement des ménages ruraux pauvres au niveau des districts. Nous 

récapitulons au tableau 4.1 les prédicteurs de petits domaines que nous retenons et les estimateurs EQM qui 

y sont liés. Nous décrivons d’abord un certain nombre d’importantes mesures de diagnostic pouvant servir 
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à l’examen des hypothèses des modèles sous-jacents et à la validation des résultats empiriques des 

différentes méthodes d’EPD. 

 
Tableau 4.1 
Définition des divers prédicteurs de petits domaines 
 

Prédicteur Description Estimation EQM 

DIR Estimation directe d’enquête Variance de DIR à la section 3 
PE PE (3.4) dans le modèle (3.1) Estimation EQM (3.12) 
PES1 PE spatial (3.11) dans le modèle (3.6) + pondération (3.7) Estimation EQM (3.13) 
PES2 PE spatial (3.11) dans le modèle (3.6) + pondération (3.8) Estimation EQM (3.13) 
PES3 PE spatial (3.11) dans le modèle (3.6) + pondération (3.9) Estimation EQM (3.13) 
PES4 PE spatial (3.11) dans le modèle (3.6) + pondération (3.10) Estimation EQM (3.13) 

 
4.1  Mesures de diagnostic 
 

Dans les applications d’EPD, deux types de mesures de diagnostic sont couramment utilisés, à savoir les 

diagnostics de modèle et les diagnostics d’estimations sur petits domaines (Brown, Chambers, Heady et 

Heasman, 2001). Les diagnostics de modèle servent avant tout à vérifier les hypothèses de distribution du 

modèle de petits domaines sous-jacent, c’est-à-dire à déterminer le rendement de ce modèle de travail en 

ajustement aux données d’enquête. Les diagnostics d’estimations sur petits domaines livrent une indication 

de la fiabilité (et de la validité) des estimations de modélisation produites par les différentes méthodes 

d’EPD. 

Dans les modèles de petits domaines définis en (3.1) et (3.6), on suppose que les effets aléatoires de 

domaine sont d’une distribution normale avec moyenne nulle et variance fixe. Si les hypothèses de 

modélisation se vérifient, on s’attend à ce que les résidus au niveau des domaines (ou districts) soient d’une 

distribution aléatoire autour de zéro. Ces résidus se calculent respectivement comme    
ˆˆ x βT

i ii e er    et 

   
ˆˆ x β spT

i ii e er    dans les modèles (3.1) et (3.6). On peut se reporter à des histogrammes et à des courbes 

normales de probabilité  q q  pour examiner l’hypothèse de normalité. Les figure 4.1a, b et c présentent 

l’histogramme des résidus au niveau des districts (graphique du haut), la courbe normale de probabilité 

 q q  des résidus à ce même niveau (graphique du milieu) et la distribution des résidus dans les districts 

(graphique du bas) selon les méthodes de petits domaines. Nous employons également le test de Shapiro-

Wilk (fonction .shapiro test  dans R) pour vérifier la normalité des effets aléatoires de domaine. Le 

tableau 4.2 présente les résultats de ce test pour les diverses méthodes d’EPD avec des valeurs p  de moins 

de 0,05 indiquant que les données s’écartent de la normalité. Dans les figures 4.1a, b et c, les résidus au 

niveau des districts pour toutes les méthodes d’EPD semblent d’une distribution aléatoire autour de zéro, 

comme on pouvait s’y attendre. De plus, les histogrammes et les courbes q q  aux figures 4.1a, b et c 

accréditent cette même hypothèse de normalité. Au tableau 4.2, nous pouvons aussi voir que les valeurs p 

du test de Shapiro-Wilk sont élevées pour toutes les méthodes d’EPD. Nous en concluons que les effets 

aléatoires de domaine sont sans doute d’une distribution normale. 
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Figure 4.1a  Histogrammes des résidus au niveau des districts selon les méthodes d’EPD. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.1b Courbes normales ( q q ) des résidus au niveau des districts selon les méthodes d’EPD. 
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Figure 4.1c Distributions des résidus au niveau des districts selon les méthodes d’EPD. 

 

Tableau 4.2 
Résultats du test de Shapiro-Wilk de la normalité des effets aléatoires au niveau des districts 
 

Méthode d’EPD Valeur de statistique de test (W) Valeur p 

PE 0,988 0,764 
PES1 0,989 0,771 
PES2 0,984 0,491 
PES3 0,982 0,391 
PES4 0,982 0,399 

 

Brown et coll. (2001) décrivent un ensemble de diagnostics pouvant permettre de jauger la validité et la 

fiabilité des estimations sur petits domaines par modèle. Ceux-ci reposent sur l’argument selon lequel de 

telles estimations devraient être a) cohérentes par rapport aux estimations directes d’enquête non biaisées 

(elles devraient approcher les estimations directes d’enquête en toute cohérence, c’est-à-dire en étant 

proches des valeurs attendues de ces dernières) et b) plus précises que les estimations directes d’enquête 

comme l’indiqueraient des estimations moindres d’erreur quadratique moyenne (les estimations sur petits 

domaines par modèle devraient présenter des EQM significativement moindres que les variances des 

estimations directes d’enquête correspondantes). Nous allons considérer quatre mesures de diagnostic 

communément utilisées qui satisfont à ces exigences, à savoir un diagnostic de biais, un test de qualité 

d’ajustement, un diagnostic par intervalle de confiance à 95 % et enfin un diagnostic de coefficient de 

variation (CV) en pourcentage. Les deux premiers portent sur la validité et les deux autres, sur la fiabilité 

ou le gain de précision des estimations sur petits domaines par modèle. Nous utilisons en outre un diagnostic 

de calage où les estimations par modèle sont agrégées à un niveau supérieur et comparées à ce niveau aux 
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estimations directes d’enquête (voir, par exemple, Chandra et coll. (2011). À noter que, dans ce cas, les 

estimations directes se définissent comme estimations directes pondérées d’enquête. 

Le diagnostic de biais repose sur l’idée que les estimations directes d’enquête sont des estimations sans 

biais des valeurs d’intérêt de la population (valeurs réelles). Si les estimations sur petits domaines par 

modèle sont « proches » des valeurs d’intérêt, les estimations directes d’enquête sans biais devraient se 

comporter comme des variables aléatoires dont les valeurs attendues correspondraient aux valeurs des 

estimations par modèle. Il est donc possible d’établir un diagnostic de qualité d’ajustement qui équivaut au 

test de Wald, le but étant de juger si les différences entre les estimations directes et les estimations par 

modèle ont une moyenne nulle (Brown et coll., 2001). La statistique du test de Wald se calcule comme 

 
 

   

2
DIR Estimation par modèle

DIR Estimation par modèle
W .

eqm
i i

i
i iv




   

La valeur de W est comparée au 95e percentile d’une distribution khi-carré à D  degrés de liberté. Dans ce 

cas, 71D   et la valeur de ce 95e percentile est 91,670. Le tableau 4.3 présente les résultats du diagnostic 

de qualité d’ajustement. Nous avons également calculé le biais moyen (Biais) et la différence relative 

moyenne (RE) entre les estimations directes et les estimations par modèle : 

                                        1 Estimation par modèle DIRBiais  i ii
D     

et 

                                           1
Estimation par modèle DIR

DIR
RE .i i

i
i

D 
 

 
 

   

Le tableau 4.4 indique les valeurs de Biais et RE pour différentes méthodes d’EPD. Les résultats aux 

tableaux 4.3 et 4.4 montrent clairement que les estimations par modèle issues des différentes méthodes 

d’EPD sont cohérentes par rapport aux estimations directes d’enquête. Enfin, nous présentons à la figure 4.2 

un ensemble de courbes de diagnostic de biais où nous rapprochons les estimations directes d’enquête (axe 

des )Y  des estimations par modèle correspondantes (axe des )X  et vérifions la divergence entre la courbe 

de régression et la ligne .Y X  Ces tracés indiquent que les estimations par modèle sont moins extrêmes 

que les estimations directes d’enquête, ce qui illustre le résultat caractéristique du traitement d’EPD qui 

rabat les valeurs plus extrêmes vers la moyenne. Les valeurs de R2 pour la courbe de régression ajustée (par 

les moindres carrés ordinaires) entre les estimations directes d’enquête et les estimations PE, PES1, PES2, 

PES3 et PES4 sont respectivement de 97, 93, 94, 92 et 96 %. En règle générale, ces différents diagnostics 

de biais font tous voir que les estimations issues de toutes les méthodes d’EPD seraient cohérentes par 

rapport aux estimations directes d’enquête. 
 

Tableau 4.3 
Diagnostic de qualité d’ajustement 
 

Méthode d’EPD Qualité d’ajustement* 

PE 23,645 
PES1 30,727 
PES2 27,784 
PES3 30,930 
PES4 24,442 
* Une faible valeur (< 91,670 dans ce cas) indique l’absence de différence statistiquement significative entre les estimations par modèle et les 

estimations directes. 
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Tableau 4.4 
Valeurs de diagnostic de biais entre les estimations directes (pondérées) d’enquête et les estimations par modèle 
 

Méthode d’EPD Biais RE 

PE 0,0023 0,2068 
PES1 0,0007 0,2155 
PES2 0,0016 0,1935 
PES3 0,0013 0,2096 
PES4 0,0016 0,2028 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 4.2 Courbes de diagnostic de biais avec la ligne y = x (en pointillé) et la courbe de régression (trait uni) 
pour la proportion de ménages ruraux pauvres dans l’État d’Uttar Pradesh : estimations par 
modèle et estimations directes (pondérées) d’enquête. 
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Un second ensemble de diagnostics permet d’évaluer la fiabilité et le gain de précision des estimations 

par modèle par rapport aux estimations directes d’enquête. Le coefficient de variation (CV) en pourcentage 

est l’erreur-type d’échantillonnage estimée en proportion de l’estimation. Nous considérons que les 

estimations sur petits domaines dont les CV sont élevés ne sont pas fiables. Aucune norme internationale 

ne nous dit dans ce contexte ce que serait un CV « trop élevé » (Chandra et coll. (2011) et Johnson et coll. 

(2010)), mais en règle générale, les CV de moins de 10 % sont préférables dans le cas des estimations au 

niveau des districts. Le tableau 4.5 récapitule les CV des estimations directes d’enquête et des estimations 

par modèle issues des différentes méthodes d’EPD. Les résultats au tableau 4.5 autorisent deux conclusions. 

D’abord, les CV des estimations directes sont supérieurs à ceux des estimations par modèle. De plus, le 

rendement relatif des méthodes par modèle par rapport aux estimations directes d’enquête s’améliore à 

mesure que décroît la taille d’échantillon observée (ou efficace) par district. En d’autres termes, les 

estimations calculées par les différents modèles sont plus sûres et plus révélatrices de la fréquence de la 

pauvreté en milieu rural dans l’État d’Uttar Pradesh. En second lieu, si nous considérons les cinq méthodes 

d’EPD par modèle visées dans cette analyse, nous constatons que les CV du PE spatial (3.11) dans le modèle 

spatial (3.6) et avec la matrice de proximité définie par les quatre fonctions de proximité spatiale 

correspondant à PES1, PES2, PES3 et PES4 sont tous inférieurs au CV du prédicteur empirique (3.4) dans 

le modèle non spatial (3.1). En d’autres termes, le recours à l’information spatiale améliore le rendement de 

la méthode d’EPD. En particulier, PES3 serait la méthode la plus performante des quatre méthodes spatiales 

que nous avons examinées. Dans ce qui suit, nous nous attacherons donc au seul prédicteur PES3. 

 

Tableau 4.5 
Distributions des CV selon les méthodes 
 

Valeur DIR PE PES1 PES2 PES3 PES4 

Minimum 12,92 13,02 12,82 12,73 12,62 12,73 
1er quartile 22,16 20,26 19,02 19,91 19,02 19,59 
Médiane 30,81 24,42 23,76 24,20 22,92 23,78 
Moyenne 35,68 25,35 24,11 24,94 23,95 24,80 
3e quartile 47,64 30,52 27,78 29,12 27,97 29,36 
Maximum 99,06 43,21 39,49 42,97 38,56 42,00 

 

La figure 4.3 présente la distribution par district des CV des méthodes DIR, PE et PES3. On peut voir 

que les estimations directes d’enquête de la fréquence de la pauvreté sont instables avec des CV variant de 

12,92 à 99,06 % pour une moyenne de 35,68 %. Ajoutons que les CV de ces estimations sont de plus de 

40 % et 50 % respectivement dans 7 et 14 des districts sur 71 (voir la figure 4.3). Par contraste, les CV 

moyens de PE et PES3 sont respectivement de 25,35 % et 23,95 % et le CV de PES3 est inférieur au CV de 

PE dans 69 districts sur 71. 

La figure 4.4 trace par district la courbe des intervalles de confiance (IC) à 95 % pour DIR et PES3. 

Dans ce cas, les IC à 95 % sont plus larges pour les estimations directes que pour les estimations par modèle 

dans PES3. Nous complétons cet examen à vue des IC à 95 % en calculant les valeurs du diagnostic de 

recouvrement décrit dans Brown et coll. (2001) comme moyen d’évaluation de la validité des intervalles de 

confiance des estimations par modèle. Nous calculons d’abord des intervalles de confiance à 95 % corrigés 

pour les estimations directes et les estimations par modèle à l’aide des valeurs critiques par district 
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         DIR DIRestimation par modèle esti1,96 eqm eq mation par m m .odèlei i i i ic v v    

Nous comptons ensuite les fois que les intervalles corrigés ne sont pas en recouvrement. En principe, le 

taux de non-recouvrement devrait être d’au plus 5 %. Les taux observés de non-recouvrement sont 

respectivement de 1,41 % et 2,82 % pour les méthodes PE et PES3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 4.3 Courbe des coefficients de variation (en pourcentage) par district pour les estimations DIR (tireté, 
), PE (trait épais,) et PES3 (trait uni,). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.4 Courbe des intervalles de confiance à 95 % par district pour les estimations directes (trait épais, ) 
par rapport aux estimations PES3 (trait uni,). 

 

100 
 

95 
 

90 
 

85 
 

80 
 

75 
 

70 
 

65 
 

60 
 

55 
 

50 
 

45 
 

40 
 

35 
 

30 
 

25 
 

20 
 

15 
 

10 

C
o
e
ff
ic
ie
n
ts
 d
e
 v
ar
ia
ti
o
n
 (
%
) 

          1    3    5     7    9    11  13  15  17  19  21   23  25  27  29  31  33  35   37  39  41  43  45  47   49  51  53  55  57   59  61  63  65  67  68   71 

Districts (ordre croissant de taille d’échantillon) 

 
0,8 

 
 

 
0,6 

 
 
 
 

0,4 
 
 
 
 

0,2 
 
 
 
 

0,0 

In
te
rv
al
le
 d
e
 c
o
n
fi
an

ce
 à
 9
5
 %
 

         0                10               20              30                40               50               60               70 
 

Districts 



56 Chandra, Chambers et Salvati : Estimation sur petits domaines portant sur des chiffres pondérés d’enquête 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Enfin, nous examinons les propriétés de calage des estimations par modèle au niveau des districts en 

portant le tout à un plus haut niveau (État ou région, par exemple). Soit ˆ
iP  et iN  l’estimation de la 

proportion de ménages pauvres et la taille de la population dans le district .i  L’estimation au niveau de 

l’État de la proportion de ménages pauvres se calcule comme 
1 1

ˆ ˆ .
D D

i i ii i
P N P N

 
    L’État d’Uttar 

Pradesh se divise en régions du centre, de l’est, de l’ouest et du sud, et il est possible de regarder les 

propriétés de calage en fonction de ces régions. Le tableau 4.6 présente au niveau de l’État d’Uttar Pradesh 

et de ses régions la proportion de ménages ruraux pauvres selon les différentes méthodes d’EPD. Si nous 

comparons ces estimations aux estimations directes correspondantes, nous constatons que les estimations 

par modèle sont très proches de ces dernières au niveau de l’État et au niveau individuel pour ces régions. 
 

Tableau 4.6 
Estimation à un niveau d’agrégation de la proportion de ménages pauvres selon les différentes méthodes d’EPD. 
Les estimations sont agrégées sur 71 districts au niveau de l’État ainsi qu’au niveau des quatre régions 
 

Région DIR PE PES1 PES2 PES PES4 

État 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26 0,26 
Centre 0,34 0,32 0,34 0,33 0,33 0,33 
Est 0,31 0,30 0,31 0,30 0,31 0,31 
Sud 0,26 0,27 0,27 0,27 0,27 0,28 
Ouest 0,15 0,17 0,16 0,17 0,16 0,16 

 

4.2  Analyse des résultats 
 

Les éléments d’analyse de la sous-section précédente démontrent clairement que les estimations par 

modèle issues des diverses méthodes de notre étude sont cohérentes par rapport aux estimations directes 

d’enquête. De plus, les valeurs des coefficients de variation, les intervalles de confiance à 95 % et les valeurs 

de diagnostic de recouvrement indiquent que les estimations par modèle sont fiables et plus stables que les 

estimations directes d’enquête correspondantes. Il est donc possible de recommander les EPD par modèle 

et en particulier les estimations du prédicteur PES3 aux divers intervenants s’occupant de planification et 

d’application des politiques. À la figure 4.5, nous présentons une carte de la pauvreté avec les proportions 

estimées de ménages ruraux pauvres (fréquence de la pauvreté) dans les différents districts de l’État d’Uttar 

Pradesh selon la méthode PES3. Cette carte décrit la distribution de la pauvreté dans cet État et fait voir le 

degré d’inégalité entre les districts dans la distribution des ménages ruraux pauvres, le ménage pauvre se 

définissant comme ayant des dépenses mensuelles de consommation par personne qui se situent sous la 

ligne de pauvreté de l’État. La figure 4.6 offre en pendant une carte des CV des estimations PES3 dans les 

différents districts. Ces cartes sont complétées par les résultats du tableau 4.7 où figurent les estimations par 

district avec les CV et les intervalles de confiance à 95 % pour les prédicteurs DIR et PES3. À titre 

d’exemple, on peut constater que, dans la région de l’ouest de l’État d’Uttar Pradesh, nombreux sont les 

districts à faible fréquence de la pauvreté rurale : Saharanpur, Hathras, Meerut, Baghpat, Muzaffarnagar, 

Bulandshahar, etc. De même, on peut voir que, dans la région de l’est et celle de Bundelkhand (partie nord-

est de la carte), un certain nombre de districts (Azamgarh, Sitapur, Chitrakoot, Bahraich, Siddharthnagar, 

Banda, Fatehpur, Basti, Kaushambi, etc.) se caractérisent, eux, par une haute fréquence de la pauvreté. Au 

tableau 4.6, la fréquence de la pauvreté rurale estimée par le prédicteur empirique spatial est la plus basse 

dans la région de l’ouest (16%) et la plus haute dans la région du centre (33%) et la moyenne de l’État est 

d’environ 26 %. Au tableau 4.7, les estimations de fréquence par district pour le prédicteur PES3 varient 
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entre un minimum de 6 % et un maximum de 50 %. La figure 4.5 fait nettement ressortir l’inégalité spatiale 

de la répartition de la pauvreté rurale entre les districts de l’État d’Uttar Pradesh, tout comme les estimations 

des tableaux 4.6 et 4.7. Ces indications devraient se révéler utiles aux planificateurs et aux administrateurs 

des politiques qui désirent prendre des décisions financières et administratives efficaces. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.5 Distribution au niveau des districts de la fréquence de la pauvreté rurale dans l’État d’Uttar 
Pradesh selon la méthode PES3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

Figure 4.6 Distribution au niveau des districts des coefficients de variation en pourcentage pour la méthode 
PES3. 
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Tableau 4.7 
Estimations directes (DIR) et par modèle (PES3) au niveau des districts avec leurs CV (en pourcentage) et les 
intervalles de confiance à 95 % correspondants pour la fréquence de la pauvreté dans l’État d’Uttar Pradesh 
en 2011-2012 
 

Région District Fréquence estimée de la pauvreté Intervalles de confiance à 95 % Coefficient de variation en %

DIR PES3 DIR PES3 DIR PES3 

Min. Max. Min. Max.

Ouest Saharanpur 0,07 0,07 0,00 0,14 0,03 0,12 53,16 33,10 
Muzaffarnagar 0,05 0,07 0,00 0,10 0,03 0,12 52,36 33,10 
Bijnor 0,17 0,17 0,06 0,28 0,08 0,25 31,79 25,41 
Moradabad 0,13 0,15 0,06 0,20 0,07 0,23 28,41 26,67 
Rampur 0,24 0,20 0,08 0,40 0,10 0,30 34,35 25,98 
Jyotiba P, Nagar 0,27 0,23 0,10 0,44 0,11 0,34 31,69 25,92 
Meerut 0,00 0,06 0,00 0,00 0,02 0,11 78,83 38,27 
Baghpat 0,14 0,11 -0,04 0,32 0,03 0,19 65,87 36,49 
Ghaziabad 0,05 0,10 -0,02 0,12 0,03 0,17 68,16 36,06 
G, B, Nagar 0,02 0,08 -0,02 0,06 0,02 0,14 99,06 38,56 
Bulandshahr 0,10 0,09 0,03 0,17 0,04 0,15 36,60 28,15 
Aligarh 0,18 0,23 0,01 0,35 0,11 0,35 47,56 26,91 
Mahamaya Nr 0,01 0,07 -0,01 0,03 0,02 0,12 82,97 36,75 
Mathura 0,18 0,17 0,05 0,31 0,08 0,26 38,23 27,59 
Agra 0,19 0,20 0,07 0,31 0,11 0,30 32,75 24,25 
Firozabad 0,25 0,23 0,09 0,41 0,12 0,34 32,69 24,38 
Etah 0,13 0,15 -0,01 0,27 0,06 0,24 56,82 29,95 
Mainpuri 0,45 0,33 0,22 0,68 0,19 0,47 26,57 21,72 
Budaun 0,23 0,20 0,07 0,39 0,10 0,30 35,57 25,00 
Bareilly 0,05 0,10 -0,01 0,11 0,04 0,17 57,98 31,89 
Pilibhit 0,18 0,18 0,01 0,35 0,08 0,28 47,72 27,93 
Shahjahanpur 0,27 0,25 0,11 0,43 0,14 0,36 30,39 22,01 
Farrukhabad 0,18 0,17 0,01 0,35 0,08 0,27 49,26 28,16 
Kannauj 0,31 0,28 0,10 0,52 0,15 0,40 35,37 22,92 
Etawah 0,09 0,15 -0,02 0,20 0,06 0,25 62,63 31,55 
Auraiya 0,15 0,18 0,04 0,26 0,08 0,28 36,53 28,02 
Kansiram Nr 0,16 0,12 0,02 0,30 0,04 0,20 46,20 33,33 

Centre Kheri 0,30 0,31 0,16 0,44 0,20 0,43 24,31 18,96 
Sitapur 0,32 0,32 0,20 0,44 0,22 0,42 19,56 16,59 
Hardoi 0,26 0,26 0,15 0,37 0,16 0,36 22,25 19,46 
Unnao 0,57 0,49 0,42 0,72 0,37 0,61 13,36 12,69 
Lucknow 0,35 0,35 0,17 0,53 0,22 0,47 26,02 18,10 
Rae Bareli 0,37 0,36 0,25 0,49 0,25 0,46 16,46 14,64 
Kanpur Dehat 0,15 0,22 -0,04 0,34 0,10 0,33 63,88 26,47 
Kanpur Nagar 0,12 0,20 0,02 0,22 0,10 0,31 41,19 26,53 
Fatehpur 0,52 0,46 0,38 0,66 0,33 0,58 13,88 14,04 

Sud Jalaun 0,21 0,24 0,06 0,36 0,12 0,35 35,70 24,86 
Jhansi 0,12 0,16 0,00 0,24 0,07 0,25 48,97 29,13 
Lalitpur 0,14 0,17 0,00 0,28 0,06 0,29 52,16 33,90 
Hamirpur 0,17 0,25 -0,02 0,36 0,11 0,40 55,55 29,20 
Banda 0,49 0,40 0,28 0,70 0,25 0,55 21,36 19,04 
Chitrakoot 0,20 0,27 -0,03 0,43 0,12 0,43 59,47 28,95 
Mahoba 0,35 0,33 0,20 0,50 0,21 0,45 21,38 18,87 
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Tableau 4.7 (suite) 
Estimations directes (DIR) et par modèle (PES3) au niveau des districts avec leurs CV (en pourcentage) et les 
intervalles de confiance à 95 % correspondants pour la fréquence de la pauvreté dans l’État d’Uttar Pradesh 
en 2011-2012 
 

Région District Fréquence estimée de la pauvreté Intervalles de confiance à 95 % Coefficient de variation en %

DIR PES3 DIR PES3 DIR PES3 

Min. Max. Min. Max.

Est Maharajganj 0,35 0,34 0,02 0,68 0,17 0,52 48,51 26,07 
Pratapgarh 0,45 0,41 0,31 0,59 0,29 0,53 15,77 14,71 
Kaushambi 0,45 0,32 0,28 0,62 0,19 0,46 19,16 21,16 
Allahabad 0,24 0,27 0,11 0,37 0,16 0,38 27,21 20,78 
Bara Banki 0,50 0,45 0,32 0,68 0,32 0,58 17,86 15,11 
Faizabad 0,29 0,32 0,11 0,47 0,19 0,45 30,81 21,06 
Ambedkar Nr 0,31 0,34 0,18 0,44 0,22 0,46 20,62 17,70 
Sultanpur 0,21 0,24 0,11 0,31 0,15 0,32 24,39 19,03 
Bahraich 0,49 0,47 0,32 0,66 0,33 0,61 17,90 15,14 
Shrawasti 0,36 0,33 0,16 0,56 0,19 0,48 28,08 21,80 
Balrampur 0,20 0,23 0,05 0,35 0,11 0,35 39,42 26,68 
Gonda 0,27 0,29 0,15 0,39 0,18 0,40 22,81 18,76 
Siddharth Nr 0,26 0,26 0,14 0,38 0,15 0,36 23,43 20,87 
Basti 0,58 0,50 0,43 0,73 0,38 0,62 12,92 12,62 
Sant Kabir Nr 0,33 0,32 0,18 0,48 0,20 0,44 23,54 19,13 
Gorakhpur 0,28 0,27 0,17 0,39 0,18 0,37 19,90 17,88 
Kushinagar 0,21 0,23 0,10 0,32 0,13 0,32 26,53 21,49 
Deoria 0,35 0,33 0,20 0,50 0,21 0,45 21,49 18,38 
Azamgarh 0,32 0,32 0,21 0,43 0,21 0,42 18,15 16,69 
Mau 0,15 0,24 0,03 0,27 0,12 0,37 39,89 26,03 
Ballia 0,27 0,28 0,12 0,42 0,15 0,40 27,64 22,42 
Jaunpur 0,18 0,23 0,09 0,27 0,13 0,33 25,01 21,55 
Ghazipur 0,24 0,25 0,14 0,34 0,16 0,34 21,56 19,26 
Chandauli 0,19 0,20 0,06 0,32 0,10 0,30 34,87 25,62 
Varanasi 0,19 0,19 0,08 0,30 0,11 0,28 28,43 22,47 
S, R, Das Nr 0,51 0,41 0,34 0,68 0,28 0,54 17,40 16,46 
Mirzapur 0,24 0,24 0,14 0,34 0,14 0,34 22,06 21,25 
Sonbhadra 0,38 0,35 0,21 0,55 0,22 0,48 22,77 21,25 

 
 

5  Observations en conclusion 
 

Dans cet article, nous décrivons une extension spatiale de la version au niveau du domaine du MLGM 

et considérons l’estimation sur petits domaines des proportions pondérées selon l’enquête dans ce modèle. 

Nous introduisons la dépendance spatiale dans la structure des erreurs du MLGM par un processus 

autorégressif simultané (ARS). Nous examinons les différentes façons d’intégrer la dépendance spatiale 

résultante aux estimations sur petits domaines. Nous faisons intervenir une taille et un chiffre d’échantillon 

efficaces pour tenir compte du plan de sondage. Nous décrivons également un estimateur EQM analytique. 

Nous appliquons ensuite ces méthodes d’EPD à des données réelles d’enquête pour estimer la fréquence de 

la pauvreté en milieu rural et produire une carte correspondante de la pauvreté dans les différents districts 
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de l’État d’Uttar Pradesh en Inde. Nous évaluons nos résultats empiriques par plusieurs mesures de 

diagnostic et démontrons que les méthodes d’EPD par modèle font faire des gains d’efficacité dans 

l’estimation au niveau des districts des proportions de ménages pauvres. Ajoutons que, lorsque nous 

utilisons la corrélation spatiale entre les districts d’une manière appropriée, les estimations par modèle 

mènent à des gains significatifs d’efficacité des estimations au niveau des districts. Dans le cas de ces 

données, une mesure de proximité spatiale définie comme une fonction gaussienne des distances entre les 

districts semble le meilleur moyen de tenir compte de l’association spatiale entre ceux-ci. Disons enfin que 

l’exploitation de l’information d’enquête par l’emploi d’une taille d’échantillon efficace permet des 

estimations plus représentatives et réalistes. 

Dans le contexte de l’estimation des dénombrements de petits domaines dans des modèles de petits 

domaines au niveau des unités, D’Alò, Di Consiglio, Falorsi, Ranalli et Solari (2012) décrivent plusieurs 

façons d’inclure dans l’analyse l’information spatiale par différentes mesures de distance. Il serait donc bon 

de sonder ces possibilités d’introduire l’information spatiale dans les versions au niveau du domaine des 

modèles correspondants de petits domaines. Dans notre article, nous employons également une structure 

d’autorégression simultanée pour appréhender la dépendance spatiale dans le MLGM. Comme nous l’avons 

indiqué, d’autres moyens comme les modèles autorégressifs conditionnels et les modèles nouvellement 

conçus de non-stationnarité spatiale peuvent servir à caractériser cette dépendance. Voir, par exemple, 

Besag et coll. (1991), Leroux et coll. (1999) et Chandra et coll. (2017, 2018). Ce sont des méthodes à 

explorer et nous sommes en train de les étudier. 

Il convient enfin de noter que les estimations au niveau des districts de la fréquence de la pauvreté en 

milieu rural par les méthodes que nous avons décrites seront utiles à divers ministères du gouvernement 

indien et aux organisations internationales dans leur planification stratégique et leur recherche en politiques. 

Elles faciliteront aussi les affectations budgétaires et le ciblage des interventions en matière de bien-être en 

faisant connaître les districts ou les régions se caractérisant par une haute fréquence de la pauvreté rurale. 

Notre application est enfin la preuve que l’EPD peut constituer un moyen rentable et efficace de production 

de statistiques fiables désagrégées à partir des données d’enquête existantes grâce à une combinaison de 

l’information auxiliaire tirée de différentes sources publiées et des estimations directes d’enquête. 
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Erreur de mesure dans l’estimation sur petits domaines : 
comparaison de modèles fonctionnels, structurels et naïfs 

William R. Bell, Hee Cheol Chung, Gauri S. Datta et Carolina Franco1 

Résumé 

L’estimation sur petits domaines à l’aide de modèles au niveau du domaine peut parfois bénéficier de covariables 
observées sujettes à des erreurs aléatoires, par exemple des covariables qui sont elles-mêmes des estimations 
tirées d’une autre enquête. Sachant les estimations des variances de ces erreurs de mesure (échantillonnage) pour 
chaque petit domaine, on peut tenir compte de l’incertitude de ces covariables au moyen de modèles d’erreur de 
mesure (par exemple Ybarra et Lohr, 2008). Deux types de modèles d’erreur de mesure au niveau du domaine 
ont été examinés dans les publications traitant de l’estimation sur petits domaines. Le modèle fonctionnel d’erreur 
de mesure suppose que les valeurs sous-jacentes réelles des covariables avec erreur de mesure sont des quantités 
fixes mais inconnues. Le modèle structurel d’erreur de mesure suppose que ces valeurs réelles suivent un modèle, 
ce qui donne un modèle multivarié pour les covariables observées avec erreur et la variable dépendante initiale. 
Nous comparons ces deux modèles à la solution consistant à simplement ignorer l’erreur de mesure lorsqu’elle 
est présente (modèle naïf), en étudiant les conséquences pour les erreurs quadratiques moyennes de prédiction 
de l’utilisation d’un modèle incorrect avec différentes hypothèses sous-jacentes sur le modèle vrai. Les 
comparaisons réalisées au moyen de formules analytiques pour les erreurs quadratiques moyennes et en 
supposant que les paramètres du modèle sont connus donnent des résultats surprenants. Nous illustrons également 
les résultats à l’aide d’un modèle ajusté aux données du programme Small Area Income and Poverty Estimates 
(SAIPE, Estimations sur petits domaines du revenu et de la pauvreté) du U.S. Census Bureau. 

 
Mots-clés : Enquête par sondage; modèle au niveau du domaine; covariable; prédiction. 

 
 

1  Introduction 
 

Les modèles linéaires mixtes, en particulier celui de Fay et Herriot (1979), ont généré beaucoup d’intérêt 

en matière d’estimation sur petits domaines. Le modèle de Fay-Herriot (FH) peut s’écrire de la sorte : 

 = = = 1, ,i i i i i iY e z u i m       (1.1) 

où, pour les domaines i  indexés de 1 à ,m  les iY  sont les estimations directes par sondage des quantités de 

population ,i  les erreurs d’échantillonnage ie  dans iY  sont supposées indépendantes  0, iN D  avec iD  

considérées comme connues (les valeurs sont en fait estimées au moyen de microdonnées d’enquête), les 

iz  sont des vecteurs 1q   de covariables de régression avec un vecteur de coefficient correspondant ,  et 

les effets aléatoires iu  sont distribués comme suit :  2i.i.d. 0, uN   et indépendamment des .ie  

Dans certains cas, il peut être souhaitable d’avoir un modèle augmenté pour i  avec une ou plusieurs 

covariables iX  qui sont elles-mêmes des estimations tirées d’une autre enquête estimant les caractéristiques 

qu’on présume liées à .i  Une des méthodes consiste à simplement ignorer l’erreur d’échantillonnage dans 

,iX  en la traitant comme les covariables dans iz  que nous supposerons non sujettes aux erreurs 

d’échantillonnage ou de mesure. Nous appellerons cette méthode le modèle de Fay-Herriot naïf, que nous 

écrivons comme suit, en prenant, pour simplifier, le cas d’une seule de ces covariables :iX  
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 ,= = .i i i i N i i N i NY e X z u        (1.2) 

Nous ajoutons les indices « »N  aux coefficients de régression et aux effets aléatoires  ,i Nu  pour distinguer 

ce modèle des futurs modèles d’erreur de mesure. Le modèle suppose que , i.i.d.i Nu   2
,0, ,u NN   bien 

qu’avec l’erreur d’échantillonnage hétéroscédastique dans ,iX  l’hypothèse selon laquelle  ,var i Nu  est 

constante soit erronée, ce qui implique que le modèle (1.2) est mal spécifié. Ce point est discuté plus en 

détail plus loin. 

On peut substituer au modèle de FH naïf un modèle d’erreur de mesure pour tenir compte de l’erreur 

d’échantillonnage (de mesure) dans .iX  On suppose que ix  désigne la caractéristique de la population 

estimée par iX  avec une erreur d’échantillonnage ,i  où les valeurs i  sont supposées distribuées 

indépendamment  0, iN C  et avec la valeur iC  considérée comme connue (en fait estimée au moyen de 

microdonnées d’enquête). Une généralisation du modèle (1.1) pour inclure la covariable iX  tout en tenant 

compte de son erreur d’échantillonnage peut se formuler comme suit : 

 = =i i i i i i iY e x z u        (1.3) 

 = .i i iX x   (1.4) 

Si l’on suppose que les valeurs ix  sont des quantités inconnues fixes, alors le modèle défini par (1.3)-(1.4) 

est appelé modèle fonctionnel d’erreur de mesure (modèle FEM). Ce modèle est examiné par Fuller (1987) 

et a été étudié pour ce qui est de l’estimation sur petits domaines par Ybarra et Lohr (2008), Arima, Datta 

et Liseo (2015, 2016), et Arima, Bell, Datta, Franco et Liseo (2017). Ghosh et Sinha (2007), Datta, Rao et 

Torabi (2010) et Arima, Datta et Liseo (2012) ont étudié des modèles analogues d’erreur de mesure au 

niveau de l’unité pour ce qui est de l’estimation sur petits domaines. 

Une autre solution de rechange au modèle de FH naïf consiste à spécifier un modèle pour ix  dans (1.4) 

qui, avec (1.3), implique des modèles bivariés pour  ,i ix   et  , .i iY X   On parle de modèle structurel 

d’erreur de mesure (modèle SEM). Si ix  suit le modèle de régression = ,i xi x ix z v   avec les covariables 

xiz  et les résidus i.i.d.iv   20, vN   indépendants de ,iu  alors le modèle résultant pour  ,i iY X   peut 

s’écrire comme suit : 

                                   
0

= i.i.d. 0, =
0

i i i i i

i i i i i

Y e e D
N

X x C



 

         
           

         
  (1.5) 

                                           =
0

i i ii xi

x i ixi

u v ez z

vz

 

 

          
                   

 (1.6) 

                         
2 2 2 2

2 2
i.i.d. 0, = .

i i u v v

i v v

u v
N

v

    

 

    
    

   
  (1.7) 

Ce modèle est différent d’un modèle de FH bivarié type, car le paramètre   influe à la fois sur la fonction 

de régression à la moyenne pour iY  et la matrice de covariance des effets aléatoires .  Cependant, si les 
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covariables xiz  sont des fonctions linéaires des covariables ,iz  alors la régression des effets fixes faisant 

partie de (1.6) peut être reparamétrée en effets de régression linéaire non restreinte  i y xi xz z        avec les 

covariables de la régression iz  pour la première équation et xiz  pour la seconde. Avec ce reparamétrage, 

  n’influe plus sur les effets fixes de la régression, et la matrice   peut alors être reparamétrée sous la 

forme générale = ,jk     ou par 11 , 22 ,  et  12 11 22= 1, 1 ,       car il y a maintenant une 

correspondance 1-1 entre  2 2, ,u v    et  11 22 12, ,    ou  11 22, , .    Il y a deux cas dans lesquels 

cette condition sur xiz  est vraie : (i) si les covariables de régression sont identiques dans les deux équations 

 = ,xi iz z  ou (ii) si xiz  est seulement un terme d’ordonnée à l’origine  = 1xiz  et iz  contient aussi une 

ordonnée à l’origine. 

Datta, Delaigle, Hall et Wang (2018) étudient le modèle SEM au niveau du domaine, tandis que Huang 

et Bell (2012) examinent l’utilisation de modèles bivariés généraux pour l’estimation sur petits domaines. 

Ghosh, Sinha et Kim (2006) et Torabi, Datta et Rao (2009) ont étudié des modèles analogues au niveau de 

l’unité. Fuller (1987) et Buonaccorsi (2010) décrivent d’autres modèles d’erreur de mesure, y compris des 

modèles non linéaires et le modèle de Berkson. 

Il faut noter que les modèles FEM et SEM modélisent la relation entre les quantités réelles non observées 

i  et ,ix  tandis que le modèle de FH naïf modélise la relation entre i  et la valeur observée .iX  iX  

contient du bruit sous forme d’erreur d’échantillonnage généralement hétéroscédastique, et cette 

hétéroscédasticité produit la spécification erronée du modèle naïf indiquée plus haut. 

Si iY  et iX  sont des estimations provenant du même échantillon d’enquête, leurs erreurs 

d’échantillonnage ie  et i  seront probablement corrélées. Pour en tenir compte, on peut remplacer les 0 

extradiagonaux de   dans (1.5) par les  cov ,i ie   appropriées (estimées à l’aide de microdonnées 

d’enquête). Si cela fonctionne pour le modèle SEM, la corrélation entre ie  et i  implique que la variable 

explicative iX  et l’erreur d’échantillonnage ie  sont corrélées, ce qui contredit l’hypothèse fondamentale 

du modèle de FH et peut causer de graves problèmes pour le modèle de FH naïf. C’est pourquoi nous 

n’envisagerons pas cette situation ici. 

Dans le présent article, nous comparons les trois modèles possibles (modèle de FH naïf, modèle 

fonctionnel d’erreur de mesure et modèle structurel d’erreur de mesure) en nous concentrant sur leurs 

performances ou propriétés prédictives pour l’estimation sur petits domaines. Un cas motivant consiste à 

utiliser le modèle de FH naïf quand une erreur de mesure  i  est présente, et à comparer l’exactitude 

prédictive du modèle de FH naïf à celle des deux autres modèles. Nous comparons également les propriétés 

prédictives du modèle fonctionnel d’erreur de mesure par rapport à celles du modèle structurel d’erreur de 

mesure. Ces comparaisons sont réalisées à l’aide de formules analytiques des erreurs quadratiques moyennes 

(EQM) quand les paramètres du modèle sont connus (approximations de premier degré). Cette méthode 

donne de bonnes approximations quand le nombre de domaines m  est grand. Elle est également pertinente 

en tant que terme habituellement dominant dans les EQM pour les plus petites valeurs de .m  Puisque le 

modèle de FH naïf est mal spécifié, nous précisons en quoi ses paramètres sont « connus ». 



68 Bell, et coll. : Erreur de mesure dans l’estimation sur petits domaines 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

La section 2 résume certains résultats théoriques pour les trois modèles, d’abord sur la convergence des 

estimations de paramètres et ensuite sur la prédiction sur petits domaines, traitant à la fois des prédicteurs 

ponctuels et de leurs EQM. Nous apportons des résultats pour les trois modèles, d’abord pour les cas où le 

modèle FEM est vrai, puis pour les cas où le modèle SEM est vrai. Les calculs de ces résultats sont reportés 

à un rapport technique connexe (Bell, Chung, Datta, et Franco, 2018). La section 3 compare, au moyen de 

tracés de contours, les EQM théoriques des prédicteurs de petits domaines pour les trois modèles dans les 

gammes de paramètres d’un modèle SEM vrai. La section 4 utilise les formules théoriques d’EQM pour 

comparer les EQM de prédiction provenant des trois modèles lorsqu’elles sont appliquées à un exemple 

empirique de modélisation des taux de pauvreté des enfants d’âge scolaire dans les comtés américains. 

L’exemple est tiré du programme Small Area Income and Poverty Estimates (SAIPE) du U.S. Census 

Bureau. La section 5 présente les conclusions générales de l’article. 

 
2  Résultats théoriques 
 

Pour faciliter l’interprétation des résultats, nous utiliserons ici les versions les plus simples possible des 

modèles décrits dans l’introduction; plus précisément, nous utiliserons des modèles où le vecteur des 

covariables d’erreur autre qu’une erreur de mesure est réduit à un simple terme d’ordonnée d’origine, c’est-

à-dire = 1.iz  Pour revenir à une notation relativement normalisée, nous utilisons   comme coefficient 

d’ordonnée d’origine plutôt que ,  de sorte que le modèle simplifié de i  dans les modèles FEM et SEM 

(de (1.3)) soit 

 = .i i ix u     (2.1) 

Pour le modèle SEM, nous supposons que i.i.d.ix   2, xN    et qu’il n’y a donc pas d’autre terme de 

régression que la moyenne   dans le modèle pour .ix  

Pour le modèle de FH naïf (1.2), le modèle simplifié pour i  devient 

 ,=i N N i i NX u     (2.2) 

où, comme auparavant, nous utilisons l’indice « »N  pour distinguer les coefficients et les effets aléatoires 

dans le modèle naïf (2.2) pour ,i  puisque ce modèle diffère de (2.1) car iX  se substitue à .ix  

Nous donnons maintenant certains résultats de l’estimation des paramètres et la prédiction sur petits 

domaines pour ces modèles. L’Annexe de Bell et coll. (2018) fournit les calculs de ces résultats. 

 
2.1  Estimateurs de paramètres et grande taille de leur échantillon limite 
 

L’Annexe de Bell et coll. (2018) décrit en détail les équations d’estimation sans biais pour les paramètres 

des trois modèles examinés ici. Les estimateurs résultants de , ,  et 2
u  pour les versions simplifiées des 

modèles FEM et SEM sont identiques et sont donnés par 
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où 1
=1

= ,
m

ii
X m X   avec des définitions analogues de ,Y ,C  et .D  Pour l’ajustement du modèle SEM, 

nous avons également ˆ = X  et   212
=1

ˆ = .
m

x im i
X X C    Le résultat 1 donne les limites en 

probabilité de tous ces estimateurs de paramètres. 

 

Résultat 1 : Pour les modèles FEM et SEM donnés par (1.3)-(1.4) et par (1.5)-(1.7), respectivement, mais 

avec le modèle simplifié pour i  comme dans (2.1), les estimateurs de paramètres donnés dans (2.3) sont 

convergents pour les paramètres réels du modèle, c’est-à-dire : 

 2 2ˆ ˆ ˆ
P P P

u u         (2.4) 

où 
P
  désigne la convergence en probabilité à mesure que m    sous le modèle vrai (FEM ou SEM). 

Pour l’ajustement du modèle SEM quand il est vrai, nous avons aussi ˆ
P   et 2 2ˆ .

P

x x   Pour 

l’ajustement du modèle SEM quand le modèle FEM est vrai, nous avons 1
=1

ˆ = lim
mP

m im i
x x    et 

  212 2
=1

ˆ = ,lim
mP

mx x im i
s x x    en supposant que les deux limites existent. 

 

Remarque 1 : Les estimateurs dans (2.3) sont identiques pour les deux modèles, même s’ils sont obtenus à 

partir de différentes équations d’estimation – voir les équations (19) et (20) par rapport aux équations (36)-

(38) dans Bell et coll. (2018). Les résultats de la convergence dans (2.4) se vérifient alors si le modèle vrai 

est le modèle FEM ou SEM. Ces résultats de convergence se vérifient également dans les versions plus 

générales de ces modèles examinées dans l’Annexe de Bell et coll. (2018). 

Les estimateurs de paramètres pour l’ajustement du modèle de FH naïf avec le modèle simplifié pour i  

comme dans (2.2) sont donnés par 
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 (2.5) 

 

Résultat 2 : Quand le modèle FEM (ou le modèle SEM) est vrai, les estimateurs de paramètres dans (2.5) 

ont les limites en probabilité suivantes : 
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où les « facteurs d’atténuation » sont donnés par 

    
2 2

*2 2
= modèle FEM vrai = modèle SEM vrai .x x

x x

s
a a

s C C


 

 (2.6) 

 

Remarque 2 : Les résultats de la convergence de ˆ
N  dans le résultat 2 sont des versions de l’atténuation 

bien connue de l’estimation du paramètre de régression quand l’erreur de mesure est ignorée – voir Theil 

(1971, page 608) pour un cas de modèle FEM et Fuller (1987, page 3) pour le cas d’un modèle SEM. La 

limite pour 2
,ˆ u N  montre que le modèle de FH naïf accroît l’estimation de la variance de l’erreur de modèle 

2
u  pour le modèle vrai (FEM ou SEM) de la quantité 2a C  (ou 2

* )a C  parce que le modèle naïf n’a 

pas tenu compte de l’erreur de mesure. 

 
2.2  Les prédicteurs sur petits domaines et leurs EQM 
 

Le résultat 3 énumère les formules des prédicteurs de i  pour les trois modèles. Notons que chacune de 

ces formules s’appliquera chaque fois qu’on suppose le modèle correspondant et qu’on l’utilise à des fins 

de prédiction, que le modèle vrai soit le modèle FEM, SEM ou un autre modèle. Le prédicteur FEM ,î F  

est donné par le théorème 1 d’Ybarra et Lohr (2008), tandis que le prédicteur de FH naïf ,î N  est tout 

simplement le prédicteur de Fay et Herriot (1979) dans le cas de notre modèle de FH naïf simplifié. Les 

calculs pour les modèles plus généraux sont donnés dans l’Annexe de Bell et coll. (2018). 
 

Résultat 3 : Les prédicteurs de i  issus des versions simples des modèles FEM, SEM et de FH naïf 

examinés ici sont les suivants : 
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Il s’agit des versions empiriques des prédicteurs optimaux (meilleurs prédicteurs linéaires sans biais) sous 

leurs modèles supposés respectifs. 
 

Remarque 3 : Plusieurs cas particuliers méritent d’être soulignés à la lumière de ces résultats. 

Premièrement, comme 0iD   tous les prédicteurs convergent vers l’estimation directe de l’enquête ,iY  

et comme sa variance d’échantillonnage passe ensuite à 0, tous les prédicteurs atteignent la convergence par 
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rapport au plan de sondage en supposant que iY  est lui-même convergent par rapport au plan. 

Deuxièmement, si =iC C  on peut montrer que les prédicteurs du modèle SEM et du modèle de FH naïf 

concordent, tandis que le prédicteur du modèle FEM reste généralement différent. (L’Annexe de Bell et coll. 

(2018) montre que, pour le modèle plus général envisagé ici, les prédicteurs du modèle SEM et du modèle 

de FH naïf concordent asymptotiquement quand = .)iC C  Troisièmement, on peut voir que comme 
2ˆ x    le prédicteur du modèle SEM converge vers le prédicteur du modèle FEM. Cela se vérifie à 

mesure que 0,iC   ce qui implique dans la limite que ix  est connu. Toutes ces affirmations nous 

permettent de dire que les prédicteurs des modèles SEM et FEM se comportent de la même façon quand 
2

i xC   est petit. 
 

Remarque 4 : On peut montrer qu’il est possible d’obtenir la formule pour ,î S  en prenant la formule pour 

,î F  et en remplaçant iX  dans le numérateur de la fraction par    = =i i i i iE x X X E x  

    2ˆ ,i i x i iX C C X X    et  = vari i iC X x  dans le dénominateur de la fraction par 

   2 2ˆ ˆvar = ,i i i x x ix X C C    soit la moyenne conditionnelle et la variance de ix  étant donné iX  sous 

le modèle estimé. 

Le tableau 2.1 donne, pour les cas où le modèle FEM est vrai, les biais au premier ordre et les variances 

de l’erreur de prédiction des trois prédicteurs. Les EQM sont alors la somme : carrés des biais plus variances. 

(La variance de l’erreur de prédiction, et donc l’EQM, pour le modèle FEM est donnée par le théorème 1 

d’Ybarra et Lohr (2008).) Les résultats supposent que les véritables paramètres du modèle FEM sont connus, 

mais pour le modèle de FH naïf, ils tiennent compte du fait que les estimations des paramètres sont biaisées, 

comme le montre le résultat 2. Cela permet une approximation réaliste quand ,m  le nombre de domaines, 

est grand. Les entrées du tableau 2.1 pour le modèle SEM utilisent la quantité 

    2 2 2 2= .i u i x i x iF D s C s C     (2.7) 

 
Tableau 2.1 
Biais et variances de l’erreur de prédiction quand le modèle FEM est vrai 
 

Modèle de prédiction Biais Variance de l’erreur de prédiction  

FEM 0 
 2 2

2 2

u i i

u i i

C D

C D

 
 



 
  

SEM  i i
i

i

D C
x x

F


  

  2 2 2 2 2
i x i x i i

i
i

D s C s C F
D

F

 
   

FH naïf 
 

 
2 2

1i
i

u i

D a
x x

a C D


 
 


 

  
   

22 2

2 2 2 2

u i i
i

u i u i

a C D D
a aC C

a C D a C D

  
   

 
     

  

 
Le tableau 2.2 donne les résultats pour les cas où le modèle SEM est vrai. Dans ce cas, tous les 

prédicteurs sont sans biais dans le sens que  ˆ = 0.i iE    Par conséquent, le tableau ne donne que les 

variances de l’erreur de prédiction, qui sont également les EQM. Pour *
iF  dans le tableau 2.2, nous 

substituons 2
x  à 2

xs  dans l’expression (2.7), de façon analogue à la définition de *a  dans (2.6). 
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Tableau 2.2 
Variances de l’erreur de prédiction quand le modèle SEM est vrai 
 

Modèle de prédiction  Variance de l’erreur de prédiction = EQM  

FEM  
 2 2

2 2

u i i

u i i

C D

C D

 
 



 
  

SEM  
 2 2

*

i x i
i

i

D C
D

F

 
   

FH naïf  
   

22 2
* 2

*2 2 2 2
* *

u i i
i

u i u i

a C D D
a C C

a C D a C D

  
   

 
     

  

 
Plusieurs points méritent d’être soulignés au sujet des résultats des tableaux 2.1 et 2.2. 

 

1. Les résultats du prédicteur du modèle FEM sont identiques dans les deux cas, que le modèle vrai 

soit le modèle FEM ou le modèle SEM. Pour atteindre l’absence de biais en supposant que les ix  

sont des quantités fixes et inconnues, le prédicteur du modèle FEM les élimine de l’erreur de 

prédiction. Les résultats de ses erreurs de prédiction ne sont donc pas touchés par le fait que les valeurs 

ix  soient effectivement fixes et inconnues ou qu’il s’agisse de variables aléatoires suivant une certaine 

distribution, comme le suppose le modèle SEM. 

2. Quand le modèle FEM est vrai, les biais des modèles SEM et de FH naïf sont proportionnels à 

  ,ix x  qui n’est pas contraint, et peuvent donc avoir une ampleur de grandeur arbitraire. Par 

conséquent, pour les domaines où ix x  est grand, le carré du biais peut dominer l’EQM de la 

prédiction. Comme les ix  sont inobservés, il sera généralement difficile d’estimer le carré du biais (à 

moins que les valeurs iC  soient petites, de sorte que les iX  soient de très bons estimateurs des ,ix  

auquel cas l’utilisation d’un modèle d’erreur de mesure est moins motivée). 

3. On peut obtenir les EQM du tableau 2.2 pour les modèles SEM et de FH naïf en prenant les 

expressions de la somme du carré du biais et de la variance d’erreur de prédiction du tableau 2.1, en 

substituant 2
x  à 2

xs  et aussi à   2 ,ix x  et en simplifiant. Il s’agit de la différence entre supposer 

que ix  sont des valeurs fixes et inconnues par rapport à supposer que i.i.d.ix   2, .xN    

4. Comme on l’a vu plus haut, si pour un domaine = ,iC C  alors les prédicteurs des modèles SEM et 

de FH naïf concordent. Par conséquent, quand = ,iC C  les biais, les variances de l’erreur et les EQM 

des prédicteurs du modèle SEM et du modèle de FH naïf sont identiques. Si le modèle SEM est vrai, 

alors le prédicteur du modèle SEM est optimal, et donc le prédicteur du modèle de FH naïf l’est aussi 

pour les domaines ayant = ,iC C  auquel cas ils sont tous deux supérieurs au prédicteur du modèle 

FEM. En effet, si l’on compare les EQM des prédicteurs du modèle naïf et du modèle FEM du 

tableau 2.2 et étant donné que *0 < 1,a  on peut montrer directement que l’EQM du prédicteur du 

modèle FEM est plus grande quand = .iC C  

5. Quand le modèle SEM est vrai, pour les domaines ayant =iC C  « l’EQM déclarée » pour le modèle 

de FH naïf concordera avec l’EQM réelle. L’EQM déclarée est l’EQM que l’on calculerait en 

supposant que le modèle naïf est vrai, et elle est donnée par le premier terme de l’expression de l’EQM 

du modèle de FH naïf dans le tableau 2.2. Le deuxième terme est évidemment zéro quand = ,iC C  
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et il est positif quand > .iC C  Nous voyons donc que quand >iC C  l’EQM déclarée sous-estime 

l’EQM réelle, alors que quand <iC C  le deuxième terme de l’EQM est négatif de sorte que l’EQM 

déclarée surestime l’EQM réelle. La spécification erronée du modèle de FH naïf quand le modèle 

SEM est vrai peut donc entraîner une inexactitude considérable dans les EQM, sauf dans les domaines 

pour lesquels iC  est proche de .C  
 

Une conséquence des points 4 et 5, et du résultat analogue indiqué précédemment pour les prédicteurs 

ponctuels, est que si =iC C  pour tous les = 1, , ,i m  alors les résultats de prédiction pour les modèles 

SEM et de FH naïf sont identiques. Cela étaie en partie l’affirmation selon laquelle l’erreur de mesure dans 

les covariables n’a pas d’effet sur la prédiction du modèle. Autrement dit, cet énoncé n’est vrai que si les 

valeurs iC  sont constantes pour tous les domaines, et seulement lorsqu’on compare les résultats de 

prédiction du modèle de FH naïf à ceux du modèle SEM. Les résultats de prédiction du modèle FEM seront 

différents. 

 

3  Comparaison des EQM pour les autres prédicteurs 
 

Nous comparerons maintenant les performances des prédicteurs des trois modèles lorsqu’ils sont 

appliqués aux données d’un modèle SEM vrai, en effectuant les comparaisons sur une gamme de valeurs 

pour les paramètres du modèle et les valeurs iD  et .iC  Les comparaisons utilisent les résultats d’EQM du 

tableau 2.2 et examinent les variations en pourcentage des EQM calculées, par exemple, comme suit : 

 
EQM

100 1
EQM

F

S


 

 
 (3.1) 

pour comparer les EQM des prédicteurs des modèles FEM et SEM. Nous définissons de la même façon les 

analogues à (3.1) pour comparer les EQM des prédicteurs du modèle FEM et du modèle de FH naïf, et les 

prédicteurs du modèle de FH naïf et du modèle SEM, ainsi que pour comparer les EQM déclarées et réelles 

du prédicteur du modèle de FH naïf. L’hypothèse selon laquelle le modèle SEM est vrai facilite les 

comparaisons. L’hypothèse selon laquelle le modèle FEM est vrai entraîne une complication, à savoir que 

les EQM des modèles structurel et naïf dépendent de ix  (tableau 2.1), qui a une variation non restreinte sur 

les domaines. La section 4 établit néanmoins certaines comparaisons d’EQM sous un modèle FEM vrai. 

Pour la réalisation de comparaisons relatives comme dans (3.1), l’échelle des données n’a pas 

d’importance, si bien qu’un rééchelonnement à i uY   n’aura pas d’effet sur ces comparaisons. Cela est 

aussi vrai si on rééchelonne iX  à .i xX   Ces rééchelonnements réduisent de deux le nombre de 

paramètres variables dont nous devons tenir compte, ce qui nous permet d’exprimer 21 u  fois EQM ,F

EQM ,S EQM ,N  et EQM N  (les EQM déclarées pour le prédicteur du modèle de FH naïf), toutes calculées 

en supposant que le modèle SEM est vrai, en fonction des quatre quantités suivantes indépendantes de 

l’échelle : 

  
2 2 2

= , = , = corr , , = .i i
D C i i C

u x x

D C C
r r x r 

  
 (3.2) 

L’Annexe illustre une telle réexpression du calcul de 2EQM .S u  Pour simplifier la notation, nous 

omettons l’indice i  dans Dr  et ,Cr  bien que, sauf dans le cas inhabituel où les valeurs iD  et iC  sont 
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réellement constantes sur les domaines, il faille calculer les expressions d’EQM séparément pour chaque .i  

de domaine. Pour comparer les EQM, nous examinons les tracés de contours sur  ,D Cr r  pour chacune des 

différences de pourcentage d’EQM définies comme dans (3.1), en considérant la variation en pourcentage 

d’EQM comme une fonction de  , .D Cr r  Nous examinons ces tracés pour les valeurs fixes de   et Cr  (qui 

ne varient pas sur ).i  

La figure 3.1 donne les tracés de contours de (3.1) pour =  0,3 et =  0,7. Les axes x et y des tracés, 

représentant les valeurs de Dr  et ,Cr  varient de 0,1 à 10, et sont illustrés avec l’échelle logarithmique. Il 

n’est pas nécessaire d’établir Cr  pour ces comparaisons, car EQM F  et EQM S  ne dépendent pas de .C  Les 

résultats des tracés sont facilement synthétisables : les variations en pourcentage sont toutes positives, ce 

qui privilégie le modèle SEM qui est supposé vrai ici, et les variations augmentent à la fois avec Dr  et ,Cr  

de sorte que plus une erreur d’échantillonnage ou de mesure est présente, plus il est avantageux d’utiliser le 

prédicteur du modèle SEM. Quand Dr  ou Cr  est faible, disons inférieur à 1 en général, les variations en 

pourcentage de l’EQM sont faibles, ce qui explique pourquoi aucun contour n’est représenté graphiquement 

dans ce domaine, et le choix du modèle a peu d’effet sur l’exactitude de la prédiction. En effet, quand les 

valeurs Dr  et Cr  sont suffisamment faibles, les prédicteurs du modèle FEM et SEM sont tous deux proches 

de l’estimateur direct ,iY  entraînant de faibles variations de l’EQM, une tendance qui se répète dans les 

graphiques suivants. Dans le coin supérieur droit, les variations en pourcentage de l’EQM deviennent 

importantes dans les deux graphiques, et plus importantes pour =  0,7. L’analyse de la formule pour 

EQM EQMF S  montre que, pour des valeurs données de Cr  et ,Dr  les variations en pourcentage de l’EQM 

augmentent avec > 0  au point que    
0,5

= 1 1 1 ,C C Dr r r


      et qu’elles diminuent ensuite 

à 0 à mesure que   augmente à 1. Sur la gamme de valeurs  1, 10  pour Cr  et ,Dr  ce point maximal varie 

d’environ =  0,57 à =  0,91. Notons que les résultats pour   et   seraient identiques, car les EQM 

dépendent en fait de 2 .  

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.1 Contours de  100 EQM EQM 1F S   pour deux valeurs de   quand le modèle SEM est vrai. 
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Pour les autres comparaisons d’EQM, illustrées dans les figures 3.2 à 3.4, les variations en pourcentage 

dépendent des quatre quantités qui se trouvent dans (3.2). Pour avoir une idée générale de la façon dont les 

comparaisons varient, nous prenons =  0,7 comme valeur représentative et nous examinons les tracés de 

contours pour =Cr  0,1; 1 et 10. Il faut savoir que les tracés analogues effectués pour =  0,3; 0,5 et 0,9, 

non illustrés ici, présentent des tendances semblables, malgré une modification générale de l’emplacement 

des courbes sur les graphiques et des contours représentant habituellement des variations en pourcentage 

inférieures ou supérieures. 

La figure 3.2 montre les tracés de contours de  100 EQM EQM 1 ,N F   comparant les EQM des 

prédicteurs du modèle naïf et du modèle FEM. Ces graphiques montrent à la fois des contours positifs et 

négatifs, indiquant les régions où le prédicteur du modèle FEM est plus performant et les parties où le 

prédicteur du modèle de FH naïf est meilleur. On peut comprendre les tendances de ces graphiques en 

gardant à l’esprit que (i) pour les petites valeurs de Cr  le prédicteur du modèle FEM se comporte comme le 

prédicteur du modèle SEM, qui ici est optimal, et que le prédicteur du modèle FEM a donc de bonnes 

performances, et que (ii) pour Cr  proche de Cr  le prédicteur du modèle de FH naïf se comporte comme le 

prédicteur du modèle SEM et qu’il a donc de bonnes performances. Ainsi, dans le graphique pour =Cr  0,1, 

les prédicteurs du modèle FEM et du modèle de FH naïf ont des performances semblables au prédicteur du 

modèle SEM optimal pour les petites valeurs de ,Cr  de sorte qu’il y a une faible différence entre leurs EQM. 

En dehors de ce cas où les deux modèles ont de bonnes performances, le prédicteur du modèle de FH naïf a 

de meilleures performances quand Cr  est suffisamment proche de ,Cr  la signification de « suffisamment 

proche » dépendant des valeurs de Cr  et .Dr  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.2 Contours de  100 EQM EQM 1N F   pour =  0,7 et =Cr  0,1; 1 et 10 quand le modèle SEM est 
vrai. 

 

On peut être surpris à premier abord par les résultats de la figure 3.2 qui montrent que, pour certaines 

régions, le prédicteur du modèle de FH naïf a une EQM de prédiction inférieure à celle du prédicteur du 

modèle FEM, étant donné que quand le modèle SEM est vrai, le modèle naïf est mal spécifié, car il ignore 

l’erreur de mesure dans .iX  En revanche, le modèle FEM tient compte de l’erreur de mesure dans iX  et, 

parce qu’il ne fait aucune hypothèse à propos de la valeur ,ix  il n’est pas incohérent avec le modèle SEM 

vrai. En fait, à mesure que nous progressons vers de plus grandes quantités d’erreurs de mesure globalement 

(des valeurs plus importantes de ),Cr  les avantages de l’EQM du prédicteur du modèle de FH naïf sont plus 
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importants et couvrent de plus grandes gammes des valeurs Cr  et .Dr  Cela s’explique généralement ainsi : 

quand l’erreur de mesure est importante, le fait que le modèle FEM évite toute hypothèse de modélisation à 

propos de la valeur ix  peut entraîner une utilisation plutôt inefficace des données ,iX  tandis que le 

prédicteur du modèle de FH naïf fait un usage sous-optimal mais meilleur de la valeur iX  sauf si Cr  est 

très différent de Cr  (de façon équivalente, iC  est très différent de ).C  

La figure 3.3 présente les tracés de contours de  100 EQM EQM 1 ,N S   en comparant les EQM des 

prédicteurs du modèle naïf et du modèle SEM. Étant donné qu’on suppose le modèle SEM vrai pour ces 

calculs, tous les contours indiqués sont positifs, sauf une ligne zéro dans chaque graphique (représentée ici 

par la fonction de tracé de contours de R (R Core Team, 2016) comme un ensemble d’étiquettes « 0 » non 

jointes par une ligne). Ces contours zéro se présentent sous forme de lignes horizontales pour =Cr  0,1; 1 

et 10 dans les trois graphiques, ceux-ci étant ceux pour lesquels = ,C Cr r  impliquant = ,iC C  c’est-à-dire 

quand les prédicteurs du modèle de FH naïf et du modèle SEM concordent. Hormis cela, les graphiques de 

=Cr  0,1 et 1 présentent des contours positifs importants pour de grandes valeurs de Cr  qui augmentent 

également avec ,Dr  tandis que pour =Cr  10, les contours positifs importants se produisent pour de petites 

valeurs de Cr  à mesure que Dr  s’accroît. 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

Figure 3.3 Contours de  100 EQM EQM 1N S   pour =  0,7 et =Cr  0,1; 1 et 10 quand le modèle SEM est 
vrai. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.4 Contours de  100 EQM EQM 1N N   pour =  0,7 et =Cr  0,1; 1 et 10 quand le modèle SEM 
est vrai. 
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La figure 3.4 présente les tracés de contours de  100 EQM EQM 1 ,N N   comparant les EQM 

déclarées et réelles pour le prédicteur de FH naïf. Comme dans la figure 3.3, les trois graphiques devraient 

présenter des contours zéro aux valeurs =Cr  0,1; 1 et 10, respectivement (qui sont mal représentés dans les 

deux premiers graphiques et absents du troisième). Dans ces graphiques, les régions au-dessus des contours 

zéro ont des valeurs négatives qui indiquent une sous-estimation de l’EQM réelle par l’EQM déclarée, tandis 

que les régions sous les contours zéro ont des valeurs positives qui indiquent une surestimation de l’EQM 

réelle. Les deux premiers graphiques montrent des régions pour >C Cr r  présentant une sous-estimation 

importante de l’EQM réelle, tandis que les deux derniers indiquent au plus une très faible surestimation de 

l’EQM réelle quand < .C Cr r  Cette tendance demeure quand la gamme des valeurs de l’axe est étendue 

pour qu’y soient incluses des valeurs plus grandes de Dr  et .Cr  Bien que l’extrapolation plus poussée de 

ces résultats à des cas plus généraux que les cas examinés ici soit discutable, ils montrent que la sous-

estimation de l’EQM par le modèle de FH naïf peut être un problème plus grave que la surestimation. 

 
4  Illustration du programme SAIPE 
 

La section précédente comparait les performances des prédicteurs de trois modèles sur une gamme de 

valeurs pour les paramètres du modèle et les valeurs iD  et iC  pour un modèle SEM vrai. Nous prenons ici 

un modèle mis au point aux fins d’une application importante des estimations sur petits domaines – la 

modélisation des taux de pauvreté des enfants d’âge scolaire dans les comtés américains – afin de déterminer 

des valeurs réalistes des paramètres du modèle et des valeurs iD  et .iC  Nous considérons le modèle ajusté 

comme modèle vrai, puis nous utilisons les formules théoriques de la section 2 pour comparer les EQM de 

prédiction sur petits domaines pour les prédicteurs des trois modèles de rechange. Nous le faisons en posant 

le modèle SEM ajusté comme modèle vrai, puis nous répétons l’exercice en utilisant le modèle FEM 

correspondant comme modèle vrai. Dans ce dernier cas, nous simulons les valeurs de covariables réelles ix  

à partir du modèle SEM ajusté, puisque les biais de prédiction et les EQM dépendent de ces valeurs qui ne 

sont pas observées. Nous insistons sur le fait que l’objectif ici n’est pas de produire des estimations de la 

pauvreté dans les comtés. Nous utilisons les données de taux de pauvreté seulement pour obtenir un modèle 

réaliste permettant d’illustrer les résultats de la section 2. 

Nous ajustons le modèle SEM aux estimations des taux de pauvreté des enfants d’âge scolaire dans les 

comtés américains tirées de l’American Community Survey, ou ACS (U.S. Census Bureau, 2014), qui est la 

plus grande enquête auprès des ménages américains. L’ACS produit des estimations annuelles fondées sur 

les collectes de données d’une année ou de cinq ans. Ici, nous utilisons les estimations d’un an de l’ACS 

2010 relatives aux taux de pauvreté des enfants d’âge scolaire comme variable réponse primaire .iY  Nous 

centrons les estimations quinquennales analogues de l’ACS 2005-2009 et les traitons comme une covariable 

iX  qui est sujette à une erreur de mesure. Nous utilisons également des covariables issues de dossiers 

administratifs comme covariables iz  qui ne sont pas sujettes à une erreur de mesure. Les variables 

proviennent de deux sources : les totalisations des dossiers fiscaux de déclaration de revenu obtenus en vertu 

d’un accord avec l’Internal Revenue Service des États-Unis, ainsi que les chiffres des bénéficiaires du 

Supplemental Nutrition Assistance Program [programme d’aide alimentaire], un programme qui fournit des 

subventions alimentaires aux ménages à faible revenu. Les covariables utilisées précisément sont les mêmes 
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que celles d’Arima et coll. (2017), bien que le présent article ait modélisé conjointement deux années de 

taux de pauvreté à l’aide d’un modèle FEM multivarié. Toutes les covariables utilisées ici sont centrées 

autour de leur moyenne. Le modèle utilisé ici est semblable aux modèles appliqués à ces données par Bell, 

Basel, Cruse, Dalzell, Maples, O’Hara et Powers (2007), et il est lié au modèle de production de comté 

utilisé par le programme SAIPE. Le programme SAIPE produit des estimations de la pauvreté au niveau de 

l’État, du comté et du district scolaire pour différents groupes d’âge, notamment le groupe d’âge scolaire, 

de 5 à 17 ans. Pour de plus amples renseignements sur le programme, voir Bell, Basel et Maples (2016) ou 

la page Web du programme SAIPE à l’adresse https://www.census.gov/programs-surveys/saipe.html/. 

Nous avons ajusté le modèle SEM aux données sur le taux de pauvreté avec un maximum de 

vraisemblance en utilisant R (R Core Team, 2016) pour obtenir les valeurs des paramètres définissant notre 

« modèle vrai ». Cela a donné 2ˆ =u  0,0012; 2ˆ =x  0,0064 et ˆ =  0,407. Ces valeurs de paramètre 

impliquent que   0,5
2 2 2 2ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ= x u x         (voir l’Annexe) est environ égal à 0,7. Nous omettons les 

estimations des autres paramètres du modèle, car elles n’ont pas d’incidence sur les calculs d’EQM de 

premier ordre effectués ici. 

Pour les valeurs iD  et ,iC  nous avons utilisé des estimations tirées d’une fonction de variance 

généralisée (FVG, voir Wolter, 1985) élaborée pour les variances d’échantillonnage des estimations sur une 

année et cinq ans de l’ACS relatives au taux de pauvreté des enfants d’âge scolaire dans les comtés pour 

2010 et 2005-2009 respectivement. Les détails de la FVG sont décrits dans Franco et Bell (2013). Après 

l’ajustement du modèle SEM, mais pour leur utilisation dans le calcul des EQM, on a modifié les valeurs 

iD  et iC  pour éviter leur divulgation en ajoutant un bruit normal bivarié à moyenne nulle aux valeurs 

 log iD  et  log iC  et en exponentialisant les résultats. Les termes de bruit ajoutés aux valeurs iD  et iC  

avaient une corrélation de 0,5 et des variances de 2 in  et 2 5 ,in  respectivement, où les in  sont les tailles 

d’échantillon de comté de l’ACS de 2010 (estimations sur un an). Ainsi, on a ajouté plus de bruit au  log iD  

qu’au  log ,iC  et plus de bruit pour les comtés dont les échantillons sont de plus petite taille. Les valeurs 

obtenues iD  vont d’environ 0,00005 à 0,12 avec une médiane de 0,0046, tandis que iC  va de 67 10  

à 0,013 avec une médiane de 0,0009. Les valeurs de ratios obtenues 2ˆ=D i ur D   varient d’environ 0,04 à 

100 avec une médiane d’environ 4, et les valeurs de 2ˆ=C i xr C   varient d’environ 0,001 à 2 avec une 

médiane d’environ 0,14. Les valeurs modifiées par le bruit fournissent une gamme de valeurs pratiquement 

plausibles pour iD  et ,iC  et l’aspect général des graphiques qui s’ensuivent n’est pas sensiblement modifié 

par l’ajout de bruit. 

Les graphiques (a)-(c) de la figure 4.1 montrent des ratios comparant les approximations de premier 

degré des EQM des prédicteurs des trois modèles représentées graphiquement par rapport à iC  à l’échelle 

logarithmique, avec une ligne verticale à =C  0,0014 comme référence. Le graphique (a) montre les ratios 

des EQM pour les prédicteurs du modèle SEM et du modèle naïf. Nous constatons qu’en raison de leur 

caractère optimal sous le modèle SEM supposé, les prédicteurs du modèle SEM ont toujours des EQM de 

prédiction plus faibles que les prédicteurs du modèle naïf. Parce que les iC  sont grandement liés aux iD  

(avec une corrélation d’environ 0,9), il est probable que pour les petits ,iC  les iD  soient petits et que les 

prédicteurs des trois modèles soient alors approximativement égaux aux estimateurs directs, si bien que les 

EQM des prédicteurs du modèle naïf et du modèle SEM sont semblables. On observera cette tendance dans 

les quatre graphiques de la figure 4.1. Dans le graphique (a), le ratio atteint son maximum d’environ un 
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quand .iC C  Cela correspond à un résultat donné à la remarque 3 de la section 2.2, où nous avons constaté 

que les deux prédicteurs sont équivalents à ce point. Pour >iC C  les ratios diminuent rapidement pour 

atteindre des valeurs de près de 30 % plus élevées pour les prédicteurs du modèle naïf. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.1 Approximations de premier ordre des ratios d’EQM représentées graphiquement par rapport à iC  
pour le modèle de pauvreté des enfants d’âge scolaire des comtés américains quand le modèle SEM 
est vrai. Pour les graphiques (a)-(c), les ratios sont respectivement les EQM réelles du modèle SEM 
et du modèle naïf, des modèles SEM et FEM, et des modèles FEM et naïf. Le graphique (d) montre 
les ratios des EQM déclarées et les EQM réelles du modèle naïf. Les lignes verticales indiquent .C  

 
Le graphique (b) montre les ratios des EQM des prédicteurs du modèle SEM et FEM. Encore une fois, 

le prédicteur du modèle SEM a de meilleures performances, car nous supposons que le modèle SEM est 

vrai. Pour <iC C  les différences entre EQM sont faibles, mais elles sont plus prononcées pour les valeurs 

élevées de ,iC  avec des EQM du prédicteur du modèle FEM pouvant être supérieures de 40 % ou plus à 

celles du prédicteur du modèle SEM. 
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Le graphique (c) montre les ratios d’EQM correspondants pour les prédicteurs du modèle FEM et du 

modèle de FH naïf. Le prédicteur du modèle naïf a des EQM légèrement plus élevées que le prédicteur du 

modèle FEM pour les petites valeurs de iC  mais des EQM plus faibles pour les grandes valeurs de ,iC  une 

tendance prévisible au vu des résultats des graphiques (a) et (b). Les EQM des deux prédicteurs sont à peu 

près égales à une certaine valeur de < .iC C  Les EQM du prédicteur du modèle FEM sont supérieures 

d’environ 20 % ou plus à celles du prédicteur du modèle naïf pour les valeurs les plus grandes de .iC  

Notons que l’EQM obtenue pour le prédicteur du modèle FEM quand le modèle SEM est réellement vrai 

reste correcte au premier ordre, bien que le prédicteur du modèle FEM ne soit pas optimal. Cependant, 

l’EQM qu’on obtient en supposant que le modèle naïf est vrai, que nous appelons EQM « déclarée », diffère 

de l’EQM réelle du prédicteur du modèle naïf. Le graphique (d) représente les ratios des approximations de 

premier degré des EQM déclarées et réelles du prédicteur du modèle naïf quand le modèle SEM est vrai. 

Comme on l’a vu dans la section 2.2, le modèle naïf surestime les EQM pour les petites valeurs de iC  et 

sous-estime les EQM pour les grandes valeurs de ,iC  tout en estimant correctement l’EQM à = .iC C  La 

surestimation pour <iC C  est relativement faible, inférieure à 10 %, tandis que la sous-estimation pour 

>iC C  est élevée, s’accroissant à mesure que la valeur de iC  augmente, pour atteindre plus de 40 %. 

On pourrait dire que le modèle SEM est plus raisonnable que le modèle FEM pour cette application, 

parce que si l’on est prêt à supposer un modèle pour les taux de pauvreté réels mesurés par les estimations 

de l’ACS de 2010, pourquoi ne pas supposer ce modèle pour les taux de pauvreté moyens réels sur cinq ans 

comme des estimations principalement mesurées par l’ACS 2005–2009 ? Il est toutefois intéressant 

d’examiner les performances de chacun des prédicteurs quand le modèle FEM se vérifie. Cela présente une 

autre difficulté parce que les valeurs réelles de ix  ne sont pas connues. Pour cette illustration, nous les 

générons comme étant  iid 2ˆ0, ,i xx N   et nous les traitons comme des valeurs réelles. (Il faut se rappeler 

que nous avons centré les valeurs iX  de sorte que ˆ( ) = = 0.)iE x X  Pour les paramètres du modèle 

FEM, nous avons utilisé les estimations obtenues de l’ajustement du modèle SEM puisque les estimateurs 

de paramètres établis dans (2.3) concordent pour les modèles FEM et SEM. Bien que nous n’ayons pas de 

preuve explicite, les estimateurs des paramètres de MV utilisés dans cette illustration devraient converger 

pour m    vers des quantités identiques pour les modèles FEM et SEM. 

Les graphiques (a)-(d) de la figure 4.2 sont analogues à la figure 4.1, mais supposent pour les 

approximations de premier degré que le modèle FEM est vrai. Le graphique (a) représente les ratios des 

EQM du prédicteur du modèle FEM et SEM. Bien que notre hypothèse selon laquelle le modèle FEM est 

vrai rende le prédicteur du modèle « optimal », pour de nombreux comtés, il a en fait des performances 

inférieures à celles du prédicteur du modèle SEM en ce qui concerne l’EQM. Cela s’explique par le fait que 

le caractère optimal du prédicteur du modèle FEM soit dans la classe des prédicteurs sans biais, et que les 

prédicteurs du modèle SEM et du modèle naïf sont tous deux biaisés, si bien qu’il n’y a pas de contradiction 

mathématique. La différence entre EQM peut atteindre 50 % environ dans les deux sens. Cependant, il y a 

relativement peu de points pour lesquels l’EQM du modèle SEM soit supérieure de plus de 20 % à celle du 

modèle FEM, alors qu’il y a un nombre important de points pour lesquels l’EQM du modèle SEM est 
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inférieure de plus de 20 % à celle du modèle FEM. En calculant séparément les termes de biais et de variance 

de l’EQM, on constate que pour cette application, les meilleures performances du prédicteur du modèle 

SEM par rapport au prédicteur du modèle FEM dans le graphique (a) sont attribuables au biais du premier. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 4.2 Approximations du premier degré des ratios d’EQM et de carrés de biais pour le modèle de 

pauvreté des enfants d’âge scolaire des comtés américains quand le modèle FEM est vrai, 
représentées graphiquement par rapport à iC  ou .ix  Les graphiques (a)-(c) montrent 
respectivement les ratios des EQM réelles des modèles SEM et FEM, des modèles SEM et naïf, et 
des modèles FEM et naïf. Le graphique (d) montre les ratios des EQM déclarées et les EQM réelles 
du modèle naïf. Le graphique (e) montre les ratios des carrés de biais des modèles SEM et naïf. Tous 
les graphiques représentent les ratios par rapport à iC  sauf le graphique (f), qui représente le ratio 
des EQM réelles des modèles SEM et naïf par rapport à .ix  Les lignes verticales indiquent C  ou 

,x  selon le cas. 
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Le graphique (b) de la figure 4.2 représente les ratios des EQM des prédicteurs des modèles SEM et naïf 

par rapport à .iC  Il montre que quand le modèle FEM est vrai, les performances du prédicteur du modèle 

SEM sont parfois meilleures et parfois moins bonnes que celles du prédicteur du modèle naïf pour ce qui 

est de l’EQM. Le même énoncé est possible au sujet des prédicteurs des modèles fonctionnel et naïf à partir 

du graphique (c), qui montre les ratios des EQM des modèles FEM et naïf représentées par rapport à .iC  

Cependant, à mesure que iC  augmente au-delà de C  l’EQM du modèle FEM est presque toujours plus 

élevée que l’EQM du prédicteur du modèle naïf. 

Le graphique (d), qui représente les ratios de l’EQM déclarée sur l’EQM réelle du prédicteur du modèle 

naïf, nous rappelle que le modèle naïf donne une erreur quadratique moyenne inexacte, parfois surestimée 

et parfois sous-estimée. La surévaluation est faible, allant jusqu’à environ 10 %, mais la sous-estimation est 

plus considérable, puisqu’elle atteint 40 % et plus. Une surestimation est plus probable pour <iC C  et une 

sous-estimation pour > ,iC C  bien que ces tendances ne se vérifient pas dans tous les comtés (comme c’est 

le cas pour le modèle SEM) en raison des variations des termes de carré du biais dans le modèle FEM. 

Étant donné que les modèles SEM et naïf ont tous deux un biais sous le modèle FEM, nous pouvons 

analyser la relation entre leurs biais respectifs. Le graphique (e) de la figure 4.2 montre le ratio du carré du 

biais pour les prédicteurs des modèles SEM et naïf. Il montre que le carré du biais du prédicteur du modèle 

SEM est inférieur pour < ,iC C  et plus élevé pour > ,iC C  et qu’il est égal quand = ,iC C  où les deux 

prédicteurs sont égaux. Cela donne à penser que les points extrêmes dans le quadrant supérieur droit du 

graphique (b) sont attribuables au biais. La réalisation particulière de ix  dans notre génération de données 

aura également une incidence sur ces points extrêmes. Le graphique (f) représente le ratio des EQM réelles 

du modèle SEM par rapport à .ix  La ligne verticale représente la moyenne de ,ix  qui est 

approximativement 0 à cause de comment ont été générés les .ix  Notons que les points extrêmes des 

quadrants supérieurs présentent des écarts élevés de ix  par rapport à sa moyenne. Par ailleurs, les points les 

plus extrêmes dans les quadrants inférieurs correspondent aux valeurs où ix  est proche de .x  Cela donne à 

penser que d’importants écarts de ix  par rapport à x  auront plus d’incidence sur les EQM réelles des 

prédicteurs de modèle SEM que sur celles des prédicteurs de modèle naïf. Cependant, pour la majorité des 

points, les EQM du modèle SEM sont inférieures à celles du modèle naïf selon nos approximations de 

premier ordre. 

 
5  Conclusions 
 

Dans l’article, nous avons examiné trois modèles proposés pour l’estimation sur petits domaines quand 

une ou plusieurs covariables de régression sont mesurées avec erreur, soit le modèle fonctionnel d’erreur de 

mesure (FEM), le modèle structurel d’erreur de mesure (SEM) et le modèle de Fay-Herriot naïf. La section 2 

a établi pour ces modèles des résultats théoriques en matière d’estimation des paramètres, de prédictions sur 

petits domaines et de biais de prédiction correspondants, de variances d’erreur et d’EQM. Ces résultats ont 

permis plusieurs observations concernant les modèles, notamment : (i) les prédictions et EQM du modèle 
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naïf et du modèle SEM concordent, du moins asymptotiquement, pour les domaines avec = ,iC C  (ii) les 

résultats de prédiction du modèle SEM convergent vers les résultats de prédiction du modèle FEM à mesure 

que 2 ,x    et (iii) en présence d’une erreur de mesure, le modèle naïf est mal spécifié, de sorte qu’il 

donnera une EQM de prédiction inexacte sauf pour les domaines avec = .iC C  

À la section 3, nous avons comparé l’EQM de prédiction dans les trois modèles sur des gammes de 

valeurs de paramètres du modèle vrai pour les cas où le modèle SEM était vrai. À la section 4, nous avons 

réalisé les mêmes comparaisons en posant comme vrai un modèle SEM particulier obtenu en l’ajustant aux 

données sur les taux de pauvreté des enfants d’âge scolaire dans les comtés américains. Parce que ce modèle 

est très semblable aux modèles utilisés par le programme SAIPE du U.S. Census Bureau, il a permis de 

produire des résultats pour un cas réaliste de modèle SEM vrai. Nous avons également obtenu des 

comparaisons d’EQM pour un modèle FEM analogue en simulant les valeurs de covariables réelles non 

observées .ix  

Dans l’ensemble, les comparaisons d’EQM des sections 3 et 4 avaient tendance à privilégier le modèle 

SEM. Les comparaisons avec le modèle naïf ont montré que son prédicteur peut avoir de mauvaises 

performances pour iC  non proche de ,C  avec des augmentations importantes de l’EQM comparativement 

au prédicteur du modèle SEM. En ce qui concerne le problème d’inexactitude de l’EQM que pose en plus 

le modèle naïf pour iC  non proche de ,C  la sous-évaluation de l’EQM quand >iC C  semblait plus grave 

que la surévaluation de l’EQM pour < .iC C  

D’après les comparaisons des modèles SEM et FEM, on a constaté que quand le modèle SEM est vrai, 

le prédicteur du modèle FEM peut avoir une EQM de prédiction beaucoup plus élevée quand l’erreur 

d’échantillonnage et de mesure est importante ( iD  et iC  sont grands). Bien que le prédicteur du modèle 

FEM puisse être meilleur quand le modèle FEM est vrai, il n’était pas inhabituel non plus dans ce cas que 

les prédicteurs du modèle SEM et du modèle de FH naïf aient en fait des EQM plus faibles que le prédicteur 

« optimal » du modèle FEM. Cela s’explique par le fait que le caractère optimal du prédicteur du modèle 

FEM pour le modèle FEM fait partie de la classe des prédicteurs sans biais étant donné une valeur fixe ,ix  

tandis que les prédicteurs des modèles SEM et naïf, parce qu’ils sont biaisés, ne font pas partie de cette 

classe et peuvent avoir, et ont parfois, une EQM plus faible. Bien que des recherches supplémentaires soient 

nécessaires sur ce point, il semble que si l’évitement des hypothèses de modélisation pour ix  donne au 

modèle FEM un certain potentiel de robustesse, cela peut avoir un coût important en variances d’erreurs de 

prédiction plus élevées pour certains domaines. 

De manière pratique, on peut considérer à propos de ce dernier point que, dans l’estimation sur petits 

domaines, les covariables utiles possibles les plus probables avec une erreur de mesure quantifiée ( iC  étant 

connu ou estimé) sont d’autres estimations d’enquête iX  de quantités de population ix  qu’on pense liées 

aux quantités de population i  dont nous cherchons à améliorer les estimations directes iY  avec notre 

modèle. La question se pose alors de savoir pourquoi, si nous croyons que nous pouvons modéliser 

adéquatement i  au moyen de ,iY  nous choisirions le modèle FEM plutôt que le modèle SEM pour éviter 

de modéliser ix  au moyen de ?iX  
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Annexe 
 
Réexpression des formules d’EQM pour l’exécution de tracés de contours 
 

Voici une illustration de comment nous réexprimons 2EQM S u  en termes de 2= ,D i ur D  2= ,C i xr C   

et .  Sachant le résultat du tableau 2.2 selon lequel  2 2 *EQM = ,S i i x i iD D C F   nous commençons 

par réexprimer :iF   
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À partir de (1.7), en notant que pour notre modèle simplifié 2 2= ,v x   nous avons 
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Estimation de quantiles sur petits domaines à l’aide de la 
régression spline et de la vraisemblance empirique 

Zhanshou Chen, Jiahua Chen et Qiong Zhang1 

Résumé 

Le présent document étudie l’estimation de quantiles sur petits domaines selon un modèle de régression non 
paramétrique à erreurs emboîtées au niveau de l’unité. Nous supposons que les distributions des erreurs 
spécifiques sur petits domaines satisfont un modèle du rapport de densité semi-paramétrique. Nous ajustons le 
modèle non paramétrique à l’aide de la méthode par régression spline pénalisé d’Opsomer, Claeskens, Ranalli, 
Kauermann et Breidt (2008). Nous appliquons ensuite la vraisemblance empirique pour estimer les paramètres 
dans le modèle du rapport de densité à partir des résidus. Cela donne des estimations propres au domaine 
naturelles des distributions des erreurs. Puis, nous employons une méthode des noyaux pour obtenir des 
estimations lissées des distributions des erreurs. Ces estimations sont alors utilisées pour faire une estimation de 
quantiles dans deux situations : dans l’une d’elles, nous ne connaissons que les moyennes de puissances des 
covariables au niveau de la population; dans l’autre, nous connaissons les valeurs des covariables de toutes les 
unités d’échantillonnage dans la population. Selon des expériences de simulation, les méthodes proposées pour 
l’estimation des quantiles sur petits domaines fonctionnent bien pour des quantiles situés près de la médiane dans 
le premier cas et pour un large éventail de quantiles dans le second. Un estimateur de l’erreur quadratique 
moyenne bootstrap des estimateurs proposés est également examiné. Un exemple empirique fondé sur les 
données sur les revenus des Canadiens en fait partie. 

 
Mots-clés : Quantile sur petits domaines; spline pénalisé; vraisemblance empirique; modèle du rapport de densité; modèle 

de régression à erreurs emboîtées. 

 
 

1  Introduction 
 

Les enquêtes-échantillons sont largement utilisées pour obtenir de l’information sur les totaux, les 

moyennes, les médianes et d’autres quantités de populations finies. De même, des données semblables sur 

des sous-populations, comme des individus dans des régions et des groupes sociodémographiques 

particuliers, présentent aussi un intérêt. Souvent, une enquête est conçue pour recueillir de l’information 

d’intérêt au niveau de la population, mais cela donne des données directes insuffisantes sur les sous-

populations. Voilà pourquoi l’estimation des paramètres des sous-populations avec une précision 

satisfaisante et l’évaluation de leur exactitude sont de sérieux défis pour les statisticiens. Ces derniers 

doivent se tourner vers des modèles appropriés pour regrouper l’information des petits domaines afin de 

bien estimer les paramètres pour les petits domaines quand aucun échantillon ou seulement de petits 

échantillons dans ces domaines sont disponibles à partir de l’enquête-échantillon. 

Les recherches consacrées à l’estimation sur petits domaines attirent de plus en plus l’attention des 

secteurs public et privé. Pour faire un petit rappel historique, mentionnons Fay et Herriot (1979), Battese, 

Harter et Fuller (1988), Prasad et Rao (1990), et Lahiri et Rao (1995), entre autres. Pour un examen général 

de l’évolution de l’estimation sur petits domaines, mentionnons Pfeffermann (2002) et Pfeffermann (2013) 

et les ouvrages de Rao (2003) et Rao et Molina (2015). Voir également Jiang et Lahiri (2006a), Jiang et 

Lahiri (2006b) et Jiang (2010) pour les publications récentes. 
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Comparativement aux quantiles, il existe relativement plus d’activités de recherche sur l’estimation des 

moyennes de petits domaines. Les études sur l’estimation de quantiles sur petits domaines gagnent du 

terrain. L’approche M-quantile de Chambers et Tzavidis (2006) a remporté un franc succès. Cette approche 

utilise l’approche M-quantile pour caractériser les distributions conditionnelles de la variable de réponse y  

pour des covariables .x  Cette information sert ensuite à prédire les valeurs de réponses non observées à 

partir desquelles les distributions de la population des petits domaines sont estimées. L’estimation de 

quantiles sur petits domaines est un avantage secondaire naturel et bien accueilli. Voir Tzavidis et Chambers 

(2005), Pratesi, Ranalli et Salvati (2008), Tzavidis, Salvati et Pratesi (2008), et Salvati, Tzavidis et Pratesi 

(2012) pour en connaître l’évolution. 

Une autre approche d’estimation de quantiles sur petits domaines est proposée par Molina (2010). 

Supposons que s  et r  sont les ensembles d’unités échantillonnées et non échantillonnées dans une enquête 

et sy  et ry  sont les vecteurs des valeurs de réponses correspondantes. À l’aide d’une hypothèse 

paramétrique sur la distribution conjointe de sy  et ry  (ou les réponses transformées), ils ont proposé de 

calculer la distribution conditionnelle de ry  sachant sy  (et d’autre information). Après avoir dûment estimé 

la distribution conjointe et, par conséquent, la distribution conditionnelle, ils ont suggéré l’échantillonnage 

à partir de la distribution conditionnelle estimée pour créer une population artificielle, mais complète, une 

fois que ry  non observé était rempli. La distribution de la population est estimée à partir de la population 

complète. Cette approche fonctionne bien pour estimer les quantiles et les moyennes de petits domaines. 

Les autres méthodes dont nous sommes au courant comprennent celles de Tzavidis, Marchetti et Chambers 

(2010), Chaudhuri et Ghosh (2011) et Chen et Liu (2018). Tzavidis et coll. (2010) ont proposé un cadre 

général pour une estimation sur petits domaines robuste, en représentant l’estimateur sur petits domaines 

comme une fonction d’une variable explicative de la fonction de distribution cumulative de ces petits 

domaines. Chaudhuri et Ghosh (2011) ont proposé une vraisemblance empirique qui repose sur la méthode 

bayésienne. Chen et Liu (2018) ont proposé une approche pour les populations en admettant un modèle de 

régression linéaire à erreurs emboîtées combiné à des distributions des erreurs qui satisfont un modèle du 

rapport de densité semi-paramétrique (MRD). Selon les simulations, la méthode fondée sur le MRD ressort 

du lot quand les distributions des erreurs sont asymétriques. 

Dans le présent document, nous nous intéressons à la situation où la fonction de régression n’est pas 

linéaire, même si le modèle de régression à erreurs emboîtées demeure dûment semblable à celui d’Opsomer 

et coll. (2008). De toute évidence, les méthodes obtenues à l’aide de modèles linéaires peuvent donner un 

biais considérable si l’hypothèse de la linéarité est enfreinte. Pour réduire l’éventuel risque de biais majeur, 

Opsomer et coll. (2008) ont proposé une meilleure prédiction linéaire sans biais empirique (EBLUP) pour 

les moyennes de petits domaines selon un modèle de régression non paramétrique à l’aide de splines 

pénalisés (P-splines); Jiang, Ngueyen et Rao (2010) ont conçu une approche de barrière adaptative en 

employant une technique de sélection de modèle non paramétrique; Sperlich et José Lombardía (2010) ont 

eu recours à la méthode d’inférence locale polynomiale dans le contexte de l’estimation sur petits domaines; 
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Rao, Sinha et Dumitrescu (2014) ont proposé une EBLUP robuste à l’aide d’un modèle mixte approximé 

P-splines; Torabi et Shokoohi (2015) ont proposé une analyse unifiée des réponses discrètes et continues 

grâce à des modèles de régression P-spline. 

Nous suivons leur exemple et élargissons leurs résultats pour permettre des distributions d’erreur non 

normales dans le modèle de régression non paramétrique à erreurs emboîtées. Plus précisément, nous 

établissons l’hypothèse du modèle de régression non paramétrique à erreurs emboîtées, mais nous 

assouplissons l’hypothèse de la distribution des erreurs sur petits domaines d’une normale à un MRD semi-

paramétrique souple. Nous utilisons l’approche de régression P-splines d’Opsomer et coll. (2008) pour 

ajuster la régression non linéaire. Nous appliquons ensuite la vraisemblance empirique pour estimer les 

paramètres du MRD à l’aide des résidus. Cela donne une estimation naturelle de la distribution des erreurs 

pour des domaines spécifiques. Nous appliquons ensuite une méthode des noyaux pour obtenir des 

estimations lissées des distributions des erreurs et des quantiles sur petits domaines. Nous construisons des 

estimations des quantiles dans deux situations : lorsque nous connaissons uniquement les moyennes de 

puissances des covariables au niveau de la population et lorsque nous disposons des valeurs des covariables 

de toutes les unités d’échantillonnage dans la population. Notre approche devrait hériter des mérites du 

travail à partir d’un modèle de régression non paramétrique et profiter du fait que l’hypothèse d’une 

distribution des erreurs paramétrique est évitée. Les estimations des quantiles sur petits domaines ainsi 

obtenues sont donc plus robustes. Les simulations indiquent que, lorsque la fonction de régression est 

approximativement linéaire, le rendement de l’approche proposée est concurrentiel. L’approche proposée 

donne un meilleur résultat quand la relation de régression est quadratique ou exponentielle. 

Le reste du document est organisé comme suit. Dans la section 2, nous introduisons le modèle et les 

hypothèses. Dans la section 3, nous présentons l’approche proposée. Dans la section 4, nous proposons une 

procédure bootstrap pour estimer les erreurs quadratiques moyennes. Dans la section 5, nous avons recours 

à des méthodes de Monte Carlo pour évaluer le rendement de la méthode proposée et la comparer à certaines 

méthodes existantes. Un exemple d’application est présenté dans la section 6. La section 7 renferme 

quelques observations finales. 

 
2  Modèle et hypothèses 
 

Prenons une population finie contenant 
=0

=
m

ii
N N  unités d’échantillonnage divisées en 1m   petits 

domaines   , : = 1, 2, , ,ij ij ix y j N = 0, 1, , .i m  Prenons un modèle de régression non 

paramétrique à erreurs emboîtées avec une covariable :  

  0= ,ij ij i ijy m x v    (2.1) 

où ijx  est une variable auxiliaire, iv  désigne an effet aléatoire propre au domaine et ij  représente des 

erreurs aléatoires. La fonction de régression  0m   n’est pas précisée, mais nous pouvons calculer assez 

facilement une approximation à l’aide d’une fonction spline  
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    0 0 1
=1

; , = .β γ
K

pp
p k k

k

m x x x x           (2.2) 

Ici, p  est le degré de l’estimation spline, =p px x  lorsque > 0x  et 0 autrement, , = 1, ,k k K   

constituent un ensemble de constantes fixes appelées nœuds,  0= , ,β p    est un vecteur de 

coefficient de la portion paramétrique du modèle, et  1= , ,γ K    est le vecteur des coefficients 

splines, K  est le nombre de nœuds splines. Si l’emplacement des noeuds couvre toute la plage de x  et K  

est suffisamment important, la classe de P-spline (2.2) peut servir à estimer une fonction lisse  0m   avec 

un niveau d’exactitude élevé, même pour un petit p  (Boor, 2001). Ruppert, Wand et Carroll (2003) ont 

recommandé d’utiliser le nombre de nœuds splines K  comme le minimum de 40 et le nombre de x  uniques 

divisé par 4. 

Nous supposons que nous obtenons un échantillon aléatoire de la population à l’aide d’un plan de 

sondage non informatif, de telle sorte que (2.1) demeure valide pour les unités échantillonnées. Notre tâche 

immédiate consiste à ajuster ce modèle à partir des données échantillonnées et de suivre l’approche 

d’Opsomer et coll. (2008). Pour simplifier la présentation, nous introduisons d’abord une notation 

matricielle. Supposons que in  est le nombre d’unités échantillonnées dans le petit domaine .i  Les valeurs 

de réponses des ei  domaines sont désignées comme  1 2= , , , .y
ii i i iny y y   Nous les regroupons ensuite 

pour créer le vecteur de réponse dont la longueur est :n  0 1= , , , .Y y y yn m     De même, nous 

définissons i  et n  pour le terme d’erreur. Nous utilisons  0= , ,v mv v   pour les effets aléatoires 

propres à un domaine et créons une matrice D  de sorte que  

 
0 10 1= ( , , , )Dv

mn n m nv v v  1 1 1   

où k1  est un vecteur de longueur k  de 1.  Nous construisons ensuite des matrices X n  et Z n  de telle sorte 

que leurs rangées soient composées de  

       1= 1, , , , = , ,x z
p pp

ij ij ij ij ij ij Kx x x x 
 

       

dans l’ordre approprié. Avec ces matrices et ces vecteurs, les données de l’échantillon sous le modèle (2.1) 

sont reliées par  

 = .Y X β Z γ Dvn n n n     (2.3) 

Opsomer et coll. (2008) ont ajusté ce modèle selon l’hypothèse voulant que les composantes de ,γ  de 

v  et de   soient toutes indépendantes et normalement distribuées de manière identique avec les variances 
2 , 2

v  et 2   respectivement. Nous obtenons les solutions de l’ajustement comme suit 

       
 

   
 

1

1
1 1

1

ˆ ˆ ˆ= ,

ˆˆ ˆˆ = ,

ˆ ˆ ˆ= ,

ˆˆ ˆˆ =

V Z Σ Z DΣ D Σ

v Σ D V Y X β

β X V X X V Y

γ Σ Z V Y X β

n n v

v n n

n n n n

n n n
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où ˆ ˆ ˆ, ,Σ Σ Σv   sont des estimations du maximum de vraisemblance restreinte (REML) pour les matrices 

de covariance de ,γ v  et ,  et V̂  est l’estimation de  var .V Yn  

Opsomer et coll. (2008) ont ensuite établi la meilleure prédiction linéaire sans biais empirique de la 

moyenne de petit domaine :  

 0 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= ,z γp

i i p i i iY X X v        (2.4) 

où , , p
i iX X  représentent les moyennes de puissances des unités de population ijx  dans le domaine ,i  

c’est-à-dire, 1
=1

= iN
s s
i i ijj

X N x   pour = 1, , ,s p  et ˆz γi  désigne les vraies moyennes des fonctions de 

base de spline pour le petit domaine .i  De toute évidence, il est facile d’élargir la discussion qui précède à 

des modèles additifs non paramétriques comportant deux covariables ou plus (Lin et Zhang (1999), Ruppert 

et coll. (2003) et Wood (2006)). 

Dans le présent document, nous suivons les travaux d’Opsomer et coll. (2008) pour obtenir toutes les 

valeurs ajustées. Pour l’estimation de quantiles sur petits domaines, nous supprimons l’hypothèse de la 

normalité pour .ij  Nous supposons plutôt que leur distribution  iG u  satisfait un MRD, de telle sorte que 

pour = 1, , ,i m  

       0log = ,qi idG u dG u u   (2.5) 

avec une fonction de base prédéterminée  q u  et un paramètre de basculement propre au domaine .i  Nous 

pouvons inclure = 0i  dans l’équation ci-haut en posant 0 = 0.  Il faut que le premier élément de  q u  soit 

un pour que le premier élément de i  soit un paramètre de normalisation. Le MRD comprend des familles 

de distributions normale, gamma et bien d’autres familles comme des cas spéciaux. Des discussions sur le 

MRD se trouvent dans Anderson (1979), Qin et Zhang (1997), Kezioua et Leoni-Aubina (2008) et Chen et 

Liu (2013). 

Les équations (2.1), (2.2) et (2.5) forment ensemble la plateforme du présent document pour l’estimation 

de quantiles sur petits domaines. Nos travaux sont différents de ceux d’Opsomer et coll. (2008) en ce sens 

que nous nous concentrons sur l’estimation de quantiles sur petits domaines sans énoncer d’hypothèse de 

normalité pour   .iG   Parallèlement, le présent document est différent de Chen et Liu (2018) parce qu’il 

formule des postulats pour une relation de régression non paramétrique entre ijy  et ijx  au lieu d’une relation 

linéaire. 

 
3  Approche proposée 
 

Pour tout  0, 1 ,   le e  quantile d’une distribution F  se définit comme  

   = inf : .u F u    

Si  F̂ u  est une estimation de   ,F u  son - quantile est naturellement estimé à l’aide de  
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                                                          ˆ ˆ= inf : .u F u   (3.1) 

Selon l’hypothèse de distribution pour ,ij  nous avons  

                                         
     

   
0

0

= ,

= .

ij ij ij i ij i

i ij i

P y u P u m x v x v

G u m x v

   

 




  

Par conséquent, nous obtenons la distribution de la population du ei  petit domaine comme suit  

                                                       1
0

=1

= .
iN

i i i ij i
j

F u N G u m x v     

Une fois que iG  et  0m   seront correctement estimés, il en ira de même des quantiles sur petits domaines. 

Nous suivons l’idée de la vraisemblance empirique de Chen et Liu (2018) pour l’estimation de   .iG   

Supposons que les valeurs de ij  dans l’échantillon sont connues. Prenons un candidat 0G  sous la forme 

suivante  

                                                     0
,

= ,ij ij
i j

G u p I u    

où  I   est une fonction indicatrice et 
, =0 =1

= .im n

i j i j    Par conséquent, nous avons  0=ij ijp dG   et, 

selon le MRD,     = exp θ qi st st i stdG p   pour = 0, 1, ,i m  ce qui implique ceci  

                                                         
,

= exp .θ qi st i st st
s t

G u p I u    (3.2) 

Selon Owen (2001), nous obtenons la fonction de vraisemblance empirique  

                                 0 1
, , ,

, , , = = exp ,θ qn m i ij ij i ij
i j i j i j

L G G G dG p          
     

où le paramètre θ  et ijp  satisfait 0,ijp   et où = 0, 1, , ,s m  

   
,

exp = 1.θ qij s ij
i j

p   (3.3) 

À noter que nous avons utilisé la convention 0 = 0θ  pour simplifier la présentation. Parce que 

1 , , mG G  sont entièrement déterminés par  1= , ,θ θ θm    et 0 ,G  nous écrivons le log-vraisemblance 

empirique comme ceci  

      0
,

, = log .θ θ qn ij i ij
i j ij

G p      

En optimisant  0,θ G  en ce qui concerne 0G  selon les résultats des contraintes (3.3) dans les 

probabilités ajustées  

    1

1

=1

ˆ = 1 exp ( ) 1θ q
m

ij s s ij
s

p n  


        (3.4) 
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et le log-VE du profil 

        
, =1 ,

= log 1 exp 1θ θ q θ q
m

n s s ij i ij
i j s i j

               

où  1 , , m   est la solution de  

 
  

  ,
=1

exp 1
= 0.

1 exp 1

θ q

θ q

i st

m
s t

l l stl



 

 

     



  

Puisque les valeurs de ij  ne sont pas disponibles, nous les remplaçons par les résidus obtenus à l’aide 

du modèle d’ajustement (2.1) selon l’hypothèse (2.2) : 

                                                      0
ˆˆ ˆˆ ˆ= ; ,β γij ij ij iy m x v     

où  

  0 0 1
=1

ˆ ˆ ˆˆ ˆˆˆ ( ; , ) = .β γ
K

pp
p k k

k

m x x x x           (3.5) 

Supposons que  ˆ θn  est la fonction du log-VE  θn
  après avoir remplacé ij  par ˆ .ij  Nous 

définissons l’estimateur VE maximum de θ  à l’aide de  ˆ ˆ= argmaxθ θn  et nous estimons  iG u  comme 

ceci  

       
,

ˆ ˆ ˆˆ= exp θ qi st i st st
s t

G u p I u    (3.6) 

où 

       1

1

=1

ˆˆ = 1 exp 1θ q
m

st l l st
l

p n n n 


         

et 0
ˆ = 0.θ  La routine R drmdel peut servir à calculer θ̂  et ˆ ijp  qui offre 11 possibilités de fonction de base 

  .q u  

Parce que  iG u  est discret, la distribution lissée des noyaux  ˆ
iG u  suivante donne une meilleure 

estimation des quantiles :  

  
=1

ˆ
ˆ ˆ= ,

in
ij

i ij
j

u
G u w

b

   
 

  (3.7) 

où les poids sont choisis comme    ˆ ˆˆ = ,ij i ij i ijw G G b     est un paramètre de largeur de bande, et 

    est la fonction de distribution de la normale type. Comme l’ont proposé Chen et Liu (2013), nous 

choisissons  1/5 ˆˆ= 1,06 min , 1,34b n Q  où ̂  est l’écart-type de la distribution ˆ
iG  et Q̂  est son 

intervalle interquartile. 

Dans certaines applications, seules les moyennes de puissances des covariables de la population sont 

connues et peuvent être utilisées pour établir une inférence statistique. Dans d’autres applications, les 

covariables de tous les membres de la population sont connues. Cela donne deux estimations possibles des 

quantiles. Dans le premier cas, nous estimons iF  comme  
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             1
0 0

=1

ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ= ; , ; , ,β γ β γ
in

a
i i i i ij i

j

F u n G u Y m x m x     (3.8) 

où nous utilisons  0
ˆ ˆˆ ; ,β γim x  précisés sous (3.5). 

Lorsque les données du recensement sur x  sont disponibles, nous estimons iF  comme ceci  

         1
0

ˆˆ ˆ ˆ= ,
i i

b
i i ij i ij i

j s j r

F u N I y u G u m x v

 

     
 
   (3.9) 

où is  et ir  sont des ensembles d’unités observées et non observées dans le petit domaine .i  Le reste des 

spécifications est identique à (3.8). 

Les estimations proposées ressemblent à celles de Chen et Liu (2018), mais nous utilisons une régression 

non paramétrique. Parce qu’il est plus facile de recueillir les moyennes de puissances des covariables de la 

population que les valeurs des covariables de toutes les unités de la population,    ˆ a
iF u  s’applique de façon 

plus large que    ˆ .b
iF u  Les calculs sont également plus efficaces. Parce que    ˆ b

iF u  utilise les valeurs des 

covariables de toutes les unités de la population, il devrait donner de meilleurs résultats statistiques quand 

les deux s’appliquent. 

 
4  Estimation bootstrap des erreurs quadratiques moyennes 
 

Les estimateurs de quantiles sur petits domaines proposés sont assemblés en suivant de nombreuses 

étapes intermédiaires. Il est difficile d’évaluer de manière analytique les variances ou l’erreur quadratique 

moyenne (EQM) de ces estimateurs. Nous suivons d’autres chercheurs (Sinha et Rao (2009), Tzavidis 

et coll. (2010) et Chen et Liu (2018)) afin d’élaborer une procédure bootstrap comme suit : 
 

Étape 1 Obtenir les estimations 2ˆ ˆ ˆ, ,β γ v  et  0
ˆ ˆˆ , ,β γm x  à partir du modèle (2.1), et calculer  ˆ

iG u  

comme dans (3.7). 

Étape 2 Générer une population bootstrap finie   * *= , , = 0, , , = 1, ,ij ij iH y x i m j N   avec  

               * * *
0

ˆ ˆˆ= , , ,β γij ij i ijy m x v     

où les résidus bootstrap *
ij  sont échantillonnés à partir de la FDC  ˆ ,iG u  et les *

iv  sont 

générés à partir de  2ˆ0, .vN   

Étape 3 À partir de la population bootstrap * ,H  nous sélectionnons * =i in n  unités d’échantillonnage 

dans le petit domaine i  par échantillonnage aléatoire simple sans remise, et nous le répétons 

L  fois pour obtenir * , = 1, , .lh l L  Pour chaque échantillon * ,lh  il faut calculer les 

estimations    *ˆ a l
iF u  et    *ˆ b l

iF u  comme dans (3.8) et (3.9) respectivement. 

Étape 4 Calculer l’estimateur de l’EQM empirique de ̂  comme ceci  

                  2* 1 * *

=1

ˆeqm = ,
L

l

l

L      
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où   * *ˆˆ =l lF u   désigne une fonction de    *ˆ a lF u  ou  *ˆ b lF  et   * *= F u   où

 *F u  est la FDC connue des populations bootstrap. 

Étape 5 Répéter les étapes 2 à 4, B fois, et définir l’estimation de l’EQM bootstrap comme ceci  

               1 *

=1

eqm ,
B

b
b

B     

où  *eqm b  est  *eqm   calculée à la eb  répétition.  
 

Le rendement de l’estimateur de l’EQM bootstrap sera examiné et déclaré dans la section portant sur la 

simulation. 

 

5  Simulations de Monte Carlo 
 

Dans la présente section, nous utilisons une simulation pour évaluer le rendement des estimateurs de 

vraisemblance empirique fondés sur le modèle proposé de régression spline pénalisé (VEP) et leurs 

estimations de l’EQM. Lorsque seules les moyennes de la population de covariables sont connues, les 

estimateurs proposés sont comparés uniquement à l’estimateur de la vraisemblance empirique fondé sur le 

modèle de régression linéaire à erreurs emboîtées (VEL) de Chen et Liu (2018) et à l’estimateur direct (ED). 

Lorsque les valeurs des covariables sont connues pour toutes les unités d’échantillonnage, la comparaison 

est élargie afin d’inclure également six estimateurs de Tzavidis et coll. (2010), désignés comme 

EBLUP/naïve, EBLUP/CD, EBLUP/RKM, M-quantile/naïve, M-quantile/CD et M-quantile/RKM. Ici, 

EBLUP/CD et M-quantile/CD désignent la EBLUP et l’estimateur de M-quantile s’obtient à partir de la 

FDC proposée par Chambers et Dunstan (1986), et les estimateurs correspondants fondés sur la FDC 

proposée par Rao, Kovar et Mantel (1990), désignés comme RKM. 

Tout comme Chen et Liu (2018), nous devons choisir  q u  dans le MRD. Il y a deux candidats, soit 

   1 = 1,q u u   et     2 = 1, sign .q u u u   Selon quelques résultats provisoires de la simulation, 

   1 = 1,q u u   fonctionne bien pour le modèle de régression non paramétrique ajusté aux P-splines, mais 

ce n’est pas le cas de  2 .q u  Le choix de    * 2
2 = 1, ,q u u u   donne plutôt un rendement concurrentiel. 

Nous utilisons donc  1q u  et  *
2q u  dans notre simulation. 

Dans le sillage de Rao et coll. (2014) et de Torabi et Shokoohi (2015), nous avons généré des données à 

partir de trois modèles :  

 

 
2

A : = 1 ,

B : = 1 ,

C : = 1 0,5 exp .

ij ij i ij

ij ij ij i ij

ij ij ij i ij

y x v

y x x v

y x x v






  

   

   

  

Ceux-ci donnent respectivement des fonctions de régressions linéaires, quadratiques et exponentielles. Nous 

avons établi le nombre de petits domaines à 30 et la taille de la population d’un domaine à =iN  

 500 1 , = 0, 1, , 29.i i   Nous avons généré la covariable ijx  à partir de  0, 1 .N  Après avoir généré 

,ijx  nous les avons traités comme étant fixes dans la simulation. L’effet aléatoire propre au domaine iv  a 

été obtenu à partir de  0, 1 ,N  et les erreurs ij  ont été obtenues à partir des quatre distributions suivantes.  
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     2

i : 0, 1 ,

ii : 3 ,

iii : combinaison normale 0,5 1; 1 0,5 1; 1 ,

iv : 0, , où 0,5; 2 , = 0, , 29.i i

N

t

N N

N U i 
 



  

La distribution (ii) a une queue lourde, les distributions (ii) et (iii) sont symétriques, et la distribution (iv) 

est hétéroscédastique. 

Nous avons utilisé = 1 000R  répétitions dans la simulation et prélevé des échantillons aléatoires de 

taille = 500n  sans remplacement de la population à chaque répétition. Pour éviter la possibilité que certains 

petits domaines comportent trop peu d’unités d’échantillonnage, nous avons pris 60n   unités au niveau 

de la population et affecté deux autres unités à chaque petit domaine. Nous avons utilisé la routine R mgcv 

pour la méthode REML avec des options par défaut pour les valeurs de p  et K  lors de l’ajustement de la 

fonction P-spline (2.4). Nous avons calculé les estimations des quantiles sur petits domaines de 5 %, 25 %, 

50 %, 75 % et 95 % désignés comme ED, VEL1, VEL2, VEP1, VEP2, pour l’estimateur direct, les 

estimateurs de Chen et Liu (2018) et les estimateurs proposés à l’aide de  1q   et  2 .q   Nous présentons 

leur erreur quadratique moyenne relative (AMSE) et les biais absolus (ABIAS) qui sont définis comme 

ceci :  

 

       

     

21

=0 =1

1 1 1

=0 =1 =1

ˆAMSE = 1 ,

ˆABIAS = 1 ,

m R
r r

i i
i r

m R R
r r

i i
i r r

R m

m R R

 

 



  

 

 



  
  

où  ˆ r
i  est soit l’une des estimations des quantiles pour le ei  petit domaine dans la er  répétition. Les 

résultats sous les modèles A, B, et C figurent aux tableaux 5.1 à 5.3, respectivement. La VEP et la VEL sont 

fondées sur  ˆ a
iF  et sa version mirroir dans Chen et Liu (2018). 

Sous le modèle A, le modèle linéaire est valide. Par conséquent, nous nous attendons à ce que la VEL 

soit supérieure. Selon le tableau 5.1, deux méthodes sont similaires pour les quantiles de 25 %, 50 % et 

75 %. Les VEL donnent de meilleurs résultats que les VEP pour le quantile de 5 %, tandis que la 

comparaison est inversée pour le quantile de 95 %. Les VEP et les VEL donnent un meilleur résultat que 

l’ED pour les quantiles de 25 %, 50 % et 75 % avec des marges importantes. Cela donne l’impression 

générale que les méthodes proposées fonctionnent toujours de façon satisfaisante. 

Sous le modèle B, le modèle linéaire se détériore légèrement. Les résultats du tableau 5.2 montrent que 

les estimateurs des VEP ont une AMSE plus basse pour les quantiles inférieurs. Les VEL ont toujours une 

AMSE basse, malgré un ABIAS plus élevé. L’avantage des VEP proposées dans les modèles de régressions 

non paramétriques à erreurs emboîtées tient dans les quantiles des niveaux du centre. Comme il y a moins 

d’observations dans les quantiles qui s’approchent des extrémités, il est difficile d’ajuster le modèle non 

paramétrique. 

La linéarité est gravement enfreinte sous le modèle C. La VEL devrait avoir un mauvais rendement et 

cela est évident dans le tableau 5.3. Parallèlement, les VEP fonctionnent bien pour les quantiles des 25 %, 
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50 % et 75 %. Le choix de  *
2q u  est aussi utile en général. Pour les quantiles extrêmes, les VEP ne justifient 

pas les difficultés comparativement à l’ED. 

 
Tableau 5.1 
AMSE et ABIAS des estimateurs de quantiles sur petits domaines sous le modèle A 
 

  AMSE ABIAS 
   ED VEL1 VEL2 VEP1 VEP2 ED VEL1 VEL2 VEP1 VEP2 

Distribution des erreurs (i) 5 % 0,470 0,120 0,142 0,121 0,162 0,346 0,022 0,028 0,024 0,032 
25 % 0,219 0,074 0,080 0,074 0,082 0,081 0,006 0,006 0,006 0,006 
50 % 0,187 0,067 0,067 0,067 0,068 0,011 0,005 0,005 0,006 0,006 
75 % 0,218 0,074 0,079 0,074 0,082 0,081 0,007 0,005 0,008 0,006 
95 % 0,470 0,121 0,142 0,123 0,165 0,340 0,024 0,031 0,023 0,033 

Distribution des erreurs (ii) 5 % 1,287 0,249 0,786 0,276 1,726 0,352 0,011 0,023 0,011 0,089 
25 % 0,297 0,196 0,217 0,178 0,186 0,084 0,022 0,036 0,021 0,031 
50 % 0,238 0,187 0,182 0,167 0,154 0,011 0,010 0,010 0,010 0,009 
75 % 0,304 0,197 0,233 0,179 0,189 0,081 0,023 0,038 0,023 0,032 
95 % 1,344 0,249 1,919 0,319 2,297 0,349 0,013 0,034 0,015 0,100 

Distribution des erreurs (iii) 5 % 0,636 0,165 0,199 0,163 0,234 0,408 0,008 0,013 0,008 0,019 
25 % 0,340 0,132 0,147 0,133 0,152 0,109 0,010 0,007 0,011 0,008 
50 % 0,306 0,128 0,128 0,130 0,132 0,014 0,007 0,007 0,007 0,007 
75 % 0,340 0,133 0,151 0,134 0,156 0,108 0,011 0,009 0,012 0,008 
95 % 0,651 0,168 0,205 0,166 0,243 0,410 0,010 0,016 0,010 0,022 

Distribution des erreurs (iv) 5 % 1,225 2,589 0,787 2,679 0,651 0,504 0,220 0,028 0,222 0,071 
25 % 0,574 0,681 0,380 0,652 0,349 0,114 0,174 0,047 0,157 0,017 
50 % 0,488 0,273 0,277 0,241 0,291 0,017 0,010 0,010 0,009 0,010 
75 % 0,571 0,700 0,383 0,670 0,349 0,121 0,183 0,057 0,166 0,012 
95 % 1,251 2,611 0,795 2,709 0,655 0,519 0,207 0,037 0,210 0,082 

 
 

 
Tableau 5.2 
AMSE et ABIAS des estimateurs de quantiles sur petits domaines sous le modèle B 
 

  AMSE ABIAS 
   ED VEL1 VEL2 VEP1 VEP2 ED VEL1 VEL2 VEP1 VEP2 
Distribution des erreurs (i) 5 % 0,524 2,998 2,991 0,404 0,439 0,382 1,520 1,502 0,017 0,019 
 25 % 0,474 0,182 0,183 0,259 0,262 0,177 0,118 0,123 0,018 0,017 
 50 % 0,865 0,907 0,951 0,215 0,219 0,092 0,785 0,791 0,031 0,031 
 75 % 1,963 0,985 1,170 0,817 0,825 0,132 0,602 0,616 0,021 0,021 
 95 % 7,850 3,083 3,783 9,163 9,193 1,200 1,159 1,185 0,251 0,251 
Distribution des erreurs (ii) 5 % 1,227 2,768 3,065 0,492 1,691 0,352 1,430 1,423 0,067 0,143 
 25 % 0,562 0,280 0,268 0,331 0,327 0,189 0,087 0,087 0,027 0,024 
 50 % 0,976 0,924 0,957 0,287 0,281 0,098 0,728 0,733 0,046 0,046 
 75 % 2,119 1,023 1,231 0,817 0,854 0,129 0,557 0,572 0,034 0,034 
 95 % 8,392 2,989 4,864 8,405 9,180 1,250 1,140 1,147 0,112 0,119 
Distribution des erreurs (iii) 5 % 0,842 2,171 2,207 0,425 0,491 0,500 1,252 1,238 0,013 0,014 
 25 % 0,657 0,209 0,209 0,292 0,296 0,176 0,076 0,077 0,010 0,011 
 50 % 0,935 0,791 0,805 0,244 0,249 0,082 0,679 0,682 0,026 0,027 
 75 % 1,983 0,981 1,086 0,739 0,752 0,131 0,588 0,597 0,024 0,024 
 95 % 8,020 2,782 3,251 8,344 8,385 1,219 1,059 1,078 0,144 0,145 
Distribution des erreurs (iv) 5 % 1,458 3,913 3,066 2,414 0,814 0,557 1,195 1,172 0,226 0,053 
 25 % 0,919 0,460 0,397 0,474 0,472 0,206 0,154 0,137 0,058 0,017 
 50 % 1,183 0,913 0,920 0,398 0,416 0,071 0,629 0,640 0,048 0,023 
 75 % 2,195 1,223 1,209 1,022 0,902 0,163 0,471 0,511 0,033 0,031 
 95 % 8,043 2,954 3,420 7,476 7,639 1,268 0,975 1,042 0,104 0,115 
 



98 Chen et coll. : Estimation de quantiles sur petits domaines à l’aide de la régression spline et de la vraisemblance empirique 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Tableau 5.3 
AMSE et ABIAS des estimateurs de quantiles sur petits domaines sous le modèle C 
 

  AMSE ABIAS 

   ED VEL1 VEL2 VEP1 VEP2 ED VEL1 VEL2 VEP1 VEP2 

Distribution des erreurs (i) 5 % 0,279 1,340 1,258 0,092 0,151 0,267 0,997 0,978 0,051 0,031 
25 % 0,146 0,316 0,263 0,087 0,098 0,068 0,282 0,280 0,035 0,046 
50 % 0,152 0,326 0,403 0,094 0,096 0,011 0,215 0,227 0,019 0,015 
75 % 0,335 0,868 1,368 0,225 0,244 0,029 0,665 0,700 0,043 0,044 
95 % 7,011 0,890 6,818 27,97 27,81 0,291 0,206 0,301 1,398 1,384 

Distribution des erreurs (ii) 5 % 1,180 1,181 1,355 0,278 1,776 0,286 0,849 0,836 0,090 0,174 
25 % 0,205 0,461 0,395 0,201 0,208 0,063 0,317 0,327 0,085 0,098 
50 % 0,201 0,450 0,502 0,201 0,191 0,024 0,226 0,235 0,013 0,012 
75 % 0,528 0,943 1,422 0,390 0,422 0,017 0,641 0,681 0,096 0,104 
95 % 7,478 0,890 6,306 23,33 25,01 0,479 0,089 0,107 1,055 1,084 

Distribution des erreurs (iii) 5 % 0,438 1,063 1,004 0,157 0,240 0,349 0,826 0,803 0,065 0,034 
25 % 0,299 0,328 0,289 0,158 0,181 0,120 0,158 0,161 0,009 0,020 
50 % 0,305 0,364 0,409 0,174 0,179 0,013 0,151 0,157 0,035 0,029 
75 % 0,428 0,709 1,035 0,275 0,308 0,077 0,499 0,524 0,015 0,017 
95 % 6,718 0,974 4,704 24,79 25,04 0,232 0,321 0,378 1,336 1,325 

Distribution des erreurs (iv) 5 % 1,078 4,146 2,303 3,378 0,685 0,444 0,918 0,803 0,409 0,035 
25 % 0,530 0,829 0,531 0,668 0,380 0,107 0,105 0,156 0,147 0,071 
50 % 0,490 0,526 0,565 0,297 0,344 0,021 0,177 0,188 0,054 0,017 
75 % 0,718 1,454 1,412 1,149 0,542 0,076 0,438 0,542 0,061 0,048 
95 % 6,430 2,492 4,002 22,54 21,92 0,462 0,364 0,242 1,258 1,042 

 
Ensuite, nous étudions les estimateurs qui s’appliquent lorsque les valeurs des covariables sont connues 

pour toutes les unités d’échantillonnage. La simulation comprend EB0, EB1, EB2, MQ0, MQ1 et MQ2 qui 

désignent respectivement EBLUP/naïve, EBLUP/CD, EBLUP/RKM, M-quantile/naïve, M-quantile/CD et 

M-quantile/RKM. Nous établissons une taille de population relativement petite = 500iN  pour épargner 

certains calculs. Le tableau 5.4 présente l’AMSE de ces estimateurs sous les modèles A, B et C avec une 

distribution des erreurs  0, 1 .N  Pour économiser de l’espace, nous ne présentons pas les résultats des biais 

correspondants. Les résultats des simulations montrent que la méthode proposée donne en général des 

AMSE et des ABIAS (non présentés) inférieurs. Elle fonctionne bien, même pour les quantiles à des niveaux 

relativement extrêmes. 

Pour économiser de l’espace, nous regroupons les résultats de l’AMSE des cinq niveaux de quantiles 

figurant au tableau 5.5. L’entrée correspondant à iA  est l’AMSE moyenne de l’estimation des quantiles à 

des niveaux de 5 %, 25 %, 50 %, 75 %, et 95 % lorsque les données sont générées à partir du modèle A avec 

la distribution des erreurs (i). Nous constatons que, lorsqu’il y a plus de détails sur les covariables, les 

estimateurs des VEL et des VEP sont bien plus exacts que les résultats des tableaux 5.1 à5.3. Du modèle A 

au modèle C, la ligne de régression devient moins linéaire. Parallèlement, les estimateurs de quantiles 

proposés offrent plus d’avantages que les autres estimateurs. 

Maintenant, nous évaluons l’estimateur de l’EQM bootstrap proposé dans la section 4. Parce que cette 

méthode comporte beaucoup de calculs, nous avons restreint la simulation à l’estimateur fondé sur    ˆ b
iF u  
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avec la fonction de base    1 = 1,q u u   et = 100, = 100.B L  Nous signalons les ratios moyens des EQM 

estimés et les EQM simulés dans tous les petits domaines. Plus le ratio s’approche de un, plus l’estimation 

de l’EQM bootstrap est exacte. Dans le tableau 5.6, nous pouvons voir que les ratios moyens tournent autour 

de un dans la majorité des situations, sauf pour la distribution des erreurs (iv) aux niveaux extrêmes des 

quantiles. Nous en concluons que l’estimateur de l’EQM bootstrap est généralement satisfaisant. 

 
Tableau 5.4 
AMSE de 10 estimateurs de quantiles lorsque toutes les valeurs de covariance sont connues avec une distribution 
des erreurs N(0, 1) 
 

   EB0 EB1 EB2 MQ0 MQ1 MQ2 VEL1 VEL2 VEP1 VEP2 

Modèle A 5 % 0,477 0,123 0,501 0,536 0,127 0,499 0,128 0,146 0,078 0,110 

25 % 0,139 0,073 0,154 0,198 0,074 0,154 0,073 0,078 0,065 0,073 

50 % 0,061 0,066 0,124 0,119 0,066 0,124 0,066 0,066 0,064 0,064 

75 % 0,145 0,074 0,149 0,204 0,074 0,149 0,074 0,080 0,066 0,073 

95 % 0,491 0,125 0,394 0,552 0,129 0,395 0,126 0,146 0,079 0,113 

Modèle B 5 % 1,270 2,500 0,928 1,682 2,575 0,946 2,965 2,949 0,079 0,110 

25 % 0,351 0,152 0,239 0,262 0,149 0,239 0,193 0,193 0,069 0,069 

50 % 0,834 0,723 0,285 0,631 0,722 0,284 0,899 0,944 0,071 0,073 

75 % 0,314 0,634 0,532 0,257 0,644 0,530 0,986 1,160 0,082 0,084 

95 % 3,710 2,095 3,690 4,209 2,059 3,685 3,235 3,900 0,154 0,156 

Modèle C 5 % 0,346 0,830 0,415 0,708 0,307 0,351 1,087 1,028 0,075 0,130 

25 % 0,345 0,173 0,169 0,388 0,110 0,154 0,263 0,224 0,066 0,075 

50 % 0,340 0,170 0,142 0,207 0,150 0,136 0,291 0,349 0,065 0,067 

75 % 0,288 0,577 0,211 0,191 0,376 0,227 0,731 1,088 0,068 0,087 

95 % 2,578 11,47 8,087 5,194 14,64 11,96 0,868 4,215 0,148 0,156 

 
Tableau 5.5 
AMSE moyenne pour 5 quantiles lorsque toutes les valeurs des covariables sont connues 
 

Modèle EB0 EB1 EB2 MQ0 MQ1 MQ2 VEL1 VEL2 VEP1 VEP2 

iA  0,263 0,092 0,264 0,322 0,094 0,264 0,093 0,103 0,070 0,087 

iiA  0,810 1,379 1,822 0,810 1,381 1,796 0,217 0,370 0,203 0,744 

iiiA  0,754 0,183 0,408 0,819 0,183 0,407 0,149 0,168 0,135 0,168 

ivA  0,687 0,186 0,399 0,746 0,188 0,399 0,281 0,196 0,256 0,164 

iB  1,296 1,221 1,135 1,408 1,230 1,138 1,832 1,829 0,091 0,098 

iiB  1,442 1,714 2,348 1,496 1,718 2,343 1,596 1,812 0,230 0,504 

iiiB  1,270 1,081 1,357 1,348 1,088 1,351 1,399 1,521 0,163 0,179 

ivB  1,346 1,177 1,315 1,436 1,183 1,317 1,565 1,701 0,205 0,166 

iC  0,799 2,645 1,805 1,339 3,117 2,566 0,648 1,381 0,084 0,103 

iiC  1,441 3,439 3,368 2,232 3,967 3,898 0,725 1,168 0,241 0,377 

iiiC  1,141 2,516 1,898 1,834 2,937 2,572 0,595 1,133 0,153 0,186 

ivC  1,149 2,499 1,909 1,821 2,933 2,639 0,767 1,176 0,280 0,179 
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Tableau 5.6 
Ratios moyens des EQM bootstrap et des EQM simulés 
 

  iA  iiA  iiiA  ivA  iB  iiB  iiiB  ivB  iC  iiC  iiiC  ivC  

5 % 1,01 1,03 1,05 0,36 1,05 0,98 1,01 0,39 0,99 1,19 1,10 0,27 
25 % 1,00 0,99 1,05 0,74 1,03 0,99 0,95 1,03 1,03 0,97 0,99 0,73 
50 % 1,06 1,04 0,97 1,10 1,01 1,03 0,96 0,99 1,09 0,96 0,97 1,03 
75 % 1,01 0,99 1,06 0,76 1,10 1,01 0,98 0,90 1,06 0,96 1,03 0,52 
95 % 1,04 1,20 1,10 0,33 0,89 1,02 1,13 1,02 0,95 1,37 1,13 0,69 

 
6  Application empirique 
 

Nous illustrons maintenant les estimateurs proposés à partir de l’ensemble de données de l’Enquête sur 

la dynamique du travail et du revenu (EDTR) fourni par Statistique Canada (2014) et téléchargé du centre 

de données de la bibliothèque de l’Université de la Colombie-Britannique. Les données contiennent 

147 variables et 47 705 unités d’échantillonnage. Nous remercions Statistique Canada de rendre l’ensemble 

de données disponible, mais nous ne nous attardons pas à l’objectif initial de l’enquête ici. Nous l’utilisons 

plutôt comme une superpopulation afin d’étudier l’efficacité de l’estimateur proposé des quantiles sur petits 

domaines. 

Dans cette étude, nous avons isolé 9 des 147 variables. Il s’agit des variables ttin, gender, spouse, 

edu, âge, yrx, tweek, jobdur et tpaid, qui désignent respectivement : le revenu total, le sexe, si la 

personne vit avec son conjoint, le plus haut niveau de scolarité, l’âge, les années d’expérience, le nombre 

de semaines d’emploi, le niveau de scolarité, la durée de l’emploi actuel (en mois) et le nombre total 

d’heures rémunérées pour cet emploi. Après avoir retiré les unités qui renfermaient des valeurs manquantes 

dans ces 9 variables et celles où ttin 0,  nous avons obtenu un ensemble de données contenant 

28 302 unités d’échantillonnage. Les moyennes de puissances des covariables au niveau de la population 

sont toujours calculées à partir de toutes les observations disponibles. Nous avons créé 28 sous-populations 

(soit les petits domaines) étiquetées comme  4 1 ,k i  = 1, 2, , 7,k   = 1, 2, 3, 4i  à partir des 

combinaisons de sexe-conjoint-scolarité. Ici, k  désigne le niveau de scolarité et = 1, 2, 3, 4i  désignent 

respectivement un homme vivant avec un conjoint ou une conjointe, une femme vivant avec un conjoint ou 

une conjointe, un homme ne vivant pas avec un conjoint ou une conjointe et une femme ne vivant pas avec 

un conjoint ou une conjointe. Les niveaux de scolarité sont décrits comme suit.  
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Nous avons considéré le  log ttin  comme la variable de réponse et ajusté les régressions non 

paramétriques linéaires et additives pour cinq autres variables. Selon toutes les données, le R-carré ajusté 

pour l’ajustement non paramétrique est 0,482, soit bien supérieur au 0,370 obtenu en ajustant la régression 

linéaire. Cela donne à penser qu’un modèle mixte non paramétrique est un bon choix. La figure 6.1 montre 

les courbes ajustées du log(ttin) pour ces deux covariables. Par ailleurs, le R-carré augmente pour s’établir 

à 0,483, même si le modèle comprend seulement les covariables âge et tpaid, ainsi qu’un effet aléatoire. 

Ces analyses exploratoires nous incitent à n’utiliser que ces deux covariables dans notre simulation. Nous 

avons effectué la simulation avec des tailles d’échantillons = 200; 500n  et 1 000. Pour que les proportions 

des échantillons dans les petits domaines s’approchent de leur taille, nous supposons que 

= 2, = 1, , 28,i in a i   où ia  est généré à partir de la distribution multinomiale où = .i ip N N  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 6.1  Courbes ajustées du log(ttin) pour âge et tpaid. 

 
L’AMSE simulée de 10 estimateurs à partir de 1 000 répétitions est présentée au tableau 6.1. Nous 

remarquons d’abord que nos estimateurs des VEP donnent de meilleurs résultats que les autres estimateurs, 

en général, ce qui fait ressortir l’avantage qu’offre notre technique d’estimation sur petits domaines fondée 

sur un MRD non paramétrique. La VEP1, comparée à VEP2, obtient l’AMSE la plus basse pour les quantiles 

de 5 %, 25 %, et 50 %, mais une AMSE légèrement plus élevée pour les quantiles de 75 % et 95 %, ce qui 

démontre que l’hétéroscédasticité des données n’est pas grave. Malgré les estimateurs de VEP, nous 

constatons que les estimateurs de VEL obtiennent de meilleurs résultats que d’autres estimateurs pour le 

quantile de 5 % et qu’ils ont un rendement semblable pour les autres quantiles. Quand on augmente la taille 

de l’échantillon, l’AMSE de tous les estimateurs diminue. De toute évidence, il est difficile d’estimer le 

quantile de 5 % avec une grande précision parce que les données sont asymétriques vers la gauche; il y a 

donc peu d’observations pour estimer les quantiles inférieurs. Fait intéressant, VEL1 n’est pas autant 

touchée par l’asymétrie. Nous sommes d’avis que l’étape (3.7) du lissage par la méthode du noyau est utile 
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ici. Sans l’étape du lissage, VEL1 obtiendrait un bien moins bon résultat. Les simulations non présentées 

démontrent que l’ABIAS de tous les estimateurs diminue en général à mesure que la taille de l’échantillon 

augmente, et cela est surtout évident pour l’ED. 

Pour vérifier le rendement du premier estimateur proposé, nous utilisons uniquement les données 

moyennes sur les covariables. Dans la figure 6.2, nous illustrons les quantiles de 2,5 %, 50 %, et 97,5 % de 

1 000 estimations médianes sur petits domaines à l’aide de l’ED, de VEL1, VEL2, VEP1, VEP2, lorsque la 

taille de l’échantillon = 200n  et les véritables médianes sont indiquées par des points. L’axe des Y 

représente le revenu total et l’axe des X, le niveau de scolarité. On peut voir que les barres correspondant à 

VEP2 sont les plus courtes pour la plupart des petits domaines. 

Le tableau 6.2 montre les estimations des EQM bootstrap ainsi que les ratios moyens des EQM bootstrap 

et simulées pour les estimateurs médians des petits domaines, où    ˆ a
iF u  et    ˆ b

iF u  et la taille de 

l’échantillon = 200.n  Le nombre de répétitions de simulations est de 500 et la fonction de base 

   1 = 1,q u u   et = 100, = 100.B L  Nous pouvons voir que l’estimateur    ˆ a
iF u  a une EQM plus élevée 

que    ˆ ,b
iF u  et que la plupart des ratios moyens s’approchent de un. 

 
Tableau 6.1 
AMSE des estimateurs de quantiles sur petits domaines à partir de données réelles 
 

   EB0 EB1 EB2 MQ0 MQ1 MQ2 VEL1 VEL2 VEP1 VEP2 
n = 200 5 % 0,784 0,769 0,901 0,714 0,763 0,885 0,245 0,421 0,242 0,336 

25 % 0,107 0,256 0,488 0,102 0,261 0,467 0,115 0,131 0,097 0,152 
50 % 0,080 0,119 0,236 0,064 0,116 0,223 0,076 0,095 0,056 0,102 
75 % 0,122 0,100 0,142 0,085 0,102 0,138 0,085 0,076 0,069 0,068 
95 % 0,233 0,190 0,280 0,141 0,138 0,266 0,217 0,179 0,117 0,096 

n = 500 5 % 0,793 0,603 0,826 0,710 0,579 0,805 0,173 0,345 0,210 0,301 
25 % 0,072 0,110 0,207 0,076 0,119 0,197 0,069 0,127 0,063 0,091 
50 % 0,049 0,050 0,074 0,036 0,050 0,072 0,053 0,076 0,040 0,043 
75 % 0,108 0,044 0,060 0,055 0,046 0,058 0,054 0,047 0,046 0,043 
95 % 0,257 0,128 0,152 0,109 0,058 0,148 0,138 0,125 0,086 0,077 

n = 1 000 5 % 0,792 0,397 0,542 0,706 0,377 0,528 0,078 0,130 0,095 0,144 
25 % 0,054 0,056 0,098 0,066 0,067 0,095 0,041 0,043 0,038 0,056 
50 % 0,034 0,026 0,032 0,027 0,026 0,031 0,019 0,028 0,018 0,024 
75 % 0,102 0,024 0,030 0,043 0,026 0,030 0,037 0,033 0,019 0,023 
95 % 0,270 0,088 0,090 0,095 0,114 0,090 0,074 0,067 0,053 0,057 

 
 
Tableau 6.2 
Estimations des EQM bootstrap et des ratios moyens des EQM estimées et simulées 
 

     ˆ a
iF u     ˆ b

iF u  

 5 % 25 % 50 % 75 % 95 % 5 % 25 % 50 % 75 % 95 % 
EQM  0,542 0,196 0,117 0,098 0,165 0,204 0,093 0,068 0,062 0,102 
Ratio  0,843 0,959 1,014 0,988 0,871 0,969 0,994 1,003 0,996 0,975 
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Figure 6.2 Les lignes du bas, du milieu et du haut de chaque barre désignent les quantiles de 2,5 %, 50 % et 

97,5 % de 1 000 estimations sur petits domaines du revenu total. Le point dans chaque barre désigne 
la médiane véritable du petit domaine. Cinq barres dans chaque grappe sont formées par les 
estimations de l’ED, de VEL1, VEL2, VEP1 et VEP2. Dans les deux graphiques du haut : homme 
vivant (à gauche) et ne vivant pas (à droite) avec un conjoint ou une conjointe; dans les deux 
graphiques du bas : femme vivant (à gauche) et ne vivant pas (à droite) avec un conjoint ou une 
conjointe. Sept grappes dans chaque graphique correspondent à sept niveaux de scolarité. 
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7  Conclusion 
 

Nous avons étudié l’estimation de quantiles sur petits domaines à l’aide du modèle de régression non 

paramétrique à erreurs emboîtées et d’une hypothèse de MRD semi-paramétrique pour les distributions des 

erreurs. Nous avons proposé deux estimateurs de quantiles à l’aide de l’approche de P-splines et de la 

vraisemblance empirique. Les résultats des simulations démontrent que les estimateurs proposés sont 

robustes et que leur efficacité est respectable tant pour des fonctions de régression linéaire que non 

paramétrique des quantiles intermédiaires. En principe, l’approche proposée peut être élargie aux modèles 

de régression non paramétriques à plusieurs covariables, même si elle donne bien plus de paramètres à 

estimer. Ce problème fera l’objet de travaux ultérieurs. 
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Élaboration d’un système d’estimation  
sur petits domaines à Statistique Canada 

Michel A. Hidiroglou, Jean-François Beaumont et Wesley Yung1 

Résumé 

La demande d’estimations sur petits domaines de la part des utilisateurs des données de Statistique Canada 
augmente constamment depuis quelques années. Dans le présent document, nous résumons les procédures qui 
ont été intégrées dans un système de production en SAS permettant d’obtenir des estimations sur petits domaines 
officielles à Statistique Canada. Ce système comprend : des procédures fondées sur des modèles au niveau de 
l’unité ou du domaine; l’intégration du plan d’échantillonnage; la capacité de lisser la variance sous le plan pour 
chaque petit domaine si un modèle au niveau du domaine est utilisé; la capacité de vérifier que les estimations 
sur petits domaines équivalent à des estimations fiables de niveau plus élevé; et l’élaboration d’outils de 
diagnostic pour tester la pertinence du modèle. Le système de production a servi à produire des estimations sur 
petits domaines à titre expérimental pour plusieurs enquêtes de Statistique Canada, notamment : l’estimation des 
caractéristiques de la santé, l’estimation du sous-dénombrement au recensement, l’estimation des ventes des 
fabricants et l’estimation des taux de chômage et des chiffres d’emploi pour l’Enquête sur la population active. 
Certains des diagnostics instaurés dans le système sont illustrés à l’aide des données de l’Enquête sur la 
population active ainsi que des données administratives auxiliaires. 

 
Mots-clés : Estimation sur petits domaines; modèle au niveau du domaine; modèle au niveau de l’unité; EBLUP; 

méthodes hiérarchiques bayésiennes; statistiques officielles. 

 
 

1  Introduction 
 

De nos jours, les utilisateurs de données sont de plus en plus avertis et ils demandent plus de données et 

des données à des niveaux plus détaillés. Pour les organismes nationaux de statistique (ONS) qui doivent 

faire face à la baisse des taux de réponse, la production de données plus détaillées est un défi 

particulièrement difficile à relever. Les techniques d’estimation sur petits domaines constituent un moyen à 

envisager pour répondre à cette demande afin de produire des estimations pour des sous-populations ou des 

petits domaines précis. Un petit domaine désigne un sous-groupe de la population pour lequel la taille de 

l’échantillon est si petite que les estimations directes ne sont pas suffisamment fiables pour être publiées. 

Les petits domaines comprennent, par exemple, une région géographique (par exemple une province, un 

comté, une municipalité, etc.), un groupe démographique (par exemple l’âge selon le sexe), un groupe 

démographique au sein d’une région géographique ou un groupe d’industries détaillé. La demande de 

données de petits domaines est reconnue depuis des années (voir Brackstone, 1987), mais elle a beaucoup 

augmenté récemment, comme l’indique le rapport du printemps 2014 du vérificateur général du Canada.  

L’étude des procédures d’estimation sur petits domaines ne date pas d’hier à Statistique Canada, car elle 

a débuté dans les années 1970 avec Singh et Tessier (1976) et Ghangurde et Singh (1977). Drew, Singh et 

Choudhry (1982) ont proposé une procédure dépendante de l’échantillon pour estimer les caractéristiques 

de l’emploi sous le niveau provincial. Dick (1995) a modélisé le sous-dénombrement net pour le 
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Recensement de la population canadienne de 1991. L’élaboration d’un système d’estimation sur petits 

domaines adapté à Statistique Canada arrive au bon moment, car un grand nombre de documents ont été 

écrits sur le sujet, y compris les ouvrages de Rao (2003) et de Rao et Molina (2015). 

Les quatre documents qui ont eu une grande incidence sur l’estimation sur petits domaines (EPD) sont 

ceux de Gonzalez et Hoza (1978), Fay et Herriot (1979), Battese, Harter et Fuller (1988), et Prasad et Rao 

(1990). Gonzalez et Hoza (1978) ont été parmi les premiers à proposer des procédures d’estimation sur 

petits domaines (surtout des méthodes d’estimation synthétique). Fay et Herriot (1979) ont élaboré des 

procédures pour estimer le revenu pour des petits domaines à l’aide des données du questionnaire détaillé 

du recensement. Cette méthode et ses variantes comptent parmi les procédures les plus largement utilisées 

pour produire des estimations sur petits domaines en intégrant des données auxiliaires et des estimations 

d’enquête directes. Battese et coll. (1988) ont conçu une procédure sur petits domaines pour estimer les 

superficies en culture à l’aide des données d’enquête et des données satellitaires disponibles pour les unités 

individuelles. Enfin, Prasad et Rao (1990) ont calculé un estimateur relativement sans biais de l’erreur 

quadratique moyenne fondé sur le modèle des estimateurs de Fay-Herriot et de Battese-Harter-Fuller. 

La théorie statistique de l’EPD fondée sur des modèles est assez complexe et une grande partie des 

logiciels disponibles dans les bureaux de statistique nationaux ont été programmés de façon ponctuelle et, à 

ce titre, ne conviennent pas à un environnement de production. On a donc décidé de développer un système 

qui serait pratique à la fois comme outil de production et comme outil d’apprentissage pour les employés. 

Au moment où cette décision a été prise, vers 2006, il existait des programmes informatiques développés 

par le projet EURAREA (2004) pour l’estimation sur petits domaines. Toutefois, cet ensemble de 

programmes n’était plus en mode de développement et ne représentait pas les dernières percées en matière 

d’estimation sur petits domaines. Par conséquent, un système souple d’estimation sur petits domaines 

pouvant répondre aux besoins de production d’estimations sur petits domaines en production a été élaboré 

à Statistique Canada. Les exigences fondamentales de ce système sur petits domaines comprennent les 

suivantes : permettre des modèles au niveau de l’unité et du domaine; intégrer le plan d’échantillonnage 

dans l’estimation des paramètres d’intérêt et l’erreur quadratique moyenne; s’assurer que les estimations sur 

petits domaines correspondent aux estimations fiables des niveaux plus élevés (c’est-à-dire totaux), et 

concevoir des outils de diagnostic pour tester la pertinence des modèles employés pour l’estimation sur 

petits domaines. Estevao, Hidiroglou et You (2015) ont donc développé un système prototype, rédigé en 

SAS, afin de remplir ces exigences. Ce prototype a été transformé en un système de production que 

Statistique Canada utilise actuellement. 

Le document est organisé de la manière suivante. Dans la section 2, nous présentons la notation 

employée dans l’article. Dans la section 3, nous discutons des options qu’offre le système de production 

pour le modèle au niveau du domaine et les méthodes de la meilleure prédiction linéaire sans biais (méthodes 

EBLUP). Les options pour le modèle au niveau de l’unité à l’aide des méthodes EBLUP sont présentées à 

la section 4. L’approche hiérarchique bayésienne est présentée à la section 5 pour le modèle au niveau du 
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domaine. La section 6 illustre le système de production au moyen de l’Enquête sur la population active 

(EPA) de Statistique Canada. Enfin, certaines conclusions sont présentées à la section 7. 

 
2  Notation de base et contexte 
 

Nous présentons d’abord une notation qui définira les divers estimateurs sur petits domaines inclus dans 

le système de production. Supposons que U  représente une population de taille .N  Cette population est 

fractionnée en M  domaines mutuellement exclusifs et exhaustifs, où chaque domaine 

, 1, ,iU U i M    a iN  observations. Un échantillon, ,s  de taille n  provient de la population à l’aide 

d’un mécanisme de probabilité  p s  bien défini et l’échantillon ainsi obtenu est divisé en domaines 

, 1, , .i i is Ms U    Il convient de souligner que, pour certains domaines, la taille d’échantillon 

réalisé in  peut être de zéro. L’ensemble de  m m M  domaines, où in  est strictement supérieur à 0, est 

représentée par .A  L’ensemble des autres domaines, où in  est égal à 0, est représenté par .A  

Supposons que  
 :

, ,j s j s
jp s U


   représente les probabilités d’inclusion où  :s j s  

désigne la sommation de tous les échantillons s  qui renferment l’unité .j  Nous représentons le poids 

d’échantillonnage de l’unité j  par ,jd  où 1.j jd    Le poids final associé à l’unité j  est représenté par 

.jw  Ce poids est habituellement le produit du poids déterminé par le plan d’échantillonnage original  jd  

multiplié par un facteur d’ajustement qui représente l’intégration des données auxiliaires disponibles (à 

l’aide de la régression ou du calage), ainsi que des ajustements pour la non-réponse. À noter que les données 

auxiliaires utilisées dans le facteur d’ajustement ne sont peut-être pas identiques à celles qui sont employés 

dans l’estimation sur petits domaines.  

L’objectif d’un système d’estimation sur petits domaines est d’estimer un paramètre de population i  

(par exemple une moyenne ou un total) pour chaque domaine i  d’une variable d’intérêt donnée y  lorsque 

la taille de l’échantillon de certains domaines in  est trop petite pour qu’on puisse avoir recours à des 

procédures d’estimation directe. Un estimateur direct de i  est un estimateur qui utilise les valeurs de la 

variable d’intérêt, ,y  uniquement dans les unités d’échantillon du domaine .i  Toutefois, un inconvénient 

important de ce genre d’estimateurs est qu’ils peuvent produire des erreurs-types inacceptablement grandes, 

surtout si la taille d’échantillon dans le domaine est petite. Les procédures sur petits domaines utilisent des 

estimateurs indirects qui se renforcent entre les domaines, en se servant de modèles qui relient tous les 

domaines grâce à certains paramètres communs. Les estimateurs indirects sont efficaces (c’est-à-dire ils 

augmentent la taille réelle de l’échantillon et diminuent ainsi l’erreur-type) si le modèle vaut pour chaque 

domaine. Les écarts par rapport au modèle réduisent la précision. Il existe une grande variété d’estimateurs 

indirects et un bon résumé est fourni dans Rao et Molina (2015).  

Les estimateurs sur petits domaines sont classés au niveau du domaine ou de l’unité selon le niveau 

auquel la modélisation est réalisée. Les estimateurs sur petits domaines au niveau du domaine sont fondés 

sur des modèles qui établissent un lien entre un paramètre d’intérêt donné et des variables auxiliaires propres 

au domaine. Les estimateurs sur petits domaines au niveau de l’unité reposent sur des modèles qui 

établissent un lien entre la variable d’intérêt et les variables auxiliaires propres à l’unité. Les estimateurs sur 
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petits domaines au niveau du domaine sont calculés si les données sur le domaine au niveau de l’unité ne 

sont pas disponibles. Ils peuvent également être calculés si les données au niveau de l’unité sont disponibles 

quand elles sont regroupées au niveau du domaine approprié. Cela pourrait être utile en pratique parce que 

les estimateurs sur petits domaines au niveau du domaine peuvent être moins susceptibles de donner des 

valeurs aberrantes que leurs homologues au niveau de l’unité. 

 
3  Modèle au niveau du domaine 
 

L’estimateur de petits domaines au niveau du domaine est apparu pour la première fois dans le texte 

fondateur de Fay et Herriot (1979). Pour donner suite à ce document, supposons que le paramètre d’intérêt 

est ;i  des exemples communs sont des totaux, ,
i

i jj U
Y y


   ou des moyennes, .i i iY Y N  Tel que 

susmentionné, le vecteur des variables auxiliaires peut être différent de celui qui est utilisé dans l’estimation 

directe et désigné par .z  Le modèle au niveau du domaine peut s’exprimer à l’aide de deux équations.  

La première équation, communément appelée le modèle d’échantillonnage, est obtenue comme suit :  

 î i ie    (3.1) 

et exprime l’estimation directe î  en fonction du paramètre inconnu ,i  plus une erreur aléatoire ie  

attribuable à l’échantillonnage. Les erreurs d’échantillonnage ie  sont des erreurs indépendantes et 

identiquement distribuées de moyenne 0 et de variance ,i  c’est-à-dire   0p i iE e    et   ,p i i iV e    

où p  désigne l’espérance relative au plan d’échantillonnage. À noter que i  est aussi la variance sous le 

plan de î  et qu’il est habituellement inconnu.  

La seconde équation, connue comme le modèle de lien, est obtenue comme suit : 

 z βT
i i i ib v    (3.2) 

et exprime le paramètre i  comme un effet fixe ,z βT
i  plus un effet aléatoire iv  multiplié par .ib  Dans le 

système de production, le terme ib  a une valeur par défaut de un, mais l’utilisateur peut le préciser pour 

contrôler les erreurs hétéroscédastiques ou l’impact des observations influentes. Les effets aléatoires iv  sont 

indépendants et identiquement distribués de variance moyenne 0 et de variance du modèle inconnue 2 ,v  

c’est-à-dire   0m iE v   et   2
m i vV v   où mE  désigne l’espérance du modèle et ,mV  la variance du 

modèle. Les erreurs aléatoires ie  sont indépendantes des effets aléatoires .iv  La combinaison du modèle 

d’échantillonnage et du modèle de lien donne un seul modèle linéaire mixte généralisé (MLMG), obtenu 

comme ceci : 

 ˆ .z βT
i i i i ib v e     (3.3) 

Dans le modèle de Fay-Herriot (3.3), nous constatons que  ˆ z βT
mp i iE    et   2 2ˆ ,mp i i v iV b      où 

 i m iE   est la variance sous le plan lisse de ˆ .i  En général, nous ne pouvons pas traiter i  comme 

étant fixe, parce qu’il n’est pas strictement une fonction des données auxiliaires. Si les 2
v  et i  sont 

connus, la solution du MLMG donne la meilleure estimation linéaire sans biais empirique (BLUP), BLUP
i  
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BLUP
ˆ 1 pour

pour

z β

z β 

T
i i i i

i
T
i

i A

i A

  


   
 







 (3.4) 

où    2 2 2 2
i i v i i vb b      et     

1
2 2 2 2ˆ .β z z zT

i i i i v i i i i vi A i A
b b    



 
       

Il existe quatre procédures récursives pour l’estimation de 2
v  et β  dans le système de production. Les 

trois premières supposent que i  est connu qu’une version lissée est disponible (voir les détails dans la 

section suivante). Selon cette hypothèse, les composantes de la variance peuvent être calculées au moyen 

de la procédure de Fay-Herriot (FH) décrite dans Fay et Herriot (1979), du maximum de vraisemblance 

restreint (REML) ou de la maximisation de la densité corrigée (ADM) attribuée à Li et Lahiri (2010). La 

quatrième procédure, WF, attribuée à Wang et Fuller (2003), suppose que nous estimons i  à l’aide de ˆ i  

en sachant que 2.in   La procédure WF ne requiert aucun lissage des valeurs estimées de ˆ i  avant 

l’estimation de 2 .v  Wang et Fuller (2003) ont effectué des simulations où in  allait de 9 à 36 et constaté 

que leur procédure donnait des estimations raisonnables de i  et de son erreur quadratique moyenne 

estimée. 

La principale différence entre ces quatre procédures est la façon dont les 2
v  sont calculés. Ils reposent 

tous sur un algorithme de notation itératif qui donne 2ˆ v  comme une estimation de la variance du modèle 
2 .v  Les procédures FH, REML et WF peuvent donner des 2ˆ v  qui sont inférieurs à zéro. Si cela se produit, 

les 2ˆ v  sont établis à zéro pour les procédures FH et REML. La troncation de 2
v  estimé à zéro a pour 

inconvénient de rendre l’estimateur sur petits domaines synthétique pour tous les domaines. Li et Lahiri 

(2010) ont proposé l’ADM afin de régler le problème des 2ˆ v  négatifs en maximisant une probabilité 

corrigée définie comme le produit de la variance du modèle et d’une probabilité standard. Bien que la 

méthode de l’ADM donne toujours une solution positive pour 2 ,v  il faudrait l’utiliser avec prudence parce 

qu’elle surestime la variance du modèle. Les procédures REML, FH et ADM ont recours aux valeurs lissées 

des valeurs estimées ˆ i  obtenues à partir de l’échantillon ou d’une estimation fournie par l’utilisateur. Pour 

la procédure WF, si 2ˆ 0,v   Wang et Fuller (2003) ont suggéré de déterminer 2ˆ v  comme  2ˆ ˆ0,5  ,vV   

où  

      
 
 

2
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L’ajout de 2ˆ v  et d’une estimation des i  à BLUP ,i  défini à l’aide de l’équation (3.4), donne la meilleure 

estimation linéaire sans biais empirique (EBLUP), EBLUPˆ ,i  qui est obtenue comme suit : 

 
 

EBLUP
ˆ ˆˆ ˆ1 pour ˆ
ˆ pour 

z β

z β

T
i i i i

i
T
i

i A

i A
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où    2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ,i i v i i vb b         
1

2 2 DIR 2 2ˆˆ ˆ ˆ ,β z z zT
i i i i v i i i i vi A i A

b b    


 
      et i  est 

choisi selon la procédure employée. Pour les procédures REML, FH et ADM, les i  sont les valeurs lissées 

des valeurs estimées de ˆ i  obtenues à partir de l’échantillon ou d’une estimation fournie par l’utilisateur. 

Pour la procédure WF, nous disons que ˆ .i i   Si la variance du modèle estimée 2 2ˆi vb   est relativement 

petite comparativement à ,i  alors ˆi  est petit et plus de poids est attaché à l’estimateur synthétique ˆ .z βT
i  

De même, plus de poids est attaché à l’estimateur direct, ˆ ,i  si la variance sous le plan i  est relativement 

petite.  

Les détails des calculs requis se trouvent dans les spécifications de la méthodologie applicable au 

système de production décrites dans Estevao et coll. (2015). 

 

3.1  Estimation de la variance sous le plan lisse 
 

La variance sous le plan, ,i  pourrait être utilisée comme estimateur de la variance sous le plan lisse

 i m iE   si elle était connue. Dans la plupart des cas, elle est inconnue. Pour contourner ce problème, 

on suppose qu’un estimateur de variance sous le plan sans biais ˆ i  de i  est disponible, c’est-à-dire que 

 ˆ .p i iE    Selon cette hypothèse, nous avons ceci : 

    ˆ .mp i m i iE E       

Un estimateur simple sans biais de la variance sous le plan lisse i  est ˆ .i  Toutefois, ˆ i  peut être assez 

instable lorsque la taille de l’échantillon dans le domaine i  est petite. On obtient un estimateur plus efficace 

en modélisant ˆ i  avec .z i  Dick (1995) et Rivest et Belmonte (2000) ont envisagé des modèles de lissage 

obtenus comme ceci : 

  ˆlog ,x αT
i i i     

où x i  est un vecteur des variables explicatives qui sont des fonctions de ,z i α  est un vecteur inconnu des 

paramètres modèles qu’il faut estimer, et i  est une erreur aléatoire où   0mp iE    et la variance constante 

 2 .mp iV   Nous supposons également que les erreurs i  sont identiquement distribuées 

conditionnellement à ,z i 1, , .i m   À partir de ce modèle, nous constatons que : 

    ˆ exp ,x αT
i mp i iE      

où   exp .mp iE    Dick (1995) a estimé i  en omettant le facteur .  Rivest et Belmonte (2000) ont 

estimé   en supposant que les erreurs i  étaient normalement distribuées. Cependant, nous avons observé 

de manière empirique que cet estimateur de   était sensible aux écarts par rapport à l’hypothèse de 

normalité. On évite cette hypothèse en utilisant une méthode des moments (voir Beaumont et Bocci, 2016). 

Cela donne l’estimateur sans biais de   : 

  
 

1

1

ˆ
ˆ .

exp
α

x α

m

ii
m

T
ii






  


  

Il faut un estimateur α̂  du vecteur des paramètres inconnus du modèle α  pour estimer .i  On l’obtient 

à l’aide de la méthode des moindres carrés ordinaires comme suit : 
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1

1 1

ˆˆ log .α x x x
m m

T
i i i i

i i




 

  
 
    

On obtient alors l’estimateur ˆ
i  de i  comme suit : 

    ˆˆ ˆ ˆexp .x α αT
i i     

Une belle propriété de ˆ
i  vient du fait que la moyenne de l’estimateur de la variance sous le plan lisse, 

ˆ ,i  est égale à la moyenne de l’estimateur de variance directe, ˆ ;i  c’est-à-dire : 

 1 1
ˆ ˆ

.

m m

i ii i

m m

 
  

  

Cela garantit que ˆ
i  ne surestime ou ne sous-estime pas systématiquement  ˆ .i mp iE   

 
3.2  Réconciliation 
 

Si le paramètre d’intérêt i  est un total   ,i iY   l’utilisateur peut souhaiter que la somme des 

estimations sur petits domaines, EBLUPˆ ˆ ,ii A A
 

 
   corresponde aux totaux estimés ˆ

îi A
Y Y


   au 

niveau de l’échantillon général ;s  c’est-à-dire ˆ ˆ.Y   Dans le cas d’une moyenne, ,i iY   cette condition 

de réconciliation devient EBLUPˆ ˆ ,i i i ii A A i A
N N 

  
   où ˆˆ .i iY   

Dans le système de production, deux méthodes permettent d’assurer la réconciliation des estimations sur 

petits domaines au niveau du domaine. La première repose sur un rajustement de la différence et la seconde, 

sur un vecteur enrichi. Elles sont valides pour toute méthode servant à calculer EBLUP
î  ou pour déterminer 

si l’estimation de la variance i  a été lissée. La réconciliation fondée sur un rajustement de la différence 

est une adaptation de la réconciliation présentée dans Battese et coll. (1988). La réconciliation fondée sur 

un vecteur enrichi est attribué à Wang, Fuller et Qu (2008). 

Rajustement de la différence : Pour cette méthode, l’estimateur EBLUP
î  est ajusté uniquement pour les 

domaines dont la taille d’échantillon réalisé 1,in i A   et les estimations synthétiques ˆz βT
i  pour i A  

restent telles quelles. L’estimateur ainsi réconcilié est obtenu à l’aide de EBLUP,ˆ b
i  et est défini comme suit : 

 
EBLUPEBLUP *

EBLUP,
ˆ ˆ ˆ pourˆ

ˆ pourz β

i i d db
d Ai

T
i

i A

i A

    
 

      
 


  

où     
1

2 2 2 2 2ˆ ˆ 
A

i i i i v i i i vi U
b b      




      pour ,i A 1,i   si la réconciliation est pour un 

total, et ,i iN N   si la réconciliation est pour la moyenne. L’estimateur *̂  est une valeur fournie par 

l’utilisateur qui représente le total ou la moyenne des -y valeurs de population .U  La réconciliation garantit 

que EBLUP, *ˆ ˆ .b
i ii A A

  
 

  

Vecteur enrichi : Le vecteur zT
i  est enrichi à l’aide de ,i i  pour former  * ,z zT T

i i i i   où i  et i  

sont définis comme précédemment. L’équation du modèle linéaire mixte généralisé (MLMG) enrichi qui en 

découle est obtenue comme ceci : 

 * * *ˆ z β T
i i i i ib v e     (3.5) 
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où  * 0m iE v   et  * *2 .m i vV v   Les estimations de *β  et *2
v  sont une fois de plus résolues de manière 

récursive pour les quatre procédures EBLUP que nous désignons comme EBLUP*ˆ .i  

L’estimateur réconcilié EBLUP*,ˆ b
i  qui en découle est obtenu comme ceci : 

 
 *

*
* EBLUP * * *

EBLUP ,

* *

ˆ ˆˆ ˆ1 pourˆ
ˆ pour

z β

z β

T
i i i ib

i
T

i

i A

i A

  


   
 


  

où    * 2 *2 2 *2ˆ ˆ ˆ ,i i v i i vb b      et     
1

* * * 2 *2 * 2 *2ˆˆ ˆ ˆ .β z z zT
i i i i v i i i i vi A i A

b b    


 
      

Toutes les composantes de 
*EBLUP ,ˆ b

i  sont calculées à l’aide du modèle enrichi obtenu sous (3.5). On 

peut démontrer que 
*EBLUP ,ˆ ˆ ,b

i i i ii A A i A
   

  
   et, par conséquent, la réconciliation tient. 

Les méthodes du rajustement de la différence et du vecteur enrichi sont deux façons de satisfaire la 

réconciliation. Wang et coll. (2008) ont suggéré d’autres procédures à employer. Plus précisément, ils ont 

adapté l’estimateur à réconciliation automatique que You et Rao (2002) avaient conçu dans le contexte du 

modèle au niveau de l’unité pour le modèle au niveau du domaine. You, Rao et Hidiroglou (2013) ont obtenu 

un estimateur de l’erreur de prédiction quadratique moyenne et de son biais à l’aide d’un modèle mal 

spécifié. 

 
3.3  Estimation de l’erreur quadratique moyenne 
 

La fiabilité des estimateurs EBLUP est obtenue au moyen de     2
EBLUP EBLUPˆ ˆEQM .i i iE     Cette 

espérance prise par rapport au modèle (3.3) pour l’estimateur non réconcilié, et par rapport au modèle (3.5) 

pour l’estimateur réconcilié. 

Les erreurs quadratiques moyennes (EQM) estimées des estimateurs au niveau du domaine sont 

présentées au tableau 3.1. La forme particulière des termes g  et les variances estimées se trouvent dans 

Rao et Molina (2015) ou dans Estevao et coll. (2015). Pour les estimateurs réconciliés, l’EQM estimée de 

l’approche de rajustement de la différence a recours à des formules de l’EQM non réconciliées. Dans le cas 

d’une approche vectorielle enrichie, l’EQM est fondée sur l’enrichissement du vecteur zT
i  avec .i i  

 
Tableau 3.1 
Estimations de l’EQM pour les estimateurs au niveau du domaine 
 

Estimateur       EQM 

Fay-Herriot         
0 1 2 3

FH
2 2

2 pour
ˆeqm ˆ ˆvar  pourz β z

i i i i

i T
i i i v

g g g g i A

b i A



      

 

ADM         
0 1 2 3

ADM
2 2

2 pour
ˆeqm ˆ ˆvar   pourz β z

i i i i

i T
i i i v

g g g g i A

b i A



      

 

REML         
1 2 3

REML
2 2

2 pour
ˆeqm ˆ ˆvar  pourz β z

i i i

i T
i i i v

g g g i A

b i A



     

 

WF         
1 2 3 4

WF 
2 2

2 pour
ˆeqm ˆ ˆvar pourz β z

i i i i

i T
i i i v

g g g g i A

b i A
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Les divers termes g  dans le tableau 3.1 peuvent être interprétés comme suit. Le 0 ig  est un terme de 

correction du biais pour les méthodes FH et ADM. Le terme 1ig  obtenu à l’aide de 1 ˆ ,i i ig     représente 

la majeure partie de l’EQM si le nombre de domaines est élevé. Le terme 2ig  représente l’estimation de ,β  

et 32 ,ig  l’estimation de 2 .v  Le terme 4ig  dans la procédure WF indique que la valeur estimée de ,i ˆ ,i  

a été utilisée. La variance estimée de ˆ ,β  obtenue par    2 2

1

ˆ
ˆvar z zβ

T
i i

i vibi A  




    dépend de la procédure 

particulière employée pour estimer 2 .v  

 
4  Modèle au niveau de l’unité 
 

Le modèle original au niveau de l’unité a été proposé par Battese et coll. (1988). Ces derniers ont supposé 

le modèle à erreurs emboîtées suivant : 

 pour 1, , etz βT
ij ij i ij iy v e i m j U      (4.1) 

où  ind
20,i vv   sont les effets aléatoires et sont indépendants des erreurs aléatoires, ,i je  avec 

 ind
20, .i j ee   Le système de production comprend une légère modification de la structure des erreurs 

aléatoires, c’est-à-dire que  ind
20, ,ij e ije a  où 0i ja   sont des constantes positives qui rendent compte 

de l’hétéroscédasticité.  

Le système de production calcule les estimations sur petits domaines pour les moyennes 

 
i i

ic ij ij ijj U j U
Y c y c

 
    et les totaux   .

i
ic ij ij U

Y c Y


   Les valeurs ijc  sont des constantes 

positives fixes connues pour toutes les unités de la population. Il a fallu ajouter ijc  afin que certaines 

enquêtes-entreprises menées à Statistique Canada puissent utiliser le système (voir Rubin-Bleuer, Jang et 

Godbout, 2016). Les données auxiliaires disponibles sont des totaux ,Z z
i

ic ij ijj U
c


   ou des moyennes 

.Z z
i i

ic ij ij ijj U j U
c c

 
    

Dans ce qui suit, nous fournissons les estimateurs de la moyenne de population ,icY  disons EPDˆ ,i  où 

1, , .i M   Les estimations des totaux correspondants ,icY  sont obtenues en multipliant EPD
î  par 

1
.iN

ijj
c

  

La moyenne de l’échantillon pondéré déterminé par le plan d’échantillonnage des y  et des z  est 

respectivement : 

        1

i i

iwc ij ij ij ij ij
j s j s

y w c w c y


 
     

et 

         1
.z z

i i

iwc ij ij ij ij ij
j s j s

w c w c


 
     

Les moyennes pondérées fondées sur le modèle sont les suivantes : 

    1

i i

ia ij ij ij
j s j s

y a a y


 
     

et  

     1
.z z

i i

ia ij ij ij
j s j s

a a
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Battese et coll. (1988) n’ont pas inclus les poids déterminés par le plan d’échantillonnage dans leur 

procédure, forçant ainsi l’uniformité du plan, à moins qu’il ne soit autopondéré. Nous appelons cet 

estimateur EBLUP  EBLUPˆ .i  Cependant, EBLUP est l’estimateur le plus efficace selon le modèle (4.1), 

avec une structure d’erreur  ind
20, ,ij e i je a  et c’est la raison pour laquelle il est inclus dans le système 

de production.  

Kott (1989), Prasad et Rao (1999), et You et Rao (2002) ont proposé d’utiliser des estimateurs fondés 

sur un modèle et convergents par rapport au plan pour les moyennes des domaines en incluant le poids 

d’enquête. La procedure de You et Rao (2002) a été modifiée de façon appropriée pour représenter les 

résidus hétéroscédastiques .ijc  Le pseudo-estimateur EBLUP qui en découle, désigné sous le nom de 

PEBLUP  PEBLUPˆ ,i  a été inclus dans le système de production parce qu’il est convergent par rapport au 

plan. 

L’estimateur EBLUP est défini comme suit : 

                           
  EBLUP

EBLUP

EBLUP

ˆˆ ˆ siˆ
ˆ si

Z z β

Z β

T

ia ia ic ia ia
i

T
ic

y i A

i A

 


    


  

où   1
2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ .

i
ia v e ij vj s

a   



    Les termes iay  et ,zia  sont les moyennes pondérées fondées sur le 

modèle déjà définies, respectivement pour y  et .z  Le vecteur de régression β  est estimé comme ceci : 

                              
1

EBLUP

1 1

ˆ ˆ ˆ .β z z z z z
i i

m m
T

ij ij ij iac iac ij ij ij ij iac iac ij
i j s i j s

a c a c y 


   

  
 
    

L’estimateur PEBLUP, PEBLUPˆ ,i  est obtenu comme ceci :  

                          
  PEBLUP

PEBLUP

PEBLUP

ˆˆ ˆ siˆ
ˆ si

Z z β

Z β

T

iwc iwc ic iwc iwc
i

T
ic

y i A

i A

 


    


  

où    12 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ,iwc v e iwc v       et     2 2
2 .

i i
iwc ij ij ij ij ijj s j s

w c w c a


 
    Les termes iwcy  et ,ziwc  

sont les moyennes pondérées fondées sur le modèle déjà définies, respectivement pour y  et .z  Le vecteur 

de régression β  est estimé comme ceci : 

                             
1

PEBLUP

1 1

ˆ ˆ ˆβ z z z z z
i i

m m
T

ij ij ij iwa iwa ij ij ij ij iwa iwa ij
i j s i j s

w a w a y 


   

  
 
    

où   1
,z z

i i
iwa ij ij ij ij ijj s j s

w a w a


 
     12 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆiwa v e iwa v       et où 2

iwa  est calculé comme 

    2 22 .
i i

iwa ij ij ij ij ijj s j s
w a w a a 

 
    

Les composantes de la variance, 2
e  et 2 ,v  sont estimées au moyen de l’ajustement des constantes (non 

pondérées par les poids d’enquête), comme l’ont indiqué Battese et coll. (1988) ou Rao (2003). Les 

estimateurs de 2
e  qui en découlent sont toujours supérieurs ou égaux à zéro, mais l’estimateur de 2

v  peut 

être négatif. Si 2 0,v   il s’établit à zéro, ce qui implique qu’il n’y a pas d’effets sur le domaine. On obtient 

les EQM connexes en élargissant les méthodes de You et Rao (2002) et de Stukel et Rao (1997). 
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À noter que, si l’échantillon s  est sélectionné dans l’univers ,U  la fraction de l’échantillon réalisé, 

,i i if n N  pourrait être non négligeable. Pour estimer une moyenne de population, ,iY  Rao et Molina 

(2015) ont pris en compte des fractions d’échantillonnage non négligeables en les exprimant comme suit : 

  1i i is i isY f y f y     

où isy  est la moyenne de l’échantillon du ei  domaine échantillonné et isy  est la moyenne de l’échantillon 

des unités non échantillonnées dans ce domaine. Ils ont établi des prédictions pour isy  à l’aide du modèle 

au niveau de l’unité obtenu par l’équation (4.1). Leurs expressions correspondent au cas où 1.ijc   Cet 

estimateur a été élargi par Rubin-Bleuer (2014) afin d’inclure les estimateurs EBLUP et PEBLUP au cas où 

ijc  serait arbitraire. Des détails précis qui tiennent également compte de l’estimation de l’EQM se trouvent 

dans Estevao et coll. (2015). 

 
4.1  Réconciliation 
 

Le système de production actuel ne renferme pas de procédure qui permette de réconcilier les estimations 

obtenues à l’aide du modèle au niveau de l’unité. Toutefois, on peut modifier la méthode du rajustement de 

la différence de façon appropriée pour remédier à la situation. Les estimateurs EBLUP et PEBLUP prennent 

la forme suivante : 

 
* * * * EPD

EPD

EPD

ˆˆ ˆ( ) si ˆ
ˆ si 

Z z β

Z β

T
i i ic i i

i
T
ic

y i A

i A

 


   
 


  

où *ˆ ,i * ,iy * ,zi  et EPDβ̂  correspondent aux termes définis précédemment : *ˆi  est égal à ˆia  pour EBLUP, 

et à ˆiwc  pour PEBLUP; *
iy  est égal à iay  pour EBLUP, et à iwcy  pour PEBLUP; *zi  est égal à zia  pour 

EBLUP, et à ziwc  pour PEBLUP; et, EPDβ̂  est égal à EBLUPβ̂  pour EBLUP, et à PEBLUPβ̂  pour PEBLUP. 

Supposons qu’il faut réconcilier EPD
î  comme *ˆ .  L’estimateur réconcilié correspondant est : 

  

EPDEPD *
EPD,

EPD

ˆ ˆ siˆ

ˆ siZ β

i i d db
d Ai

T
ic

i A

i A

    
 

      
 


  

où    
1

2 .i d d i id A
    




   Le terme i  est défini comme suit : 1i   si la réconciliation est pour 

un total et i iN N   si la réconciliation est pour la moyenne. Les options possibles pour les i  sont 

  1
2 2 2 2

1
ˆ ˆ , ,in

v e ia ia ijj
a   




    pour EBLUP, et 2 2 2ˆ ˆv e iwc    pour PEBLUP. 

 
4.2  Estimation de l’erreur quadratique moyenne 
 

Les estimations de l’erreur quadratique moyenne des estimateurs au niveau de l’unité sont fondées sur 

l’estimation de leur erreur quadratique moyenne, selon le modèle (4.1) et la structure d’erreur 

 ind
20, .ij e ije a  Le tableau 4.1 présente ces EQM estimées. 
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Tableau 4.1 
Estimations des EQM pour les estimateurs au niveau de l’unité 
 

Estimateur  EQM 

EBLUP    
1 2 3

EBLUP
EBLUP 2

2 pour  
ˆeqm ˆ ˆvar pour  Z β Z

ia ia ia

i T
i i v

g g g i A

i A



     

 

PEBLUP    
1 2 3

PEBLUP
PEBLUP 2

2 pour
ˆeqm ˆ ˆvar pourZ β Z

iw iw iw

i T
i i v

g g g i A

i A



     

 

 
Les divers termes g  au tableau 4.1 peuvent être interprétés de la même façon que ceux associés aux 

EQM au niveau du domaine. Les 1ig  désignés par 1iag  pour EBLUP, et 1iwg  pour PEBLUP représentent la 

majeure partie des EQM si le nombre de domaines est élevé. Les 2ig  représentent l’estimation de ,β  et les 

32 ,ig  l’estimation de 2
v  et 2 .e  

Les variances estimées de EBLUPβ̂  et PEBLUPβ̂  sont représentées respectivement par : 

                                
1

EBLUP 2ˆ ˆˆvar β z x z
i

T
e ij ij ia ia ij

i A j s

a 


 

  
 
   

et 

  
1 1

PEBLUP 2 * * * * * *ˆ ˆvar β z z z z z z
i i i

T T T
e ij ij ij ij ij ij ij

i A j s i A j s i A j s

a
 

     

         
    
     

où  * ˆ .z z zij ij ij ij iwa iwaw a    

La forme précise des termes g  et des variances estimées se trouve dans Estevao et coll. (2015). 

 
5  Méthode hiérarchique bayésienne (HB) 
 

Le modèle de base de Fay-Herriot au niveau du domaine comprend un modèle d’échantillonnage linéaire 

pour les estimations directes découlant de l’enquête et un modèle de lien linéaire pour les paramètres 

d’intérêt. Ces modèles sont appariés parce que i  apparaît comme une fonction linéaire dans les modèles 

d’échantillonnage et de lien. Dans certains cas, ces équations ne sont pas appariées, par exemple, lorsqu’une 

fonction,   ,ih   est modélisée comme une fonction linéaire de variables explicatives au lieu de .i  La 

paire du modèle d’échantillonnage et du modèle de lien est : 

 î i ie    (5.1) 

et 

    z βT
i i i ih b v    (5.2) 

où  ind
0,i ie N   et  ind

20, .i vv N   

La paire de modèles obtenue sous (5.1) et (5.2) porte le nom de modèle non apparié. Les modèles de 

lien non linéaire sont souvent nécessaires en pratique, car ils fournissent un modèle mieux adapté aux 

données. Par exemple, si le paramètre d’intérêt est une probabilité ou un taux dont la plage s’étend de 0 à 1, 

il se peut qu’un modèle de lien linéaire avec des effets aléatoires normaux ne convienne pas. Dans un tel 
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cas, un modèle de lien pourrait être un modèle logistique ou log-linéaire. Ce genre de modèle a été utilisé 

de manière à ajuster les chiffres à des niveaux détaillés pour le Recensement du Canada de 2011. Dick 

(1995) et You, Rao et Dick (2004) décrivent bien ce qu’il faut faire pour effectuer un tel ajustement. 

Le système de production comprend les choix suivants de   :ih   

    
: modèle

log :

log( /(

 apparié de Fay-Herriot (FH)

modèle log-linéaire non apparié

modèle log du sous-dénombrement du recensement non appa é)) ri: .

i

i i

i i i

h

C


 

 


 
 

 (5.3) 

L’inclusion de  i ih    correspond aux modèles appariés représentés par les équations (3.1) et (3.2). 

L’un des avantages de choisir la méthode hiérarchique bayésienne vient du fait que le 2
v  estimé ne peut 

pas être négatif. La fonction  log ,i  où i  est égal à la moyenne de population ,iY  a été utilisée dans Fay 

et Herriot (1979). Leur contexte consistait à estimer le revenu par habitant (PCI) pour les petites localités 

des États-Unis dont la population est inférieure à 1 000 habitants. La fonction   ,ih    log ,i i iC    

a été incluse pour appuyer la méthodologie d’estimation du sous-dénombrement net dans les recensements 

canadiens. Dans ce modèle, i  représente le nombre de personnes non dénombrées dans le recensement et

,iC  les chiffres connus du recensement. Par conséquent,  i i iC    est la proportion des personnes sous-

dénombrées par le recensement. 

On présume que les variances d’échantillonnage, ,i  sont connues pour tous les modèles de lien 

représentés par (5.2). On suppose que les variances sont estimées pour les deux premières fonctions (modèle 

apparié de Fay-Herriot et modèle log-linéaire non apparié) obtenues sous (5.3). Si l’on présume que les 

variances d’échantillonnage, ,i  sont connues, alors les paramètres inconnus dans le modèle 

d’échantillonnage (5.1) et le modèle de lien (5.2) peuvent être présentés comme suit dans le cadre 

hiérarchique bayésien (HB) : 

  ˆ , , 1, ,i i i iN i m          

et 

     2 2 2, , .z βT
i v i i vh N b      

Si les variances d’échantillonnage sont inconnues, elles sont estimées en ajoutant : 

   2
ii i i i dd        

où 2
id  suit une distribution chi-carrée comportant  1i id n   degrés de liberté. 

On suppose que les paramètres du modèle ,β 2
v  et i  (quand il est inconnu) respectent des distributions 

a priori. Les distributions employées dans le système de production pour β  et 2
v  sont des distributions 

a priori horizontales   1,β   et     1 22 2 .v v     Si i  est estimé, la distribution a priori 

    1 2
i i     est ajoutée au modèle bayésien. Ces distributions a priori sont multipliées par les 

fonctions de densité des distributions associées aux modèles d’échantillonnage et de lien. Cela donne une 

fonction de vraisemblance conjointe en fonction des paramètres du modèle. Cette fonction permet d’obtenir 

une distribution conditionnelle (postérieure) complète pour chacun des paramètres inconnus. Pour certains 

d’entre eux, la distribution ainsi obtenue a une forme retraçable ou connue. Pour d’autres, la distribution 

obtenue est le produit de certaines fonctions de densité de forme inconnue. Toutes les méthodes HB font 
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intervenir l’estimation des paramètres du modèle par l’échantillonnage répété de leurs distributions 

conditionnelles complètes respectives.  

Les méthodes de Monte Carlo par chaîne de Markov (MCMC) permettent d’obtenir des estimations à 

partir de la distribution conditionnelle complète de chaque paramètre. L’échantillonnage de Gibbs est utilisé 

à plusieurs reprises pour prélever un échantillon dans des distributions conditionnelles complètes. La 

méthode d’échantillonnage de Gibbs (Gelfand et Smith, 1990), combinée avec l’algorithme Metropolis-

Hastings (Chib et Greenberg, 1995), permet de calculer les moyennes postérieures et les variances 

postérieures; voir les détails dans Estevao et coll. (2015). Les divers estimateurs de i  découlant de (5.3) 

sont représentés par HBˆ .i  

 

5.1  Estimateur HB réconcilié 
 

La réconciliation des estimateurs suit la méthode du rajustement de la différence décrite dans la 

section 3.2, c’est-à-dire que les estimateurs réconciliés HB
î  sont calculés comme ceci : 

 
 HBHB *

HB,
ˆ ˆ ˆ pourˆ

ˆ pourz β

i i d db d A
i

T
i

i A

i A

    
 

    



  

où     
1

2 2 2HB 2 2HBˆ ˆ i i i i v i i i vi A
b b      




      pour ,i A  et *̂  est la valeur de référence. Les 

termes i  sont définis comme suit : 1i   si la réconciliation est pour un total, et i iN N   si la 

réconciliation est pour la moyenne. Les i  sont connus ou inconnus. Le *̂  peut être une valeur fournie 

par l’utilisateur qui représente le total ou la moyenne des valeurs y  de la population .U  La réconciliation 

garantit que HB, *ˆ ˆ .b
i ii A A

  
 

  

 
6  Application aux données de l’Enquête sur la population active 

(EPA) 
 

L’EPA de Statistique Canada est une enquête mensuelle sous un plan d’échantillonnage stratifié à deux 

degrés, conçue pour produire des estimations fiables du taux de chômage pour les 55 régions économiques 

de l’assurance-emploi (REAE) au Canada. Le taux de chômage dans une région donnée i  est défini comme 

le ratio : 

 
1

2

,i

i

jj U
i

jj U

y

y
 







  

où 1 jy  est une variable binaire indiquant si la personne j  est au chômage  1 1jy   ou non  1 0 ,jy   et 

2 jy  est une variable binaire indiquant si la personne j  fait partie de la population active  2 1jy   ou non 

 2 0 .jy   L’estimateur direct de i  est l’estimateur composite du calage décrit dans Fuller et Rao (2001). 

Voir aussi Singh, Kennedy et Wu (2001) et Gambino, Kennedy et Singh (2001). Il peut être représenté sous 

la forme pondérée suivante : 

     
1

2

ˆ ,i

i

j jj s
i

j jj s

w y

w y
 







  



Techniques d’enquête, 2019 (numéro spécial) 121 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

où jw  est un poids composite de calage pour la personne .j  

Tel que susmentionné, l’estimateur composite de calage est fiable pour l’estimation du taux de chômage 

dans les 55 REAE. Il est également intéressant d’obtenir des estimations fiables pour 149 régions (villes) 

au Canada. Mentionnons les 34 régions métropolitaines de recensement (RMR) et les 115 zones de 

recensement (ZR). Les RMR sont les plus grandes villes du point de vue de la taille de leur population et, 

généralement, elles représentent aussi une taille d’échantillon importante. Certaines ZR ont un échantillon 

de très petite taille, parfois même de 0. Pour ces ZR et d’autres plus larges, la taille de l’échantillon n’est 

pas suffisamment grande pour donner des estimations directes assez fiables du taux de chômage mensuel. 

Notre objectif était de déterminer si le modèle de Fay-Herriot pouvait permettre d’obtenir des estimations 

mensuelles suffisamment fiables pour être publiées.  

Nous avons construit une variable auxiliaire 1iz  pour le domaine ,i EIB 15
1 ,i i iz N N   où EIB

iN  est le 

nombre de bénéficiaires de l’assurance-emploi dans le domaine i  et 15
iN   est le nombre de personnes âgées 

de 15 ans et plus dans le domaine .i  Le numérateur provient d’une source administrative, tandis que le 

dénominateur est une projection du recensement calculée par Statistique Canada. Nous avons utilisé le 

vecteur  11, ,z T
i iz  ainsi que 1,ib  1, , ,i m   pour obtenir les EPD. Nous avons eu recours aux 

données de mai 2016 lors de cette étude afin de comparer les estimations directes et EPD aux estimations 

du Recensement de 2016. 

Puisque certains des 149 domaines d’intérêt avaient un échantillon de taille très réduite dans l’EPA, nous 

ne nous en sommes pas servi dans les modèles de Fay-Herriot et de lissage. Nous avons exclu des modèles 

les domaines où le nombre de personnes échantillonnées dans la population active était inférieur à 10. Il y 

avait 9 domaines, notamment six où aucune personne n’avait été échantillonnée dans la population active. 

De plus, pour neuf domaines, l’estimation directe du taux de chômage, ˆ ,i  et l’estimation de sa variance 

directe, ˆ ,i  étaient toutes deux égales à 0. Comme ces estimations directes n’étaient pas jugées 

suffisamment fiables, leurs domaines connexes ont été exclus des modèles. Nous n’avons donc utilisé que 

131 domaines dans les modèles. Pour ces domaines, les estimations sur petits domaines étaient des 

estimations EBLUP, les 18 autres étant des estimations synthétiques. 

L’estimateur ˆ i  de la variance directe i  a été obtenu à l’aide de la méthode bootstrap de Rao-Wu. 

Nous avons ensuite obtenu les estimations de la variance sous le plan lisse en utilisant 

      15
1 11, log , log 1 , log .x T

i i i iz z N    Un graphique des résidus du modèle de lissage, 

 ˆ ˆlog ,x αi i    en fonction des valeurs prédites, ˆ ,x αi  n’a révélé aucune erreur évidente de spécification du 

modèle. La figure 6.1 montre un graphique des estimations des variances directes, ˆ ,i  en fonction des 

estimations de la variance lisse, ˆ .i  La ligne rouge est la ligne d’identité. Si le modèle de lissage est 

approprié, pour toute valeur de ˆ ,i  la moyenne des estimations de la variance directe pour les domaines 

situés autour du domaine i  devrait être à peu près égale à ˆ .i  Autrement dit, la ligne rouge devrait passer 

partout à peu près au milieu des points. En faisant une inspection rapide de la figure 6.1, nous constatons 

que la ligne rouge se rapproche du milieu des points, même si elle se situe probablement légèrement au-

dessus du milieu parce que certaines valeurs de ˆ i  sont extrêmes, ce qui peut entraîner une légère 

surestimation de la vraie variance lisse  ˆ .i mp iE   Une légère surestimation ne constitue pas un grave 
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problème. Il faut toutefois éviter une sous-estimation de ,i  car elle donne habituellement une sous-

estimation de l’EQM. Cela donnerait à l’utilisateur une fausse impression de précision. 

Dans l’ensemble, nous sommes satisfaits de nos estimations de la variance lisse. Toutefois, pour les 

domaines dont la taille de l’échantillon est grande, nous avons défini ˆ ˆi i   comme notre estimation de 

.i  Nous avons supposé que les estimations de la variance directe étaient suffisamment stables lorsque la 

taille de l’échantillon était grande. Nous avons défini que ˆ ˆi i   quand le nombre de personnes 

échantillonnées dans la population active était supérieur à 400. Ce remplacement a été fait dans 

35 domaines. Cette stratégie a été adoptée pour éviter d’éventuels petits biais de modèle dans ˆ
i  pour les 

plus grands domaines, qui pourraient donner lieu à des estimations EBLUP bien différentes des estimations 

directes. Ce n’est pas une propriété souhaitable pour les domaines dont la taille de l’échantillon est 

importante.  

Les estimations de la variance lisse ont ensuite été utilisées pour obtenir des estimations sur petits 

domaines pour les 149 domaines d’intérêt. La figure 6.2 présente un graphique des estimations directes et 

sur petits domaines en fonction de la taille de l’échantillon (nombre de personnes échantillonnées dans la 

population active). Les estimations sur petits domaines sont bien moins volatiles que les estimations 

directes, en particulier pour les domaines dont la taille de l’échantillon est la plus petite. Pour les plus grands 

domaines, comme prévu, les deux estimations sont semblables. 

Nous avons d’abord évalué la qualité du modèle sous-jacent de Fay-Herriot avant d’examiner les 

estimations de l’EQM. La figure 6.3 montre le graphique des estimations directes, ˆ ,i  en fonction des 

valeurs prédites, ˆ .z βT
i  La ligne rouge est la ligne d’identité et la ligne bleue est une courbe spline de lissage 

non paramétrique. Si l’hypothèse de linéarité est satisfaite, la ligne bleue devrait se rapprocher de la ligne 

rouge et cette dernière devrait passer partout à peu près au milieu des points. La figure 6.3 n’indique 

aucunement que l’hypothèse de la linéarité du modèle de Fay-Herriot est contestable.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 6.1 Graphique des estimations de la variance directe, ˆ ,i  en fonction des estimations de la variance 
lisse, ˆ .i  
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Estimation synthétique (0 domaine) 

Méthode REML 
Graphique de la variance directe en fonction de la variance lissée par la méthode des FVG 

Définition du paramètre : taux de chômage 
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Figure 6.2 Graphique des estimations sur petits domaines et des estimations directes en fonction de la taille de 
l’échantillon. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 6.3  Graphique des estimations directes en fonction des valeurs prédites du modèle. 

 
Il est également intéressant de calculer une mesure indiquant la vigueur de z i  pour la prédiction de .i  

Pour ce faire, nous avons élaboré un coefficient de détermination, ou une valeur 2 ,R  associée au modèle de 

lien .z βT
i i i ib v    À noter que le coefficient de détermination associé au modèle combiné, 

ˆ ,z βT
i i i i ib v e     ne revêt aucun intérêt puisque l’objectif n’est pas de prédire ˆ ,i  mais bien de prédire 

.i  Nous obtenons notre coefficient de détermination comme ceci : 
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Méthode REML 
Graphique de l’estimation directe et de l’EPD selon la taille de l’échantillon pour chaque domaine 

Définition du paramètre : taux de chômage 
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Méthode REML 
Graphique de l’estimation directe en fonction de la valeur prédite du modèle 
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où q  est la dimension de z i  et  2 β̂S  est la variance échantillonale de ˆz βT
i ib  (voir à l’équation (A.6) la 

définition exacte de la fonction 2 ( )).S   Les détails de la dérivation du coefficient de détermination 

susmentionné sont précisés en annexe. La figure 6.3 indique que la valeur 2R  est de 0,63. Ainsi, le modèle 

de lien n’est ni faible ni extrêmement fort, mais, espérons-le, suffisamment solide pour réaliser des gains 

d’efficacité par rapport à l’estimateur direct. Le système donne également des estimations des paramètres 

du modèle de Fay-Herriot ainsi que leurs erreurs-types. À partir de ces résultats, nous avons découvert que 

les estimations des paramètres de l’ordonnée à l’origine et de la pente du modèle de Fay-Herriot étaient 

significativement différentes de 0 au moyen d’un test de Wald au niveau de signification de 0,05. 

La figure 6.4 montre un graphique des résidus normalisés,   2 2ˆ ˆ ˆˆ ,z βT
i i i v ib      en fonction des 

valeurs prédites normalisées, 2 2ˆ ˆˆ .z βT
i i v ib     La ligne rouge est une ligne horizontale à zéro et la ligne 

bleue est une courbe spline de lissage non paramétrique. Tout comme la figure 6.3, la ligne bleue devrait 

être près de la ligne rouge sous la linéarité et cette dernière devrait passer partout à peu près au milieu des 

points. Une fois encore, la figure 6.4 n’indique aucune défaillance évidente de l’hypothèse de la linéarité 

sous-jacente au modèle de Fay-Herriot.  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 6.4  Graphique des résidus normalisés en fonction des valeurs prédites normalisées. 

 
La figure 6.5 montre un graphique des résidus normalisés au carré en fonction des valeurs prédites 

normalisées. La ligne rouge est une ligne horizontale à un et la ligne bleue est à nouveau une courbe spline 

de lissage non paramétrique. Ce graphique sert à vérifier l’hypothèse de l’homoscédasticité; c’est-à-dire 

l’hypothèse voulant que la variance du modèle 2
v  soit constante. Selon l’homoscédasticité, la ligne bleue 

devrait être près de la ligne rouge partout. Le graphique ne révèle aucune présence évidente 

d’hétéroscédasticité.  
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Figure 6.5  Graphique des résidus normalisés au carré en fonction des valeurs prédites normalisées. 

 
La figure 6.6 montre un graphique QQ des quantiles des résidus normalisés en fonction des quantiles 

normaux. Elle sert à vérifier l’hypothèse de la normalité des erreurs i ib v  et .ie  Le graphique indique bien 

un léger écart par rapport à la normalité, mais Rao et Molina (2015, page 138) ont fait valoir que les 

estimations EBLUP et leurs estimations de l’EQM correspondantes étaient généralement robustes face aux 

écarts par rapport à la normalité. 

Le système calcule également les distances de Cook pour indiquer les domaines qui pourraient avoir une 

influence importante sur l’estimation de ˆ .β  La distance de Cook pour le domaine i  est obtenue comme 

ceci : 

      
2 2

1

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ,
ˆˆ

z z
β β β β

TmT j ji i
i

j j v j

D
q b  

 


  

 
  

où  β̂ i  est l’estimation de β  après la suppression du domaine .i  Un graphique des influences iD  est 

présenté à la figure 6.7. Un domaine semble avoir une influence relativement importante par rapport aux 

autres  1,2851 .iD   Ce domaine a la plus grande valeur prédite normalisée et la deuxième valeur prédite 

la plus élevée. Son résidu normalisé est de -1,88, ce qui n’est pas extrême, même s’il n’est pas très faible 

non plus. La taille de l’échantillon est importante (le nombre de personnes échantillonnées dans la 

population active est de près de 500) et l’estimation de sa variance lisse, ˆ ,i  est relativement faible par 

rapport aux autres domaines. Toutes ces raisons expliquent pourquoi nous avons jugé que ce domaine 

exerçait une influence. Dans cette application, nous avons décidé de garder ce domaine dans le modèle, car 

son influence n’était pas assez importante pour faire une grande différence dans les EPD et les estimations 

de l’EQM correspondantes. 
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Méthode REML 
Graphique du carré du résidu normalisé du modèle en fonction de la valeur prédite normalisée du modèle 
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Figure 6.6  Graphique QQ des quantiles résiduels normalisés en fonction des quantiles normaux normalisés. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 6.7  Graphique des distances de Cook. 

 
Puisque le modèle de Fay-Herriot et le modèle de lissage étaient tous deux raisonnables, nous avons 

calculé des estimations de l’EQM pour évaluer la présence et l’ampleur des gains d’efficacité découlant du 

modèle de Fay-Herriot. La figure 6.8 montre le coefficient de variation (CV) direct estimé, défini comme 
ˆˆ ,i i   et la racine carrée de l’erreur quadratique moyenne relative (REQMR) de l’EPD estimée, définie 

comme EPDˆ ˆ ,i i   où î  est une estimation de l’EQM,   2
EPDˆ ,mp i iE    et EPD

î  est l’estimation sur 

petits domaines (estimation EBLUP ou synthétique) de .i  La taille de l’échantillon (nombre de personnes 
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échantillonnées dans la population active) est présentée sur l’axe horizontal. Les CV directs estimés sont en 

général beaucoup plus grands que les REQMR de l’EQM estimée, en particulier pour les domaines dont la 

taille de l’échantillon est la plus petite. Les REQMR de l’EQM estimée ne dépassent jamais 20 %, alors que 

le CV direct estimé est supérieur à 300 % pour un domaine. Les REQMR de l’EQM estimée sont également 

très stables en fonction de la taille de l’échantillon, contrairement au comportement erratique des CV directs 

estimés. Pour les domaines ayant les plus grandes tailles d’échantillon, les deux estimations sont très 

semblables, comme prévu. Cela indique que les méthodes d’EPD peuvent entraîner une augmentation 

importante de la précision par rapport aux méthodes d’estimation directe, en particulier pour les plus petits 

domaines. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 6.8  Graphique des CV directs estimés et des REQMR de l’EPD en fonction de la taille de l’échantillon. 

 
Pour le mois de mai 2016, nous avons eu le luxe d’avoir une source très fiable pour l’estimation des taux 

de chômage : le questionnaire détaillé du recensement de 2016 distribué à peu près au quart des ménages 

canadiens. La taille de l’échantillon du recensement est bien plus grande que celle de l’EPA dans tous les 

domaines d’intérêt. Par conséquent, nous nous sommes servi des estimations directes du Recensement de 

2016, représentées par Recensementˆ ,i  comme standard de référence pour évaluer l’exactitude des estimations 

directes de l’EPA et des EPD. Nous avons calculé les différences relatives absolues (DRA) entre les 

estimations directes de l’EPA et les estimations du recensement, Recensement Recensementˆ ˆ ˆ ,i i i    ainsi que 

des DRA entre les EPD et les estimations du recensement, Recensement RecensemEP tD enˆ ˆ ˆ .i i i    Nous avons 

ensuite calculé la moyenne de ces DRA dans cinq sous-groupes homogènes différents de par la taille de 

l’échantillon. Le tableau 6.1 présente un résumé des résultats.  
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Tableau 6.1 
DRA moyenne des EPD et des estimations directes de l’EPA exprimée en pourcentage 
 

Taille de l’échantillon  DRA moyenne 
entre les estimations 

directes de l’EPA  
et les estimations 
du recensement 

DRA moyenne 
entre les EPD 

et les estimations 
du recensement 

DRA moyenne 
entre les estimations  

de HB et les 
estimations 

du recensement 

Les 28 domaines les plus petits  70,4 % 17,7 % 18,3 % 
Les 28 plus petits domaines suivants 38,7 % 18,9 % 19,0 % 
Les 28 plus petits domaines suivants 26,2 % 13,8 % 14,1 % 
Les 28 plus petits domaines suivants 20,9 % 12,7 % 13,0 % 
Les 28 domaines les plus grands 13,2 % 10,2 % 10,3 % 
Générale 33,9 % 14,7 % 14,9 % 
Nota : Parmi les 149 domaines d’intérêt de l’EPA, neuf ont été exclus de ce tableau : six pour lesquels le nombre de personnes échantillonnées 

dans la population active de l’EPA était de 0 et trois qui ne figuraient plus sur la liste des RMR/ZR après le Recensement de 2016.

 
Comme prévu, la DRA entre les estimations directes de l’EPA et du recensement diminue à mesure que 

la taille de l’échantillon augmente. Cela peut donner à penser que les différences conceptuelles entre ces 

deux enquêtes et les erreurs non dues à l’échantillonnage sont raisonnablement faibles par rapport à l’erreur 

d’échantillonnage, surtout dans les plus petits domaines où l’erreur d’échantillonnage peut être le principal 

facteur à l’origine de la DRA. Les EPD sont beaucoup plus près des estimations du recensement que les 

estimations directes de l’EPA, particulièrement pour les plus petits domaines où des améliorations 

s’imposent, ce qui confirme que nos modèles sous-jacents sont raisonnables dans cette application. 

À des fins de comparaison, nous avons également calculé les estimations HB, HBˆ ,i  à partir du modèle 

apparié de Fay-Herriot avec les distributions a priori non informatives de ,β 2
v  et i  fournies à la 

section 5. Nous avons ensuite calculé les DRA entre les estimations HB et les estimations du recensement, 
Recensement Recenseme tB nHˆ ˆ ˆ .i i i    Les résultats sont présentés dans la dernière colonne du tableau 6.1. Les 

DRA moyennes des estimations HB se rapprochent de celles des estimations EBLUP. 

 
7  Conclusion 
 

Les utilisateurs des données des ONS demandent souvent une plus grande précision pour répondre à 

leurs besoins de planification et de recherche sur les politiques. Les ONS ne peuvent plus se contenter 

d’augmenter la taille des échantillons de leurs enquêtes pour obtenir des estimations fiables au niveau de 

détail demandé. Les raisons à cela comprennent les coûts élevés de cette démarche, les préoccupations 

relatives au fardeau de réponse, ainsi que la difficulté d’obtenir des réponses des unités échantillonnées. 

Comme solution de rechange, de nombreux ONS envisagent d’utiliser des techniques d’estimation sur petits 

domaines qui permettent de répondre à la demande de données plus détaillées. C’est dans cet esprit que 

Statistique Canada a commencé à mettre au point un système de production des EPD au début des années 

2000 et qu’il dispose maintenant d’un tel système pour ses programmes statistiques. Le système de 

production traite des modèles au niveau du domaine et de l’unité, qui offrent de nombreuses options, comme 

les différentes méthodes permettant d’estimer les composantes de la variance, les divers modèles de lien et 
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les méthodes d’estimation EBLUP et HB. Il sert actuellement à produire des estimations expérimentales 

pour plusieurs programmes statistiques de Statistique Canada et les premières estimations sur petits 

domaines devraient être diffusées en 2019. 

Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction, le seul logiciel existant en 2006 qui pouvait donner 

des estimations sur petits domaines et leurs erreurs quadratiques moyennes associées a été commandité par 

le projet EURAREA (2004). L’actuel système de production mis au point à Statistique Canada est rédigé 

en SAS, sa méthodologie suit de près Rao (2003) et comprend certaines percées récentes. À l’heure actuelle, 

il remplit les exigences en matière d’estimation sur petits domaines à Statistique Canada. Toutefois, à 

mesure que l’utilisation d’estimations sur petits domaines deviendra plus courante à Statistique Canada, il 

faudra ajouter des fonctionnalités au système pour répondre à cette demande. L’ouvrage récent de Rao et 

Molina (2015) donne une idée de l’ampleur de l’évolution des estimations sur petits domaines au cours des 

dernières années. Il faudrait énormément de temps pour intégrer tous ces progrès dans le système de 

production, cela coûterait cher et ne s’appliquerait peut-être pas directement aux besoins de Statistique 

Canada. Il faut donc envisager d’autres options que la programmation de ces nouvelles fonctionnalités dans 

l’actuel système de production en SAS. Une option consisterait à étudier de quelle manière des progiciels 

conçus ailleurs, comme ceux rédigés en ,R  pourraient y être intégrés. Parmi les progiciels rédigés en R, 

mentionnons sae (Molina et Marhuenda, 2015), mme (Lopez-Vizcaino, Lombardia et Morales, 2014), saery 

(Esteban, Morales et Perez, 2014) et sae2 (Fay et Diallo, 2015). Ces progiciels comprennent des procédures 

sur petits domaines qui ne figurent pas dans le système actuel, comme des modèles linéaires mixtes 

multinomiaux, des modèles au niveau du domaine avec des effets temporels et des modèles au niveau du 

domaine en série chronologique soutenant des applications univariées et multivariées. Puisque le système 

de production actuel en SAS répond aux besoins de Statistique Canada à ce stade-ci, il n’y a pas de plans 

concrets pour y ajouter des fonctionnalités. 
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Annexe 
 
Justification du coefficient de détermination 
 

Afin de déterminer un coefficient de détermination associé au modèle de lien, ,z βT
i i i ib v    nous 

l’avons d’abord récrit comme suit : 

 ,z βT
i i iv      
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où i i ib   et .z zi i ib  Nous supposons qu’une ordonnée à l’origine est implicitement ou 

explicitement comprise dans ;z i  c’est-à-dire qu’il existe un vecteur λ  de telle sorte que 1.λ zT
i   En 

d’autres termes, nous supposons qu’il existe un vecteur λ  de telle sorte que .λ zT
i ib   Si ,i 1, , ,i m   

étaient connus, nous pourrions estimer le vecteur inconnu des paramètres du modèle β  à l’aide de 

l’estimateur par les moindres carrés : 

                                                         
1

*
1 1

β̂ z z z
m m

T
i i i i

i i




 

  
 
       

et la variance inconnue du modèle 2
v  à l’aide de l’estimateur sans biais : 

                                                       
  2

*12
*

ˆ
ˆ .

z β
m

T
i ii

v m q


 





  

  

Le coefficient de détermination ajusté bien connu est : 

                                                     
   

2
*2

idéal 21

1

ˆ
1 ,

1

v

m

ii

R
m



 



 
   

 (A.1) 

où 1
1

.
m

ii
m 


    Il s’agit d’un coefficient de détermination idéal parce qu’il ne peut pas être calculé 

(étant donné que i  est inconnu), mais c’est la cible que nous aimerions estimer. Le simple fait de remplacer 

i  par î  ne règle pas le problème puisque î  représente le modèle combiné et non simplement le modèle 

de lien. Le coefficient de détermination ainsi obtenu serait habituellement trop petit. Pour obtenir une 

meilleure estimation de 2
idéal ,R  nous devons d’abord décomposer   2

1

m

ii
 


    comme ceci : 

          2 22

* * * *
1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ2 .z β z β z β z β
m m m m

T T T T
i i i i i i i

i i i i

     
   

                    (A.2) 

En supposant qu’une ordonnée à l’origine est implicitement ou explicitement comprise dans z i  et à 

partir de l’expression de *
ˆ ,β  nous obtenons ceci : 

  *
1

ˆz β z 0
m

T
i i i

i




      (A.3) 

et 

       *
1

ˆ 0.z β
m

T
i i

i




     (A.4) 

En utilisant (A.4), nous pouvons récrire   sous la forme de *
ˆ ,z βT    où 1

1
.z z

m

ii
m


    Par 

conséquent, le terme du produit croisé sous (A.2) s’estompe et l’équation (A.2) est ramenée à celle-ci : 

 
     

     

2 2 2

* * *
1 1 1

2 2
* *

ˆ ˆ ˆ

ˆˆ 1 ,

z β z β z β

β

m m m
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(A.5)

 

où  
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Selon (A.5), il s’ensuit que nous pouvons récrire le coefficient de détermination idéal (A.1) comme ceci : 

  
 

 

2
*2 2

idéal * *

2 2
* *

ˆ ˆ ˆ1 ( , ).
ˆˆ

1

β

β

v
v

v

R f
m q

S
m





  






 (A.7) 

Les seules quantités inconnues dans (A.7) sont *β̂  et 2
*ˆ .v  Nous pouvons donc obtenir un coefficient de 

détermination calculable en remplaçant *β̂  et 2
*ˆ v  dans (A.7) par β̂  et 2ˆ ,v  les estimateurs convergents de 

β  et 2
v  mis en œuvre dans le système de l’EPD et décrits dans la section 3. Le coefficient de détermination 

ainsi obtenu peut s’exprimer comme  2 2ˆ ˆ, ,β vR f   avec la fonction  ,f    définie dans (A.7), et il est 

un estimateur convergent du coefficient de détermination idéal 2
idéal .R  
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Régression quantile censurée pondérée 

Chithran Vasudevan, Asokan Mulayath Variyath et Zhaozhi Fan1 

Résumé 

Dans le présent document, nous utilisons de l’information auxiliaire pour améliorer l’efficacité des estimations 
des paramètres de la régression quantile censurée. En utilisant l’information présentée dans des études 
antérieures, nous avons calculé des probabilités au moyen de la vraisemblance empirique comme poids et avons 
proposé la régression quantile censurée pondérée. Les propriétés théoriques de la méthode proposée sont 
obtenues. Nos études par simulation démontrent que la méthode que nous proposons présente des avantages 
comparativement à la régression quantile censurée standard. 

 
Mots-clés : Vraisemblance empirique; censure à droite; estimateur de Kaplan-Meier. 

 
 

1  Introduction 
 

Dans la régression quantile (Koenker, 2005), les quantiles conditionnels de la variable réponse pour un 

ensemble de variables explicatives donné sont modélisés. Les paramètres de régression sont estimés en 

minimisant une fonction de perte linéaire asymétrique pour un quantile précis, ,  plutôt que la fonction de 

perte carrée comme dans le cas de la régression linéaire standard. Un modèle de régression quantile fondé 

sur des quantiles sélectionnés adéquatement pourrait fournir une évaluation globale des effets des 

covariables sur la réponse, ce dont ne tient souvent pas compte le modèle de régression linéaire standard. 

Récemment, on a étudié en détail la régression quantile censurée. Powell (1984) a introduit l’estimateur de 

l’écart absolu minimal (EAM), également appelé le modèle de régression par médiane pour les données sur 

la survie censurées à gauche, en utilisant le modèle Tobit censuré (Tobin, 1958). Powell (1986) a généralisé 

l’estimation de l’EAM à tous les quantiles. 

Portnoy (2003) a introduit un modèle de régression quantile censurée sous censure aléatoire en tant que 

généralisation de l’estimateur de Kaplan-Meier, en utilisant l’estimateur de Kaplan-Meier (Kaplan et Meier, 

1958) de manière récursive. Peng et Huang (2008) ont élaboré un modèle de régression quantile censurée 

d’après l’estimateur de Nelson-Aalen à l’aide de processus de dénombrement et de la théorie des 

martingales. Dans le contexte de l’analyse de données de survie, pour le sujet  1, 2, , ,i i n   soit iT  le 

logarithme du temps de défaillance, iC  le logarithme du temps de censure à droite, X i  le vecteur de 

covariable de dimension p  et  min ,i i iY T C  le logarithme du temps de survie. Pour un quantile donné, 

,  on peut estimer comme suit les coefficients de régression,   :β   

     
1

ˆ arg min min , ,β X β
p

n

i i i
i

Y C


 
 

 
R

Τ  (1.1) 

où     0 ,u u u     est la fonction de perte linéaire asymétrique. 
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Dans de nombreuses études, on peut disposer d’information à propos de la population cible d’études 

antérieures. Cette situation est courante dans les enquêtes par échantillonnage, car les enquêtes sont menées 

à maintes reprises et poursuivent des objectifs semblables. À titre d’exemple, dans les enquêtes par 

échantillonnage, l’information se rapportant à la moyenne et à la variance de population pourrait figurer 

dans des enquêtes ou des documents antérieurs. On pourrait aussi considérer que l’information sur les 

paramètres ainsi que le type de relation, les hypothèses de distribution, etc. constitue de l’information 

auxiliaire aux fins de l’analyse. L’information auxiliaire pourrait être utilisée efficacement pour accroître 

l’efficacité de l’inférence statistique (Kuk et Mak, 1989; Rao, Kovar et Mantel, 1990; Chen et Qin, 1993). 

L’idée que sous-tend le présent document peut facilement être appliquée aux enquêtes par échantillonnage 

pour produire des estimations efficaces des paramètres en utilisant l’information présentée dans des 

enquêtes antérieures. 

Supposons une relation connue entre le temps de survie, Y  (ou le temps de défaillance, )T  et un 

ensemble de covariables ,X  exprimée sous la forme  ; ,X θY f  où θ  est le paramètre d’intérêt. On 

peut considérer la connaissance de cette relation comme de l’information auxiliaire. Dans un cas plus 

général, l’information auxiliaire peut être exprimée sous la forme   ; 0Z θE g   pour un paramètre à d  

dimensions, ,θ dR  où Z  représente les données observées dans la présente étude et  ; ,Z θ qg R  une 

fonction avec .q d  Le paramètre θ  pourrait être inconnu, mais on peut en donner une estimation au 

moyen de l’information présentée dans des études antérieures. 

Chen et Qin (1993) ont introduit le recours à l’information auxiliaire pour accroître l’efficacité des 

estimateurs dans le contexte des enquêtes par échantillonnage en utilisant la vraisemblance empirique 

(Owen, 1988, 2001). Li et Wang (2003) ont adapté le concept de l’information auxiliaire au modèle de 

régression linéaire censurée au moyen de la vraisemblance empirique en définissant une variable 

synthétique (Koul, Susarla et Ryzin, 1981). Fang, Li, Lu et Qin (2013) ont proposé le recours efficace à 

l’information auxiliaire dans le modèle de régression linéaire avec données censurées à droite au moyen de 

la vraisemblance empirique en utilisant l’équation d’estimation de Buckley-James (Buckley et James, 1979). 

Tang et Leng (2012) ont introduit un modèle de régression quantile linéaire fondé sur la vraisemblance 

empirique et utilisant l’information auxiliaire. 

Dans le présent document, nous proposons une approche fondée sur la vraisemblance empirique (VE) 

permettant d’adapter l’information auxiliaire à la régression linéaire censurée. La VE est une approche de 

la vraisemblance non paramétrique proposée par Owen (1988, 2001) qui présente des propriétés semblables 

à la vraisemblance paramétrique. Nous utilisons les probabilités axées sur des données fondées sur la VE 

comme poids en ayant recours à la fonction d’estimation,  ; ,Z θg  et nous intégrons ces poids au modèle 

de régression quantile censurée. On peut estimer comme suit le paramètre     de la régression quantile 

censurée pondérée qui en résulte : 

     
1

ˆ arg min min , ,β X β
p

n

i i i i
i

Y C


  
 

 
R

Τ  (1.2) 
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où i  représente les poids. Nous proposons d’utiliser les probabilités axées sur des données fondées sur la 

VE comme poids. Les résultats de notre simulation révèlent que la régression quantile censurée pondérée 

fondée sur la VE présente davantage d’efficacité que la régression quantile censurée linéaire standard. 

Le reste du présent document est structuré de la manière suivante. À la section 2, nous présentons la 

méthode d’estimation des probabilités axées sur des données fondées sur la VE. À la section 3, nous 

introduisons la régression quantile censurée pondérée fondée sur la VE et nous examinons les propriétés 

asymptotiques des estimateurs. À la section 4, nous menons une analyse du rendement de la méthode 

proposée à l’aide des simulations. L’application aux données sur le cancer du poumon du North Central 

Cancer Treatment Group (NCCTG) est également présentée à titre d’exemple. Nos conclusions sont 

présentées à la section 5. 

 
2  Estimation des poids au moyen de la vraisemblance empirique 
 

Nous élaborons une méthode qui permet de convertir l’information auxiliaire en probabilités axées sur 

des données fondées sur la VE, qui sont ensuite utilisées comme poids dans la régression quantile censurée 

pondérée. Qin et Lawless (1994) ont élaboré l’approche de la VE d’après un ensemble d’équations 

d’estimation. Supposons que   1Z n
i i  représente les données observées et que l’information auxiliaire 

disponible est représentée par la fonction d’estimation  ;Z θig  ayant le paramètre, θ  lequel est connu. 

La vraisemblance empirique maximale est alors donnée par 

     VE
1 1 1

sup : 0, 1, ; 0 ,θ Z θ
n n n

i i i i i
i i i

L P P P P g
  

       (2.1) 

où  Pri i iP Z z   et θ  est le paramètre de l’information auxiliaire qui peut être présumé connu. Le 

paramètre, θ  pourrait représenter toute information paramétrique présentée dans les études antérieures qui 

exerce une influence sur le paramètre du modèle,   .β   Pour une fonction  ; ,Z θ θig  doit remplir la 

condition   ; 0Z θiE g   pour éviter l’absence de solutions découlant de l’enveloppe convexe. Il s’agit 

du scénario dans lequel zéro n’est pas un point intérieur de l’enveloppe convexe de la fonction 

 ; , 1, 2, , ,Z θig i n   qui ne donnera pas de valeurs positives pour les .iP  Pour une valeur donnée de 

0 ,θ θ  à l’aide de la méthode des multiplicateurs de Lagrange,  VE 0θL  atteint sa valeur maximale à 

  
  

0

0

0

1
, 1, 2, , .

1 ;
θ

Z θi

i

P i n
n g

 



Τ

 (2.2) 

Le multiplicateur de Lagrange, 
0

  est la solution à l’équation 

 
 

  
0

0

1 0

;
0.

1 ;

Z θ

Z θ

n
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g
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Les  iP   estimés sont utilisés comme poids  i  dans l’équation (1.2) pour la régression quantile 

censurée pondérée. Dans certains cas, θ  pourrait ne pas être disponible et, dans une telle situation, on peut 

utiliser une estimation de ,θ  disons ˆ ,θ A  obtenue à partir d’études antérieures. Chen et Qin (1993) ont 

démontré que, pour un échantillon aléatoire, ,iY  et les  iP   sont estimés à l’aide de l’équation (2.2), 

   
1

n

n i ii
F y P Y y


    présente une variance plus faible que la fonction de distribution empirique, 

   1
1

ˆ .
n

n in i
F y Y y


    Par conséquent, à l’aide d’une représentation de Bahadur (Bahadur, 1966), pour 

un certain  0 1 ,    l’estimation des quantiles,  1
nF   présente une variance plus faible que  1ˆ

nF   

(voir Kuk et Mak, 1989; Rao et coll., 1990). Ainsi, la méthode que nous proposons devrait être plus efficace 

que la simple régression quantile censurée. 

 
3  Estimation des paramètres de la régression quantile censurée 

pondérée 
 

Définissons la fonction de distribution de iT  comme étant conditionnelle au vecteur de  

covariable de dimension , X ip  sous la forme    Pr .X X
iT i i iF t T t   Soit  X

iT it   

  log 1 Pr ,Xi iT t      , 1 ,i i iN t Y t     et       .X
ii i T i iM t N t t Y     Ainsi, 

 X
iT i   est la fonction cumulative de risque conditionnelle à  ,X i iN t  est le processus de 

dénombrement et  iM t  est le processus des martingales associé à  iN t  (Fleming et Harrington, 2011). 

Nous considérons un prolongement de la méthode d’estimation de la régression quantile censurée proposée 

par Peng et Huang (2008), intégrant les iP  comme des poids connus découlant de l’information auxiliaire 

disponible au moyen du paramètre connu .  Il convient de souligner que   et  β   sont des paramètres 

distincts et que la fonction d’estimation  :g z   utilisée pour calculer les iP  est différente des fonctions 

d’estimation utilisées pour les paramètres de la régression quantile dans l’équation (1.1). Étant donné que 

les iP  sont indépendants de   ,    X 0i i iE P M t   (par la propriété de martingale) pour 0,t   nous 

avons 

        0 0

1

,X β X βX X 0i i

n

i i i T i i
i

E n P N e e Y 



    Τ Τ  (3.1) 

où  0β   est la valeur réelle de   ,β   dans l’équation (1.2) pour un quantile donné, .  

Étant donné que   , 1, 2, ,X
iT i i n     sont des fonctions inconnues, Peng et Huang (2008) ont 

calculé la relation entre   0X β Xi
T i ie Y Τ  et  0β   pour utiliser l’équation (3.1) afin d’estimer la 

valeur de  0 .β   Compte tenu que   0X β Xi u
iF e F

Τ  et en utilisant la monotonicité de  0
T
iX    dans 

,  ils ont démontré que        0

0
,X β X βXi i u

T i i ie Y Y e dH u


    Τ Τ  où    log 1H u u    pour 

0 1.u   

Notre équation d’estimation de la régression quantile censurée pondérée est donc 

  , ,β 0nn S    (3.2) 
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où 

           0
1

, .X β X ββ X i i

n
u

n i i i i
i

S P e Y e dH u





    Τ Τ   

Ici, les iP  sont définis dans l’équation (2.2). Soit     , ,β βns E S   et la propriété de martingale de 

   donne  0 , .β 0s    Pour un quantile en particulier, k  et un estimateur de    0
ˆ,β βk k   est une 

fonction en escaliers continue à droite qui fait des sauts seulement selon la définition d’une grille, 

 0 10 1 .L L U           Ici, L  dépend de la taille de l’échantillon, .n  La taille de L  est 

définie comme étant  1max .L k kk
     

Pour des quantiles différents,  0 1 0 1, , , 0 1 ,L L            d’après l’équation (3.2), nous 

pouvons obtenir    ˆ 1, 2, ,β k k L    en résolvant de manière récursive l’équation d’estimation 

monotone suivante pour   :β k  

            1
ˆ

1
1 0

.X β X βX 0k ri i

n k

i i i i r r
i r

n P e Y e H H   



 

     Τ Τ  (3.3) 

Nous définissons les estimateurs,  β̂ k  comme les solutions généralisées (Fygenson et Ritov, 1994), parce 

que l’équation (3.3) n’est pas continue et parce que la solution peut ne pas être unique. 

 
3.1  Théorie asymptotique 
 

Nous avons calculé les propriétés asymptotiques des estimateurs par régression quantile censurée 

pondérée fondée sur la VE en utilisant l’approche de Peng et Huang (2008). Maintenant, nous démontrons 

la cohérence uniforme et la faible convergence gaussienne de l’estimateur par régression quantile censurée 

pondérée proposée,  ˆ .β   

Définissons    Pr ,X XF t Y t     Pr ,X XF t Y t     Pr , 1 ,X XF t Y t     

     X X Xf y f y dF y dy     et     .X Xf y dF y dy   (Pour un vecteur ,h 2 ,Th hh   
  elh l  comme composante de ,h h  est la norme euclidienne de .)h  

Définissons  
0 0; ,W Z θ Xi i ig Τ 1, 2, ,i n   en tant que vecteur de dimension .p  

 

Conditions de régularité : 
 

R.1 : Les observations, , 1, 2, ,Z i i n   sont des observations i.i.d. issues d’une certaine 

distribution. Sans perte de généralité, nous supposons que  , , X Zi i i iY  ΤΤ  pour tous les 

1, 2, , .i n   

R.2 : Il existe 0θ  tel que   0; 0,Z θiE g   la matrice       0 0 0; ;Σ θ Z θ Z θi iE g g Τ  est 

une matrice définie positive,  ;z θ
θ

g
  est continue dans le voisinage de 0 .θ  La matrice 

  ;Z θ
θ

gE 
  est de plein rang. 

R.3 : Il existe les fonctions  zljH  tel que pour θ  dans le voisinage de 0 ,θ    ; ,z θ zl

j

g
ljH


   

où pour une constante   2, ZljC E H C    pour 1, ,l q   et 1, , .j d   

R.4 : sup X i
i

   et sup .X Yi i
i
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R.5 : (a) Chaque composante de    0X βXE e Τ  est une fonction Lipschitz de .  

 (b)  xf t  et  xf t  sont bornées supérieurement uniformément en t  et .x  

R.6 : (a)   0X b Xf e  Τ  pour toutes les  0 ,b d B  où  d B  :b pR  

 
     00,

inf μ b μ β
U

d
 




   pour 0,d   et      ,X bμ b XE e Τ  est un 

voisinage contenant     0 , 0, .β U    

 (b) Pour avoir une matrice définie positive,  2 0.XE    

 (c) Chaque composante de       1
2 2X b X b X b X bX X X XE f e e E f e e


    Τ Τ Τ Τ  est 

bornée uniformément dans    0 0; .b d dB B  

R.7 : Pour chaque  
 ,

0, , inf
U

U v
v

 



  eigmin     0 02 0,X β X βX XE f e e     Τ Τ  où eigmin    

est la valeur propre minimale d’une matrice. 
 

Théorème 1. En supposant que les conditions de régularité R.1 à R.7 soient vérifiées, si lim 0,Ln
  

alors 
 

   0
,

ˆsup 0,β β
U

p
v 

 


   où 0 .Uv    
 

Théorème 2. En supposant que les conditions de régularité R.1 à R.7 soient vérifiées, si 1 2lim 0,Ln
n


  

alors     1 2
0β̂ βn    converge faiblement vers un processus gaussien de moyenne zéro pour 

 , ,Uv   où 0 .Uv    
 

Pour prouver les théorèmes 1 et 2, nous devons démontrer que    
0 01

max ; 1 .Z θi pi n
g o 

Τ  Nous 

considérons deux types de  ; .Z θig  En premier lieu,  ;Z θig  ne contient pas les observations censurées, 

telle qu’elle est donnée dans l’équation (4.1). Le second type,  ; ,Z θig  contient les observations 

censurées, tel qu’il est donné dans l’équation (4.5). 

Dans le cas d’observations non censurées, d’après Owen (1991) et le Lemme 11.2 d’Owen (2001), nous 

obtenons    01
max ; .Z θi pi n

g o n
 

  D’après le Lemme 1 de Tang et Leng (2012), nous obtenons, sous 

les conditions de régularité R.2, R.3; 
0

  dans l’équation (2.2) satisfait  
0

1 .p n
O   Donc, 

      
0 01

1
max ; 1 .Z θi p p pi n

g O o n o
n 

  
 

Τ  (3.4) 

Sous la condition R.4, Qin et Jing (2001) ont démontré    
0 01

max ; 1Z θi pi n
g o 

Τ  pour  g   avec les 

observations censurées. 

Maintenant, d’après Owen (2001), à l’aide du développement en série des poids de Taylor, on peut 

reformuler les iP  définis dans l’équation (2.2) sous la forme 

 

 
  

    

 

0

0

0

0
0

0

0

1

1 ;

1
1 ; 1 1

1 1
1 ; ; 1, 2, , .

θ
Z θ

Z θ

Z θ

i
i

i p

i p

P
n g

g o
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g o i n
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Τ

Τ
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Nous reformulons maintenant  ,βnS   sous la forme 

                     

            

        

          

        

0

0

0 0
1

0
1

0 0
1

0
1

1 1
, 1 ;

1

1 1
;

1

1

X β X β

X β X β

X β X β

X β X β

β Z θ X

X

Z θ X

X

W

i i

i i

i i

i i

n
u

n i i i i p
i

n
u

i i i
i

n
u

i i i i p
i

n
u

i i i
i

i i

S g e Y e dH u o
n n

e Y e dH u
n

g e Y e dH u o
n n

e Y e dH u
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Τ Τ

Τ Τ

Τ Τ

Τ Τ

Τ

Τ









         0
1

1
.X β X βi i

n
u

i p
i

e Y e dH u o
n






    
 

  Τ Τ

  

Asymptotiquement, au moyen de l’équation (3.4), nous obtenons  1 ; 1, 2, , .Wi po i n    Donc, 

                                 0
1

1 1
, .X β X ββ X i i

n
u

n i i i p
i

S e Y e dH u o
n n






     
 

  Τ Τ   

Asymptotiquement, cette fonction d’estimation,  ,βnS   est équivalente à celle formulée dans Peng et 

Huang (2008). En avançant des arguments semblables à ceux de Peng et Huang (2008), nous achevons la 

preuve des théorèmes 1 et 2. 

Comme l’ont indiqué Peng et Huang (2008), il est difficile de produire une estimation de la variance 

asymptotique des estimations par régression quantile, car la matrice de covariance du processus limite de 

    0
ˆn      fait intervenir la fonction de densité inconnue  Xf y  et   .Xf y  Plutôt que de 

recourir à un lissage ou autre approximation numérique, nous proposons une approche bootstrap simple 

pour produire une estimation des erreurs-types des estimations par régression. Cette approche est utilisée 

dans notre analyse du rendement examinée à la section suivante. 

 
4  Analyse du rendement 
 

Nous menons de nombreuses études par simulation pour comparer le rendement de l’estimateur par 

régression quantile censurée pondérée fondée sur la VE que nous proposons à celui de l’estimateur par 

régression quantile censurée standard. Aux fins de notre simulation, nous utilisons les modèles examinés 

dans Tang et Leng (2012). 

Les modèles de simulation utilisés pour générer le temps logarithmique de l’événement  rT  et le temps 

de censure logarithmique  rC  pour le sujet  1, 2, ,r r N   sont décrits au tableau 4.1 pour quatre 

scénarios, i) à iv). 
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Tableau 4.1 
Quatre modèles de simulation utilisés pour générer les temps d’événement et les périodes de censure 
 

Scénarios Modèles Distribution des erreurs 
i) 

0 1 1 2 2 ,r r r rT x x u       

0 1 1 2 2 .r r r rC x x v       
 , 0, 1r ru v N~  

ii) 
0 1 1 2 2 ,r r r rT x x u       

0 1 1 2 2 .r r r rC x x v       
 , 3r ru v t~  

iii)  0 1 1 2 2 0 0 1 2 2 ,r r r r r rT x x x x u            

 0 1 1 2 2 0 0 1 2 2 .r r r r r rC x x x x v            
 , 0, 1r ru v N~  

iv)  0 1 1 2 2 0 0 1 2 2 ,r r r r r rT x x x x u            

 0 1 1 2 2 0 0 1 2 2 .r r r r r rC x x x x v            
 , 3r ru v t~  

 
Dans les scénarios i) et ii), les temps d’événement et de censure sont générés à partir des modèles 

homoscédastiques et, dans les scénarios iii) et iv), nous avons considéré des modèles hétéroscédastiques 

pour examiner le gain d’efficacité de la méthode que nous proposons par rapport à la régression quantile 

censurée standard. Nous avons établi    0; 1; 0,2 , 0,3; 0,1; 0,1θ π   Τ Τ  comme valeurs des 

paramètres et avons sélectionné γ Τ  pour conserver une proportion de censure d’environ 30 % dans chaque 

scénario. Nous avons généré des variables explicatives à partir de la distribution normale à deux variables 

de moyenne zéro avec covariance, 

 
1 2

1 2

,

,

1
.

1

x x

x x





 
  
  

  

Nous avons considéré deux façons différentes de calculer les poids de probabilité fondés sur la VE. Dans 

l’étude numérique-I, nous calculons les iP  en fonction de l’information auxiliaire liée au temps de 

défaillance, ,iT  tandis que dans l’étude numérique-II, les iP  sont calculés en utilisant le temps de survie 

observé,  min , .i i iY T C  Dans l’étude numérique-II, nous utilisons l’approche par variable synthétique 

(Koul et coll., 1981; Qin et Jing, 2001; Li et Wang, 2003) pour calculer les poids de probabilité axés sur des 

données fondées sur la VE. 

 
4.1  Étude numérique-I 
 

Pour calculer les ,iP  nous devons d’abord avoir un paramètre de population connu, ,θ  ou une estimation 

de ce paramètre. Nous considérons une relation linéaire entre T  et  1 2,X X X  avec des pentes 1(  et 

2 )  et une ordonnée à l’origine  0  comme information auxiliaire. Nous avons estimé θ  au moyen de la 

régression linéaire standard (moindres carrés) d’après une grande population finie de taille, N   10 000. 

Nous devons générer les temps de censure et calculer l’indicateur d’événement,  i i iT C    et le temps 

de survie,  min ,i i iY T C  pour estimer les paramètres de la régression quantile censurée. Pour ajuster le 

modèle de régression quantile censurée pondérée donné dans l’équation (1.2), nous avons généré n  

observations   1, x n
i i iy   supplémentaires avec ,n N  en utilisant les modèles décrits au tableau 4.1. Nous 
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avons considéré les tailles d’échantillon, n   100 et 200 et trois quantiles,    0,25; 0,50; 0,75. Aux fins 

de la méthode que nous proposons, nous avons estimé les iP  au moyen de la fonction d’estimation, 

 , ;x θi ig t  définie en fonction des équations habituelles de la méthode des moindres carrés linéaires 

comme étant, 

      ˆ; , ; , 1, 2, , .z θ x θ x x θi i i i i i ig g t t i n    Τ  (4.1) 

Pour un quantile donné, ,  la valeur réelle des paramètres de la régression quantile censurée  0β   est 

estimée à partir de la taille de la population, N   10 000. En général, en partant d’une hypothèse de modèle 

linéaire, la valeur réelle des paramètres de pente de la régression quantile censurée est la même que pour θ  

(c’est-à-dire,    1 1 2 2, ).        Mais pour l’ordonnée à l’origine, la valeur est 

   1
0 0 ,F      où F  est la distribution des erreurs. Nous avons mené 1 000 simulations et calculé 

le biais moyen, l’erreur-type (ET) et la probabilité de couverture (PC) de 95 % des estimations des 

paramètres du modèle pour différentes tailles d’échantillon au moyen de 250 échantillons bootstrap. Nous 

avons comparé le rendement de la méthode que nous proposons (RQC-VE1) à celui du modèle de régression 

quantile censurée standard (RQC). Nous présentons les résultats des simulations aux tableaux 4.2 à 4.5, 

respectivement, pour les scénarios i) à iv) avec 
1 2, 0.x x   

 
Tableau 4.2 
Biais, ET et PC des paramètres de régression du modèle pour le scénario i) avec covariables indépendantes 

 
1 2, 0x x   

 

 n     

RQC RQC-VE1 

0,25 0,50 0,75 0,25 0,50 0,75 

Biais 100 0  0,0042 0,0170 0,0647 0,0027 0,0180 0,0771 

1  0,0029 0,0035 0,0094 -0,0014 -0,0048 0,0030 

2  -0,0049 -0,0141 -0,0100 -0,0047 -0,0124 -0,0171 

200 0  0,0218 0,0298 0,0501 0,0199 0,0322 0,0635 

1  0,0016 0,0026 0,0057 0,0008 0,0028 0,0048 

2  -0,0020 -0,0032 -0,0078 -0,0010 0,0001 -0,0071 

ET 100 0  0,1449 0,1404 0,2268 0,1103 0,1086 0,2110 

1  0,1533 0,1515 0,2141 0,1159 0,1109 0,2000 

2  0,1519 0,1525 0,2198 0,1149 0,1109 0,2082 

200 0  0,0973 0,0929 0,1292 0,0720 0,0703 0,1221 

1  0,1040 0,1029 0,1341 0,0746 0,0718 0,1173 

2  0,1041 0,1027 0,1354 0,0752 0,0717 0,1177 

PC 100 0  93,3 93,4 95,7 95,8 96,6 97,0 

1  94,7 95,8 96,5 95,1 96,2 97,9 

2  96,0 96,3 96,4 96,4 96,4 96,9 

200 0  92,3 91,9 92,7 92,7 92,5 94,8 

1  94,5 96,2 95,0 95,0 95,5 96,9 

2  93,6 95,0 95,2 94,2 94,9 95,8 
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Tableau 4.3 
Biais, ET et PC des paramètres de régression du modèle pour le scénario ii) avec covariables indépendantes 

 
1 2, 0x x   

 

 n     

RQC RQC-VE1 

0,25 0,50 0,75 0,25 0,50 0,75 

Biais 100 0  0,0105 0,0288 0,1088 0,0119 0,0270 0,1062 

1  0,0063 0,0214 0,0169 0,0005 0,0102 0,0066 

2  0,0164 0,0096 -0,0170 0,0152 0,0079 -0,0184 

200 0  0,0267 0,0355 0,0821 0,0276 0,0340 0,0760 

1  0,0006 -0,0032 0,0050 0,0042 0,0032 0,0024 

2  0,0112 0,0025 0,0051 0,0029 -0,0038 -0,0057 

ET 100 0  0,1871 0,1538 0,2980 0,1522 0,1304 0,2914 

1  0,1946 0,1664 0,2698 0,1555 0,1318 0,2480 

2  0,1955 0,1676 0,2733 0,1556 0,1327 0,2543 

200 0  0,1235 0,1029 0,1621 0,0998 0,0871 0,1556 

1  0,1301 0,1146 0,1663 0,1010 0,0893 0,1473 

2  0,1315 0,1149 0,1671 0,1023 0,0897 0,1465 

PC 100 0  95,5 93,1 94,7 96,2 94,8 97,2 

1  95,6 93,5 96,4 95,7 95,6 97,8 

2  95,9 95,4 96,4 96,0 95,0 97,2 

200 0  93,1 91,2 94,0 93,0 93,8 95,7 

1  95,0 95,5 95,4 94,8 95,5 96,2 

2  95,5 95,7 95,5 95,0 95,2 96,3 

 
Tableau 4.4 
Biais, ET et PC des paramètres de régression du modèle pour le scénario iii) avec covariables indépendantes 

 
1 2, 0x x   

 

 n     

RQC RQC-VE1 

0,25 0,50 0,75 0,25 0,50 0,75 

Biais 100 0  0,0062 0,0088 0,0224 0,0055 0,0085 0,0254 

1  0,0042 0,0051 0,0076 0,0034 0,0016 0,0057 

2  -0,0038 -0,0039 -0,0069 -0,0013 0,0003 -0,0010 

200 0  0,0064 0,0072 0,0167 0,0064 0,0089 0,0195 

1  0,0012 0,0038 0,0033 -0,0006 -0,0003 -0,0014 

2  -0,0015 -0,0031 -0,0017 -0,0004 0,0002 0,0023 

ET 100 0  0,0472 0,0466 0,0767 0,0349 0,0338 0,0737 

1  0,0566 0,0570 0,0796 0,0424 0,0411 0,0708 

2  0,0567 0,0575 0,0807 0,0425 0,0418 0,0720 

200 0  0,0313 0,0301 0,0402 0,0225 0,0213 0,0345 

1  0,0371 0,0377 0,0489 0,0276 0,0267 0,0402 

2  0,0367 0,0376 0,0488 0,0270 0,0267 0,0401 

PC 100 0  94,4 95,0 96,1 94,3 96,0 97,1 

1  95,0 95,2 95,5 95,2 95,3 97,4 

2  96,6 96,7 97,3 95,4 96,6 98,0 

200 0  94,1 93,4 94,9 93,2 94,0 94,1 

1  94,0 94,9 96,0 93,0 95,1 95,9 

2  94,6 95,0 95,3 94,4 95,3 94,8 
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Tableau 4.5 
Biais, ET et PC des paramètres de régression du modèle pour le scénario iv) avec covariables indépendantes 

 
1 2, 0x x   

 

 n     
RQC RQC-VE1 

0,25 0,50 0,75 0,25 0,50 0,75 
Biais 100 

0  0,0066 0,0097 0,0364 0,0048 0,0076 0,0273 

1  0,0031 0,0039 0,0041 0,0026 0,0043 0,0036 

2  0,0008 -0,0009 -0,0018 0,0008 -0,0035 -0,0028 

200 
0  0,0083 0,0089 0,0243 0,0100 0,0103 0,0258 

1  -0,0020 0,0016 0,0017 -0,0022 -0,0008 -0,0018 

2  0,0008 -0,0012 -0,0031 0,0026 0,0012 0,0004 

ET 100 
0  0,0600 0,0507 0,1103 0,0466 0,0407 0,1038 

1  0,0667 0,0592 0,0993 0,0514 0,0468 0,0885 

2  0,0677 0,0600 0,1014 0,0525 0,0470 0,0921 

200 
0  0,0395 0,0327 0,0521 0,0305 0,0260 0,0464 

1  0,0429 0,0386 0,0568 0,0331 0,0298 0,0491 

2  0,0429 0,0389 0,0580 0,0331 0,0301 0,0501 

PC 100 
0  93,5 95,0 97,7 94,7 95,5 97,8 

1  95,6 96,6 97,0 96,0 96,3 97,3 

2  96,0 96,2 97,3 95,8 96,7 97,0 

200 
0  93,0 93,9 94,9 93,5 93,4 94,1 

1  95,6 95,8 94,7 94,5 95,2 95,4 

2  94,5 95,9 95,5 94,5 96,0 95,2 

 
 

Dans les tableaux 4.2 à 4.5, nous constatons que le biais de l’estimateur que nous proposons est 

approximativement de zéro. Une comparaison de l’ET de la RQC-VE1 avec celle de la RQC indique que 

l’ET de la RQC-VE1 est considérablement réduite pour tous les paramètres indépendamment du quantile. 

À titre d’exemple, nous considérons le scénario de n   100 et    0,25 aux fins de comparaison dans 

l’ensemble du présent document. Dans le tableau 4.2, pour la RQC, l’ET de 1̂  est de 0,1533, et pour la 

RQC-VE1, l’ET de 1̂  est réduite à 0,1159. Si l’on fait passer la taille de l’échantillon à 200, l’ET de 1̂  

de la méthode que nous proposons est encore réduite à 0,0746. Si nous comparons la PC de la méthode que 

nous proposons au niveau nominal de 95 %, la RQC-VE1 fournit une couverture d’environ 95 % et devient 

plus stable lorsque la taille de l’échantillon augmente. On peut tirer des conclusions semblables pour le 

scénario ii) (les résultats sont présentés au tableau 4.3), même si nous avons considéré une distribution à 

queues lourdes pour le temps de défaillance comparativement au scénario i). À titre d’exemple, l’ET de 1̂  

pour la RQC est de 0,1946, alors qu’elle était seulement de 0,1555 pour l’estimation fondée sur la RQC-

VE1. Nous avons également observé que l’ET dans le scénario ii) est élevée comparativement au scénario i). 

Dans les scénarios iii) et iv), l’erreur dépend des covariables. Les résultats de la simulation pour ces 

scénarios (tableaux 4.4 et 4.5) sont presque identiques à ceux obtenus pour ces scénarios, dans lesquels 

l’erreur est indépendante des covariables. À titre d’exemple, dans le scénario iii) (tableau 4.4), l’ET de 1̂  
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est de 0,0566 et de 0,0424 pour la RQC et la RQC-VE1, respectivement. De même, dans le scénario iv) 

(tableau 4.5), l’ET de 1̂  est de 0,0667 et de 0,0514 pour la RQC et la RQC-VE1, respectivement. Ici, nous 

pourrions également constater une légère augmentation de l’ET des estimations pour le scénario iv), en 

raison de l’hypothèse de distribution à queues lourdes pour le temps de défaillance, comparativement au 

scénario iii). 

 
4.2  Étude numérique-II 
 

Dans la plupart des données de survie avec censure aléatoire à droite, les données observées constituent 

le triplet   min , , , .XY T C   Nous considérons une relation linéaire entre le temps de survie  Y  et 

les covariables comme information auxiliaire. Ici, nous ne pouvons pas utiliser la fonction d’estimation de 

la VE,  g   définie dans l’équation (4.1) en raison de la censure. D’autres méthodes sont présentées dans 

la documentation pour assurer la censure à droite dans la régression linéaire. 

Koul et coll. (1981) ont introduit une approche par données synthétiques en transformant le temps de 

survie, rY  en une variable synthétique, rY  sous la forme 

 
 

; 1, 2, , ,
1

r r
r

r

Y
Y r N

G Y


 


   (4.2) 

où r  est l’indicateur de censure et  G   est la distribution du temps de censure.    X XE Y E Y  si 

C  est indépendante de X  et de .Y  Lorsque  G   est inconnue, nous pouvons la remplacer par son 

estimateur de Kaplan-Meier. L’estimateur de  G   au moyen de l’estimateur de Kaplan-Meier (Kaplan et 

Meier, 1958) est 
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 (4.3) 

où les  rY  sont ordonnés et l’indicateur de censure correspondant est   .r  Nous pouvons estimer θ  sous 

la forme 

   1 .θ X X X rY Τ Τ  (4.4) 

Qin et Jing (2001) et Li et Wang (2003) ont fourni de façon indépendante la fonction d’estimation permettant 

de calculer des probabilités axées sur des données fondées sur la VE sous la forme 

      ; , , ; , 1, 2, , .z θ x θ x x θi i i i i i i ig g y y i n       Τ  (4.5) 

Nous pouvons calculer iy  et  ˆ
nG t  au moyen des mêmes variables de l’échantillon des équations (4.2) et 

(4.3), respectivement. 

Pour calculer les ,iP  nous considérons une relation linéaire entre Y  et  1 2,X X X  avec des pentes 

1(  et 2 )  et une ordonnée à l’origine  0 .  Nous estimons θ  à l’aide de l’équation (4.4) d’après une 
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grande population finie de taille, N   10 000. Pour ajuster le modèle de régression quantile censurée 

pondérée donné dans l’équation (1.2), nous générons n  observations   1, x n
i i iy   supplémentaires avec 

n N  au moyen des modèles décrits au tableau 4.1. Pour la méthode que nous proposons, nous estimons 

les iP  au moyen de la fonction d’estimation,  , , ;x θi i ig y    donnée dans l’équation (4.5). 

Comme dans l’étude numérique-I, nous présentons les résultats d’après 1 000 simulations et nous 

indiquons le biais, l’erreur-type (ET) et la probabilité de couverture (PC) au niveau nominal de 95 % en 

fonction de 250 échantillons bootstrap. Nous présentons le résumé des résultats des simulations de la 

présente étude aux tableaux 4.6 à 4.9. 

Comme pour l’information démographique liée à T  (étude numérique-I), les conclusions sont presque 

semblables pour les covariables non corrélées. Dans les tableaux 4.6 à 4.9, nous constatons que la méthode 

que nous proposons (RQC-VE2) fournit des estimations sans biais indépendamment de la taille de 

l’échantillon et du quantile. Si nous considérons la probabilité de couverture, la RQC et la RQC-VE2 

fournissent toutes deux une couverture d’environ 95 %. Pour un quantile donné, on observe une réduction 

de l’erreur-type des estimations des paramètres de la RQC-VE2 comparativement aux estimations des 

paramètres de la RQC. Si nous considérons le scénario i) comme modèle de base, l’ET de la RQC-VE2 du 

scénario ii) est raisonnablement supérieure à celle de la RQC, en raison de la distribution à queues lourdes 

du temps de survie observé. Lorsque l’erreur dépendait des covariables (scénario iii) et iv)), l’ET de la RQC-

VE2 était considérablement réduite. 

Nous avons également mené un grand nombre de simulations à l’aide de covariables corrélées avec 

1 2,x x   0,5 ainsi que des poids construits en fonction de la simple relation avec une covariable seulement 

pour les deux études numériques. Les résultats de ces simulations ne sont pas présentés dans le présent 

document faute d’espace. Les conclusions tirées sont presque semblables à celles des scénarios liés aux 

covariables non corrélées. 

Dans l’étude numérique-I, nous avons observé une légère réduction dans l’ET de 2̂  en utilisant les 

modèles hétéroscédastiques pour la RQC-VE1. Cependant, l’utilisation de la fonction d’estimation, 

 1, , ; θi i ig y x    (RQC-VE2), ne permet pas de réduire l’ET de 2̂  dans les modèles hétéroscédastiques. 

Étant donné que nous utilisons seulement de l’information démographique partielle en lien avec 1 ,X  

l’erreur-type de 0̂  et 1̂  est réduite pour la RQC-VE2 comparativement à la RQC. L’erreur-type de 2̂  

est demeurée inchangée. 

Nos études par simulation révèlent que l’information auxiliaire accroît grandement l’efficacité de 

l’estimation, si l’on dispose d’information démographique lié à la fois à 1X  et à 2 .X  Si l’information 

démographique dont on dispose est seulement liée à 1 ,X  le gain d’efficacité se limite à 0  et à 1  

seulement. Cependant, dans les modèles hétéroscédastiques, l’efficacité de l’estimation de 2  s’est 

légèrement améliorée dans l’étude numérique-I, mais non dans l’étude numérique-II. 
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Tableau 4.6 
Biais, ET et PC des paramètres de régression du modèle pour le scénario i) avec covariables indépendantes 

 
1 2, 0x x   

 

 n     
RQC RQC-VE2 

0,25 0,50 0,75 0,25 0,50 0,75 
Biais 100 

0  0,0042 0,0170 0,0647 0,0217 0,0275 0,0720 

1  0,0029 0,0035 0,0094 -0,0491 -0,0411 -0,0090 

2  -0,0049 -0,0141 -0,0100 0,0116 -0,0029 -0,0194 

200 
0  0,0218 0,0298 0,0501 0,0220 0,0323 0,0562 

1  0,0016 0,0026 0,0057 -0,0295 -0,0273 -0,0119 

2  -0,0020 -0,0032 -0,0078 0,0034 0,0053 -0,0011 

ET 100 
0  0,1449 0,1404 0,2268 0,1273 0,1233 0,2160 

1  0,1533 0,1515 0,2141 0,1475 0,1416 0,2075 

2  0,1519 0,1525 0,2198 0,1416 0,1414 0,2162 

200 
0  0,0973 0,0929 0,1292 0,0840 0,0798 0,1239 

1  0,1040 0,1029 0,1341 0,0970 0,0921 0,1278 

2  0,1041 0,1027 0,1354 0,0957 0,0936 0,1304 

PC 100 
0  93,3 93,4 95,7 94,3 96,1 96,8 

1  94,7 95,8 96,5 94,6 96,1 96,9 

2  96,0 96,3 96,4 95,4 95,4 97,4 

200 
0  92,3 91,9 92,7 92,9 92,3 94,3 

1  94,5 96,2 95,0 95,3 95,3 94,8 

2  93,6 95,0 95,2 93,5 94,9 95,9 

 
Tableau 4.7 
Biais, ET et PC des paramètres de régression du modèle pour le scénario ii) avec covariables indépendantes 

 
1 2, 0x x   

 

 n     
RQC RQC-VE2 

0,25 0,50 0,75 0,25 0,50 0,75 
Biais 100 

0  0,0105 0,0288 0,1088 0,0306 0,0461 0,1139 

1  0,0063 0,0214 0,0169 -0,0841 -0,0503 -0,0216 

2  0,0164 0,0096 -0,0170 0,0329 0,0260 -0,0094 

200 
0  0,0267 0,0355 0,0821 0,0419 0,0508 0,0921 

1  0,0006 -0,0032 0,0050 -0,0022 -0,0010 -0,0188 

2  0,0112 0,0025 0,0051 0,0251 0,0137 0,0133 

ET 100 
0  0,1871 0,1538 0,2980 0,1619 0,1379 0,2768 

1  0,1946 0,1664 0,2698 0,1863 0,1595 0,2548 

2  0,1955 0,1676 0,2733 0,1787 0,1549 0,2632 

200 
0  0,1235 0,1029 0,1621 0,1048 0,0900 0,1551 

1  0,1301 0,1146 0,1663 0,1214 0,1052 0,1575 

2  0,1315 0,1149 0,1671 0,1185 0,1044 0,1606 

PC 100 
0  95,5 93,1 94,7 95,9 94,2 97,5 

1  95,6 93,5 96,4 94,8 93,3 96,7 

2  95,9 95,4 96,4 94,2 94,2 96,3 

200 
0  93,1 91,2 94,0 93,5 93,0 94,7 

1  95,0 95,5 95,4 94,5 94,0 94,9 

2  95,5 95,7 95,5 94,8 94,5 95,4 
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Tableau 4.8 
Biais, ET et PC des paramètres de régression du modèle pour le scénario iii) avec covariables indépendantes 

 
1 2, 0x x   

 

 n     
RQC RQC-VE2 

0,25 0,50 0,75 0,25 0,50 0,75 
Biais 100 

0  0,0062 0,0088 0,0224 0,0127 0,0146 0,0302 

1  0,0042 0,0051 0,0076 -0,0071 -0,0043 0,0021 

2  -0,0038 -0,0039 -0,0069 0,0018 0,0017 -0,0040 

200 
0  0,0064 0,0072 0,0167 0,0094 0,0105 0,0197 

1  0,0012 0,0038 0,0033 -0,0042 -0,0026 -0,0007 

2  -0,0015 -0,0031 -0,0017 0,0009 -0,0003 0,0015 

ET 100 
0  0,0472 0,0466 0,0767 0,0448 0,0445 0,0801 

1  0,0566 0,0570 0,0796 0,0541 0,0549 0,0830 

2  0,0567 0,0575 0,0807 0,0538 0,0558 0,0833 

200 
0  0,0313 0,0301 0,0402 0,0292 0,0283 0,0396 

1  0,0371 0,0377 0,0489 0,0348 0,0356 0,0484 

2  0,0367 0,0376 0,0488 0,0344 0,0359 0,0488 

PC 100 
0  94,4 95,0 96,1 93,9 94,7 96,9 

1  95,0 95,2 95,5 94,6 94,7 96,3 

2  96,6 96,7 97,3 95,8 96,4 97,3 

200 
0  94,1 93,4 94,9 93,9 93,8 94,9 

1  94,0 94,9 96,0 94,1 94,3 95,0 

2  94,6 95,0 95,3 94,0 95,4 94,3 

 
Tableau 4.9 
Biais, ET et PC des paramètres de régression du modèle pour le scénario iv) avec covariables indépendantes 

 
1 2, 0x x   

 

 n    
RQC RQC-VE2 

0,25 0,50 0,75 0,25 0,50 0,75 
Biais 100 

0  0,0066 0,0097 0,0364 0,0189 0,0169 0,0419 

1  0,0031 0,0039 0,0041 -0,0138 -0,0073 -0,0000 

2  0,0008 -0,0009 -0,0018 0,0074 0,0060 0,0024 

200 
0  0,0083 0,0089 0,0243 0,0124 0,0119 0,0273 

1  -0,0020 0,0016 0,0017 -0,0097 -0,0051 -0,0032 

2  0,0008 -0,0012 -0,0031 0,0019 0,0004 -0,0020 

ET 100 
0  0,0600 0,0507 0,1103 0,0548 0,0486 0,1159 

1  0,0667 0,0592 0,0993 0,0618 0,0581 0,1018 

2  0,0677 0,0600 0,1014 0,0616 0,0578 0,1066 

200 
0  0,0395 0,0327 0,0521 0,0359 0,0304 0,0516 

1  0,0429 0,0386 0,0568 0,0397 0,0364 0,0558 

2  0,0429 0,0389 0,0580 0,0397 0,0368 0,0579 

PC 100 
0  93,5 95,0 97,7 92,9 95,2 97,6 

1  95,6 96,6 97,0 94,2 95,5 97,4 

2  96,0 96,2 97,3 96,3 97,0 97,6 

200 
0  93,0 93,9 94,9 93,3 94,2 95,8 

1  95,6 95,8 94,7 94,0 95,5 95,2 

2  94,5 95,9 95,5 94,9 96,0 94,7 
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Il convient de souligner que la valeur du paramètre auxiliaire joue un rôle important dans l’efficacité des 

estimations des paramètres de la régression quantile censurée pondérée. Si les estimations de   fondées sur 

les données de la présente étude et des études antérieures (ou la valeur   connue) sont très proches, tous 

les poids seront alors proches de 1 n  et les solutions aux équations (1.1) et (1.2) demeureront les mêmes. 

Si l’on ne dispose pas de données d’études antérieures, on peut utiliser les données de la présente étude pour 

estimer la valeur de .  Dans ce cas, si les dimensions de   et l’équation d’estimation  ,g z   sont les 

mêmes, tous les poids seront alors égaux à 1 n  et les solutions aux équations (1.1) et (1.2) demeureront les 

mêmes. Cependant, si les dimensions de  ,g z   sont supérieures à celles de ,  les poids  ˆp   ne sont 

plus égaux à 1 ,n  et ce scénario présente un gain d’efficacité par rapport aux estimations conventionnelles 

de la RQ (Tang et Leng, 2012). 

 
4.3  Exemple concret 
 

Le North Central Cancer Treatment Group (NCCTG) a été mis sur pied par un groupe de médecins de 

la région centre-nord des États-Unis d’Amérique et la clinique Mayo de Rochester, au Minnesota. Cette 

étude a été menée par le NCCTG en vue de déterminer si les conclusions issues du questionnaire rempli par 

les patients et celles déjà tirées par le médecin du patient étaient indépendantes ou non (Loprinzi, Laurie, 

Wieand, Krook, Novotny, Kugler, Bartel, Law, Bateman et Klatt, 1994). Les scores de performance (ECOG 

et Karnofsky) ont été utilisés pour évaluer les activités quotidiennes du patient. L’ensemble de données est 

accessible dans le programme « survival » du logiciel R et comporte les observations faites pour 228 

patients. En raison du caractère incomplet de certaines des variables, nous avons dû limiter l’ensemble de 

données à 167 observations. Afin d’illustrer la méthode que nous proposons, nous nous sommes attardés à 

relever l’effet des covariables suivantes sur le temps de survie observé à différents quantiles. Nous avons 

considéré les covariables « age », l’âge du patient en années; « sex » (masculin = 1; féminin = 2); 

« ph.ecog », le score de performance ECOG mesuré par le médecin (0 = bon 5 = mort); « meal.cal », les 

calories consommées pendant les repas; et « wt.loss », la perte de poids au cours des six derniers mois. 

Après le retrait des observations incomplètes des patients, les scores ECOG étaient de 0, 1 et 2 seulement. 

Nous avons défini les deux variables catégoriques nominales suivantes pour la covariable « ph.ecog ». 

 

1, si ph.ecog 1
ecog1

0, sinon

1, si ph.ecog 2
ecog2

0, sinon.

 


 


  

Pour démontrer l’utilité de la méthode que nous proposons, nous avons sélectionné au hasard une partie 

(100 observations) de l’ensemble des données (167 observations) en considérant qu’il s’agit des données 

présentées dans l’étude antérieure. Nous avons supposé qu’il existe une relation linéaire entre le logarithme 

du temps de survie observé et l’ensemble des variables explicatives continues (age, meal.cal et wt.loss) 
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considérées comme l’information auxiliaire. Nous avons estimé  0 age meal wt, , ,θ      à l’aide de la 

méthode des moindres carrés d’après 100 observations pour lesquelles la réponse est la variable synthétique 

définie par l’équation (4.2). Nous avons ensuite calculé les poids de probabilité axés sur des données fondées 

sur la VE pour les points de données de la présente étude (67 observations). Après avoir calculé les poids, 

nous avons estimé les paramètres de la régression quantile censurée pondérée à l’aide de la méthode de Peng 

et Huang (2008) avec l’ensemble des covariables. Pour les données de la présente étude, la proportion de 

censure est de 0,283. Fait intéressant, nous avons estimé les paramètres de régression au moyen de la RQC 

jusqu’au e86  quantile, tandis que nous avons pu produire des estimations jusqu’au e90  quantile au moyen 

de la RQC-VE2. En plus des estimations pour les quantiles,    0,25; 0,50; 0,75, nous présentons l’erreur-

type (ET) et les limites de confiance de 95 % également à l’aide de 250 échantillons bootstrap au 

tableau 4.10. 

 
Tableau 4.10 
Estimations, ET et IC de 95 % pour les paramètres de régression des données sur le cancer du poumon du 
NCCTG 
 

     
RQC RQC-VE2 

0,25 0,50 0,75 0,25 0,50 0,75 

̂  Ordonnée à l’origine 5,4777 4,2651 5,5380 4,7531 4,1729 6,4258 
Âge -0,0168 0,0179 0,0040 -0,0047 0,0202 -0,0032 
Sexe 0,7201 0,6180 0,4181 0,7606 0,6638 0,3651 

ECOG1 -0,7059 -0,5449 -0,2029 -0,5701 -0,5355 -0,2884 
ECOG2 -0,8677 -0,9402 -0,8336 -1,1584 -1,0612 -1,0192 
MealCal 0,0004 0,0001 0,0001 0,0004 0,0001 -0,0000 
WtLoss -0,0007 -0,0084 -0,0023 -0,0023 -0,0100 -0,0135 

ET Ordonnée à l’origine 1,9235 1,4314 1,7494 1,6628 1,4149 1,4666 
Âge 0,0277 0,0188 0,0225 0,0256 0,0184 0,0176 
Sexe 0,5610 0,3389 0,3716 0,5374 0,3317 0,2809 

ECOG1 0,6521 0,3436 0,3375 0,6498 0,3493 0,2434 
ECOG2 1,0317 0,5410 0,6061 0,9336 0,5413 0,3879 
MealCal 0,0009 0,0006 0,0008 0,0009 0,0006 0,0005 
WtLoss 0,0181 0,0128 0,0231 0,0157 0,0124 0,0100 

IC Ordonnée à l’origine (1,6; 9,14) (2,38; 8) (2,08; 8,94) (1,79; 8,31) (2,32; 7,87) (3,14; 8,89) 
Âge (-0,07; 0,04) (-0,04; 0,04) (-0,04; 0,05) (-0,06; 0,04) (-0,03; 0,04) (-0,03; 0,04) 
Sexe (-0,45; 1,74) (0; 1,33) (-0,13; 1,33) (-0,39; 1,71) (-0,04; 1,27) (-0,07; 1,03) 

ECOG1 (-1,75; 0,81) (-1,15; 0,2) (-0,97; 0,35) (-1,86; 0,69) (-1,18; 0,19) (-0,78; 0,18) 
ECOG2 (-2,88; 1,16) (-2; 0,12) (-2,11; 0,26) (-2,83; 0,83) (-2,13; -0,01) (-1,73; -0,21) 
WtLoss (-0,04; 0,03) (-0,03; 0,02) (-0,05; 0,04) (-0,04; 0,02) (-0,03; 0,01) (-0,04; 0) 

 
Dans le tableau 4.10, nous constatons que l’erreur-type des estimations de l’ensemble des paramètres 

des variables continues et de l’ordonnée à l’origine est considérablement réduite, parce que nous avons 

considéré l’information auxiliaire s’y rapportant. Pour les autres variables, on peut également observer une 

réduction de l’erreur-type, même si nous n’avons pas considéré d’information auxiliaire s’y rapportant. 

Dans la régression quantile censurée intégrant les poids de probabilité axés sur des données fondées sur la 

VE, nous observons des limites de confiance de 95 % plus étroites pour l’ensemble des variables 

comparativement à celles de la régression quantile censurée standard. 
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5  Conclusions 
 

Nous avons proposé une méthode qui utilise efficacement l’information auxiliaire pour améliorer 

l’efficacité de l’estimateur par régression quantile censurée. Nous avons élaboré une méthodologie 

permettant de transformer l’information démographique présentée dans des essais cliniques antérieurs ou 

des faits observés en probabilités axées sur des données fondées sur la vraisemblance empirique non 

paramétrique. Nous avons élaboré le calcul des probabilités axées sur des données fondées sur la VE pour 

les cas connus et inconnus d’information antérieure à propos des paramètres de population. Nous avons 

appliqué ces probabilités comme poids dans le modèle de régression quantile censurée pondérée de Peng et 

Huang (2008). La méthode que nous proposons est efficace comparativement à la régression quantile 

censurée standard et elle permet d’obtenir des estimateurs convergents des coefficients de régression 

présentant une normalité asymptotique. Nos études par simulation ont permis de démontrer que l’erreur-

type des estimations des paramètres fondées sur les méthodes que nous proposons (RQC-VE1 et RQC-VE2) 

est inférieure à celle de la méthode standard (RQC) lorsque nous utilisons l’ensemble des covariables dans 

le calcul des poids de probabilité axés sur des données fondées sur la VE. La méthode par régression quantile 

censurée pondérée que nous proposons permet d’obtenir pratiquement la même probabilité de couverture 

comparativement au niveau nominal. Dans le cas des modèles hétéroscédastiques, l’utilisation de 

l’information auxiliaire à propos d’un sous-ensemble de paramètres de population améliorait même 

l’efficacité des estimations de l’ensemble des paramètres au moyen de la RQC-VE1. Cependant, dans la 

RQC-VE2, l’amélioration de l’efficacité se limitait au sous-ensemble de variables et à l’ordonnée à l’origine 

correspondants. Dans les modèles homoscédastiques, l’utilisation de l’information auxiliaire à propos d’un 

sous-ensemble de paramètres de population améliorait l’efficacité de ce sous-ensemble particulier de 

paramètres seulement et l’ordonnée à l’origine dans la RQC-VE1 et la RQC-VE2. Dans l’analyse de 

données réelles, nous avons observé que la méthode que nous proposons permet d’obtenir des estimations 

plus efficaces des quantiles et des limites de confiance plus étroites comparativement à la régression quantile 

censurée standard. 
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Inférence fondée sur la vraisemblance empirique pour les 
données d’enquête manquantes selon un échantillonnage à 

probabilités inégales 

Song Cai et J.N.K. Rao1 

Résumé 

La non-réponse partielle se produit fréquemment dans les enquêtes-échantillons. On utilise couramment 
l’imputation hot deck pour remplacer les valeurs des items manquants dans des groupes homogènes appelés 
classes d’imputation. Nous proposons une procédure d’imputation hot deck fractionnaire et une vraisemblance 
empirique associée pour l’inférence sur la moyenne de population d’une fonction d’une variable d’intérêt 
présentant des données manquantes selon un échantillonnage avec probabilité proportionnelle à la taille avec 
fractions d’échantillonnage négligeables. Nous calculons les distributions limites de l’estimateur du maximum 
de vraisemblance empirique et du rapport de vraisemblance empirique, et nous proposons deux procédures 
bootstrap asymptotiques valides afin de construire des intervalles de confiance pour la moyenne de population. 
Les études par simulations montrent que les procédures bootstrap proposées donnent de meilleurs résultats que 
les procédures bootstrap habituelles, qui se révèlent asymptotiquement incorrectes quand le nombre de tirages 
aléatoires de l’imputation fractionnaire est fixe. De plus, la procédure bootstrap proposée, fondée sur le rapport 
de vraisemblance empirique, semble donner des résultats significativement meilleurs que la méthode fondée sur 
la distribution limite de l’estimateur du maximum de vraisemblance empirique en cas de grande variation des 
probabilités d’inclusion ou d’échantillon de petite taille. 

 
Mots-clés : Distribution asymptotique; bootstrap; intervalle de confiance; rapport de vraisemblance empirique; 

imputation; échantillonnage PPT (avec probabilité proportionnelle à la taille). 

 
 

1  Introduction 
 

La non-réponse partielle se produit couramment dans les enquêtes-échantillons. L’imputation hot deck 

est une méthode courante de traitement de la non-réponse partielle, car (i) elle conserve la distribution des 

valeurs d’item contrairement à l’imputation par la moyenne, qui conduit à un « pic » à la moyenne des 

valeurs des répondants, (ii) elle fournit un fichier de données complet et permet d’utiliser le même poids 

d’enquête pour tous les items, et (iii) les résultats des différentes analyses fondées sur les données imputées 

sont cohérents entre eux (Rao et Shao, 1992). 

Nous nous intéressons à l’imputation hot deck fractionnaire, dans laquelle quelques valeurs sont tirées 

aléatoirement de l’ensemble des valeurs de répondants (donneurs) et où la moyenne ou bien la moyenne 

pondérée des valeurs tirées sert à remplacer une valeur manquante. Aux fins de validité et d’exactitude de 

l’inférence fondée sur l’imputation, l’échantillon observé est habituellement regroupé en classes 

homogènes, appelées classes d’imputation, en fonction de variables auxiliaires observées pour toutes les 

unités de l’échantillon (Brick et Kalton, 1996). Haziza et Beaumont (2007) ont présenté une revue 

exhaustive des différentes méthodes de construction de classes d’imputation. Les valeurs manquantes sont 

imputées à l’aide des donneurs à l’intérieur des classes et indépendamment dans l’ensemble des classes. 

Nous étudions ici le cas où les classes d’imputation sont formées selon une variable catégorique z  avec 

un support fini  1, , K  et dont la valeur est observée pour toutes les unités d’un échantillon probabiliste, 
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noté ,s  de taille fixe ,n  sélectionné parmi une population finie U  de taille .N  Dans le présent article, nous 

nous intéresserons principalement à l’échantillonnage avec probabilité proportionnelle à la taille (PPT) avec 

ou sans remise, avec fractions d’échantillonnage négligeables, mais notre théorie s’applique à tout plan de 

sondage à probabilités inégales de taille fixe avec remise. Soit y  une variable (ou un item) d’intérêt de 

valeur iy  observée pour une partie seulement, et non la totalité, des i s  en raison de la non-réponse. Soit 

i  l’indicateur de réponse pour iy  prenant la valeur 1 quand la valeur iy  associée est observée et 0 sinon. 

On suppose que les i  sont des variables aléatoires indépendantes dans les .i s  On suppose que iy  est 

une donnée manquante au hasard avec un taux de réponse uniforme dans chaque classe d’imputation, c’est-

à-dire que, étant donnée la valeur de ,iz  la probabilité de réponse de l’unité i  ne dépend pas de la valeur 

de .iy  Plus précisément, cela signifie que, pour = 1, , ,k K  

    = 1 , = = = 1 = =i i i i i kP y z k P z k P    

pour tous les i s  tels que = ,iz k  où  0, 1kP   est une constante. 

Nous cherchons à construire des intervalles de confiance (IC) fiables pour la moyenne de population   

d’une fonction donnée h  de ,y  c’est-à-dire  

  
1

= .i
i U

h y
N



   

Par exemple, si   = ,h y y  on obtient une moyenne de population de ,y  et si    = ,h y y t1  où  1  

est la fonction indicatrice, on obtient la fonction de répartition de la population finie de y  à une valeur 

donnée de .t  Notons que   peut être défini subsidiairement comme solution de l’équation d’estimation au 

niveau de la population    = 0ii U
h y 


  en ,  et, de même, on peut facilement étendre notre théorie 

à la construction d’IC pour un paramètre de population   défini par la solution à l’équation 

 , = 0ii U
g y 

  pour une fonction d’estimation générale lisse  ,g y   en .  

La méthode de vraisemblance empirique (VE), proposée par Owen (1988) pour les données complètes 

indépendantes et identiquement distribuées (IID), a beaucoup attiré l’attention, car elle fournit une approche 

non paramétrique de construction d’intervalles de confiance de type rapport de vraisemblance. Les 

intervalles de rapport de VE ont plusieurs propriétés souhaitables : leur forme et leur orientation sont 

entièrement déterminées par les données, ils préservent l’étendue et sont invariants à la transformation 

(Owen, 2001). Qin et Lawless (1994) ont étudié l’inférence par la VE pour les paramètres définis par des 

équations d’estimation lisses. Wang et Chen (2009) ont utilisé la VE et l’imputation pour traiter les données 

IID soumises à une hypothèse de données manquantes au hasard. Tang et Qin (2012) ont proposé un 

estimateur de VE efficace fondé sur une imputation pondérée par probabilité inverse pour les données 

manquantes au hasard IID. Plusieurs variantes de la VE ont été proposées dans un contexte d’enquête-

échantillon. Chen et Sitter (1999) ont élaboré une pseudo-VE pour les enquêtes complexes comportant de 

l’information auxiliaire. Chen et Kim (2014) ont proposé une VE pour la population. Notons toutefois 

qu’aucun de ces deux articles ne traite le cas des données manquantes. Cai, Qin, Rao et Winiszewska (2019) 

ont proposé une méthode de VE fondée sur l’imputation des données d’enquête manquantes selon un 

échantillonnage aléatoire stratifié. Notre article adapte la méthode de Cai et coll. (2019) pour tenir compte 

des plans d’échantillonnage à probabilités inégales. 
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Nous définissons une fonction d’estimation imputée fractionnaire du paramètre de moyenne   et 

proposons une méthode de VE fondée sur cette fonction d’estimation imputée pour un échantillonnage PPT 

avec fractions d’échantillonnage négligeables ou avec remise. Nous calculons les distributions 

asymptotiques de l’estimateur du maximum de VE (EMVE) et du rapport de VE associés. À partir de ces 

distributions limites, nous proposons deux méthodes bootstrap asymptotiquement correctes pour construire 

des IC pour .  De plus, nous montrons que les procédures bootstrap habituelles mènent à des probabilités 

de couverture asymptotiquement incorrectes quand le nombre de tirages aléatoires dans l’imputation 

fractionnaire est fixe. Les études par simulations montrent que l’intervalle bootstrap proposé fondé sur le 

rapport de VE donne des résultats nettement meilleurs que l’intervalle bootstrap proposé fondé sur l’EMVE, 

particulièrement quand les probabilités d’inclusion varient considérablement ou que la taille de l’échantillon 

n’est pas trop grande. 

La section 2 présente l’imputation fractionnaire proposée pour une fonction de la moyenne de 

population. La section 3 décrit une VE en présence d’imputation et ses propriétés asymptotiques. La 

section 4 donne les procédures bootstrap de VE proposées pour la construction des IC. La section 5 expose 

les résultats des études par simulations. Enfin, les longs détails techniques et les démonstrations seront 

consignés dans les annexes. 

 
2  Imputation fractionnaire 
 

À la suite de la notation à la section 1, pour inférer la moyenne de population   de   ,h y  nous imputons 

d’abord les iy  manquants dans les classes d’imputation comme suit. Soit ,ip ,i U  les probabilités 

induites par une mesure de taille positive, selon lesquelles un échantillon PPT s  est sélectionné. Définissons 

 = 1i id np  pour tous les .i U  Nous utilisons id  comme poids de sondage dans le présent article. 

Définissons l’ensemble de donneurs k  de la classe ,k = 1, , ,k K  comme l’ensemble de paires  ,i iy d  

dans la classe k  pour lesquelles les valeurs iy  sont observées, c’est-à-dire,  

   = , : , = 1, = .k i i i iy d i s z k   

Pour un i s  avec = ,iz k  si = 0,i  nous sélectionnons 1J   paires de  ,i iy d  au hasard avec remise 

à partir de k  et les désignons par  * *,ij ijy d  pour = 1, , .j J  Nous définissons ensuite une fonction 

d’estimation imputée de   pour tous les i s  comme étant :  

            1 * *

=1 =1

= = 1 ,
K J

i i i i i i ij ij
k j

h z k d h y J d h y          
  1  (2.1) 

où  =iz k1  est une fonction indicatrice prenant la valeur 1 si =iz k  et 0 sinon. Il s’agit essentiellement 

d’une imputation fractionnaire (Kalton et Kish, 1984) de la fonction    .i id h y   Notons que l’approche 

classique pour imputer une valeur manquante d’un échantillon à probabilités inégales, telle que l’ont 

proposé Rao et Shao (1992), consiste à tirer des valeurs y  de l’ensemble de donneurs dans la classe 



158 Cai et Rao : Inférence fondée sur la vraisemblance empirique pour les données d’enquête manquantes 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

d’imputation k  avec des probabilités ,
k

i ii
d d

 
 puis à utiliser les valeurs tirées comme valeurs imputées 

pour l’observation manquante. Contrairement à cette approche, nous tirons des valeurs y  de l’ensemble de 

donneurs avec des probabilités égales et nous attribuons les poids de sondage correspondants comme 

facteurs pour obtenir les valeurs imputées. Notre méthode est conforme à celle de Platek et Gray (1983). 

On suppose que le nombre de tirages aléatoires J  dans (2.1) est un nombre entier fixe ne variant pas 

avec la taille de l’échantillon .n  Il s’agit d’un scénario typique utilisé pour la plupart des applications dans 

le monde réel. En fait, en pratique, on utilise souvent une seule imputation aléatoire avec = 1.J  Ce scénario 

distingue notre étude de la plupart des études publiées (comme Wang et Chen, 2009), qui supposent que J  

augmente avec n  à l’infini dans les études asymptotiques. Indiquons que, dans le contexte de l’enquête, les 

valeurs imputées sont déclarées avec les valeurs observées dans les fichiers de données. Le fait que J  soit 

petit permet que le fichier de données reste gérable, et c’est principalement pour cette raison qu’en pratique 

= 1J  est préféré. Le fait que J  soit fixe libère également les utilisateurs du besoin de choisir une valeur 

J  appropriée aux fins de validité asymptotique. De plus, le fait que J  soit petit réduit le temps de calcul, 

même si les ordinateurs modernes rendent cette diminution peu importante, à moins que la taille de 

l’échantillon et la proportion de données manquantes soient très grandes. 

 
3  Inférence par la VE en présence d’imputation 
 

À partir de la fonction imputée  ih   pour tous les ,i s  nous proposons une méthode de VE pour 

effectuer une inférence sur la moyenne de population   de   .ih y  Nous définissons la VE en présence 

d’imputation (2.1) comme   = ,n ii s
L q q

  où iq  satisfait à 0iq   pour tous les ,i = 1,ii s
q

  et 

  = 0.i ii s
q h 

   La log-VE du profil correspondant à une valeur donnée de   est définie comme étant  

  
 

  = log : 0, = 1, = 0 .sup
i

n i i i i i
q i s i s i s

l q q q q h 
  

     (3.1) 

Remarquons que, bien que le  nl   ci-dessus ait la même forme que la VE de la moyenne des données IID 

(Owen, 2001), les poids de sondage id  sont en fait inclus dans la définition (2.1) de   ,ih   ce qui rend 

 nl   convenable pour les données d’enquête. En résolvant le problème de maximisation ci-dessus à l’aide 

de la méthode des multiplicateurs de Lagrange, nous obtenons  

                                                                
  

1
= ,

1i
i

q
n h     

où   est la solution à l’équation     1 1 = 0 .i ii s
n h h  


    Nous obtenons donc  

     = log 1 .n i
i s

l h  


    (3.2) 

Nous définissons alors l’EMVE de   comme suit  
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  ˆ = argmax .nl


    

On peut démontrer que le maximum de  nl   est atteint quand = 1iq n  pour tous les .i s  Par 

conséquent, par la troisième contrainte de (3.1), l’EMVE ̂  est la solution à l’équation  1 = 0,ii s
n h 

   

ce qui est obtenu par  

 
        

    
1 * *

=1 =1

1 *
=1 =1

= 1
ˆ = .

= 1

K J

i i i i i ij iji s k j

K J

i i i i iji s k j

z k d h y J d h y

z k d J d

 


 







 

 

  
  

1

1
 (3.3) 

Notre théorème 1 ci-dessous présente la normalité asymptotique de l’EMVE ˆ.  Pour l’enquête 

asymptotique, nous considérons le cas où la taille de la population N  et la taille de l’échantillon n  

augmentent jusqu’à   quand un indice   augmente jusqu’à ,  comme le supposent Chen et Rao (2007). 
 

Théorème 1. Supposons que les conditions de régularité (R.1)-(R.2) de l’annexe A sont vérifiées. Selon un 

échantillonnage PPT avec remise,  

    1 ˆ 0, 1
d

N Nn N       

quand ,n    où N  est la vraie valeur du paramètre et N  est une constante.  

Une expression de N  est donnée à l’annexe A et la démonstration du théorème 1 est donnée à 

l’annexe B. Le théorème 1 s’applique également à l’échantillonnage PPT sans remise avec fractions 

d’échantillonnage négligeables, qui est asymptotiquement équivalent à l’échantillonnage PPT avec remise. 

Notons que l’augmentation de J  réduit la variance asymptotique ,N  ce qui donne un estimateur plus 

efficace. Toutefois, une valeur plus grande de J  n’implique pas nécessairement de meilleures probabilités 

de couverture des IC, comme le montre l’étude par simulations de la section 5. 

Le théorème 1 laisse entendre que nous pouvons construire un IC de type Wald pour N  si l’on a un 

estimateur convergent par rapport au plan de .N  Cependant, il n’est pas facile d’estimer avec précision 

N  selon un plan d’échantillonnage à probabilités inégales, surtout quand N  a une expression algébrique 

compliquée. Une autre méthode consiste à construire une quantité semblable au rapport de vraisemblance 

comme dans l’inférence fondée sur la vraisemblance paramétrique. À cette fin, nous définissons un rapport 

de VE comme étant :  

    = 2 .nR l   (3.4) 

La distribution asymptotique de  R   est donnée par le théorème 2.  
 

Théorème 2. Supposons que les conditions de régularité (R.1)-(R.3) de l’annexe A sont vérifiées. Selon un 

échantillonnage PPT avec remise,  

   2
1

d

N NR c    
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quand ,n    où 2
1  est une variable khi carré aléatoire avec 1 degré de liberté et Nc  est une constante 

dépendant de .N  

La démonstration du théorème 2 se trouve à l’annexe B. Encore une fois, le théorème 2 s’applique aussi 

à un échantillonnage PPT sans remise avec fractions d’échantillonnage négligeables. L’expression de la 

constante de mise à l’échelle Nc  est donnée à l’annexe A. En général, la valeur de Nc  n’est pas 1. Par 

conséquent, pour construire un IC du rapport de VE pour ,N  nous devons estimer une constante inconnue 

comme dans le cas du test de type Wald. Un estimateur convergent par rapport au plan de Nc  est donné à 

l’annexe A. Nous l’utilisons pour construire un IC du rapport de VE dans l’étude par simulations de la 

section 5. Pour éviter d’estimer la constante de mise à l’échelle, nous examinons les procédures bootstrap 

appropriées dans la section 4. 

 
4  Définir par bootstrap les intervalles de VE 
 

Nous proposons ici deux procédures de bootstrap pour construire des IC de VE pour la moyenne de 

population   .h y  Premièrement, nous tirerons un échantillon bootstrap de taille n  au moyen d’un 

échantillonnage aléatoire simple avec remise à partir des quadruples de l’échantillon 

  , , , : ,i i i iy d z i s   et noterons l’échantillon bootstrap comme étant   , , , ,, , , :b i b i b i b iy d z 

= 1, , .i n  Deuxièmement, nous réaliserons l’imputation présentée à la section 2 sur l’échantillon 

bootstrap. C’est-à-dire que, si , = 0b i  pour certaines valeurs = 1, ,i n  et  , = 1, , ,b iz k K   nous 

sélectionnons les valeurs J  au hasard avec remise de l’ensemble de donneurs bootstrap de classe ,k

  , , , , ,= , : = 1, = , = 1, , ,b k b i b i b i b iy d z k i n   et notons ces valeurs par *
, ,b ijy = 1, , .j J  Ensuite, 

comme dans (2.1), nous définissons une version bootstrap de la fonction d’estimation imputée, notée par 

 , ,b ih   pour toutes les valeurs = 1, ,i n  comme étant  

            1 * *
, , , , , , , ,

=1 =1

= = 1 .
K J

b i b i b i b i b i b i b ij b ij
k j

h z k d h y J d h y          
  1   

Enfin, nous obtenons une version bootstrap de la log-VE du profil, notée  , ,b nl   en remplaçant  ih   

dans (3.1) par  , ,b ih   et définissons l’EMVE bootstrap comme  ,ˆ = argminb b nl   et le rapport de 

VE bootstrap comme    ,= 2 .b b nR l   

Afin de construire des IC bootstrap pour ,  nous cherchons des analogues bootstrap convenables de 

 ˆ Nn    et   .NR   Plus particulièrement, nous proposons des quantités bootstrap asymptotiquement 

correctes fondées sur ˆ b  et  bR   qui approximent les distributions de  ˆ Nn    et   .NR   Nous 

montrerons ensuite que les analogues bootstrap habituels  ˆ ˆbn    et  ˆ ,bR   proposés par Shao et 

Sitter (1996), sont asymptotiquement incorrects pour l’approximation des distributions de  ˆ Nn    et 

 NR   en présence d’imputation fractionnaire avec une valeur J  fixe. 

Les analogues bootstrap de  ˆ Nn    et  NR   proposés dépendent d’une quantité que nous 

appelons EMVE de données complètes, qui est définie ci-dessous. Soit  = =k ii s
n z k

 1  et 

 = =k i ii s
r z k

 1  pour = 1, , .k K  Pour tous les ,i s  définissons  
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=1

= = .
K

k
i i i i i

k k
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Remarquons que  ih 


 ne comporte pas d’imputation. Comme dans (3.1), nous définissons une log-VE du 

profil fondée sur   ,ih 


 

                                  
 

  = log : 0, = 1, = 0 .sup
i

n i i i i i
q i s i s i s

l q q q q h 
  

  
 

  

Une fois de plus, les poids de sondage id  sont inclus dans la définition de   ,ih 


 bien que  nl 


 ne 

dépende pas explicitement de ces poids. Nous définissons ensuite l’EMVE de données complètes comme 

étant  = argmin .nl 
  Comme la log-VE du profil définie dans (3.1), le maximum de  nl 


 est atteint 

quand = 1 ,iq n  et, par conséquent,   est la solution à l’équation  1 = 0,ii s
n h 




 qui est donnée 

simplement par  

                                       
     

   
=1

=1

=
= .

=

K

k k i i i ii s k
K

k k i i ii s k

n r z k d h y

n r z k d









 
 

 1

1
 (4.1) 

L’EMVE de données complètes   joue un rôle important dans la construction de quantités bootstrap 

asymptotiquement correctes, comme le montre le théorème 3. 
 

Théorème 3. Soit n  les données de l’échantillon   , , : .i i iy z i s   Selon les conditions du 

théorème 2,  

        ˆ ˆsup 1b n N p
t

P n t P n t o           (4.2) 

et  

        ˆ ˆsup 1b n N p
t

P n t P n t o           (4.3) 

La démonstration du théorème 3 se trouve à l’annexe B. 
 

Remarque 1. On peut montrer que la différence entre la quantité bootstrap habituelle ˆ ˆ( )bn    (ou 

ˆ( ))bR   et la quantité bootstrap proposée ˆ( )bn     (ou ( ))bR   est  1pO  au lieu de  1po  quand J  

est une constante fixe. Cela, ainsi que le théorème 3, montre que les quantités bootstrap habituelles n’ont 

pas les mêmes distributions limites que celles de ˆ( )Nn    et ( ),NR   et conduiront à une couverture 

asymptotiquement incorrecte de .N  Si l’on permet à J  d’augmenter jusqu’à   à mesure que ,n    

alors les différences entre les quantités bootstrap habituelles et les quantités proposées deviennent  1po  et 

les deux sont asymptotiquement correctes.  
 

Deux méthodes bootstrap pour construire un IC de niveau  1 ,  0, 1 ,   pour   sont suggérées 

par le théorème 3. Produire indépendamment des échantillons bootstrap = 1, ,b B  et obtenir ˆ b  et 

 bR   pour tous les .b  La première méthode se fonde sur la distribution bootstrap de  ˆ .bn     

Trouver les   e1 2  et   e2  quantiles d’échantillon, ,1 2ˆ b    et , 2ˆ ,b  de  ˆ : = 1, , .b b B   Un 

IC de niveau  1   approximatif pour   est donné par  
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     ,1 2 , 2ˆ ˆ ˆ ˆ, .b b             

Nous appelons l’IC ci-dessus intervalle percentile de VE bootstrap (PVEB). 

La deuxième méthode s’appuie sur la distribution bootstrap du rapport de VE bootstrap   .bR   Elle 

consiste à trouver le   e1   quantile d’échantillon, noté  ,1 ,bR  
  de   : = 1, , .bR b B   Ensuite, 

une approximation de l’IC de niveau  1   pour   à partir de  bR   est donnée par l’intervalle défini 

par  

     ,1: .bR R       

Nous appelons cet IC intervalle de rapport de VE bootstrap (RVEB). 

 
5  Étude par simulations 
 

Nous avons réalisé une étude par simulations pour comparer les performances des intervalles proposés 

PVEB et RVEB à celles des intervalles bootstrap habituels à partir de  ˆ ˆbn    et  ˆ .bR   Nous 

désignerons les intervalles appropriés proposés par PVEBprop et RVEBprop et les intervalles naïfs habituels 

par PVEBnaïf et RVEBnaïf. Nous rapportons également les résultats des intervalles de rapport de VE 

(RVEE) avec une constante de mise à l’échelle estimée Nc  basée sur la distribution limite du rapport de VE 

établi dans le théorème 2. 

Pour générer les données de la population, nous avons suivi les configurations de simulation de Wu et 

Rao (2006) et utilisé le modèle  

 0 1=i i iy x      (5.1) 

pour = 1, , ,i N  où 0 1= = 1,   les valeurs ix  ont été générées à partir d’une distribution exponentielle 

au taux 1, et les valeurs i  ont été générées à partir de la distribution 2
1 1   pour avoir une moyenne nulle. 

Les valeurs ix  ont été utilisées comme mesure de la taille aux fins de sélection des échantillons PPT. La 

valeur de   a été choisie de sorte que la corrélation  : ,y x   entre la variable d’intérêt y  et la mesure 

de la taille x  atteigne un certain niveau. Les populations finies ainsi générées ont été maintenues fixes dans 

les exécutions de simulations répétées et indépendantes. Pour chaque cas particulier de l’étude par 

simulations, on a établi le nombre d’exécutions de simulations à 10 000, et le nombre de rééchantillonnages 

bootstrap dans chaque exécution de simulation à =B  3 000. Dans les sections 5.1 et 5.2, nous nous 

concentrons sur la construction d’IC de 95 % pour la moyenne de population de ;y  dans la section 5.3, nous 

examinons des IC de 95 % pour la fonction de répartition de la population de y  évaluée à des valeurs 

données. 

 
5.1  Cas no 1 : Classe d’imputation unique 
 

Nous avons d’abord examiné le cas simple d’une seule classe d’imputation pour l’ensemble de la 

population. Nous avons fixé la taille de la population à =N  5 000, et nous avons tiré des échantillons PPT 
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avec remise à partir de la population générée par le modèle (5.1). La valeur   du modèle (5.1) a été choisie 

de telle sorte que =  0,3. La taille de l’échantillon a été fixée à =n  80 et 250, et, pour chaque taille 

d’échantillon, nous avons examiné deux cas de probabilité de réponse, =P  0,4 et 0,8. Pour chaque 

combinaison de n  et ,P  nous avons utilisé deux configurations pour le nombre de tirages dans l’imputation, 

= 1J  et 5. Notons que, contrairement à la configuration utilisée à l’origine par Wu et Rao (2006), dans 

laquelle on avait ajouté une constante à toutes les mesures de taille pour éviter les valeurs extrêmement 

petites, nous avons volontairement évité l’ajout de constante aux mesures de taille pour mettre à l’essai le 

cas où les probabilités d’inclusion contiennent de très petites valeurs et sont de tailles considérablement 

différentes. 

Les probabilités de couverture et les longueurs moyennes des intervalles de VE bootstrap proposés et 

naïfs pour la moyenne de population sont présentées dans le tableau 5.1. Quand = 1,J  il est manifeste que, 

dans tous les cas, les intervalles proposés RVEBprop ont les probabilités de couverture les plus exactes et 

des longueurs moyennes plus courtes que les intervalles RVEBnaïfs. On constate pour les intervalles 

RVEBnaïf une surcouverture de 1 % à 2 % par rapport à la couverture nominale de 95 %. Les intervalles 

PVEBprop et PVEBnaïfs donnent des résultats nettement inférieurs à ceux des intervalles RVEB pour ce 

qui est de la probabilité de couverture et ils produisent une sous-couverture très importante. On constate 

toutefois que les intervalles PVEBprop donnent de bien meilleures probabilités de couverture que les 

intervalles PVEBnaïfs. Étant donné qu’on peut montrer que les intervalles PVEBprop et PVEBnaïfs ont 

exactement les mêmes longueurs, ces dernières sont indiquées dans une seule colonne intitulée « PVEB » 

sous « Longueur moyenne » dans le tableau 5.1 ainsi que dans les autres tableaux. Étant donné que les 

intervalles PVEBprop et PVEBnaïfs présentent tous deux une sous-couverture notable, leurs longueurs ne 

sont pas comparables à celles des intervalles RVEB. De plus, quand la taille de l’échantillon augmente, on 

constate une amélioration des probabilités de couverture pour tous les intervalles PVEB, alors que la 

couverture des intervalles RVEB est stable, quelle que soit la variation de la taille de l’échantillon. Les 

intervalles RVEE produisent également une sous-couverture importante, bien que leur couverture soit 

légèrement meilleure que celle des intervalles PVEBprop. Les longueurs moyennes de tous les intervalles 

diminuent à mesure que la taille de l’échantillon augmente. 

 
Tableau 5.1 
IC de 95 % pour la moyenne de population : le cas d’une classe d’imputation unique 
 

J  n  1P  
Probabilité de couverture Longueur moyenne 

RVEE PVEBnaïf PVEBprop RVEBnaïf RVEBprop RVEE PVEB RVEBnaïf RVEBprop
1 80 0,4 0,880 0,785 0,832 0,965 0,951 3,094 3,081 4,416 4,199 

0,8 0,897 0,828 0,863 0,961 0,948 2,404 2,331 3,200 3,062 
250 0,4 0,900 0,827 0,886 0,966 0,951 2,161 2,069 2,832 2,646 

0,8 0,913 0,862 0,904 0,960 0,947 1,617 1,558 2,068 1,972 
5 80 0,4 0,874 0,804 0,816 0,946 0,944 3,317 2,864 4,339 4,277 

0,8 0,890 0,850 0,858 0,947 0,944 2,339 2,222 3,074 3,038 
250 0,4 0,901 0,864 0,877 0,947 0,945 2,286 1,925 2,792 2,742 

0,8 0,908 0,889 0,902 0,948 0,946 1,567 1,463 1,939 1,914 
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Quand la valeur J  est portée à 5, les différences entre les intervalles RVEBnaïf et RVEBprop, et celles 

entre les intervalles PVEBnaïf et PVEBprop, deviennent presque négligeables. Cette observation concorde 

avec la constatation théorique que nous avons donnée à la remarque 1, à savoir que, quand J  augmente, les 

différences entre les intervalles proposés et les intervalles naïfs diminuent quand .n    Les longueurs 

moyennes des intervalles RVEBprop demeurent légèrement plus courtes que celles des intervalles 

RVEBnaïfs. Les probabilités de couverture des intervalles RVEBprop et RVEE ne varient pas beaucoup 

quand J  passe de 1 à 5. 

On observe de manière frappante que les intervalles PVEB donnent des résultats nettement inférieurs à 

ceux des intervalles RVEB. Des études par simulations non publiées laissent entendre que cela serait 

attribuable à l’utilisation d’un échantillonnage à probabilités inégales. Quand on utilise un échantillonnage 

aléatoire simple, les performances de l’intervalle PVEBprop se rapprochent de celles de l’intervalle 

RVEBprop, ce qu’observent également Cai et coll. (2019). De plus, si l’on ajoute une constante aux mesures 

de taille pour éviter les valeurs extrêmement petites, nous avons observé que les performances de l’intervalle 

PVEBprop augmentent considérablement tandis que celles de PVEBnaïf augmentent légèrement. Cette 

constatation est illustrée plus en détail dans l’étude par simulations présentée à la section 5.2. L’un des 

avantages évidents de l’intervalle RVEB proposé par rapport à l’intervalle PVEB proposé réside dans le fait 

que la variation des probabilités d’inclusion n’influe pas sensiblement sur les performances du premier. 

Les résultats de la simulation ci-dessus montrent que les intervalles RVEBnaïfs donnent des résultats 

semblables aux intervalles RVEBprop avec une légère surcouverture. Cela signifie-t-il que l’intervalle 

RVEBnaïf est également asymptotiquement correct ? Pour répondre à cette question, nous avons réalisé une 

étude par simulations à grand échantillon. Dans cette étude, nous avons fixé la taille de la population à 

=N  25 000 et considéré les tailles d’échantillon =n  500, 1 000, 1 500, 2 000 et 3 000. Les données sur 

la population ont été générées à partir du modèle (5.1) et des échantillons PPT ont été tirés avec remise à 

partir de la population de façon répétée et indépendante. La probabilité de réponse P  a été fixée à 0,8 et le 

nombre de tirages aléatoires J  dans l’imputation a été établi à 1. 

Les résultats de simulation à partir de grands échantillons sont présentés dans le tableau 5.2. Dans tous 

les cas, les probabilités de couverture des intervalles de RVEBprop sont précisément de 95 %. En revanche, 

les intervalles RVEBnaïfs montrent toujours une surcouverture de 1 % à 1,5 %, quelle que soit la taille de 

l’échantillon. Cela montre que les intervalles RVEBnaïfs sont asymptotiquement biaisés. Les probabilités 

de couverture des intervalles PVEBprop s’améliorent à mesure que la taille de l’échantillon augmente et, 

quand n  dépasse 2 000, elles se rapprochent de façon satisfaisante de la couverture nominale de 95 %. En 

revanche, les intervalles PVEBnaïfs présentent des probabilités de couverture inférieures à 90 % dans tous 

les cas, ce qui laisse supposer qu’ils sont asymptotiquement incorrects. Les intervalles RVEE s’améliorent 

également à mesure que la taille de l’échantillon n  augmente. Leur amélioration est toutefois plus lente que 

celle des intervalles PVEBprop : quand =n  250, les intervalles RVEE ont une couverture légèrement 

meilleure (tableau 5.1), mais, quand n  passe à 3 000, la probabilité de couverture des intervalles PVEBprop 

est des 94,5 %, tandis que celle des intervalles RVEE n’est que de 93,0 %. 
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Tableau 5.2 
Comportement d’un grand échantillon des IC de 95 % pour la moyenne de population : le cas d’une classe 
d’imputation unique 
 

n  
Probabilité de couverture Longueur moyenne 

RVEE PVEBnaïf PVEBprop RVEBnaïf RVEBprop RVEE PVEB RVEBnaïf RVEBprop
500 0,918 0,871 0,921 0,963 0,950 1,269 1,200 1,626 1,549 

1 000 0,922 0,886 0,933 0,963 0,951 0,965 0,909 1,222 1,164 
1 500 0,925 0,890 0,939 0,962 0,949 0,825 0,773 1,039 0,987 
2 000 0,926 0,892 0,943 0,964 0,950 0,741 0,693 0,939 0,894 
3 000 0,930 0,896 0,945 0,963 0,949 0,624 0,585 0,788 0,749 

 
5.2  Cas no 2 : classes d’imputation multiples 
 

Passons maintenant au cas des classes d’imputation multiples, c’est-à-dire > 1.K  Nous continuons de 

chercher à construire des IC de 95 % pour la moyenne de population de .y  Nous avons tiré des échantillons 

PPT de Rao-Sampford (Rao, 1965; Sampford, 1967) sans remise à partir d’une population finie générée à 

partir du modèle (5.1). Dans l’étude, nous avons ajouté la constante 1 à toutes les mesures de taille générées 

par la loi exponentielle classique pour éviter les valeurs extrêmement faibles. Nous avons examiné deux 

configurations de combinaisons de taille d’échantillon et de taille de population : (a) =n  150 et =N  5 000, 

correspondant à une fraction d’échantillonnage de 3 %, et (b) =n  500 et =N  50 000, correspondant à une 

fraction d’échantillonnage de 1 %. La raison pour laquelle nous avons réduit la fraction d’échantillonnage 

dans la configuration (b) est que, pour la grande taille de l’échantillon =n  500, les échantillons PPT de 

Rao-Sampford obtenus par la méthode réjective sont difficiles à produire quand la fraction 

d’échantillonnage est supérieure à 1 %. Pour chaque cas de taille d’échantillon, nous avons considéré deux 

niveaux de corrélation entre y  et la mesure de la taille, =  0,3 et 0,8. Dans chacune des configurations 

susmentionnées de taille d’échantillon et de corrélation, nous avons trois cas pour le nombre de tirages 

aléatoires dans l’imputation : =J  1, 3 et 5. 

Nous avons établi le nombre de classes d’imputation à =K  3 et nous avons utilisé les modèles examinés 

par Fang, Hong et Shao (2009) pour générer la variable de classe z  et les probabilités de réponse pour 

différentes classes d’imputation. La variable de classe z  a été produite au moyen d’un modèle de cotes 

proportionnelles pour toutes les unités de population = 1, , ,i N  

 
 
 

log = pour = 1, , 1
>

i i
i

i i

P z k y
k by k K

P z k y


    

avec =b  -0,2. Pour chaque unité échantillonnée ,i s  la probabilité de réponse pour iy  a été générée 

selon le modèle  

  
 
 

exp 0,1
= =

1 exp -0,1

-
i i

k
P z k

k







 
  

avec =  0,7, où = 1, , .k K  Ce modèle donne les probabilités de réponse 1 =P  0,646, 2 =P  0,786 et 

3 =P  0,881. 

Les résultats de simulation pour la taille de l’échantillon =n  150 sont donnés dans le tableau 5.3. Dans 

tous les cas, les intervalles RVEBprop ont les probabilités de couverture les plus exactes et des longueurs 

moyennes plus courtes que les intervalles RVEBnaïfs. Les intervalles RVEBnaïfs présentent une 
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surcouverture quand = 1,J  et leurs couvertures s’améliorent à mesure que J  augmente. Les probabilités 

de couverture des intervalles PVEBprop sont inférieures au niveau nominal, mais elles sont nettement 

améliorées par rapport à l’importante sous-couverture observée dans l’étude par simulations de la 

section 5.1, dans laquelle on n’avait pas ajouté de constante aux mesures de taille en vue d’éviter les valeurs 

extrêmement petites. Pour les intervalles RVEE, on constate une légère surcouverture quand =  0,3; ils 

donnent des résultats aussi bons que les intervalles RVEBprop quand =  0,8. Les intervalles PVEBnaïfs 

donnent les pires résultats, avec une sous-couverture importante dans tous les cas. 

 

Tableau 5.3 
IC de 95 % pour la moyenne de population : le cas de classes d’imputation multiples =n  150, =N  5 000 
 

  J  
Probabilité de couverture Longueur moyenne 

RVEE PVEBnaïf PVEBprop RVEBnaïf RVEBprop RVEE PVEB RVEBnaïf RVEBprop
0,3 1 0,943 0,890 0,930 0,961 0,950 1,379 1,332 1,517 1,439 

3 0,945 0,916 0,930 0,954 0,951 1,335 1,281 1,426 1,397 
5 0,946 0,919 0,930 0,953 0,950 1,327 1,271 1,410 1,390 

0,8 1 0,953 0,899 0,946 0,967 0,952 0,471 0,465 0,502 0,474 
3 0,951 0,928 0,945 0,956 0,950 0,455 0,444 0,464 0,453 
5 0,951 0,935 0,945 0,956 0,952 0,447 0,440 0,455 0,449 

 
Les résultats de simulation pour la plus grande taille d’échantillon =n  500 sont présentés dans le 

tableau 5.4. Comme dans le cas de la plus petite taille d’échantillon =n  150, les intervalles RVEBprop et 

PVEBprop sont plus performants que leurs homologues naïfs, et les intervalles RVEBprop donnent une 

meilleure probabilité de couverture que les intervalles PVEBprop. Dans les deux tailles d’échantillon, 

soit 150 et 500, les probabilités de couverture des intervalles RVEBprop sont presque identiques au niveau 

nominal, et celles des intervalles PVEBprop s’améliorent à mesure que la taille de l’échantillon augmente, 

ce qui suggère que les intervalles RVEB et PVEB proposés sont asymptotiquement corrects. En revanche, 

on ne constate pas d’amélioration des probabilités de couverture des intervalles RVEBnaïfs quand la taille 

de l’échantillon augmente, ce qui indique qu’ils sont asymptotiquement incorrects. Les intervalles RVEE 

ont à peu près les mêmes performances que les intervalles RVEBprop en ce qui concerne les probabilités 

de couverture et les longueurs moyennes dans la configuration de grande taille d’échantillon. 

 

Tableau 5.4 
IC de 95 % pour la moyenne de population : le cas de classes d’imputation multiples =n  500, =N  50 000 
 

  J  
Probabilité de couverture Longueur moyenne 

RVEE PVEBnaïf PVEBprop RVEBnaïf RVEBprop RVEE PVEB RVEBnaïf RVEBprop
0,3 1 0,949 0,895 0,939 0,960 0,948 0,747 0,734 0,795 0,754 

3 0,948 0,926 0,941 0,954 0,949 0,720 0,704 0,742 0,727 
5 0,949 0,933 0,942 0,952 0,950 0,719 0,698 0,731 0,721 

0,8 1 0,949 0,898 0,947 0,964 0,949 0,260 0,258 0,276 0,260 
3 0,949 0,931 0,949 0,957 0,952 0,248 0,246 0,254 0,248 
5 0,950 0,937 0,946 0,954 0,949 0,246 0,244 0,250 0,246 

 

Notons que les longueurs moyennes de tous les intervalles sont plus courtes quand la corrélation entre 

y  et la mesure de la taille est plus élevée. Cela concorde avec la théorie d’estimation classique de 

l’échantillonnage selon laquelle l’utilisation d’une mesure de taille fortement corrélée à la variable d’intérêt 

donne une faible variance de l’estimateur. 
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5.3  Cas no 3 : IC pour la fonction de répartition de la population 
 

Nous présentons maintenant les résultats de simulation sur les IC de 95 % de la fonction de répartition 

de la population finie de y  à une valeur donnée ,t    1= .N ii U
F t N y t


 1  Comme nous l’avons 

indiqué dans l’introduction,  nF t  peut être représenté comme la solution à l’équation d’estimation 

   0ii U
h y 


   en   en prenant    = .h y y t1  Nous avons pris pour la génération de données 

les mêmes configurations que celles utilisées dans le cas no 2 de simulation dans la section 5.2. Pour chaque 

valeur ,  nous avons considéré trois valeurs t  fixées aux e25 , e50  et e75  centiles de la distribution 

génératrice de données de y  implicite selon le modèle (5.1). Pour =  0,3, ces valeurs t  sont 0,81, 1,95 et 

3,99 et, pour =  0,8, les valeurs sont 2,09, 2,68 et 3,56. On a établi la taille de l’échantillon à =n  80. 

Les résultats de simulation pour les cas =  0,3 et =  0,8 sont présentés respectivement dans les 

tableaux 5.5 et 5.6. Conformément à ce que nous avons observé dans le cas de simulation no 2, les intervalles 

RVEBprop continuent de donner de meilleurs résultats que les autres intervalles. Les intervalles RVEE 

présentent une légère sous-couverture par rapport aux intervalles RVEBprop quand =  0,3 au e75  centile 

( =t  3,99). Sinon, leurs performances sont semblables. Les intervalles RVEBnaïfs affichent encore une fois 

environ 1 % de surcouverture quand = 1J  et ils s’améliorent à mesure que J  augmente. Les intervalles 

PVEBprop donnent de meilleurs résultats que les intervalles PVEBnaïfs, mais on constate une sous-

couverture importante pour les deux intervalles. 
 

Tableau 5.5 
IC de 95 % pour la fonction de répartition  NF t  quand =  0,3 
 

t  J  
Probabilité de couverture Longueur moyenne 

RVEE PVEBnaïf PVEBprop RVEBnaïf RVEBprop RVEE PVEB RVEBnaïf RVEBprop
0,81 1 0,945 0,862 0,910 0,961 0,948 0,267 0,273 0,286 0,271 

3 0,948 0,898 0,912 0,953 0,947 0,257 0,261 0,263 0,257 
5 0,946 0,898 0,909 0,949 0,947 0,254 0,258 0,258 0,255 

1,95 1 0,950 0,887 0,934 0,966 0,952 0,285 0,292 0,303 0,287 
3 0,951 0,916 0,932 0,958 0,951 0,273 0,279 0,280 0,274 
5 0,952 0,923 0,933 0,956 0,953 0,270 0,277 0,274 0,271 

3,99 1 0,946 0,873 0,920 0,962 0,950 0,233 0,236 0,248 0,236 
3 0,947 0,907 0,922 0,955 0,950 0,225 0,227 0,231 0,227 
5 0,948 0,914 0,921 0,954 0,951 0,223 0,225 0,228 0,225 

 
Tableau 5.6 
IC de 95 % pour la fonction de répartition  NF t  quand =  0,8 
 

t  J  
Probabilité de couverture Longueur moyenne 

RVEE PVEBnaïf PVEBprop RVEBnaïf RVEBprop RVEE PVEB RVEBnaïf RVEBprop
2,09 1 0,942 0,860 0,905 0,958 0,944 0,277 0,283 0,295 0,279 

3 0,946 0,891 0,910 0,948 0,945 0,265 0,271 0,272 0,266 
5 0,947 0,900 0,910 0,947 0,946 0,263 0,269 0,267 0,263 

2,68 1 0,944 0,882 0,928 0,960 0,946 0,285 0,292 0,304 0,288 
3 0,946 0,913 0,931 0,951 0,945 0,273 0,280 0,280 0,274 
5 0,949 0,924 0,934 0,951 0,948 0,270 0,277 0,274 0,271 

3,56 1 0,943 0,878 0,919 0,957 0,945 0,215 0,217 0,228 0,217 
3 0,944 0,906 0,920 0,949 0,946 0,206 0,207 0,211 0,207 
5 0,944 0,912 0,922 0,947 0,946 0,204 0,206 0,208 0,205 
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6  Conclusion et perspectives futures 
 

On propose une imputation fractionnaire et on élabore la VE connexe pour effectuer une inférence sur 

la moyenne de population   d’une fonction de variable d’intérêt pour des données d’enquête manquantes 

au hasard selon un échantillonnage PPT avec fractions d’échantillonnage négligeables ou avec remise. On 

propose deux méthodes bootstrap et basées sur la VE, à savoir PVEB et RVEB, aux fins de construction 

d’IC pour ,  et on montre qu’elles sont asymptotiquement correctes. Des études par simulations montrent 

que les intervalles proposés donnent de meilleurs résultats que leurs homologues bootstrap naïfs selon 

diverses configurations de taille d’échantillon. De plus, les intervalles RVEB proposés donnent des 

probabilités de couverture plus précises que celles des intervalles PVEB proposés, particulièrement dans 

deux situations : (i) quand la taille des probabilités d’inclusion diffère considérablement ou (ii) quand la 

taille de l’échantillon n’est pas trop grande. Ajoutons que les intervalles RVEB proposés présentent des 

probabilités de couverture bien meilleures que les intervalles de rapport de VE avec une constante de mise 

à l’échelle estimée (intervalles RVEE) dans le cas ci-dessus (i). 

Pour les paramètres définis par des équations d’estimation lisses selon une configuration IID, Tang et 

Qin (2012) ont obtenu, au moyen d’une imputation fractionnaire pondérée par la probabilité inverse, les 

deux propriétés les plus souhaitables de l’inférence de VE avec données manquantes au hasard : (1) l’EMVE 

associé atteint la borne d’efficacité semi-paramétrique et (2) le rapport de VE correspondant suit une 

distribution limite simple du khi carré. Toutefois, leur méthode nécessite que les données observées et 

manquantes soient imputées, ce qui est peu susceptible d’être accepté en pratique dans les enquêtes. Nous 

travaillons à l’extension de la méthode de Tang et Qin (2012) à une configuration d’enquête en évitant 

d’avoir à imputer les points de données observés. 

Nos futurs travaux viseront aussi à développer les méthodes actuelles pour traiter le problème des 

données manquantes provenant d’un échantillonnage stratifié et d’un échantillonnage à plusieurs degrés, 

ainsi que les cas où la fraction d’échantillonnage est non négligeable. 

 
Annexe A 
 

Définissons, pour toutes les valeurs = 1, , ,k K  

                                                    

   

    

1

1

= = ,

= = ,

k i i
i U

k i i N
i U

Q z k nd

H N z k h y 














1

1
  

et 

                                                         22 21= = .
kH i i N i k k

i U

S N z k h y nd N H Q



 1   

Les théorèmes 1 à 3 sont établis selon les conditions de régularité suivantes. 
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(R.1) ,kQ kH  et 2
kHS  convergent vers certaines limites constantes quand N    pour toutes les 

valeurs = 1, , ;k K 0kQ   pour toutes les valeurs k  et 2 0
kHS   pour au moins un .k  

(R.2) Il existe une constante > 0  telle que (a)    21 = 1 ,i Ni U
N h y O 


   et (b) 

   1 = 1ii U
N d o 

   quand .N    

(R.3)     1 2= .max i s i i N pd h y o n   
 

Les conditions (R.1) et (R.2) font que la population a un comportement régulier quand elle est intégrée 

à une suite asymptotique. La condition (R.3) est une condition normale dans l’inférence de VE, utilisée par 

Chen et Sitter (1999). 

La constante N  du théorème 1 est donnée par la racine carrée positive de  

                                   1 2 22 1

=1

= 1 .
k

K

N k k H k k
k

P P J S H Q         

La constante Nc  du théorème 2 est donnée par  

                                  
  

2

2 21
=1

= .
1

k

N
N K

k k H k kk

c
P P J S H Q


    

  

On peut obtenir les estimateurs convergents par rapport au plan de sondage de 2
N  et Nc  en insérant les 

estimateurs convergents par rapport au plan suivants de ,kP ,kQ KH  et 2
kHS  pour = 1, , :k K  
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Annexe B 
 

Voici maintenant les démonstrations des théorèmes 1 à 3. Soit  E   et  Var   les opérateurs 

d’espérance et de variance, respectivement, pour ce qui est du plan d’échantillonnage. Nous considérons un 

échantillonnage PPT avec remise dans les démonstrations. Tous les résultats s’appliquent également à un 

échantillonnage PPT sans remise avec fractions d’échantillonnage négligeables. 
 

Lemme 1. Selon la condition (R.1),  1= = 1 .k k k pn r P o  
 

Démonstration du lemme 1. Rappelons-nous que  = = ,k ii s
n z k

 1  de sorte que  E =kn n  

     1
= = = 1i i ki U

z k nd Q O


 1  par (R.1). Selon un échantillonnage PPT avec remise, nous avons  
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             1 21 2 1Var = = E = = 1 .k i i k k k
i U

n n n z k nd n n n Q Q o 



 1   

Par conséquent, par l’inégalité de Markov, nous obtenons facilement  = Ek kn n n n   1 =po  

 1 .k pQ o  

De plus, puisque  = = ,k i ii s
r z k

 1  selon l’hypothèse des données manquantes au hasard, nous 

avons        E = E = E = E = .k i i k k k k kr n z k n n P n n P Q  Comme dans le cas de ,kn n  nous 

pouvons montrer que    Var = 1 ,kr n o  de façon à avoir  = 1 .k k k pr n P Q o  

Nous concluons ainsi que      1= = 1 .k k k k k pn r n n r n P o   
 

Lemme 2. Selon les conditions (R.1) et (R.2),  

    1 1 0, 1 .
d

N i N
i s

nN h N  


    

 
Démonstration du lemme 2. La décomposition suivante est confirmée : 

  1 = ,i N n n
i s

nN h U V



    

où     1= En i N i N ni s
U nN h h 


       et   1= E .n i N ni s

V nN h 
    En remarquant 

que           1
=1

ˆE = = 1 ,
K

i N n i i i i N i k krk
h z k d h y r H          1  où ˆ =krH  

    = ,i i i i Ni s
z k d h y 


 1  nous obtenons  

 
=1

ˆ= et =
K

k
n i n kr

i s k k

n n n
U V H

N N r



   (B.1) 

avec  

        11 * *

=1 =1

ˆ= 1 = .
K J

i i i ij ij N k kr
k j

z k J d h y r H        1   

 

Nous résolvons maintenant les distributions limites conditionnelles de nU  compte tenu des données de 

l’échantillon .n  Puisque l’imputation est effectuée indépendamment pour ,i s i  sont des variables 

aléatoires indépendantes conditionnellement, étant donné .n  Notons que les i  ont une moyenne 

conditionnelle nulle,   = 0i nE    et une variance conditionnelle commune pour toutes les valeurs .i s  

De plus, nous avons  

       
2

22
2

=1

ˆ1
Var = 1 = .

K
k kr

n n i i i i N
k i sk k

n n n H
U z k d h y

r J N r N
 



 
   

     
  1   

Au moyen du lemme 1,  1= 1 ,k k k pn r P o   et dans la démonstration du lemme 1, nous avons montré 

 1 1= 1 .k k k pn r P Q o    Selon la condition (R.2)(a), nous pouvons montrer que  
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              222
2

1
= = = 1i i i i N k i i N i p

i s i s

n
z k d h y P z k h y nd N o

N N
  

 
   1 1   

et  ˆ = 1 .kr k k pH N P H o  Par conséquent,  

        22 1

=1

:= Var = 1 1 = 1 .
k

K

u n n k H p p
k

s U P J S o O   (B.2) 

Par le théorème de Berry-Essen (Chow et Teicher, 1997, section 9.1), nous avons  

       2 ,sup n u n u u
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P U ts t c s 



    


   

où  0,    et c

 sont des constantes qui ne dépendent pas de ,n  et  
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Nous pouvons aussi montrer que, selon la condition (R.2)(a),    1 2E = 1 ,i n pi s
n O  

    ce qui 

implique que  2 = 1 .u po   Par conséquent,  

      = 1 .sup n u n p
t

P U ts t o    (B.3) 

Nous trouvons ensuite la distribution limite de .nV  On peut démontrer que, pour chaque = 1, , ,k K  

       1 2
1 1ˆ = = .k i k k

kr i i i N p
i sk k k k

n n H H
H z k d h y o n

N r n P N Q Q


 



   
     

   
1   

Nous avons alors par (B.1)  = 1 ,n
n i pn i s

V o


  où  

                                 
=1

= = .
K

i k k
i i i i N

k k k k

n H H
z k d h y

P N Q Q


    

    
   

1   

Selon un échantillonnage avec remise, ,i ,i s  sont des variables aléatoires indépendantes. De plus, nous 

obtenons  E = 0ii s


  et  

    1 2 22

=1

:= Var = .
k

K

v n k H k k
k

s V P S H Q   (B.4) 

Selon la condition (R.2)(a), les conditions du théorème central limite de Lyanunov sont satisfaites, si bien 

que nous avons  

  1 0, 1 .
d

v ns V N   (B.5) 

Par (B.3) et (B.5), et en observant que v us s  converge vers une limite constante selon la condition (R.1), 

toutes les conditions du théorème 2 de Chen et Rao (2007) sont vérifiées. Par conséquent, nous avons  
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      1 22 2 0, 1 .
d

u v n ns s U V N     

En remarquant que  2 2 2= 1u v N ps s o   et  1= ,n n i Ni s
U V nN h 


    on prouve le résultat 

avancé.  
 

Démonstration du théorème 1. Par (3.3) et (2.1), nous avons  

    1ˆ = ,N i N
i s

n nd h  


    (B.6) 

où     1 *
=1 =1

= = 1 .
K J

i i i i iji s k j
d z k d J d  


    1  

Remarquons que, compte tenu des données de l’échantillon ,n  1E =nN d    

   1
=1

= .
K

k k i i ik i s
N n r z k d

  1  Par le lemme 1, nous avons  1= 1 .k k k pn r P o   De plus, nous 

pouvons montrer que, selon la condition (R.2)(b),  
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Alors,  

                                                     11 1

=1

E = = 1 = 1 1 .
K

n k k i p p
k i U

N d P N P z k o o 



    1   

De plus, on peut montrer que, étant donné ,n    1 1= E 1 .n pN d N d o      Les résultats ci-dessus 

impliquent que :  

  1 = 1 1 .pN d o   (B.7) 

En combinant (B.6), (B.7) et le lemme 2, nous obtenons le résultat souhaité.  
 

Démonstration du théorème 2. Par (3.2) et (3.4), nous avons  

                                                 = 2 = 2 log 1 .N n N N i N
i s

R l h   


    (B.8) 

où N  satisfait     1 1 = 0.i N N i Ni s
n h h  


    En utilisant le même argument qu’Owen (2001, 

section 11.2, démonstration du théorème 3.2), nous pouvons démontrer que, selon la condition (R.3), 

 1 2=N pO n   et  
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Au moyen de cette expression de ,N  (B.8) et au développement en séries de Taylor, nous obtenons  
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Notons que  2 2
1 2= ,i Ni s

nN h A A


   où  

                                                   2 21
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et 

                                                    
2
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 1   

Selon la condition (R.2)(a), nous pouvons démontrer que    2 2
1 =1

= 1
k

K

k H k k pk
A P S H Q o   et 

     2 21
2 =1

= 1 1 .
k

K

k H k k pk
A P J S H Q o    Par conséquent,  

                            2 22 2 1

=1

= 1 1 .
k

K

i N k k H k k p
i s k

nN h P P J S H Q o 



         

On prouve ensuite le théorème 2 en remplaçant l’expression ci-dessus par (B.9) et en appliquant le 

théorème 1.  

Pour la démonstration du théorème 3, nous introduisons le lemme suivant.  

Lemme 3. Selon les conditions (R.1) et (R.2),  

         1 1
,

=1

= 1 .sup
n

N b i N N n p
t i

P nN h h t t o   


     
 


    

où    = .N i Ni s
h h  
 

 
 

Démonstration du lemme 3. Soit ,b n  l’échantillon bootstrap  , , , ,( , , , ) : = 1, , .b i b i b i b iy d z i n   Nous 

avons la décomposition suivante :  

  1
,

=1

= ,
n

b i N n n
i
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où     1
, , ,=1

= E
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n b i N b i N b ni
nN h h         et  
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= E .
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n b i N b n N
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Comme dans la démonstration du lemme 2, nous pouvons montrer que  

      , = 1 ,sup n u b n p
t

P ts t o    (B.10) 

où us  est défini dans (B.2). 

Nous donnons ensuite la distribution limite conditionnelle de n  étant donné .n  On peut démontrer 

que  1
,=1

= 1 ,
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n b i pi
nN o   où  
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Soumis à la condition ,n ,b i  sont des données IID dans = 1, , ,i n  et nous pouvons montrer que 

 ,E = 0b i n   et  
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Nous pouvons montrer que le premier terme du deuxième membre est égal à  1 2
=1

1
k

K

k H pk
P S o   et que 

le deuxième terme du deuxième membre est égal à  2
=1

1 .
K

k k pk
H Q o  Par conséquent,  

                    1 2 21 2
,

=1 =1

Var = 1 = 1 ,
k

n K

b i n k H k k p v p
i k

nN P S H Q o s o      
 

    

où 2
vs  est défini dans (B.4). En vérifiant les conditions du théorème de Berry-Essen comme dans la 

démonstration du lemme 2, nous obtenons  

      sup 1 .n v n p
t

P ts t o     (B.11) 

Par (B.10) et (B.11), et en appliquant le théorème 2 de Chen et Rao (2007), nous obtenons les résultats 

avancés.  
 

Démonstration du théorème 3. Prouvons d’abord (4.2). Par (3.3) et (2.1), nous avons  
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Il est facile de montrer que  = 1b pd N d N o
  et  = 1 1pd N o


 selon la condition (R.2)(b). 

Alors,  

         1 1
,

=1

ˆ = 1 .
n

b b i N N p
i

nN nN h h o    
  
    

Ensuite, par le lemme 3, nous avons  

       1 ˆ = 1 .sup b N n p
t

P nN t t o          

Cela, combiné au théorème 1 et au théorème de Pólya, complète la démonstration de (4.2). 

On peut prouver le résultat (4.3) à partir de (4.2) et en suivant les mêmes arguments que ceux utilisés 

dans la démonstration du théorème 2. 
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Amélioration de l’estimateur Horvitz-Thompson dans 
l’échantillonnage d’enquête 

Xianpeng Zong, Rong Zhu et Guohua Zou1 

Résumé 

L’estimateur Horvitz-Thompson (HT) est largement utilisé dans l’échantillonnage d’enquête. Cependant, la 
variance de l’estimateur HT devient importante lorsque les probabilités d’inclusion sont très hétérogènes. Pour 
surmonter cette lacune, nous proposons dans le présent document une méthode à seuil ferme pour les probabilités 
d’inclusion du premier degré. Plus précisément, nous choisissons soigneusement une valeur seuil, puis nous 
remplaçons les probabilités d’inclusion plus petites que le seuil par le seuil. Grâce à cette stratégie de réduction, 
nous construisons un nouvel estimateur appelé estimateur amélioré de Horvitz-Thompson (HTA) pour estimer 
le total de la population. L’estimateur HTA augmente beaucoup la précision de l’estimation, mais il apporte un 
biais relativement faible. Nous calculons l’erreur quadratique moyenne de l’estimateur HTA et son estimateur 
sans biais, et comparons théoriquement l’estimateur HTA avec l’estimateur HT. Nous appliquons également 
notre idée pour construire un estimateur de ratio amélioré. Nous analysons numériquement les ensembles de 
données simulées et réelles pour illustrer que les estimateurs proposés sont plus efficaces et robustes que les 
estimateurs classiques. 

 
Mots-clés : Estimateur Horvitz-Thompson; pondération de probabilité inverse; seuil ferme; robustesse; échantillonnage 

avec probabilités inégales; échantillonnage sans/avec remise; estimateur de ratio. 

 
 

1  Introduction 
 

L’estimateur Horvitz-Thompson (HT) proposé par Horvitz et Thompson (1952) est largement utilisé 

dans l’échantillonnage. Il a également été appliqué à d’autres domaines comme l’analyse fonctionnelle des 

données (Cardot et Josserand, 2011) et l’effet de traitement (Rosenbaum, 2002). L’estimateur HT est un 

estimateur sans biais construit par pondération de probabilité inverse. Cependant, lorsque les probabilités 

d’inclusion sont très hétérogènes, c’est-à-dire que les probabilités d’inclusion de certaines unités sont 

relativement faibles, la variance de l’estimateur HT devient importante en raison de la pondération de 

probabilité inverse. Dans le présent document, nous proposons un estimateur Horvitz-Thompson amélioré 

(HTA) pour régler ce problème. 

Notre approche consiste à utiliser un seuil ferme pour les probabilités d’inclusion du premier degré. Plus 

précisément, nous choisissons soigneusement une probabilité d’inclusion comme seuil. Les probabilités 

d’inclusion inférieures au seuil sont remplacées par le seuil, tandis que les autres demeurent inchangées. De 

cette façon, nous obtenons les probabilités d’inclusion modifiées et construisons un estimateur fondé sur les 

probabilités d’inclusion modifiées par la pondération de probabilité inverse. Nous appelons cet estimateur 

l’estimateur HTA. Cette méthode semble très facile, mais elle est plus efficace que l’estimateur HT. Cette 

approche du seuil ferme peut s’expliquer par une méthode de rétrécissement. Le rétrécissement est très 

couramment utilisé dans le domaine des statistiques, comme la régression ridge (Hoerl et Kennard, 1970) 

et les statistiques à haute dimension (Tibshirani, 1996). Dans le présent document, nous l’utilisons pour 

réduire l’effet négatif des probabilités d’inclusion très hétérogènes. Comme pour d’autres méthodes de 
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rétrécissement, notre approche introduit un biais, qui s’est avéré très faible, mais réduit la variance dans une 

plus grande mesure, ce qui améliore l’efficacité de l’estimation. Nous montrerons théoriquement et 

numériquement l’amélioration par rapport à l’utilisation des probabilités d’inclusion modifiées. En plus de 

l’estimateur de la population totale, nous appliquons également cette stratégie à l’estimateur du ratio et, par 

conséquent, nous obtenons un estimateur du ratio amélioré. 

Le document est organisé comme suit. La section 2 présente l’estimateur HT et son inconvénient. La 

section 3 propose nos probabilités d’inclusion modifiées et l’estimateur HTA qui en résulte. Nous 

fournissons également les propriétés de l’estimateur HTA et, théoriquement, nous le comparons à 

l’estimateur HT dans cette section. La section 4 élargit notre idée pour obtenir un estimateur de ratio 

amélioré et montre que cette modification est efficace. La section 5 présente des preuves numériques 

provenant de simulations et une analyse de données réelles. La section 6 sert de conclusion. Les preuves des 

résultats théoriques sont fournies en annexe. 

 
2  L’estimateur HT est son inconvénient 
 

Supposons une population finie  1= , , NU U U  de taille ,N  où kU  désigne l’unité e .k  Par souci de 

simplicité, nous écrivons  = 1, , , , .U k N   Pour chaque unité ,k  supposons que la valeur ky  de la 

caractéristique cible Y  est mesurée. Notre but est d’estimer le total, = ,y kU
t y  en utilisant un échantillon 

s  de taille n  tiré au hasard de la population .U  Nous appliquons un échantillonnage avec probabilités 

inégales sans remise. Supposons que   =1

N
k k  désigne les probabilités d’inclusion du premier degré et que 

 kl k l   correspond aux probabilités d’inclusion du deuxième degré. 

Horvitz et Thompson (1952) ont proposé l’estimateur HT comme suit  

 HT
ˆ = .k

k s k

y
t


   

L’estimateur HT HTt̂  est un estimateur de yt  et sa variance est  

 2
HT 2

ˆ( ) = ,kk kl
k l kU U

k lk k l

V t y y y
  

 
   (2.1) 

où 2=kk k k    pour la totalité de k  et =kl kl k l     pour la totalité de .k l  Lorsque les 

probabilités d’inclusion sont fortement déséquilibrées, c’est-à-dire que certaines valeurs k  sont très petites, 

la variance de l’estimateur HT peut être très grande. 

 
3  L’estimateur HT amélioré 
 

Dans cette section, nous améliorons l’estimateur HT en réduisant son erreur quadratique moyenne 

(EQM). L’estimateur ainsi obtenu est appelé estimateur HTA. Pour ce faire, nous proposons d’abord les 

probabilités d’inclusion du premier degré modifiées, où la méthode du seuil ferme est utilisée pour réduire 

l’effet de ces probabilités d’inclusion avec des valeurs relativement minuscules.  
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Définition 1. Supposons que      1 2 N      correspondent aux valeurs ordonnées des probabilités 

d’inclusion du premier degré  1 2, , , .N    Supposons en outre qu’il existe un nombre entier 2K   

de sorte que     11 .K K    Nous définissons les probabilités d’inclusion du premier degré modifiées 

comme suit  

 
 

   

*
> ,

= 1 .
,

k k K

k

kK K

k N
  


  

  


  

À partir de la définition, nous divisons la population finie en deux parties :   1 = : >k KU k    avec 

la taille ,N K  et   2 = : k KU k    avec la taille .K  Pour 1 ,U  les probabilités d’inclusion du premier 

degré demeurent inchangées, tandis que toutes les probabilités d’inclusion du premier degré pour 2U  sont 

remplacées par   .K  À partir de ce seuil ferme, nous obtenons nos probabilités d’inclusion du premier degré 

modifiées  *
=1 .N

k k  De toute évidence, le choix de K  est très important. À la section 3.2, nous fournirons 

une façon simple de choisir .K  

Remarque sur l’existence de .K  L’hypothèse dans la définition 1 est assez faible. Si    2 > 1 2 1 ,   

la fraction d’échantillonnage 1 1
3 3> .Nf   Toutefois, cette situation où 1

3>f  se produit rarement dans les 

enquêtes pratiques. Ainsi, l’inégalité voulant que    2 1 2 1    prévaut généralement. 

Au lieu des probabilités d’inclusion du premier degré originales   =1 ,N
k k  nous utilisons nos probabilités 

d’inclusion du premier degré modifiées définies  * =1

N
k k  pour construire un estimateur de Horvitz-

Thompson amélioré (HTA) par pondération de probabilité inverse.  

Définition 2. L’estimateur HTA se définit comme suit  

 
*

ˆ = .k
HTA

k s k

y
t


   

Contrairement à l’estimateur HT sans biais, l’estimateur HTA est biaisé. Toutefois, cette modification 

entraîne une EQM beaucoup plus petite en raison de la réduction de la variance. Il convient de souligner 

que, bien que nous nous concentrions sur l’échantillonnage sans remise dans le présent document, notre idée 

de modification s’applique également à l’estimateur Hansen-Hurwitz (Hansen et Hurwitz, 1943) pour 

l’échantillonnage avec remise. 

 
3.1  Propriétés de l’estimateur HTA 
 

Dans cette section, nous calculons les propriétés de l’estimateur HTA. Nous fournissons d’abord les 

expressions de son biais, de sa variance, de son EQM et d’un estimateur sans biais de l’EQM dans le 

théorème 1. Ensuite, nous comparons l’estimateur HTA avec l’estimateur HT dans les théories 2 et 3. 
 

Théorème 1. Le biais et la variance de l’estimateur HTA ˆ
HTAt  sont exprimés comme suit  

  
 

2

ˆ = 1 ,k
HTA kU

K

Biais t y
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et  

   2
*2 * *

ˆ = ,kk kl
HTA k k lU U

k lk k l

Var t y y y
  

 
    

respectivement, où  = 1 , =kk k k kl kl k l         k l  comme défini précédemment. Par 

conséquent, son EQM est donnée par  

  
 

2

2

2
*2 * *

ˆ = 1 .k kk kl
HTA k k k lU U U

k lk k lK

EQM t y y y y

   

    
   

  
    (3.1) 

Un estimateur sans biais de l’EQM est  

 

     
 

     
 

2 2

2

2
2 2

2
*2 * *

ˆ =

,

k k lK K K

HTA k k ls s
k klK Kk l

kk kl
k k ls s

k lk k l

EQM t y y y

y y y

     
   

  





  


 
 

 

 
    

où = , = ,kk kl

k klkk kl 
  

 
s  est l’ensemble d’échantillons et 2 2= .s s U  

 

Preuve. Voir l’annexe A.1. 

Pour obtenir les propriétés de l’estimateur HTA, nous avons besoin des conditions de régularité 

suivantes : 

Condition C.1. *
,> 0, > 0,min mini U i j Ui ij       et 

 < .lim sup max ij i j
i j UNarrow

n   
 

    

Condition C.2. ,max i U iy C  C  étant une constante positive qui ne dépend pas de .N  

La condition C.1 est une condition courante imposée aux probabilités d’inclusion du premier degré et du 

deuxième degré. Les mêmes conditions sont utilisées dans Breidt et Opsomer (2000), où d’autres 

commentaires sur C.1 sont fournis. La condition C.2 est également une condition courante. 
 

Théorème 2. Pour l’estimateur HT ˆ
HTt  et l’estimateur HTA ˆ ,HTAt  dans les conditions C.1 à C.2, nous avons  

      1 1 1ˆ ˆ= 0, = ;HT HTABiais N t Biais N t O n     

et  

        1 1 1 1ˆ ˆ= , = .HT HTAEQM N t O n EQM N t O n      
 

Preuve. Voir l’annexe A.2. 

Selon le théorème 2, le biais au carré de notre estimateur HTA est très faible comparativement à son 

EQM. Bien que notre estimateur HTA apporte un biais pour réduire la variance, le prix à payer est 

relativement modeste. Le théorème suivant compare théoriquement l’efficacité des deux estimateurs.  
 

Théorème 3. Dans les conditions C.1-C.2, nous avons  
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      1 1 1ˆ ˆ .HTA HTEQM N t EQM N t o n     (3.2) 

En particulier, pour l’échantillonnage de Poisson, nous obtenons  

                                                   1 1ˆ ˆ ,HTA HTEQM N t EQM N t    

où la stricte inégalité est vraie si 2k l U   de sorte que       .k k l lK Ky y       
 

Preuve. Voir l’annexe A.3. 

Le théorème 3 montre que, dans certaines conditions modérées, l’estimateur HTA proposé est 

asymptotiquement plus efficace que l’estimateur HT. D’après la preuve présentée à l’annexe A.3, le terme 

 1o n   dans l’équation (3.2) est attribuable au terme d’interaction des probabilités d’inclusion du deuxième 

degré. Nous avons théoriquement lié le terme comme  1 .o n   Pour l’échantillonnage de Poisson, le terme 

n’existe pas, donc l’EQM de l’estimateur HTA n’est pas uniformément plus grande que celle de l’estimateur 

HT. Empiriquement, nous comparons l’estimateur HTA à l’estimateur HT à la section 5. 

 

3.2  Le choix de K  
 

L’efficacité de l’estimateur HTA dépend du choix de ,K  qui permet de contrôler le compromis de 

variance et de biais. Le choix de K  doit satisfaire à la condition que    < 1 1K K   de la définition 1, 

étant donné que les probabilités d’inclusion modifiées entraîneraient un biais important lorsque la valeur de 

K  devient importante. Par ailleurs, l’amélioration de l’estimateur HTA ne serait pas significative si la 

valeur de K  est faible. Dans les preuves du théorème 3, l’équation (A.5) indique une limite inférieure du 

terme principal de    1 1
HT HTA

ˆ ˆEQM EQM .N t N t   La limite inférieure augmente à mesure que  K  

augmente. Par conséquent, en indiquant que la valeur maximale     * : 1 1= max ,ii iK     nous 

avons choisi *K  comme seuil. En pratique, nous proposons l’algorithme suivant pour trouver la valeur 

maximale * .K  

 

        
 

 

   

1 2

=1

1 1
11 2

Étape i Obtenir les probabilités d’inclusion ordonnées en faisant un tri

en ordre croissant.

Étape ii Tester et modifier.

Si satisfait

, ,

à et les probabili

,

> ,

Algorithme 1 Le choix de K

N

N
k k

j jj jj

  



   



          1*

1

tés d’inclusion du premier degré

modifiées sont définies 

, , , , , ,
= ,

= .

comme suit

et

π j j j j N

j

K j

    




 

  

Soulignons que le choix de *K  en fonction de l’algorithme 1 n’est pas optimal en ce qui concerne 

l’EQM. Toutefois, nous simulons un exemple à la section 5 où la performance de l’algorithme 1 est très 

proche de celle du choix théoriquement idéal. 
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4  Extension à l’estimateur par le ratio 
 

Lorsqu’une variable auxiliaire est disponible, l’estimateur par le ratio est habituellement utilisé pour 

estimer le total de la population. Dans cette section, nous appliquons l’estimateur HTA au cas de l’estimation 

par le ratio. 

 

4.1  Estimateur par le ratio amélioré 
 

Indique le ratio entre les totaux de population de Y  et Z  comme suit  

 = ,y zR t t   

où yt  et zt  sont les totaux des populations finies Y  et ,Z  respectivement. Supposons que ˆ = ,k

k

y
y s

t    

ˆ = ,k

k

z
z s

t   *
*ˆ = ,k

k

y
y s

t    et que *
*ˆ = .k

k

z
z s

t    L’estimateur classique et notre estimateur modifié de R  

sont obtenus par  

 * * *ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ= , et = .y z y zR t t R t t      

Nous supposons que le total de la population zt  est connu. Pour estimer le total de la population yt  de 

,Y  l’estimateur par le ratio classique est obtenu comme suit  

 ˆ ˆ ˆ= .R z y zY t t t    

Par ailleurs, notre estimateur par le ratio amélioré de yt  fondé sur les probabilités d’inclusion modifiées est 

exprimé comme suit  

 * * *ˆ ˆ ˆ= .R z y zY t t t    

 

4.2  Propriétés de l’estimateur par le ratio amélioré 
 

Pour montrer théoriquement que l’estimateur par le ratio amélioré *ˆ
RY  est plus efficace que l’estimateur 

par le ratio classique ˆ ,RY  nous avons besoin des conditions de régularité suivantes : 

Condition C.3. = ,lim n
N N c  où  0, 1c   est une constante. 

Condition C.4.    1= ,max i j k U ijk ij k O n   
     et  

    24 6 3 = .max ijkl ijk l ij k l i j k l
i j k l U

O n          

   
     

Condition C.3 est une condition courante. La même condition est utilisée dans Breidt et Opsomer (2000). 

La condition C.4 est une hypothèse souple selon les probabilités d’inclusion du troisième et du quatrième 

degrés. À l’annexe A.5, nous présentons des exemples fréquents qui satisfont à la condition C.4. 

En comparant nos estimateurs améliorés avec les estimateurs classiques, nous obtenons le résultat 

suivant. 
 

Théorème 4. Si les conditions C.1 à C.4 sont satisfaites, et que 1 2kc z c   pour la totalité de k U  

avec 1c  et 2c  et certaines constantes positives, alors  

      * 1ˆ ˆ .EQM R EQM R o n     

De plus,  
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      1 * 1 1ˆ ˆ .R REQM N Y EQM N Y o n      

Preuve. Voir l’annexe A.4. 

Comme le théorème 3, le théorème 4 montre que la méthode proposée améliore les estimateurs par le 

ratio classiques avec une tolérance de degré  1 .o n   

 
5  Études numériques 
 

Dans cette section, nous évaluons le rendement empirique de notre estimateur HTA à l’aide de trois 

exemples synthétiques et d’un exemple réel. Nous examinons les deux cas suivants, soit l’estimation d’un 

total de population et l’estimation d’un ratio de population, où nos estimateurs HTA sont comparés à 

l’estimateur HT. Nous mesurons l’amélioration de l’efficience en fonction de 
HT HTA

HT

EQM EQM

EQMRe =    

100 %,  où HTEQM  et HTAEQM  désignent l’EQM des estimateurs HT et des estimateurs HTA, 

respectivement. Nous comparons en outre l’estimateur HTA avec l’estimateur HT au sens de la performance 

d’inférence dans l’exemple réel. 

 

5.1  Simulations 
 

Example 1 : Un exemple explicatif 

Nous générons une population finie Y  de taille = 3 000,N  où la ek  valeur unitaire 0=k ky y  et 

 0 0, 1 .ky N  Notre objectif est d’estimer la moyenne de population 1= .kN U
Y y  Nous effectuons 

l’échantillonnage de Poisson selon les probabilités d’inclusion établies comme suit  

 1 1 000 1 001 2 000 2 001 3 000= = = 0,2, = = = 0,001, et = = = 0,08.          

Dans cet exemple, l’estimateur HT n’est pas efficace puisque le tiers des probabilités d’inclusion est de 

0,001, minuscule par rapport à 0,08 ou 0,2. À partir de notre stratégie de seuil ferme, nous remplaçons ces 

minuscules probabilités par 0,08, de sorte que les probabilités d’inclusion modifiées sont données par  

 * * * * * *
1 1 000 1 001 2 000 2 001 3 000= = = 0,2, = = = 0,08, et = = = 0,08.          

Soulignons que les probabilités modifiées ne sont pas obtenues selon l’algorithme 1. C’est un exemple qui 

montre que notre seuil ferme peut améliorer l’efficacité. En établissant le temps d’itération = 2 000,M  

nous obtenons les biais, les variances et les EQM simulés de notre estimateur HTA et de l’estimateur HT. 

Les résultats sont présentés au tableau 5.1. 

 

Tableau 5.1 
Résultat de l’exemple 1 
 

HTEQM  HTAEQM  HTBiais  HTABiais   HTVar  HTAVar  Re   

0,1187  0,0751  5,374 610   0,0723  0,1187  0,0029  36,71 %  

 
À partir du tableau, la variance de l’estimateur HT est beaucoup plus grande que celle de l’estimateur 

HTA, de sorte qu’il perd son efficacité pour ce qui est de l’EQM comparativement à l’estimateur HTA, bien 



184 Zong, Zhu et Zou : Amélioration de l’estimateur Horvitz-Thompson dans l’échantillonnage d’enquête 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

que l’estimateur HT soit sans biais. De plus, pour montrer les variations des deux estimateurs, nous avons 

tracé leurs valeurs parmi 2 000 itérations à la figure 5.1. On voit clairement que, bien qu’il y ait un petit 

biais pour l’estimateur HTA, sa variation est bien inférieure à celle de l’estimateur HT. Ces observations 

confirment empiriquement nos résultats théoriques.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 5.1  Les graphiques des deux estimateurs de l’exemple 1. 

 

Exemple 2 : i  dépendent d’une variable auxiliaire 

Nous générons la population finie Y  de taille = 3 000N  comme suit : = 3k ky x    
23 3 ,ke   où kx  et ke  sont générés indépendamment de  0, 2U  et  0, 1N  respectivement, et 

0 1   contrôlant la corrélation de Y  et .X  Nous considérons trois méthodes d’échantillonnage : 

échantillonnage de Poisson, échantillonnage selon la probabilité proportionnelle à la taille et 

échantillonnage probabiliste  . La fraction d’échantillonnage = =n
Nf  0,02; 0,04; 0,06; 0,08; 0,10; 0,15; 

0,20; 0,30. Nous présentons les résultats à la figure 5.2, où =  0,8, et énumérons les valeurs spécifiques 

de la figure 5.2 dans le tableau 5.4. 

À partir de ces résultats, nous obtenons les mêmes observations que l’exemple 1. Tout indique que notre 

estimateur HTA surpasse l’estimateur HT pour ce qui est de l’EQM et que l’amélioration est généralement 

importante. En comparant avec les figures 5.2(a), 5.2(b) et 5.2(c), l’échantillonnage probabiliste   obtient 

le plus grand avantage de l’estimateur HTA par rapport à l’estimateur HT, suivi de l’échantillonnage 

probabilité proportionnelle à la taille et de l’échantillonnage de Poisson. Nous présentons également les 

résultats pour différentes valeurs   dans l’échantillonnage probabiliste   au tableau 5.2, où le cas de 
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=f  0,08 est déclaré et d’autres cas sont ignorés en raison de la similitude. On observe dans le tableau que, 

peu importe la valeur de ,  l’estimateur HTA a uniformément beaucoup moins l’EQM que l’estimateur HT.  
 

Tableau 5.2 
Le résultat de l’exemple 2 pour différentes valeurs ,  où = 0,08f  
 

  HTEQM  HTAEQM  HTBiais HTABiais HTVar HTAVar  Re
0 3,45 210  1,36 210  3,43 510 5,82 410 3,45 210 1,30 210  60,70 %

0,1 2,51 210  1,38 210  1,16 510 8,25 410 2,51 210 1,30 210  44,91 %
0,3 2,43 210  1,24 210  4,65 610 8,86 410 2,43 210 1,15 210  48,97 %
0,5 2,38 210  1,07 210  9,83 610 8,44 410 2,38 210 9,88 310  54,92 %
0,8 9,38 310  5,22 310  3,04 710 3,16 410 9,38 310 4,91 310  44,33 %
0,9 4,75 310  2,65 310  7,98 610 2,64 410 4,74 310 2,38 310  44,27 %

 
 

 
 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 5.2 Le rendement de notre estimateur HTA et de l’estimateur HT dans l’exemple 2, où = 0,8.  De 
gauche à droite, le rendement de l’EQM, le rendement du biais au carré et le rendement de la 
variance. 
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Exemple 2 (suite) : Le rendement de l’algorithme 1 et l’effet du coefficient de variation du résultat 
 

Ici, nous étudions de façon empirique le rendement de l’algorithme 1 et l’effet du coefficient de variation 

du résultat sur notre estimateur HTA. Nous générons une population finie au moyen d’un modèle linéaire 

avec une interception : 2= 3 3 3 ,k k ky x e         où kx  et ke  sont les mêmes que 

l’exemple 2. Nous établissons que = 1 000,N  et contrôlons le coefficient de variation du résultat en variant 

le terme d’interception  = 10; 5; 0; 5; 10 .   D’abord, nous étudions le rendement de l’algorithme 1. 

Soulignons que le choix optimal optK  peut être obtenu en réduisant au minimum l’équation (3.1). Nous 

comparons les valeurs de l’EQM fondées sur optK  et *K  à partir de l’algorithme 1, et nous présentons les 

résultats de =f  0,03 au tableau 5.3 et nous ignorons d’autres cas en raison de la similitude. À partir du 

tableau, les valeurs de l’EQM fondées sur *K  sont très proches de celles fondées sur opt .K  Ces résultats 

indiquent que l’algorithme 1 offre un choix efficace de .K  Deuxièmement, nous étudions l’effet du 

coefficient de variation du résultat. À partir du tableau, l’estimateur HTA donne toujours un bien meilleur 

rendement que l’estimateur HT lorsque   a des valeurs différentes. Tout indique que notre HTA peut 

résister au coefficient de variation du résultat. 

 

Tableau 5.3 
Rendement de l’algorithme 1, où = 0,03f  
 

  Y  *K  optK  HTEQM  *EQM
K

 optEQM  Re  

-10 -7,80 125 166 3,3928 1,4130 1,3448 58,35 % 
-5 -2,81 125 174 0,7097 0,3073 0,2907 56,70 % 
0 2,19 125 164 0,0623 0,0245 0,0237 60,67 % 
5 7,20 125 160 1,4056 0,5884 0,5647 58,14 % 

10 12,24 125 159 4,7510 1,9916 1,9121 58,08 % 

 
Exemple 3 : L’estimation du ratio de population 

Nous générons deux populations Y  et Z  de taille = 3 000 :N 2
1 1 1= 12 3 3 ,k ky x e       

et 2
2 2 2= 12 3 3 ,k kz x e       où  0, 1 ,kx U  1 0, 1e N  et  2 0, 1 .e N  Notre 

objectif est d’estimer le ratio = ,y zR t t  où 
=1

=
N

y kk
t y  et 

=1
= .

N

z kk
t z  Nous établissons  1 2,   

comme (0,3; 0,4) ou (0,7; 0,8), et présentons les résultats de deux cas aux figures 5.3(a) et 5.3(b), 

respectivement. Comme pour l’estimation du total de la population dans les exemples ci-dessus, la figure 5.3 

montre que notre estimateur amélioré surpasse l’estimateur classique. Nous énumérons également les 

valeurs spécifiques Re de la figure 5.3 du tableau 5.4, w où les EQM diminuent de 27 %, pour passer à 47 %. 

 
Tableau 5.4 
Quelques valeurs spécifiques Re  dans les figures 5.2 et 5.3 
 

f  0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,15 0,20 0,30 
Figure 5.2(a) 12,73 % 25,33 % 45,52 % 54,71 % 18,15 % 30,94 % 18,96 % 21,99 % 
Figure 5.2(b) 57,92 % 49,78 % 49,48 % 40,52 % 33,81 % 57,44 % 36,45 % 48,70 % 
Figure 5.2(c) 58,98 % 54,41 % 70,42 % 53,75 % 36,05 % 48,72 % 52,05 % 57,65 % 
Figure 5.3(a) 35,09 % 27,92 % 35,16 % 28,09 % 31,50 % 28,00 % 29,07 % 36,31 % 
Figure 5.3(b) 38,57 % 47,18 % 42,76 % 39,27 % 37,49 % 46,20 % 44,14 % 39,55 % 
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Figure 5.3 Rendement de l’exemple 3. De gauche à droite : le rendement de l’EQM, le rendement du biais au 
carré et le rendement de la variance. 

 
5.2  Exemple réel 
 

Nous étudions l’ensemble de données « Lucy » dans la trousse R « TeachingSampling » (Gutierrez, 

2009). Cet ensemble de données comprend les variables de 2 396 entreprises : ID, Niveau, Revenu, 

Employés, et Impôts. Notre objectif est d’estimer la moyenne des Employés Y  des 2 300 petites et moyennes 

entreprises  = 60,59 .Y  Nous établissons le Revenu comme la taille de l’entreprise, et effectuons un 

échantillonnage probabiliste .  La taille de l’échantillon n  est établie parmi {46; 92; 138; 184; 230; 345; 

460; 690}. Nous présentons les résultats au tableau 5.5, où les valeurs de biais, de variance, d’EQM et de 

Re sont déclarées. Nous présentons également le nombre *K  choisi par l’algorithme 1. À partir du 

tableau 5.5, notre estimateur HTA a un bien meilleur rendement que l’estimateur HT pour ce qui est de 

l’EQM. À mesure que la fraction d’échantillonnage f  augmente, la valeur de *K  diminue. Autrement dit, 

le nombre de probabilités d’inclusion modifiées diminue à mesure que la fraction d’échantillonnage 

augmente. C’est logique, puisque l’effet des faibles probabilités d’inclusion devient faible lorsque la taille 

de l’échantillon augmente.  

Dans cet exemple réel, nous comparons en outre l’estimateur HTA avec l’estimateur HT au sens du 

rendement de l’inférence. Comme le biais au carré de l’estimateur HTA est négligeable comme le montre 

le théorème 2, la région de confiance avec une couverture de 95 % est construite comme suit :  
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   ˆ ˆ1,96 EQM , 1,96 EQM ,t t   (5.1) 

où t̂  est l’estimateur HTA, et EQM  est son estimateur de l’EQM. 

 
Tableau 5.5 
Le rendement de l’estimation pour l’ensemble de données réelles « Lucy » 
 

n  46 92 138 184 230 345 460 690 
HTEQM  42,60 20,80 26,87 9,30 6,97 8,01 6,40 2,99 
IHTEQM  28,27 14,05 10,18 7,75 5,70 3,77 2,85 1,76 
HTBiais  0,0092 0,0002 0,0004 0,0020 0,0041 0,0001 0,0005 0,0112 

HTABiais  0,7520 0,3375 0,2562 0,1093 0,1253 0,0831 0,0539 0,0626 
HTVar  42,59 20,80 26,87 9,30 6,97 8,01 6,40 2,97 

HTAVar  27,52 13,71 9,92 7,64 5,57 3,68 2,79 1,70 

Re   33,64 % 32,46 % 62,13 % 16,75 % 18,31 % 53,01 % 55,49 % 41,09 % 

*K  166 100 72 59 49 36 29 21 

 
Nous simulons itérativement = 5 000M  fois et calculons la moyenne et la variance de l’estimateur 

EQM, ainsi que les probabilités de couverture de 95 %. Les probabilités de couverture (PC) sont calculées 

de la façon suivante :   1
=1

PC = ,
M

mM m
I t A  où t  est la moyenne de population finie et  mA  est la 

région de confiance construite à 95 % de l’itération em  à l’aide de l’équation (5.1). Le rendement de 

l’inférence est indiqué au tableau 5.6. À partir du tableau, nous avons deux observations. Premièrement, 

notre estimateur HTA a une EQM plus petite que l’estimateur HT, mais il atteint presque la même 

couverture que l’estimateur HT. Ainsi, les intervalles de confiance de l’estimateur HTA sont beaucoup plus 

étroits que ceux de l’estimateur HT. Deuxièmement, pour l’estimateur HT, l’estimateur EQM est très 

instable en raison de l’hétérogénéité élevée des probabilités d’inclusion, tandis que notre HTA peut 

surmonter efficacement ce problème. En résumé, notre estimateur HTA augmente la précision de 

l’estimation au détriment d’un biais négligeable, en plus d’apporter un estimateur EQM beaucoup plus 

stable que l’estimateur HT. 

 
Tableau 5.6 
Le rendement d’inférence de l’ensemble de données « Lucy » 
 

f  HT  HTA  

EQM   E EQM   Var EQM PC  EQM   E EQM   Var EQM  PC  
0,02 219 76.1 8,28 410  91 % 48,9 48,4 1,37 310  90 % 
0,04 109 173 2,90 710  92 % 26,9 26,9 196 92 % 
0,06 72,7 118 9,11 610  91 % 18,4 18,2 117 91 % 
0,08 54,3 67,5 1,94 610  93 % 14,2 14,1 37,9 92 % 
0,10 43,2 59,5 1,46 610  93 % 11,4 11,2 22,8 93 % 
0,15 28,5 27,2 2,40 510  93 % 7,47 7,40 17,1 93 % 
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6  Conclusion 
 

Dans le présent document, nous avons proposé une méthode nouvelle et simple pour améliorer 

l’estimateur Horvitz-Thompson dans l’échantillonnage d’enquête. Comparativement à l’estimateur HT, 

l’estimateur HTA proposé améliore la précision de l’estimation au détriment de l’introduction d’un petit 

biais. Des études empiriques montrent que l’amélioration est considérable. Cette nouvelle idée a également 

été utilisée pour construire un estimateur de ratio amélioré. Naturellement, son application à d’autres 

estimateurs, comme l’estimateur de régression et l’estimateur de l’effet de traitement, est également 

intéressante, ce qui justifie une étude plus poussée. 

Le choix du seuil K  est important dans notre méthode. Bien que nous ayons suggéré un algorithme 

facile  pour ce choix et que nous ayons montré numériquement que notre choix est très proche du meilleur 

pour ce qui est de l’EQM, il n’est peut-être pas optimal en ce qui concerne l’EQM. La façon de choisir un 

seuil optimal est un sujet important pour les recherches futures. 
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Annexe 
 

A.1  Démonstration du théorème 1 
 

Pour obtenir l’EQM de l’estimateur HTA nous définissons d’abord = 1kI  ou 0, = 1, , ,k N  si l’unité 
ek  est tirée ou non, alors  

                                        = , Var = , Cov , = pour ,k k k kk k l klE I I I I k l      

où  = 1 , = .kk k k kl kl k l         Donc, le biais de l’estimateur HTA est  

                           
 

2
HTA *

ˆBiais = = 1 .k k
k k kU U U

k K

y
t E I y y


 


      

    (A.1) 

La variance de l’estimateur HTA est donnée par  

 

 

   

 
1 2

HTA * *

2

* * *

2 2
2 2 * *

ˆVar = Var = Var

= Var Cov ,
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k k
ks U

k k

k k l
k k lU U

k lk k l

kk kk kl
k k k lU U U

k lk k lK

y y
t I

y y y
I I I
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(A.2)
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En combinant (A.1) et (A.2), nous obtenons  

 

     

 

 

2
HTA HTA HTA

2

2
*2 * *2

2

2
*2 * *2

1 2

ˆ ˆ ˆEQM = Biais Var

= 1

= 1

.

k kk kl
k k k lU U U

k lk k lK

kk k kl
k k k lU U U

k lk k lK

t t t

y y y y

y y y y

F F


   


   







    
   

  
         

    


  

  



 

(A.3)

 

On confirme directement que      HTA HTA
ˆ ˆEQM = EQM .E t t  Par conséquent, le théorème 1 est 

prouvé. 

 
A.2  Démonstration du théorème 2 
 

En utilisant les conditions C.1 et C.2, nous voyons que   1k K      pour chaque 2 ,k U  et 

 
2

1= .max k l U kl k l O n   
    Puis, à partir de l’équation (2.1), nous avons  

                  

 

 

2
2

HT 22 2

2

2 2

1
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1 1 1
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De même, par l’EQM de l’estimateur HTA donné en (3.1), nous observons  
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D’après les conditions C.1 et C.2, il est facile de constater que  

  
   

 
2 2 2

1
HTA

1 1 1ˆBiais = 1 1 = ,k k
k k kU U U

K K

K
t y y y O n

N N K N

 
 




    
 

     

où les troisième et quatrième étapes sont valides en raison de   1k K      pour chaque 2k U  et 

 1= ,K N O n   respectivement. 
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A.3  Démonstration du théorème 3 
 

À partir de l’équation (2.1), puisque l’estimateur HT est sans biais, nous avons  

                             
1 2

2 2
HT 3 42 2

ˆEQM = .kk kk kl
k k k lU U U

k lk k k l

Y y y y y F F
   

   
   

 
     (A.4) 

Pour illustrer l’efficacité du nouvel estimateur, nous comparons l’équation (A.3) et l’équation (A.4). 

Nous prouvons d’abord 3 1F F . Il est clair que  
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En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons  
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où la stricte inégalité s’applique si 2 ,k l U   de sorte que       .k k l lK Ky y       De plus,  
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(A.5)

 

À partir de la définition 1, nous avons     11k K K      pour chaque 2 ,k U  donc 0.D E   Par 

conséquent, 3 1 = 0F F D C D E      prévaut. 

Pour les termes 2F  et 4 ,F  nous observons ce qui suit  
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En utilisant les conditions C.1 et C.2, on constate que 
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où les troisième et quatrième étapes sont valides parce que   1k K      pour chaque 2 ,k U

 1= ,K N O n   et  
2

1= .max k l U kl k l O n   
    De même, nous obtenons  
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et  3
2

2= .N O n   

Ainsi, avec 3 1 ,F F  nous avons  

      1 1 1
HTA HT

ˆ ˆEQM EQM .N t N t o n      

Pour le cas d’échantillonnage de Poisson, nous avons 4 2= = 0.F F  Par conséquent, pour l’échantillonnage 

de Poisson, nous obtenons  

                                                    1 1
HTA HT

ˆ ˆEQM EQM .N t N t    

 
A.4  Démonstration du théorème 4 
 

Soulignons d’abord que 
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Supposons que = .k k ku y Rz  D’après le théorème 3, nous avons  

      2 2
2 * 2 1ˆ ˆ .u u u uN E t t N E t t o n        
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Ainsi, pour les termes I et II, nous obtenons  

      1I II .E E o n    (A.6) 

Maintenant, nous devons prouver que les attentes de III et IV sont négligeables. Observez que,  
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où    *
*= , = .max mink k

k k

z zn n
k Uk UN NZ Z   De même,  
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où    * *
*

*= , = .max mink k
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k Uk UN NZ Z 

   

En utilisant le théorème 2 et le lemme 1, nous voyons que  3 2(III) =E O n   et    3 2IV = .E O n   

en combinant ces deux instruments à l’équation (A.6), nous obtenons  

      * 1ˆ ˆEQM EQM .R R o n     

Cela suppose que      1 * 1 1ˆ ˆEQM EQM .R RN Y N Y o n     

 

A.5  Discussion sur la condition C.4 
 

Cas 1 : Échantillon aléatoire simple sans remise 

Dans le cas de l’échantillonnage aléatoire simple sans remise, nous avons = n
i N  pour ,i U
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où la dernière égalité provient de la condition C.3. Nous obtenons aussi  
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où la dernière égalité provient de la condition C.3. Ainsi, la condition C.4 s’applique à l’échantillonnage 

aléatoire simple sans remise. 
 

Cas 2 : Échantillonnage de Poisson 

À partir de l’indépendance de l’échantillonnage de Poisson, =ij i j    pour ,i j U  =ijk i j k     

pour ,i j k U    et =ijkl i j k l      pour .i j k l U     Par conséquent, = 0,ijk ij k    et 

4 6 3 = 0.ijkl ijk l ij k l i j k l             Il s’ensuit que l’échantillonnage de Poisson satisfait à la 

condition C.4. 

 

A.6  Un lemme pour prouver le théorème 4 
 

Lemme 1. Pour l’estimateur HT ĤTt  et l’estimateur HTA ˆ ,HTAt  dans les conditions C.1 à C.4, nous avons  
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Pour le premier terme I, en utilisant 1k    et 1k kI    pour ,k U  nous obtenons  
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Pour les termes II et III, nous avons  
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Par conséquent,    2II =E O n  et  2(III) = .E O n   Pour le quatrième terme IV, nous avons  
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où la dernière étape provient des conditions C.1 et C.4. Cela implique que    2IV = .E O n   Pour le 

dernier semestre V, nous avons  

                  

       

 

4

4

2

1

4 6 31
=

= ,

i i j j k k l l
i j k l

ijkl ijk l ij k l i j k l
i j k l

i j k l i j k l

E J y J y J y J y
N

y y y y
N

O n

         
   

  

  




 
 

  



   

où la dernière étape provient des conditions C.1 et C.4. Donc,    
4

2
HT

ˆ =E t t O n   prévaut. 

Ensuite, nous prouverons que    
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2
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ˆ = .E t t O n   En observant que  
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nous avons 

            
4 4 4 3 2 2 3 4
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À l’instar des preuves du résultat    
4
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ˆ = ,E t t O n   en utilisant * 1,k    il est facile d’obtenir  
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  (A.8) 

À partir de l’équation (A.8), nous constatons que    2 1=E A O n   et    3 3 2= .E A O n   Par ailleurs, 
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Par conséquent, à partir de l’équation (A.7), nous prouvons que    
4

2
HTA

ˆ = .E t t O n   
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