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Série Waksberg d’articles sollicités 
 

La revue Techniques d’enquête a mis sur pied une série de communications sollicitées en l’honneur de Joseph 

Waksberg, qui a fait de nombreuses contributions importantes à la méthodologie d’enquête. Chaque année, un 

éminent chercheur est choisi pour rédiger un article pour la série de communications sollicitées de Waksberg. 

L’article examine les progrès et l’état actuel d’un thème important dans le domaine de la méthodologie d’enquête et 

reflète l’agencement de théorie et de pratique caractéristique des travaux de Waksberg.  

Ce numéro de Techniques d’enquête commence par le 17e article de la série du prix Waksberg. Le comité de 

rédaction remercie les membres du comité de sélection, composé de Tommy Wright (président), Kirk Wolter, 

Danny Pfeffermann et Elizabeth Stuart, d’avoir choisi Donald B. Rubin comme auteur de l’article du prix Waksberg 

de 2017. 

 
Communication sollicitée pour le prix Waksberg 2017 

 
Auteur : Donald B. Rubin  

Donald B. Rubin est professeur John L. Loeb au département de statistique de l’Université Harvard. Il a 

été le directeur du département de 1985 à 1994 et de 2000 à 2004. Il est membre élu de l’American 

Statistical Association (1977), de l’Institute of Mathematical Statistics (1977), de l’Institut international de 

statistique (1984), de l’American Association for the Advancement of Science (1984) et de l’American 

Academy of Arts and Sciences (1993). En 2008, le professeur Rubin a été élu membre honoraire de 

l’Association européenne de méthodologie, en 2009 il a été élu membre associé (étranger) de la British 

Academy et en 2010 à la National Academy of Sciences des États-Unis. Il est l’auteur et le coauteur de 

plus de 400 publications (dont 10 livres) et a apporté d’importantes contributions à la théorie et à la 

méthodologie statistiques, en particulier dans le domaine de l’inférence causale, la conception et l’analyse 

d’expériences et d’enquêtes sur échantillon, le traitement des données manquantes et l’analyse des 

données bayésiennes. Entre autres nombreux prix et distinctions, le professeur Rubin a reçu la médaille 

Samuel S. Wilks (American Statistical Association, 1995), le prix Parzen pour l’innovation statistique 

(1996), le prix de la conférence Fisher (2004) et le prix George W. Snedecor du Committee of Presidents 

of Statistical Societies (2007). Il a été nommé statisticien de l’année par la section de Boston de 

l’American Statistical Association (1995) et statisticien de l’année par la section de Chicago de 

l’American Statistical Association (2001). Il a été rédacteur adjoint du Journal of Educational Statistics 

(1976-1979) et du Journal of the American Statistical Association (Theory and Methods) (1975-1979), et 

coordinateur et assistant de rédaction du Journal of the American Statistical Association (1980-1982), de 

Biometrika (1992-1995), des Techniques d’enquête (1988-1993) et de Statistica Sinica (1993-2004). 

Depuis de nombreuses années, le professeur Rubin est l’un des auteurs les plus cités au monde dans le 

domaine de la mathématique (selon ISI Science Watch). En 2002, il a été classé septième au monde pour 

la décennie 1991-2000 et il est l’auteur unique de dix publications qui ont été citées chacune plus d’un 

millier de fois. Sa biographie se trouve dans de nombreuses publications, notamment dans le Who’s Who 

in the World. 
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Le calage conditionnel et le sage statisticien 

Donald B. Rubin1 

Résumé 

Être un statisticien soucieux de calage, c’est appliquer des procédures qui s’inspirent des principes directeurs de 
l’approche de Neyman en matière d’inférence fréquentiste qui domine actuellement la pensée statistique. Être un 
statisticien rempli de sagesse devant un ensemble de données, c’est faire appel à certains modes de réflexion 
bayésiens et fiduciaux pour modérer le simple calage de Neyman. Dans cet article, nous expliquons le mariage 
des idées à l’aide du concept de calage conditionnel qui tire parti des idées plus récentes en simulation qui sont 
issues du calcul bayésien approximatif. 

 
Mots-clés : Calcul bayésien approximatif (CBA); inférence bayésienne; inférence fiduciale; Fisher; méthodes 

fréquentistes; Neyman. 

 
 

1  Les statisticiens à principes 
 

Il existe de nombreuses définitions de ce que peut être un statisticien animé par des principes, la présence 

de principes n’étant pas nécessairement synonyme de « bien » ou de « sagesse », mais correspondant 

simplement à l’adoption de principes clairs de conduite. Je pense que, en général, trois grands thèmes ou 

philosophies président à l’inférence statistique. Forts des idées proposées à l’origine par Neyman (1923, 

1934), les fréquentistes neymaniens s’attachent aux caractéristiques fonctionnelles des procédures 

(par exemple estimations ponctuelles ou par intervalles) dans un échantillonnage répété : les estimations 

ponctuelles devraient être approximativement sans biais pour leurs paramètres (en moyenne sur l’ensemble 

des échantillons possibles); les estimations par intervalles devraient être prudentes, puisqu’elles devraient 

au moins assurer une couverture nominale de leurs paramètres (là encore en moyenne sur les échantillons); 

les tests enfin devraient être prudents, en ce sens qu’ils rejetteraient les hypothèses nulles vraies au plus à 

leurs taux nominaux. Ces desiderata sont largement considérés comme caractérisant une inférence 

statistique valable (voir Lehmann, 1959, par exemple). Bien sûr, les procédures jugées valables ne sont pas 

toutes souhaitables pour autant; des estimations ponctuelles valides d’une moindre variabilité sont 

meilleures, des estimations valides par intervalles qui sont plus courts sont meilleures, etc. 

S’éloignant des caractéristiques fonctionnelles de l’échantillonnage répété, les statisticiens bayésiens 

(entre autres Savage, 1954; Lindley, 1971; de Finetti, 1972) se soucient d’un juste conditionnement sur les 

données observées selon une spécification probabiliste particulière. Quant aux statisticiens fisheriens 

(c’est-à-dire fiducialistes, du moins dans ma perception de l’idée la plus centrale de cette approche; voir 

Fisher (1956)), ils se tiennent loin des conclusions que semblent contredire les données observées, ce qui 

constitue le cœur même du test de randomisation de Fisher dans des expériences. Je me suis longtemps fait 

l’écho de la sagesse de cette approche et de ses généralisations, comme elles s’expriment dans Rubin (1984). 

Néanmoins, je pense aussi que la pensée bayésienne est essentielle à qui veut être dans la pratique un sage 
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statisticien d’application, s’il emploie, par exemple, des valeurs p et autres contrôles prédictifs postérieurs 

par lesquels on évalue si le modèle proposé peut (est capable de et non doit) produire des données qui 

ressemblent aux données observées. Nous reviendrons sur cette idée primordiale plus loin. 

Il ne fait guère de doute que la pensée fréquentiste domine la réflexion actuelle en statistique, bien que 

les procédures bayésiennes se répandent de plus en plus à cause des progrès de l’informatique permettant 

un ajustement de routine d’un grand nombre de modèles compliqués. Je n’en crois pas moins la pensée 

bayésienne et fiduciale fondamentale pour la sagesse du statisticien (qui n’est pas nécessairement 

l’application de principes arrêtés au sens étroit). 

 
2  Les fréquentistes devraient-ils se soucier des procédures 

bayésiennes ? 
 

Par exemple, pourquoi les fréquentistes devraient-ils jamais utiliser la moyenne de l’échantillon pour 

estimer la moyenne de la population ? Après tout, la moyenne de l’échantillon est pour l’essentiel le centre 

de la distribution postérieure bayésienne de la moyenne de la population selon un modèle gaussien avec des 

distributions antérieures relativement diffuses sur les paramètres, ce centre étant, par conséquent, dérivé par 

une « méthode peu sûre (c’est-à-dire bayésienne) » [traduction]. Bien sûr, cette phrase est facétieuse sans 

plus de sérieux, bien que des points sérieux la sous-tendent. 
 

Point sérieux no 1 : La motivation de départ de toute procédure statistique, bayésienne, fiduciale ou issue du 

plus merveilleux des rêves, n’a rien à voir avec les caractéristiques fonctionnelles fréquentistes de cette 

procédure. J’ai longtemps vu cette critique être portée à l’imputation multiple ou IM (voir Rubin, 1978). 

Comme la justification initiale de l’IM était bayésienne, elle n’a jamais inspiré confiance dans une optique 

de plan de sondage (fréquentiste). 
 

Point sérieux no 2 : Pour la création de procédures, surtout dans des situations complexes comme celles qui 

se présentent facilement avec des données manquantes inopportunes, les méthodes bayésiennes sont bien 

plus génératrices de réponses sensées que des arguments fréquentistes habituels comme ceux qui font appel 

à des « principes » tels que l’absence de biais ou la minimisation de l’erreur quadratique moyenne. Là 

encore, je pense que le succès relatif de l’IM pour les données manquantes illustre ce point tout à fait bien 

(comme on l’a fait valoir à une foule de tribunes, y compris dans Rubin (1996)). 
 

Point sérieux no 3 : Il reste que les évaluations fréquentistes (qu’il s’agisse du biais des estimations 

ponctuelles ou de la couverture des estimations par intervalles) demeurent très pertinentes pour le sage 

statisticien, car toutes les idéalisations, même les bayésiennes, sont des simplifications trop poussées. 

Comme l’a dit George Box, « Tous les modèles sont faux, mais certains sont utiles » [traduction] (Box, 

1976); aussi, plus tôt, John von Neumann (1947) avait déclaré : « La vérité est beaucoup trop compliquée 

pour se prêter à autre chose que des approximations » [traduction]. 
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Allons-y de deux autres points sérieux, d’une analogie et de quelques points de récapitulation. 
 

Point sérieux no 4 : On peut employer des critères fréquentistes fondés sur les caractéristiques fonctionnelles 

pour évaluer toute procédure (on revient en réalité au point sérieux no 1). 
 

Point sérieux no 5 : Ainsi, nous pouvons, et devrions, nous reporter aux modèles bayésiens pour créer des 

procédures qui semblent être appropriés en vertu d’hypothèses vraisemblables, et aux méthodes 

fréquentistes pour évaluer ces procédures dans des situations réalistes plus générales que celles que nous 

avons posées par hypothèse en dérivant les réponses bayésiennes. 
 

On retrouve des versions de ces points dans, par exemple, Box (1980), Rubin (1984) et Little (2008) et 

leurs discussions (par exemple Rubin, 2008), tout comme dans les arguments antérieurs et postérieurs de 

divers autres auteurs. Bien des statisticiens praticiens adhéreraient sans doute à tous ces points sérieux, sauf 

peut-être aux points 2 et 5. Être un statisticien adepte du calage signifie généralement choisir des procédures 

aux bonnes caractéristiques fonctionnelles sur un large éventail de circonstances. Il est plus difficile de 

définir la sagesse devant un ensemble de données en particulier, parce qu’elle dépend du contexte immédiat 

du problème à résoudre et des conséquences des décisions à prendre, ce qui relèverait plus formellement de 

la théorie de la décision (Wald, 1950). À mes yeux, ce cadre est attrayant en théorie, mais les décisions se 

prennent en réalité dans un contexte où entrent de nombreuses considérations floues et changeantes, ce qui 

va à l’encontre de l’utilité de toute la structure formelle de la théorie de la décision. 

 

3  Au sujet de l’objectif élusif du calage et de la sagesse 
 

Les bayésiens appliquent un conditionnement à ce qui est observé et, en principe, essaient de se modeler 

sur les données disponibles. On jugera toutefois impossible pour l’essentiel un véritable calage bayésien 

dans la pratique, en ce sens qu’on devrait créer des estimations par intervalles avec une couverture 

bayésienne précise de la distribution postérieure vraie, quelle que soit la « Vérité » générée par les données 

observées. Cela m’a été illustré par des exemples relativement banals, d’abord dans Rubin (1983) lorsque 

je voulais démontrer la supériorité de la méthode bayésienne dans le contexte des inférences d’enquête, puis 

dans Rosenbaum et Rubin (1984), où nous décrivions la pertinence des règles d’arrêt pour la validité 

bayésienne des inférences bayésiennes sauf si tous les modèles et distributions antérieures étaient corrects, 

et plus récemment dans Ferriss (thèse de doctorat à l’Université Harvard, 2018), où on a examiné les 

conséquences d’une reprise de randomisation dans des expériences sur cette même validité bayésienne. Bien 

qu’incapable d’approcher de l’idéal bayésien sans la connaissance de modèles justes, un statisticien peut 

rester soucieux de calage en un sens plus important et de sagesse au sens fiducial d’absence de conclusions 

contredites par l’ensemble de données effectivement analysé. C’est ce que j’appellerai le « calage 

conditionnel » en expliquant ici cette idée jugée étonnamment élusive. 

Allons-y d’abord d’un petit aparté quant à l’idée d’un calage conditionnel : dans une visite à l’Université 

de Californie à Berkeley dans les années 1970 où mon bureau jouxtait celui de Jerzy Neyman à la retraite 

mais encore intellectuellement vert et ingambe, celui-ci s’est clairement dit d’avis qu’un tel conditionnement 
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à des fins d’inférence statistique était pour ainsi dire impossible à bien définir, du moins dans le contexte de 

notre examen à l’époque du désir chez Fisher d’un conditionnement sur des statistiques ancillaires pour 

l’inférence. 

Autre aparté, je pense que, fondamentalement, et Neyman et Fisher désiraient, du moins dans leur 

jeunesse, être de bons bayésiens en recherchant tous deux une distribution pour les paramètres en 

conditionnement par les données observées, mais en optant pour des solutions mathématiques très 

différentes, comme on peut le voir dans Rubin (2016). Fisher (1956) s’est exprimé tout à fait clairement sur 

cet objectif fiducial : « Dans l’argument fiducial, on se sert des observations pour changer l’état logique du 

paramètre [inconnu] en passant d’une totale ignorance et de l’impossibilité d’une formulation de probabilité 

à une situation de variable aléatoire ayant une distribution bien définie » [traduction]. Les valeurs du 

paramètre qui n’étaient guère étayées dans cette distribution fiduciale étaient celles qui étaient 

stochastiquement contredites par les données observées. En d’autres termes, si elles étaient vraies, il était 

improbable qu’elles engendrent les données observées, preuve stochastique par contradiction. Malgré 

l’attrait intuitif de cette approche, ses fondements mathématiques n’ont pas été acceptés par tous (voir entre 

autres Dempster, 1967; Martin et Liu, 2016). 

Neyman n’était pas aussi direct que Fisher dans sa recherche d’une distribution pour le paramètre, mais 

considérons sa définition initiale de l’« intervalle de confiance » (Neyman, 1934), qui faisait largement 

appel à une certaine logique bayésienne : 
 

Supposons que nous tirons des échantillons, ,  d’une certaine 
population π.  Nous nous intéressons à un certain caractère collectif 
de cette population, θ  disons. Notons par x  un caractère collectif 
de l’échantillon   et posons aussi que nous avons été capables de 
déduire sa distribution de fréquence, disons ( θ),p x ½  dans un 
échantillonnage répété, et que le tout dépend du caractère collectif 
inconnu, θ,  de la population π.   

Notons maintenant par (θ)  la distribution probabiliste inconnue 
a priori de θ.   
[…] La probabilité d’être dans l’erreur est inférieure ou au plus égale 
à 1 ε,  et ce, quelle que soit la loi de probabilité a priori, (θ).   

Je propose d’appeler « coefficient de confiance » la valeur ε,  
choisie d’une manière tout à fait arbitraire. Si nous choisissons, par 
exemple, ε ,99  et trouvons pour chaque x  possible les intervalles 

1 2[θ ( ), θ ( )]x x  aux propriétés définies, nous pourrions en gros 
décrire la position en affirmant que l’on peut être sûr à 99 % que θ  
se situe entre 1θ ( )x  et 2θ ( ).x    
[…] J’appelle les intervalles 1 2[θ ( ), θ ( )]x x  les intervalles de 
confiance correspondant au coefficient de confiance ε.  
[traduction] 

 

Figure 3.1  Définition de l’intervalle de confiance par Neyman (1934, pages 589 et 590). 

 
4  Calage dans une perspective de simulation 
 

Considérons comment on peut évaluer une procédure proposée, appelons-la ,P  à appliquer à un 

ensemble de données, appelé ,Y  qui est encore à tirer d’une population; P  est une fonction spécifiée des 
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données Y  et servira à estimer un paramètre, soit la quantité scalaire ,Q  décrivant un aspect de la population 

d’où Y  est tiré. Pour simplifier la description, soit P  un intervalle à 95 % pour ;Q  le calage sera exact si 

P  comprend Q  dans très précisément 95 % des échantillons répétés. Nous savons en outre que Y  est tiré 

de sa population par le plan de sondage ,D  qui est connu et fixe dans tout ce traitement. Pour concrétiser, 

disons que D  est un plan d’échantillonnage aléatoire simple. Si D  est connu au stade du plan de sondage, 

l’ensemble de données Y  ne l’est pas encore. Posons en outre, là encore pour simplifier, que tous les 

« experts » intéressés par ce problème s’entendent sur un ensemble de K  « vérités » possibles pour décrire 

la population inconnue dont on tirera l’ensemble de données Y  par le plan de sondage .D  Notons ces 

vérités possibles par 1 2, , ,, KT T T  et les valeurs de leurs paramètres locaux (pour les diverses vérités) par 

1 2, , ,, KQ Q Q  où   ,k kQ Q T   pour 1, , ,k K   et pour la fonction ,Q  commune à toutes les vérités 

possibles. Le paramètre Q  est la valeur de la fonction Q  évaluée à sa vérité réelle. 

Les kQ  sont ici appelés les paramètres locaux des vérités. Autant que je sache, Neyman n’a jamais 

formellement considéré de tels paramètres locaux, mais j’y vois un point important de raccordement avec 

l’optique bayésienne et la sagesse du statisticien. Il n’y a qu’une des vérités possibles qui soit la bonne. 

L’objectif de l’inférence est la valeur de Q  pour la vérité engendrant l’ensemble à venir de données 

observées .Y  

Il est alors possible de décrire mathématiquement d’une manière compacte la collection de K  vérités 

possibles, de sorte que K  puisse être essentiellement infini. Un exemple de telles vérités et de leurs 

paramètres locaux pourrait être K  populations univariées gaussiennes aux moyennes locales inconnues 

,k  et avec le paramètre scalaire Q  égal à la moyenne pour la population vraie. Autre possibilité, les vérités 

pourraient être tous les vecteurs -N dimensionnels possibles de nombres réels, c’est-à-dire la configuration 

standard d’une population finie pour un échantillonnage d’enquête avec N  unités et une variable scalaire, 

comme dans Cochran (1963) et Kish (1965) où le paramètre Q  est typiquement la moyenne des N  valeurs 

pour la population vraie. 

Continuons en définissant un calage simple par simulation pour fixer nos idées. Cette simulation nous 

permettra de définir les concepts applicables dans tout cet article, dont la notion clé de calage conditionnel. 

Supposons que, pour chaque vérité possible , 1, , ,k k KT    avec le paramètre local ,kQ  nous avons tiré 

J  ensembles de données notés , 1, , ,jkY j J   chacun tiré à l’aide du plan de sondage .D  À chacun de 

ces ensembles de données, nous appliquons la procédure P  pour créer une estimation par intervalles de kQ  

où, pour chaque , kk Q  est le même pour tous les  1, ,jkY j J  , tous les jkY  venant de la même vérité 

.kT  Nous évaluons ensuite si, dans l’application de P  aux ,jkY  l’intervalle obtenu comprend le paramètre 

local .kQ  La proportion d’ensembles de données,  , 1, , ,jkY j J   pour laquelle l’intervalle P  

comprend kQ  est appelée calage local (couverture locale) de la procédure P  pour la ek  vérité; ce calage 

est noté kC  pour 1, , .k K   Pour évaluer des estimateurs ponctuels plutôt que des estimateurs par 

intervalles, nous pourrions remplacer le calage de P  pour kQ  par le biais ou l’erreur quadratique moyenne 

de l’estimation ponctuelle de .kQ  

Nous décrivons cette simulation au tableau 4.1 où chaque colonne représente une vérité possible et où 

les J  lignes représentent les J  ensembles de données générés sous chaque vérité. 
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Tableau 4.1 
Représentation de la simulation (où chaque colonne correspond à une vérité possible) 
 

Paramètres locaux :  1 1Q Q T   …  k kQ Q T   …  K KQ Q T   

 11Y  … 1kY  … 1KY  

...     

...     

...    

1jY  … jkY  … jKY  

...     

...     

...    

1JY  … JkY  … JKY  

Calage de P  pour :kQ  1C  … kC  … KC  

 
Définissons maintenant un calage local avec 95 % pour représenter tout degré de couverture. Une 

estimation par intervalles à 95 % de ,Q P  sera dite à calage prudemment local (pour la vérité )kT  si 

kC   95 %; Nous pourrions dire que P  est à calage approximativement local (pour la vérité )kT  si kC  

est proche de 95 %, mais cette idée n’a jamais été formellement définie par Neyman, bien que, dans 

l’examen de Neyman (1934) par Fisher (1934), nous puissions voir que Fisher avait quelque chose de 

semblable à l’esprit dans sa critique de la formulation de Neyman. 

Suivons Neyman et appelons l’estimation par intervalles P  calage de confiance pour l’ensemble des 

vérités possibles  , 1, , ,kT k K   si tous les >=kC  95 % ou, pour revenir à la définition initiale de 

Neyman, P  est simplement appelée intervalle de confiance à 95 % pour .Q  Le point essentiel ici à propos 

du calage est que tout ce qui importe à un fréquentiste neymanien à la peau dure au moment d’évaluer la 

validité d’une procédure P  est de savoir si la collection de valeurs kC  pour cette procédure est supérieure 

dans tous les cas au niveau nominal pour .P  Il est question ici de « confiance », parce que lorsque confronté 

avec les résultats du tableau 4.1 pour la procédure P  et avec un examen critique ayant permis de choisir 

une vérité parmi toutes les vérités possibles, on doit être « confiant » que le résultat d’appliquer P  à *Y  

sera un intervalle incluant .Q  

Ces évaluations d’un calage de confiance à 95 % sont bien définies, quelle que soit l’étiologie de la 

procédure .P  MAIS il reste qu’on peut se demander si elles conviennent statistiquement à l’évaluation de 

P  comme estimation par intervalles à 95 % de l’inconnue Q  après prise en compte d’un ensemble de 

données particulier, *Y  disons ? En d’autres termes, avec une occurrence spécifique de Y  que nous 

appelons * ,Y  le 95 % attaché à P  reflète-t-il nécessairement le jugement d’un sage statisticien ? Peut-être 

devrions-nous seulement rechercher des procédures approximativement calées pour les vérités susceptibles 

d’avoir engendré le *Y  observé. 

Considérons maintenant la perspective bayésienne formelle, parce qu’elle nous éclaire sur la notion de 

sagesse après la prise en compte de * .Y Y  
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5  Distribution postérieure bayésienne de Q  
 

L’approche bayésienne diffère de l’approche neymanienne (et de l’approche fiduciale de Fisher) si nous 

formulons le problème de manière à pouvoir calculer une distribution probabiliste conditionnelle réelle du 

paramètre Q  en utilisant les lois de la théorie de la probabilité pour conditioner sur le fait que les données 

observées correspondent à * .Y  Nous appellerons cette distribution la distribution postérieure de ,Q  c’est-à-

dire postérieure à avoir constaté * .Y Y  Pour que cela se fasse formellement, Q  doit être une variable 

aléatoire avec une distribution probabiliste de départ appelée distribution antérieure, c’est-à-dire antérieure 

à avoir vu les données. Dans ce cadre, la distribution antérieure est une distribution sur les paramètres locaux 

possibles, c’est-à-dire un ensemble de K  probabilités (sommant à un), une probabilité pour chaque vérité 

possible. Cette distribution antérieure est pour l’essentiel un ensemble de K  poids  , 1, ,kW k K   

selon que des experts jugent antérieurement que chacun des K  paramètres locaux possibles est le bon. Le 

fréquentiste neymanien n’a que faire de tels poids sur l’ensemble des vérités possibles, puisque le 95 % est 

censée valoir pour tout ensemble de poids et donc pour chaque vérité possible (c’est-à-dire pour toutes les 

K  distributions antérieures de masse ponctuelle). 

Voyons maintenant la partie de l’argument qui propose de s’écarter de l’affirmation que m’a faite 

Neyman dans les années 1970 que l’inférence conditionnelle est trop difficile. Dans le contexte de la 

simulation que nous venons d’évoquer et compte tenu d’une certaine logique bayésienne ou fiduciale devant 

un ensemble réel de données observées * ,Y  on devrait s’attarder aux parties de la simulation où le jkY  

produit correspond à * .Y  Les autres jkY  peuvent être laissés de côté (du moins dans une description 

idéalisée comme la nôtre où J  est essentiellement infini) parce que, pour être pleinement bayésien, nous 

nous devons de conditioner sur * .Y Y  

En fait, prenons la simulation elle-même pour décrire la distribution postérieure bayésienne de ,Q  

c’est-à-dire la distribution de Q  conditionnée par * .Y Y  Soit *
kM  la proportion des J  valeurs de jkY  

correspondant à *Y  pour 1, , ;k K   en d’autres termes, *
kM  est, pour la vérité ,kT  la proportion des 

ensembles de données engendrés par la vérité kT  qui correspondent à l’ensemble réel de données * . Y  Si 

*  kM  est nul, la vérité possible a priori kT  ne pourrait être la vérité réelle, parce qu’elle ne pourrait avoir 

engendré l’ensemble de données observées * .Y  La probabilité postérieure que le paramètre Q  corresponde 

à ,kQ  la valeur locale de Q  pour la vérité ,kT  est la moyenne pondérée des proportions, * ,kM  pondérées 

par ,kW  la probabilité antérieure que kT  soit la juste vérité. Ici, la moyenne pondérée des proportions est 

généralement notée ,k  où k  pour l’ensemble de données observées *Y  est notée *
k  et correspond à 

 *
1

* ;
K

k k k kk
M W M W   nous pourrions appeler *

k  la capacité estimée de la vérité kT  à correspondre à 

l’ensemble de données observées * .Y  Cette description de la distribution postérieure de Q  par simulation 

vient de Rubin (1984); voir la figure 5.1. 
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Posons que nous tirons d’abord des valeurs équiprobables de   à partir de 
( ),p   et notons-les 1 , , .s   On peut penser aux , 1, ,j j s    comme 

représentant les populations susceptibles d’avoir engendré les X  observés. 
Pour chaque ,j  nous tirons maintenant un X  de ( );jf X  ½ =  notons ces 
valeurs 1, , .sX X  Les jX  représentent les valeurs de jX  qui pourraient 
avoir été observées avec le modèle complet ( ) ( ).f X p ½  Certains des X  
ressembleront aux X  observés et beaucoup n’y ressembleront pas. Bien sûr, si 
on considère le degré d’arrondissement et le nombre de valeurs possibles de 

,X s  pourrait avoir à être très grand, de sorte que les jX  produits s’accordent 
avec les X  observés, mais cela ne pose aucun problème dans notre expérience 
conceptuelle. Posons à présent que nous regroupons tous les jX  s’accordant 
avec les X  observés, puis tous les j  qui correspondent à ces .jX  Cette 
collection de j  représente les valeurs de   qui pourraient avoir engendré les 
X  observés. Formellement, cette collection n’est autre que la distribution 

postérieure de .  Un intervalle qui comprend 95 % de ces valeurs de   est un 
intervalle de probabilité à 95 % pour .  C’est là l’interprétation en fréquence 
que, dans le modèle en question, 95 % des populations qui pourraient avoir 
produit les données sont comprises dans l’intervalle à 95 %. 
[traduction] 

 

Figure 5.1  Description de la distribution postérieure dans Rubin (1984). 
 

Il y a des inconvénients à cette approche. Demandons-nous d’abord d’où viennent les poids antérieurs 

kW  et qui sont les experts qui fournissent cette pondération ? Peut-être devrions-nous trouver un moyen 

d’éviter ces poids antérieurs par trop subjectifs. Ensuite, peut-être devrions-nous assouplir l’exigence d’une 

stricte égalité entre l’ensemble de données produites jkY  et l’ensemble de données observées *Y  de sorte 

que le jkY  produit n’ait pas à correspondre exactement à * ,Y  mais seulement à donner l’impression de venir 

de la même distribution que *Y  et donc de correspondre à *Y  d’une certaine manière. 

Étendons-nous sur ce second point d’abord, qui est clairement important lorsque nous essayons de 

réaliser une simulation réelle comme notre simulation idéalisée avec un budget limité. Une égalité 

approximative peut s’obtenir entre Y  produit et *Y  observé avec des statistiques exhaustives à peu de 

dimensions, parce que seules ces statistiques ont à correspondre. Mais cette idée d’un ensemble produit 

proche d’un ensemble observé *Y  est à la base même de tout ce qui se fait avec cette description de la 

distribution postérieure dans un calcul bayésien approximatif « CBA », d’abord décrit dans le paragraphe 

de la figure 5.1 (https://en.wikipedia.org/wiki/Approximate_Bayesian_computation, Tavare, Balding, 

Griffiths and Donnelly, 1997). Nous posons simplement pour l’instant que nous avons choisi une telle 

métrique pour définir la fonction kM  et l’utilisons pour définir la possibilité pour la vérité kT  d’engendrer 

les ensembles de données qui correspondent aux données observées * .Y  

 
6  Évaluation de la procédure P  par un statisticien adepte du calage 

conditionnel 
 

Une fois établies les définitions de base des sections 4 et 5 pour kC  (calage local de P  pour kQ  sous 

)kT  et *
kM  (possibilité d’appariement de kT  pour * ),Y  nous sommes prêts à examiner le concept de calage 

conditionnel (CC) et de faire le lien avec la sagesse du statisticien après l’obtention des données observées 
* .Y  

Le calage conditionnel a le même point de départ que le calage inconditionnel neymanien, mais se montre 

sensible aux arguments bayésien et fiducial en écartant les résultats de vérités possibles dont les ensembles 

de données tirées jkY  ne sont pas proches de *Y  selon les taux d’appariement * .kM  Le point à faire valoir 
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est le suivant : Pourquoi se soucier de calage là où les vérités possibles a priori ne pourraient avoir engendré 

le *Y  observé, c’est-à-dire là où les vérités sont invraisemblables a posteriori ? Mais la perspective du 

calage conditionnel n’a pas à aller jusqu’à tout l’extrême bayésien, car dans ce cas on écarte tous les aspects 

de la simulation sauf les vérités qui ont engendré les ensembles de données correspondant exactement à 

l’ensemble de données observées et on exploite expressément ensuite la distribution antérieure souvent 

faiblement justifiée,  ,kW  pour pondérer les taux locaux d’appariement. 

Il y a donc lieu de condenser notre simulation où nous évaluons une procédure P  d’inférence sur le 

paramètre Q  par les données observées * ,Y  et ce, en appliquant un critère double, à savoir le calage local 

de P  pour kQ  sous la vérité kT  (soit )kC  et le taux d’appariement local pour la vérité ,kT  c’est-à-dire la 

proportion de jkY  produits sous la vérité kT  et jugés correspondre à *Y  (soit * ,kM  la proportion de jkY  

assimilables à * ).Y  Ces vérités possibles avec *
kM  proches de l’unité valent clairement plus dans cette 

situation avec l’ensemble de données observées *Y  que les vérités avec *
kM  proches de zéro. 

Ainsi, la procédure P  appliquée à chaque vérité possible avec les données observées *Y  peut se 

représenter par K  points dans un graphique bidimensionnel où l’axe horizontal est l’appariement moyen 

entre *Y  et les ensembles de données engendrés par la vérité kT  (soit * )kM  et où l’axe vertical est le calage 

local de P  pour les ensembles engendrés par la vérité kT  (soit ).kC  C’est ce que nous appelons le graphique 

de calage conditionnel que nous illustrons et analysons à la section 7. Ce qui sera d’un grand intérêt pour de 

sages inférences au sujet des vérités possibles avec l’ensemble de données observées * ,Y  c’est qu’un grand 

nombre de procédures peuvent être représentées dans un même graphique de calage conditionnel pour un 

ensemble fixe de données *Y  et un ensemble fixe de vérités possibles. 

 

7  Graphique de calage conditionnel à l’usage d’un sage statisticien 
avec l’ensemble de données observées *Y  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Figure 7.1 Graphiques de kC  en fonction de *
kM  pour un ensemble fixe de données avec 9K   vérités  

(en colonne). 
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Le statisticien adepte du calage conditionnel (CC) qui a à estimer Q  par la procédure P  à partir de 

l’ensemble de données *Y  veut que kC  soit un calage approximatif, c’est-à-dire proche de 95 %, surtout 

pour les vérités ayant de grandes valeurs * ,kM  c’est-à-dire pouvant vraisemblablement avoir engendré * .Y  

En d’autres termes, lorsqu’il compare des procédures d’estimation de Q  avec * ,Y  le sage statisticien non 

seulement se soucie d’effectuer un calage inconditionnel prudent (avec couverture de confiance), mais vise 

plus particulièrement un calage exact en fonction des vérités vraisemblables. Il ne voudra pas tenir compte 

implicitement du calage de procédures pour des vérités invraisemblables compte tenu de * .Y  

La figure 7.1 présente des résultats hypothétiques de simulation avec un ensemble fixe de données *Y  

et un ensemble fixe de neuf vérités possibles (avec neuf taux locaux d’appariement avec * )Y  pour trois 

procédures imagées par des émoticônes. L’axe vertical n’est pas linéaire pour ,kC  mais étiré pour les valeurs 

de kC  plus proches de l’unité auxquelles nous nous intéressons. Une procédure est désignée « sourire », 

parce qu’elle est approximativement calée ( kC  proche de 95 %) pour les vérités susceptibles d’avoir 

engendré *Y *( kM  proches de 1), bien qu’elle soit mal calée ( kC  bien inférieur à 95 %) pour les vérités 

possibles a priori jugées invraisemblables compte tenu de l’ensemble de données observées *Y *( kM  bien 

inférieurs à 1). Une deuxième procédure reçoit un « froncement de sourcils », parce qu’elle n’est pas 

approximativement calée et ne vaut pas (son calage local est nettement inférieur à 95 %), même pour les 

vérités vraisemblables compte tenu de * .Y  La troisième procédure reçoit l’émoticône « neutre [IC] » parce 

que, même si l’intervalle de confiance vaut au sens de Neyman avec un calage local minimal d’au moins 

95 %, elle n’est pas approximativement calée pour les vérités vraisemblables compte tenu de l’ensemble de 

données observées * .Y  Pour moi, cette procédure pourrait recevoir un froncement de sourcils léger, mais 

peut-être pas aux yeux de Neyman à en juger par notre conversation des années 1970. 

Répétons qu’un calage neymanien (prudence = confiance) pour chaque procédure ne tient formellement 

compte que des kC  minimaux des procédures en question pour tout l’ensemble de vérités possibles a priori. 

Un bayésien rigide regarde seulement la moyenne pondérée des *
kM  à l’échelle des vérités possibles en 

pondération par la distribution antérieure possiblement incertaine pour les vérités, .kW  Le sage statisticien 

adepte du calage conditionnel se soucie, lui, d’un calage local approximatif des procédures pour les vérités 

jugées vraisemblables. Si une procédure P  à intervalle de confiance à 95 % présente des valeurs kC  

largement supérieures à 95 % pour les vérités vraisemblables, ce serait qu’il existerait de meilleures 

procédures CC dans cette situation pour l’ensemble de données * ,Y  c’est-à-dire des procédures en calage 

plus efficientes et donc des intervalles plus courts. À noter, par exemple, que la procédure à intervalle de 

confiance valide à la figure 7.1 (émoticône neutre) a un calage conditionnel pire que la procédure du « bon 

sourire », et ce, bien qu’un rival vraisemblable au stade du plan de sondage doive être tenu pour inférieur à 

cette même procédure après prise en compte de l’ensemble de données *,Y  parce qu’il est trop prudent pour 

certaines des vérités pertinentes. 

 
8  Mise en pratique de cette idée 
 

Pour mettre cette idée en pratique, il faudrait un certain travail et sûrement plus de travail intellectuel 

qu’il ne s’en fait actuellement dans nombre d’études statistiques. Cette mise en pratique débuterait là même 

où s’amorcent à présent les études soigneusement construites. Nous commencerions par regarder un jeu de 
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procédures dont chacune serait habituellement en calage prudent au sens classique pour le problème à 

résoudre. Ainsi, nous nous enquerrions des opinions d’experts sur les vérités généralement vraisemblables 

dans ce cas bien précis; c’est une étape qui est franchie pour certains des problèmes actuellement étudiés, 

mais normalement d’une manière informelle. 

Si possible, nous recueillerions ensuite certains renseignements pour les ,kW  soit la pondération 

antérieure des vérités possibles; ces poids pourraient aider par la suite à dégager les moyennes 

d’appariements kM  (pas d’astérisque encore, parce que les données *Y  n’ont pas encore été observées). 

Nous devrions rechercher un accord sur la façon de définir kM  et de juger de l’utilisation éventuelle de la 

pondération antérieure .kW  C’est là une tâche relevant d’un calcul bayésien approximatif (CBA). Il faudrait 

enfin s’entendre sur la façon d’utiliser le graphique CC pour comparer les diverses procédures considérées. 

Tout cela devrait se faire avant l’obtention de l’ensemble de données observées * .Y  Pour cette seule 

raison déjà, l’application d’une telle idée exige plus intellectuellement que la pratique usuelle, mais un sage 

statisticien ne s’y soustraira pas. 
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Un modèle hiérarchique bayésien bivarié  
pour estimer les taux de location au comptant  

de terres cultivées au niveau du comté 

Andreea Erciulescu, Emily Berg, Will Cecere et Malay Ghosh1 

Résumé 

Le National Agricultural Statistics Service (NASS) du United States Department of Agriculture (USDA) est 
chargé d’estimer les taux moyens de location au comptant au niveau du comté. Par taux de location au comptant, 
on entend la valeur marchande des terres louées à l’acre contre argent comptant seulement. Les estimations des 
taux de location au comptant sont utilisées par les agriculteurs, les économistes et les responsables des politiques. 
Le NASS recueille des données sur les taux de location au comptant au moyen de la Cash Rent Survey. Comme 
les tailles d’échantillon réalisées au niveau du comté sont souvent trop petites pour permettre des estimateurs 
directs fiables, des prédicteurs fondés sur des modèles mixtes sont étudiés. Nous spécifions un modèle bivarié 
pour obtenir des prédicteurs des taux de location au comptant en 2010 pour les terres cultivées non irriguées à 
l’aide de données provenant de la Cash Rent Survey de 2009 et de variables auxiliaires provenant de sources 
externes, dont le Recensement de l’agriculture de 2007. Nous utilisons des méthodes bayésiennes pour 
l’inférence et présentons les résultats pour l’Iowa, le Kansas et le Texas. L’intégration des données de l’enquête 
de 2009 grâce à un modèle bivarié mène à des prédicteurs dont les erreurs quadratiques moyennes sont plus 
petites que celles des prédicteurs fondés sur un modèle univarié. 

 
Mots-clés : Bayésien hiérarchique; modèle mixte bivarié; réconciliation. 

 
 

1  Introduction 
 

Le National Agricultural Statistics Service (NASS) du United States Department of Agriculture (USDA) 

réalise des centaines d’enquêtes chaque année pour obtenir des estimations concernant divers aspects de 

l’agriculture aux États-Unis. La production totale, la superficie récoltée et le rendement des cultures sont 

des exemples de paramètres qu’estime le NASS. L’estimation pour des domaines à un niveau infra-État, 

tels que les comtés, est difficile en raison des petites tailles d’échantillon. Nous nous intéressons à 

l’estimation du taux de location au comptant au niveau du comté, c’est-à-dire la valeur marchande des terres 

louées à l’acre contre paiement comptant seulement. 

Les estimations des taux de location au comptant au niveau du comté ont de multiples utilisations. Les 

agriculteurs s’appuient sur ces estimations pour établir les ententes de location (Dhuyvetter et Kastens, 

2009). Les agronomes les utilisent pour étudier des questions de recherche portant sur les interactions entre 

les taux de location au comptant et d’autres caractéristiques économiques, dont les prix des produits et les 

coûts de carburant (Woodard, Paulson, Baylis et Woddard, 2010). Les estimations des taux moyens de 

location au comptant au niveau du comté publiées par le NASS ont des incidences sur le Conservation 

Reserve Program, une politique qui vise à encourager les propriétaires de terres agricoles à les conserver. 

Les Farm Bills de 2008 et de 2014 exigent que le NASS recueille des données sur les taux de location au 

comptant pour trois catégories d’utilisation des terres, à savoir les terres cultivées non irriguées, les terres 
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cultivées irriguées et les pâturages permanents, pour les comtés possédant au moins 20 000 acres de terres 

cultivées ou de pâturages. 

Afin de répondre aux exigences des Farm Bills de 2008 et de 2014, le NASS réalise la Cash Rent Survey. 

Une préoccupation tient au fait que les estimateurs directs des moyennes de comté d’après les données de 

la Cash Rent Survey pourraient être instables en raison des petites tailles d’échantillon réalisées. Nous 

étudions l’utilisation de modèles mixtes (Rao et Molina, 2015) pour stabiliser les estimateurs des taux 

moyens de location au comptant au niveau du comté. Le NASS publie les estimations des taux moyens de 

location au comptant au niveau de l’État avant que le calcul des estimations au niveau du comté d’après la 

Cash Rent Survey soit achevé. Pour maintenir la cohérence interne, les prédicteurs au niveau du comté 

doivent satisfaire une contrainte de réconciliation. 

Dans un cadre fréquentiste, Berg, Cecere et Ghosh (2014) utilisent des modèles au niveau du domaine 

pour prédire les taux de location au comptant au niveau du comté pour tous les États et pour les trois 

catégories d’utilisation, à savoir les terres cultivées non irriguées, les terres cultivées irriguées et les 

pâturages permanents. Pour chaque combinaison de catégorie d’utilisation des terres et d’État, la méthode 

de Berg et coll. (2014) utilise des données provenant de deux années. L’hypothèse que les variances pour 

les deux années sont les mêmes motive la transformation de Pitman-Morgan, qui convertit le vecteur 

d’observations pour les deux points dans le temps en une moyenne et une différence. Après l’application de 

modèles univariés distincts à la moyenne et à la différence, le prédicteur pour chaque point dans le temps 

s’obtient en ajoutant le prédicteur de la moyenne à la moitié du prédicteur de la différence. On a démontré 

que la méthode de Berg et coll. (2014) est une approche pratique pour obtenir des prédictions raisonnables 

dans toute une gamme de conditions. Néanmoins, les effets des hypothèses simplificatrices justifient une 

étude supplémentaire. Si les variances pour les deux points dans le temps diffèrent, alors, comme le discutent 

Berg et coll. (2014), l’estimateur de l’erreur quadratique moyenne (EQM) basé sur la transformation de 

Pitman-Morgan peut présenter un biais négatif. De surcroît, la méthode de Berg et coll. (2014) ne tient pas 

compte de l’effet de la réconciliation dans l’estimation de l’EQM. 

La présente étude aborde les questions des variances non constantes au cours du temps et de l’effet de la 

réconciliation sur l’efficacité dans le contexte de la Cash Rent Survey du NASS au moyen d’un modèle 

hiérarchique bayésien (HB) bivarié pour les données au niveau de l’unité. Le modèle est suffisamment 

flexible pour permettre que les variances diffèrent entre les deux points dans le temps. L’utilisation de 

méthodes bayésiennes pour l’inférence facilite l’estimation de l’augmentation de l’EQM a posteriori due à 

la réconciliation. Une autre innovation de l’approche HB bivariée est qu’elle intègre les poids de sondage 

dans le modèle de variance. Nous cherchons aussi à améliorer l’efficacité des prédicteurs pour des situations 

particulières, par rapport à Berg et coll. (2014), en permettant que les covariables diffèrent entre les États. 

Datta, Day et Maiti (1998) examinent des modèles HB bivariés pour les données sur la superficie des 

cultures au niveau du comté de Battese, Harter et Fuller (1988). Notre modèle étend celui de Datta et coll. 
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(1998) afin de tenir compte d’une relation entre la pondération et la variance, ainsi que d’une structure de 

données non équilibrée. 

Nous nous concentrons sur la prédiction des taux de location au comptant au niveau du comté pour les 

terres cultivées non irriguées en utilisant les réponses aux éditions de 2009 et 2010 de la Cash Rent Survey, 

ainsi que des sources externes d’information auxiliaire. À la section 2, nous discutons des données d’enquête 

et de l’information auxiliaire en détail. Nous décrivons le modèle HB bivarié à la section 3. À la section 4, 

nous résumons les résultats pour les terres cultivées non irriguées en Iowa, au Kansas et au Texas. À la 

section 5, nous donnons un résumé et discutons d’éventuels futurs travaux de recherche applicables à 

l’estimation des taux de location au comptant de terres cultivées, ainsi qu’à l’estimation sur petits domaines 

de manière plus générale. 
 

2  Données pour la modélisation des taux de location au comptant de 
terres cultivées non irriguées 

 

2.1  Cash Rent Survey du NASS 
 

Le NASS a mis en œuvre la Cash Rent Survey (enquête sur la location au comptant) en réponse au Farm 

Bill de 2008. L’objectif particulier de cette enquête est d’obtenir des estimations au niveau du comté des 

taux moyens de location au comptant pour trois catégories d’utilisation des terres, à savoir les terres cultivées 

non irriguées, les terres cultivées irriguées et les pâturages permanents. Les données sur lesquelles porte 

notre étude proviennent des éditions de 2009 et 2010 de la Cash Rent Survey. 
 

2.1.1  Plan de sondage de la Cash Rent Survey du NASS 
 

Les éditions de 2009 et de 2010 de la Cash Rent Survey ont été réalisées selon un plan de sondage 

stratifié. Pour définir la stratification, neuf groupes ont été formés en se basant sur le montant total de 

location, en dollars, qu’une exploitation avait déclaré lors d’enquêtes et de recensements précédents. Les 

strates sont les intersections des neuf groupes et des districts statistiques agricoles. Un district statistique 

agricole est un groupe de comtés contigus à l’intérieur d’un État, qui sont considérés comme ayant des 

caractéristiques agricoles similaires. Les fractions d’échantillonnage dans les strates sont définies de 

manière que les exploitations ayant déclaré des montants monétaires de location élevés lors d’enquêtes et 

de recensements précédents aient de plus grandes probabilités de sélection. Le même échantillon, dont la 

taille au niveau national était d’environ 224 000 exploitations, a été utilisé pour les éditions de 2009 et de 

2010 de la Cash Rent Survey. Une unité peut n’avoir répondu qu’une seule année en raison d’une non-

réponse ou parce que l’exploitation n’avait été partie à une entente de location que l’une des deux années. 
 

2.1.2  Relations entre les loyers au comptant des terres cultivées non irriguées 
en 2009 et en 2010 

 

Pour une catégorie d’utilisation des terres particulière, un estimateur direct prend la forme d’un ratio 

d’une somme pondérée des montants en dollars de location à une somme pondérée des nombres d’acres 
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loués. Le poids associé à un répondant est égal à la taille de la population de la strate contenant le répondant 

divisée par le nombre d’unités répondantes dans cette strate. Berg et coll. (2014) explorent les liens entre 

les estimations directes pour deux années. Pour les États considérés dans Berg et coll. (2014), la corrélation 

entre les estimations directes pour les deux années varie de 0,20 à 0,99, où la corrélation est celle entre les 

comtés pour un État particulier. Comme nous mettons l’accent sur les modèles au niveau de l’unité, nous 

nous concentrons sur les relations au cours du temps au niveau de l’unité. 

Pour mesurer la corrélation entre les taux de location au comptant déclarés en 2009 et en 2010 au niveau 

de l’unité (exploitant agricole), nous calculons les différences entre les taux de location au comptant au 

niveau de l’unité pour les terres cultivées non irriguées et la moyenne d’échantillon pour un comté. Seuls 

les individus qui déclarent un taux de location au comptant pour les terres cultivées non irriguées les deux 

années sont utilisés pour calculer les différences. La différence pour l’année t  est . ,ijt i ty y  où ijty  est le 

loyer au comptant par acre pour les terres cultivées non irriguées déclaré par l’exploitant j  dans le comté 

i  durant l’année ,t  et .i ty  est la moyenne d’échantillon des ijty  dans le comté i  pour les exploitants ayant 

déclaré un taux de location au comptant de terres cultivées non irriguées en 2009, ainsi qu’en 2010. Les 

écarts entre les taux de location au comptant individuels et les moyennes de comté pour le Kansas sont 

représentés graphiquement à la figure 2.1. Une relation linéaire existe entre les écarts pour 2009 et 2010 

pour le Kansas, et la corrélation entre les écarts pour 2009 et les écarts pour 2010 est de 0,7. Dans la 

figure 2.1, les valeurs extrêmes reflètent la forte variabilité des taux de location au comptant des terres 

cultivées non irriguées à l’intérieur d’un comté au Kansas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 2.1 Écarts des taux de location au comptant au niveau de l’unité par rapport aux moyennes de comté 

pour 2009 (axe des x) et pour 2010 (axe des y) pour les unités ayant déclaré des taux de location au 
comptant de terres cultivées non irriguées les deux années. 
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2.2  Information auxiliaire 
 

En vue d’améliorer la précision des estimateurs des taux moyens de location au comptant au niveau du 

comté, nous avons cherché des variables auxiliaires qui expliqueraient la variabilité entre les moyennes de 

comté, ainsi que la variabilité entre les unités dans un comté. L’information auxiliaire pour la modélisation 

des taux de location au comptant peut être obtenue auprès de plusieurs sources externes à la Cash Rent 

Survey. Les covariables possibles se répartissent en trois grandes catégories, selon que la covariable se 

rapporte principalement à la qualité des terres, à la valeur des produits vendus ou à d’autres caractéristiques 

agricoles. La liste qui suit résume les trois catégories de covariables, indique si chaque covariable est 

enregistrée au niveau du comté ou au niveau de l’unité, et précise si la covariable est disponible uniquement 

pour un État particulier. Les covariables au niveau de l’unité ne sont disponibles que pour les unités 

présentes dans l’échantillon de la Cash Rent Survey, tandis que les covariables au niveau du domaine sont 

traitées comme des moyennes de population. 
 

1. Qualité des terres 

• Quatre indices nationaux de productivité des cultures de base (NCCPIs pour National 

Commodity Crop Productivity Indexes) sont des covariables au niveau du comté disponibles 

pour tous les États. Trois indices propres au climat appelés NCCPI-maïs, NCCPI-blé et 

NCCPI-coton reflètent la qualité du sol pour les terres cultivées non irriguées dans trois 

conditions climatiques différentes (Dobos, Sinclair et Robotham, 2012). Le quatrième indice, 

Max-NCCPI, est le maximum des trois indices propres au climat. Au départ, les indices sont 

construits au niveau d’une « unité cartographique », c’est-à-dire une région dont les 

propriétés du sol sont relativement homogènes. Les covariables au niveau du comté sont des 

moyennes des indices sur l’ensemble des unités cartographiques dans un comté. 

• Un rendement en maïs moyen sur les années 2005 à 2009 est disponible au niveau du comté 

pour l’Iowa seulement. Tous les comtés de l’Iowa possèdent une estimation du rendement en 

maïs pour au moins une des années entre 2005 et 2009, et les années pour lesquelles une 

estimation du rendement manque pour un comté sont exclues de la moyenne pour ce comté. 

• Comme le Kansas présente une plus grande diversité agricole que l’Iowa, aucun rendement 

pour une culture unique n’est publié pour au moins une année entre 2005 et 2009 pour tous 

les comtés d’intérêt. Pour obtenir une covariable mesurée pour l’ensemble des comtés, nous 

avons construit un indice de rendement des terres cultivées non irriguées pour le Kansas. 

Nous avons d’abord calculé la moyenne des rendements publiés par le NASS pour le maïs, 

le blé et le sorgho en appliquant la méthode décrite pour les rendements en maïs de l’Iowa. 

Puis, nous avons standardisé les rendements moyens pour avoir une moyenne nulle et une 

variance de 1. L’indice de rendement des terres cultivées non irriguées pour un comté est 

défini comme le plus grand des trois rendements standardisés. (Pour le Texas, l’information 

disponible sur le rendement des cultures était trop rare pour pouvoir être utilisée pour définir 

une covariable.) 
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2. Valeur des produits vendus 

• La valeur totale de la production pour un comté, fondée sur le Recensement de l’agriculture 

de 2007, est disponible pour tous les États. 

• Les ventes prévues pour une exploitation (unité) consignées dans la base de sondage du 

NASS sont disponibles pour tous les États au niveau de l’unité. 
 

3. Autres caractéristiques agricoles 

• Le type d’exploitation agricole est une covariable catégorique au niveau de l’unité, disponible 

pour tous les États. Les exploitations agricoles sont réparties en 17 types dans la base de 

sondage du NASS. Pour définir une covariable, les types d’exploitation sont agrégés en deux 

groupes, à savoir 1) céréales et oléagineux et 2) autre. 

• Le nombre d’acres loués pour les terres cultivées non irriguées consigné sur le questionnaire 

de la Cash Rent Survey du NASS est disponible au niveau de l’unité pour tous les États. 

 
3  Modèle hiérarchique bayésien bivarié 
 

La corrélation entre les taux de location au comptant en 2009 et en 2010 observés à la section 2.1.1 

donne à penser que l’utilisation de l’information contenue dans les données pour 2009 pourrait améliorer 

les prédictions pour 2010. Un modèle hiérarchique bivarié pour un État est spécifié comme moyen d’intégrer 

les données pour les deux années. Soit ,ij ta  et ,ij ty  les nombres d’acres loués et de dollars de location par 

acre, respectivement, pour l’exploitant j  dans le comté i  durant l’année  = 09, 10 ,t t  et soit ,ij tx  le 

vecteur-colonne de dimension tp  associé aux variables auxiliaires. Pour les covariables qui sont constantes 

d’une année à l’autre et d’un individu à l’autre, , 109= .ij t ix x  Soit    
1

, ,= ,ij t ij t g ijt g ijtw a N n   où  g ijtN  et  g ijtn  

sont la taille de la population et le nombre de répondants, respectivement, dans l’année t  pour la strate g  

qui contient l’unité   .ij  

Pour spécifier le modèle, nous répartissons les répondants en trois ensembles : 

• l’ensemble 1 contient les unités  ij  qui déclarent un taux de location au comptant de terres 

cultivées non irriguées en 2009 ainsi qu’en 2010; 

• l’ensemble 2 contient les unités  ij  qui déclarent un taux de location au comptant de terres 

cultivées non irriguées en 2009 seulement; 

• l’ensemble 3 contient les unités  ij  qui déclarent un taux de location au comptant de terres 

cultivées non irriguées en 2010 seulement. 
 

Nous supposons que les observations dans l’ensemble 1 satisfont le modèle bivarié  

 
, 09 , 09 09 , 09 , 09

,10 ,10 10 ,10 ,10

= ,
ij ij i ij

ij ij i ij

y e

y e





   
        

x β

x β
 (3.1) 

où  
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  , 09 0,5 0,5

,10

N , ,
ij

wij ee wij

ij

e

e
 


 

 
0 D Σ D  (3.2) 

 , 09 ,10= diag ,wij ij ijw wD  et  

                                                              , 09

10

N , .
i

i










 
0 Σ  (3.3) 

Nous notons les éléments diagonaux de eeΣ  correspondant à 2009 et à 2010 par 09ee  et 10 ,ee  

respectivement. Pour les unités  ij  dans l’ensemble 2 ou 3, nous supposons que  

                                                                *
, , , ,= ,ij t ij t t i t ij ty e  x β  (3.4) 

où  * 1 2
, , ,N 0, ,ij t ij t e te w  = 09t  pour l’ensemble 2, et = 10t  pour l’ensemble 3. Le modèle permet non 

seulement que les variances des erreurs au niveau de l’unité diffèrent entre les points dans le temps, mais 

aussi que les variances des erreurs au niveau de l’unité pour les unités qui répondent aux deux points dans 

le temps diffèrent de celles pour les unités qui répondent seulement à un point dans le temps. La quantité à 

prédire pour 2010 est  

                                                                ,10 ,10 10 ,10= ,
ii N i  x β  (3.5) 

où ,10iNx  est la moyenne de population des covariables pour le comté .i  

Les variances des erreurs au niveau de l’unité, ,ij te  et *
, ,ij te  sont supposées être inversement 

proportionnelles au poids, , ,ij tw  pour deux raisons. Premièrement, l’introduction des poids dans le modèle 

vise à réduire le biais qui pourrait se produire si le plan est informatif pour le modèle. Comme nous 

l’expliquons à la section 2, les poids dépendent de la valeur monétaire des terres louées l’année précédente. 

Par conséquent, il est peu plausible que le plan de sondage puisse être informatif pour un modèle sans les 

poids. Si eeΣ  et vvΣ  sont diagonales, et si 2
, = ,e t eet   alors dans un cadre fréquentiste, le meilleur 

prédicteur linéaire sans biais empirique (EBLUP pour empirical best linear unbiased predictor) pour la 

moyenne du comté i  durant l’année t  est le pseudo-EBLUP convergent sous le plan de You et Rao (2002). 

La deuxième raison d’introduire les poids dans le modèle est que, d’après les analyses préliminaires, les 

variances des résidus diminuent à mesure que le nombre d’acres augmente. 

Des lois a priori propres, diffuses, sont spécifiées pour les coefficients de régression et les variances 

inconnus. En particulier,  6N , 10 ,tβ 0 I  et  2
, Gamma inverse 0,001; 0,001 .e t   Les matrices de 

covariance, eeΣ  et ,Σ  suivent une loi a priori de Wishart inverse de paramètre de forme 0,01 et de matrice 

d’échelle diagonale dont les éléments diagonaux sont de 0,001. Les paramétrisations des lois Gamma 

inverse et Wishart inverse sont tirées de Gelman, Carlin, Stern et Rubin (2009). Nous avons choisi des lois 

a priori possédant des formes conjuguées pour simplifier les calculs. Les hyperparamètres sont choisis de 

façon qu’ils soient non informatifs en ce qui concerne les données pour l’application de la Cash Rent Survey. 
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3.1  Échantillonnage de Gibbs et lois a posteriori 
 

Nous utilisons l’échantillonnage de Gibbs pour obtenir une approximation Monte Carlo de la loi 

a posteriori. Une analyse de la statistique de Brooks-Gelman-Rubin (BGR) (Gelman et coll., 2009) fondée 

sur trois chaînes MCMC, chacune comprenant 20 000 itérations, a indiqué que 1 000 itérations suffisaient 

pour l’apprentissage. Les analyses présentées à la section 4 sont fondées sur une chaîne de longueur 20 000 

pour chacun des trois États, Iowa, Kansas et Texas, où les 1 000 premières itérations sont écartées pour 

l’apprentissage. Étant donné les choix des vraisemblances et des lois a priori, les lois conditionnelles 

complètes sont des lois connues. Voir l’annexe A.  

 
3.2  Prédiction et estimation de l’EQM 
 

Si ,10iNx  est connue, le prédicteur bayésien de ,10i  pour la perte quadratique est  

                                             ,10 ,10 ,10 ,10 10 ,10
ˆ= , , = , ,

i i

B
i i N N iE E v        y x x x β y x  (3.6) 

où     10 10
ˆ = , , ,Eβ β y x y x  désigne les taux de location au comptant et les covariables pour les deux 

années, et la deuxième égalité dans (3.6) découle de (3.5) et de la linéarité de l’espérance. L’erreur 

quadratique moyenne a posteriori de ,10
B

i  est  

       2

,10 ,10 ,10 ,10 ,10, , = , , .
i i

B
i i N i NE V    y x x y x x  (3.7) 

Comme il est discuté à la section 2, la moyenne de population des covariables, ,10 ,
iNx  n’est pas 

disponible pour les covariables au niveau de l’unité dans l’application de la Cash Rent Survey. Pour définir un 

prédicteur, nous ajoutons un modèle pour la moyenne des covariables. Voir Lohr et Prasad (2003) pour une 

approche commençant par la spécification d’un modèle pour les covariables au niveau de l’unité. Partitionnons 

,10ijx  en deux sous-vecteurs,  1
,10ijx  et  2

,10 ,ijx  où  1
,10ijx  contient les covariables au niveau du comté, et  2

,10ijx  

contient les covariables au niveau de l’unité. Supposons que  10 ,10 ,10 ,10N , ,
i iwi N N xxix x x V  où 10 =wix

   10 10
1

,10 ,10 ,10=1 =1
,i in n

ij ij ijj j
w w



  x 10in  est la somme des nombres d’unités dans l’ensemble 1 et dans 

l’ensemble 3, et ,10xxiV  est connue. Les éléments de ,10xxiV  correspondant à  1
,10ijx  sont nuls, et nous 

expliquons comment nous obtenons les éléments de ,10xxiV  correspondant aux covariables au niveau de 

l’unité à l’annexe B. Le théorème central limite soutient l’hypothèse de normalité pour 10 ,wix  même si la 

distribution des valeurs des covariables au niveau de l’unité n’est pas normale (Kim, Park et Lee, 2017). En 

supposant que ,10iNx  suit une loi a priori uniforme,  ,10 10 10 ,10N , .
iN wi wi xxix x x V  Le prédicteur bayésien 

de ,10i  pour la perte quadratique sous le modèle étendu dans lequel la moyenne de population des 

covariables est inconnue est  

  ,10 10 10 ,10
ˆ ˆ= , .B

i wi iE v     x β y x  (3.8) 

L’erreur quadratique moyenne a posteriori de ,10
ˆ B

i  est  
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        
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        
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



     



    



 



 

y x y x

y x
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
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,
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i

i

i N wi
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v

V V v

  

    

x x β y x

β x x β x β y x

 

(3.9)

 

où l’approximation finale suppose que     10 10 ,10 ,10 10 10, ,
iwi i N wiv   Cov x β x x β y x  est négligeable. 

Une comparaison de (3.7) et (3.9) montre que le terme  10 ,10 10 10
ˆ ˆ

iN wiVβ x x β  tient compte de 

l’augmentation de l’EQM a posteriori due au remplacement de ,10iNx  dans (3.6) par 10wix  dans (3.8). Pour 

quantifier l’EQM a posteriori de ,10
ˆ ,B

i  nous utilisons  

    
1 2,10

ˆEQM = EQM EQM ,B
i ii   (3.10) 

où    1 10 10 ,10EQM = ,i wi iV  x β y x  et  2 10 ,10 10
ˆ ˆEQM = .i xxiβ V β  Dans l’application de la section 4, nous 

évaluons l’effet de l’inclusion du terme  2EQM ,i  qui tient compte de l’augmentation de l’EQM a posteriori 

due à l’utilisation de la moyenne d’échantillon au lieu de la moyenne de population de la covariable, sur 

l’EQM a posteriori du prédicteur. 

 
3.3  Réconciliation en deux étapes 
 

Le NASS obtient des estimations des taux de location au comptant au niveau de l’État en utilisant les 

données provenant d’une enquête nationale réalisée en juin (la June Area Survey) en plus de la Cash Rent 

Survey. Les estimations au niveau de l’État sont publiées avant que les données au niveau du comté 

provenant de la Cash Rent Survey soient traitées entièrement. Le NASS établit aussi des estimations des 

taux de location au comptant pour les districts statistiques agricoles. Afin de maintenir la cohérence interne, 

les sommes pondérées de manière appropriée des estimations au niveau du comté doivent être égales aux 

estimations au niveau du district, et les sommes pondérées de manière appropriée des estimations au niveau 

du district doivent être égales aux estimations au niveau de l’État publiées antérieurement. En notant 10î  

le prédicteur réconcilié pour 2010, les contraintes de réconciliation pour un seul point dans le temps sont 

définies par  

 10 10 10
ˆ ˆ= ,

k

i i k
i d

w  

  (3.11) 
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et  

   10 10 pub10
=1

ˆ = ,
K

k k
k

    (3.12) 

où = 1, ,k K  indice les districts,   1

10 10 10= ,
k

i i ii d
w z z



  

 
1

10 10 10
=1

= ,
k k

K

k i i
k i d i d

z z


 




 
    

10iz  est l’estimateur direct du nombre d’acres loués dans le comté i  durant l’année 2010, kd  est l’ensemble 

d’indices pour les comtés dans le district ,k 10
ˆ

k  est l’estimation finale du taux moyen de location au 

comptant pour le district ,k  et pub10  est l’estimation publiée du loyer au comptant par acre au niveau de 

l’État. Nous considérons les estimations pour l’année 2010 dans (3.11) et (3.12), parce que nous nous 

concentrons sur l’estimation pour 2010 dans l’analyse présentée à la section 4. 

Nous utilisons la procédure de réconciliation en deux étapes proposée par Ghosh et Steorts (2013) pour 

définir les estimations réconciliées. Les estimations réconciliées minimisent la forme quadratique  

                                            2 2

10 10,
=1 =1

ˆ ˆ, =
k

K K
B B

i i i k k w k
k i d k

g c b   


   c b  (3.13) 

sous les contraintes dans (3.11) et (3.12), où  1= , , ,Dc cc  D  désigne le nombre total de comtés, 

 1= , , ,Kb bb  10, 10 10
ˆ ˆ= ,

k

B B
k w i ii d

w 
  et  ,k i   sont des constantes sélectionnées par l’analyste. 

Nous prenons 10=i iw  et 10= ,k k   ce qui donne les estimations réconciliées  

                                                10 10 10 10,
ˆ ˆ ˆ ˆ= ,B B

i i k i k i w      (3.14) 

avec  

    
      

 
 

  
10

1

pub10 10 10 10

10 10, 1
2

10 10

ˆ 1
ˆ ˆ= ,

1
k i

B
w k i k iB

k i k i w

k i k ii d

   
 

 







 



 (3.15) 

pour le comté i  et le district   ,k i  respectivement, où  k i  est le district contenant le comté .i  Dans (3.15), 

10 10 10,=1
ˆ ˆ= .

K
B B
w k k wk

    Chacune des estimations réconciliées dans (3.14) et (3.15) est une somme du 

prédicteur hiérarchique bayésien et d’un terme d’ajustement. Si le prédicteur hiérarchique bayésien pour 

l’État est plus grand (plus petit) que le total au niveau de l’État publié antérieurement, alors l’ajustement est 

négatif (positif), et les estimations réconciliées au niveau du comté et du district sont plus petites (plus 

grandes) que les prédicteurs hiérarchiques bayésiens. L’erreur quadratique moyenne a posteriori du 

prédicteur réconcilié pour l’année t  est  

     2
réc.

10 10 10 10
ˆ ˆ ˆEQM = EQM ,B B B

i i i i     (3.16) 



Techniques d’enquête, juin 2019 221 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

où le terme  10
ˆEQM B

i  est défini en (3.10). Voir (You, Rao et Dick, 2004) pour le calcul de l’EQM 

a posteriori d’un prédicteur réconcilié. 

 
4  Résultats pour les terres cultivées non irriguées en Iowa, au Kansas 

et au Texas 
 

Le modèle de la section 3 a été ajusté sur les taux de location au comptant de terres cultivées non irriguées 

déclarés lors des éditions de 2009 et de 2010 de la Cash Rent Survey pour l’Iowa, le Kansas et le Texas. 

Ces trois États ont été choisis afin de refléter une gamme de situations. Pour l’Iowa, des estimations des 

rendements en maïs sont disponibles pour tous les comtés, et la location au comptant est un mode 

relativement fréquent de location de terres cultivées non irriguées. Le Kansas présente une plus grande 

diversité agricole que l’Iowa. Selon les spécialistes de l’agriculture du NASS, dans de nombreuses régions 

du Texas, la location en métayage est plus fréquente que la location au comptant, ce qui pourrait expliquer 

pourquoi les tailles d’échantillon réalisées pour certains comtés texans sont aussi petites que zéro ou un. 

 
4.1  Choix des covariables 
 

Les covariables possibles pour l’Iowa, le Kansas et le Texas sont énumérées à la section 2.2. Pour chaque 

État, les covariables comprennent quatre variables liées au NCCPI, la valeur totale de la production pour un 

comté basée sur le Recensement de l’agriculture de 2007, les ventes prévues pour une exploitation 

enregistrée dans la base de sondage du NASS, le type d’exploitation agricole enregistré dans la base de 

sondage du NASS, et le nombre d’acres loués pour des terres cultivées non irriguées déclaré lors de la Cash 

Rent Survey du NASS. Pour l’Iowa, le rendement en maïs au niveau du comté est une covariable 

supplémentaire. Pour le Kansas, l’indice de rendement des terres cultivées non irriguées est une covariable 

supplémentaire. 

Pour chaque État, les covariables ont été sélectionnées selon la procédure qui suit. D’abord, des modèles 

univariés ont été ajustés séparément aux données de 2009 et de 2010 en utilisant des estimations du 

maximum de vraisemblance. Le modèle univarié utilisé pour le choix des covariables est de la forme  

 = ,ijt ijt t it ijty   x α   (4.1) 

où  2
,N 0, ,ijt t   et  2

,N 0, .it t   Les données pour chaque exploitant agricole ayant déclaré un 

taux de location au comptant de terres cultivées non irriguées durant l’année t  ont été utilisées pour ajuster 

le modèle univarié pour l’année ,t  que l’unité ait déclaré ou non un taux de location au comptant pour 

l’année   .s s t  La fonction lmer du package nlme en R est utilisée pour l’estimation du maximum de 

vraisemblance. Pour chaque année, une sélection pas à pas en utilisant la fonction stepAIC en R est 

exécutée en utilisant la mesure BIC. Les covariables sélectionnées sont les variables figurant dans les 

modèles univariés dont le BIC est minimum pour 2009 ainsi que 2010. Nous reconnaissons que le modèle 
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à BIC minimum est un minimum local identifié par la procédure stepAIC plutôt qu’un minimum global. 

Les covariables sélectionnées pour l’Iowa, le Kansas et le Texas sont les suivantes : 

• Iowa : rendement en maïs, ventes prévues, acres non irrigués loués au comptant. 

• Kansas : indice de rendement de terres cultivées non irriguées, ventes prévues, type d’exploitation 

agricole. 

• Texas : max-NCCPI, ventes prévues, type d’exploitation agricole. 

 
4.2  Estimations des paramètres de corrélation 
 

L’analyse exploratoire de la section 2.1 porte à croire qu’il existe une corrélation importante entre les 

taux de location au comptant de terres cultivées non irriguées observés pour 2009 et pour 2010. Le 

tableau 4.1 résume les lois a posteriori des corrélations dans le modèle HB bivarié défini à la section 3.1. 

Les colonnes intitulées « Médiane » donnent les médianes a posteriori des corrélations, et les bornes 

inférieure et supérieure des intervalles de crédibilité à 95 % correspondent aux 2,5e et 97,5e centiles des lois 

a posteriori des corrélations. Même si les variances de 09ije  et 10ije  sont proportionnelles aux inverses des 

poids, la corrélation est une constante, parce que les poids s’annulent dans la définition de la corrélation. 

 
Tableau 4.1 
Lois a posteriori des corrélations entre 2009 et 2010 
 

État 

 09 10Cor ,i i    09 10Cor ,ij ije e  

Médiane Intervalle de crédibilité à 95 % Médiane Intervalle de crédibilité à 95 %
Iowa 0,746 [0,611; 0,839] 0,570 [0,548; 0,592] 
Kansas 0,919 [0,870; 0,950] 0,727 [0,701; 0,751] 
Texas 0,884 [0,831; 0,921] 0,691 [0,667; 0,714] 

 
Les médianes a posteriori des corrélations au niveau du comté et au niveau de l’unité dépassent 0,74 et 

0,57, respectivement. Les bornes inférieures des intervalles de crédibilité à 95 % sont supérieures à 0,61 et 

0,54 pour les corrélations au niveau du comté et au niveau de l’unité, respectivement. Pour chaque État, les 

corrélations au niveau du comté sont plus grandes que les corrélations pour les unités individuelles. Les 

corrélations importantes semblent indiquer la possibilité d’un gain d’efficacité pour les prédicteurs par 

rapport au modèle univarié. 

 
4.3  Comparaison des prédicteurs pour 2010 pour les modèles bivarié et 

univarié 
 

Afin de démontrer le gain d’efficacité dû à l’utilisation du modèle bivarié comparativement à un modèle 

univarié, nous comparons les erreurs quadratiques moyennes a posteriori des prédicteurs pour le modèle 

bivarié aux erreurs quadratiques moyennes a posteriori des prédicteurs pour un modèle univarié 

correspondant. Les hypothèses des modèles univariés sont les mêmes que celles des modèles bivariés, sauf 
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que l’on suppose que les paramètres de covariance dans eeΣ  et Σ  sont nuls. Pour ajuster les modèles 

univariés, nous utilisons des lois a priori Gamma inverses pour eet  et t  = 09,10 .t  

Pour comparer les modèles bivarié et univarié, nous définissons l’EQM relative a posteriori (EQMrel) 

pour le comté i  par  

 
réc.

10
,10 UNIréc.

10

EQM
EQMrel = ,

EQM

B
i

i
i

 (4.2) 

où réc.
10EQM B

i  est défini en (3.16) et UNIréc.
10EQM i  est l’EQM a posteriori basée sur le modèle univarié 

correspondant. Les EQM relatives moyennes pour l’Iowa, le Kansas et le Texas valent 88,71 %, 97,27 % et 

88,65 %, respectivement, où la moyenne des erreurs quadratiques moyennes relatives pour un État est 
1

,10=1
EQMrel .

D

ii
D    Notons que les effets de l’estimation de la moyenne des covariables, ainsi que de la 

réconciliation sont intégrés dans les formules de l’EQM a posteriori tant pour les modèles bivariés 

qu’univariés. En raison des corrélations importantes entre les erreurs de modélisation pour les deux points 

dans le temps, l’EQM a posteriori pour un modèle bivarié est plus petite que l’EQM a posteriori pour le 

modèle univarié correspondant, et les efficacités relatives moyennes sont inférieures à un. 

Pour évaluer l’effet de l’estimation de la moyenne de population des covariables sur l’EQM du 

prédicteur, nous calculons la moyenne des ratios   1

2 1EQM EQMi i


 pour = 1, , ,i D  où  2EQM i  et  1EQM i  

sont définies en suivant (3.10). Les ratios sont de 18,21 %, 28,20 % et 21,07 % pour l’Iowa, le Kansas et le 

Texas, respectivement. Comparativement à l’Iowa et au Texas, la contribution à l’EQM de prédiction due à 

l’utilisation de la moyenne des covariables dans l’échantillon plutôt que de la moyenne des covariables dans 

la population est plus importante au Kansas, ce qui est logique puisque le Kansas présente une plus grande 

diversité agricole. L’EQM relative moyenne plutôt grande pour le Kansas (97,27 %) traduit l’accroissement 

relativement important de l’EQM a posteriori due à l’estimation de la moyenne des covariables. 

 
4.4  Évaluation du modèle 
 

Afin d’évaluer l’adéquation du modèle, nous utilisons la valeur p  prédictive a posteriori, qui mesure les 

écarts entre les données observées et le modèle. La valeur p  prédictive a posteriori compare la loi prédictive 

a posteriori de certaines statistiques sommaires aux valeurs correspondantes obtenues en utilisant 

l’échantillon original. Pour l’analyse qui suit, nous utilisons uniquement les éléments observés en 2009 ainsi 

qu’en 2010 (ensemble 1). 

Nous considérons deux statistiques sommaires, à savoir la moyenne pour chaque année et l’asymétrie 

multivariée. La moyenne pour l’année t  est la moyenne des observations dans l’ensemble 1 pour l’année 

,t  et est définie comme étant  

 
1

=1 =1

= ,
i

D D

t i ijt
i i j A

y A y





 
 
    

où iA  désigne les éléments dans l’ensemble 1 pour le comté .i  L’asymétrie multivariée est définie par  
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1

3
1,

=1 =1 =1

ˆ = ,
i i

D D D

p i ijk
i i k j A A

A m


 


 
 
   


  

où    1= ,ijk ij km  y y S y y  , 09 ,10= ( , ) ,ij ij ijy y y 09 10=( , )y y y  et   1

=1 =1
= 1 (

i

D D

i iji i j A
A




   S y  

)( ) .ij  y y y  

La valeur p  prédictive a posteriori est définie comme étant la proportion de la statistique sommaire 

calculée avec des échantillons générés à partir de la loi prédictive a posteriori qui est en excès de la valeur 

correspondante fondée sur l’échantillon original. Plus précisément, soit   rT y  la statistique sommaire 

basée sur le er  ensemble de données généré à partir de la loi prédictive a posteriori, où la procédure 

pour générer les données à partir de la loi prédictive a posteriori est définie à l’annexe C. Soit  T y  la 

statistique correspondante fondée sur l’échantillon original. La valeur p  prédictive a posteriori est 
     1

=1
> .

R
r

r
R I T T  y y  Une valeur p  proche de 0,5 indique un ajustement raisonnable du modèle 

aux données de l’échantillon. 

Le tableau 4.2 donne les valeurs p  prédictives a posteriori pour l’Iowa, le Kansas et le Texas. Pour le 

Kansas, les valeurs prédictives a posteriori indiquent que l’adéquation entre le modèle et les données est 

bonne. Pour l’Iowa et le Texas, les valeurs p  prédictives a posteriori indiquent un manque d’adéquation. 

Une analyse plus approfondie des résidus donne à penser que le manque d’adéquation peut résulter de 

valeurs aberrantes. Les valeurs p  prédictives a posteriori éloignées de 0,5 peuvent aussi découler du fait 

que nous utilisons uniquement les observations échantillonnées en 2009 ainsi qu’en 2010 pour calculer les 

valeurs p  prédictives a posteriori, alors que nous utilisons l’ensemble de données complet pour ajuster le 

modèle. 

 
Tableau 4.2 
Valeurs p  prédictives a posteriori 
 

État Statistique Valeur p 
Iowa Moyenne = 09t  1,000 

Moyenne = 10t  1,000 
Asymétrie 0,931 

Kansas Moyenne = 09t  0,291 

Moyenne = 10t  0,507 
Asymétrie 0,371 

Texas Moyenne = 09t  0,025 

Moyenne = 10t  0,039 
Asymétrie 0,004 

 
5  Conclusion et travaux à venir 
 

Nous utilisons un modèle HB bivarié pour obtenir des prédicteurs des taux de location au comptant au 

niveau du comté pour les terres cultivées non irriguées en Iowa, au Kansas et au Texas. Le modèle intègre 

de l’information auxiliaire concernant la qualité des terres, les valeurs des produits et les caractéristiques de 
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l’exploitation agricole. Des corrélations significatives existent entre les effets aléatoires du modèle en 2009 

et en 2010 au niveau tant de l’unité que du comté. En conséquence, l’utilisation de l’information contenue 

dans les estimations des loyers au comptant en 2009 réduit l’EQM a posteriori comparativement à celle d’un 

modèle univarié. L’analyse du modèle HB bivarié étaye l’idée qu’une approche plus fine que celle de Berg 

et coll. (2014) est possible. Afin d’intégrer des covariables au niveau de l’unité dont les moyennes de 

population sont inconnues, nous ajoutons au modèle hiérarchique un niveau qui justifie l’ajout d’un terme 

à l’erreur quadratique moyenne a posteriori afin de tenir compte de l’incertitude dans les moyennes de 

population inconnues des covariables au niveau de l’unité. Contrairement à l’approche de Berg et coll. 

(2014), le modèle HB bivarié proposé permet que la variabilité évolue au cours du temps et tient compte 

des effets de la réconciliation sur l’EQM. 

L’analyse des résidus et des valeurs p  prédictives a posteriori donne à penser que tenir compte des 

valeurs aberrantes pourrait être un bon moyen d’améliorer considérablement l’adéquation du modèle. Une 

option consiste à considérer une loi à queues lourdes, telle que la loi t  ou un mélange de lois normales, qui 

peut représenter les réponses observées de manière plus appropriée que la loi normale présumée. Une 

extension des travaux de Gershunskaya (2010) au cadre bivarié et à l’estimation bayésienne est un moyen 

possible d’aborder la question des valeurs aberrantes. 
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Annexe A 
 

Afin de spécifier les lois conditionnelles complètes pour l’échantillonnage de Gibbs, nous présentons la 

notation. Soit   l’ensemble de paramètres, à l’exception du paramètre désigné par .  Soit =ijX  

 , 09 ,10, ,ij ij
z z  où  

10, 09 , 09= , ,ij ij p
 z x 0  et  

09,10 ,10= , .ij p ij
 z 0 x  Soit  , 09 ,10= , .ij ij ijy yy  Soit iA  l’ensemble 

d’unités (exploitants agricoles) dans le comté i  qui se trouvent dans l’ensemble 1, , 09 ,iB  l’ensemble 

d’unités dans le comté i  qui se trouvent dans l’ensemble 2, et ,10 ,iB  l’ensemble d’unités dans le comté i  

qui se trouvent dans l’ensemble 3, où l’ensemble 1, l’ensemble 2 et l’ensemble 3 sont définis à la section 3. 

Les lois conditionnelles complètes sont les suivantes. 
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1.    , N , ,  ββ y Σ r Σ  où  

                   
,09 ,10

1

0,5 1 0,5 6

09 10
=1

2 2
,09 ,09 ,09 ,09 ,10 ,10 ,10 ,10

=1 =1

0,5 1 0,5

=1

= 10

= diag par blocs ,

=

i

i i

i

D

ij wij ee wij ij p p
i j A

D D

e ij ij ij e ij ij ij
i j B i j B

D

ij wij ee wij
i j A

w w





 


 




 

 





     

   
 



 

   



Σ X D Σ D X I Ω

Ω x x x x

r X D Σ D y 2 ,ij i  v r

 

(A.1)

 

et 

                                     
 

 
, 09

,10

2
, 09 , 09 , 09 , 09 , 09=1

2
2

,10 ,10 ,10 ,10 ,10=1

= .
i

i

D

e ij ij ij ii j B

D

e ij ij ij ii j B

w y

w y

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





 



  

 

 

x
r

x
 (A.2) 

 

2.    , Wishart inverse , ,
eeee e edΣΣ Θ y A  où 

=1
= 0,001,

D

e ii
d A   et 

    0,5 0,5

=1

= .
ij ij

i

D

e w ij i ij ij i ij w
i j A

    A D y ν X β y ν X β D  (A.3) 

 

3.    Q , Wishart inverse , ,
vv

d  ΣΣ Θ y A  où  

                                                                = 0,001,d D   (A.4) 

et  

                                                               
=1

= .
D

i i
i


A ν ν  (A.5) 

 

   2
,

2
, , Gamma inverse , ,

e t
e t et eta d


 Θ y   où  

                                                                ,
=1

= 0,001,
D

et i t
i

d B   (A.6) 

et  

                                                                  2

, , ,
=1

= .
j

it

D

et wi ij t i t ij t t
i j B

a y 


   D x β  (A.7) 

 

4.    1, N , ,
ii i 

ν Θ y μ M  où  

                                                                 11 1 1
, ,= ,i ee wi ee wi

   M Σ Σ Ω  (A.8) 

 
1 2

1 0,5 1 0,5
,= , = ,

iji
i i i ee wi w ee wj A ij
 


 μ M r r Σ D Σ D  
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 (A.10) 

 
Annexe B 
 

Nous définissons un estimateur des éléments diagonaux de  10 ,10 ,10:=
iwi N xxiV x x V  correspondant aux 

covariables au niveau de l’unité, 10ijkx  pour 10= 1, , .k p  L’estimateur de variance est fondé sur 

l’hypothèse de travail qu’un échantillon tiré avec probabilité proportionnelle à la taille avec remise (PPTR) 

est une approximation raisonnable pour le plan de sondage de la Cash Rent Survey. Comme il est discuté 

dans Cochran (1977), l’utilisation d’une approximation PPTR est souvent raisonnable si la fraction 

d’échantillonnage est inférieure à 10 %. Supposons que la probabilité de tirage de l’élément j  dans le 

domaine i  pour le plan PPTR est 1 1
10 ,10= .ij i ijp n w   Parce que 10 1in   pour certains comtés, nous définissons 

l’estimateur des éléments diagonaux de 10xxiV  correspondant aux covariables au niveau de l’unité sous 

forme d’une combinaison convexe d’un estimateur direct de la variance intra-domaine et d’un estimateur 

de variance qui regroupe l’information sur l’ensemble des comtés dans un État. Pour le domaine i  avec 

10 > 1,in  l’estimation de la variance intra-domaine de 10ijkx  sous le plan PPTR supposé (Särndal, Swensson 

et Wretman, 1992) est donnée par  

 
   

 
10

10

2
2102 2

10 ,10 10 102
=1

,10 10=1

= ,
1

i

i

n
i

ik ij ijk wikn
j

ij ij

n
S w x x

w n






  

où 10wikx  est le ek  élément de 10 .wix  L’estimateur groupé de la variance est défini par  

                                       
     

10
22 2 2

10 10 ,10 10 10 102
=1 =1..10 10 10

1
= > 1 ,

inD

pk i ij ijk wik i
i j

S n w x x I n
w n D


   

 
  

où    ..10 ,10=1 =1
= > 1 ,iD n

ij ii j
w w I n   10 10 10=1

= > 1 ,
D

i ii
n n I n  et  10 10=1

= > 1 .
D

ii
D I n  L’élément 

de la matrice de covariance diagonale ,10xxiV  correspondant à la ek  covariable au niveau de l’unité est alors 

donné par  

                                     1 2 1 2
10 10 10 10 10 10 10

ˆˆ = 1 = 1 ,wik i ik i i pk iV x n S I n n S I n    (B.1) 
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où  

 102 2 2
10 10 10

10 10

1ˆ = .
1 1

i
ik ik pk

i i

n
S S S

n n


 
 (B.2) 

Nous donnons, pour la combinaison en (B.2) une justification heuristique qui est liée à Haff (1980). Soit 
2 1 2

=1
= ,

n

ii
S n X   où  2N 0, .iX   Supposons que  2 Gamma inverse , ,    où 2 :=E     

  1= 1 .v     Alors,  

                                            
 
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2
2 2 2 1

= .
2 1 2 1

v nS
E S

n n




 


      
  

Dans l’application à l’estimation des taux de location au comptant au niveau du comté, 2
10ikS  joue le rôle 

de 2S  et 2
10pkS  joue le rôle de .v  En prenant = 1,5,  on obtient le multiplicateur souhaité. 

 
Annexe C 
 

Simulation des données à partir des lois a posteriori 
 

Considérons les échantillons a posteriori pour 09 10, , β β Σ  et ,eeΣ  désignés par 09 10, ,s s s
β β Σ  et ,s

eeΣ  

respectivement, pour = 1, , .s S  Définissons  

 0,5 0,5:= ,s s
eeij wij ee wij

 Σ D Σ D   

pour = 1, , .s S  Tirons les répliques 09 10 09, ,r r r
i i ijy   et 10 ,r

ijy  pour = 1, , ,r R  conformément au 

modèle (1-3) et aux propriétés de la loi normale conditionnelle multivariée, comme il suit : 
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Bien que le nombre d’échantillons a posteriori soit =S  20 000, nous construisons =R  1 901 répliques, 

où r  est sélectionné dans la série 1 000 à T  en sautant tous les 10 échantillons. 
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Estimation des propensions à répondre et indicateurs de 
représentativité des réponses utilisant l’information au 

niveau de la population 

Annamaria Bianchi, Natalie Shlomo, Barry Schouten,  
Damião N. Da Silva et Chris Skinner1 

Résumé 

Ces dernières années, les mesures indirectes du biais de non-réponse dans les enquêtes ou d’autres formes de 
collecte de données ont suscité un vif intérêt, en raison de la diminution progressive des propensions à répondre 
aux enquêtes et des pressions exercées sur les budgets d’enquête. Ces changements ont poussé les sondeurs à se 
concentrer davantage sur la représentativité ou l’équilibre des unités échantillonnées répondantes par rapport à 
des variables auxiliaires pertinentes. Un exemple de mesure est l’indicateur de représentativité, ou indicateur R. 
Cet indicateur est basé sur la variation d’échantillon pondérée selon le plan de sondage des propensions à 
répondre estimées. Cela suppose que l’on dispose de données auxiliaires appariées. L’une des critiques de 
l’indicateur est qu’il ne peut pas être utilisé si l’information auxiliaire est disponible uniquement au niveau de la 
population. Dans le présent article, nous proposons une nouvelle méthode d’estimation des propensions à 
répondre qui ne requiert pas d’information auxiliaire pour les non-répondants à l’enquête et qui est fondée sur de 
l’information auxiliaire pour la population. Ces propensions à répondre basées sur la population peuvent alors 
être utilisées pour élaborer des indicateurs R faisant appel à des tableaux de contingence de population ou à des 
fréquences de population. Nous discutons des propriétés statistiques des indicateurs, et évaluons leur performance 
au moyen d’une étude portant sur des données réelles de recensement et d’une application à la Dutch Health 
Survey. 

 
Mots-clés : Non-réponse; données manquantes; biais de non-réponse; réponse équilibrée. 

 
 

1  Introduction 
 

Le biais de non-réponse aux enquêtes est une question de plus en plus préoccupante en raison de la 

diminution des taux de réponse et de la compression des budgets. Les instituts nationaux de statistique (INS) 

chargés de réaliser des enquêtes nationales afin de faire part de la situation économique et sociale, et des 

caractéristiques démographiques de leur pays éprouvent de plus en plus de difficulté à maintenir la qualité 

de la réponse à leurs enquêtes. Dans le présent article, nous nous concentrons sur la Dutch Health Survey, 

qui est réalisée depuis 1998 par Statistics Netherlands et qui, jusqu’en 2010, était une enquête avec 

interviews sur place. En 2010, la collecte de données en ligne a été ajoutée à titre de mode de collecte 

séquentiel avant les interviews sur place. Les taux de réponse ont diminué progressivement pour passer de 

près de 70 % à environ 60 %. D’autres INS et organismes d’enquête ont fait état d’une baisse des taux de 

réponse, particulièrement après être passés à des modes mixtes de collecte des données afin de réduire les 

coûts, en orientant les répondants vers les modes de collecte les moins chers. Cependant, à eux seuls, les 

taux de réponse ne sont pas suffisants pour juger de la qualité de la réponse aux enquêtes, car le biais de 

non-réponse résulte du contraste entre les personnes qui répondent et celles qui ne répondent pas. La 
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conjecture est que la mauvaise santé, certaines habitudes comme le tabagisme ou les visites peu fréquentes 

chez le dentiste, et les mauvaises conditions de vie sont des facteurs à l’origine du biais de non-réponse à la 

Dutch Health Survey. L’âge, l’état matrimonial, le revenu et l’origine ethnique sont des variables 

explicatives importantes. 

Un certain nombre de mesures indirectes du biais de non-réponse ont été élaborées récemment pour 

suppléer le taux de réponse classique. Wagner (2012) donne une classification de ces mesures : d’une part 

les indicateurs qui comprennent uniquement des variables auxiliaires observées et d’autre part, ceux qui 

incluent en outre des variables d’enquête observées pouvant ou non tenir compte de la pondération pour 

corriger la non-réponse. Les indicateurs les plus répandus qui utilisent uniquement des variables auxiliaires 

observées sont les indicateurs R (Schouten, Cobben et Bethlehem, 2009; Schouten, Shlomo et Skinner, 

2011) et les indicateurs d’équilibre (Särndal, 2011; Lundquist et Särndal, 2013). 

L’élaboration de ces mesures arrive au moment où l’on cherche de plus en plus à adapter la collecte des 

données (Schouten, Calinescu et Luiten, 2013; Wagner, 2013; Wagner et Hubbard, 2014; Beaumont, Bocci 

et Haziza, 2014) afin que l’intensité de l’effort visant différents sous-groupes définis par les variables 

auxiliaires puisse varier au cours du temps, éventuellement grâce à un changement de stratégie, en fonction 

des profils de réponse (Schouten, Bethlehem, Beulens, Kleven, Loosveldt, Rutar, Shlomo et Skinner, 2012; 

Särndal et Lundquist, 2014). Tant les indicateurs R que les indicateurs d’équilibre doivent être considérés 

en association avec les données auxiliaires employées. Les valeurs de ces indicateurs peuvent varier selon 

les variables auxiliaires choisies. 

De plus, Schouten, Cobben, Lundquist et Wagner (2016) donnent des preuves empiriques qu’il est 

avantageux que les échantillons soient davantage équilibrés par rapport aux variables auxiliaires, même si 

ces variables sont utilisées par après pour la correction de la non-réponse. En s’appuyant sur 14 ensembles 

de données d’enquête, ils montrent qu’en moyenne, un plan de sondage produisant une réponse plus 

représentative possède un biais de non-réponse plus petit, même après des ajustements sur les 

caractéristiques pour lesquelles la représentativité est évaluée. Särndal et Lundquist (2014) ont également 

constaté des gains dus à l’équilibrage de l’ensemble de répondants, en sus de ceux obtenus par calage de 

l’échantillon. De surcroît, il convient de souligner qu’un échantillon plus équilibré mène à une plus faible 

variabilité des poids d’ajustement, ce qui est une propriété désirable, car une forte variation des poids 

d’ajustement peut accroître les erreurs-types des estimations. Évidemment, la pondération pour corriger la 

non-réponse restera nécessaire, car un certain déséquilibre persistera toujours dans l’ensemble final de 

données de réponse. 

Les données auxiliaires utilisées pour mesurer les indicateurs de réponse peuvent provenir de la base de 

sondage, de données administratives, ainsi que de données sur le processus de collecte des données, appelées 

paradonnées (Kreuter, 2013). Les indicateurs d’équilibre et les indicateurs R sont très similaires et sont 

souvent proportionnels en taille. Dans le présent article, nous nous concentrons sur les indicateurs R. 

Toutefois, la discussion et les résultats peuvent être en grande partie transposés facilement aux indicateurs 

d’équilibre. 
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Les indicateurs R reposent sur l’hypothèse que l’on dispose de variables auxiliaires obtenues en 

appariant des données provenant, par exemple, de la base de sondage ou de registres à l’échantillon de 

l’enquête. Cette hypothèse d’appariement aux échantillons d’enquête peut être infaisable dans de 

nombreuses conditions, ce qui entrave l’application. Tandis que les instituts nationaux de statistique ont 

souvent accès aux registres de l’administration publique, cela n’est habituellement pas le cas des universités 

et des entreprises d’études de marché. Pour que les indicateurs soient utiles à ces chercheurs, ils doivent être 

fondés sur d’autres formes d’information auxiliaire. Les ensembles de statistiques produits par les instituts 

nationaux de statistique sont la seule forme d’information auxiliaire généralement accessible. Ces instituts 

diffusent des tableaux contenant tout un éventail de statistiques sur la population. Dans le présent article, 

nous élaborons des indicateurs R qui s’appuient uniquement sur ce genre de statistiques de population et 

peuvent être calculés sans rien savoir sur les non-répondants. Ainsi, les entreprises d’études de marché 

comparent les répartitions des réponses pour un ensemble fixé de variables auxiliaires aux statistiques 

nationales, considérées comme la norme de référence. Les estimateurs des indicateurs R proposés ici 

permettent de surveiller et d’évaluer les variables servant de norme de référence durant et après la collecte 

des données. 

Bien que les indicateurs R fondés sur de l’information auxiliaire au niveau de la population décrits dans 

le présent article soient motivés par les pratiques de collecte de données d’enquête, ils peuvent être appliqués 

à toute situation où des données manquent pour les variables d’intérêt et où l’on dispose de données 

auxiliaires (presque) complètes. Ces estimateurs peuvent être utilisés, par exemple, pour surveiller et évaluer 

la complétude des données administratives, exercice utile si les données sont transmises et accumulées 

progressivement au cours du temps. Dans ce cas, les indicateurs R basés sur la population fourniraient une 

évaluation de la représentativité des données administratives transmises. Une autre application utile de ces 

indicateurs est pour l’évaluation de la représentativité des enregistrements de données appariés. 

Van der Laan et Bakker (2015) ont proposé un indicateur de représentativité d’appariement (indicateur LR 

pour linkage representativeness) qui examine la similarité des enregistrements appariés avec la population 

cible étudiée. 

Les indicateurs R et leurs propriétés statistiques, comme il est exposé dans Shlomo, Skinner et Schouten 

(2012), se rapportent au cas où nous disposons d’information auxiliaire appariée au niveau de l’échantillon 

pour les non-répondants. Pour élaborer les indicateurs R basés sur des statistiques de population, nous 

proposons une nouvelle méthode d’estimation des propensions à répondre qui ne requiert pas d’information 

auxiliaire pour les non-répondants à l’enquête. Nous les appellerons propensions à répondre basées sur la 

population. Autant que nous sachions, aucun modèle pour les propensions à répondre faisant appel à de 

l’information sur la population uniquement n’est mentionné dans la littérature. À cet égard, le présent article 

est novateur et pourrait également être utile et pertinent dans d’autres domaines statistiques. Dans cet article, 

nous nous concentrons sur l’utilisation des propensions à répondre basées sur la population pour calculer 

les indicateurs R. 

En ce qui concerne l’adaptation de la collecte de données, il est évident que les conditions qui requièrent 

l’emploi d’indicateurs R basés sur la population rendent plus difficile la mise en œuvre des types de plans 
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de collecte adaptatifs mentionnés plus haut, car nous ne connaissons pas les valeurs des covariables pour 

les non-répondants. Toutefois, en utilisant ces indicateurs R basés sur l’information auxiliaire au niveau de 

la population, nous pouvons donner au plan de collecte des caractéristiques qui sont plus pertinentes pour 

les personnes qui tardent à répondre. Ainsi, si les taux de réponse sont plus faibles chez les jeunes, nous 

pouvons envoyer un rappel général axé davantage sur les jeunes ou bien donner aux intervieweurs 

l’instruction de surveiller plus méticuleusement les adresses où ils s’attendent à trouver des personnes 

jeunes. 

L’information auxiliaire pour le calcul des propensions à répondre basées sur la population est tirée de 

tableaux de données sur la population et de chiffres de population. Pour cela, nous proposons d’abord 

d’estimer les propensions à répondre basées sur les valeurs de population, en remplaçant les matrices de 

covariance d’échantillon et les moyennes d’échantillon par les covariances de population et les moyennes 

de population connues. Puis, en utilisant les propensions à répondre basées sur la population, nous calculons 

les estimations de l’indicateur R. Nous appelons l’indicateur résultant indicateur R basé sur la population, 

et nous appelons l’indicateur R classique l’indicateur R basé sur l’échantillon. Nous nous intéressons à trois 

questions de recherche : 

 Comment étendre les propensions à répondre et les indicateurs R basés sur l’échantillon 

aux propensions à répondre et aux indicateurs R basés sur la population ? 

 Quelles sont les propriétés statistiques des indicateurs R basés sur la population ? 

 Les indicateurs R basés sur la population sont-ils applicables dans des conditions 

d’enquête réelles ? 

 

À la section 2, nous proposons une nouvelle méthode d’estimation des propensions à répondre basées 

sur la population. À la section 3, nous examinons brièvement les définitions et la méthodologie qui sous-

tendent les indicateurs R, puis nous considérons leur estimation dans les conditions de population. À la 

section 4, nous présentons une étude d’évaluation portant sur des échantillons tirés de données de 

recensement réelles sous des hypothèses réalistes au sujet de la non-réponse dans les enquêtes sociales, et 

nous évaluons les propriétés des indicateurs R basés sur la population. À la section 5, nous illustrons les 

indicateurs R proposés à l’aide d’une application à la Dutch Health Survey, l’enquête sur la santé réalisée 

aux Pays-Bas. À la section 6, nous concluons par une discussion et formulons certaines mises en garde 

concernant les indicateurs proposés et les futurs travaux. 

 
2  Propensions à répondre basées sur la population 
 

2.1  Notation générale 
 

Nous supposons qu’on entreprend un sondage dans lequel un échantillon s  est tiré d’une population 

finie .U  Les tailles de s  et de U  sont notées n  et ,N  respectivement. Les unités dans U  sont étiquetées 
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1, 2, , .i N   L’échantillon est présumé être tiré selon un plan d’échantillonnage probabiliste  . ,p  où 

l’échantillon s  est sélectionné avec la probabilité   .p s  La probabilité d’inclusion d’ordre un de l’unité i  

est notée i  et 1
i id    est le poids de sondage. L’étude d’évaluation est fondée sur un échantillonnage 

aléatoire simple sans remise. Bien que les enquêtes nationales à grande échelle puissent utiliser des plans 

de sondage à deux degrés plus complexes, nombre d’entre elles sont généralement planifiées de manière 

que toutes les unités d’enquête aient la même probabilité d’inclusion. Nous donnons aussi les expressions 

théoriques sous des plans de sondage plus complexes généraux. 

Nous supposons que l’enquête est sujette à la non-réponse totale. L’ensemble d’unités répondantes est 

noté ,r  de sorte que .r s U   Nous notons la sommation sur les répondants, l’échantillon et la population 

par ,r s  et ,U  respectivement. Soit ir  la variable indicatrice de réponse telle que 1ir   si l’unité i  

répond et 0,ir   autrement. Donc,  ; 1 .ir i s r    Nous supposons que la cible type de l’inférence 

est la moyenne de population 1
iU

Y N y   d’une variable étudiée, qui prend la valeur iy  pour l’unité .i  

D’abord, nous supposons que les données disponibles pour l’estimation comprennent les valeurs 

 ;iy i r  de la variable d’enquête, observées pour les répondants uniquement. Puis, nous supposons que 

l’information est disponible sur les valeurs  1, 2, ,, , ,
T

i i i K ix x xx   d’un vecteur de variables auxiliaires 

.X  Nous supposerons habituellement que chaque ,k ix  est une variable indicatrice binaire, où ix  représente 

une ou plusieurs variables catégoriques, puisque ce sera le cas dans l’application que nous considérons, mais 

notre exposé permet des valeurs ,k ix  générales. Nous supposons que les valeurs de ix  sont observées pour 

tous les répondants, de sorte que  , ;i iy x i r  est observé. 

Nous distinguons deux situations : l’une dans laquelle ix  est connue pour toutes les unités de 

l’échantillon, c’est-à-dire pour les répondants ainsi que les non-répondants, et l’autre dans laquelle ix  est 

connue uniquement au niveau agrégé, c’est-à-dire le total de population iU x  et/ou les produits croisés 

de population .T
i iU x x  Nous désignons les deux types d’information comme étant l’information 

auxiliaire d’échantillon et l’information auxiliaire de population agrégée. La première situation est 

pertinente si les variables qui constituent X  sont disponibles dans un registre. Cependant, comme il est 

mentionné dans l’introduction, dans nombre de pays et d’enquêtes, l’information auxiliaire disponible sur 

les non-répondants peut être limitée et la deuxième situation où l’on utilise l’information auxiliaire de 

population pourrait être plus utile. 

 

2.2  Définition de la propension à répondre 
 

La théorie des scores de propension a été introduite par Rosenbaum et Rubin (1983) et discutée dans le 

contexte de la non-réponse aux enquêtes par Little (1986; 1988). La propension à répondre est définie 

comme étant l’espérance conditionnelle de la variable indicatrice de réponse ir  sachant les valeurs de 

variables spécifiées et les conditions d’enquête :     ,X i m i iE r x x  où le vecteur de variables 

auxiliaires est défini comme à la section 2.1. Pour simplifier, nous écrirons  i X i  x  et notons donc la 

propension à répondre simplement par .i  .mE  désigne l’espérance par rapport au modèle qui sous-tend 

le mécanisme de réponse. Une discussion détaillée des propensions à répondre et de leurs propriétés est 
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présentée dans Shlomo et coll. (2012). Ces auteurs soutiennent qu’il est souhaitable de choisir les variables 

auxiliaires constituant ix  de manière que l’hypothèse de données manquant au hasard, notée MAR pour 

missing at random (Little et Rubin, 2002), soit vérifiée aussi étroitement que possible. 

 
2.3  Estimation des propensions à répondre en utilisant l’information au 

niveau de la population 
 

Dans le cas de l’information auxiliaire d’échantillon, il est possible d’estimer les propensions à répondre 

pour toutes les unités échantillonnées au moyen de modèles de régression   ,T
i ig   x β  où  .g  est une 

fonction de lien, ir  est la variable dépendante, et ix  est un vecteur de variables explicatives. En général, 

les propensions à répondre sont modélisées au moyen de modèles linéaires généralisés. Shlomo et coll. 

(2012) utilisent une fonction de lien logistique. 

Dans le cadre fondé sur la population, il est commode de considérer la fonction de lien identité. Cette 

dernière est une bonne approximation de la fonction de lien logistique d’usage plus répandu quand les taux 

de réponse sont de niveau intermédiaire, entre 30 % et 70 %, ce qui est le niveau de taux de réponse 

habituellement obtenu pour les enquêtes nationales et d’autres. Nous démontrons ce fait dans l’étude 

d’évaluation présentée à la section 4, où trois gammes de taux de réponse sont examinées : faible, moyen et 

élevé. La fonction de lien identité constitue aussi le fondement d’autres indicateurs de représentativité dans 

la littérature, comme les indicateurs de déséquilibre et de distance proposés par Särndal (2011), dont certains 

sont similaires aux poids g  calculés dans les estimateurs par la régression généralisée (GREG). 

Sous la fonction de lien identité, nous supposons que les propensions à répondre réelles satisfont le 

« modèle probabiliste linéaire » 

                                                           , .T
i i i U  x β  (2.1) 

Le modèle probabiliste linéaire en (2.1) peut être estimé par les moindres carrés pondérés, où id  est le 

poids de sondage. L’estimateur implicite de i  est donné par 

                1MCOˆ , .T T
i i i i i i i is s

d d r i s


  x x x x  (2.2) 

Dans le cas de l’information auxiliaire de population, nous notons d’abord que i is
d x  et T

i i is
d x x  

sont sans biais pour iU x  et ,T
i iU x x  respectivement et que, dans les grands échantillons, nous pouvons 

nous attendre à ce que i i is U
d  x x  et .T T

i i i i is U
d  x x x x  Il découle de (2.2) que, dans le cadre 

fondé sur la population, nous pouvons approximer MCOˆ
i  par 

                                                        1
, 1 1 ,T

i T i k kr
d i r  x T x  (2.3) 

où 1 .T
j jU

 T x x  Nous notons que , 1i T  est calculé uniquement sur l’ensemble d’unités répondantes. 

L’estimateur en (2.3) requiert que l’on connaisse les sommes des carrés et des produits croisés T
i iU x x  

des éléments de ix  pour la population. Cependant, les produits croisés pourraient être inconnus. Le cas 

échéant, nous pouvons estimer T
i i is

d x x  dans (2.2) en réécrivant ce terme sous la forme 
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                                             ,TT T
i i i i i s i s s ss s

d d N    x x x x x x x x  (2.4) 

où .s i is
d N x x sx  peut être remplacé par Ux  et la matrice de covariance 

                                                           1 T
xx i i s i ss

N d  S x x x x  (2.5) 

peut être remplacée par son estimation en utilisant l’ensemble de réponses 

                                                             
1ˆ .T

xx j j i i i U i Us s
d r d r


   S x x x x  (2.6) 

Nous pouvons également estimer (2.6) en utilisant la pondération des propensions par 1
i
  pour corriger 

le biais de non-réponse dans la variance des propensions à répondre relatives à un ensemble de variables .X  

En combinant (2.3), (2.4) et (2.6), nous obtenons l’estimateur suivant : 

                                                     1
, 2 2

ˆ , ,T
i T i k kr

d i r  x T x  (2.7) 

où 2
ˆˆ .T

xx U UN N T S x x  

Nous faisons donc la distinction entre deux types d’information auxiliaire de population agrégée, qui 

sont désignés par les indices « 1T  » dans (2.3) et « 2T  » dans (2.7) : 

TYPE 1 Information auxiliaire complète de population agrégée : les produits croisés de 

population sont disponibles, c’est-à-dire T
i iU x x  ou     ,T

i U i UU
  x x x x  où 

;U iU
N x x  

TYPE 2 Information auxiliaire de marge de population agrégée : seuls les chiffres de marge de 

la population sont disponibles, c’est-à-dire .iU x  
 

Le premier type implique que nous disposons de tous les tableaux de contingence 2  2, par exemple, 

âge par sexe, âge par état matrimonial, et sexe par état matrimonial. Cette information pourrait être 

disponible pour un institut national de statistique qui a accès aux registres de population ou à des données 

démographiques détaillées et qui souhaite utiliser de l’information au niveau de la population pour surveiller 

la collecte des données, en raison d’un manque d’information d’échantillon dans les bases de sondage. Le 

deuxième type est plus contraignant, car nous disposons uniquement des fréquences, par exemple, âge, sexe, 

état matrimonial, sans aucune connaissance des interactions entre ces variables. Cette information serait 

disponible ordinairement sur les sites Web des instituts nationaux de statistique et pourrait par conséquent 

être utilisée par les entreprises de marketing et d’autres organismes de collecte des données pour surveiller 

leurs opérations de collecte. 

 
3  Estimation des indicateurs R basée sur les totaux de population 
 

À la présente section, nous examinons d’abord brièvement la définition et les concepts des indicateurs R, 

et leur estimation basée sur l’information auxiliaire d’échantillon. Des renseignements détaillés peuvent être 

consultés dans Shlomo et coll. (2012). Ensuite, en appliquant la théorie présentée à la section 2.3, nous 
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adaptons l’indicateur R basé sur l’échantillon au cas où l’information auxiliaire est tirée de tableaux de 

données de population et de fréquences de population. En outre, nous étudions les propriétés statistiques de 

cet estimateur. 
 

3.1  Indicateurs R 
 

Schouten et coll. (2009) présentent le concept de la réponse représentative. Une réponse à une enquête 

est dite représentative par rapport à X  quand les propensions à répondre sont constantes pour ,X  c’est-à-

dire 

   , ,i X i i    x x   

où   désigne la propension à répondre moyenne dans la population. 

La mesure globale de la réponse représentative est l’indicateur R. L’indicateur R associé à un ensemble 

de propensions à répondre dans la population  :i i U   est défini comme étant 

 1 2 ,R S    (3.1) 

où S   désigne l’écart-type des propensions à répondre individuelles 

  
2

22 21 1 1
,

1 1i U i iU U U

N
S

N N N N    
             

    (3.2) 

où .U iU
N    

L’indicateur R prend des valeurs dans l’intervalle 11 , 1N
N     dont la borne supérieure 1 indique la 

réponse la plus représentative, où les i  ne présentent aucune variation, et la borne inférieure 11 N
N   

(qui est proche de 0 pour les grandes enquêtes) indique la réponse la moins représentative, où les i  

présentent une variation maximale. 

Une importante mesure apparentée à la représentativité est le coefficient de variation des propensions à 

répondre 

 CV .
U

S 
 
  (3.3) 

Cette mesure est pertinente si les moyennes ou les totaux de population sont des paramètres d’intérêt. 

Dans ces cas, elle peut être utilisée à la place de l’indicateur R. Pour d’autres types de paramètres d’intérêt, 

tels que la médiane ou un ratio, d’autres indicateurs peuvent être utilisés (Brick et Jones, 2008). 

Le coefficient de variation en (3.3) borne le biais de non-réponse absolu des moyennes de réponse non 

ajustées pour une variable Y  divisée par son écart-type. Schouten et coll. (2016) utilisent aussi le coefficient 

de variation pour évaluer les « pires cas » d’intervalles de biais de non-réponse pour des estimateurs 

classiques ajustés pour la non-réponse après l’enquête, tels que l’estimateur par la régression généralisée 

(GREG) (Deville et Särndal, 1992) et la pondération par l’inverse de la propension (IPW pour inverse 

propensity weighting) (Little, 1988). 
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3.2  Indicateurs R basés sur l’échantillon 
 

Dans le cas de l’information auxiliaire d’échantillon, il est possible d’estimer les propensions à répondre 

pour toutes les unités échantillonnées. Soit ˆ
i  un estimateur de .i  L’estimateur basé sur l’échantillon de 

l’indicateur R est 

                                                              ˆ ˆ
ˆˆ 1 2 ,R S    (3.4) 

où 2
ˆŜ   est la variance d’échantillon pondérée selon le plan de sondage des propensions à répondre estimées, 

calculée en utilisant la première expression en (3.2) 

                                                                2
2
ˆ

1 ˆˆ ˆ ,
1 i i Us

S d
N   
    

où  ˆ ˆ .U i is
d N    

L’indicateur R basé sur l’échantillon défini par (3.4) est une statistique présentant une certaine précision 

et un certain biais. Shlomo et coll. (2012) discutent des corrections du biais et des intervalles de confiance 

pour ˆ
ˆ .R  Ceux-ci peuvent être obtenus en SAS et en code R à l’adresse www.risq-project.eu, et un manuel 

est fourni par De Heij, Schouten et Shlomo (2015). Nous reviendrons sur les propriétés statistiques à la 

section 3.4. 

 
3.3  Indicateurs R basés sur la population 
 

Nous montrons à la section 4 que les indicateurs R ne dépendent que légèrement du type de fonction de 

lien quand on estime les propensions à répondre si les taux de réponse ne sont pas dans les queues de la 

distribution, c’est-à-dire très élevés ou très faibles. En outre, nous obtenons une estimation similaire des 

indicateurs R quand les propensions à répondre dans la population sont estimées en se servant d’information 

de type 1 ou de type 2. 

Dans le cadre fondé sur la population, un estimateur de l’indicateur R est alors donné par 

                                                              1 2 ,R S   
  (3.5) 

où 

                                                              
2

2 1 1
,

1 i i ir r

N
S d d

N N N 
         

 
   (3.6) 

et i  désigne les propensions à répondre calculées sous l’information de type 1  , 1i T  ou les propensions 

à répondre estimées sous l’information de type 2  , 2 .i T  

Il convient de souligner que l’estimation de l’indicateur R est basée sur la deuxième expression pour 2S   

dans (3.2). Ce choix rend en effet l’estimateur 2S 
  linéaire en ,i  ce qui est avantageux pour les calculs du 

biais, comme il est décrit à la section 3.4. L’étude d’évaluation présentée à la section 4 démontre 
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empiriquement que les deux expressions pour 2S   sont similaires pour les types d’enquêtes nationales à 

grande échelle prises en considération. En outre, nous utilisons la pondération des propensions par 1
i
  à 

titre d’ajustement pour le biais de non-réponse. Comme dans la pondération classique pour tenir compte de 

la non-réponse, la validité de cet ajustement dépend de la validité des estimations .i  

Il convient de souligner que toute technique d’ajustement pour tenir compte de la non-réponse peut être 

appliquée pour construire les estimateurs pour ,R  par exemple, des estimateurs par calage faisant appel à 

la pondération linéaire ou multiplicative (Särndal et Lundström, 2005) ou à des ajustements par classes de 

pondération (Little, 1986). Il est généralement reconnu que la pondération par les propensions à répondre 

peut mener à de plus grandes erreurs-types. Donc, il pourrait être plus efficace d’utiliser des modèles 

parcimonieux pour estimer l’indicateur R, par exemple, en stratifiant sur les classes de propensions à 

répondre. Cependant, nous n’avons pas étudié ce genre d’estimateurs et nous nous sommes limités à 

l’estimateur pondéré par les propensions (3.5). Il s’agit d’un sujet pour de futurs travaux de recherche. 

L’estimation du coefficient de variation (3.3) basée sur la population est simple 

 CV ,
U

S 
 
 




   

où .U ir
d N  

 
Bien qu’il s’agisse d’estimateurs simples, les indicateurs R basés sur la population qui s’appuient 

sur (2.3) et (2.7) posent problème. Leurs erreurs-types et leurs biais augmentent quand les taux de réponse 

sont élevés. Nous donnerons la preuve de cette tendance dans l’étude d’évaluation, à la section 4.2. 

Manifestement, un plus grand nombre de répondants devrait fournir de plus petites erreurs-types et réduire 

le biais, puisque les variables auxiliaires ne varieront pas autant parmi les non-répondants restants. Les 

estimateurs (2.3) et (2.7) possèdent ces propriétés parce qu’il s’agit d’estimateurs naturels, mais naïfs, qui 

ne tiennent pas compte de l’échantillonnage, qui fait varier les covariances dans le dénominateur des 

propensions à répondre estimées en même temps que le numérateur. En « substituant » (plugging in) une 

covariance de population fixe dans le dénominateur, on évite la variation due à l’échantillonnage. 

Un moyen de modérer cet effet consisterait à utiliser un estimateur composite, c’est-à-dire à employer 

une combinaison linéaire de la propension estimée et du taux de réponse, 

  , 1 , 11 ,C
i T i T U         (3.7) 

avec ,U ir
d N    et de façon similaire pour le type 2. L’estimation composite en (3.7) est semblable 

à un estimateur « à rétrécissement », par exemple, Copas (1983 et 1993), pour la variance des propensions 

à répondre 2S 
  donnée par (3.6). Dans ce cas, le   optimal est habituellement choisi de manière à minimiser 

l’EQM en résolvant la dérivée de l’EQM par rapport à .  Nous examinons le choix de   à la section 3.4 

et notons ici que, sachant le biais observé et les propriétés de variance,   devrait être une fonction croissante 

du taux de réponse et devrait converger vers 1 quand les taux de réponse augmentent. Les propensions à 

répondre estimées plus grandes que 1 seront rapprochées de 1 par un tel ,  en raison de l’utilisation de la 

fonction de lien linéaire sous taux de réponse élevé. 
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Nous avons exploré plusieurs autres options pour remplacer l’estimateur composite en (3.7), par 

exemple, un estimateur composite de la matrice de covariance de population et de la matrice de covariance 

des réponses des ,ix  ainsi que la troncation des propensions à répondre pour qu’elles soient contenues dans 

l’intervalle [0, 1] pour les taux de réponse élevés, mais ces solutions ont donné de moins bons résultats que 

l’estimateur composite en (3.7). En outre, nous avons étudié une estimation de type Hájek, mais celle-ci a 

donné des résultats similaires à ceux produits par l’estimateur proposé en (3.6). Un autre avantage de 

l’utilisation de l’estimateur composite en (3.7) est que nous pouvons facilement construire des ajustements 

du biais des indicateurs R similaires aux ajustements du biais construits en se basant sur les propensions à 

répondre en (2.3) ou (2.7). 

Une option prometteuse pourrait consister à adopter une approche d’algorithme EM dans laquelle les 

variables auxiliaires manquantes pour les non-répondants sont imputées. Une telle approche est, cependant, 

de nature très différente et nous réservons son étude à de futurs travaux de recherche. 

 

3.4  Biais et erreur-type des indicateurs R basés sur la population 
 

Shlomo et coll. (2012) obtiennent des approximations analytiques pour le biais et l’erreurs-type de 

l’estimation de l’indicateur R basée sur l’échantillon (3.4). Le biais de cet estimateur est dû principalement 

à la « substitution » des propensions à répondre estimées dans les variances d’échantillons. Cette source de 

biais est appelée biais de petit échantillon. Une contribution nettement plus faible, et habituellement 

négligeable au biais découle de l’utilisation des moyennes d’échantillon au lieu des moyennes de population. 

Même si la réponse est représentative, c’est-à-dire que les propensions à répondre sont égales, on observe 

une certaine variation des propensions à répondre estimées. Le biais est inversement proportionnel à la taille 

d’échantillon, c’est-à-dire qu’il est d’autant plus petit que l’échantillon est grand. Schouten et coll. (2009) 

étudient le biais pour différentes tailles d’échantillon. Il découle de leurs analyses que le biais est 

relativement petit pour les tailles d’échantillon habituelles dans les enquêtes de grande portée, par 

comparaison à l’erreur-type des indicateurs R. En outre, l’ajustement pour tenir compte du biais permet 

d’éliminer ce dernier. 

Pour les indicateurs R estimés en se basant sur la population, nous nous attendons à ce que les propriétés 

statistiques soient assez différentes de celles des indicateurs R basés sur l’échantillon. Comme les 

estimateurs utilisent moins d’information, les erreurs-types seront plus grandes. Le biais des estimateurs 

basés sur la population peut aussi être plus grand, puisqu’en plus du biais observé pour les petites tailles 

d’échantillon dans les estimateurs basés sur l’échantillon, les estimateurs basés sur la population 

présenteront vraisemblablement un biais dû à l’estimation des moyennes et des covariances d’échantillon et 

au fait de se restreindre aux moyennes des réponses (pondérées par les propensions à répondre). 

Afin de réduire le biais des estimateurs basés sur la population, nous proposons d’ajuster 
1

2

T
S 
  et 

2

2

T
S 
  

pour le biais. Cela mène à la version ajustée qui suit de l’estimateur de l’indicateur R sous l’information de 

type 1 : 
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                                                      
1 1 1 1

1 2AJUS 2 21 2 .
T T T T

R S B S          
    (3.8) 

Nous donnons à l’annexe A la dérivation de l’expression générale pour  2
1 1T TB S 
  sous échantillonnage 

aléatoire simple, ainsi qu’une expression plus générale sous échantillonnage complexe. Provenant de 

l’annexe A, l’estimateur du biais basé sur l’ensemble de réponses sous échantillonnage aléatoire simple est : 

                                           

 

 

1 1

1

EAS 2 1
, 1 12

2

, 12 2

1
1

1 1

1
1 ,

1

T T

T

T
i T i i

i r

r
i T

i r

N N n
B S

N n N

Sn n n

n N N n n

 













      

         





x T x 



 




 

(3.9)

 

où rn  désigne la taille de l’ensemble de réponses .r  

Dans le cas de l’information de type 2, la version ajustée de l’estimateur de l’indicateur R est la même 

qu’en (3.8) avec les termes de type 2 remplaçant l’information de type 1. 

À l’annexe B, nous dérivons l’expression générale pour le biais de 
2

2 ,
T

S 
  2

2 2 ,T TB S 
  sous échantillonnage 

aléatoire simple et sous le cas plus général de l’échantillonnage complexe. Provenant de l’annexe B, l’estimateur 

du biais basé sur l’ensemble de réponses sous échantillonnage aléatoire simple est : 

                                           

 

 

2 2

2

EAS 2 1 1
, 2 2 22

1 1
, 2 2 2

1
, 2 22

2

, 22 2

1 1 ˆ ˆ ˆ ˆ1
1 1

1 ˆ ˆ ˆ1
1

1 ˆ1
1

1
1

1

T T

T

T
i T i

i rr

T T
i T i i i

i rr

T
i T i i

i r

r
i T

i r

N n
B S

N n N

N n

nn N

N n

n N

Sn n n

n N N n n

 











 



 









     
  

   
 

    

       









x T FT t

x T z z T t

x T x

 



 






 ,





  

où 1ˆ ,T
k kr

N n  F z z 1ˆ ,kr
Nn  t x  et   .i i U z x x  

En se tournant vers l’estimateur composite, il est simple de montrer que (3.7) peut se réécrire sous la 

forme  

                                                       
11

2 21 ,C
TT

S S 
  

   (3.10) 

et que son biais égale  

                                                      
11

2 2 21 .C
TT

B S B S S 
   

   (3.11) 
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Un estimateur de  
1

2
C
T

B S

  basé sur l’ensemble de réponses s’obtient en utilisant l’estimateur basé sur 

l’ensemble de réponses établi pour  
1

2 .
T

B S 
  Pour l’estimateur de type 1 et sous échantillonnage aléatoire 

simple : 

 

     

 

 
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2
, 12 2
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1
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1
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n N N n n
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 

 

 







  

     
   

         





x T x

   




   






 

(3.12)

 

La même approche s’applique à l’estimateur de type 2. 

La variance de (3.10) est égale à  

      
11

22 21 .C
TT

V S V S 
  

   (3.13) 

Pour estimer la variance de AJUS
1TR

  dans (3.8), ainsi que la variance de l’estimateur composite dans (3.13), 

nous devons estimer la variance de 
1

2

T
S 
  définie en (3.6) et notée  

1

2 .
T

V S 
  Pour estimer cette variance, nous 

utilisons des méthodes de rééchantillonnage. Plus précisément, nous appliquons des méthodes bootstrap 

(voir Efron et Tibshirani, 1993; Booth, Butler et Hall, 1994 et Wolter, 2007 pour l’utilisation de méthodes 

bootstrap en population finie) et étudions leur performance dans l’étude d’évaluation présentée à la 

section 4. 

Revenons maintenant au choix de   pour l’estimateur composite en (3.7). Le   optimal peut être 

calculé en combinant (3.11) et (3.13), puis en prenant les dérivées. Si nous désignons par B  et V  les termes 

 
1

2

T
B S 
  et  

1

2 ,
T

V S 
  respectivement, il s’ensuit que le   optimal est  

 
 

 

2

opt 22
λ .

B B S V

B S V





 


 
 (3.14) 

Nous notons qu’à mesure qu’augmente la taille d’échantillon, les termes B  et V  tendent tous deux vers 

zéro et qu’il se peut que opt  soit négatif. Cependant, selon l’étude d’évaluation, pour les types d’enquêtes 

nationales à grande échelle pris en considération, ce problème ne se pose pas en pratique. 

Afin d’estimer opt ,  il faut estimer les quantités ,B V  et 2 .S   Sous information de type 1 et 

échantillonnage aléatoire simple, nous proposons d’estimer B  par  
1 1

EAS 2

T T
B S  

  comme en (3.9), 2S   par 

1

2 ,
T

S 
  et V  par l’estimateur bootstrap de la variance de 

1

2 .
T

S 
  Cela mène à l’estimateur basé sur la population 

de type 1 pour opt ,  que nous notons opt , 1 ,T  et aux propensions composites basées sur la population  

 PC
, 1 opt , 1 , 1 opt , 11 .i T T i T T U           
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L’indicateur R basé sur la population correspondant est alors calculé comme en (3.5) et sa version ajustée 

pour le biais, comme en (3.8), où l’ajustement pour le biais est donné par (3.12). 

Nous proposons d’estimer la variance de l’estimateur composite basé sur la population par linéarisation  

   
1

1

2BT 2
opt , 1

2

1
,T

T

TV S

S











  

où  
1

BT 2

T
V S 

  est l’estimateur bootstrap de la variance pour  
1

2 .
T

V S 
  

La même approche s’applique pour l’information de type 2. 

 
4  Étude d’évaluation 
 

À la présente section, nous réalisons une étude d’évaluation sur des données réelles de recensement 

provenant de l’échantillon du recensement d’Israël de 1995 pour évaluer les propriétés d’échantillonnage 

des procédures d’estimation présentées à la section 3. 

L’objectif de l’évaluation est double, à savoir a) étudier les propriétés d’échantillonnage des 

indicateurs R basés sur la population ajustés et non ajustés pour le biais, en les comparant aux propriétés 

des indicateurs R correspondants basés sur l’échantillon, et évaluer l’effet de la taille d’échantillon, du 

nombre de variables auxiliaires dans le modèle et du taux de réponse; b) étudier la performance de 

l’estimateur bootstrap pour estimer la variance de l’indicateur R basé sur la population. 

 
4.1  Données et plan de l’étude d’évaluation 
 

L’échantillon à 20 % du recensement d’Israël de 1995 contient 753 711 personnes de 15 ans et plus 

réparties dans 322 411 ménages. L’échantillon du recensement est tiré selon un plan d’échantillonnage 

aléatoire systématique où un ménage sur cinq reçoit un questionnaire détaillé portant sur une gamme de 

questions socioéconomiques. Les unités d’échantillonnage sont les ménages et toutes les personnes de plus 

de 15 ans dans les ménages échantillonnés sont interviewées. Habituellement, un questionnaire à remplir 

par procuration est utilisé, si bien qu’il n’y a pas de non-réponse individuelle dans le ménage. Dans la 

présente étude, nous supposons que chaque ménage a une même probabilité d’être inclus dans l’échantillon. 

L’étude porte sur les données au niveau du ménage  322 411 .N   

Nous avons mis en œuvre un plan en deux étapes pour définir les propensions à répondre dans les 

données de population (recensement). Cette procédure permet de s’assurer d’avoir un modèle connu pour 

générer les propensions à répondre. En outre, afin d’étudier l’effet de la variation des taux de réponse et du 

nombre de variables auxiliaires dans le modèle sur la performance des estimateurs, nous avons considéré 

six scénarios définis par le niveau des taux de réponse (3 catégories) et le type de modèle (2 catégories). 
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A. Pour commencer, les probabilités de réponse ont été définies en fonction des variables suivantes : 

type de localité (4 catégories définies par rurale/urbaine et type de population), nombre de 

personnes dans le ménage (3 catégories : 1 ou 2, 3 à 5, 6 et plus), indicateur de présence d’enfants 

dans le ménage (oui, non), région (7 catégories divisant le pays du nord au sud), et densité 

(3 catégories : moins de 1,5, 1,5 à 3,0, supérieure à 3,0). Ces variables définissent des groupes 

pour lesquels on sait que les taux de réponse aux enquêtes sociales diffèrent en pratique. Pour 

étudier l’effet des taux de réponse sur la performance des estimateurs, les probabilités de réponse 

p  ont été définies comme étant 1 2 3 4 5p p p p p p    avec trois choix, 0,15   (TR1), 

0,55   (TR2) et 0,75   (TR3), où les probabilités 1 2 3 4 5, , , ,p p p p p  sont données dans 

le tableau 4.1. Nous avons généré trois variables indicatrices de réponse en utilisant la loi de 

Bernoulli pour chacun des scénarios de réponse définis sous TR1, TR2, et TR3. 

B. Pour chacun des scénarios de réponse de l’étape (A), nous utilisons l’indicateur de réponse 

comme variable dépendante et ajustons un modèle de régression linéaire ainsi qu’un modèle de 

régression logistique à la population, afin de prédire les « vraies » propensions à répondre pour 

notre étude d’évaluation sous les deux fonctions de lien. Nous avons considéré deux modèles 

différents pour prédire les « vraies » propensions à répondre. Dans le modèle 1, les variables 

indépendantes sont exactement les variables explicatives utilisées à l’étape A pour la définition 

des probabilités de réponse (indicateur de la présence d’enfants, nombre de personnes dans le 

ménage, région, type de localité, densité). Dans le modèle 2, les variables indépendantes sont le 

type de localité, le nombre de personnes dans le ménage, et l’indicateur de présence d’enfants. 

Soulignons que nous utilisons les mêmes variables indicatrices de réponse pour ajuster les deux 

modèles. Cela nous permet d’isoler l’effet du modèle, à l’exclusion des différences dues à la 

variabilité aléatoire de l’indicateur de réponse. 

 
Les taux de réponse pour les variables définissant les probabilités, ainsi que les taux de réponse globaux 

et les vraies valeurs de population de l’indicateur R sous les deux modèles sont présentés au tableau 4.1. 

Aux fins de comparaison, nous donnons les valeurs de population de l’indicateur R basé sur les modèles de 

régression linéaire ainsi que logistique, où les taux de réponse varient entre 25,1 % et 35,1 % sous TR1, 

entre 64,7 % et 75,4 % sous TR2 et entre 84,7 % et 94,6 % sous TR3. TR2 représente le type de taux de 

réponse observé dans les enquêtes sociales nationales à grande échelle. Comme le montre le tableau 4.1, la 

différence est faible entre les valeurs de population des indicateurs R basés sur les fonctions de lien linéaire 

et logistique pour TR1 et TR2, et la différence est légère pour TR3 sous les deux modèles où les taux de 

réponse sont situés dans la queue supérieure de la distribution. Nous constatons aussi que les valeurs de 

population de l’indicateur R sont généralement élevées sur l’ensemble des taux de réponse globaux très 

différents. 
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Tableau 4.1 
Probabilités de réponse et pourcentage de réponses générées dans l’ensemble de données de population utilisé 
pour l’évaluation en fonction des variables auxiliaires 
 

   Pourcentage de réponses 

Variable Catégorie Probabilité de réponse TR1 TR2 TR3 

Enfants dans le ménage 
Aucun 0,6 25,7 65,6 85,7 

1 et plus 0,8 35,1 75,4 94,6 

Nombre de personnes dans le ménage 

1 ou 2 0,5 24,6 64,5 84,7 

3 à 5 0,8 32,9 72,8 92,5 

6 et plus 0,7 29,9 70,3 90,0 

Type de localité 

Type 1 0,6 25,1 64,9 85,0 

Type 2 0,7 28,3 68,5 88,4 

Type 3 0,8 31,5 71,7 91,2 

Type 4 0,75 28,9 69,2 88,9 

Région 

1 0,6 25,1 65,1 84,7 

2 0,8 31,2 71,5 91,0 

3 0,7 28,1 67,6 87,8 

4 0,6 26,7 66,5 86,4 

5 0,6 24,8 64,7 84,9 

6 0,7 27,6 67,8 88,0 

7 0,8 30,3 70,4 90,9 

Densité 

≤ 1,5 0,6 26,1 66,0 86,2 

1,5 à 3,0 0,8 28,9 68,9 88,8 

> 3 0,7 24,7 64,7 84,7 

Taux de réponse global   27,1 67,0 87,0 

« Vrai » indicateur R de population (logistique) Modèle 1  0,9031 0,9005 0,9063 

 Modèle 2  0,9103 0,9074 0,9137 

« Vrai » indicateur R de population (linéaire) Modèle 1  0,9033 0,9006 0,9076 

 Modèle 2  0,9104 0,9074 0,9145 

 
Lorsqu’on utilise le modèle 2, le vrai indicateur R est systématiquement environ 0,007 point plus grand 

que la valeur correspondante sous le modèle 1. Cela tient au fait que le modèle 2 pour l’estimation des 

propensions à répondre est mal spécifié. Il contient un moins grand nombre de variables auxiliaires et donc, 

la variation des propensions à répondre estimées est plus petite, ce qui donne un indicateur R plus élevé. En 

conséquence, nous obtenons un indicateur R un peu plus élevé pour le modèle 2, car une partie de la 

variation n’est pas saisie par ce dernier. C’est pourquoi il est toujours important de communiquer les 

indicateurs R accompagnés de l’information auxiliaire utilisée pour les calculer, puisque leurs valeurs 

dépendent du modèle de non-réponse. En outre, nous devrions utiliser des covariables qui sont corrélées 

aux variables d’enquête (Schouten et coll., 2012). 

Pour chaque scénario de réponse, nous avons tiré 500 échantillons de la population sous échantillonnage 

aléatoire simple (EAS) pour trois taux d’échantillonnage différents, soit 1 %  3 224 ,n   2 % 

 6 448n   et 4 %  12 896 .n   Pour chaque échantillon tiré, nous avons généré un indicateur de 
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réponse dans l’échantillon à partir des « vraies » probabilités de réponse de population basées sur la fonction 

de lien logistique. Cela détermine l’ensemble de réponses .r  Nous avons ensuite estimé les propensions à 

répondre et les indicateurs R à partir de chaque échantillon pour les variables auxiliaires basées sur 

l’échantillon ainsi que pour les variables auxiliaires basées sur la population. Nous avons estimé les 

propensions à répondre dans l’échantillon en utilisant le « vrai » modèle (modèle 1 ou modèle 2, selon le 

scénario). 

Afin d’estimer la variance des estimateurs basés sur la population, nous employons un algorithme 

bootstrap non paramétrique. De chaque ensemble de réponses, nous avons tiré 500B   échantillons 

bootstrap par échantillonnage aléatoire simple (EAS) avec remise. Ensuite, nous avons généré la 

non-réponse dans l’échantillon bootstrap en copiant les valeurs 0 ou 1 de l’indicateur de réponse dans 

l’échantillon. Une répétition de l’estimateur a été calculée sur chaque échantillon bootstrap. 

 
4.2  Résultats 
 

Le tableau 4.2 donne les résultats de l’étude d’évaluation pour chaque scénario de taux de réponse, type 

de modèle et taux d’échantillonnage. Nous contrastons les indicateurs R basés sur l’échantillon (sous les 

deux fonctions de lien pour mettre en relief toute différence) avec les indicateurs R basés sur la population. 

Dans l’évaluation, nous examinons aussi la performance de l’estimateur composite basé sur la population 

(PC) donnée en (3.7). 

Pour chaque estimateur, le tableau 4.2 montre : a) le biais relatif en pourcentage (BR %) calculé comme 

étant   500

ˆ1
ˆ100 500 ,jj
R R R 

    où ˆ
ˆ

jR  est la valeur de l’estimateur calculé pour le ej  

échantillon et R  est le vrai indicateur R basé sur le modèle linéaire de régression (tiré du tableau 4.1), et 

similairement pour 
1
,

T
R


2
,

T
R
  et l’estimateur composite; b) la racine carrée de l’erreur quadratique 

moyenne relative (REQMR) calculée comme étant  

   25001
ˆ1

ˆ100 500 .jj
R R R 




   

Le tableau 4.2 montre que les différences entre les estimateurs basés sur l’échantillon calculés en utilisant 

les fonctions de lien linéaire et logistique sont très petites en général, sauf quand le taux de réponse est très 

proche de 1 (TR3). 

Tant pour les estimateurs basés sur l’échantillon que pour les estimateurs basés sur la population de 

type 1 et de type 2, nous observons un biais à la baisse général dans le cas des indicateurs R non ajustés, et 

voyons que ce biais tend à diminuer à mesure que la taille d’échantillon augmente, aussi bien pour le 

modèle 1 que pour le modèle 2. Cette constatation n’est pas étonnante. L’erreur d’échantillonnage a 

tendance à donner lieu à une surestimation de la variabilité des propensions à répondre estimées, ce qui 

mène à une sous-estimation de l’indicateur R. Le degré de sous-estimation est généralement plus important 

pour les estimateurs basés sur la population que pour ceux basés sur l’échantillon, surtout pour les taux de 

réponse élevés. La variation des propensions à répondre est plus grande dans ce cas que la variation sous 
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les variables auxiliaires basées sur l’échantillon. En outre, la REQMR des estimateurs diminue à mesure 

qu’augmente la taille de l’échantillon et elle est généralement plus grande pour les estimateurs basés sur la 

population. Donc, les indicateurs R basés sur la population sont en général moins précis que leurs analogues 

basés sur l’échantillon, et donnent lieu à des conclusions plus faibles concernant la nature de la réponse. 
 

Tableau 4.2 
Propriétés des indicateurs R estimés pour les variables auxiliaires basées sur l’échantillon et basées sur la 
population pour 500 échantillons dans l’étude d’évaluation 
 

Taux  
de réponse 

Taux  
d’échantillonnage  

Estimateur  Modèle 1 Modèle 2

Non ajusté Ajusté Non ajusté Ajusté

BR % REQMR % BR % REQMR % BR % REQMR % BR % REQMR %

TR1 1 % Basé sur l’éch. (log) -1,73 2,39 0,32 2,01 -0,77 1,88 0,34 1,96
  Basé sur l’éch. (lin) -1,71 2,37 0,33 2,01 -0,75 1,87 0,35 1,95
  Type 1 -2,32 3,08 0,32 2,54 -1,08 2,32 0,30 2,39
  Type 1 - PC 0,04 2,28 0,22 2,42 0,59 2,44 0,38 2,41
  Type 2  -1,47 2,29 1,06 2,50 -0,20 1,74 1,01 2,27
  Type 2 - PC 0,71 2,11 0,94 2,34 1,19 2,32 1,05 2,28
 2 % Basé sur l’éch. (log) -0,90 1,53 0,14 1,36 -0,41 1,30 0,14 1,31
  Basé sur l’éch. (lin) -0,89 1,51 0,16 1,36 -0,40 1,29 0.15 1,31
  Type 1 -1,24 1,89 0,12 1,61 -0,51 1,57 0,17 1,59
  Type 1 - PC 0,04 1,56 0,10 1,59 0,38 1,68 0,21 1,62
  Type 2  -0,45 1,30 0,84 1,64 0,26 1,31 0,86 1,63
  Type 2 - PC 0,72 1,53 0,82 1,61 1,02 1,75 0,89 1,66
 4 % Basé sur l’éch. (log) -0,48 1,00 0,05 0,93 -0,27 0,90 0,00 0,88
  Basé sur l’éch. (lin) -0,46 0,99 0,06 0,92 -0,26 0,89 0,01 0,88
  Type 1 -0,63 1,23 0,05 1,12 -0,34 1,13 -0,01 1,11
  Type 1 - PC 0,15 1,14 0,07 1,12 0,18 1,18 0,01 1,13
  Type 2  0,12 0,92 0,78 1,25 0,40 1,01 0,69 1,19
  Type 2 - PC 0,83 1,29 0,79 1,26 0,83 1,30 0,70 1,20
TR2 1 % Basé sur l’éch. (log) -1,81 2,44 0,33 2,01 -0,76 1,83 0,34 1,94
  Basé sur l’éch. (lin) -1,79 2,42 0,34 2,01 -0,75 1,82 0,35 1,94
  Type 1 -5,17 5,95 -0,01 3,95 -2,45 3,77 0,25 3,43
  Type 1 - PC -1,50 3,58 -0,47 3,69 0,69 3,37 0,49 3,46
  Type 2  -4,76 5,50 0,27 3,75 -1,95 3,29 0,58 3,23
  Type 2 - PC -1,13 3,28 -0,12 3,51 0,74 3,13 0,71 3,25
 2 % Basé sur l’éch.(log) -1,00 1,59 0,08 1,37 -0,40 1,29 0,14 1,30
  Basé sur l’éch. (lin) -0,98 1,57 0,09 1,36 -0,40 1,28 0,14 1,30
  Type 1 -2,89 3,55 0,07 2,59 -1,19 2,58 0,37 2,72
  Type 1 - PC -0,57 2,37 -0,12 2,49 0,53 2,67 0,41 2,69
  Type 2  -2,52 3,19 0,39 2,50 -0,79 2,28 0,69 2,63
  Type 2 - PC -0,26 2,19 0,19 2,37 0,81 2,58 0,71 2,60
 4 % Basé sur l’éch. (log) -0,48 0,98 0,07 0,90 -0,16 0,81 0,12 0,83
  Basé sur l’éch. (lin) -0,46 0,97 0,08 0,90 -0,15 0,81 0,12 0,82
  Type 1 -1,42 2,12 0,13 1,81 -0,60 1,66 0,16 1,67
  Type 1 - PC 0,16 1,77 0,14 1,80 0,37 1,76 0,20 1,69
  Type 2  -1,07 1,82 0,46 1,78 -0,25 1,47 0,47 1,63
  Type 2 - PC 0,45 1,72 0,46 1,75 0,65 1,73 0,50 1,66
TR3 1 % Basé sur l’éch. (log) -1,07 1,59 0,10 1,30 -0,52 1,21 0,02 1,16
  Basé sur l’éch. (lin) -0,85 1,40 0,24 1,26 -0,41 1,13 0,10 1,13
  Type 1 -6,60 7,32 -0,76 4,24 -3,20 4,61 0,06 4,12
  Type 1 - PC -2,22 4,15 -0,88 4,16 -0,28 3,70 0,09 3,92
  Type 2  -6,29 6,99 -0,53 4,08 -2,85 4,25 0,27 3,95
  Type 2 - PC -2,12 3,97 -0,67 4,02 -0,04 3,52 0,33 3,78
 2 % Basé sur l’éch. (log) -0,73 1,13 -0,14 0,92 -0,30 0,88 -0,03 0,85
  Basé sur l’éch. (lin) -0,54 0,98 0,01 0,87 -0,20 0,82 0,06 0,82
  Type 1 -3,70 4,31 0,12 2,93 -1,74 2,98 0,20 2,86
  Type 1 - PC -0,78 2,60 -0,15 2,78 0,42 2,81 0,36 2,94
  Type 2  -3,46 4,07 0,30 2,87 -1,46 2,73 0,41 2,77
  Type 2 - PC -0,61 2,47 0,02 2,70 0,64 2,74 0,57 2,87
 4 % Basé sur l’éch. (log) -0,46 0,77 -0,16 0,66 -0,18 0,57 -0,05 0,55
  Basé sur l’éch. (lin) -0,29 0,66 -0,01 0,61 -0,09 0,53 0,04 0,53
  Type 1 -1,96 2,62 0,12 2,12 -0,89 1,81 0,13 1,76
  Type 1 - PC -0,03 1,97 0,07 2,06 0,38 1,84 0,19 1,79
  Type 2  -1,74 2,42 0,31 2,07 -0,66 1,65 0,31 1,71
  Type 2 - PC 0,11 1,89 0,25 2,00 0,56 1,81 0,38 1,75
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En général, les estimateurs composites basés sur la population (PC) non ajustés ont de meilleures 

propriétés que les estimateurs basés sur la population non ajustés correspondants, tant en ce qui concerne le 

BR que la REQMR en pourcentage, surtout pour les taux de réponse élevés. Ils présentent encore un certain 

degré de surestimation sous le modèle 1 correct quand les taux de réponse sont faibles, et de sous-estimation 

quand les taux de réponse sont élevés. Toutefois, pour le modèle 2, nous voyons une surestimation. 

Passons maintenant aux indicateurs R estimés et ajustés pour le biais du tableau 4.2. Pour le type 1, 

l’ajustement pour le biais permet d’éliminer ce dernier. La correction analytique du biais pour l’estimateur 

basé sur la population de type 1 fonctionne bien et donne généralement de meilleurs résultats que la 

correction analytique du biais pour l’estimateur basé sur la population de type 2. Il semble capter la plupart 

du biais et fournit des estimations ajustées qui sont plus proches des indicateurs R basés sur l’échantillon. 

La REQMR de l’estimateur ajusté pour le biais est généralement similaire à la REQMR correspondante de 

l’estimateur non ajusté, ce qui signifie que l’accroissement de la variabilité est compensé par la réduction 

du biais. Pour les taux de réponse élevés, l’estimation composite ajustée basée sur la population réduit le 

biais et la REQMR des indicateurs R basés sur la population correspondants. 

Non ajusté, l’indicateur R de type 2 a un meilleur comportement que l’indicateur R de type 1. Ce résultat 

est plutôt surprenant, car il semble que nous arrivons à obtenir une estimation plus précise du vrai 

indicateur R lorsque nous utilisons moins d’information. Cette situation tient au fait que, pour l’estimateur 

de type 1, nous n’incluons aucune part de la variation d’échantillonnage quand nous « substituons » la 

matrice de covariance de population, tandis que pour l’estimateur de type 2, nous utilisons uniquement 

l’information de marge et « substituons » la matrice de covariance des réponses qui tient compte d’une plus 

grande part de la variation d’échantillonnage. Après ajustement pour le biais, les estimateurs de type 2 ont 

un BR % plus élevé (surtout pour les faibles taux de réponse), mais une REQMR similaire. L’ajustement 

du biais pour le type 2 donne de moins bons résultats que l’ajustement du biais pour le type 1 et surcompense 

le biais. Nous nous attendions à ce résultat, car la correction du biais pour l’estimateur de type 2 est fondée 

sur une approximation linéaire, tandis qu’elle est calculée exactement pour l’estimateur de type 1. 

En ce qui concerne l’augmentation des taux de réponse, étonnamment, dans le cas des estimateurs basés 

sur la population non ajustés, nous observons de meilleurs résultats pour les faibles taux de réponse, tant en 

ce qui concerne le biais relatif en pourcentage (BR %) que la REQMR. Celle-ci est deux à trois fois plus 

grande pour TR3 que pour TR1. Les ajustements analytiques du biais donnent de très bons résultats sous 

tous les taux de réponse, quoique avec des REQMR plus élevées pour les taux de réponse élevés. 

L’utilisation de l’estimateur composites réduit ces REQMR. 

Pour ce qui est de l’effet du nombre de variables dans le modèle, le BR % et la REQMR observés sont 

plus faibles sous le modèle 2 que sous le modèle 1 pour les estimateurs basés sur la population non ajustés. 

Les estimateurs composites présentent en général une tendance opposée. La performance des versions 

ajustées pour le biais est similaire sous les deux modèles. 

Le tableau 4.3 donne la moyenne du opt  estimé pour les estimateurs composites basés sur la population 

de type 1 et de type 2 comparativement à la vraie valeur obtenue pour la population sous les deux scénarios 
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de taux de réponse extrêmes, TR1 et TR3. L’examen du tableau révèle que le opt  estimé moyen s’écarte 

peu des vraies valeurs dans l’étude d’évaluation. 
 

Tableau 4.3 

opt  moyen pour les variables auxiliaires basées sur la population pour 500 échantillons dans l’étude 
d’évaluation 
 

Taux de 
réponse 

Taux 
d’échantillonnage 

Modèle 1 Modèle 2 
Type 1 Type 2 Type 1 Type 2 

Vrai 
Basé sur 
la pop. 

Vrai 
Basé sur 
la pop. 

Vrai 
Basé sur 
la pop. 

Vrai 
Basé sur 
la pop. 

TR1 1 % 0,40 0,33 0,36 0,33 0,31 0,29 0,26 0,28 

 2 % 0,25 0,21 0,22 0,21 0,19 0,22 0,15 0,19 

 4 % 0,14 0,13 0,13 0,13 0,10 0,10 0,08 0,09 
TR3 1 % 0,68 0,44 0,67 0,44 0,57 0,51 0,55 0,48 

 2 % 0,51 0,39 0,50 0,38 0,41 0,43 0,39 0,41 

 4 % 0,35  0,27 0,34 0,27 0,25  0,23 0,24 0,22 
 

Au tableau 4.4, nous analysons la performance des estimateurs bootstrap pour l’estimation de la variance 

des indicateurs R basés sur la population sous les deux scénarios de taux de réponse extrêmes, TR1 et TR3. 

Des expressions analytiques ont été établies pour la variance des indicateurs R basés sur l’échantillon et 

utilisées dans l’étude d’évaluation (voir Shlomo et coll., 2012). Les moyennes de simulation des estimateurs 

de variance sont comparées au tableau 4.4 avec les variances de simulation (calculées sur l’ensemble des 

échantillons répétés), en utilisant le biais relatif en pourcentage. Le tableau inclut aussi le taux de couverture 

défini comme étant le pourcentage de fois que le vrai R  est contenu dans l’intervalle de confiance 

   500

ˆ ˆ1
ˆ ˆ ˆ100 1,96 500 ,jj jj

I R R V R  
     où  ˆ

ˆ ˆ
j jV R  est la variance estimée pour le ej  

échantillon (estimateur de variance par linéarisation pour l’estimateur basé sur l’échantillon et estimateur 

de variance par le bootstrap pour les estimateurs basés sur la population) et I  est la fonction indicatrice. 

Les estimateurs de variance bootstrap pour les estimateurs basés sur la population donnent de bons résultats. 

L’estimateur basé sur l’échantillon présente une meilleure couverture que les versions basées sur la 

population correspondantes. Les estimateurs basés sur la population de type 1 et de type 2 ont des 

couvertures similaires. La couverture s’améliore toujours quand la taille d’échantillon augmente. 

Pour ce qui est du comportement sous les différents taux de réponse, les résultats sont partagés. Il semble 

exister une interaction entre la taille de l’échantillon et le taux de réponse. Le nombre de variables dans le 

modèle n’a pas grand effet sur la couverture. Cependant, nous constatons des problèmes concernant la 

couverture pour les estimateurs basés sur la population sous le taux de réponse le plus élevé (TR3), en 

particulier pour le taux d’échantillonnage de 1 %. 

Les figures 4.1, 4.2 et 4.3 présentent les boîtes à moustaches comparant les estimateurs et leurs versions 

corrigées du biais sous le modèle 1, pour les différents scénarios de taux de réponse TR1, TR2 et TR3, 

respectivement. Les gains découlant des ajustements pour le biais sont évidents pour les indicateurs R de 

type 1 et de type 2. Les erreurs-types sont beaucoup plus grandes pour TR3 que pour TR1 sous les mêmes 

taux d’échantillonnage. La variabilité de l’estimateur ajusté pour le biais augmente et est plus grande pour 

les petites tailles d’échantillon. 
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Tableau 4.4 
Propriétés des estimateurs de variance pour les indicateurs R sous les variables auxiliaires basées sur 
l’échantillon et basées sur la population pour 500 échantillons 
 

Taux de réponse Taux d’échantillonnage Estimateur 
Modèle 1 Modèle 2

BR % Couverture BR % Couverture
TR1 1 % Basé sur l’échantillon 1,84 0,95 -5,74 0,95
  Type 1 4,35 0,95 11,12 0,96
  Type 2 4,99 0,94 7,72 0,95
 2 % Basé sur l’échantillon 1,43 0,96 1,15 0,95
  Type 1 8,62 0,96 5,31 0,95
  Type 2 7,03 0,93 2,10 0,92
 4 % Basé sur l’échantillon 7,93 0,97 -4,58 0,95
  Type 1 13,23 0,96 3,42 0,95
    Type 2 13,38 0,89 2,53 0,90
TR3 1 % Basé sur l’échantillon -1,05 0,95 -9,48 0,92
  Type 1 2,87 0,78 11,47 0,86
  Type 2 4,97 0,78 10,26 0,85
 2 % Basé sur l’échantillon -4,34 0,94 -7,96 0,94
  Type 1 -7,61 0,92 2,37 0,91
  Type 2 -8,07 0,92 1,02 0,90
 4 % Basé sur l’échantillon 3,31 0,94 -3,54 0,95
  Type 1 -8,33 0,93 12,32 0,96
    Type 2 -8,13 0,93 10,89 0,96

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.1  Boîtes à moustaches pour 500 indicateurs R estimés pour des échantillons à 1 % et 4 % pour le 
modèle 1 et TR1. (ELOG) désigne l’indicateur R logistique basé sur l’échantillon, (ELIN) 
l’indicateur R linéaire basé sur l’échantillon, (T1) l’indicateur R basé sur la population de type 1, 
(T2) l’indicateur R basé sur la population de type 2, et (T1PC) et (T2PC) les estimateurs composites 
basés sur la population de type 1 et de type 2. AJU désigne les estimateurs ajustés pour le biais 
correspondants. 
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Figure 4.2  Boîtes à moustaches pour 500 indicateurs R estimés pour des échantillons à 1 % et 4 % pour le 
modèle 1 et TR2. (ELOG) désigne l’indicateur R logistique basé sur l’échantillon, (ELIN) 
l’indicateur R linéaire basé sur l’échantillon, (T1) l’indicateur R basé sur la population de type 1, 
(T2) l’indicateur R basé sur la population de type 2, et (T1PC) et (T2PC) les estimateurs composites 
basés sur la population de type 1 et de type 2. AJU désigne les estimateurs ajustés pour le biais 
correspondants. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 4.3  Boîtes à moustaches pour 500 indicateurs R estimés pour des échantillons à 1 % et 4 % pour le 
modèle 1 et TR3. (ELOG) désigne l’indicateur R logistique basé sur l’échantillon, (ELIN) 
l’indicateur R linéaire basé sur l’échantillon, (T1) l’indicateur R basé sur la population de type 1, 
(T2) l’indicateur R basé sur la population de type 2, et (T1PC) et (T2PC) les estimateurs composites 
basés sur la population de type 1 et de type 2. AJU désigne les estimateurs ajustés pour le biais 
correspondants. 
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5  Application à la Dutch Health Survey 
 

À la présente section, nous appliquons les estimateurs basés sur la population de type 1 et de type 2 à la 

Dutch Health Survey réalisée par Statistics Netherlands. Nous utilisons trois variables auxiliaires qui font 

partie de la norme de référence adoptée par les entreprises néerlandaises d’études de marché et comparons 

la performance des estimateurs basés sur la population à celle des estimateurs basés sur l’échantillon. 

La Dutch Health Survey (HS) a été commanditée en 1998 sous forme d’une enquête transversale répétée 

auprès de l’entièreté de la population inscrire dans le Registre de la population des Pays-Bas, à l’exclusion 

de la population vivant en établissement. L’enquête est réalisée selon un plan de sondage autopondéré à 

deux degrés dans lequel le premier degré correspond aux municipalités et le deuxième, aux personnes vivant 

dans les municipalités sélectionnées. Jusqu’à 2012, la HS était une enquête avec interviews sur place. En 

2012, elle est passée à un plan de collecte à mode mixte comprenant des interviews en ligne et des interviews 

sur place. Au fil des ans, la taille de l’échantillon a été réduite considérablement, pour passer d’environ 

35 000 à environ 18 000. Nous utilisons les données de la HS de 2002, l’une des dernières années où 

l’échantillon avait sa taille originale. La taille d’échantillon nette est de 33 584 personnes. 

Pour les échantillons nationaux et régionaux, les entreprises néerlandaises d’études de marché utilisent 

les statistiques de population qu’il est convenu d’appeler norme de référence produite par Statistics 

Netherlands (MOA, 2015). La norme de référence est un ensemble explicitement défini de variables 

auxiliaires que les entreprises affiliées incluent dans leurs questionnaires d’enquête. Trois de ces variables 

sont l’âge, le sexe et l’état matrimonial. Nous nous concentrons sur ces trois variables dans l’application. 

Le tableau 5.1 contient l’échantillon de la HS et les distributions des réponses, ainsi que les distributions 

des trois variables dans la population fournies par Statistics Netherlands. Les distributions de populations 

conjointes, nécessaires pour estimer les matrices de covariance basées sur la population de type 1, sont 

également disponibles, mais ne sont pas présentées ici. En pratique, la distribution dans l’échantillon est, 

évidemment, inconnue. Le tableau diffère pour les trois variables : pour l’âge et l’état matrimonial, la 

distribution des réponses est plus proche de la distribution dans l’échantillon que de la distribution dans la 

population, et les propensions à répondre basées sur la population donnent une plus grande variation. Pour 

le sexe, la distribution dans la population est plus proche de la distribution des réponses et nous observons 

moins de variation. 
 

Tableau 5.1 
Distributions de l’âge, du sexe et de l’état matrimonial pour l’échantillon, les répondants et la population 
 

Variables Catégories Répondants Échantillon Population

Âge 20 à 24 7,5 7,9 8,1
 25 à 29 7,3 8,2 8,9
 30 à 34 9,9 10,2 10,9
 35 à 39 10,9 10,8 11
 40 à 44 10,3 10,3 10,4
 45 à 49 9,7 9,4 9,6
 50 à 54 9,4 9,6 9,5
 55 à 59 8,8 8,9 8
 60 à 64 7,1 6,7 6,3
 65 à 69 5,9 5,6 5,4
 70 à 74 5,4 4,7 4,6
 75 et + 7,7 7,8 7,2
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Tableau 5.1 (suite) 
Distributions de l’âge, du sexe et de l’état matrimonial pour l’échantillon, les répondants et la population 
 

Variables Catégories Répondants Échantillon Population

Sexe Hommes 48,9 49,8 49,2
 Femmes 51,1 50,2 50,8
État matrimonial Non marié(e) 23,7 26,8 26,9
 Marié(e) 63,3 59,3 58,8
 Veuf(ve) 6,5 6,7 6,7
 Divorcé(e) 6,4 7,2 7,6

 
Nous donnons les estimations des indicateurs R basés sur la population de type 1 et de type 2 au 

tableau 5.3. Pour l’estimateur composite, nous avons utilisé le paramètre de lissage estimé opt  fondé sur 

les propensions à répondre basées sur la population. Nous incluons aussi une estimation de opt  calculée en 

utilisant les propensions à répondre basées sur l’échantillon. Cette dernière estimation, qui ne peut 

ordinairement pas être calculée, est incluse aux fins de comparaison. Le tableau 5.2 donne le paramètre de 

lissage estimé opt  fondé sur les propensions à répondre basées sur la population, ainsi que basées sur 

l’échantillon. Les opt  basés sur l’échantillon sont plus grands et ont tendance à avoir un effet de lissage 

plus prononcé. Cependant, tous les opt  sont relativement petits. 

Le tableau 5.3 présente les divers indicateurs R basés sur la population. Aux fins de comparaison, nous 

donnons aussi l’indicateur R basé sur l’échantillon en utilisant la fonction de lien logistique. La fonction de 

lien linéaire a produit les mêmes résultats. Nous pouvons conclure que les indicateurs R basés sur la 

population, en utilisant uniquement les distributions des réponses et de la population, diffèrent des 

indicateurs R basés sur l’échantillon, en utilisant les distributions des réponses et de l’échantillon. Cette 

différence augmente, comme prévu, quand les indicateurs de type 2 sont utilisés. Les estimateurs composites 

donnent d’un peu meilleurs résultats que les estimateurs non composites, mais une différence importante 

persiste encore. Cela n’est pas attribuable à un paramètre de lissage biaisé, car la différence n’est qu’un peu 

plus faible quand les propensions à répondre basées sur l’échantillon sont utilisées pour estimer le paramètre 

de lissage. En outre, après ajustement pour tenir compte du biais, la différence entre les estimateurs 

composites disparaît pour les propensions à répondre basées sur l’échantillon et basées sur la population. 

 
Tableau 5.2 
Valeurs du paramètre de lissage opt  fondé sur les propensions à répondre basées sur la population et sur les 
propensions à répondre basées sur l’échantillon pour les estimateurs composites de type 1 et de type 2 
 

 

Paramètre de lissage opt  

Type 1 Type 2 

Propensions à répondre basées sur la population 0,043 0,038 

Propensions à répondre basées sur l’échantillon 0,076 0,095 
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Tableau 5.3 
Indicateurs R basés sur l’échantillon et basés sur la population de type 1 et de type 2, non ajustés et ajustés pour 
le biais, pour les données de la HS de 2002. Les indicateurs R composites basés sur la population sont fondés 
sur le paramètre de lissage opt  obtenu en utilisant les propensions à répondre basées sur la population et basées 
sur l’échantillon. Les intervalles de confiance (IC) à 95 % obtenus par approximation normale sont présentés 
 

  Non ajusté Ajusté pour le biais 

 Estimateur Indicateur R IC à 95 % Indicateur R IC à 95 % 

Basé sur l’échantillon 0,899 0,888 0,909 0,901 0,890 0,912 
Type 1 – original 0,876 0,860 0,891 0,879 0,864 0,895 
Type 1 – composite basé sur la population  0,880 0,865 0,896 0,880 0,864 0,895 
Type 1 – composite basé sur l’échantillon 0,883 0,868 0,898 0,880 0,865 0,895 
Type 2 – original 0,873 0,858 0,889 0,877 0,861 0,894 
Type 2 – composite basé sur la population 0,878 0,863 0,894 0,878 0,862 0,893 
Type 2 – composite basé sur l’échantillon 0,881 0,866 0,897 0,878 0,863 0,893 

 
L’une des conclusions de l’application est que les valeurs plus faibles des indicateurs R basés sur la 

population résultent des grands écarts entre les distributions des variables auxiliaires dans l’échantillon et 

dans la population. Pour une taille d’échantillon de 33 584 personnes, un test des différences entre les 

distributions dans l’échantillon et dans la population est significatif pour chacune des trois variables au seuil 

de signification de 5 %. L’échantillon net disponible de la Dutch Health Survey ne contient pas les unités 

d’échantillonnage présentant des erreurs de base de sondage ou d’autres erreurs administratives, ni les 

populations hors du champ d’observation de l’enquête, comme les personnes vivant en établissement. Cette 

modification, ainsi que certains petits ajustements des charges de travail des intervieweurs, ont très 

vraisemblablement fait s’écarter les distributions d’échantillon des chiffres de population originaux. Cela 

met en relief le « tendon d’Achille » des indicateurs R basés sur la population, à savoir qu’il est impératif 

qu’il n’y ait pas de disparité entre les définitions et les populations. 

 
 

6  Discussion 
 

L’extension des estimateurs des indicateurs R basés sur l’échantillon à ceux basés sur la population 

comprend deux étapes, à savoir 1) l’estimation des propensions à répondre, et 2) l’estimation des 

indicateurs R basée sur ces propensions. L’estimation des propensions à répondre basées sur la population 

est simple quand on émet l’hypothèse de modèles linéaires pour les propensions à répondre et les influences 

des réponses. La fonction de lien linéaire est raisonnable lorsqu’on estime les propensions à répondre sous 

des taux de réponse habituellement observés pour les grandes enquêtes sociales nationales, comme le montre 

l’étude d’évaluation présentée à la section 4. Les estimateurs basés sur l’échantillon contiennent des 

matrices de covariance d’échantillon et des fréquences d’échantillon qui peuvent être remplacées par des 

matrices de covariance de population ou des fréquences de population. Nous avons cerné deux types de 

conditions, d’une part, les cas où les produits croisés de population sont disponibles et d’autre part, les cas 

où l’information auxiliaire est limitée uniquement aux chiffres de marge de la population. Nous avons 

dénommé les estimateurs correspondants estimateurs de type 1 et de type 2, respectivement. Les conditions 

de type 2 sont plus contraignantes que celles de type 1. 
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Après avoir estimé les propensions à répondre basées sur la population, nous avons construit des 

estimateurs basés sur la population pour l’indicateur R et examiné leurs propriétés théoriquement ainsi 

qu’empiriquement. Les estimateurs sont appliqués à des échantillons tirés de données réelles provenant du 

Recensement d’Israël de 1995, où les « vraies » propensions à répondre ont été calculées en s’appuyant sur 

des hypothèses réalistes pour les enquêtes sociales nationales auprès des ménages. Nous avons donc abordé 

les deux premières questions de recherche du début de l’article : comment étendre les propensions à 

répondre et les indicateurs R basés sur l’échantillon aux propensions à répondre et aux indicateurs R basés 

sur la population ? Quelles sont les propriétés statistiques des indicateurs R basés sur la population ? 

De nombreuses options pour l’estimation des indicateurs R existent, selon la réponse à l’enquête. Nous 

avons utilisé les moyennes des réponses pondérées par la propension à répondre, car les propensions sont 

disponibles. Cependant, n’importe quelle méthode de calage peut être utilisée, dont la méthode de 

pondération linéaire ou la méthode des classes d’ajustement. En fait, l’ensemble de variables auxiliaires 

utilisé pour l’estimation des indicateurs R peut être un sous-ensemble des variables auxiliaires employées 

pour l’estimation des propensions et des influences. Des modèles parcimonieux peuvent s’avérer plus 

efficaces, car il est connu que la pondération par les propensions à répondre peut influencer fortement la 

précision des estimateurs. Il s’agit d’un sujet pour de futurs travaux de recherche. 

Les deux propriétés que nous avons examinées sont le biais et l’erreur-type des indicateurs R basés sur 

la population proposés. Comme prévu, le biais et l’erreur-type dépendent de la taille de l’échantillon et du 

type d’information auxiliaire disponible, le biais et l’erreur-type étant d’autant plus grands que l’échantillon 

est petit. Quand les échantillons sont petits, il devient plus difficile de faire la distinction entre la variation 

d’échantillonnage et la variation de la réponse. Clairement, les intervalles de confiance deviennent plus 

grands, car les petits échantillons fournissent moins d’information. 

Les estimateurs de type 1 ajustés pour le biais (produits croisés de population) donnent de meilleurs 

résultats que les estimateurs de type 2 ajustés pour le biais (chiffres de marge de la population). Ce résultat 

n’est pas étonnant étant donné que les premiers utilisent plus d’information. Cependant, les estimateurs de 

type 2 non ajustés ont de meilleures propriétés de REQMR que les estimateurs de type 1 non ajustés. Ce 

résultat est surprenant et souligne un usage sous-optimal des produits croisés de population quand ils sont 

utilisés comme des « valeurs de substitution » et ne tiennent compte d’aucune variation d’échantillonnage. 

Les erreurs-types des estimateurs basés sur la population sont plus grandes que celles de leurs analogues 

basés sur l’échantillon. 

L’étude d’évaluation montre dans le scénario TR3 que, pour les taux de réponse très élevés, les 

indicateurs R basés sur la population donnent des erreurs-types plus élevées et de plus grands biais, 

principalement attribuables au fait que les propensions à répondre sont estimées en dehors de l’intervalle 

[0, 1]. Pour cette raison, nous proposons un estimateur composite utilisant divers paramètres de lissage en 

fonction du taux de réponse. Les erreurs-types sont réduites, mais au prix d’un accroissement du biais. 

Les analyses révèlent que le biais des estimateurs de type 1 et de type 2 dépend du nombre de variables 

auxiliaires; toutefois, cette dépendance était modeste dans nos évaluations. Le biais peut augmenter si l’on 

utilise des modèles détaillés contenant de nombreuses variables pour l’estimation des propensions à 
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répondre. Cela s’explique par le fait que les modèles détaillés permettent de saisir une plus grande part de 

la variation d’échantillonnage sous forme de biais. 

Un certain nombre de mises en garde s’appliquent aux indicateurs R basés sur la population. 

Premièrement, le choix d’information auxiliaire disponible au niveau national peut être plus limité que 

l’information auxiliaire basée sur l’échantillon, selon l’existence de registres et de données administratives. 

La sélection des variables auxiliaires doit se faire en fonction de leur corrélation avec les variables cibles de 

l’enquête. En outre, il est vivement recommandé d’utiliser les statistiques de population fondées sur des 

registres ou des données administratives plutôt que celles basées sur des chiffres pondérés provenant 

d’autres enquêtes, puisque ces statistiques pourraient ne pas refléter précisément la vraie distribution dans 

la population. On tirerait des conclusions erronées au sujet de la représentativité des réponses si les 

estimations de population sont biaisées. 

Deuxièmement, nous formulons l’hypothèse que l’enquête mesure les mêmes quantités que celles dans 

l’information sur la population et nous n’examinons pas l’effet d’écarts éventuels par rapport à cette 

hypothèse. Cependant, nous soulignons qu’il existe un risque d’erreurs de mesure lorsqu’on compare la 

représentativité des questions d’enquête aux statistiques de population. Il convient de confirmer que les 

questions d’enquête utilisées ont les mêmes définitions et classifications que les tableaux démographiques. 

Donc, il est préférable d’éviter les questions propices aux erreurs de mesure, comme celles qui requièrent 

un important effort cognitif ou qui peuvent entraîner des réponses socialement désirables. 

Troisièmement, dans les situations où l’information n’est disponible que pour la population, les options 

en vue d’améliorer la représentativité durant la collecte des données sont nettement plus limitées, puisqu’on 

ne dispose d’aucune information auxiliaire individuelle pour les non-répondants. Néanmoins, dans ces 

conditions, les évaluations de la représentativité peuvent encore être utiles pour la conception des lettres 

préalables et de rappel, la formation des intervieweurs et la collecte de paradonnées. 

Enfin, nous ne considérons pas les conditions hybrides où l’indicateur R est basé sur des données 

appariées et des tableaux de données de population. En outre, nous ne traitons pas le cas où nous pourrions 

utiliser des estimations d’enquête pondérées s’il n’existe pas d’information agrégée sur la population. Cela 

aura une incidence tant sur le biais que sur les estimations de la variance pour les indicateurs R basés sur la 

population. Ces extensions sont relativement simples, mais seront abordées dans de futurs articles. 

La recherche sur les indicateurs R basés sur la population en est encore à ses débuts et il est trop tôt pour 

fournir une réponse catégorique à la dernière question de recherche présentée dans l’introduction concernant 

la faisabilité et la praticabilité des indicateurs R basés sur de l’information auxiliaire de population agrégée. 

Comme il est mentionné dans l’introduction, d’autres usages de ces indicateurs R sont étudiés dans le 

contexte de l’évaluation et de la surveillance des données administratives recueillies en continu et de 

l’évaluation de la représentativité des enregistrements appariés. De plus, Schouten et coll. (2011) ont 

introduit des indicateurs R partiels sous information auxiliaire basée sur l’échantillon pour évaluer le 

manque de représentativité dû à une variable ou à une catégorie auxiliaire particulière. Ces indicateurs 

partiels ont été utilisés pour surveiller et évaluer la collecte des données. Schouten et Shlomo (2017) 
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illustrent l’utilisation d’indicateurs R partiels pour les plans de collecte de données adaptatifs. 

Similairement, il est facile de définir des indicateurs R partiels basés sur la population et cela sera le sujet 

de futurs travaux. 

Quant à l’étude d’évaluation présentée à la section 4 portant sur la représentativité des enquêtes, elle est 

fondée sur des données réelles sous des hypothèses réalistes au sujet des probabilités de réponse 

habituellement retrouvées dans les enquêtes sociales réalisées par les instituts nationaux de statistique. De 

futurs travaux de recherche seront nécessaires afin de voir s’il est possible de construire des estimateurs de 

rechange plus précis et, par conséquent, permettant de tirer des conclusions plus fermes concernant la nature 

de la réponse. Une piste naturelle à explorer serait une approche itérative s’appuyant sur une modification 

de l’algorithme EM, dans laquelle le score des non-répondants sur les variables auxiliaires est estimé et 

utilisé pour mettre à jour les estimations des propensions à répondre. 

Nous n’avons pas envisagé l’estimation basée sur la population pour d’autres types de modèles, comme 

la régression logistique ou probit. Comme l’indique l’évaluation numérique de la section 4, les différences 

entre les estimateurs basés sur l’échantillon avec fonction de lien linéaire, d’une part, et fonction de lien 

logistique, d’autre part, sont en général faibles, mais deviennent plus importantes quand les taux de réponse 

sont très proches de 1. Pour ces cas, l’élaboration d’autres fonctions de lien pour l’estimation basée sur la 

population est un sujet de futures études. Il s’agirait d’une extension utile et naturelle de la théorie des 

indicateurs R, car ces modèles sont souvent utilisés en pratique et permettent d’éviter les propensions à 

répondre en dehors de l’intervalle [0, 1]. 
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Annexe A 
 

Approximation analytique du biais des estimateurs de type 1 
1T

R
  

 

Pour commencer, nous calculons le biais de 
1

2

T
S 
  sous un plan d’échantillonnage général. En posant que 

1
1

ˆ
ir

m N d   et 1
2 , 1

ˆ ,i i Tr
m N d     nous pouvons écrire  
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où ik ik i k      et ik  sont les probabilités d’inclusion dans l’échantillon d’ordre deux. Donc, le biais 

de 
1

2
T

S 
  par rapport à la distribution conjointe du plan d’échantillonnage et du mécanisme de réponse est 

donné par  
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Sous échantillonnage aléatoire simple sans remise, (A.2) peut se simplifier en  
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Plus généralement, l’estimateur de Horvitz-Thompson basé sur l’ensemble de réponses pour (A.2) sous 

échantillonnage complexe est donné par  
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Annexe B 
 

Approximation analytique du biais des estimateurs de type 2 
2T

R
  

 

La stratégie de calcul d’un ajustement analytique du biais pour 
2

2
T

S 
  consiste d’abord à approximer , 2i T  

par un estimateur linéaire en utilisant les techniques de linéarisation de Taylor. Puis, nous calculons un 

ajustement approximatif du biais pour 
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2 ,
T
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  en insérant l’approximation linéaire pour , 2i T  dans 2ˆ .m  
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Proposition 1. L’estimateur , 2i T  défini en (2.7) peut être approximé par  
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Preuve. En suivant la linéarisation de Taylor classique (voir Särndal, Swensson et Wretman, 1992 et 

Bethlehem, 1988), l’estimateur , 2i T  peut être approximé par  
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où jjΛ  est une matrice  p p  contenant des valeurs 1 aux positions  ,j j  et  ,j j  et des zéros 

ailleurs, et jλ  est un vecteur p  dont la ej  composante est égale à 1 et les autres sont nulles. L’insertion 

des dérivées partielles dans (B.1) donne le résultat. 
 

Proposition 2. Sous échantillonnage aléatoire simple, une approximation du biais pour 
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  par rapport à 

la distribution conjointe du plan d’échantillonnage et du mécanisme de réponse est donnée par  
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Preuve. Grâce à la proposition 1, 2m̂  défini à l’annexe A peut être approximé comme il suit  
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Il s’ensuit que, sous échantillonnage aléatoire simple,  2ˆE m  devient  
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Donc, le biais total sous échantillonnage aléatoire simple est obtenu en insérant  EAS
2ˆE m  calculé 

ci-dessus dans (A.1) et en suivant la preuve donnée à l’annexe A pour les autres termes. 
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Plus généralement, l’estimateur de Horvitz-Thompson pour l’ensemble de réponses sous échantillonnage 

complexe pour l’ajustement du biais de l’indicateur R basé sur la population de type 2 est donné par  
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Imputation par régression quantile semi-paramétrique pour 
une enquête complexe avec application au Conservation 

Effects Assessment Project 

Emily Berg et Cindy Yu1 

Résumé 

L’élaboration de procédures d’imputation appropriées pour les données ayant des valeurs extrêmes ou des 
relations non linéaires avec des covariables constitue un défi important dans les enquêtes à grande échelle. Nous 
élaborons une procédure d’imputation pour les enquêtes complexes fondée sur la régression quantile semi-
paramétrique. Nous appliquons cette méthode au Conservation Effects Assessment Project (CEAP), une enquête 
à grande échelle qui recueille des données utilisées pour quantifier la perte de sol provenant des champs de 
culture. Dans la procédure d’imputation, nous générons d’abord des valeurs imputées à partir d’un modèle semi-
paramétrique pour les quantiles de la distribution conditionnelle de la réponse pour une covariable donnée. 
Ensuite, nous évaluons les paramètres d’intérêt à l’aide de la méthode généralisée des moments (MGM). Nous 
dérivons la distribution asymptotique des estimateurs MGM pour une classe générale de plans d’enquête 
complexes. Dans les simulations destinées à représenter les données du CEAP, nous évaluons les estimateurs de 
variance en fonction de la distribution asymptotique et comparons la méthode d’imputation par régression 
quantile (IRQ) semi-paramétrique à des solutions de rechange entièrement paramétriques et non paramétriques. 
La procédure de l’IRQ est plus efficace que les solutions de rechange non paramétriques et entièrement 
paramétriques, et les couvertures empiriques des intervalles de confiance se situent à moins de 1 % du niveau 
nominal de 95 %. Une application à l’estimation de l’érosion moyenne indique que l’IRQ pourrait être une option 
viable pour le CEAP. 

 
Mots-clés : Plan d’échantillonnage informatif; B-spline; érosion. 

 
 

1  Introduction 
 

Les données manquantes ont d’importantes répercussions sur l’analyse des données d’enquête. Il peut 

arriver qu’il y ait des données manquantes si les unités échantillonnées refusent de participer à l’enquête, 

sont difficiles à localiser, ne répondent pas aux questions sensibles ou abandonnent les enquêtes 

longitudinales. Si les valeurs manquantes sont liées à la variable d’intérêt, une analyse des données 

complètes sans modification pour les valeurs manquantes est biaisée. La pondération et l’imputation sont 

deux grandes catégories d’ajustements de données manquantes. 

Deux types d’ajustements de pondération sont la pondération par calage (D’Arrigo et Skinner, 2010; 

Kott, 2006) et la pondération fondée sur les scores de propension (Kim et Riddles, 2012). Dans la 

pondération par calage, les poids des répondants sont ajustés de façon à ce que la somme pondérée d’une 

variable auxiliaire pour les répondants soit égale à la moyenne correspondante pour l’échantillon complet 

ou à la moyenne de la population. Dans la pondération fondée sur les scores de propension, le poids 

d’échantillonnage est multiplié par l’inverse d’une probabilité estimée de réponse. 

L’imputation complète l’ensemble de données en remplaçant les variables à réponse manquante par des 

valeurs imputées. Elle peut simplifier les analyses en cas de non-réponse partielle et améliorer l’uniformité 
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des résultats entre les utilisateurs. Nous envisageons l’imputation d’une réponse ,y  qui pourrait être 

manquante, à l’aide d’une variable auxiliaire x  observée pour l’échantillon complet. Afin de permettre une 

certaine souplesse dans les hypothèses du modèle, nous utilisons un modèle de régression quantile semi-

paramétrique pour décrire la relation entre x  et .y  

Il existe un vaste éventail de procédures d’imputation (Kim and Shao, 2013). L’imputation fractionnaire 

paramétrique (Kim, 2011) et l’imputation multiple paramétrique (Rubin, 2004) génèrent des valeurs 

imputées à partir d’une estimation d’un modèle entièrement paramétrique pour la distribution conditionnelle 

de la réponse pour des covariables données. L’imputation hot deck (c’est-à-dire Andridge et Little, 2010), 

en revanche, inclue une catégorie de procédures non paramétriques dans laquelle les valeurs imputées sont 

sélectionnées parmi les répondants. Dans certaines procédures hot deck, les poids sont attribués selon une 

mesure de proximité, définie par des classes d’imputation (Brick et Kalton, 1996) ou une mesure (Rubin, 

2004; Little, 1988), comme la distance entre les noyaux (Wang et Chen, 2009). L’imputation non 

paramétrique est plus robuste à l’erreur de spécification du modèle que les méthodes entièrement 

paramétriques. Toutefois, les estimateurs fondés sur les procédures non paramétriques peuvent être peu 

efficaces dans les petits échantillons. L’imputation par régression quantile (IRQ) semi-paramétrique est un 

compromis entre les procédures d’imputation non paramétriques et entièrement paramétriques. Dans l’IRQ, 

les valeurs imputées pour une seule valeur manquante sont les quantiles estimés de la distribution de 

l’observation manquante conditionnelle à une fonction des variables auxiliaires. Comme un modèle semi-

paramétrique pour la fonction quantile est utilisé, l’IRQ est robuste à l’erreur de spécification du modèle, et 

comme les valeurs sont imputées à partir de quantiles estimés, l’IRQ résiste aux valeurs extrêmes. Chen et 

Yu (2016) élaborent l’IRQ pour un échantillonnage aléatoire simple d’une population infinie. Nous étendons 

le modèle de Chen et Yu (2016) pour permettre des probabilités de sélection inégales. 

De nombreuses procédures d’imputation reposent sur une hypothèse de réponse manquant au hasard 

(RMH) (Rubin, 1976). Une hypothèse courante est que la variable de réponse ( ,y  qui peut être manquante) 

est conditionnellement indépendante de l’indicateur de valeur manquante (« 1 » si une réponse est fournie 

et « 0 » autrement) pour les données observées. Une application directe de cette définition de la RMH à une 

enquête complexe précise l’indépendance de la variable de réponse et de la variable indicatrice manquante 

conditionnellement à la variable auxiliaire et aux indicateurs d’inclusion de l’échantillon (Little, 1982; 

Pfeffermann, 2011). Berg, Kim et Skinner (2016), nomme échantillon manquant au hasard la RMH définie 

conditionnellement aux indicateurs d’inclusion de l’échantillon. Selon une autre hypothèse, celle de la 

population manquant au hasard (Berg et coll., 2016), la variable de réponse est conditionnellement 

indépendante de l’indicateur de valeur manquante pour une variable auxiliaire donnée dans la 

superpopulation, de manière inconditionnelle aux indicateurs d’inclusion de l’échantillon. Berg et coll. 

(2016) montrent que ces deux hypothèses ne sont pas équivalentes. Nous discutons précisément de ces 

concepts de RMH à la section 2, et élaborons notre procédure pour qu’elle soit suffisamment souple pour 

s’adapter à l’une ou l’autre des conditions. 
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Notre intérêt pour la régression quantique semi-paramétrique pour une enquête complexe est motivé en 

partie par le Conservation Effects Assessment Project (CEAP), une enquête complexe visant à quantifier la 

perte de sol et d’éléments nutritifs provenant des champs de culture. Comme les distributions des variables 

de réponses sont fortement asymétriques et contiennent des valeurs extrêmes, la spécification d’un modèle 

d’imputation entièrement paramétrique adéquat est difficile, et les procédures d’imputation hot deck 

peuvent présenter de grandes variances. Nous étudions l’utilisation de l’IRQ pour régler ces problèmes 

relatifs à l’imputation pour le CEAP. 

Nous démontrons la validité théorique et l’applicabilité de l’imputation par régression quantile semi-

paramétrique dans le contexte d’une enquête complexe. La section 2 et la section 3, respectivement, 

présentent l’algorithme d’imputation et les propriétés asymptotiques. La section 4 et la section 5 démontrent 

les propriétés de l’IRQ par l’application au CEAP et les simulations, respectivement. La section 6 se termine 

par un résumé et une discussion des avenues de recherche futures. 

 
2  Imputation par régression quantile pour les données d’enquête 

complexes 
 

Imaginons un cadre conceptuel dans lequel les échantillons sont tirés d’une population finie générée à 

partir d’un modèle de superpopulation (Fuller, 2009b, chapitre 6). Supposons que ix  et iy  ont une 

distribution conjointe  ,i if x y  dans la surpopulation. Nous définissons la distribution conditionnelle de 

iy  compte tenu de ix  par la fonction quantile conditionnelle. Supposons que  iq x  indique le e  quantile 

de la distribution conditionnelle de ,iy  compte tenu de ,ix  dans la superpopulation, où  iq x  est défini 

par 

    = .i i iP y q x x   (2.1) 

Nous précisons un modèle pour les quantiles parce que les modèles de régression quantile peuvent décrire 

une grande variété de distributions, comme l’illustre la figure 2.1. Le panneau de gauche de la figure 2.1 

illustre un modèle de régression quantile linéaire dans lequel chaque fonction quantile conditionnelle est 

représentée avec une ordonnée à l’origine différente et une pente différente. L’utilisation d’une pente 

différente permet de décrire des données avec des variances non constantes. Le panneau de droite de la 

figure 2.1 illustre une généralisation à la régression quantile semi-paramétrique, où le e  quantile de la 

distribution conditionnelle de iy  est représenté comme une fonction continue de .ix  Dans la procédure 

d’imputation, nous supposons que  q   est une fonction avec 1p   dérivées continues. Nous obtenons la 

valeur approximative de  iq x  avec une fonction B-spline (de Boor, 2001; Chen et Yu, 2016; Yoshida, 

2013; Hastie, Tibshirani et Friedman, 2009), comme nous l’expliquons plus en détail à la section 2.2. Pour 

permettre l’utilisation de la fonction B-spline, nous supposons que ix  a un support compact, mais n’avons 

pas besoin d’autres hypothèses de distribution pour .ix  

 



268 Berg et Yu : Imputation par régression quantile semi-paramétrique pour une enquête complexe avec application au CEAP 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
Figure 2.1 Illustration d’une régression quantile linéaire (à gauche) et d’une régression quantile semi-

paramétrique (à droite). 

 
Nous prenons en considération l’estimation des paramètres définis en fonction du modèle de 

superpopulation qui relie iy  à ,ix  plutôt que des paramètres de population finie. Le véritable paramètre 

d’intérêt, ,oθ  est un vecteur d dimensionnel qui permet d’obtenir : 

   , ; = ,i i oE y xg θ 0  (2.2) 

où  , ;i i oy xg θ  est une fonction r dimensionnelle à deux dérivées continues, et .r d  L’opérateur 

d’espérance  E   indique des espérances par rapport au modèle de superpopulation. Veuillez prendre note 

que      , ; = , ; ,i i o y x i i oE y x E E y x  g θ g θ  où  

 

      

     
     

1
1 1

1
10 0

, ; = , ;

= , ; = , ; ,

y x i i o i i o y x i i i

y x y x i
y x i o i i o

y x y x i

E y x y x f y x dy

f F x
F x d q x x d

f F x 


  














 

g θ g θ

g θ g θ
 
(2.3)

 

et  y x i iF y x  et   ,y x i if y x  respectivement, dénotent la fonction de distribution cumulative (fdc) et la 

fonction de densité de probabilité (fdp) de la distribution conditionnelle de iy  compte tenu de .ix  La 

deuxième égalité dans (2.3) découle de la transformation de l’intégrale de la probabilité et d’un changement 

de variables de iy    de distribution uniforme avec fdp     = 0,1 ,f I    ou  I   représente la variable 

indicatrice qui prend la valeur « 1 » si l’argument est vrai et « 0 » dans le cas contraire. La relation définie 

par la troisième égalité dans (2.3) joue un rôle important dans la procédure d’imputation. Pour chaque ,iy  

manquant nous générons J  valeurs imputées définies par     
1

ˆ ˆ, , ,
Ji iq x q x   où  ˆ

j iq x  estime la 

valeur de   ,
j iq x  et 1 , , J   forme une grille fine sur l’intervalle  0, 1 .  Nous estimons ensuite la valeur 
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de   , ;y x i i oE y xg θ  en donnant une valeur approximative à l’intégrale dans la dernière expression de 

(2.3) avec une moyenne des valeurs J  imputées. 

La procédure d’imputation comporte deux étapes principales. Nous générons d’abord les valeurs 

imputées, en estimant  iq x  à l’aide d’une combinaison linéaire de fonctions de base B-spline. Nous 

estimons ensuite la valeur de oθ  en utilisant la méthode généralisée des moments (MGM), en remplaçant 

la valeur iy  manquante par la valeur estimée de   , ;y x i i oE y xg θ  en fonction des valeurs estimées et de 

la relation (2.3). Pour officialiser la procédure, nous avons besoin d’hypothèses précises sur la conception 

et le mécanisme de réponse, que nous précisons à la section 2.1. La section 2.2 explique l’estimation de la 

fonction quantile et la section 2.3 décrit la méthode généralisée des moments (MGM). Les logiciels de mise 

en œuvre des procédures sont disponibles auprès des auteurs. 

 
2.1  Hypothèses sur la conception et le mécanisme de réponse  
 

Supposons que iI  est l’indicateur d’appartenance à l’échantillon, défini par = 1iI  si l’unité i  est 

sélectionnée. Supposons que i  et ij  représentent les probabilités d’inclusion de premier ordre et de 

deuxième ordre, respectivement, définies par 

    , = = 1 , , = 1, = 1 , , , .i ij i i i i j i i j jP I y x P I I y x y x         (2.4) 

La dépendance de i  sur iy  dans (2.4) représente une corrélation possible entre iy  et i  qui peut rendre 

le plan d’échantillonnage informatif pour le modèle de régression quantile (2.1). Nous indiquons 

l’échantillon sélectionné par ,A  où  = : = 1 .iA i I  

Nous supposons que ix  est observé pour toutes les i  dans ,A  tandis que iy  peut être manquant. 

Supposons que i  est l’indicateur de réponse, défini par = 1i  si iy  est observé et = 0i  si iy  est 

manquant. Supposons que  Bernoulli ,i ip   où la probabilité de réponse ip  est définie ainsi : 

  = = 1 , , .i i i i ip P y x I  (2.5) 

Pour définir une procédure d’imputation approximativement sans biais, nous avons besoin d’une 

hypothèse sur la relation entre i  et .iy  Une approche commune dans l’analyse des données manquantes 

consiste à présumer que la variable de réponse, ,iy  est indépendante de l’indicateur de valeur manquante, 

,i  conditionnellement aux valeurs observées (Little, 1982; Pfeffermann, 2011). Cette hypothèse est une 

interprétation largement utilisée de la RMH définie dans Rubin (1976), et clarifiée dans Mealli et Rubin 

(2015). Pour une enquête complexe, la relation entre les probabilités d’inclusion, les probabilités de réponse 

et y  peut être complexe si les indicateurs de réponse et les indicateurs d’inclusion de l’échantillon 

dépendent d’une variable qui n’est pas incluse dans le modèle d’imputation.  

Nous suivons l’approche de Berg et coll. (2016) et examinons deux hypothèses relatives à la relation 

entre i  and .iy  Nous définissons un échantillon manquant au hasard (EMH) comme suit : 

    = 1 , , = = 1 , .i i i i i i iP x y I P x I   (2.6) 
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En revanche, nous définissons une population manquant au hasard (PMH) comme suit :  

    = 1 , = = 1 .i i i i iP x y P x   (2.7) 

Berg et coll. (2016) discutent de situations où une hypothèse de PMH peut être considérée comme 

raisonnable, et fournissent des exemples où une hypothèse de PMH tient alors qu’une hypothèse d’EMH ne 

tient pas. Si les probabilités de réponse et les probabilités d’inclusion de l’échantillon dépendent d’une 

variable qui n’est pas incluse dans le modèle d’imputation, alors une hypothèse de PMH peut tenir, alors 

que ce n’est pas le cas pour une hypothèse d’EMH. Un exemple de variable qui peut être exclue du modèle 

d’imputation est une variable de plan. L’analyste peut omettre une variable de plan du modèle d’imputation 

si cette variable n’est pas disponible à l’étape de l’imputation ou si le modèle d’imputation est un modèle 

spécialisé qui établit un lien entre iy  et .ix  Nous élaborons la procédure de l’IRQ pour qu’elle soit 

suffisamment souple pour tenir compte soit de la PMH, soit de l’EMH. Dans la pratique, l’analyste peut 

décider laquelle est plus réaliste pour une application particulière. À la section 2.2, nous expliquons 

précisément comment la nature de l’hypothèse de RMH peut avoir une incidence sur l’utilisation des poids 

d’échantillonnage dans la procédure d’estimation. Dans la théorie de la section 3, nous nous concentrons 

sur la situation dans laquelle l’hypothèse (2.7) tient. 

 
2.2  Régression quantile avec fonction B-Splines pénalisées 
 

Nous évaluons approximativement la fonction quantile définissant la relation entre iy  et ix  dans la 

superpopulation avec une combinaison linéaire de fonctions de base B-splines. Une fonction B-Spline de 

base d’ordre p  couvre l’espace linéaire des polynômes par morceaux de degré 1p   à dévirées continues 

jusqu’à l’ordre 2.p   Les B-splines permettent d’améliorer l’efficacité de calcul par rapport à l’utilisation 

directe de splines polynomiaux (Hastie, Tibshirani et Friedman, 2009). 

Pour définir une B-spline, nous empruntons la terminologie de Hastie, Tibshirani, et Friedman (2009) et 

de Chen et Yu (2016). Supposons que ix  a un support compact sur l’intervalle  1 2, .M M  Nous définissons 

les nœuds internes 1,nK   espacés à des emplacements équidistants de l’intervalle  1 2,M M  par 

   1
1 2 1= ,i nM M M K i    pour = 1, , 1.ni K   Nous définissons les nœuds limites p  pour 1M  

par k  pour = 1, , 0,k p    et dénotons les nœuds limites à 2M  par k  pour = , , 1.n nk K K p   

Les fonctions B-spline de base du degré p  pour la séquence de nœuds 1 1, ,
np K p      sont les éléments 

du vecteur de dimension ,nK p  

           1= , , ,
n

p p
p Kx B x B x 

B   (2.8) 

où    s
iB x  = 1, ,s p  est défini de façon récursive par des différences divisées. De façon plus 

particulière,  

      1
1= , pour = 1, , 2,i i i nB x I x i p K p         (2.9) 

et  
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            1 1
1

1 1

= ,i i ss s s
i i i

i s i i s i

x x
B x B x B x

 
   

 


   

 


 
 (2.10) 

pour = 1, , 1ni p K p s      et = 2, , .s p  

L’estimateur de la fonction de régression quantile est défini par  

     ˆˆ = ,q x x 
B β  (2.11) 

où l’estimateur ˆ
β  est obtenu en minimisant la forme quadratique,  

     
=1

= ,
2

n
n

i i i i i m m
i

Q w b y x 


     β B β β D D β  (2.12) 

où   1
1 1

=1
= ,

n

i i ii
w  


  n  est un paramètre de lissage spécifié, et   ,  ,ib  et mD  sont définis comme 

suit. La fonction  u  au premier terme dans (2.12), est la fonction de vérification de Koenker et Bassett 

(1978) définie par  

     = < 0 .u u I u    (2.13) 

La fonction de vérification de Koenker (2.13) est un critère d’optimisation standard pour la régression 

quantile parce que  q x  minimise la fonction     =R a E y a x   pour les .a  Le deuxième terme 

dans (2.12) impose une pénalité de rugosité à la fonction de régression quantile estimée. La matrice mD  est 

la em  matrice de la différence avec l’élément  , ,i j      = 1 , 0j i
ijd C m j i I j i m       

  1 0 ,I j i m     où  ,C a b  est la fonction de choix. Lorsque = 2,m mD  a une interprétation liée 

à l’intégrale du carré de la deuxième dérivée de la fonction définie par la fonction B-Spline. Comme la 

deuxième dérivée d’une ligne droite est zéro, l’utilisation de mD  pour = 2m  réduit la fonction de 

régression quantile estimée vers une ligne droite. Le choix approprié de ib  au premier terme dans (2.12) 

dépend des hypothèses formulées au sujet du mécanisme de non-réponse. Si (2.6) tient, on peut établir que 
1= ,i ib w   ce qui mène à l’équation d’estimation non pondérée de Chen et Yu (2016). Si (2.6) n’est pas 

satisfaite, l’estimateur non pondéré peut mener à un biais, et fixer = 1ib  constitue une façon d’obtenir un 

estimateur approximativement sans biais (Berg et coll., 2016). Nous nous concentrons sur le choix 

conservateur de = 1,ib  qui permet d’obtenir des estimateurs cohérents en fonction de (2.7) sans qu’il soit 

nécessaire de satisfaire à (2.6). 
 

Remarque 1. Par souci de simplicité, nous considérons un ix  univarié avec support dans un intervalle 

fermé. Chen et Yu (2016) montrent que la procédure s’étend directement à un vecteur h  dimensionnel 

,ix  dont chaque élément a un support dans un intervalle fermé. Pour étendre la procédure à un vecteur ,ix  

Chen et Yu (2016) définissent         1 2= , , , ,i i i hix x x  B x B B B  où 
hi

x   est le eh  élément de ,ix  

pour = 1, , .h h   
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2.3  Estimation MGM fondée sur l’imputation par régression quantile 
 

Rappelons-nous que le paramètre d’intérêt de la population est défini par l’équation d’estimation dans 

(2.2). Nous définissons un estimateur d’échantillon complet de oθ  par 

    , ,
ˆ = argmin ,A n A n A

θ G θ G θ  (2.14) 

où  

    ,
=1

= , , ,
n

n A i i i
i

w y xG θ g θ  (2.15) 

iw  est défini selon (2.12), et = 1, ,i n  indexe les éléments dans .A  L’estimateur défini dans (2.15) est 

un estimateur MGM, selon lequel chaque élément de ,n AG  définit un écart entre un moment 

d’échantillonnage et le paramètre de population correspondant. Par exemple, si  = ,o iE yθ  alors 

   ; = .i i o i oy y g θ θ  D’autres exemples sont fournis dans l’étude en simulation de la section 5. Comme 

iy  n’est pas observée pour les non-répondants, il est impossible d’arriver à ˆ .Aθ  

Une version imputée de (2.15) est définie en remplaçant  , ,i iy xg θ  pour une unité non observée i  

par un estimateur de la valeur attendue. En partant de (2.3), un estimateur de   , ,y x i iE y xg θ  est 

 
1

0
ˆ , , ,i iq x d  g θ  où     ˆˆ ˆ= = .i i iq q x x  

B β  Nous définissons ensuite l’estimateur θ̂  par 

     ˆ = argmin ,n n


θθ G θ G θ  (2.16) 

où  

         1

0
=1

ˆ= , , 1 , , .
n

n i i i i i i i
i

w y x q x d    G θ g θ g θ  (2.17) 

Pour un ig  spécifique, le minimiseur de (2.16) a une expression en forme fermée. Dans le cas où 

 = ,o iE yθ  et θ̂  est l’estimateur de Hájek défini par  

     1

0
=1

ˆ ˆ= 1 .
n

i i i i i
i

w y q x d    θ   

Dans d’autres situations, il n’existe peut-être pas d’expression en forme fermée et il est possible d’utiliser 

des procédures numériques standard, comme Newton-Raphson, pour minimiser (2.17). En dérivant les 

résultats asymptotiques de la section 3, nous supposons que oθ  est la valeur unique telle que 

  , = ,i i oE yg θ 0  qui se rapporte à l’existence d’un minimum unique dans (2.16). Voir Fuller (1996, 

page 252) pour une condition semblable et une discussion de la théorie des estimateurs qui minimisent une 

forme quadratique. 

Dans la pratique, une approximation de l’intégrale est requise. Nous utilisons une approximation du 

point milieu (c’est-à-dire Nusser, Carriquiry, Dodd et Fuller, 1996). Supposons que la séquence 

1 20 < < 1J     constitue les points milieux des sous-intervalles régulièrement espacés de [0,1] 

pour .J  Pour le non-répondant ,i  des valeurs imputées J  sont construites, 
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  * ˆ= , = 1, , ,
jij iy x j J

B β   (2.18) 

où ˆ
jβ  est obtenu en minimisant  

j
Q β  dans (2.12). Nous définissons l’estimateur ˆ

Jθ  pour satisfaire à  

       , ,
ˆ = argmin ,J n J n J


θθ G θ G θ  (2.19) 

où  

          1 *
,

=1 =1

ˆ:= , = , , 1 , , ,
n J

n J n i i i i i ij i
i j

w y x J y x     
 

 G θ G θ β g θ g θ  (2.20) 

iw  est défini selon (2.12), et  
1

ˆ ˆ ˆ= , , .
J 
β β β  La procédure d’imputation ci-dessus diffère de Chen et 

Yu (2016) en ce sens que l’approximation du point milieu pour l’intégrale est utilisée au lieu de l’intégration 

Monte Carlo. L’approximation du point milieu et l’intégration de Monte Carlo sont toutes deux justifiées 

par la transformation de l’intégrale de probabilité, qui relie l’espérance à la fonction quantile conditionnelle, 

comme expliqué en (2.3). Pour les fonctions avec dérivées secondes bornées, l’erreur dans l’approximation 

du point milieu est  2 .O J   Nous préférons également l’approximation du point milieu parce que dans les 

simulations, elle réduit la variance de l’estimateur et réduit l’instabilité de l’estimateur de variance en raison 

de quantiles extrêmes par rapport à la simulation de Monte Carlo. James et Wang (2015) discutent du 

problème potentiel des estimateurs instables pour les quantiles extrêmes des modèles de régression quantile 

non structurés. 

 
3  Distributions asymptotiques et estimation de la variance 
 

Nous dérivons une distribution normale asymptotique pour l’estimateur de l’IRQ θ̂  défini dans (2.16), 

bien que, dans la pratique, l’estimateur ˆ ,Jθ  défini dans (2.19), avec un nombre fini d’imputations   ,J  soit 

nécessaire. Cette approche d’élaboration d’une théorie selon une hypothèse d’un nombre infini de valeurs 

imputées a déjà été utilisée. Voir, par exemple, Clayton, Spiegelhalter, Dunn et Pickles (1998) et Robins et 

Wang (2000). Les simulations de la section 5 démontrent que la distribution normale asymptotique dérivée 

pour =J   est une approximation raisonnable de la distribution pour l’estimateur généré avec un J  fini. 

Nous exposons les principaux concepts qui sous-tendent les démonstrations du lemme 1, du lemme 2 et du 

théorème 1, en reportant les détails à la section B du supplément en ligne https://github.com/emilyjb/ 

Semiparametric-QRI-Supplement/blob/master/SupplementToQRI.pdf, (Berg et Yu, 2016). 

La dérivation de la distribution asymptotique de θ̂  se fait en trois étapes principales. Le lemme 1 donne 

la distribution asymptotique des estimateurs des coefficients de régression quantile. Le lemme 2 présente la 

distribution asymptotique de l’équation d’estimation (2.17). Ces deux lemmes sont analogues aux lemmes 1 

et 2 de Chen et Yu (2016). Le théorème 1 fournit ensuite la distribution asymptotique de ˆ.θ  
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3.1  Normalité asymptotique de θ̂  
 

Nous imaginons une séquence d’échantillons et de populations finies indexée par ,N  où la taille 

d’échantillon n    quand .N    Pour définir les conditions de régularité, nous introduisons la 

notation N  afin de représenter un élément d’une séquence de populations finies de taille N  et utilisons la 

notation « N  » pour indiquer que la distribution de référence est la distribution fondée sur un 

échantillonnage répété conditionnellement à la population finie de taille .N  Par exemple, ˆ
NE Y    et 

 ˆ ,NV Y   respectivement, indiquent l’espérance conditionnelle et la variance du résultat Ŷ  par rapport à 

la distribution obtenue par randomisation générée par l’échantillonnage répété de .N  De façon similaire, 
ˆ d

NY Y   p.s. signifie que Ŷ  converge en distribution vers Y  presque sûrement en ce qui concerne le 

processus d’échantillonnage répété de la séquence de populations finies quand .N    La convergence 

est de probabilité « 1 », parce que N  est une réalisation aléatoire du modèle de superpopulation (2.1). 

Les conditions de régularité sur le plan d’échantillonnage et les paramètres de réglage pour l’estimateur 

du modèle de fonction B-spline sont les suivantes : 

1. Toute variable iv  de sorte que 2 < ,iE v      où > 0,  satisfait 

    HT 0, p.s.,
d

N Nn v v N V   (3.1) 

où    1 1
HT =1

, = , ,
N

N i i i ii
v v N v I v  = ,lim N NV V  et  HT=N NV nV v   est la variance 

conditionnelle de la moyenne Horvitz-Thompson, HT ,v  étant donné .N  

2. 1 1Bnn    et  1 0, 1 ,Bn N f
   où Bn  est la taille prévue de l’échantillon.  

3. Il existe des constantes 1 ,C 2 ,C et 3C  de sorte que 1 1
1 20 < < ,B iC n N C     et  

   1 1
3 < p.s.B ij i j i jn C         (3.2) 

4. La valeur servant à déterminer le nombre de nœuds intérieurs  1
2 3= .p

n BK O n   

5.  =n BO n  pour    12 3 1 .p p m      

 
La condition 3 est également utilisée dans Fuller (2009a). La condition 3 tient pour l’échantillonnage 

aléatoire simple, où       11 1 1= 1 1 1,ij i j i j n n N N            et pour l’échantillonnage de 

Poisson, où   1 1 = 0.ij i j i j       Fuller (2009a) explique que la condition 3 tient pour de nombreux 

plans stratifiés et que le concepteur a le contrôle pour assurer le respect de la condition 3. 

Selon les hypothèses 4 et 5, Barrow et Smith (1978) montrent qu’il existe un *
β  qui satisfait  

           
1 2

1*
,sup = ,pa

x M M nq x b x x o K  
 


  B β  (3.3) 

où   *x 
B β  représente la meilleure approximation L  pour   ,q x  et    ab x  est un biais de 

l’approximation de la fonction B-spline pour la vraie fonction quantile, satisfaisant     1= .pa
nb x O K
   
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Pour obtenir plus de détails sur la forme du terme de biais, voir Chen et Yu (2016) et Yoshida (2013). La 

propriété (3.3) est largement utilisée dans la dérivation du lemme 1. 

Les preuves des lemmes 1 et 2 utilisent un résultat obtenu dans le théorème 1.3.6 de Fuller (2009b). En 

raison de l’importance de ce théorème pour les résultats de cette section, nous intitulons ce théorème 

« Fait 1 » : 
 

Fait 1. (Théorème 1.3.6 de Fuller, 2009b) : Supposons que : 

      11 22
ˆ 0, p.s., et 0, .

d d

N N N oN V N V       (3.4) 

Alors,    11 22
ˆ 0, .

d

o N V V     

Il est à noter que 11V  dans le Fait 1 est une limite fixe et non une variance sous le plan, car la variance 

sous le plan est une fonction aléatoire de la population finie dans ce cadre. La condition 

   11
ˆ 0, p.s.,

d

N N N V     s’applique à une vaste catégorie de plans, comme ceux dont il a été 

question dans Isaki et Fuller (1982). 
 

Lemme 1. Selon les hypothèses 1 à 5 et pour les valeurs fixes  1 2,ix M M  et  0, 1 ,   

                                      *ˆ 0, ,
d

i i i i i
n

n
q x x b x N x x

K


   
  B β B Σ B  (3.5) 

et  

                             ˆ 0, ,
d

a
i i i i i i

n

n
q x q x b x b x N x x

K


    
   B Σ B  (3.6) 

où  

 

     

   

          

       

   

         

1 *

1 1
1,

,

1, 2
=1 =1

= ,lim

= ,

1
= 1 ,lim

= ,

= ,

= ,lim

n
i i n m m

N

n
n m m

n n
N

n

i i y x i i i

i i i

N N
ij i j

i j i i j j
N i j i j

b x x
n

n

f
K

E p x f q x

E p x x

n
x u x u

N


 



   





 

     



  
    

 





 
  






 

 

 

 
 
 
 

 

B Ω D D β

Ω H D D

Σ Ω V Φ Ω

H B B

Φ B B

V B B





 

(3.7)

 

  *= ,i i iu y x 
 B β  ( ) = < 0 ,u I u   1ˆ= ,n nnNN  1

=1
ˆ = ,

n

ii
N    et  ,y x if q  est la fdp de iy  

étant donné ix  évaluée à .q  
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L’idée principale de la preuve du lemme 1 est de montrer que l’estimateur du coefficient de régression 

quantile présente une représentation des quantiles de Bahadur, qui est détaillée dans le corollaire 1 suivant : 
 

Corollaire 1 : Selon la preuve du lemme 1, l’estimateur du coefficient de régression quantile a la 

représentation des quantiles de Bahadur suivante :  

          1 1* * 1

=1

1ˆ = 1 .
n

n
n m m n i i i i p

in n

n n
x u o

K n K N    


      


   

 
β β Ω D D β Ω B


 (3.8) 

La dérivation de la représentation des quantiles de Bahadur suit l’approche de base de Koenker (2005) et de 

Yoshida (2013). Pour tenir compte du plan d’échantillonnage complexe, la condition (3.2) est utilisée pour 

lier des sommes de covariances induites par des probabilités d’inclusion de deuxième ordre non 

négligeables. Pour les variables aléatoires indépendantes d’une population infinie (par exemple Chen et Yu, 

2016; Yoshida,2013; Koenker, 2005), les covariances correspondantes sont de zéro. Compte tenu de la 

représentation des quantiles de Bahadur (3.8), le lemme 1 découle de l’application de la condition de 

régularité dans (3.1) et du Fait 1 aux éléments de la moyenne de Horvitz-Thompson dans (3.8). Le 1,V   

dans  Σ  joue essentiellement le rôle de 11V  dans le Fait 1 et constitue la limite de la variance sous le 

plan de la moyenne de Horvitz-Thompson. Le deuxième terme dans  Σ  est la variance asymptotique 

de l’espérance sous le plan de la moyenne de Horvitz-Thompson et joue le rôle de 22V  dans le Fait 1. 

Le lemme 2 et le théorème 1 exigent des conditions de régularités supplémentaires au sujet de l’équation 

d’estimation. Les conditions de régularité de l’estimation sont semblables à celles de Chen et Yu (2016) et 

sont donc reportées à la section A du supplément en ligne https://github.com/emilyjb/Semiparametric-QRI-

Supplement/blob/master/SupplementToQRI.pdf, (Berg et Yu, 2016). 
 

Lemme 2. Selon les hypothèses du lemme 1 et les conditions de régularité énoncées à la section A du 

supplément en ligne https://github.com/emilyjb/Semiparametric-QRI-Supplement/blob/master/Supplement 

ToQRI.pdf, (Berg et Yu, 2016), 

     , ,
d

n o G on NG θ 0 V θ  (3.9) 

où  

 

      

   

          

              

,

2
,

=1 =1

1

0

1 1
,0

= ,lim

= ,

= ; 1 ; ,

= 1 ; ,
i

G o i o N o
N

N N
ij i j

N i o j o
i j i j

i o i i i o i i i o i ni o

n o j j y j o j n i i

f V

nN

y q x d

E p q x x x u d



  

  
 

   

  










 

  

   







ξ

ξ

V θ ξ θ V θ

V ξ θ ξ θ

ξ θ g θ g θ h θ

h θ g θ B Ω B

 

(3.10)

 

et  , ;i y i oyg θ  est la dérivée partielle de  ;i ag θ  par rapport à a  et évaluée à .iy  
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La preuve du lemme 2 est centrée sur un développement en série de Taylor donné par  

 
             

       
,

2
,

ˆ ˆ; = ; ;

; ,

i i o i i o i y i o i i

i y i o i i

q x q x q x q x q x

q x q x q x

    

  

 

 

g θ g θ g θ

g θ



 
 

(3.11)
 

où  iq x  se situe entre  ˆ iq x  et   ,iq x  et   , ;i y i oq xg θ  indique le vecteur des dérivées partielles 

des éléments de  , ,i y oag θ  par rapport à a  et évalué à   .iq x  Selon des arguments semblables à ceux 

de Chen et Yu (2016),          2
, ; = 1 .i y i o i in g q x q x q x O  θ   Le lemme 2 découle ensuite de 

l’approximation linéaire pour    ˆ i iq x q x   dans le lemme 1. 
 

Théorème 1. Sous les hypothèses des lemmes 1 et 2, l’estimateur de l’IRQ θ̂  défini dans (2.16), construit 

avec = ,J   satisfait    ˆ , ,
d

on N θ θ 0 Σ  où  

              
1 1

= ,o o o G o o o o

 
      
   

Σ Γ θ Γ θ Γ θ V θ Γ θ Γ θ Γ θ  (3.12) 

    = , ,NEG θ G θ y    1
=1

, = , ,
N

N i i ii
N g y x G θ y  et     = .o NE  Γ θ θG θ  

 

Selon Pakes et Pollard (1989), le théorème 1 est satisfait si ce qui suit tient 

1.      sup = 1 ,n po G θ G θ  

2. Si 0,n         0,5
<sup = ,

o n n n o p Bo n


  θ θ G θ G θ G θ  
 

où n  est arbitrairement petit. En raison de la complexité du plan d’échantillonnage, la preuve que ces 

conditions tiennent se fait en deux étapes, en tenant compte d’abord de l’écart    n NG θ G θ  et ensuite 

de l’écart     .N G θ G θ  Le résultat découle ensuite de l’inégalité du triangle. 

 
3.2  Estimation de la variance 
 

Nous estimons la variance de ˆ
Jθ  en utilisant la méthode de linéarisation (Fuller, 2009b, page 64). Nous 

utilisons la matrice de covariance asymptotique dans (3.12) pour estimer la variance de ˆ ,Jθ  l’estimateur de 

oθ  défini dans (2.19), construit avec un nombre fini de valeurs imputées. Pour estimer   ,G oV θ  un 

estimateur de variance conforme au plan est appliqué à un estimateur de la moyenne d’un estimateur de 

 i oξ θ  défini dans (3.10). L’estimateur de  i oξ θ  est obtenu en remplaçant oθ  et *
β  avec les estimateurs 

ˆ
Jθ  et ˆ ,β  respectivement.  

L’estimateur de variance est défini comme  

              
1 1

,
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= ,J J J G J J J J

 


              

Σ Γ θ Γ θ Γ θ V θ Γ θ Γ θ Γ θ  (3.13) 

où       , ,
ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ= ,G J i J N Jf V   V θ ξ θ V θ  
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            
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          
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1 1 1

=1 =1 =1
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=1 =1

1

=1

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ = ,
ˆ ˆ ˆ 1

ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ = ,
ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ= ; 1 ; ,

ˆˆ

j

n n n

i J i i J i J i i J i i J
i i i

n n
ij i j

N J i J j J
i j ij i j

J

i J i i i J i i i J i ni J
j

ni J

V
N N N

n

N

y J x





  

  
  
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
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 

  

  





ξ θ ξ θ ξ θ ξ θ ξ θ

V θ ξ θ ξ θ

ξ θ g θ g B β θ h θ

h θ             

   

        
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1
,

=1
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ˆ
ˆ ˆ= ,
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ˆ
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J n

k k k y k J k n j i i
j k

n
n j j m m

n

i i i y x i i i
i

J N x x x u

f

n

x f q x x
N

  



   


 

  

 





 

 



 



g B β θ B Ω B

Ω H D D

H B B





 

(3.14)

 

1ˆ ˆ= ,f nN 


1
=1

ˆ = ,
n

ii
N    et   ˆˆ = .

j ji i iu y x 
 B β  Un estimateur de   ,

ˆ ˆy x i if q x  est l’inverse d’un 

estimateur de la dérivée de la fonction quantile et est défini par 

   
   

, ,

,
,

2ˆ ˆ = max , 0 ,
ˆ ˆ

n n

n
y x i i

i a a

a
f q x

x
 




  

  
 

   B β β
 (3.15) 

où la largeur de bande ,na   est donnée par  

                                                           
  

  

41
0,2

, 221

4,5
= ,

2 1
na n

 








 
 
   

 (3.16) 

avec     et   ,   respectivement la fdp et la fdc d’une distribution normale centrée réduite. Voir Wei, Ma 

et Carroll (2012) et Koenker (2005) pour des analyses au sujet de (3.15) et de (3.16), respectivement. 

 
4  Application au Conservation effects assessment project  
 

La composante des terres en cultures du Conservation effects assessment project (CEAP) consiste en 

une série d’enquêtes visant à mesurer la perte de sol et d’éléments nutritifs provenant des champs de culture. 

La première évaluation des terres cultivées a été une enquête nationale menée de 2003 à 2006. La collecte 

des données d’une deuxième enquête nationale, prévue pour 2015 à 2016, était en cours durant l’écriture de 

ce document. Chacune des périodes 2003 à 2006 et 2015 à 2016 est considérée comme un point dans le 

temps pour l’estimation. Les données sont recueillies sur plusieurs années (c’est-à-dire de 2003 à 2006 ou 

de 2015 à 2016) pour des raisons opérationnelles, et aucune unité ne fait partie de l’échantillon pendant 

deux ans au cours de la même période. Les changements temporels d’intérêt sont les changements entre 

deux périodes, plutôt que les changements entre deux années dans la même période. La structure temporelle 



Techniques d’enquête, juin 2019 279 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

entraîne un déséquilibre des données, parce que certaines unités répondent dans les deux périodes, certaines 

unités ne répondent jamais et certaines unités ne répondent que dans l’une des deux périodes. Le fait de 

fournir à l’utilisateur de données un ensemble complet de données imputées avec un seul ensemble de poids 

simplifie les analyses comportant plus d’un point dans le temps. 

Nous étudions la faisabilité de l’imputation pour le CEAP à l’aide d’un sous-ensemble de données 

recueillies de 2003 à 2005. Nous omettons les données recueillies en 2006 parce que le plan 

d’échantillonnage a changé et nous n’avons pas l’information nécessaire pour calculer les poids 

d’échantillonnage pour l’enquête de 2006. Les données de l’enquête de 2015 à 2016 ne sont pas encore 

recueillies. Cette analyse est considérée comme une étude de la faisabilité de l’utilisation de l’IRQ pour 

imputer les données manquantes dans le CEAP en vue de régler le problème plus vaste de l’estimation du 

changement au fil du temps.  

Pour comprendre le plan d’échantillonnage du CEAP, il faut comprendre la conception du National 

Resources Inventory (NRI). Le NRI surveille l’état et les tendances de l’utilisation des terres, de la 

couverture terrestre et de l’érosion, en mettant l’accent sur les caractéristiques liées aux ressources naturelles 

et à l’agriculture. Les unités d’échantillonnage primaires du NRI sont des zones appelées segments, qui ont 

une superficie d’environ 160 acres. Chaque segment contient environ trois unités d’échantillonnage 

secondaires, qui sont des emplacements choisis au hasard appelés « points ». De 1982 à 1997, le même 

échantillon d’environ 300 000 segments, appelé échantillon de fondation, a été réexaminé tous les cinq ans. 

L’échantillon de fondation est un échantillon stratifié de segments, avec un taux d’échantillonnage typique 

d’environ 4 %. Voir Nusser et Goebel (1997) pour des détails sur le plan de l’échantillon de fondation du 

NRI. En 2000, le NRI est passé au plan d’échantillonnage annuel. Comme il est impossible de revoir chaque 

segment échantillonné dans l’échantillon de fondation chaque année, un plan de sondage avec 

renouvellement de panel est utilisé. Un sous-échantillon des segments de fondation, appelé « panel 

principal », est revu chaque année. Le panel principal est complété par un panel rotatif, qui change chaque 

année. Essentiellement, les panels principaux et rotatifs sont des échantillons stratifiés de l’échantillon de 

fondation. Les strates, appelées classes d’échantillonnage, dépendent des caractéristiques du segment du 

NRI observé de 1982 à 1997, comme la présence de terres humides, de terres cultivées et de forêts. Voir 

Nusser (2006) et Breidt et Fuller (1999) pour obtenir plus de détails sur les échantillons annuels du NRI. 

Pour le CEAP, les responsables de la collecte des données visitent un sous-ensemble de points du NRI 

qui se trouvent dans les champs de culture échantillonnés et recueillent des informations plus détaillées sur 

les choix de cultures et les pratiques de conservation. L’échantillon de l’enquête de 2003 à 2005 du CEAP 

comprend essentiellement de segments du panel principal du NRI, du panel rotatif de 2002 et du panel rotatif 

de 2003 qui contiennent au moins un point de culture. Pour les segments contenant plus d’un point de 

culture, un point de culture a été sélectionné au hasard. La sélection d’un point par segment vise à améliorer 

la répartition géographique et à réduire le nombre de cas où un exploitant agricole associé à de multiples 

points d’échantillonnage est sélectionné dans l’échantillon, ce qui réduit le fardeau du répondant. 
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Comme le taux d’échantillonnage de la première phase pour le NRI est faible  4 % ,  nous estimons 

l’échantillon du CEAP en tant qu’échantillon avec probabilités proportionnelles à la taille avec remise. Les 

probabilités de sélection pour le CEAP reflètent en grande partie le plan d’échantillonnage pour le NRI. Les 

détails de la construction des probabilités de sélection de premier et deuxième ordre pour le CEAP sont 

fournis à la section C du supplément en ligne https://github.com/emilyjb/Semiparametric-QRI-Supplement/ 

blob/master/SupplementToQRI.pdf, (Berg et Yu, 2016). 

La collecte des données pour les champs de culture échantillonnés pour l’enquête du CEAP comprend 

plusieurs éléments. Une enquête auprès des agriculteurs qui recueille des renseignements détaillés sur les 

pratiques de gestion et de conservation agricoles constitue l’un de ces éléments importants. Il est possible 

d’obtenir une non-réponse dans le CEAP si un producteur refuse de participer à l’entrevue. 

Les variables de réponse dans le CEAP sont des mesures de différents types de perte de sol et d’éléments 

nutritifs, obtenues à partir d’un modèle de processus réel appelé « Modèle de politique 

agricole/environnementale (APEX) ». Le modèle APEX convertit les données des enquêtes auprès des 

agriculteurs ainsi que les renseignements provenant des sources administratives et du NRI en mesures 

numériques de l’érosion. Dans le cadre de cette étude, nous examinons une mesure de la perte de sol causée 

par l’érosion en rigoles et en surface appelée RUSLE2, dont il est question plus en détail à la section 4.1. 

L’enquête du NRI constitue une source pratique d’information auxiliaire pour l’imputation des variables 

de réponse du CEAP. Puisque les données de l’enquête du NRI sont recueillies au moyen de photographies 

aériennes de segments échantillonnés, il n’y a pas de non-réponse en raison de refus dans le NRI. Par 

conséquent, les données du NRI sont disponibles pour tous les points échantillonnés dans le CEAP. De plus, 

le NRI recueille des données sur l’utilisation des terres, les pratiques de conservation et l’érosion − des 

caractéristiques qui devraient être corrélées aux extrants du modèle APEX. En tant que variable auxiliaire, 

nous utilisons USLE, une mesure de l’érosion en rigoles et en surface recueillie dans le NRI. 

Les domaines d’intérêt du CEAP sont les dix « régions de production du CEAP ». Nous nous 

concentrons sur l’estimation de la valeur moyenne de RUSLE2 pour sept États (Iowa, Illinois, Indiana, 

Michigan, Minnesota, Ohio et Wisconsin) qui forment la majeure partie de la région de production du CEAP 

appelée la Corn Belt. Nous utilisons la régression quantile semi-paramétrique pour imputer les valeurs 

manquantes pour RUSLE2 en utilisant USLE comme variable auxiliaire pour chacun de ces sept États dans 

la région de la Corn Belt. 

 
4.1  Modèle et procédures d’imputation 
 

La variable d’intérêt, RUSLE2, est une mesure de l’érosion en rigoles et en surface obtenue à partir du 

modèle APEX. Comme l’intérêt est dans l’érosion moyenne par acre, le paramètre d’intérêt ,  la moyenne 

RUSLE2 de l’érosion dans l’État est défini comme un ratio par 

 
 

1
=1

1
= ,

ekm

ik k ki

ek k k

E R D m
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





 
 

 (4.1) 
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où ikR  est l’érosion RUSLE2 pour le point i  dans le segment k  échantillonné pendant la période de 2003 

à 2005, kD  est la zone du segment ,k km  est le nombre total de points dans le segment ,k  et ekm  est le 

nombre de points dans le segment k  qui sont admissibles à l’enquête du CEAP. Comme il a été mentionné 

précédemment, la période de 2003 à 2005 est considérée comme un point dans le temps, et aucun point n’est 

échantillonné plus d’une fois dans cet ensemble d’années. Par conséquent, chaque unité échantillonnée a 

une valeur ikR  pour cet ensemble d’années et ikR  n’a pas besoin d’un indice inférieur t  pour l’année. 

L’érosion RUSLE2 est une version améliorée d’une mesure plus simple de l’érosion en rigoles et en 

surface appelée USLE. La mesure USLE est le produit de cinq indices numériques associés à l’inclinaison 

et à la longueur des pentes, aux précipitations, à l’érosion du sol, aux pratiques de conservation et à la gestion 

des cultures. Bien que RUSLE2 ne soit observée que pour les répondants à l’enquête du CEAP, USLE est 

disponible à partir de l’échantillon principal du NRI pour tous les points de l’échantillon du CEAP. Nous 

utilisons la moyenne de la mesure USLE pour les années 2003 à 2005 comme covariable dans le modèle 

d’imputation. Plus précisément, pour le point i  dans le segment ,k  nous définissions 
2005

1
=2003

= 3 ,ik tikt
U U   

où tikU  est la perte de sol mesurée par USLE dans le NRI pour le point i  dans le segmentn k  pour l’année .t  

Comme les mesures RUSLE2 et USLE sont fortement asymétriques, le modèle de régression quantile 

est appliqué après transformation de ikR  et de ikU  par une puissance de 0,2. Le modèle de régression 

quantile postulé pour la superpopulation peut être exprimé comme    = ,ik ik ikP y x q x  où 
0,2= ,ik iky R  et 0,2= .ik ikx U  La fonction inconnue  ikq x  est estimée par une combinaison linéaire de 

fonctions de base B-spline générées à partir de .ikx  Pour définir la fonction B-spline pénalisée, nous avons 

établi que = 3,p = 2,m = 16,nK  et = 0,004.  

Comme la quantité d’intérêt est l’érosion par acre, l’estimateur ̂  de   défini dans (4.1) est un ratio de 

deux estimateurs. C’est-à-dire, 1
2 1

ˆ ˆ ˆ= ,    où 1̂  est un estimateur de  1 = ,k ikE D U  et  2 = .kE D  

L’estimateur de 2  est l’estimateur Hájek,     1
1 1

2 =1 =1
ˆ = ,

n n

ik k ikk k
D  


    où ik  est la probabilité de 

sélectionner le point i  dans le segment k  dans l’échantillon du CEAP. L’estimateur 1̂  de 1  est obtenu 

par MGM avec    5
1 1, = .kg y D y   

 
4.2  Estimations et estimations de la variance 
 

Le tableau 4.1 contient des estimations de la perte de sol RUSLE2 moyenne selon l’IRQ, ainsi que des 

erreurs-types estimées pour sept États de la région de la Corn Belt du CEAP. À des fins de comparaison, 

l’estimateur de cas complet  ccR  et l’erreur-type estimée correspondante sont également fournis au 

tableau 4.1. L’estimateur de cas complet est le ratio des estimateurs de Hájek construits en utilisant 

seulement les unités qui fournissent une réponse utilisable pour RUSLE2. 

Pour chacun des sept états, l’estimateur de cas complet est plus grand que l’estimateur fondé sur les 

données imputées. La procédure d’imputation réduit l’estimateur de ,  par rapport à l’estimateur de cas 
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complet, parce que la moyenne pondérée de ikU  parmi les unités échantillonnées est plus petite que la 

moyenne de ikU  parmi les répondants, comme le montrent les deux dernières rangées du tableau 4.1. 

Comme prévu, l’erreur-type estimée pour ̂  est plus petite que l’erreur-type estimée pour l’estimateur 

de cas complet. Les ratios des variances estimées pour l’estimateur de cas complet par rapport aux variances 

estimées de ̂  vont de 1,103, pour le Minnesota (MN), à 1,252, pour l’Indiana (IN). Cette comparaison 

démontre le potentiel de gains d’efficience découlant de l’utilisation de l’imputation. La réduction de l’écart-

type estimé se produit parce que la procédure d’imputation utilise ikU  pour l’échantillon complet, tandis 

que l’estimateur de cas complet est fondé seulement sur ikR  pour le sous-ensemble de répondants. 

 
Tableau 4.1 
Estimateur de cas complet  ccR  et estimateur IRQ-MGM  ̂  de la perte de sol RUSLE2 moyenne   ,  

erreurs-types correspondantes, taille d’échantillon   ,n  nombre de répondants   ,rn  et moyennes pondérées 

de covariables pour les unités échantillonnées  ˆ
sU  et moyennes pondérées de covariables parmi les répondants 

 ˆ
rU  pour sept états dans la Corn Belt 

 

  IL IN IA MI MN OH WI

ccR 0,3301 0,2994 0,3464 0,3214 0,1741 0,3700 0,5226

 SE ccR 0,0112 0,0179 0,0144 0,0209 0,0068 0,0213 0,0354

̂ 0,3281 0,2901 0,3408 0,3145 0,1646 0,3636 0,4977

 ˆSE  0,0106 0,0160 0,0134 0,0189 0,0063 0,0201 0,0337

n 1 823 1 151 1 492 935 1 649 1 053 662

rn 1 275 751 1 011 585 1 008 698 414

ˆ
rU 4,0775 3,7781 5,2046 1,6029 2,1063 2,1071 4,7586

ˆ
sU 4,0909 3,6107 5,0385 1,5776 1,8973 2,0761 4,2232

 
5  Simulations 
 

Nous construisons une étude de simulation pour représenter les propriétés des données et du plan du 

CEAP. Un ensemble étendu de simulations utilisant les modèles de simulation de Chen et Yu (2016) donne 

des résultats semblables et n’est pas présenté ici pour plus de concision. Les objectifs des simulations sont 

d’évaluer l’estimateur de variance et de comparer l’IRQ aux alternatives non paramétriques et entièrement 

paramétriques.  

La procédure d’imputation entièrement paramétrique est l’imputation fractionnaire paramétrique (Kim, 

2011). Le modèle d’imputation spécifié pour l’imputation fractionnaire paramétrique (IFP) est 0=iy    

1 ,i ix    où  20, .i N    les valeurs imputées pour l’IFP sont générées comme *
0ˆ(ijy N    

2
1ˆ ˆ, ),ix    où  2

0 1ˆ ˆˆ ˆ= , ,   γ   satisfait  ˆ = ,wS γ 0  

   1

=1

= ,
n

w i i i
i

 S γ d  (5.1) 
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et     2 2
0 1 0 1 0 1= , , 1 .i i i i i i i iy x y x x y x             d   En incorporant 1

i   dans la 

fonction de score (5.1), l’estimateur est cohérent si le modèle de population est un modèle linéaire avec 

erreurs iid  à distribution normale et si l’hypothèse de RMH dans (2.7) ou dans (2.6) tient. 

La procédure d’imputation non métrique (IPN) est fondée sur Wang et Chen (2009). Pour l’IPN, la ej  

valeur imputée pour le non-répondant ,i * ,ijy  est générée à partir d’une distribution multinomiale avec 

espace d’échantillonnage  : = = 1 .s s sy I   Plus précisément, 

    

 
1

*

1
=1

( )
= = ,

( )

i i s
ij s N

j j j i jj

K x x h
P y y

I K x x h



 








 (5.2) 

où  K   est un noyau normal de largeur de bande h  sélectionné en appliquant la méthode de Sheather et 

Jones (1991), telle qu’elle est mise en œuvre dans la fonction R ,dpik  à  : = = 1 .i s sx I   

La procédure de l’IRQ est mise en œuvre conformément à la description fournies aux sections 2 et 3. 

Pour définir la fonction B-spline pénalisée, nous avons établi que = 3,p = 2,m = 16,nK  et = 0,004.  

La valeur de = 0,004  est la médiane des valeurs sélectionnées à l’aide de la fonction R « Cobbs » dans 

1 000 échantillons d’une simulation préliminaire. Pour sélectionner   à l’aide de « Cobbs », nous utilisons 

d’abord la fonction R « Cobbs » pour obtenir 
j  pour 1 , , .J   Le   sélectionné est le minimum de 

 : = 1, , ,
j

j J   qui introduit le moins de lissage parmi les 
j  sélectionnés. 

Dans des simulations qui ne sont pas présentées ici, nous tenons également compte de l’imputation 

multiple. Des modifications aux procédures standard d’imputation multiple sont nécessaires pour produire 

des estimateurs sans biais pour une situation selon laquelle l’hypothèse de l’EMH (2.6) ne tient pas (Berg 

et coll., 2016; Reiter, Raghunathan et Kinney, 2006). Étant donné qu’une exploration des modifications à 

l’imputation multiple nécessaires pour assurer une estimation uniforme dépasse la portée de la présente 

étude, nous limitons notre attention à l’IFP, à l’IPN et à l’IRQ. 

Pour les trois procédures d’imputation, la MGM fondée sur les valeurs imputées est utilisée pour estimer 

les paramètres. Il convient de souligner que cela diffère de Wang et Chen (2009), qui utilisent la probabilité 

empirique plutôt que la MGM. Le nombre d’imputations pour la simulation est = 50.J  La taille de 

l’échantillon Monte Carlo (MC) est de 1 000. 

Nous prenons en considération l’estimation de plusieurs paramètres :  1 = ,iE y  2 = ,iV y

 3 = Cor , ,i iy x   4 = 0,65 ,i iE E y x   et  5 = 8 .iP y   À l’exception de 5 ,  les estimateurs 

de MGM de ces paramètres satisfont aux hypothèses requises pour la théorie de la section 3. En particulier, 

la fonction  ;i g θ  qui définit l’estimateur de  1 2 3 4, , ,     a deux dérivées continues. L’estimateur de 

5  ne fait pas partie du cadre de la section 3, parce que  8I a   est une fonction non lisse de ;a  toutefois, 

nous évaluons les propriétés empiriques de 5̂  définies comme suit : 

    
1

1 1 1 *
5

=1 =1 =1

ˆ = 8 1 8 .
n n J

i i i i i ij
i i j

I y J I y    


               
    (5.3) 
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Pour obtenir plus de détails sur la fonction  ;i g θ  qui définit les estimateurs pour la simulation, voir la 

section D du supplément en ligne https://github.com/emilyjb/Semiparametric-QRI-Supplement/blob/master/ 

SupplementToQRI.pdf, (Berg et Yu, 2016). 

 
5.1  Modèle de superpopulation et plan pour les simulations 
 

Le modèle de superpopulation représente quatre aspects des données et de l’enquête du CEAP : (1) la 

forme de fonction d’espérance, (2) l’inclusion d’une relation moyenne-variance, (3) l’utilisation de la 

probabilité proportionnelle à la taille (PPT) avec échantillonnage avec remise et (4) la taille de l’échantillon 

et les taux de réponse. Le modèle spécifique pour la simulation est  = ,i i iy m x e  où 

  220, ,i e ie N m x     
5
4= 2 10 1 8exp 5 ,i im x x     et  Trunc. Norm. 0,5; 0,3 .ix   Le plan 

d’échantillonnage est PPT avec remise, où la probabilité de sélectionner une unité i  en un seul tirage est 

  1

=1
,

N

i ii
 



     logit = 3 0,33 0,1 ,i i iz y     Trunc. Norm. 0,5; 0,3 ,iz   et = 50 000.N  Le 

nombre de tirages est = 1 500,n  ce qui mène à une taille d’échantillon médiane de 1 477, où la taille de 

l’échantillon est le nombre d’unités uniques dans l’échantillon. Les probabilités de sélection du premier et 

du deuxième ordre correspondant à i  sont  = 1 1 ,n
i i     et    = 1 1 1

nn
ij i j         

 1 .
n

j i     L’indicateur de réponse  Bernoulli ,i ip   où  logit = 0,5 1,5 ,i i ip x z  ce qui donne 

un taux de réponse médian de 0,631. 

Selon le modèle pour iy  compte tenu de ,ix  l’hypothèse de PMH (2.7) tient pour cette simulation. 

L’intégration de iz  dans les modèles pour ip  et i  est l’approche utilisée dans Berg et coll. (2016) qui 

cause l’échec de l’hypothèse de l’EMH (2.6). La variable iz  peut être interprétée comme une variable de 

plan qui est omise du modèle d’imputation. 

 
5.2  Résultats 
 

Le tableau 5.1 contient trois mesures pour comparer l’estimateur de l’IRQ aux estimateurs de l’IFP et de 

l’IPN. L’erreur quadratique moyenne (EQM) de MC relative en pourcentage pour l’estimateur 

 IFP, IPNk k   est définie par  

  
     

  
MC MC

MC

ˆ ˆEQM EQM IRQ
Pct. Rel. EQM = 100 ,

ˆEQM IRQ

k
k

 




 (5.4) 

où  ˆ k  est l’estimateur fondé sur la procédure d’imputation .k  La variance relative en pourcentage pour 

l’estimateur k  est définie par  

                                    
     

  
MC MC

MC

ˆ ˆVar Var IRQ
Pct. Rel. Var = 100 ,

ˆVar IRQ

k
k

 




 (5.5) 

si = IPN, IFP.k  Le pourcentage d’EQM attribuable au biais au carré est défini par 
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  
   

  

2

MC

MC

ˆ
Pct. Biais = 100 ,

ˆEQM

E k
k

k

 




 (5.6) 

où = IPN, IFP, IRQ.k  L’EQM de l’estimateur IRQ est plus petite que l’EQM des estimateurs de l’IPN et 

de l’IFP pour tous les paramètres. L’estimateur de l’IFP est biaisé parce que le modèle sous-jacent à la 

procédure de l’IFP ne tient pas compte de la non-linéarité dans les courbes quantiles ou des variances non 

constantes. La procédure de l’IPN présente une variance relativement grande pour les tailles d’échantillon 

comme celles obtenues dans l’enquête du CEAP. Le biais MC au carré de l’IRQ est inférieur à 0,5 % de 

l’EQM de MC pour tous les paramètres. 

Les deux dernières colonnes du tableau 5.1 contiennent le biais relatif de l’estimateur de variance et la 

couverture empirique des intervalles de confiance de 95 % de la théorie normale. Le biais relatif de 

l’estimateur de variance est défini par  

                                                         
   

 
MC MC

MC

ˆ ˆˆ
Biais Rel. = ,

ˆ,

E V V

V

 



     (5.7) 

où  MC
ˆˆE V     est la moyenne MC des estimateurs de variance et  MC

ˆV   est la variance MC de 

l’estimateur de l’IRQ. Le biais relatif de MC de l’estimateur de variance pour l’estimateur de l’IRQ se situe 

entre -6 % et -1 %. Les couvertures empiriques des intervalles de confiance théoriques normaux se situent 

à moins de 1 % du niveau nominal de 95 %. 

 
Tableau 5.1 
Propriétés MC des estimateurs et des estimateurs de variance pour la simulation avec échantillonnage PPT avec 
remise. Pct. Rel. EQM (5.4) : Différence entre la variance MC de l’estimateur de l’IFP ou de l’IPN et l’EQM de 
MC de l’estimateur de l’IRQ, par rapport à l’EQM de MC de l’estimateur de l’IRQ. Pct. Rel. Var. (5.5) : 
Différence entre la variance MC de l’estimateur de l’IFP ou de l’IPN et l’EQM de MC de l’estimateur de l’IRQ, 
par rapport à l’EQM de MC de l’estimateur de l’IRQ. Pct. Biais (5.6) : Pourcentage de l’EQM de MC des 
estimateurs de l’IFP, de l’INP et de l’IRQ en raison du biais de MC au carré. Biais Rel = Biais relatif de MC de 
l’estimateur de variance défini en (5.7). Couverture = Couverture de MC des intervalles de confiance à 95 % 
 

 Pct. Rel. EQM Pct. Rel. Var. Pct. Biais Biais Rel. Couverture

  IPN   IFP  IPN   IFP   IPN  IFP   IRQ   IRQ   IRQ  

1  0,509 1,624 0,211 1,589 0,304 0,041 0,006 -2,386 0,945 

2  3,308 1,882 1,011 -0,151 2,225 1,998 0,002 -1,113 0,951 

3  1,518 5,449 0,979 2,605 0,840 2,999 0,311 -5,772 0,943 

4  515,980 26,752 10,501 12,415 82,101 11,508 0,222 -3,182 0,952 

5  5,879 61,416 5,659 -2,345 0,223 39,510 0,015 – – 
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6  Discussion 
 

L’IRQ est élaborée pour un contexte d’enquête complexe. D’autres choix de poids sont examinés, et un 

estimateur de variance à forme fermée est fourni basé sur une approximation linéaire. La cohérence et la 

normalité asymptotique des estimateurs sont démontrées dans le cadre d’un nombre infini de valeurs 

imputées. Dans les simulations conçues pour représenter les données du CEAP, l’estimateur de variance 

fondé sur la distribution asymptotique a un biais relatif inférieur à 6 % en valeur absolue et conduit à des 

intervalles de confiance dont la couverture est proche du niveau nominal pour J  fini. De plus, l’estimateur 

basé sur l’IRQ est plus efficace qu’un estimateur basé sur l’IFP ou l’IPN, parce que l’IRQ offre un 

compromis raisonnable entre le biais et la variance. 

La procédure d’imputation par régression quantile est appliquée pour estimer l’érosion moyenne dans 

sept États du Midwest des États-Unis à l’aide des données du CEAP. L’analyse démontre que l’IRQ présente 

une solution de rechange viable aux ajustements de pondération actuellement utilisés pour tenir compte de 

la non-réponse dans le CEAP. 

Les points à améliorer pour l’IRQ comprennent le choix de ,j  le choix de ,ib  le raffinement de 

l’estimation des courbes de quantiles et l’estimation de la variance pour les fonctions  g  non 

différenciables. L’élaboration de méthodes automatisées pour sélectionner les paramètres de nuisance, qui 

sont appropriés pour la sélection de plusieurs quantiles dans un contexte d’enquête complexe, est un 

domaine de recherche future. L’estimation des courbes quantiles, soumises à une restriction selon laquelle 

les courbes estimées ne se chevauchent pas, pourrait améliorer l’estimation des dérivées nécessaires pour 

l’estimateur de variance. La section E du supplément en ligne https://github.com/emilyjb/ 

Semiparametric-QRI-Supplement/blob/master/SupplementToQRI.pdf, (Berg et Yu, 2016) présente les 

points à améliorer. 
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Imputation multiple de valeurs manquantes dans des 
données des ménages contenant des zéros structurels 

Olanrewaju Akande, Jerome Reiter et Andrés F. Barrientos1 

Résumé 

Nous exposons une méthode d’imputation de valeurs manquantes dans des données catégoriques multivariées 
emboîtées au sein des ménages. Cette méthode reposant sur un modèle à classes latentes (i) permet des variables 
au double niveau des ménages et des particuliers, (ii) attribue dans ce modèle une probabilité nulle aux 
configurations impossibles des ménages et (iii) peut préserver les distributions multivariées à la fois dans et entre 
les ménages. Nous présentons un échantillonneur de Gibbs pour l’estimation du modèle et la production des 
imputations. Nous décrivons en outre des stratégies d’amélioration de l’efficacité de calcul pour l’estimation du 
modèle. Nous illustrons enfin le rendement de la méthode à l’aide de données imitant les variables recueillies 
dans des recensements types de la population. 

 
Mots-clés : Catégorique; recensement; vérification; latent; mélange; non-réponse. 

 
 

1  Introduction 
 

Dans une foule de recensements de la population et d’enquêtes démographiques, les organismes 

statistiques recueillent des données sur les particuliers formant un groupe dans un logement. Dans le 

recensement décennal aux États-Unis par exemple, le Census Bureau observe l’âge, la race, le sexe et le lien 

avec le chef du ménage de chaque membre du ménage. Il observe aussi si les occupants sont propriétaires 

ou non du logement. Après la collecte, les organismes partagent ces ensembles de données à des fins 

d’analyse secondaire sous forme de tableaux récapitulatifs, d’échantillons de microdonnées à grande 

diffusion ou de fichiers d’accès restreint. 

Lorsqu’ils créent ces produits de données, ils ont normalement à traiter la non-réponse partielle pour les 

variables tant des particuliers que des ménages, ce qu’ils font d’habitude à l’aide d’une certaine procédure 

d’imputation. Idéalement, de telles procédures obéissent à trois desiderata. D’abord, les imputations 

préservent le mieux possible la distribution conjointe des variables, ce qui comprend la conservation des 

liens au sein des ménages. Ainsi, la race manquante du conjoint correspondra probablement (mais 

certainement non à coup sûr) à la race du chef du ménage, correspondance dont devrait tenir compte la 

procédure d’imputation. En deuxième lieu, les imputations respectent les zéros structurels. Pour prendre un 

exemple, l’âge de la fille ne peut dépasser l’âge de la mère biologique. Les imputations ne devraient pas 

créer de combinaisons impossibles de particuliers au sein d’un ménage. Enfin, la procédure permet de 

propager une incertitude appropriée dans les analyses ultérieures des données.  

Les approches typiques d’imputation des valeurs manquantes des ménages exploitent une variante de 

l’imputation hot-deck (Kalton et Kasprzyk, 1986; Andridge et Little, 2010). Il reste que, selon la façon de 



290 Akande et coll. : Imputation multiple de valeurs manquantes dans des données des ménages contenant des zéros structurels 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

mettre en œuvre le hot-deck, un ou plusieurs des desiderata pourraient ne pas être respectés. En fait, nous 

ne connaissons aucune procédure d’imputation hot-deck applicable aux données des ménages qui respecte 

expressément les trois desiderata. Une solution de rechange consiste à estimer un modèle décrivant la 

distribution conjointe de toutes les variables et à imputer les valeurs manquantes à partir des distributions 

prédictives implicites de ce modèle. Dans le cas des données des ménages, un de ces modèles est le mélange 

de Dirichlet à données emboîtées des produits de distributions multinomiales (MDPDM), qui a été conçu 

par Hu, Reiter et Wang (2018) et où on suppose que (i) chaque ménage est membre d’une classe latente au 

niveau des ménages et que (ii) chaque particulier est membre d’une classe latente au niveau des particuliers 

emboîtée dans sa classe latente au niveau des ménages. Dans ce modèle, on attribue une probabilité nulle 

aux combinaisons correspondant à des zéros structurels et on traite simultanément les variables au niveau 

des ménages et au niveau des particuliers. Le MDPDM est attrayant comme moteur d’imputation et il peut 

préserver les associations multivariées, tout en évitant les imputations qui créent des ménages impossibles. 

Il est apparenté aux modèles proposés par Vermunt (2003, 2008) et Bennink, Croon, Kroon et Vermunt 

(2016), mais ceux-ci servent à la régression plutôt qu’à l’imputation multivariée et ne s’occupent pas des 

zéros structurels. 

Hu et coll. (2018) procèdent par MDPDM pour produire des jeux de données synthétiques (Rubin, 1993; 

Raghunathan et Rubin, 2001; Reiter et Raghunathan, 2007) à des fins de limitation de la divulgation 

statistique, mais sans décrire comment les utiliser en imputation des données manquantes, ce que nous allons 

précisément faire dans le présent article. Avec des zéros structurels dans le MDPDM, nous ne disposons pas 

en forme close de distributions conditionnelles des valeurs manquantes étant donné les valeurs observées. 

Nous devons donc ajouter une étape d’échantillonnage de rejet à l’échantillonneur de Gibbs utilisé par Hu 

et coll. (2018) de manière à produire des jeux de données complètes comme sous-produits des algorithmes 

de Monte Carlo à chaîne de Markov (MCMC) servant à l’estimation du modèle. Il est possible d’analyser 

ces jeux complets par inférence d’imputation multiple (Rubin, 1987). Nous exposons également deux 

nouvelles stratégies permettant d’accélérer les calculs MDPDM et qui consistent (i) à convertir les données 

du chef du ménage en variables au niveau des ménages par opposition au niveau des particuliers et (ii) à 

recourir à une approximation de la fonction de vraisemblance. Ces nouveautés extensibles sont nécessaires, 

puisque le MDPDM est plutôt vorace en calcul même sans données manquantes. On peut aussi faire appel 

aux stratégies d’accélération lorsqu’on se sert du MDPDM pour produire des données synthétiques. 

Voici comment se présente le reste de cet article. À la section 2, nous examinons le modèle MDPDM en 

présence de zéros structurels et l’échantillonneur MCMC pour l’ajustement du modèle sans données 

manquantes. À la section 3, nous étendons aux données manquantes l’échantillonneur MCMC pour le 

modèle MDPDM. À la section 4, nous présentons les deux stratégies d’accélération de l’échantillonneur 

MCMC. À la section 5, nous livrons les résultats des études de simulation utilisées pour évaluer le 

rendement du MDPDM comme moteur d’imputation multiple, et ce, en employant les deux stratégies 

d’accélération de l’exécution. À la section 6, il est question des conclusions, des mises en garde et des 

travaux futurs. 
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2  Examen du modèle MDPDM 
 

Hu et coll. (2018) présentent le modèle MDPDM en précisant notamment en quoi il peut préserver les 

associations entre variables et prendre en compte les zéros structurels. Ici, nous résumons le même modèle 

sans entrer dans le détail des raisons de son adoption et en nous contentant de renvoyer le lecteur à Hu 

et coll. (2018) pour un complément d’information. Nous commençons par la notation nécessaire à la 

compréhension du modèle et de l’échantillonneur de Gibbs avec données complètes. Notre exposé suit de 

près celui de Hu et coll. (2018). 

 
2.1  Notation et spécification du modèle 
 

Posons que les données visent n  ménages. Chaque ménage = 1, ,i n  contient in  particuliers et, par 

conséquent, il y a 
=1

=
n

i
i

n N  individus dans les données. Soit  1, ,ik kX d   la valeur de la variable 

catégorique k  pour le ménage .i  On la suppose identique pour tous les in  membres du ménage ,i  où 

= 1, , .k p p q   Soit  1, ,ijk kX d   la valeur de la variable catégorique k  pour le membre j  du 

ménage ,i  où = 1, , ij n  et = 1, , .k p  Soit     111= , , , , ,X ii i in pi p i p qX X X X    l’ensemble 

des variables au niveau des ménages et au niveau des particuliers pour les in  membres du ménage .i  

Soit   le jeu de toutes les tailles de ménage possibles dans la population. Pour tout ,h   soit h  

représentant le jeu de toutes les combinaisons de variables au double niveau des particuliers et des ménages 

pour les ménages de taille ,h  avec les combinaisons impossibles; en d’autres termes, =h  

   
= 1 =1 =1

1, , 1, , .
p q h p

k k
k p j k

d d


     Soit h h   représentant le jeu des combinaisons 

impossibles, c’est-à-dire des zéros structurels, pour les ménages de taille .h  Sont comprises les 

combinaisons de variables dans tout particulier (une personne âgée de trois ans ne peut être un conjoint, par 

exemple) ou entre les particuliers d’un même ménage (quelqu’un ne peut être plus âgé que ses parents 

biologiques, par exemple). Soit = h
h 

   et = .h
h 

   

Bien que le modèle MDPDM que nous employons limite le support de X i  à ,   il est bon de 

comprendre le modèle sans restrictions au départ quant au support de .X i  Chaque ménage i  appartient à 

une des classes F  représentant les types latents de ménages. Pour = 1, , ,i n  soit  1, ,iG F   

indiquant la classe de ménages pour le ménage .i  Soit  = Pr =g iG g  la probabilité que le ménage i  

appartienne à la classe .g  Dans toute classe, toutes les variables au niveau des ménages suivent des 

distributions multinomiales indépendantes. Pour tout  1, ,k p p q    et tout  1, , ,kc d   soit 
   = Pr = =k
gc ik iX c G g  pour toute classe ,g  où  k

gc  est de la même valeur pour tout ménage de la 

classe .g  Soit  1= , , ,F    et   = : = 1, , ; = 1, , ; = 1, , .k
gc kc d k p p q g F       

Dans chaque classe de ménages, chaque particulier appartient à une des classes latentes S  au niveau des 

particuliers. Pour = 1, ,i n  et = 1, , ,ij n  soit ijM  représentant la classe latente au niveau des 

particuliers pour le membre j  du ménage .i  Soit  = Pr = =gm ij iM m G g  la probabilité que le 

membre j  du ménage i  appartienne au niveau des particuliers à la classe m  emboîtée au niveau des 
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ménages au sein de la classe .g  Dans toute classe au niveau des particuliers, toutes les variables de ce 

niveau suivent des distributions multinomiales indépendantes. Pour tout  1, ,k p   et tout 

 1, , ,kc d   soit       = Pr = , = ,k
gmc ijk i ijX c G M g m  pour la paire de classes  , ,g m  où  k

gmc  

est de la même valeur pour tout particulier dans la paire de classes  , .g m  Soit 

 = : = 1, , ; = 1, , ,gm g F m S     et  = { : = 1, , ; = 1, , ; = 1, , ;k
gmc kc d k p m S    

= 1, , }.g F  

Pour les besoins de l’échantillonneur de Gibbs à la section 2.2, il est bon de distinguer les valeurs de X i  

qui respectent toutes les contraintes de zéros structurels de celles qui ne les respectent pas. Soit l’exposant 

«1»  indiquant qu’une variable aléatoire a un support seulement dans .   Ainsi, 1X i  représente les 

données d’un ménage dont les valeurs sont en restriction seulement dans    (il ne s’agit pas d’un 

ménage impossible); X i  représente les données d’un ménage avec des valeurs dans .  Soit 1  les données 

observées de n  ménages, c’est-à-dire une réalisation de  1 1
1 , , .X X n  Le noyau du MDPDM,  1Pr ,  

est  

        
1 1

11

=1 =1 = 1 =1 =1 =1

( | ) = = ,X
ik ijk

p q pn F h S
k k

i h g gmi gX gmX
i h g k p j m k

L n h    


 

    
    


     (2.1) 

où   comprend tous les paramètres et .  correspond à l’unité lorsque la condition entre accolades   est 

vraie et à zéro dans les autres cas. 

Pour tout ,h   soit  1 =1
= =

n
h ii

n n h   le nombre de ménages de la taille h  dans 1  et

   0 = Pr .Xh i h     Comme il est indiqué dans Hu et coll. (2018), la constante de normalisation 

dans la vraisemblance en (2.1) est    1
01 .n h

h
h

 


 
 Ainsi, la distribution postérieure est  

       
  

   
1

1 1 1

0

1
Pr , Pr Pr = Pr

1 hn
h

h

T L    
 




 

     (2.2) 

où  T   fait voir une densité de probabilité pour MDPDM avec un support limité à .   

La vraisemblance dans (2.1) peut s’écrire comme modèle génératif de la forme  

                                              
 ( ) ( )

1, Discrète , ,

= 1, , et = 1, ,

i i k

k k
ik i G G dX G

i n k p p q

  

  



 


 

(2.3)
 

                              
    1| , , , Discrète , ,

= 1, , , = 1, , et = 1, ,

i ij i ij k

k k
ijk i ij i G M G M d

i

X G M n

i n j n k p

  





  


 

(2.4)
 

                                                      
 1Discrète , ,

= 1, ,

i FG

i n

  








 

(2.5)
 

                                       
 1, , Discrète , ,

= 1, , et = 1, ,

i iij i i G G S

i

M G n

i n j n

  





 


 

(2.6)
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où la distribution discrète est la distribution multinomiale avec taille d’échantillon correspondant à l’unité. 

Nous limitons le support de chaque X i  pour être sûrs que le modèle attribue une probabilité nulle à toutes 

les combinaisons désirées dans .  On peut utiliser le modèle dans (2.3) à (2.6) sans limiter le support à 

.   On ne tient pas compte alors de tous les zéros structurels. S’il convient peu à la distribution conjointe 

des données des ménages, un tel modèle se révèle utile dans le cas de l’échantillonneur de Gibbs. Nous 

prenons le modèle génératif dans (2.3) à (2.6) avec un support intégral dans tous   en tant que MDPDM 

non tronqué. En revanche, nous appelons le modèle en (2.1) MDPDM tronqué. 

Pour les distributions antérieures, nous suivons les recommandations de Hu et coll. (2018). Nous 

utilisons des distributions uniformes et indépendantes de Dirichlet comme distributions antérieures pour   

et ,  et la représentation tronquée en découpe du processus de Dirichlet comme distributions antérieures 

pour   et   (Sethuraman, 1994; Dunson et Xing, 2009; Si et Reiter, 2013; Manrique-Vallier et Reiter, 

2014) : 

                                                     1= , , Dirichlet 1, , 1
k

k k k
g g gd     (2.7) 

                                                     1= , , Dirichlet 1, , 1
k

k k k
gm gm gmd     (2.8) 

                                               
<

= 1 pour = 1, ,g g f
f g

u u g F    (2.9) 

                                                b ta 1, pour = 1, , 1, = 1êg Fu g F u   (2.10) 

                                                 gamma 0,25; 0,25   (2.11) 

                                              
<

= 1 pour = 1,gm gm gs
s m

v v m S    (2.12) 

                                              b ta 1, pour = 1,ê , 1, = 1gm g gSv m S v   (2.13) 

                                               gamma 0,25; 0,25 .g   (2.14) 

Nous fixons les paramètres des distributions de Dirichlet à 1 kd  (vecteur kd  dimensionnel des unités) 

et à 0,25 les paramètres des distributions gamma en (2.11) et (2.14) pour représenter les spécifications 

vagues des distributions antérieures. Nous posons également =g   pour faciliter le calcul. Voir Hu 

et coll. (2018) pour mieux connaître les spécifications des distributions antérieures. 

D’un point de vue conceptuel, nous pouvons interpréter les classes latentes au niveau des ménages 

comme des grappes de ménages d’une composition homogène (ménages avec enfants, ménages dont les 

membres ne sont pas apparentés, etc.). De même, il est possible d’interpréter les classes latentes au niveau 

des particuliers comme des grappes d’individus aux caractéristiques homogènes (conjoint plus âgé de sexe 

masculin, jeunes enfants de sexe féminin, etc.). Toutefois, notre propos n’est pas d’interpréter ces classes 
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dans une optique d’imputation, celles-ci servant avant tout à l’induction d’une dépendance entre variables 

et particuliers dans la distribution conjointe. 

Il importe de choisir F  et S  de sorte qu’ils soient assez grands pour une estimation précise de la 

distribution conjointe. Il ne s’agit cependant pas de faire F  et S  si grands qu’ils produisent une abondance 

de classes vides dans l’estimation du modèle. Créer un grand nombre de classes vides ne peut qu’accroître 

la durée du calcul sans gain correspondant de précision de l’estimation. Cela peut poser tout particulièrement 

un problème avec l’échantillonneur de Gibbs dans un MDPDM tronqué, ces classes mettant de la masse de 

probabilité dans des régions de l’espace où des combinaisons impossibles risquent de se produire, d’où une 

convergence plus lente de l’échantillonneur de Gibbs. 

Nous recommandons donc la stratégie de Hu et coll. (2018) au moment de poser  , .F S  Les analystes 

peuvent prendre des valeurs modérées des deux, disons entre 10 et 15, pour les premiers passages de rodage. 

Après convergence, ils examinent les échantillons postérieurs des classes latentes et vérifient ainsi combien 

de ces classes sont occupées au niveau des particuliers et au niveau des ménages. Ces contrôles prédictifs 

postérieurs peuvent démontrer le besoin de disposer de valeurs plus grandes pour F  et .S  Si le nombre de 

classes occupées au niveau des ménages atteint ,F  nous suggérons d’accroître .F  Si le nombre de classes 

occupées au niveau des particuliers atteint ,S  nous suggérons d’accroître F  d’abord et S  ensuite, et ce, 

peut-être en sus de ,F  s’il ne peut suffire de relever F  seul. Si les contrôles prédictifs postérieurs 

n’indiquent en rien que des valeurs supérieures de F  et S  sont nécessaires, les analystes n’ont pas à 

augmenter le nombre de classes, car on ne peut s’attendre à ce qu’il en résulte une amélioration de la 

précision de l’estimation. À noter qu’une logique semblable vaut pour d’autres contextes de modèles de 

mélange (Walker, 2007; Si et Reiter, 2013; Manrique-Vallier et Reiter, 2014; Murray et Reiter, 2016). 

 
2.2  Échantillonneur MCMC pour le MDPDM 
 

Hu et coll. (2018) recourent à une stratégie d’augmentation des données (Manrique-Vallier et Reiter, 

2014) pour estimer la distribution postérieure en (2.2). Ils posent que les données observées 1,  qui visent 

tous les ménages possibles, forment un sous-ensemble d’un échantillon hypothétique   de  0n n  

ménages directement tiré du MDPDM non tronqué. En d’autres termes,   est produit sur le support   où 

toutes les combinaisons sont possibles et où les règles des zéros structurels ne sont pas appliquées, mais 

nous observons uniquement l’échantillon de n  ménages 1  qui respectent ces mêmes règles sans observer 

l’échantillon de 0n  ménages 0 1=     qui ne les respectent pas. 

Nous employons la stratégie de Hu et coll. (2018) et augmentons les données. Pour chaque ,h   nous 

simulons   à partir du MDPDM non tronqué et nous arrêtons lorsque le nombre de ménages possibles 

simulés dans   correspond directement à 1hn  pour tout .h   Nous remplaçons par 1  les ménages 

possibles simulés dans   et supposons donc que   contient déjà 1 ,  d’où le simple besoin de produire 

la partie 0  de .  Dans un tirage de ,  nous prenons   dans la distribution postérieure définie par le 
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MDPDM non tronqué et traitons   comme données observées. Il est possible d’estimer cette distribution 

postérieure à l’aide d’un échantillonneur de Gibbs en bloc (Ishwaran et James, 2001; Si et Reiter, 2013). 

Nous présenterons maintenant l’échantillonneur MCMC intégral pour l’ajustement du modèle MDPDM 

tronqué. Soit 0G  et 0M  des vecteurs des indicateurs d’appartenance aux classes latentes pour les ménages 

dans 0  et soit 0hn  le nombre de ménages de taille h  dans 0  avec 0 0= .h
h

n n  Dans chaque 

distribution conditionnelle intégrale, soit « – » représentant le conditionnement par l’ensemble des autres 

variables et paramètres du modèle. À chaque itération MCMC, nous procédons ainsi :  
 

S1. Poser 0 0 0= = = .G M   Pour chaque ,h   répéter ce qui suit :  

(a) Poser 0 = 0t  et 1 = 0.t  

(b) Échantillonner    0 ** **
11, , Discrète , , ,FiG F      où  ** k

g ggh    et où k  est 

l’indice de « taille du ménage » pour les variables au niveau des ménages.  

(c) Pour = 1, , ,j h  échantillonner    0 0
0

11, , Discrète , , .
i iG G SijM S       

(d) Poser 0 = ,ikX h  où 0
ikX  correspond à la variable pour la taille du ménage. Échantillonner le 

reste des valeurs au niveau des ménages et au niveau des particuliers à l’aide des 

vraisemblances en (2.3) et (2.4). Fixer à 0X i  la valeur simulée du ménage. 

(e) Si 0 ,X hi   poser 0 0= 1,t t  00 0= ,X i  00 0=G G iG  et 00 0
1= { , ,M M iM   

0 },ihM  sinon poser 1 1= 1.t t   

(f) Si 1 1< ,ht n  retourner à (b), sinon poser 0 0= .hn t  
 

S2. Pour les observations en 1,  

(a) Échantillonner    * *
11, , Discrète , ,i FG F      pour = 1, , ,i n  où  

                      
    

    
1 1

1 1

= 1 =1 =1 =1*

=1 = 1 =1 =1 =1

= Pr = =

i

ik ijk

i

ik ijk

q n S pk k
g gmgX gmXk p j m k

g i F q n S pk k
f gmfX fmXf k p j m k

G g
   


   





 
 

 
 

   
    

  

pour = 1, , .g F  Poser 1 = .iiG G  

(b) Échantillonner    1 1
* *

11, , Discrète , ,
i i

ij G G SM S      pour = 1, ,i n  et 

= 1, , ,ij n  où  

                      
 

 

1 1 1

1

1 1 1

=1*

=1 =1

= Pr = =
i i ijk

i

i i ijk

p k
G m G mXk

ijG m S p k
G s G sXs k

M m
 


 




 
  

pour = 1, , .m S  Poser 1 = .ijijM M  
 

S3. Poser = 1.Fu  Échantillonner 

                      
= 1 <

b ta 1 , , = 1ê
F

g g f g g f
f g f g

u U U u u 


    
 

    
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où 

                        
0

01

=1 =1

= = =
nn

g i i
i i

U G g G g     

pour = 1, , 1.g F   
 

S4. Poser = 1gMv  pour = 1, , .g F  Échantillonner 

                      
= 1 <

b ta 1 , , = 1ê
S

gm gm gs gm gm gs
s m s m

v V V v v 


    
 

    

où 

                        
0

0 01 1

=1 =1

= = , = = , =
nn

gm ij i ij i
i i

V M m G g M m G g     

pour = 1, , 1m S   et = 1, , .g F  
 

S5. Échantillonner 

                           1Discrète 1 , , 1
k

k k k
g g gd       

où 

                          
0

1 0

01

= =

= = =
i i

nn
k

gc ik ik
i G g i G g

X c X c      

pour = 1, ,g F  et = 1, , .k p q   
 

S6. Échantillonner 

                           1Discrète 1 , , 1
k

k k k
gm gm gmd       

où 

                        
0

1 1 0 0

( ) 01

, = , = , = , =

= = =
i ij i ij

nn
k

gmc ijk ijk
i j G g M m i j G g M m

X c X c      

pour = 1, , ,g F = 1, ,m S  et = 1, , .k p  
 

S7. Échantillonner 

         
1

=1

gamma 1, log 1 .
F

g
g

a F b u 
      

 
   

 

S8. Échantillonner 

                           
1

=1 =1

gamma 1 , log 1 .
S F

gm
m g

a F S b v 
       

 
   

 

Cet échantillonneur de Gibbs est implanté dans le progiciel en R « NestedCategBayesImpute » (Wang, 

Akande, Hu, Reiter et Barrientos, 2016). Ce logiciel peut servir à produire des versions synthétiques des 

données initiales, mais encore faut-il que le jeu de données soit complet.  
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3  Traitement des données manquantes à l’aide du MDPDM 
 

Nous modifions l’échantillonneur de Gibbs pour le modèle MDPDM tronqué en vue d’y incorporer les 

données manquantes. Pour = 1, , ,i n  soit     1= , ,a i i p i p qa a   un vecteur avec = 1ika  lorsque la 

variable  1, ,k p p q    au niveau des ménages est manquante dans 1X i  et avec = 0ika  dans les 

autres cas. Pour = 1, ,i n  et = 1, , ,ij n  soit  1= , ,b ij ij ijpb b  un vecteur avec = 1ijkb  lorsque la 

variable  1, ,k p   au niveau des particuliers pour l’individu  1, , ij n   est manquante dans 1X i  

et avec = 0ijkb  dans les autres cas. Pour chaque ménage ,i  soit  obs mis1 = , ,X X Xi i i  où obsX i  comprend 

toutes les valeurs des données correspondant à = 0ika  et = 0,ijkb  et où misX i  comprend toutes les valeurs 

des données correspondant à = 1ika  et = 1.ijkb  Nous supposons que les données sont manquantes au 

hasard (Rubin, 1976). 

Pour incorporer les valeurs manquantes à l’échantillonneur de Gibbs, nous devons échantillonner la 

distribution conditionnelle intégrale de chaque variable dans mis,X i  conditionnellement aux variables pour 

lesquelles = 0ika  et = 0,ijkb  à chaque itération. Nous ajoutons alors une neuvième étape 
 

S9. Pour = 1, , ,i n  échantillonner misX i  à partir de sa distribution conditionnelle intégrale 

                            
1 1 11 1 1 1 1

mis 1

=1 =1 =1

Pr .X X
i

i i iji i ijik ijk
ik ijk

p q pn
k k

h G G Mi i G X G M X
k a j k b

   
    

 
      

 
Il est non trivial d’échantillonner à partir de cette distribution conditionnelle en raison de la dépendance 

entre les variables qu’induisent les règles des zéros structurels dans chaque .h  À cause de cette 

dépendance, il est impossible de simplement échantillonner chaque variable indépendamment à l’aide des 

vraisemblances en (2.3) et (2.4). Si nous pouvions produire le jeu de données complètes pour tous les 

ménages à entrées manquantes conditionnellement aux valeurs observées, il serait facile de calculer la 

probabilité dans chaque cas et d’échantillonner à partir de cet ensemble. Malheureusement, un tel traitement 

est peu pratique lorsque la taille de chaque h  est grande. Même avec une taille modeste, chaque ménage 

pourrait présenter différents jeux de données complètes, ce qui nécessiterait un calcul, un stockage et un 

espace de mémoire importants.  

Il reste que la distribution conditionnelle intégrale dans S9 prend une forme semblable à celle du noyau 

du MDPDM tronqué en (2.1), de sorte qu’on puisse produire les échantillons désirés par un second plan 

d’échantillonnage de rejet. Pour l’essentiel, il s’agit d’échantillonner à partir d’une version non tronquée de 

la distribution conditionnelle intégrale     1 1 1mis 1 1 1 1 1
*

=1 =1 =1
= ,X

i

i i iji i iji ik ijkik ijk

p q n pk k
G G MG X G M Xk a j k b

P        jusqu’à 

l’obtention d’un échantillon valide satisfaisant à la relation 1 ;X hi    voir en annexe la preuve que ce plan 

d’échantillonnage de rejet crée un échantillonneur valide de Gibbs. À noter aussi que, comme mis
*

X i
P  lui-

même n’est pas tronqué, il est possible de procéder par échantillonnage indépendant de chaque variable en 

(2.3) et (2.4). Nous remplaçons donc l’étape S9 par S9'. 
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S9'. Pour = 1, , ,i n  échantillonner misX i  de la manière suivante : 

(a) Pour chaque variable manquante au niveau des ménages, c’est-à-dire pour chaque variable 

où  1, ,k p p q    avec = 1,ika  échantillonner 1
ikX  par (2.3). 

(b) Pour chaque variable manquante au niveau des particuliers, c’est-à-dire pour chaque variable 

où = 1, , ij n  et  1, ,k p   avec = 1,ijkb  échantillonner 1
ijkX  par (2.4). 

(c) Fixer à mis*X i  les valeurs échantillonnées au niveau des ménages et au niveau des particuliers. 

(d) Combiner les mis*X i  aux obsX i  observés, c’est-à-dire poser  obs mis*1* = , .X X Xi i i  Si 
1* ,X hi    poser mis mis*= ,X Xi i  sinon retourner à l’étape (9'a).  

 

Pour amorcer chaque mis,X i  nous suggérons d’échantillonner à partir de la distribution marginale 

empirique de chaque variable k  en se reportant aux cas disponibles pour chacune et en exigeant que le 

ménage satisfasse à la relation 1 .X hi    

 
4  Stratégies d’accélération de l’échantillonneur MCMC 
 

L’étape de l’échantillonnage de rejet dans l’échantillonneur de Gibbs à la section 2.2 peut se révéler 

inefficace si   est grand (Manrique-Vallier et Reiter, 2014; Hu et coll., 2018), parce que l’échantillonneur 

tend à créer un grand nombre de ménages impossibles avant de donner un nombre suffisant de ménages 

possibles. Il faut aussi prévoir du temps de calcul pour vérifier si chaque ménage échantillonné respecte ou 

non toutes les règles des zéros structurels. Les coûts de calcul s’alourdissent quand l’échantillonneur 

s’incorpore aussi les valeurs manquantes. Dans cette section, nous présentons deux stratégies propres à 

réduire le nombre de ménages impossibles que crée l’algorithme, d’où une accélération de l’échantillonneur. 

On trouvera en annexe des études de simulation démontrant que les stratégies en question sont de nature à 

accélérer nettement l’échantillonneur MCMC. 

 

4.1  Passage du chef du ménage au niveau des ménages 
 

Nombreux sont les jeux de données comprenant une variable du lien de chaque membre du ménage avec 

le chef du ménage. Ce dernier doit être unique dans un ménage, restriction qui peut rendre compte d’une 

forte proportion de combinaisons dans . Comme simple exemple pratique, considérons un jeu de données 

de = 1 000n  ménages de taille deux pour un total de = 2 000N  particuliers. Posons que les données ne 

contiennent aucune variable au niveau des ménages et qu’elles comportent deux variables au niveau des 

particuliers, à savoir l’âge et le lien avec le chef du ménage. Posons également 100 niveaux d’âge et 

13 niveaux de lien avec le chef du ménage (chef du ménage, conjoint du chef du ménage, etc.). Ainsi,   

renferme 2 2 613 100 = 1,69 10   combinaisons. Posons également que la règle « le chef du ménage doit 

être unique dans un ménage » est la seule règle de zéros structurels définie pour cet ensemble de données. 

Ainsi,   contient 61,45 10  combinaisons impossibles, soit environ 86 % de la taille de .  Si le modèle, 
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par exemple, attribue une probabilité uniforme à toutes les combinaisons dans ,  nous nous attendrions à 

échantillonner quelque  0,86 0,14 * 1 000 6 143  ménages impossibles à chaque itération pour 

augmenter le n  ménages possibles. 

Nous traitons plutôt les variables pour le chef du ménage comme caractéristiques au niveau des ménages, 

ce qui permet d’écarter les règles des zéros structurels définies pour le seul chef du ménage. Dans cet 

exemple pratique, le passage du chef du ménage au niveau des ménages crée une variable au niveau des 

ménages, soit l’âge du chef du ménage à 100 niveaux. On peut ne pas tenir compte pour les chefs de ménage 

de la variable du lien avec le chef du ménage. Pour les autres membres du ménage, la variable du lien avec 

le chef du ménage compte maintenant 12 niveaux, puisque le niveau correspondant à « chef du ménage » 

est écarté. Ainsi,   contient 2 512 100 = 1,20 10   combinaisons et   ne renferme aucune combinaison 

impossible. Nous n’aurions même plus à échantillonner les ménages impossibles avec l’échantillonneur de 

Gibbs à la section 2.2. 

En règle générale, cette stratégie peut réduire grandement la taille de ,  mais sans la ramener d’ordinaire 

à zéro comme dans l’exemple simple que nous avons cité, puisque   contient normalement des 

combinaisons issues d’autres types de règles des zéros structurels. Cette stratégie ne remplace pas non plus 

l’échantillonneur de rejet à la section 2.2; c’est plutôt une technique de recodage des données qui peut se 

combiner à l’échantillonneur.  

 

4.2  Fixation d’une borne supérieure au nombre de ménages impossibles en 
échantillonnage 

 

Pour réduire la durée du calcul, nous pouvons fixer une borne supérieure au nombre de cas échantillonnés 

dans 0.  Une façon d’y parvenir est de remplacer 1hn  à l’étape S1(f) dans la section 2.2 par 1h hn     

pour un certain h  de sorte que 1 h  soit un entier positif. Nous échantillons donc seulement 0h hn     

ménages impossibles approximativement pour chaque .h   Ce faisant, nous sous-estimons cependant la 

masse de probabilité réelle attribuée à   par le modèle. Une illustration possible est l’exemple simple à la 

section 4.1. Posons que le modèle attribue une probabilité uniforme à toutes les combinaisons dans   

comme plus haut. Nous posons 2 = 0,5,  et, par conséquent, nous échantillonnons environ 3 072 =  

6 143 0,5    ménages impossibles à chaque itération de l’échantillonneur MCMC. La probabilité de créer 

un ménage impossible est de  3 072 1 000 3 072 = 0,75;  c’est moins que la valeur réelle de 0,86. Nous 

nous trouverions donc à sous-estimer la contribution réelle de  0 0 0, ,G M  à la vraisemblance. 

Pour employer la méthode de plafonnement-pondération, nous devons apporter une correction qui 

repondère la contribution de  0 0 0, ,G M  à la vraisemblance conjointe intégrale. Nous appliquons à cette 

fin des idées semblables à celles de Chambers et Skinner (2003) et de Savitsky et Toth (2016), qui 

approchent la vraisemblance des données inobservées intégrales par une pseudovraisemblance en 

pondération (les 1 ).h  Les ménages impossibles contribuent uniquement à la vraisemblance conjointe 

intégrale par les distributions discrètes dans (2.3) à (2.6). Les statistiques suffisantes pour l’estimation des 
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paramètres des distributions discrètes en question sont les valeurs de dénombrement observées pour les 

variables correspondantes de l’ensemble  1 1 1 0 0 0, , , , , ,G M G M   et ce, dans chaque classe latente pour 

les variables au niveau des ménages et dans chaque paire de classes latentes pour les variables au niveau 

des particuliers. Pour chaque ,h   nous pouvons donc repondérer la contribution des ménages 

impossibles en multipliant par 1 h  les valeurs observées de dénombrement des ménages de taille h  dans 

 0 0 0, ,G M  pour la variable correspondante et les classes latentes. On élève de la sorte la contribution 

en vraisemblance des ménages impossibles de taille h  à la puissance de 1 .h  Bien sûr, 1 h  n’a pas à 

être un entier positif, nous avons cette exigence seulement pour que la valeur de sa multiplication avec les 

valeurs observées de dénombrement soit sans décimales. Nous modifions l’échantillonneur de Gibbs et y 

incorporons la méthode de plafonnement-pondération en remplaçant les étapes S1, S3, S4, S5 et S6 (voir 

les étapes modifiées en annexe). 

Poser chaque = 1h  correspond à poser l’échantillonneur de rejet au départ et, par là, les deux méthodes 

devraient donner des résultats très ressemblants quand h  approche de 1. Selon notre expérience, les 

résultats de la méthode de plafonnement-pondération deviennent nettement moins précis que 

l’échantillonneur de rejet proprement dit quand < 1 4 .h  Le temps épargné grâce à cette technique 

d’accélération par rapport à l’échantillonneur classique dépend des caractéristiques des données et des 

valeurs spécifiées pour la pondération  : .h h   Nous suggérons pour la sélection des h  d’essayer 

différentes valeurs en commençant par des valeurs proches de l’unité et en faisant porter les passages 

initiaux de l’échantillonneur MCMC sur un petit échantillon aléatoire des données. Les analystes devraient 

examiner la convergence et le comportement de mélange des chaînes à comparer à la chaîne avec tous les 

h  correspondant à l’unité. Ils devraient choisir des valeurs assurant une accélération raisonnable, tout en 

préservant la convergence et le mélange. C’est ce que l’on peut faire rapidement en comparant les tracés 

temporels d’un jeu aléatoire de paramètres du modèle hors commutation d’étiquettes (comme   et )  ou 

en examinant les probabilités marginales, bivariées et trivariées estimées à l’aide de données synthétiques 

produites par l’échantillonneur MCMC. 

 
5  Étude empirique 
 

Pour évaluer le rendement du MDPDM comme méthode d’imputation, ainsi que les stratégies d’accélération, 

nous utilisons les fichiers de microdonnées à grande diffusion de l’American Community Survey (ACS) de 2012, 

lesquels peuvent être téléchargés du site du Census Bureau (http://www2.census.gov/acs2012_1yr/pums/). 

Nous construisons une population de 764 580 ménages de taille  = 2, 3, 4  sur laquelle nous 

échantillonnons = 5 000n  ménages comprenant = 13 181N  particuliers. Nous travaillons avec les 

variables décrites au tableau 5.1 qui imitent celles du recensement décennal des États-Unis. Les zéros 

structurels sont ceux de l’âge et des liens entre les particuliers partageant un logement (voir en annexe toute 

la liste des règles que nous avons appliquées). Nous faisons passer le chef du ménage au niveau des ménages 

comme à la section 4.1 pour réaliser des gains de calcul. 
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Nous introduisons les valeurs manquantes à l’aide du scénario qui suit. Nous mettons la taille du ménage 

et l’âge du chef du ménage en observation intégrale. Nous mettons en blanc aléatoirement et 

indépendamment 30 % de chaque variable dans le cas des variables restantes au niveau des ménages. Pour 

les particuliers autres que le chef du ménage, nous mettons en blanc aléatoirement et indépendamment 30 % 

des valeurs du sexe, de la race et de l’origine hispanique. Nous mettons l’âge en valeurs manquantes à des 

taux de 50 %, 20 %, 40 % et 30 % pour la variable des liens dans les ensembles {2}, {3, 4, 5, 10}, {7, 9} et 

{6, 8, 11, 12, 13} respectivement. Nous mettons en valeurs manquantes la variable des liens à des taux de 

40 %, 25 %, 10 % et 55 % pour la variable de l’âge dans les ensembles  : 20 ,x x   : 20 < 50 ,x x 

 : 50 < 70x x   et  : > 70x x  respectivement. Nous obtenons ainsi une proportion approximative de 

30 % de valeurs manquantes pour les deux variables. Les valeurs sont manquantes pour environ 8 % des 

particuliers de l’échantillon dans la double variable de l’âge et des liens et pour 2 % dans les variables du 

sexe, de l’âge et des liens conjointement. Ce mécanisme produit des données qui, d’un point de vue 

technique, ne sont pas manquantes au hasard, mais nous employons le modèle MDPDM de toute manière 

pour voir les possibilités dans le cas d’un mécanisme compliqué de valeurs manquantes. Les taux réels de 

non-réponse partielle dans les données du recensement sont généralement inférieurs à ceux que nous 

utilisons ici, mais nous employons des taux élevés pour soumettre le MDPDM à un test éprouvant de 

résistance. Nous introduisons aussi les valeurs manquantes à l’aide d’un scénario de données manquantes 

entièrement au hasard avec des taux de l’ordre de 10 % pour toutes les variables. Bref, les résultats seront 

semblables à ceux que nous aurons ici, mais en plus exacts en raison de proportions inférieures de valeurs 

manquantes. On peut examiner ces résultats en annexe. 

 

Tableau 5.1 
Description des variables de l’étude (où CM est l’abréviation de chef du ménage) 
 

Description des variables Catégories 

Variables au niveau des ménages Propriété du logement 1 = propriété ou achat, 2 = location 

Taille du ménage 2 = 2 membres, 3 = 3 membres, 4 = 4 membres 

Sexe du CM  1 = homme, 2 = femme

Race du CM 1 = blanc, 2 = noir
3 = Amérindien ou natif de l’Alaska 
4 = Chinois, 5 = Japonais
6 = autre Asiatique/insulaire du Pacifique, 7 = autre race
8 = deux races principales
9 = trois races principales ou plus  

Origine hispanique du CM  1 = non-Hispanique, 2 = Mexicain 
3 = Portoricain, 4 = Cubain, 5 = autre 

Âge du CM 1 = moins d’un an, 2 = 1 an
3 = 2 ans... 96 = 95 ans 

Variables au niveau des particuliers Sexe  Même que « sexe du CM »

Race  Même que « race du CM »

Origine hispanique Même que « origine hispanique du CM » 

Âge  Même que « âge du CM »

Lien avec le chef du ménage  1 = conjoint, 2 = enfant biologique 
3 = enfant adoptif, 4 = enfant par alliance, 5 = frère ou sœur
6 = parent, 7 = petit-enfant, 8 = parent par alliance 
9 = enfant par alliance, 10 = autre apparenté 
11 = pensionnaire, colocataire ou partenaire 
12 = autre enfant non apparenté ou en foyer nourricier 
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Nous estimons le MDPDM au moyen de deux méthodes avec dans chaque cas l’étape d’échantillonnage 

de rejet S9' à la section 3. Dans la première, nous considérons 2 3 4= = = 1    sans employer la méthode 

de plafonnement-pondération et, dans la seconde, nous prenons 2 3= = 1 2   et 4 = 1 3.  Dans 

chacune, nous exécutons 10 000 itérations de l’échantillonneur MCMC, écartant les 5 000 premières comme 

rodage et élaguant les échantillons restants à toutes les cinq itérations, ce qui donne 1 000 itérations MCMC 

après rodage. Nous posons = 30F  et = 15S  pour chaque méthode en fonction des passages initiaux de 

rodage. Pour les deux méthodes, le nombre effectif de grappes occupées au niveau des ménages va 

ordinairement de 13 à 16 avec 25 comme maximum; le nombre effectif de grappes occupées au niveau des 

particuliers va de 3 à 5 avec 10 comme maximum à l’échelle des grappes des ménages. Pour le contrôle de 

convergence, nous avons examiné les tracés temporels de , ,  et les moyennes pondérées d’un échantillon 

aléatoire des probabilités multinomiales en (2.3) et (2.4) (puisque les probabilités multinomiales mêmes 

sont sujettes à commutation d’étiquettes). 

Avec les deux méthodes, nous produisons = 50L  jeux de données complètes,   50(1)= , , ,Z Z Z  

au moyen de la distribution prédictive postérieure du MDPDM par laquelle nous estimons toutes les 

distributions marginales, les distributions bivariées de toutes les paires possibles de variables et les 

distributions trivariées de tous les trios possibles de variables. Nous estimons également plusieurs 

probabilités qui dépendent des liens au sein du ménage et du chef du ménage pour juger du rendement du 

MDPDM dans l’estimation de relations complexes. Nous obtenons des intervalles de confiance par 

inférence d’imputation multiple (Rubin, 1987). Reprenons brièvement la marche à suivre. Soit q  

l’estimateur ponctuel de données complètes pour un certain paramètre Q  et soit u  l’estimateur de variance 

lié à .q  Pour = 1, , ,l L  soit  lq  et  lu  les valeurs de q  et u  dans le jeu de données complètes  .Z l  

Nous utilisons  
=1

=
L

l
L

l
q q L  comme estimation ponctuelle de .Q  Nous employons =LT  

 1 1 L LL b u   comme variance estimée de ,q  où     2

=1
= 1

L
l

L L
l

b q q L   et  
=1

= .
L

l
L

l
u u L  

Nous inférons au sujet de Q  par    0, ,L v Lq Q t T   où vt  est une distribution t  avec =v  

      21 1 1 1L LL u L b    degrés de liberté. 

Les figures 5.1 et 5.2 présentent la valeur de 50q  pour les diverses probabilités marginales, bivariées et 

trivariées estimées et tracées par rapport à leur estimation correspondante du jeu de données initiales sans 

valeurs manquantes. La figure 5.1 indique les résultats du MDPDM avec l’échantillonneur de rejet et la 

figure 5.2, les résultats correspondants avec la méthode de plafonnement-pondération. Dans les deux cas, 

les estimations ponctuelles sont proches de celles des données avant introduction des valeurs manquantes, 

d’où l’impression que le MDPDM réussit vraiment à appréhender les caractéristiques importantes de la 

distribution conjointe des variables. La figure 5.2 en particulier montre aussi que la méthode de 

plafonnement-pondération ne vient pas dégrader les estimations. 

Le tableau 5.2 fait état des intervalles de confiance à 95 % de plusieurs probabilités concernant les liens 

au sein du ménage, ainsi que de la valeur de la population entière de 764 580 ménages. Il s’agit des deux 

intervalles venant des moteurs d’imputation MDPDM et de l’intervalle venant des données avant 
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introduction des valeurs manquantes. Dans ce dernier cas, nous utilisons l’intervalle habituel de Wald, 

 ˆ ˆ ˆ1,96 1 ,p p p n   où p̂  est le pourcentage de l’échantillon correspondant. Le plus souvent, les 

intervalles du modèle MDPDM avec échantillonnage de rejet intégral sont proches des intervalles des 

données sans valeurs manquantes. Ils comprennent généralement la quantité vraie de la population. Le 

moteur d’imputation MDPDM crée un biais par défaut perceptible pour les pourcentages des ménages de 

race homogène et le biais s’accroît avec la taille du ménage. C’est là un paramètre difficile à estimer 

exactement par imputation, plus particulièrement dans le cas des ménages de plus grande taille. Hu et coll. 

(2018) relèvent des biais par défaut lorsqu’on utilise le MDPDM (avec traitement des données du chef du 

ménage comme variables au niveau des particuliers) pour produire des données synthétiques intégrales en 

faisant observer que le biais diminue à mesure qu’augmente la taille de l’échantillon. Le MDPDM s’ajuste 

de mieux en mieux à la distribution conjointe à mesure que progresse la taille de l’échantillon. Nous nous 

attendons, par conséquent, à ce que le moteur d’imputation MDPDM gagne en précision à mesure 

qu’augmente cette taille et que diminue la proportion de valeurs manquantes. 

Les estimations par intervalle sont généralement semblables dans la méthode de plafonnement-

pondération et dans l’échantillonnage de rejet intégral avec une certaine dégradation en particulier pour les 

pourcentages de ménages de race homogène selon la taille du ménage. Cette dégradation ne va pas sans un 

côté positif : à en juger par les passages de l’échantillonneur MCMC dans un portable standard, le MDPDM 

est environ de 42 % plus rapide avec la méthode de plafonnement-pondération et le passage du chef du 

ménage au niveau des ménages qu’avec le seul traitement des données du chef du ménage au niveau des 

ménages. 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5.1 Probabilités marginales, bivariées et trivariées calculées dans l’échantillon et jeux de données 
imputées par le MDPDM tronqué avec échantillonneur de rejet et passage des données du chef du 
ménage au niveau des ménages. 
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Figure 5.2 Probabilités marginales, bivariées et trivariées calculées dans l’échantillon et jeux de données 
imputées par le MDPDM tronqué avec méthode de plafonnement-pondération et passage des 
données du chef du ménage au niveau des ménages. 

 
Tableau 5.2 
Intervalles de confiance pour certaines probabilités qui dépendent des liens au sein du ménage dans les jeux de 
données initiales et imputées. La mention « Sans données manquantes » vise les données échantillonnées avant 
l’introduction des valeurs manquantes. La mention « MDPDM » vise le MDPDM tronqué avec passage des 
données du chef du ménage au niveau des ménages. La mention « MDPDM plafonné » vise le MDPDM tronqué 
avec méthode de plafonnement-pondération et passage des données du chef du ménage au niveau des ménages. 
La mention « Q » est la valeur de toute la population de 764 580 ménages 
 

  Q Sans données 
manquantes 

MDPDM MDPDM  
plafonné 

Ménage de race homogène :  = 2in  0,942 (0,932; 0,949) (0,891; 0,917) (0,884; 0,911)
= 3in  0,908 (0,907; 0,937) (0,843; 0,890) (0,821; 0,870)
= 4in  0,901 (0,879; 0,917) (0,793; 0,851) (0,766; 0,828)

Conjoint présent 0,696 (0,682; 0,707) (0,695; 0,722) (0,695; 0,722)
Couple de même race 0,656 (0,641; 0,668) (0,640; 0,669) (0,634; 0,664)
Conjoint présent, chef du ménage blanc  0,600 (0,589; 0,616) (0,603; 0,632) (0,604; 0,634)
Couple blanc  0,580 (0,569; 0,596) (0,577; 0,606) (0,574; 0,604)
Couple avec différence d’âge de moins de cinq ans 0,488 (0,465; 0,492) (0,341; 0,371) (0,324; 0,355)
Chef du ménage de sexe masculin, propriétaire du logement 0,476 (0,456; 0,484) (0,450; 0,479) (0,451; 0,480)
Chef du ménage de plus de 35 ans, aucun enfant présent  0,462 (0,441; 0,468) (0,442; 0,470) (0,443; 0,471)
Au moins un enfant biologique présent  0,437 (0,431; 0,458) (0,430; 0,459) (0,428; 0,456)
Chef du ménage plus âgé que le conjoint, blanc  0,322 (0,309; 0,335) (0,307; 0,339) (0,311; 0,343)
Femme d’âge adulte avec au moins un enfant de moins de 5 ans 0,078 (0,070; 0,085) (0,062; 0,078) (0,061; 0,077)
Chef du ménage blanc d’origine hispanique 0,066 (0,064; 0,078) (0,062; 0,079) (0,062; 0,078)
Couple non blanc, propriétaire du logement  0,058 (0,050; 0,063) (0,038; 0,052) (0,037; 0,051)
Deux générations présentes, chef du ménage noir  0,057 (0,053; 0,066) (0,052; 0,066) (0,052; 0,067)
Chef du ménage noir, propriétaire du logement  0,052 (0,046; 0,058) (0,044; 0,058) (0,044; 0,059)
Conjoint présent, chef du ménage noir  0,039 (0,032; 0,042) (0,032; 0,044) (0,031; 0,043)
Couple formé d’un Blanc et d’un non-Blanc 0,034 (0,029; 0,039) (0,038; 0,053) (0,043; 0,059)
Chef du ménage d’origine hispanique de plus de 50 ans, propriétaire du logement  0,029 (0,025; 0,034) (0,023; 0,034) (0,024; 0,034)
Un petit-enfant présent 0,028 (0,023; 0,033) (0,024; 0,035) (0,023; 0,035)
Femme noire d’âge adulte avec au moins un enfant de moins de 18 ans 0,027 (0,028; 0,038) (0,025; 0,036) (0,025; 0,036)
Au moins deux générations présentes, couple d’origine hispanique 0,027 (0,022; 0,031) (0,022; 0,032) (0,023; 0,033)
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Tableau 5.2 (suite) 
Intervalles de confiance pour certaines probabilités qui dépendent des liens au sein du ménage dans les jeux de 
données initiales et imputées. La mention « Sans données manquantes » vise les données échantillonnées avant 
l’introduction des valeurs manquantes. La mention « MDPDM » vise le MDPDM tronqué avec passage des 
données du chef du ménage au niveau des ménages. La mention « MDPDM plafonné » vise le MDPDM tronqué 
avec méthode de plafonnement-pondération et passage des données du chef du ménage au niveau des ménages. 
La mention « Q » est la valeur de toute la population de 764 580 ménages 
 

  Q Sans données 
manquantes 

MDPDM MDPDM  
plafonné 

Couple d’origine hispanique avec au moins un enfant biologique 0,025 (0,020; 0,028) (0,019; 0,029) (0,020; 0,030)
Au moins trois générations présentes  0,023 (0,020; 0,028) (0,017; 0,026) (0,017; 0,026)
Un seul parent 0,020 (0,016; 0,024) (0,013; 0,021) (0,013; 0,021)
Au moins un enfant par alliance  0,019 (0,018; 0,026) (0,019; 0,030) (0,019; 0,030)
Homme adulte d’origine hispanique avec au moins un enfant de moins de 10 ans 0,018 (0,017; 0,025) (0,014; 0,022) (0,014; 0,022)
Au moins un enfant adoptif, couple blanc  0,008 (0,005; 0,010) (0,004; 0,010) (0,004; 0,011)
Couple noir avec au moins deux enfants biologiques 0,006 (0,003; 0,007) (0,003; 0,007) (0,003; 0,007)
Chef du ménage noir de moins de 40 ans, propriétaire du logement 0,005 (0,005; 0,009) (0,006; 0,013) (0,007; 0,013)
Trois générations présentes, couple blanc  0,005 (0,004; 0,008) (0,004; 0,010) (0,004; 0,009)
Chef du ménage blanc de moins de 25 ans, propriétaire du logement 0,003 (0,002; 0,005) (0,003; 0,007) (0,003; 0,007)

 
6  Analyse 
 

L’étude empirique fait voir que le MDPDM peut permettre une imputation de grande qualité de données 

catégoriques emboîtées dans les ménages. Autant que nous sachions, nous avons là le premier moteur 

d’imputation paramétrique applicable à des données catégoriques multivariées emboîtées. L’étude fait 

également voir que les organismes ne devraient pas s’attendre avec des tailles d’échantillon modestes à ce 

que le MDPDM préserve toutes les caractéristiques de la distribution conjointe. Bien sûr, tel est le cas pour 

tout moteur d’imputation. Dans le cas du MDPDM, la possibilité existe pour les organismes d’améliorer la 

précision des quantités visées en recodant les données servant à l’ajustement du modèle. Par exemple, on 

peut établir au niveau des ménages une nouvelle variable égale à un quand la race est homogène et à zéro 

autrement et remplacer la variable de la race individuelle par une nouvelle variable de niveau 1 si la race est 

la même que celle du chef du ménage, 2 si la race est blanche et diffère de la race du chef du ménage et 3 si 

la race est noire et diffère de la race du chef du ménage, et ainsi de suite. On estimerait le modèle MDPDM 

avec la même variable de la race au niveau des ménages et la nouvelle variable correspondante au niveau 

des particuliers. Le MDPDM pourrait ainsi estimer avec précision les proportions d’une même race, 

puisqu’il s’agirait là seulement d’une autre variable au niveau des ménages comme la propriété du logement. 

On ajouterait aussi au calcul des zéros structurels pour la race. Un thème possible pour de futures recherches 

serait l’évaluation de l’équilibre à trouver entre la fidélité et les coûts en calcul de tels recodages.  

Le MDPDM peut être vorace en calcul même avec les mesures d’accélération que nous avons présentées. 

La voracité de l’algorithme tient aux étapes d’échantillonnage de rejet. Heureusement, ces étapes peuvent 

facilement s’accomplir dans un traitement informatique en parallèle. Nous pourrions commander, par 

exemple, à chaque processeur de produire une fraction des cas impossibles de la section 2.2. Nous pourrions 

aussi étaler sur un grand nombre de processeurs les étapes de rejet pour l’imputation. Ces mesures devraient 

réduire la durée du calcul par un facteur correspondant en gros au nombre de processeurs disponibles.  
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L’étude empirique a porté sur les ménages jusqu’à la taille de quatre membres. Nous avons exécuté le 

modèle dans un temps raisonnable (en quelques heures sur un portable standard) avec des ménages jusqu’à 

la taille de sept membres. Les résultats de précision sont semblables qualitativement. À mesure qu’augmente 

la taille des ménages, le modèle peut produire des centaines, voire des milliers de fois de plus de ménages 

impossibles que de ménages possibles, ce qui ralentit l’algorithme. Dans ce cas, la méthode de 

plafonnement-pondération est essentielle au caractère pratique des applications. 
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Annexe 
 

Voici une annexe où nous démontrons que l’étape S9' d’échantillonnage de rejet à la section 3 produit 

des échantillons à partir de la bonne distribution postérieure. Nous y présentons aussi l’échantillonneur 

modifié de Gibbs pour la méthode de plafonnement-pondération, ainsi qu’une liste des règles de zéros 

structurels servant à l’ajustement du modèle MDPDM. Nous livrons enfin les résultats empiriques des 

mesures d’accélération mentionnées dans notre étude avec des données synthétiques, ainsi que des résultats 

supplémentaires dans le traitement des données manquantes par le MDPDM selon un scénario de valeurs 

manquantes entièrement au hasard. 

 
A.1 Preuve que l’étape S9' d’échantillonnage de rejet à la section 3 tire des 

échantillons de la bonne distribution postérieure 
 

Les valeurs 1
ikX  et 1

ijkX  produites par l’échantillonneur de rejet à l’étape S9' viennent de distributions 

postérieures intégrales, d’où la validité de l’échantillonneur de Gibbs. La preuve découle des propriétés de 

l’échantillonnage de rejet (ou d’un simple mode acceptation-rejet). La distribution visée est la distribution 

conditionnelle intégrale pour mis.X i  Elle peut être ainsi reformulée :  

                                                
 
 

 
1

mis mis=
Pr

X
X X

X

hi
i i

i h

p g





 


  

où 

                                                    
1 1 11 1 1 1 1

mis

=1 =1 =1

= .X
i i iji i ijik ijk

ik ijk

np q pi
k k

G G Mi G X G M X
k a j k b

g    
 


 

     

Dans notre plan d’échantillonnage de rejet, nous employons  misX ig  comme proposition pour  mis .X ip  

Pour bien montrer que les tirages viennent vraiment de  mis ,X ip  nous devons vérifier que 
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     mis mis mis= < ,X X Xi i iw p g M  où 1 < < ,M   et que nous acceptons chaque échantillon avec la 

probabilité  mis .X iw M  Dans notre cas, 
 

1. mis mis mis 1( ) = ( ) ( ) = { } Pr( ) 1 Pr( ) ,X X X X X Xh i h i hi i i iw p g          et 0 < Pr( ) <X i h   

1 1 < 1 Pr( ) <X i h     nécessairement. 

2. En prélevant jusqu’à obtention d’un échantillon valide satisfaisant à la relation 1 ,X hi    nous 

échantillonnons en réalité avec la probabilité    mis 1= .X X hi iw M    

 
A.2 Échantillonneur modifié de Gibbs pour la méthode de plafonnement-

pondération 
 

L’échantillonneur modifié de Gibbs pour la méthode de plafonnement-pondération remplace de la 

manière suivante les étapes S1, S3, S4, S5 et S6 dans le corps du texte. 

S1*. Pour chaque ,h   reprendre les étapes S1(a) à S1(e) comme plus haut, mais modifier l’étape 

S1(f) : si 1 1< ,h ht n     retourner à l’étape (b), sinon poser 0 0= .hn t  
 

S3*. Poser = 1.Fu  Échantillonner 

                      
= 1 <

b ta 1 , , = 1ê
F

g g f g g f
f g f g

u U U u u 


    
 

    

où 

                        
0

01

=1 =

1
= = =

i

n

g i i
i h h i n h

U G g G g


  


    

pour = 1, , 1.g F   
 

S4*. Poser = 1gMv  pour = 1, , .g F  Échantillonner 

                      
= 1 <

b ta 1 , , = 1ê
S

gm gm gs gm gm gs
s m s m

v V V v v 


    
 

    

où 

                        
0

0 01 1

=1 =

1
= = , = = , =

i

n

gm ij i ij i
i h h i n h

V M m G g M m G g

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

    

pour = 1, , 1m S   et = 1, , .g F  
 

S5*. Échantillonner 

                           1Discrète 1 , , 1
k

k k k
g g gd       

où 

                          
1 0 0

01
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
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pour = 1, ,g F  et = 1, , .k p q   
 

S6*. Échantillonner 

                           1Discrète 1 , , 1
k

k k k
gm gm gmd       

où 

                          
1 1 0 0 0

01

= , = = , = , =

1
= = =

i ij i i ij

n
k

gmc ijk ijk
h hi G g M m i n h G g M m

X c X c


  


    

pour = 1, , ,g F = 1, ,m S  et = 1, , .k p  

 
A.3 Liste des zéros structurels 
 

Nous ajustons le modèle MDPDM avec des zéros structurels pour l’âge et les liens entre les particuliers 

partageant le logement. La liste complète des règles appliquées figure au tableau A.1. Celles-ci sont tirées 

de l’ACS de 2012 par relevé des combinaisons relatives à la variable des liens ne figurant pas dans la 

population construite. Il ne faut pas y voir une liste « réelle » des combinaisons impossibles dans les données 

du recensement. 

 
Tableau A.1 
Liste des zéros structurels 
 

Description  

Règles communes à la production des jeux de données tant synthétiques qu’imputées.
1. Le chef du ménage doit être unique dans chaque ménage et âgé d’au moins 16 ans. 
2. Chaque ménage ne peut avoir plus d’un conjoint et celui-ci doit être âgé d’au moins 16 ans. 
3. Les membres des couples mariés sont de sexe opposé et leur différence d’âge ne peut être de plus de 49 ans. 
4. Le parent le plus jeune doit être plus âgé que le chef du ménage d’au moins 4 ans.  
5. Le parent par alliance le plus jeune doit être plus âgé que le chef du ménage d’au moins 4 ans. 
6. La différence d’âge entre le chef du ménage et les frères et sœurs ne peut être de plus de 37 ans. 
7. Le chef du ménage doit être âgé d’au moins 31 ans pour être grand-père ou grand-mère et son conjoint doit être âgé d’au moins 17 ans. Il faut 

aussi que le conjoint soit plus âgé que le petit-enfant le plus vieux d’au moins 26 ans. 

Règles de production des jeux de données synthétiques.
8. Le chef du ménage doit être plus âgé que l’enfant le plus vieux d’au moins 7 ans.

Règles de production des jeux de données imputées.  
9. Le chef du ménage doit être plus âgé que l’enfant biologique le plus vieux d’au moins 7 ans.  

10. Le chef du ménage doit être plus âgé que l’enfant adoptif le plus vieux d’au moins 11 ans. 
11. Le chef du ménage doit être plus âgé que l’enfant par alliance le plus vieux d’au moins 9 ans.  

 
A.4 Étude empirique des méthodes d’accélération 
 

Nous évaluons le rendement des deux méthodes d’accélération mentionnées dans le corps du texte à 

l’aide de données synthétiques. Nous prenons les fichiers de microdonnées à grande diffusion de l’ACS de 

2012, qui sont téléchargeables du site du Census Bureau http://www2.census.gov/acs2012_1yr/pums/, pour 

construire une population de 857 018 ménages de taille  = 2, 3, 4, 5, 6 ,  sur laquelle nous 

échantillonnons = 10 000n  ménages comprenant = 29 117N  particuliers. Nous travaillons avec les 
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variables décrites au tableau A.2. Nous évaluons les méthodes par des probabilités qui dépendent des liens 

au sein du ménage et du chef du ménage.  

 
Tableau A.2 
Description des variables utilisées dans l’illustration par données synthétiques  
 

Description des variables  Catégories

Variables au niveau des ménages  Propriété du logement 1 = propriété ou achat, 2 = location

Taille du ménage 2 = 2 membres, 3 = 3 membres, 4 = 4 membres 
5 = 5 membres, 6 = 6 membres

Variables au niveau des particuliers Sexe 1 = homme, 2 = femme

Race  1 = Blanc, 2 = Noir
3 = Amérindien ou natif de l’Alaska 
4 = Chinois, 5 = Japonais
6 = autre Asiatique/insulaire du Pacifique, 7 = autre race
8 = deux races principales
9 = trois races principales ou plus

Origine hispanique 1 = Non-Hispanique, 2 = Mexicain
3 = Portoricain, 4 = Cubain, 5 = autre 

Âge  1 = moins d’un an, 2 = 1 an
3 = 2 ans... 96 = 95 ans

Lien avec le chef du ménage  1 = chef du ménage, 2 = conjoint, 3 = enfant 
4 = enfant par alliance, 5 = parent, 6 = parent par alliance
7 = frère ou sœur, 8 = frère ou sœur par alliance, 9 = petit-enfant
10 = autre apparenté, 11 = partenaire/ami/visiteur 
12 = autre non apparenté  

 
Nous considérons le MDPDM avec deux méthodes et, dans chaque cas, passage des données du chef du 

ménage au niveau des ménages comme à la section 4.1 dans le corps du texte, de même qu’avec la méthode 

de plafonnement-pondération à la section 4.2. Pour la première méthode, nous prenons 2 3= =   

4 5 6= = = 1    et, pour la seconde, 2 3= = 1 2   et 4 5 6= = = 1 3.    Nous comparons ces 

méthodes au MDPDM présenté dans Hu et coll., 2018. Dans chaque cas, nous créons = 50L  jeux de 

données synthétiques,     1 50= , , .Z Z Z  Nous produisons ces jeux de sorte que le nombre de ménages 

de taille h   dans chaque  Z l  corresponde exactement à hn  dans les données observées. Ainsi, Z  

comprend des données partiellement synthétiques (Little, 1993; Reiter, 2003), bien que chaque ijkZ  produit 

soit une valeur simulée. Nous combinons les estimations en employant la méthode dans Reiter (2003). Pour 

résumer, soit q  l’estimateur ponctuel d’un certain paramètre Q  et soit u  l’estimateur de variance lié à .q  

Pour = 1, , ,l L  soit lq  et lu  les valeurs de q  et u  dans le jeu de données synthétiques  .Z l  Nous 

utilisons 
=1

=
L

ll
q q L  comme estimation ponctuelle de Q  et =T u b L  comme variance estimée de 

,q  où    2

=1
= 1

L
ll

b q q L   et 
=1

= .
L

ll
u u L  Nous inférons au sujet de Q  par (q   

 ) 0, ,vQ t T  où vt  est une distribution t  avec     2= 1 1v L Lu b   degrés de liberté. 

Pour chaque méthode, nous exécutons 20 000 itérations de l’échantillonneur MCMC en écartant les 

10 000 premières comme rodage et en élaguant les échantillons restants à toutes les cinq itérations, ce qui 

donne 2 000 itérations MCMC après rodage. Nous créons les = 50L  jeux de données synthétiques par 
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échantillonnage aléatoire à partir de ces 2 000 itérations. Nous posons = 40F  et = 15S  pour chaque 

méthode en fonction des passages initiaux de rodage. Pour un contrôle de convergence, nous avons examiné 

les tracés temporels de ,   et les moyennes pondérées d’un échantillon aléatoire des probabilités 

multinomiales en vraisemblance pour le MDPDM. Pour les deux méthodes, le nombre effectif de grappes 

occupées au niveau des ménages va d’ordinaire de 20 à 33 avec 38 comme maximum et le nombre 

correspondant de grappes occupées au niveau des particuliers pour toutes les grappes au niveau des ménages 

va de 5 à 9 avec 12 comme maximum. 

Si on exécute l’échantillonneur MCMC dans un portable standard, le passage des données du chef du 

ménage au niveau des ménages crée à lui seul une accélération d’environ 63 % de l’échantillonneur de rejet 

par défaut comparativement à 40 % environ pour la seule méthode de plafonnement-pondération. 

Le tableau A.3 présente les intervalles de confiance à 95 % pour chacune des méthodes. Somme toute, 

les trois ont des intervalles de confiance qui se ressemblent, d’où l’impression que les mesures 

d’accélération ne font guère perdre de précision. Pour la plupart, les intervalles sont relativement 

assimilables aux intervalles des données initiales sauf pour le pourcentage de couples d’âge homogène. La 

dernière ligne représente un contrôle rigoureux de la mesure dans laquelle chaque méthode peut établir une 

probabilité plutôt difficile à estimer exactement. Dans ce cas, la probabilité que le chef du ménage et le 

conjoint soient du même âge peut être d’une estimation peu facile, car l’âge de chacun peut prendre 96 

valeurs. Les trois méthodes s’éloignent donc de l’estimation par les données initiales en pareil cas. Ces 

résultats semblent indiquer la possibilité d’accélérer nettement l’échantillonneur avec une perte minimale 

de précision de l’estimation et des intervalles de confiance en conséquence pour les paramètres de 

population. 

 
Tableau A.3 
Intervalles de confiance pour certaines probabilités qui dépendent des liens au sein du ménage dans les jeux de 
données initiales et synthétiques. La mention « Données initiales » vise les données échantillonnées. La mention 
« MDPDM » vise l’échantillonneur MCMC par défaut à la section 2.2 dans le corps du texte. La mention 
« MDPDM avec passage du chef du ménage » est l’échantillonneur par défaut avec passage des données du chef 
du ménage au niveau des ménages. La mention « MDPDM plafonné avec passage du chef du ménage » vise la 
méthode de plafonnement-pondération et le passage des données du chef du ménage au niveau des ménages  
 

  Données  
initiales 

MDPDM MDPDM  
avec passage 
du chef du 

ménage 

MDPDM plafonné  
avec passage 
du chef du  

ménage 
Race homogène = 2in (0,939; 0,951) (0,918; 0,932) (0,912; 0,928) (0,910; 0,925)

= 3in (0,896; 0,920) (0,859; 0,888) (0,845; 0,875) (0,844; 0,874)
= 4in   (0,885; 0,912) (0,826; 0,860) (0,813; 0,848) (0,817; 0,852) 
= 5in (0,879; 0,922) (0,786; 0,841) (0,786; 0,841) (0,777; 0,834)
= 6in (0,831; 0,910) (0,701; 0,803) (0,718; 0,819) (0,660; 0,768)

Conjoint présent (0,693; 0,711) (0,678; 0,697) (0,676; 0,695) (0,677; 0,695) 
Conjoint avec chef du ménage blanc  (0,589; 0,608) (0,577; 0,597) (0,576; 0,595) (0,575; 0,595)
Conjoint avec chef du ménage noir  (0,036; 0,043) (0,035; 0,043) (0,034; 0,042) (0,034; 0,042)
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Tableau A.3 (suite) 
Intervalles de confiance pour certaines probabilités qui dépendent des liens au sein du ménage dans les jeux de 
données initiales et synthétiques. La mention « Données initiales » vise les données échantillonnées. La mention 
« MDPDM » vise l’échantillonneur MCMC par défaut à la section 2.2 dans le corps du texte. La mention 
« MDPDM avec passage du chef du ménage » est l’échantillonneur par défaut avec passage des données du chef 
du ménage au niveau des ménages. La mention « MDPDM plafonné avec passage du chef du ménage » vise la 
méthode de plafonnement-pondération et le passage des données du chef du ménage au niveau des ménages  
 

  Données  
initiales 

MDPDM MDPDM  
avec passage 
du chef du 

ménage 

MDPDM plafonné  
avec passage 
du chef du  

ménage 
Couple blanc  (0,570; 0,589) (0,560; 0,580) (0,553; 0,573) (0,552; 0,572)
Couple blanc, propriétaire du logement  (0,495; 0,514) (0,468; 0,488) (0,461; 0,481) (0,463; 0,483)
Couple de race homogène  (0,655; 0,673) (0,636; 0,655) (0,626; 0,645) (0,625; 0,644) 
Couple formé d’un Blanc et d’un non-Blanc  (0,028; 0,035) (0,028; 0,035) (0,034; 0,041) (0,036; 0,044)
Couple non blanc, propriétaire du logement  (0,057; 0,067) (0,047; 0,056) (0,045; 0,053) (0,045; 0,054)
Mère présente seulement  (0,017; 0,022) (0,014; 0,019) (0,014; 0,019) (0,013; 0,018) 
Un parent présent seulement  (0,021; 0,026) (0,026; 0,032) (0,026; 0,033) (0,027; 0,033)
Enfants présents  (0,507; 0,527) (0,493; 0,512) (0,517; 0,537) (0,511; 0,531)
Frères et sœurs présents (0,022; 0,028) (0,027; 0,034) (0,027; 0,033) (0,027; 0,033) 
Petit-enfant présent  (0,041; 0,049) (0,051; 0,060) (0,049; 0,058) (0,050; 0,059)
Trois générations présentes  (0,036; 0,044) (0,037; 0,045) (0,042; 0,050) (0,040; 0,048)
Chef du ménage blanc, plus âgé que le conjoint (0,309; 0,327) (0,283; 0,301) (0,294; 0,313) (0,302; 0,321) 
Chef du ménage d’origine non hispanique  (0,882; 0,894) (0,875; 0,888) (0,879; 0,891) (0,876; 0,889)
Chef du ménage blanc, d’origine hispanique  (0,071; 0,082) (0,074; 0,085) (0,072; 0,082) (0,073; 0,084)
Couple d’âge homogène (0,087; 0,098) (0,027; 0,034) (0,023; 0,029) (0,024; 0,031) 

 
A.5 Étude empirique de l’imputation des données manquantes entièrement au 

hasard 
 

Nous évaluons aussi le rendement du MDPDM comme méthode d’imputation dans un scénario de 

données manquantes entièrement au hasard. Nous utilisons les mêmes données qu’à la section 5 dans le 

corps du texte. Rappelons que les données visent = 5 000n  ménages de taille  = 2, 3, 4 ,  comprenant 

= 13 181N  particuliers. Nous introduisons les valeurs manquantes dans un scénario de données 

manquantes entièrement au hasard. Nous sélectionnons aléatoirement 80 % des ménages comme cas 

complets pour toutes les variables. Dans le cas des 20 % de ménages restants, nous mettons la variable 

« taille du ménage » en observation intégrale et nous mettons en blanc aléatoirement – et indépendamment –

50 % de chaque variable restante au niveau des ménages et au niveau des particuliers. Nous employons ces 

faibles taux pour imiter les taux réels de non-réponse partielle dans les données du recensement.  

Comme dans le corps du texte, nous estimons le modèle MDPDM à l’aide de deux méthodes en 

combinant dans chaque cas l’étape de rejet à la section 4.1 et la méthode de plafonnement-pondération à la 

section 4.2 dans le texte. Dans la première méthode, nous considérons 2 3 4= = = 1    et, dans la 

seconde, nous prenons 2 3= = 1 2   et 4 = 1 3.  Dans chaque cas, nous exécutons 10 000 itérations 

de l’échantillonneur MCMC en écartant les 5 000 premières comme rodage et en élaguant les échantillons 

restants à toutes les cinq itérations, ce qui donne 1 000 itérations MCMC après rodage. Nous posons = 30F  

et = 15S  pour chaque méthode en fonction des passages initiaux de rodage. Nous contrôlons la 

convergence comme dans le corps du texte. Pour les deux méthodes, nous produisons = 50L  jeux de 
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données complètes,     1 50= , , ,Z Z Z  au moyen de la distribution prédictive postérieure du MDPDM, 

ce qui nous permet d’estimer les mêmes probabilités que dans le texte.  

Les figures A.1 et A.2 présentent les diverses probabilités marginales, bivariées et trivariées estimées 

 50q  et tracées par rapport à l’estimation correspondante des données initiales sans valeurs manquantes. 

La figure A.1 livre les résultats du MDPDM avec l’échantillonneur de rejet et la figure A.2, les mêmes 

résultats avec la méthode de plafonnement-pondération. Dans les deux cas, le MDPDM réussit à 

appréhender les caractéristiques importantes de la distribution conjointe des variables, les estimations 

ponctuelles étant très proches de celles des données avant introduction des valeurs manquantes. Bref, les 

résultats ressemblent fort aux résultats dans le corps du texte, mais en plus précis.  

Le tableau A.4 fait état des intervalles de confiance à 95 % de certaines probabilités concernant les liens 

au sein du ménage, ainsi que de la valeur de la population entière de 764 580 ménages. Il s’agit des deux 

intervalles venant des moteurs d’imputation MDPDM et de l’intervalle venant des données avant 

introduction des valeurs manquantes. Les intervalles sont généralement plus précis que ceux qui figurent 

dans le corps du texte. Il fallait s’y attendre, puisque nous employons des proportions inférieures de valeurs 

manquantes dans le scénario des données manquantes entièrement au hasard. Le plus souvent, les intervalles 

du MDPDM avec les deux méthodes tendent à comprendre la quantité vraie de la population. Là encore, le 

moteur d’imputation MDPDM engendre un biais par défaut pour les pourcentages de ménages de race 

homogène. Comme nous le mentionnons dans le texte, c’est là un paramètre difficile à estimer avec 

précision par imputation, plus particulièrement dans le cas des ménages de plus grande taille. 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure A.1 Probabilités marginales, bivariées et trivariées calculées dans l’échantillon et jeux de données 
imputées dans un scénario de valeurs manquantes entièrement au hasard et avec MDPDM tronqué, 
échantillonneur de rejet et passage des données du chef du ménage au niveau des ménages. 

 

      
 

1,0 
 
 
 

 
0,8 

 
 
 

 
0,6 

 
 
 

 
0,4 

 
 
 

 
0,2 

 
 
 

 
0,0 

M
oy

en
ne

 d
e 

50
 je

ux
 d

e 
do

nn
ée

s 
im

pu
té

s 

   
1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0

M
oy

en
ne

 d
e 

50
 je

ux
 d

e 
do

nn
ée

s 
im

pu
té

s 

       Marginale                                                                                Bivariée                                                                                Trivariée 

                 
 0,0           0,2           0,3           0,4           0,5           0,6                   0,0           0,2           0,3          0,4            0,5          0,6                   0,0           0,2           0,3           0,4           0,5           0,6 
                    Estimation d’échantillon                                                         Estimation d’échantillon                                                      Estimation d’échantillon 

   
1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0

M
oy

en
ne

 d
e 

50
 je

ux
 d

e 
do

nn
ée

s 
im

pu
té

s 



Techniques d’enquête, juin 2019 313 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure A.2 Probabilités marginales, bivariées et trivariées calculées dans l’échantillon et jeux de données 
imputées dans un scénario de valeurs manquantes entièrement au hasard avec MDPDM tronqué, 
méthode de plafonnement-pondération et passage des données du chef du ménage au niveau des 
ménages.  

 
Tableau A.4 
Intervalles de confiance pour certaines probabilités qui dépendent des liens au sein du ménage dans les jeux de 
données initiales et imputées selon un scénario de valeurs manquantes entièrement au hasard. La mention 
« Sans données manquantes » vise les données échantillonnées avant introduction des valeurs manquantes. La 
mention « MDPDM » vise le MDPDM tronqué avec passage des données du chef du ménage au niveau des 
ménages. La mention « MDPDM plafonné » vise le MDPDM tronqué avec méthode de plafonnement-
pondération et passage des données du chef du ménage au niveau des ménages. La mention « Q » est la valeur 
de la population entière de 764 580 ménages 
 

 Q Sans données 
manquantes 

MDPDM MDPDM  
plafonné 

Ménage de race homogène :  = 2in 0,942 (0,932; 0,949) (0,924; 0,944) (0,925; 0,946)
= 3in  0,908 (0,907; 0,937) (0,887; 0,924) (0,890; 0,925)
= 4in 0,901 (0,879; 0,917) (0,854; 0,900) (0,855; 0,900)

Conjoint présent 0,696 (0,682; 0,707) (0,683; 0,709) (0,683; 0,709)
Couple de race homogène 0,656 (0,641; 0,668) (0,637; 0,664) (0,638; 0,665)
Conjoint présent; chef du ménage blanc  0,600 (0,589; 0,616) (0,590; 0,618) (0,590; 0,618)
Couple blanc  0,580 (0,569; 0,596) (0,568; 0,596) (0,568; 0,597)
Couple avec différence d’âge de moins de 5 ans 0,488 (0,465; 0,492) (0,422; 0,451) (0,422; 0,450)
Chef du ménage de sexe masculin, propriétaire du logement 0,476 (0,456; 0,484) (0,455; 0,483) (0,456; 0,485)
Chef du ménage de plus de 35 ans, aucun enfant présent 0,462 (0,441; 0,468) (0,438; 0,466) (0,438; 0,466)
Au moins un enfant biologique présent  0,437 (0,431; 0,458) (0,432; 0,460) (0,432; 0,460)
Chef du ménage plus âgé que le conjoint, chef du ménage blanc 0,322 (0,309; 0,335) (0,308; 0,335) (0,306; 0,333)
Femme d’âge adulte avec au moins un enfant de moins de 5 ans 0,078 (0,070; 0,085) (0,068; 0,084) (0,067; 0,083)
Chef du ménage blanc d’origine hispanique  0,066 (0,064; 0,078) (0,064; 0,079) (0,064; 0,079)
Couple non blanc, propriétaire du logement 0,058 (0,050; 0,063) (0,048; 0,061) (0,048; 0,061)
Deux générations présentes, chef du ménage noir  0,057 (0,053; 0,066) (0,053; 0,066) (0,053; 0,067)
Chef du ménage noir, propriétaire du logement 0,052 (0,046; 0,058) (0,046; 0,059) (0,046; 0,059)
Conjoint présent, chef du ménage noir  0,039 (0,032; 0,042) (0,032; 0,043) (0,032; 0,042)
Couple formé d’un Blanc et d’un non-Blanc  0,034 (0,029; 0,039) (0,032; 0,044) (0,032; 0,044)
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Tableau A.4 (suite) 
Intervalles de confiance pour certaines probabilités qui dépendent des liens au sein du ménage dans les jeux de 
données initiales et imputées selon un scénario de valeurs manquantes entièrement au hasard. La mention 
« Sans données manquantes » vise les données échantillonnées avant introduction des valeurs manquantes. La 
mention « MDPDM » vise le MDPDM tronqué avec passage des données du chef du ménage au niveau des 
ménages. La mention « MDPDM plafonné » vise le MDPDM tronqué avec méthode de plafonnement-
pondération et passage des données du chef du ménage au niveau des ménages. La mention « Q » est la valeur 
de la population entière de 764 580 ménages 
 

 Q Sans données 
manquantes 

MDPDM MDPDM  
plafonné 

Chef du ménage d’origine hispanique de plus de 50 ans, propriétaire du logement 0,029 (0,025; 0,034) (0,025; 0,035) (0,025; 0,035)
Un petit-enfant présent 0,028 (0,023; 0,033) (0,024; 0,034) (0,024; 0,034)
Femme noire d’âge adulte avec au moins un enfant de moins de 18 ans  0,027 (0,028; 0,038) (0,027; 0,037) (0,027; 0,037)
Au moins deux générations présentes, couple d’origine hispanique 0,027 (0,022; 0,031) (0,022; 0,031) (0,022; 0,031)
Couple d’origine hispanique avec au moins un enfant biologique 0,025 (0,020; 0,028) (0,019; 0,028) (0,019; 0,028)
Au moins trois générations présentes  0,023 (0,020; 0,028) (0,019; 0,028) (0,019; 0,028)
Un seul parent  0,020 (0,016; 0,024) (0,016; 0,024) (0,016; 0,024)
Au moins un enfant par alliance  0,019 (0,018; 0,026) (0,018; 0,027) (0,018; 0,027)
Homme adulte d’origine hispanique avec au moins un enfant de moins de 10 ans  0,018 (0,017; 0,025) (0,016; 0,025) (0,016; 0,025)
Au moins un enfant adoptif, couple blanc  0,008 (0,005; 0,010) (0,005; 0,010) (0,005; 0,010)
Couple noir avec au moins deux enfants biologiques  0,006 (0,003; 0,007) (0,003; 0,007) (0,003; 0,007)
Chef du ménage noir de moins de 40 ans, propriétaire du logement 0,005 (0,005; 0,009) (0,005; 0,010) (0,005; 0,011)
Trois générations présentes, couple blanc  0,005 (0,004; 0,008) (0,004; 0,010) (0,004; 0,009)
Chef du ménage blanc de moins de 25 ans, propriétaire du logement 0,003 (0,002; 0,005) (0,004; 0,009) (0,004; 0,009)
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Un algorithme d’optimisation appliqué au problème de 
stratification unidimensionnelle 

José André de Moura Brito, Tomás Moura da Veiga et Pedro Luis do Nascimento Silva1 

Résumé 

Ce document présente un nouvel algorithme pour résoudre le problème de stratification unidimensionnelle 
optimale, lequel se ramène à une détermination des bornes de strate. Lorsque le nombre de strates H et la taille 
totale de l’échantillon n sont fixes, on obtient les bornes de strate en minimisant la variance de l’estimateur d’un 
total pour la variable de stratification. C’est un algorithme qui fait appel à la métaheuristique de l’algorithme 
génétique biaisé à clés aléatoires (BRKGA) pour trouver la solution optimale. Il a été démontré que cette 
métaheuristique produit des solutions de bonne qualité à de nombreux problèmes d’optimisation à un prix 
modeste en temps de calcul. L’algorithme est mis en œuvre dans le package stratbr en R disponible à partir de 
CRAN (de Moura Brito, do Nascimento Silva et da Veiga, 2017a). Nous livrons des résultats numériques pour 
un ensemble de 27 populations, ce qui permet de comparer le nouvel algorithme à certaines méthodes rivales 
figurant dans la documentation spécialisée. L’algorithme est d’un meilleur rendement que les méthodes plus 
simples par approximation. Il est également supérieur à quelques autres approches en optimisation. Il est égal en 
rendement à la meilleure technique d’optimisation que l’on doit à Kozak (2004). Son principal avantage sur la 
méthode de Kozak réside dans le couplage de la stratification optimale avec la répartition optimale que proposent 
de Moura Brito, do Nascimento Silva, Silva Semaan et Maculan (2015), d’où l’assurance que, si les bornes de 
stratification obtenues atteignent l’optimum global, la solution dégagée dans l’ensemble sera aussi l’optimum 
global pour les bornes de stratification et la répartition de l’échantillon. 

 
Mots-clés : Stratification optimale; algorithme génétique; programmation en nombres entiers; optimisation non linéaire; 

algorithme métaheuristique BRKGA. 

 
 

1  Introduction 
 

L’échantillonnage stratifié est une méthode largement employée pour accroître l’efficacité des plans 
d’échantillonnage. Les études abondent sur la stratification optimale (qui sera examinée plus loin dans le 
présent document), ce qui témoigne à la fois de l’importance de ce sujet pour les chercheurs et de sa vaste 
gamme d’applications. Récemment, Hidiroglou et Kozak (2017) ont comparé des méthodes d’optimisation 
et d’approximation pour la stratification unidimensionnelle de populations asymétriques pour conclure que 
les méthodes d’optimisation sont supérieures et devraient s’employer dans la pratique. 

Nous proposons d’appliquer un nouvel algorithme d’optimisation pour établir les bornes de strate, ce 
que nous combinons à une méthode globalement optimale de répartition de taille d’échantillon entre les 
strates définies. Nous traitons le problème de stratification unidimensionnelle au moyen d’une technique 
d’optimisation globale (métaheuristique) appelée algorithme génétique biaisé à clés aléatoires (BRKGA), 
laquelle a été proposée par Gonçalves et Resende (2011). Cette technique n’est pas garante d’un optimum 
global pour les bornes de strate, mais on a démontré qu’elle engendre des solutions de bonne qualité pour 
de nombreux problèmes d’optimisation à un prix modeste en temps de calcul (voir Gonçalves et Resende, 
2004; Gonçalves, Mendes et Resende, 2005; Festa, 2013; Oliveira, Chaves et Lorena, 2017).  

Notre méthode de répartition de l’échantillon en fonction d’une stratification définie (voir 
de Moura Brito et coll., 2015), c’est-à-dire d’une stratification avec une variable spécifiée et un nombre 
donné de strates, est fondée sur une formulation en programmation en nombres entiers et dégage toujours 



318 de Moura Brito et coll. : Un algorithme d’optimisation appliqué au problème de stratification unidimensionnelle  
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

un optimum global en minimisant soit la taille totale de l’échantillon en tenant compte de contraintes de 
précision, soit la variance pour une taille totale d’échantillon fixe, tout en assurant une répartition de 
l’échantillon en nombres entiers et en permettant la spécification des bornes inférieure et supérieure de taille 
d’échantillon par strate, comme on a souvent à le faire dans les applications pratiques. Cette méthode est 
appliquée avec le package stratbr en R (voir de Moura Brito et coll., 2017a), constituant ainsi une solution 
de rechange pratique aux méthodes existantes par approximation et se révélant clairement plus efficace. Elle 
se compare aussi favorablement à d’autres méthodes d’optimisation qui ne garantissent pas une répartition 
optimale en fonction de la stratification. 

Nous avons comparé cette nouvelle méthode à celles que proposent Dalenius et Hodges (1959), Gunning 
et Horgan (2004), Kozak (2004, 2006), Keskintürk et Er (2007) et de Moura Brito, Silva Semaan, Fadel et 
Brito (2017b) à l’aide de 27 populations d’enquête réelles ou artificielles. Notre étude empirique est bien 
plus large que celle d’Hidiroglou et Kozak (2017), qui n’ont utilisé que deux populations dans leur 
comparaison. Elle est aussi plus large que les autres études du passé. 

Nous n’avons pas envisagé – comme il est indiqué – de comparer notre méthode aux arbres de 
classification ou de régression ou à d’autres algorithmes d’apprentissage machine qui synthétisent une ou 
plusieurs covariables en formant des groupes pouvant servir de strates. La grande raison en est que, avec de 
telles méthodes, on ne considère pas la variance de l’estimateur de l’échantillon cible ni à la taille 
d’échantillon en tenant compte de contraintes de précision en tant que critères d’optimisation. Il leur serait 
donc impossible de dégager l’optimum dans le problème que nous désirons traiter. Précisons que, dans les 
arbres de classification ou de régression, l’analyste doit toujours spécifier une « variable de réponse » 
s’ajoutant aux variables prédictives ou auxiliaires. Dans bien des cas types d’échantillonnage, l’analyste n’a 
pas accès à des données sur une telle « variable de réponse » et doit plutôt viser à minimiser la variance de 
l’estimateur pour la taille totale ou la variable de stratification (comme c’est le cas dans la plupart des études 
consacrées à ce thème).  

Nous avons seulement considéré le « problème de stratification unidimensionnelle », signifiant qu’une 
seule mesure de taille est utilisée pour la stratification, mais il est toujours possible d’employer un modèle 
prédictif ou une autre technique de réduction de variable pour récapituler les variables ou les covariables 
auxiliaires en une variable unique x  ou variable de taille aux fins de la méthode que nous proposons. Notre 
approche pourrait néanmoins être étendue à une stratification multidimensionnelle avec répartition optimale 
selon la nature des composantes de l’approche. 

Nous avons structuré notre article de la manière suivante : la section 2 énonce les concepts clés de 
l’échantillonnage stratifié; la section 3 décrit en détail le problème de stratification; la section 4 présente 
l’algorithme génétique biaisé à clés aléatoires (BRKGA) et son application nouvelle à notre problème de 
stratification en combinaison avec la méthode de répartition optimale proposée par de Moura Brito et coll. 
(2015); la section 5 livre les résultats de l’application de la méthode proposée par rapport à cinq autres 
méthodes figurant dans la documentation spécialisée, comme nous l’avons indiqué; la section 6 tire enfin 
des conclusions de cette analyse comparative. 

 
2  Échantillonnage stratifié 
 

Dans un échantillonnage stratifié, la première étape consiste à répartir les éléments de la population cible 

entre des sous-groupes bien définis, de préférence homogènes, mutuellement exclusifs et exhaustifs appelés 
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strates. Chaque élément (unité) de la population est visé par l’enquête et fournit l’information recherchée. 

Les unités d’enquête peuvent être les ménages, les particuliers, les exploitations agricoles, les établissements 

et entreprises de commerce, etc. 

On recommande de stratifier l’échantillon pour plusieurs raisons : 

 on peut accroître la précision des estimations de population dans l’ensemble à un coût total fixe; 

 on peut contrôler les tailles d’échantillon et la précision des estimations des strates, s’il y a lieu; 

 on peut favoriser un équilibre de la charge de travail; 

 on peut répartir les frais de déplacement entre les éléments d’enquête, si la stratification comporte 

une dimension géographique. 

 

Lorsque la formation des strates est telle que la variabilité intrastrate est légère pour un jeu clé de 

variables, la stratification est jugée efficace, car elle mène à une meilleure précision des estimations par 

rapport aux autres plans de stratification.  

La figure 2.1 présente la notation de base de notre exposé. Dans un échantillonnage stratifié, la 

population U  se répartit en 1H   sous-populations non vides appelées strates (Lohr, 2010), d’une taille 

1 2, , , , , .h HN N N N   Ces sous-populations ne se recouvrent pas et leur réunion forme la population 

entière : 

 1 2 .HN N N N     (2.1) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 2.1 Notation utilisée dans l’étude. 

 

 1, 2, ,U N   Ensemble des éléments de la population cible; 

N   Nombre d’éléments ou taille de la population; 

n   Nombre d’éléments ou taille de l’échantillon; 

1H    Nombre total de strates; 

h   Indice de strate; 

hU   Ensemble des éléments de la strate satisfaisant hU U  et ;hU    

hN   Nombre d’éléments ou taille de population dans la strate ;h  

hs   Ensemble des éléments échantillonnés dans la eh  strate ;h hs U   

hn   Nombre d’éléments ou taille d’échantillon dans la strate ;h  

iy   Valeur de la variable d’enquête pour l’élément de la population   ;i i U  

ix   Valeur de la variable de stratification pour l’élément de la population   ;i i U  

h
h ii U

Y y


   Total de la variable d’enquête y  dans la strate ;h  

h
h ii U

X x


   Total de la variable de stratification x  dans la strate ;h  

h h hY Y N   Moyenne de population de la variable d’enquête y  dans la strate ;h  

h h hX X N   Moyenne de population de la variable de stratification x  dans la strate .h  



320 de Moura Brito et coll. : Un algorithme d’optimisation appliqué au problème de stratification unidimensionnelle  
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Cochran (1977) énumère les facteurs influant sur l’efficacité d’un plan d’échantillonnage stratifié : choix 

de la (des) variable(s) de stratification; nombre de strates   ;H  délimitation des strates; taille totale de 

l’échantillon   ;n  répartition de l’échantillon total entre les strates; mode de sélection dans 

l’échantillonnage intrastrate. On définit les strates à l’aide d’une ou de plusieurs variables dont les valeurs 

sont connues pour chaque élément de la population. Dans la séquence, il y a sélection indépendante dans 

l’échantillonnage de chacune des H  strates. Les tailles d’échantillon des strates sont telles que 

1 2 .Hn n n n     

Il y a échantillonnage aléatoire simple stratifié (EASS) là où l’échantillonnage intrastrate se fait par 

sélection aléatoire simple sans remise. C’est le cas où l’estimateur de Horvitz-Thompson (HT) du total de 

la population (dans l’ensemble) 
1

H

hh
Y Y


   est donné par Cochran (1977) sous la forme suivante :  

                                                              EASS 1
ˆ H

h hh
Y N y


   (2.2) 

où 
h

h i hi s
y y n


   est la moyenne d’échantillon des éléments échantillonnés dans la strate .h  

La variance d’échantillonnage (var) et le coefficient de variation (CV) de l’estimateur EASSŶ  se formulent 

respectivement ainsi :  

                                                        2
EASS 1

ˆVar
H

h h h hy hh
Y N N n S n


   (2.3) 

                                                        EASS EASS
ˆ ˆCV VarY Y Y  (2.4) 

où    22 1
h

hy i h hi U
S y Y N


    est la variance de population de la variable d’enquête y  dans la 

strate .h  

On définit des quantités analogues de l’estimateur HT pour le total 
1

H

hh
X X


   de la variable de 

stratification :x  

                                                             EASS 1
ˆ H

h hh
X N x


   (2.5) 

                                                       2
EASS 1

ˆVar
H

h h h hx hh
X N N n S n


   (2.6) 

                                                       EASS EASS
ˆ ˆCV VarX X X  (2.7) 

où 
h

h i hi s
x x n


   est la moyenne d’échantillon de x  pour les éléments échantillonnés dans la strate h  

et où    22 1
h

hx i h hi U
S x X N


    est la variance de population de la variable x  dans la même 

strate .h  

 
3  Le problème de stratification unidimensionnelle 
 

Considérons le vecteur de population  1 2, , ,U NX x x x   correspondant à la variable de 

stratification .x  Sans perte de généralité, nous posons que les éléments de population dans U  sont ordonnés 

par la variable de stratification, de sorte que 1 2 .Nx x x    Nous faisons intervenir les bornes de strate 

pour définir les H  strates par la règle suivante :  
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1)  1 1 ;iU i U x b    

2)  1h h i hU i U b x b     pour 2, 3, , 1;h H   

3)  1 .H H iU i U b x    
 

Le problème de stratification se ramène à une détermination des points de démarcation, c’est-à-dire des 

bornes de strate 1 2 1h Hb b b b        avec minimisation de la variance (ou du CV d’une manière 

équivalente) de l’estimateur de EASSŶ  total. Dans cette section, nous considérons que le nombre total de 

strates H  est défini avant toute application des méthodes de stratification optimale examinées. 

Dans la pratique, nous ne disposons pas des valeurs de la variable d’enquête y  et, par conséquent, la 

variance n’est pas calculable dans l’expression (2.3). Une méthode courante consiste à minimiser plutôt la 

variance (ou le CV) de l’estimateur EASSX̂  pour le total de la variable de stratification .x  Un certain nombre 

d’auteurs ont conçu des méthodes qui s’attachent à ce problème d’optimisation que nous appellerons 

désormais « problème de stratification unidimensionnelle ». Nous adoptons la même orientation ici. 

Trouver les bornes qui minimisent la variance (2.6) ou le CV (2.7) représente un problème difficile tant 

en analyse qu’en calcul, et ce, parce que les tailles de population et d’échantillon en nombres entiers ( hN  

et hn  respectivement) dépendent non linéairement des bornes des strates. D’après de Moura Brito, Ochi, 

Montenegro et Maculan (2010a), le nombre de possibilités pour les bornes peut être trés large, car dépendent 

de ,N H  et du nombre de valeurs distinctes x  dans la population. 

Vu cette difficulté, on a conçu diverses méthodes dans les dernières décennies pour trouver des bornes 

optimales de strate, le but étant de dégager au moins des solutions correspondant à des minima locaux de 

bonne qualité. 

Dalenius (1951) s’est attaqué au problème dans le cas 2H   en approchant la variance en (2.6) sans 

tenir compte de la correction de population finie, ce qui équivaut à supposer que l’échantillonnage intrastrate 

aurait été un échantillonnage aléatoire simple avec remise. La variance approximative à minimiser est alors 

donnée par : 

   2 2
EASS 1

ˆVar .
H

h hx hh
X N S n


   (3.1) 

Dans une répartition de Neyman (Cochran, 1977) par la variable x  et avec remplacement des tailles 

d’échantillon hn  en (3.1) par leurs valeurs théoriques 
1

,
H

h h hx k kxk
n N S N S


   on obtient l’expression 

employée par Dalenius (1951) :  

         2

EASS 1
ˆVar .

H

h hxh
X N S n


   (3.2) 

Dalenius et Hodges (1959) ont regardé le cas 2,H   et offert une solution analytique consistant à 

approcher la distribution de la variable x  par son histogramme comportant un nombre modéré de classes. 

En prenant toujours la variance approximative et en posant une répartition de Neyman, Ekman (1959) a 

proposé une solution avec une approche géométrique pour trouver les bornes de strate. Hedlin (2000) a 

élargi la solution d’Ekman en retenant la variance initiale (2.6) comme la fonction à minimiser, ce qu’il a 

appelé la règle élargie d’Ekman. 
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Hidiroglou (1986) a avancé une approche qui spécifie d’avance la précision recherchée (CV) de 

l’estimateur du total et qui divise la population en deux strates  2H   de sorte que la taille totale de 

l’échantillon n  soit minimisée. Dans cette étude, la seconde strate est à tirage complet ou « à certitude », 

tous les éléments étant compris dans l’échantillon avec l’unité comme probabilité  2 2 .n N  Lavallée et 

Hidiroglou (1988) ont généralisé cette méthode au cas 2,H   tout en conservant l’idée que la strate 

contenant le plus grand nombre d’unités de population doive être à échantillonnage complet. Ils adoptaient 

dans cette optique une répartition spéciale dite de puissance (Bankier, 1988). Plus récemment, Rivest (2002) 

a encore généralisé la méthode de Lavallée et Hidiroglou (1988) en considérant que le but est de minimiser 

la variance de l’estimateur d’un total pour une prévision de modélisation de la variable d’enquête y  au lieu 

de la variable de stratification .x  

Gunning et Horgan (2004) ont proposé ce qu’on appelle la méthode géométrique de définition des bornes 

de strate. Dans cette méthode, on pose que les CV de la variable de stratification x  sont approximativement 

constants et que la distribution de la variable de stratification est approximativement uniforme dans chaque 

strate. Selon ces hypothèses, l’optimum des bornes de strate formerait une progression géométrique, menant 

de la sorte à une solution analytique très simple. 

Keskintürk et Er (2007) ont proposé une technique d’optimisation globale relevant de ce qu’on appelle 

les algorithmes génétiques. Dans le même ordre d’idées, de Moura Brito et coll. (2017b) ont appliqué une 

autre technique d’optimisation globale appelée GRASP au problème de stratification. Dans notre propos, 

nous avons pris le même chemin que Keskintürk et Er (2007), mais en opérant un choix efficace 

d’algorithme génétique appelé algorithme génétique biaisé à clés aléatoires (BRKGA) que nous décrivons 

à la section 4. 

Kozak (2004) a proposé une méthode dite de recherche aléatoire reprise par Kozak et Verma (2006), 

celle-ci étant alors comparée à la méthode géométrique de Gunning et Horgan (2004). Khan, Nand et Ahmad 

(2008) ont exploité les idées de la programmation dynamique pour concevoir un algorithme qui détermine 

les bornes de strate en considérant que la variable de stratification est en distribution triangulaire ou normale 

et que l’échantillonnage intrastrate est avec remise. De Moura Brito, Maculan, Lila et Montenegro (2010b) 

ont proposé un algorithme exact reposant sur la théorie des graphes et où on pose une répartition 

proportionnelle entre les strates. 

Er (2011) a fait une comparaison d’efficacité entre des méthodes figurant dans la documentation 

spécialisée en prenant comme solution initiale la méthode géométrique de Gunning et Horgan (2004). Kozak 

(2014) a comparé sa technique de recherche aléatoire à l’algorithme génétique proposé par Keskintürk et Er 

(2007). Rao, Khan et Reddy (2014) ont mis au point une méthode qui traite simultanément les problèmes 

de détermination des bornes de strate et de répartition entre les strates. Leur algorithme repose sur 

l’hypothèse selon laquelle la variable de stratification suit une distribution de Pareto. Notre optique est plus 

générale, et nous ne supposons pas que la variable de taille obéit à une distribution en particulier. 
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4  Algorithme génétique biaisé à clés aléatoires 
 

L’algorithme génétique biaisé à clés aléatoires (appelé BRKGA dans la suite de notre exposé), que 

proposent Gonçalves et Resende (2011), est une méthode métaheuristique qui a été appliquée à plusieurs 

problèmes d’optimisation. Voir Festa (2013) et Oliveira et coll. (2017), par exemple. Le principe sous-

tendant cette méthode rappelle la théorie biologique de l’évolution des espèces. 

L’algorithme prend une « population » initiale de solutions possibles au problème cible, laquelle vient 

d’un mécanisme aléatoire spécifié. Cette population évolue ensuite au gré des itérations en conservant les 

meilleures solutions disponibles à chaque itération (solutions retenues) et en remplaçant les solutions non 

retenues par des solutions produites par perturbation aléatoire et évoquant les croisements et les mutations 

des populations naturelles. Au fil des itérations, les solutions sont conservées ou évoluent selon la valeur de 

la fonction à optimiser.  

Dans l’algorithme BRKGA, les solutions candidates sont codées, c’est-à-dire sont représentées par des 

vecteurs dont les éléments sont des nombres dans l’intervalle  0; 1 .  Avec un vecteur observé, une 

procédure de décodage doit être appliquée. Cette procédure fait correspondre la valeur d’un vecteur à une 

solution possible du problème d’optimisation cible. C’est ce qui relie l’algorithme au problème 

d’optimisation précis à traiter. La figure 4.1 présente le pseudocode d’un algorithme BRKGA générique. 

La démarche est décrite et illustrée en détail à la section 4.1 avec un exemple de problème de 

stratification unidimensionnelle et une description de toutes les étapes à la figure 4.1. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.1 Pseudocode pour un algorithme BRKGA. 

 
4.1 Algorithme BRKGA pour le problème de stratification unidimensionnelle 
 

On considère d’abord le vecteur de population  1 2, , ,U NX x x x   et calcule l’ensemble 

 1 2, , , KC c c c   contenant les K  valeurs distinctes de x  observées dans la population. Si 

1) On génère la population initiale composée de p vecteurs aléatoires (clés) ,v  où chaque 
valeur est tirée aléatoirement de la distribution uniforme  0; 1 .  

2) On applique la procédure de décodage à chaque vecteur v  de la population, ce qui donne 
p  solutions possibles du problème d’optimisation.  

3) On calcule la valeur de la fonction objective pour chaque solution dans la population. 
4) On choisit les  1e ep p p   meilleures solutions (appelées solutions retenues) selon 

les valeurs de la fonction objective et les ajoute à la population à considérer à l’itération 
suivante.  

5) On génère  1m mp p p   nouveaux vecteurs aléatoires comme à l’étape 1), ce qu’on 
appelle les mutations, et les ajoute à la population à considérer à l’itération suivante.  

6) On génère les  e mp p p   vecteurs restants appelés croisements pour compléter la 
population qui sera considérée à l’itération suivante, et ce, en croisant un des ep  vecteurs 
d’une solution retenue avec un des  ep p  vecteurs d’une des solutions non retenues à 
la présente itération.  

7) On fait des itérations à partir de l’étape 2) tant que les critères d’arrêt ne sont pas remplis.  
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 1, 3, 3, 5, 6, 7, 7, 7, 8, 9, 10, 10, 11 ,UX   par exemple,  1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 .C   Si 100,K   

nous calculons les dix percentiles supérieurs de x  pour dégager l’ensemble  90 91 99 100, , , , .Q q q q q   

Si 100,K   nous calculons les percentiles choisis de x  pour dégager l’ensemble 5 10{ , , ,Q q q   

95 100, }.q q  Nous avons retenu le point de démarcation de 100 pour K  après une certaine expérimentation 

initiale de notre méthode avec quelques-unes des populations considérées dans l’expérience numérique que 

nous décrivons à la section 5. Les définitions autres de l’ensemble Q  aident à diversifier le jeu de solutions 

possibles issu de l’algorithme BRKGA. 

Dans l’application de l’algorithme au problème de stratification unidimensionnelle, chaque solution est 

représentée par un vecteur  1 , ,v Hv v   à H  positions où les 1H   premières positions contiennent 

des valeurs entre 0 et 1 et où la position H  reçoit la valeur d’un percentile de la distribution de la variable 

de stratification .x  

Nous prenons ensuite minx  comme valeur la plus petite de C  et Hv  comme élément choisi au hasard 

dans .Q  À la première itération, nous tirons les valeurs des 1H   premières positions de chaque vecteur 

v  indépendamment de la distribution uniforme  0; 1 .  

La procédure de décodage permettant de dégager de chaque vecteur v  généré une solution du problème 

de stratification unidimensionnelle se définit ainsi : 

  min min pour 1, , 1.h h Hb x v v x h H      (4.1) 

Une fois obtenues les 1H   premières valeurs pour ,hb  celles-ci doivent être mises par ordre croissant 

de sorte que les éléments du vecteur résultant       1 2 1, , ,b Hb b b    forment les bornes de solution pour 

le vecteur v  correspondant,  hb  étant la statistique de eh  ordre des valeurs 1 1, , Hb b   calculées en (4.1).  

Pour citer un exemple de décodage, supposons que 4,H  min 10,x  300,K  {200; 215;Q   

280,5; 300; 318; 400; 425; 478; 500; 510}.  Considérons aussi le vecteur  0,48; 0,35; 0,20v   généré 

comme nous l’avons décrit. Il s’ensuit que  1 10 0,48 200 10b      que  2 10 0,35 200 10b      

et que  3 10 0,20 200 10 .b      Après tri, on obtient alors  48; 76,5; 101,2 .b   

Le vecteur b  étant donné, les valeurs de hN  et 2
hxS  s’obtiennent facilement pour chacune des H  strates. 

Nous dégageons les valeurs des tailles d’échantillon hn  pour les diverses strates en appliquant la méthode 

de répartition optimale proposée par de Moura Brito et coll. (2015). Nous calculons ainsi les tailles 

d’échantillon hn  de manière à minimiser une somme pondérée des variances (ou des CV) des estimateurs 

des totaux de m  variables d’enquête, la taille totale d’échantillon n  étant fixe. 

Comme nous prenons ici comme cible de la minimisation la variance de l’estimateur pour le total de la 

variable de stratification ,x  nous posons 1m   et utilisons la formulation (D) qui vient de de Moura Brito 

et coll. (2015) pour résoudre le problème de répartition optimale unidimensionnelle avec l’équation (2.6) 

comme variance à minimiser. À noter que cette méthode donne l’optimum global pour le problème de 

répartition. 

Nous poursuivons avec l’algorithme selon la figure 4.1 en générant un ensemble initial de p  vecteurs 

.v  À l’étape 2, nous décodons chacun de ces vecteurs v  pour dégager une solution possible b  du problème 
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de stratification optimale. À l’étape 3, nous obtenons la répartition optimale correspondant à b  et calculons 

la valeur de la fonction objective. Nous exécutons ensuite les étapes 4 à 6 pour trouver la population suivante 

de solutions possibles et reprenons la procédure jusqu’à ce que les critères d’arrêt soient remplis. À l’étape 4, 

nous dégageons les ep  solutions retenues et les ajoutons à la population suivante. À l’étape 5, nous 

produisons mp  mutations et les ajoutons à la population suivante. À l’étape 6, nous produisons 

 e mp p p   croisements à l’aide de l’opérateur de « croisement uniforme » proposé par Spears et 

De Jong (1991) pour tirer un nouveau vecteur v  d’une des ep  solutions retenues et d’une des 

 e mp p p   solutions non retenues actuelles. Nous procédons ainsi : une fois choisis les deux vecteurs 

(v e  et )v n  à croiser, nous générons un vecteur auxiliaire à clés aléatoires  v a  avec des tirages 

indépendants de la distribution uniforme  0; 1 .  Soit 0,5cr   une probabilité préspécifiée qu’une valeur 

soit copiée du vecteur retenu .v e  Nous formons alors le vecteur croisé v c  en en tirant les valeurs de v e  

aux positions où la valeur correspondante dans v a  est moindre que cr  (ce qui équivaut à 0,7 dans l’exemple 

de la figure 4.2) et de v n  à toutes les autres positions. 

Pour produire chacun des  e mp p p   vecteurs de la génération suivante, l’algorithme choisit un 

vecteur ev  au hasard (par la fonction d’échantillon en R)  dans les ep  vecteurs retenus et un autre vecteur 

nv  dans les ep p  vecteurs non retenus et il croise les vecteurs ainsi obtenus. La sélection des vecteurs à 

partir des deux sous-ensembles se fait avec remise, ce qui implique que, individuellement, des vecteurs 

retenus ou non retenus peuvent être sélectionnés pour être croisés plus d’une fois. 

 
Vecteurs\positions 1 2 3 

v e  0,31 0,77 0,65 

v n  0,26 0,18 0,36 

v a  0,58 0,89 0,11 

v c  0,31 0,18 0,65 
 

Figure 4.2 Croisement uniforme avec 0,7.cr   

 
Prenons maintenant un exemple avec 4,H  min 10,x  300,K  8,p  3,ep  3,mp  0,7cr   et 

 200; 215; 280,5; 300; 318; 400; 425; 478; 500; 510 .Q   La figure 4.3 illustre l’application de toutes 

les étapes de l’algorithme au problème de stratification unidimensionnelle pour deux itérations consécutives 

de cet algorithme.  

Nous avons mis en œuvre dans le package stratbr en R disponible à partir de CRAN (voir de Moura Brito 

et coll., 2017a) l’approche BRKGA ici décrite du problème de stratification optimale unidimensionnelle. 

Le package a permis d’obtenir tous les résultats présentés à la section 5. 
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Figure 4.3 Illustration de la méthode BRKGA de stratification optimale. 

 

     xmin                 v (population initiale)                         b1           b2           b3                  cv                cv                                         v                                                                  v (nouvelle population) 

      10               0,20      0,35      0,48      200                  48,0       76,5      101,2              0,30             0,09                    0,08    0,33    0,77   425                                               0,08    0,33    0,77   425 

      10               0,10      0,57      0,81      400                  49,0     232,3      325,9               0,10             0,10                     0,10    0,57    0,81   400                                              0,10    0,57    0,81    400 

      10               0,23      0,41      0,95      478                 117,6    201,9      454,6              0,15             0,12                     0,04    0,27    0,83   318                                              0,04    0,27    0,83    318 

      10               0,35      0,49      0,67      400                 146,5    201,1      271,3              0,28             0,15                    0,23    0,41    0,95   478                                              0,15    0,81    0,92    200 

      10               0,11      0,58      0,91      200                  30,9     120,2      182,9               0,43             0,28                    0,35   0,49    0,67   400                                                0,08    0,45    0,82    318 

      10               0,56      0,61      0,83      478                  272,1    295,5      398,4             0,57             0,30                    0,20   0,35    0,48   200                                                0,27   0,40    0,79    318 

      10               0,04      0,27      0,83      318                  22,3       93,2      265,6              0,12             0,43                   0,11   0,58    0,91   200                                                0,08   0,33    0,48    425 

      10               0,08      0,33      0,77      425                  43,2     147,0      329,6              0,09            0,57                    0,56    0,61    0,83   478                                               0,11    0,58   0,83    200 

 
                                                                                                                                                                                                    Croisement  

                                                                                                                                                                              ve           0,08   0,33   0,77   425 

                                                                                                                                                                              vn           0,20   0,35   0,48   200 

                                                                                                                                                                              va           0,11   0,30   0,90   0,12 

 

                                                                                                                                                                              ve           0,04   0,27   0,83   318 

                                                                                                                                                                              vn           0,11  0,58   0,91   200 

                                                                                                                                                                              va           0,77   0,90   0,40   0,81 

 

                                v (population actuelle)                    b1          b2                b3                     cv                 cv                                        v                                                                   v (nouvelle opulation) 

                           0,08      0,33      0,77      425               43,2     147,0      329,6               0,09             0,07                    0,15    0,81    0,92   200                                                 0,15    0,81    0,92   200 

                           0,10      0,57      0,81      400               49,0     232,3      325,9               0,10             0,09                    0,08    0,33    0,77   425                                                 0,08    0,33    0,77   425 

                           0,04      0,27      0,83      318               22,3       93,2      265,6               0,12             0,10                     0,10    0,57    0,81   400                                                0,10    0,57    0,81   400 

                           0,15      0,81      0,92      200               38,5     163,9      184,8               0,07             0,12                    0,04    0,27    0,83   318                                                 0,21    0,72    0,83   400 

                           0,08      0,45      0,82      318               34,6     148,6      262,6               0,31              0,28                    0,27    0,40    0,79   318                                                 0,05    0,36    0,90   478 

                           0,27      0,40      0,79      318               93,2     133,2      253,3               0,28             0,31                    0,08    0,45    0,82   318                                                  0,14    0,31    0,88   510 

                          0,08      0,33      0,48      425               43,2     147,0      209,2                0,79             0,53                     0,11    0,58    0,83   200                                                 0,04    0,57    0,83   400 

                          0,11      0,58      0,83      200               30,9     120,2      167,7                0,53             0,79                     0,08    0,33    0,48   425                                                 0,08    0,58    0,77   200 

 

                                                                                                                                                                                                     Croisement 

                                                                                                                                                                               ve           0,10   0,57   0,81   400 

                                                                                                                                                                              vn           0,04   0,27   0,83   318 

                                                                                                                                                                              va           0,78   0,43   0,91   0,15 

 

                                                                                                                                                                              ve           0,08   0,33   0,77   425 

                                                                                                                                                                              vn           0,11   0,58   0,83   200 

                                                                                                                                                                              va           0,23   0,88   0,40   0,84 

 
 
 
                                                                                                                                                         Si le critère d’arrêt n’est pas atteint
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5  Résultats du calcul 
 

Dans cette section, nous présentons les résultats de l’application de six méthodes au problème de 

stratification (Dalenius et Hodges (DH), méthode géométrique (GH), Kozak (KO), algorithme génétique de 

Keskintürk et Er (KE), GRASP (GR) et nouvelle méthode BRKGA décrite à la section 4 (BR)). Nous avons 

effectué toute cette expérience avec la version 3.3.1 de R. On peut trouver les méthodes DH, GH et KO dans 

le package stratification en R de Baillargeon et Rivest (2014) (version 2.2-5). Nous employons dans ce cas 

la méthode de répartition d’échantillon de Neyman. La méthode KE figure dans le package en R 

GA4Stratification de Er, Keskintürk et Daly (2010) (version 1.0). Avec cette méthode, le maximum 

d’itérations considérées était de 10 000 et les valeurs des autres paramètres requis étaient celles qu’indiquent 

Keskintürk et Er (2007), à savoir 35p   solutions candidates dans chaque population, un taux de mutation 

de 15 % et une répartition d’échantillon aussi fondée sur l’algorithme génétique. Les auteurs ont appliqué 

les méthodes GR et BR en R et le code en question figure dans le package stratbr de de Moura Brito et coll. 

(2017a) (version 1.2) disponible par le réseau CRAN. 

Dans le cas de la méthode BR, nous avons examiné 100p   solutions candidates à chaque itération 

avec 20 % de solutions retenues  20ep   et 30 % de mutations  30 .mp   La probabilité de copier un 

gène du vecteur retenu était fixée à 0,6cr   et le nombre total d’itérations, à 1 500. Aux fins de la 

répartition d’échantillon, nous avons combiné les méthodes BR et GR à la formulation proposée par 

de Moura Brito et coll. (2015) qui figure dans le package MultAlloc en R et qui est aussi disponible par le 

réseau CRAN. 

Dans une comparaison d’efficacité relative, nous avons appliqué ces méthodes à 27 populations. 

Certaines de celles-ci figurent dans les packages stratification et GA4Stratification en R; elles ont 

auparavant servi à certaines études comparatives comme celles de Keskintürk et Er (2007), Er (2011) et 

de Moura Brito et coll. (2017b). On trouvera à l’annexe A une brève description de toutes ces populations 

avec des précisions sur les variables considérées comme la « variable »x  dans chaque population. Le 

tableau 5.1 présente certaines descriptions sommaires des populations en question. 

Les 27 populations traitées forment ici un ensemble très hétérogène et leur taille totale varie de quelques 

centaines d’éléments (ME84 et P75 avec 18 570N   sont les plus petites tailles) à plusieurs milliers 

(Coffee avec 18 570N   est la taille la plus grande). On constate aussi une forte variation (de 51K   

pour Kozak1 à 5 453K   pour Kozak3) du nombre K  de valeurs distinctes de la variable de stratification, 

qui est la mesure de taille la plus importante pour l’efficacité de notre algorithme d’optimisation. Notons 

enfin une ample variation de l’asymétrie des distributions de la variable x  entre des valeurs modestes en 

sens négatif (-0,70 pour Beta103) et une valeur appréciable (40,04 pour CensoCO). 

Nous avons fait tous les calculs du volet computationnel de notre expérience en R avec un ordinateur de 

24 Go de mémoire vive et 8 processeurs de 3,40 GHz (I7). Tirant parti de l’architecture multicœur des 

ordinateurs modernes, nous avons employé le package snowfall en R pour un traitement parallèle de 

l’algorithme BRKGA. Précisons que, à chaque itération, la procédure de décodage produit un jeu de 
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solutions pour les bornes. Ces bornes sont ensuite transmises au package MultAlloc pour une répartition 

optimale permettant d’obtenir les tailles d’échantillon des diverses strates, puis de calculer la fonction 

objective de variance. Comme la formulation de cet exercice d’optimisation globale influe directement sur 

le temps de calcul à cette étape, nous avons mis la répartition et le calcul de la fonction objective en 

traitement parallèle. 

 
Tableau 5.1 
Tableau récapitulatif de la variable de stratification pour les 27 populations 
 

Populations N K Minimum Maximum Asymétrie

AgrMinas 844 226 5,00 47 800,00 7,32
BeefFarms 430 353 50,00 24 250,00 4,56
Beta103 1 000 1 000 357,98 985,96 -0,70
CensoCO 9 977 79 1,00 911,00 40,04
Chi5 1 000 1 000 0,06 23,43 1,40
Café 18 570 538 0,01 13 212,00 19,69
Débiteurs 3 369 1 129 40,00 28 000,00 6,44
HHinctot 16 025 224 1,00 6 900,00 2,71
Iso2004 487 487 6,36 1 044,66 10,03
Kozak1 4 000 51 72,00 3,00 1,40
Kozak3 2 000 581 2 793,00 6,00 3,55
Kozak4 10 000 5 453 74 400,00 62,00 4,20
ME84 284 264 173,00 47 074,00 8,64
EMCD 2 000 2 000 1,41 4 863,66 8,61
P100e10 1 000 1 000 73,56 127,32 -0,03
P75 284 68 4,00 671,00 8,43
Pop500 500 261 0,01 47 841,42 21,53
Pop800 800 402 0,01 4 735,10 22,13
pop1076 1 076 88 5,00 1 643,00 13,23
pop1616 1 616 165 5,00 2 618,00 11,09
pop2911 2 911 247 5,00 2 497,00 11,50
REV84 284 277 347,00 59 877,00 7,83
SugarCaneFarms 338 101 18,00 280,00 2,26
Swiss 2 896 881 0,00 3 634,00 2,73
USbanks 357 200 70,00 977,00 2,07
UScities 1 038 116 10,00 198,00 2,87
UScolleges 677 576 200,00 9 623,00 2,45
Nota : N est la taille totale de population et K est le nombre de valeurs uniques de la variable de stratification. 

 
Les six méthodes de l’expérience numérique ont été appliquées à chacune des 27 populations; le nombre 

H  de strates était de 3, 4, 5 et 6. Nous avons employé ces valeurs puisqu’elles revenaient souvent dans les 

applications et dans des études comparatives semblables de la documentation spécialisée comme celles de 

Er (2011) et de Gunning et Horgan (2004). Nous avons négligé les valeurs supérieures de ,H  car le gain 

d’efficacité serait modeste avec 6.H   Nous avons pris comme taille d’échantillon 100n   (à coût fixe) 

comme dans les expériences numériques de Er (2011) et Kozak et Verma (2006).  

Pour évaluer l’efficacité des méthodes, nous avons calculé les CV de l’estimateur du total de la variable 

de stratification x  pour chaque population et chaque nombre de strates, ce qui a donné 27 4   108 
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scénarios pour chaque méthode. Nous avons obtenu les CV à l’équation (2.7) et multiplié ces valeurs par 

100 pour les mettre sous forme de pourcentage. Le tableau 5.2 présente les CV des six méthodes. Les cases 

ombrées correspondent aux méthodes représentant la meilleure solution (CV minimal) dans chacun des 

108 scénarios. Les « sans objet » dans ces tableaux sont les cas où nous ne pouvions obtenir de solutions à 

cause de problèmes avec la méthode de stratification ou la répartition correspondante. 

Si nous analysons les résultats au tableau 5.2 et, en particulier, les cases ombrées, il ressort que BR est 

d’un excellent rendement si on compare cette méthode aux cinq rivales. Cette perception est renforcée par 

les courbes de la figure 5.1 où la méthode BR est comparée à toutes ses rivales. Les points au-dessus de la 

droite représentent les scénarios où la méthode mise en comparaison est d’un moindre rendement que la 

méthode BR. À considérer ces courbes, il est clair que les trois méthodes les plus performantes sont GR, 

KO et BR. 

Le tableau 5.3 indique en pourcentage le nombre de fois que chaque méthode produit la meilleure 

solution sur les 108 scénarios. Les deux méthodes BR et KO sont d’un rendement supérieur aux autres 

méthodes et se retrouvent à égalité à plusieurs reprises pour la meilleure solution. La méthode DH a produit 

la meilleure solution dans seulement 3 des 108 scénarios et la méthode GH ne le fait jamais.  

Ajoutons que la méthode géométrique GH donne non seulement des CV élevés, mais souvent aussi des 

solutions impossibles où les bornes de strate mènent à des répartitions où les tailles d’échantillon sont 

supérieures aux tailles de population correspondantes. Cette méthode a quelquefois pour effet de répartir la 

population en laissant très peu d’éléments dans certaines strates. D’après Gunning et Horgan (2004) et 

comme le signalent Keskintürk et Er (2007), comme l’étendue des intervalles s’accroît géométriquement, 

la méthode GH ne donne pas de bons résultats avec de faibles valeurs de la variable de stratification, puisque 

certaines strates sont alors étroites. Cette méthode est inapplicable de surcroît lorsque la valeur la plus basse 

de la variable de stratification est zéro. 

Pour la plupart des populations, la méthode KE a produit des CV proches de ceux des méthodes KO, GR 

et BR, qui sont les plus efficaces en temps de calcul. Nous avons observé une forte variation des temps de 

calcul entre les méthodes. La méthode KE était la pire à ce critère avec des temps bien supérieurs à ceux 

des méthodes rivales. Par ailleurs, la méthode KO avait les calculs les plus rapides et offrait fréquemment 

la meilleure précision possible (CV les plus bas). La méthode BR présentait un temps de calcul intermédiaire 

entre ceux des méthodes KO et KE. 

Le graphique à la figure 5.2 présente en pourcentage les fois que chacune des méthodes BR, KO, KE et 

GR produit la meilleure solution selon le nombre de strates. On y voit un net avantage pour la méthode BR 

comparativement aux méthodes KE et GR. Comparée à la KO, la BR a un meilleur rendement avec 3H   

et 6,H   la KO l’emporte cependant sur le BR avec 4H   et 5.H   La GR était aussi bonne que la KO 

avec 3H   et 6,H   mais l’était moins que la BR et KO avec 4H   et 5.H   La KE était clairement 

la perdante dans cette analyse pour tout nombre H  de strates. 

Nous avons en outre étudié les associations entre le rendement et d’autres facteurs possibles comme 

l’asymétrie ou la taille (N  ou )K  des populations, mais sans en arriver à des associations significatives 

dans notre ensemble limité de populations. 
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Tableau 5.2 
CV de l’estimateur du total de la variable de stratification selon les scénarios 
 

Populations  H CVDH CVGH CVKO CVKE CVGR CVBR 

AgrMinas 3 4,158 7,187 4,050 4,089 4,050 4,050 
 4 2,714 4,965 2,643 2,811 2,645 2,645 
 5 2,325 3,828 1,945 2,262 1,945 1,945 
 6 1,821 2,975 1,593 1,932 1,580 1,580 
BeefFarms 3 2,758 2,491 1,875 2,086 1,875 1,875 
 4 1,853 1,825 1,188 1,557 1,188 1,188 
 5 1,455 1,369 0,902 1,280 0,902 0,902 
 6 1,148 1,167 0,726 0,990 0,726 0,726 
Beta103 3 0,561 0,810 0,560 0,560 0,559 0,559 
 4 0,413 0,579 0,410 0,408 0,410 0,410 
 5 0,337 0,500 0,329 0,329 0,329 0,329 
 6 0,280 0,418 0,276 0,275 0,277 0,276 
CensoCO 3 NA 4,839 4,334 4,336 4,334 4,334 
 4 NA 4,388 3,078 3,062 3,078 3,078 
 5 NA NA 2,401 2,435 2,401 2,401 
 6 NA NA 1,949 1,956 1,943 1,943 
Chi5 3 2,522 4,217 2,502 2,489 2,502 2,502 
 4 1,897 3,199 1,889 1,881 1,889 1,889 
 5 1,518 2,875 1,515 1,538 1,515 1,515 
 6 1,258 NA 1,248 1,251 1,248 1,248 
Café 3 10,049 12,598 6,906 6,876 6,906 6,906 
 4 NA 10,450 4,996 5,027 4,996 4,996 
 5 NA 8,124 3,877 3,939 3,877 3,877 
 6 NA 6,756 3,176 3,477 3,176 3,176 
Débiteurs 3 5,626 6,150 5,554 5,554 5,554 5,554 
 4 4,098 4,387 4,049 4,049 4,049 4,049 
 5 3,163 3,595 3,131 3,131 3,131 3,131 
 6 2,639 2,897 2,562 2,562 2,562 2,562 
HHinctot 3 3,206 5,106 3,184 3,184 3,184 3,184 
 4 2,436 4,542 2,429 2,430 2,429 2,429 
 5 1,993 4,225 1,973 1,979 1,973 1,973 
 6 1,676 3,794 1,629 1,629 1,629 1,629 
Iso2004 3 2,716 3,330 1,894 1,894 1,894 1,894 
 4 2,059 2,154 1,206 1,206 1,207 1,207 
 5 1,616 1,839 0,908 0,908 0,909 0,909 
 6 1,380 NA 0,702 0,703 0,704 0,703 
Kozak1 3 1,695 2,432 1,695 1,695 1,695 1,695 
 4 1,305 2,020 1,301 1,301 1,301 1,301 
 5 1,051 1,705 1,050 1,052 1,050 1,050 
 6 0,904 1,402 0,890 0,917 0,890 0,890 
Kozak3 3 3,673 5,049 3,663 3,659 3,663 3,663 
 4 2,733 3,980 2,723 2,724 2,723 2,723 
 5 2,208 3,199 2,178 2,231 2,178 2,178 
 6 1,823 2,733 1,817 1,827 1,819 1,817 
Kozak4 3 4,263 5,811 4,257 4,239 4,257 4,257 
 4 3,219 4,696 3,204 3,193 3,205 3,204 
 5 2,606 3,873 2,589 2,587 2,591 2,589 
 6 2,168 3,236 2,155 2,155 2,157 2,158 
ME84 3 1,703 2,527 1,296 1,296 1,296 1,296 
 4 1,402 1,642 0,870 0,870 0,870 0,870 
 5 1,050 1,549 0,661 0,661 0,661 0,661 
 6 0,907 1,213 0,521 0,577 0,521 0,521 
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Tableau 5.2 (suite) 
CV de l’estimateur du total de la variable de stratification selon les scénarios 
 

Populations  H CVDH CVGH CVKO CVKE CVGR CVBR 

EMCD 3 4,363 5,829 4,167 4,167 4,167 4,167 
 4 3,406 5,259 2,960 2,960 2,961 2,960 
 5 2,498 4,015 2,297 2,485 2,297 2,297 
 6 2,167 3,445 1,836 1,836 1,838 1,836 
P100e10 3 0,375 0,444 0,373 0,371 0,373 0,373 
 4 0,295 0,346 0,294 0,294 0,294 0,294 
 5 0,236 0,288 0,236 0,236 0,236 0,236 
 6 0,198 0,242 0,196 0,198 0,196 0,196 
P75 3 1,635 2,592 1,459 1,459 1,459 1,459 
 4 1,415 1,798 0,966 0,966 0,966 0,966 
 5 1,047 1,563 0,829 0,835 0,713 0,713 
 6 0,896 1,250 0,769 0,553 0,552 0,552 
pop1076 3 4,597 3,715 2,437 2,775 2,437 2,437 
 4 NA 2,853 1,624 2,164 1,624 1,624 
 5 NA 2,168 1,204 1,869 1,203 1,203 
 6 NA 1,827 0,953 1,549 0,951 0,951 
pop1616 3 4,989 4,318 3,898 3,921 3,898 3,898 
 4 3,823 3,267 2,564 2,716 2,564 2,564 
 5 3,187 2,508 1,882 2,183 1,882 1,882 
 6 NA 2,050 1,527 1,962 1,496 1,496 
pop2911 3 5,925 5,935 5,605 5,569 5,605 5,605 
 4 4,070 3,992 3,807 3,807 3,807 3,807 
 5 3,262 3,183 2,918 2,943 2,918 2,918 
 6 2,632 2,649 2,281 2,418 2,281 2,281 
Pop500 3 NA 0,678 0,092 0,127 0,092 0,092 
 4 NA 0,178 0,059 0,082 0,060 0,060 
 5 NA 0,194 0,043 0,059 0,045 0,046 
 6 NA 0,117 0,033 0,046 0,036 0,037 
Pop800 3 NA 3,133 1,555 2,448 1,555 1,555 
 4 NA 2,755 0,996 1,511 0,996 0,996 
 5 NA 1,620 0,701 1,261 0,702 0,702 
 6 NA 1,436 0,546 0,823 0,550 0,548 
REV84 3 1,901 2,777 1,614 1,776 1,614 1,614 
 4 1,500 1,975 1,120 1,120 1,120 1,120 
 5 1,235 1,700 0,835 0,836 0,835 0,835 
 6 0,881 1,315 0,666 0,666 0,667 0,666 
SugarCaneFarms 3 1,640 1,929 1,627 1,628 1,627 1,627 
 4 1,152 1,440 1,118 1,122 1,118 1,118 
 5 0,912 1,186 0,839 0,858 0,839 0,839 
 6 0,707 1,041 0,691 0,732 0,682 0,682 
Swiss 3 3,726 NA 3,682 3,683 3,690 3,682 
 4 2,830 NA 2,781 2,781 2,787 2,781 
 5 2,246 NA 2,227 2,549 2,232 2,228 
 6 1,905 NA 1,860 1,880 1,864 1,860 
USbanks 3 1,861 1,843 1,802 1,802 1,802 1,802 
 4 1,364 1,417 1,270 1,270 1,270 1,270 
 5 1,118 1,079 0,861 0,861 0,861 0,861 
 6 0,794 0,850 0,718 0,710 0,710 0,710 
UScities 3 2,738 2,705 2,655 2,687 2,655 2,655 
 4 1,972 1,951 1,927 1,934 1,927 1,927 
 5 1,483 1,451 1,436 1,437 1,436 1,436 
 6 1,260 1,305 1,228 1,214 1,209 1,209 
UScolleges 3 2,928 3,169 2,749 2,749 2,749 2,749 
 4 2,106 2,185 2,018 2,018 2,018 2,018 
 5 1,707 1,838 1,606 1,607 1,607 1,606 
 6 1,486 1,488 1,323 1,323 1,323 1,323 
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Figure 5.1 Comparaison des CV des estimateurs du total dans les diverses méthodes de stratification pour 
l’ensemble des populations et les nombres de strates   .H  

 
 
Tableau 5.3 
Pourcentage de fois que la méthode a produit la meilleure solution 
 

Méthode Nombre de fois en %  

DH 2,8 

GH 0,0 

KE 42,6 

GR 71,3 

KO 78,7 

BR 78,7 
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Figure 5.2 Pourcentage de meilleures solutions produites par méthode et nombre de strates   .H  

 
6  Conclusions 
 

Comme nous l’avons mentionné, l’échantillonnage stratifié est très important comme plan de sondage, 

puisqu’il aide à améliorer la précision des estimations d’enquête pour une taille donnée d’échantillon ou un 

budget d’enquête. Cette constatation vaut particulièrement pour les populations asymétriques ou 

hétérogènes qui sont souvent caractéristiques des enquêtes auprès des entreprises ou des établissements. Les 

gains que peut apporter la stratification dépendent fortement de la délimitation des strates et de la répartition 

de l’échantillon entre ces strates pour une variable de stratification et une méthode de sélection d’échantillon 

déterminées. 

Nous avons présenté une nouvelle méthode d’optimisation applicable à ce problème de stratification 

avec l’algorithme génétique biaisé à clés aléatoires (BRKGA). Dans notre approche (appelée BR), nous 

combinons l’algorithme de détermination des bornes de strate à la formulation proposée par de Moura Brito 

et coll. (2015) pour une répartition optimale de l’échantillon, laquelle se révèle efficace en temps de calcul 

dans le cas des grandes populations (N  élevé). 

Les résultats présentés de la comparaison de cette méthode avec les cinq méthodes rivales considérées 

semblent indiquer que la méthode BR constitue un bon moyen de traitement des problèmes de stratification 

et de répartition dans la pratique. 

Il serait facile de généraliser notre approche aux cas où la variable de stratification x  n’est pas 

« mesurée », mais récapitule plutôt un certain nombre de covariables sous la forme d’une variable y  prédite. 

Il en va de même de la généralisation à deux variables numériques x  ou plus, ce qu’on peut aisément 

accomplir en changeant la fonction de décodage servant à tirer les solutions possibles de l’algorithme 

BRKGA avec le package stratbr en R (voir de Moura Brito et coll., 2017a).  

Dans des futurs travaux, nous nous emploierons à concevoir et à évaluer d’autres procédures de décodage 

à utiliser avec la méthode BR pour la production de solutions d’une qualité supérieure à celles que nous 

obtenons avec la procédure de décodage examinée ici. Dans cette recherche, nous tenterons de résoudre en 
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même temps le problème de minimisation de la taille totale d’échantillon en fonction d’une précision 

recherchée, comme l’ont fait Lavallée et Hidiroglou (1988). Disons enfin que, dans de nouveaux travaux 

empiriques, nous pourrions varier les tailles d’échantillon pour les diverses populations à l’étude comme 

l’ont fait Kozak (2004) et Gunning et Horgan (2004). 

 

Annexe A 
 

Tableau A1 
Description des 27 populations considérées dans l’expérience numérique 
 

Population Description 
AgrMinas Production agricole des municipalités de l’État de Minas Gerais au Brésil selon le recensement agricole de 2006.

Variable de stratification : superficie ensemencée. 
BeefFarms Élevages australiens pour la boucherie stratifiés en sept régions industrielles selon Chambers et Dunstan (1986).

Variable de stratification : taille des élevages. 
Beta103 Population en simulation tirée d’une distribution bêta avec les paramètres 10a  et 3b   selon Keskintürk et Er (2007).
Chi5 Population en simulation tirée d’une distribution khi-carré avec 5df  selon Keskintürk et Er (2007).  
Café Plantations de café de l’État de Paraná au Brésil dans le recensement agricole de 1996 selon de Moura Brito et coll. (2015).

Variable de stratification : nombre de caféiers. 
CensoCO Données du recensement des écoles de 2012 au Brésil pour la région centre-ouest.

Variable de stratification : nombre de salles de classe. 
Débiteurs Population de débiteurs d’une entreprise irlandaise selon Er (2011). 

Variable de stratification : passif déclaré par les débiteurs irlandais. 
HHinctot Population de valeurs brutes de revenu familial (avant impôt sur le revenu) dans l’Enquête sur les dépenses des familles de 

2001 de Statistique Canada selon Er (2011). 
Iso2004 Données obtenues par la Chambre industrielle d’Istanbul sur les ventes nettes de 487 entreprises industrielles de Turquie 

parmi les 500 entreprises les plus importantes en 2004 d’après Keskintürk et Er (2007). 
Variable de stratification : ventes nettes. 

Kozak1, 
Kozak3,  
Kozak4 

Populations considérées par Kozak et Verma (2006).
Variable de stratification : formule  exp ,X Z  où Z  est une réalisation d’une variable aléatoire normale.  

ME84 Données de Särndal, Swensson et Wretman (1992) selon Er (2011).
Variable de stratification : nombre d’employés municipaux en 1984. 

EMCD Population en simulation tirée de l’Enquête mensuelle sur le commerce de détail de Statistique Canada selon Er (2011). 
Variable de stratification : mesure de taille employée pour les détaillants canadiens dans cette enquête de Statistique Canada; 
on crée cette mesure en combinant une information d’enquête indépendante à trois variables administratives des déclarations 
de revenu des sociétés. 

P75 Population en milliers de 284 municipalités suédoises en 1975 selon Er (2011).
Variable de stratification : population en milliers. 

P100e10 Population en simulation tirée d’une distribution normale avec 100  et 10  selon Keskintürk et Er (2007).
pop1076 Population extraite de l’enquête annuelle sur la fabrication au Brésil selon de Moura Brito et coll. (2017b). 

Variable de stratification : nombre d’employés. 
pop1616 Population extraite de l’enquête annuelle sur la fabrication au Brésil selon de Moura Brito et coll. (2017b). 

Variable de stratification : nombre d’employés. 
pop2911 Population extraite de l’enquête annuelle sur la fabrication au Brésil selon de Moura Brito et coll. (2017b). 

Variable de stratification : nombre d’employés. 
Pop500 Population 500N   en simulation tirée de la distribution log normale zX e avec Z normal, 4   et 2 2,7  selon 

Hedlin (2000).  
Pop800 Population 800N   en simulation tirée de la distribution log normale zX e avec Z normal, 4   et 2 2,7  selon 

Hedlin (2000).  
REV84 Valeur des bâtiments en millions de couronnes suédoises dans 284 municipalités de Suède en 1984 selon Er (2011).

Variable de stratification : produit de la fiscalité municipale en 1985. 
SugarCaneFarms Plantations de canne à sucre en Australie selon Chambers et Dunstan (1986).

Variable de stratification : récolte totale de canne à sucre. 
USbanks Actif en millions de dollars américains des grandes banques commerciales nord-américaines selon Er (2011). 

Variable de stratification : ressources en millions de dollars des grandes banques commerciales américaines. 
UScities Population en milliers des villes nord-américaines en 1940 selon Er (2011).

Variable de stratification : population en milliers. 
UScolleges Nombre d’étudiants en quatrième année dans les facultés américaines en 1952-1953 selon Er (2011).  

Variable de stratification : nombre d’étudiants. 
Swiss Données sur les municipalités de Suisse en 2003 avec le package SamplingStrata en R. 

Variable de stratification : superficie en culture. 
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Une évaluation de l’amélioration de l’exactitude au moyen 
d’un plan de sondage adaptatif 

Carl-Erik Särndal et Peter Lundquist1 

Résumé 

De nos jours, il y a une non-réponse élevée dans de nombreuses enquêtes-échantillons, y compris d’importantes 
enquêtes menées par des organismes statistiques gouvernementaux. Une collecte de données adaptative peut être 
avantageuse dans cette situation : il est possible de réduire le biais de non-réponse dans les estimations de 
l’enquête, jusqu’à un certain point, en produisant un ensemble de répondants bien équilibré. Les variables 
auxiliaires ont un double objectif. Utilisées au cours de la phase d’estimation, elles réduisent le biais, sans 
toutefois l’éliminer complètement, par une pondération ajustée par calage. Au cours de la phase précédente de 
collecte de données adaptative, les variables auxiliaires jouent également un rôle important : elles contribuent à 
réduire le déséquilibre dans l’ensemble final de répondants. Dans le contexte de cette utilisation combinée de 
variables auxiliaires, le présent article est consacré à un examen de l’écart entre l’estimation par calage et 
l’estimation sans biais (réponse complète). Nous montrons que cet écart est la somme de deux composantes. La 
composante réductible peut être réduite, par la collecte de données adaptative, jusqu’à zéro si une réponse 
parfaitement équilibrée est obtenue par rapport à un vecteur auxiliaire choisi. En revanche, la composante 
résistante ne varie pas ou varie peu sous l’effet d’une réponse mieux équilibrée; elle représente une partie de 
l’écart qu’un plan adaptatif ne permet pas d’éliminer. La taille relative de cette première composante est un 
indicateur de l’avantage qu’on peut tirer d’un plan de sondage adaptatif. 

 
Mots-clés : Non-réponse; plan de sondage adaptatif; déséquilibre de la réponse; réduction du biais. 

 
 

1  Introduction 
 

Pour un grand nombre d’importantes enquêtes par échantillonnage probabiliste, la période de collecte 

des données se clôture par la déclaration d’un taux considérable de non-réponse. À l’étape de l’estimation 

qui suit, il faut néanmoins établir les meilleures estimations possible en fonction de l’ensemble de 

répondants produit par une collecte de données qui n’est pas idéale. Quelles que soient les techniques 

utilisées, il existe un biais de non-réponse, et il faut faire en sorte qu’il demeure le plus faible possible. Un 

plan de sondage réactif ‒ ou adaptatif ‒ pour les enquêtes-ménages et les autres types d’enquêtes a pour 

objet d’exercer un contrôle actif sur les erreurs et les coûts d’enquête aux phases de la planification et de la 

collecte des données. L’un des objectifs consiste à obtenir un ensemble final de répondants qui est 

susceptible d’accroître la probabilité selon laquelle les estimations de l’enquête seront plus exactes. Le 

concept du plan de sondage réactif a été inventé par Groves et Heeringa (2006). 

La collecte de données dans le cadre d’une grande enquête s’étend habituellement sur un certain nombre 

de jours ou de semaines au cours desquels on tente d’entrer en contact avec les unités de l’échantillon 

probabiliste choisi. Certaines unités produiront un résultat fructueux au bout de quelques tentatives. D’autres 

unités seront finalement déclarées non répondantes en raison de leur refus de répondre ou de l’absence de 

contact malgré des appels répétés. La prémisse du présent article n’est pas qu’on finira par réduire le taux 

de non-réponse à moins de 10 %. Il est plus réaliste d’affirmer qu’il continuera d’exister un taux élevé de 
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non-réponse, de l’ordre de 30 % à 50 %, lorsque la période de collecte des données devra nécessairement 

se terminer. Il faut néanmoins produire les meilleures estimations possible. 

Diverses techniques ont été proposées et mises à l’essai en vue de l’amélioration de la collecte des 

données : la priorisation des cas, les règles d’arrêt, l’équilibrage, etc. La priorisation des cas est examinée, 

par exemple, dans Peytchev, Riley, Rosen, Murphy et Lindblad (2010) et dans Beaumont, Haziza et Bocci 

(2014). Il est question des règles d’arrêt dans Rao, Glickman et Glynn (2008), et dans Wagner et 

Raghunathan (2010). 

Des chercheurs comme Peytcheva et Groves (2009) ont examiné la variation entre les taux de réponse 

de différents sous-groupes démographiques à la recherche d’indications d’un biais. Andridge et Little (2011) 

proposent l’analyse indirecte par modèles de mélange de schémas d’observation comme méthode 

d’évaluation du biais de non-réponse. Le biais de non-réponse ne peut être quantifié, mais des indicateurs 

du risque de biais peuvent être utilisés, comme il en est question dans Wagner (2012), Kreuter, Olson, 

Wagner, Yan, Ezzati-Rice, Casas-Cordero, Lemay, Peytchev, Groves et Raghunathan (2010), Lohr, Riddles 

et Morganstein (2016), Nishimura, Wagner et Elliott (2016). 

La représentativité et l’équilibre sont maintenant des termes fréquemment utilisés en ce qui a trait à 

l’ensemble des unités répondantes. Des indicateurs de représentativité, dont l’indicateur R fondé sur les 

probabilités de réponse estimées, ont été élaborés; voir Schouten, Cobben et Bethlehem (2009), Bethlehem, 

Cobben et Schouten (2011), Schouten, Shlomo et Skinner (2011), et Bianchi, Shlomo, Schouten, da Silva 

et Skinner (2016). 

L’équilibrage est une procédure utilisée en matière de collecte des données pour obtenir au bout du 

compte un ensemble représentatif de répondants. La clé consiste à faire en sorte que les moyennes des 

variables auxiliaires pour les répondants soient proches des moyennes correspondantes calculables pour 

l’échantillon probabiliste, ou connues pour la population. C’est ce qui sous-tend la statistique de 

déséquilibre de la réponse IMB (de l’anglais imbalance), utilisée dans Särndal (2011a) et Lundquist et 

Särndal (2013). Il existe des méthodes de réduction d’IMB dans la collecte de données adaptative; voir par 

exemple Särndal et Lundquist (2014). 

On utilise souvent l’expression « ajustement pour la non-réponse » afin d’évoquer un estimateur idéal 

qui serait satisfaisant en cas de réponse complète, mais qui devrait être « réparé » pour être un substitut 

crédible en présence de non-réponse. L’ajustement sert à limiter l’inconvénient, à savoir le biais de non-

réponse. La pratique actuelle des organismes statistiques consiste à utiliser des variables auxiliaires dans 

l’estimation, en calculant les poids d’ajustement de la non-réponse calés. Il est possible d’obtenir une 

variance réduite et un biais de non-réponse réduit. Plusieurs travaux récents, dont des articles de synthèse, 

traitent des procédures de pondération de la phase d’estimation, par exemple, Brick (2013), Fattorini, 

Franceschi et Maffei (2013), Haziza et Lesage (2016), Little et Vartivarian (2005), Tourangeau, Brick, Lohr 

et Li (2017). Särndal et Lundström (2005, 2008, 2010) et Särndal (2011b) examinent le choix des variables 

auxiliaires dans les procédures de pondération, mais ce n’est pas l’objet du présent article. 
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Il est évident qu’un meilleur équilibre de la réponse pourrait considérablement améliorer l’exactitude si 

l’estimateur utilisé est rudimentaire, comme la moyenne de réponse élargie par la taille de la population. Le 

point de départ est en fait que les variables auxiliaires sont très utilisées à l’étape d’estimation, et que le fait 

de les utiliser aussi dans la collecte de données adaptative peut être une caractéristique apportant un avantage 

supplémentaire. Ce rôle combiné des variables auxiliaires est potentiellement important. 

Des travaux ont soulevé la question de savoir si l’équilibrage de la réponse réduira significativement le 

biais de non-réponse, par exemple dans Schouten, Cobben, Lundquist et Wagner (2014), Lundquist et 

Särndal (2013), Särndal et Lundquist (2014), Särndal, Lumiste et Traat (2016). Ces études constatent que 

l’équilibrage apporte une amélioration de l’exactitude, bien qu’elle ne soit pas très prononcée. Les modestes 

gains obtenus n’étaient ni solides ni convaincants. Quant aux preuves, elles sont pour la plupart empiriques. 

Il est nécessaire de mieux comprendre les raisons théoriques du « succès limité » d’une collecte de données 

adaptative. L’article apporte des éclaircissements pour tenter de répondre à la question : l’utilisation de 

variables auxiliaires dans une collecte de données adaptative peut-elle contribuer à une plus grande 

amélioration de l’estimation, sachant que ces variables sont de toute façon utilisées dans la pondération 

calée à l’étape de l’estimation ? La question importe pour les recherches sur les plans de sondage adaptatifs. 

Ces plans doivent constituer une promesse formelle d’amélioration des estimations. En effet, si 

l’amélioration est nulle ou faible, dans des conditions assez générales, il semble en partie moins motivant 

de choisir un plan adaptatif. Nous étudions les raisons théoriques de gain d’exactitude apporté par un 

meilleur équilibre de la réponse et, plus précisément, la raison pour laquelle on peut attendre « un avantage 

marginal » d’un plan adaptatif, c’est-à-dire une amélioration supplémentaire des estimations par l’utilisation 

de variables auxiliaires également à l’étape de la collecte de données. Il est tout à fait légitime de réutiliser 

les variables auxiliaires à l’étape de l’estimation.  

L’article est structuré de la manière suivante. La notation est présentée (section 2) pour trois sous-

ensembles de population importants, soit l’échantillon probabiliste, l’ensemble de réponses et son 

complément l’ensemble de non-réponses. Le rôle du vecteur auxiliaire (vecteur )x  est mis en évidence, en 

particulier dans la statistique de déséquilibre de réponse, notée IMB. Pour estimer le total de population ,y  

nous considérons l’estimateur basé sur des poids calés sur le vecteur auxiliaire. Son écart par rapport à 

l’estimateur sans biais, qui est hypothétique parce qu’il exige une réponse complète, est un indicateur de 

biais que nous examinons de manière approfondie. 

Nous décomposons l’écart de l’estimateur par calage (section 3) en deux termes, le terme réductible et 

le terme résistant. Le premier peut être réduit par un plan de sondage adaptatif; il est en fait réductible 

jusqu’à zéro si un équilibre parfait est atteint. En revanche, la collecte de données adaptative a peu d’effets 

sur le terme résistant, ce qui laisse penser qu’au mieux, le plan adaptatif est un remède partiel pour éliminer 

le biais de non-réponse. Le cas particulier où le vecteur x  encode un ensemble de groupes d’échantillons 

exhaustifs et mutuellement exhaustifs est particulièrement important (section 4). Par sa plus grande 

résolubilité mathématique, il permet de mieux comprendre les deux termes de la décomposition. La preuve 

empirique utilisant les données de l’Enquête sur la population active en Suède (section 5) illustre et confirme 
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les conclusions théoriques dégagées à propos des deux termes. L’article se termine par des remarques finales 

(section 6). Les démonstrations sont présentées en annexe. 

 
2  Échantillonnage probabiliste suivi par une non-réponse 
 

2.1  Population, échantillon, ensemble de réponses, ensemble de non-réponses 
 

Soit  1, 2, , , ,U k N    une population finie de taille N  dont a été tiré un échantillon probabiliste 

,s  en donnant à l’unité k  la probabilité d’inclusion k  et le poids d’échantillonnage 1 .k kd   Soit r  

l’ensemble de réponses, c’est-à-dire l’ensemble d’unités pour lesquelles la valeur ky  de la variable 

d’enquête ,y  qu’elle soit catégorique ou continue, est observée. Nous avons donc les observations ky  pour 

,k r s U    mais elles sont manquantes pour l’ensemble de non-réponses noté .nr s r   Au moyen 

des valeurs ky  observées, nous voulons estimer le total de population y  .kU
Y y   Une sommation 

k A  sur un ensemble d’unités k A U   est écrite simplement comme suit : .
A  

Il est établi que « les non-répondants ne sont pas comme les répondants » et qu’aucun des deux groupes 

n’est suffisamment semblable à l’échantillon complet. Cela cause un biais dans les estimations du total de 

.Y  Le présent article s’intéresse au contraste entre l’ensemble de réponses et l’ensemble de non-réponses, 

car cette comparaison a porté ses fruits auparavant, notamment dans des concepts comme celui de fraction 

d’information manquante. 

La collecte de données adaptative est un processus dynamique. Les ensembles de réponses et de non-

réponses, ainsi que les quantités connexes comme les moyennes et les coefficients de régression, sont définis 

temporairement. Une notation plus complète distinguerait les ensembles de réponses  ,ar 1, 2, ,a    dans 

l’ordre hiérarchique, 

      1 2 ar r r       

Ici,  ar  est l’ensemble d’unités ayant donné la valeur ky  après a  tentatives d’appel (ou, sinon, après 

a  jours de collecte de données), et    a anr s r   est l’ensemble de non-réponses correspondant. Pour 

simplifier, r  désignera tout ensemble des ensembles de réponses de plus en plus grands. Des outils de 

collecte de données, comme le système WinDATI de Statistique Suède, permettent d’enregistrer toutes les 

tentatives de contact, puis d’intervenir et de rediriger les entrées de données afin d’obtenir un ensemble de 

réponses final mieux équilibré. 

Le taux de réponse et le taux de non-réponse correspondant (les deux pondérés par )d  sont les suivants : 

 ; 1 .k k k kr s nr s
P d d Q P d d         

De plus, des notations de la réponse, la non-réponse et de l’échantillon complet sont données pour le 

vecteur auxiliaire x  à la section 2.2, pour la variable d’enquête y  et pour le vecteur de régression y  sur x  

à la section 2.3. 
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2.2  Vecteur auxiliaire et déséquilibre de la réponse 
 

Un vecteur auxiliaire x  est choisi à la suite d’un choix structuré de variables auxiliaires parmi les 

variables de ce type disponibles. Dans les pays scandinaves, les variables disponibles sont nombreuses et 

proviennent de sources administratives ainsi que d’enquêtes auprès des particuliers et des ménages. On 

pourrait s’étendre sur les principes ou les « tentatives d’optimalité » susceptibles de guider ce choix, mais 

le présent article ne porte pas sur la procédure de sélection. 

Soit le vecteur auxiliaire désigné x  de dimension 1.J   On suppose sa valeur x k  connue pour toutes 

les unités .k s  (Le cas où la population totale de x k  est connue n’est pas pris en compte.) Dans un cas 

particulier important, x  est un vecteur de groupes de dimension ,J  sous la forme  0, , 1, , 0 ,x k
    

c’est-à-dire avec 1J   entrées « 0 » et une seule entrée « 1 » pour identifier le groupe contenant l’unité .k  

Les groupes ne se chevauchent pas et sont exhaustifs, le vecteur de groupes encode J  propriétés des unités. 

Par exemple, deux catégories Instruction croisées avec trois catégories Revenu donnent 2 3 6J     

groupes. Mais les variables catégoriques x  utilisées dans le vecteur x  n’ont pas toutes besoin d’être 

entièrement croisées, et elles ne le sont pas dans plusieurs applications. 

Nous utilisons des vecteurs x  avec une propriété pratique du point de vue mathématique dans de 

nombreux calculs : Il existe un vecteur μ  qui ne dépend pas de k  de sorte que :  

 1 pour tous les .μ x k k   (2.1) 

La majorité des vecteurs d’intérêt x  satisfont à cette condition ou peuvent la vérifier. Par exemple, s’il 

y a une seule variable auxiliaire continue ,x  et  1, ,x k kx   alors  1, 0μ   satisfait à la contrainte. 

Dans le cas du vecteur de groupes, la condition est satisfaite par  1, , 1, , 1 .μ     Dans un exemple où 

x  est catégorique, mais n’est pas un vecteur de groupes, supposons que deux catégories Études sont croisées 

avec trois catégories Revenu et que Sexe est ajouté au vecteur x k  comme variable univariée 0/1, alors la 

dimension est 6 1 7,J     le nombre de valeurs distinctes x k  est 6 2 12,   et  1, 1, 1, 1, 1, 1, 0μ   

satisfait à la contrainte (2.1). 

Les moyennes − toutes calculables − du vecteur x  pondéré par ( )d  sont 

               ; ; .x x x x x xr k k k nr k k k s k k kr r nr nr s s
d d d d d d         (2.2) 

Nous avons besoin des moments du second ordre; les matrices J J  calculables sont supposées non 

singulières : 

               ; ; .Σ Σ Σx x x x x xr k k k k nr k k k k s k k k kr r nr nr s s
d d d d d d            (2.3) 

Le déséquilibre (IMB) de la réponse est calculé sur les valeurs du vecteur auxiliaire x k  connues pour 

,k s  voir Särndal (2011a). Il s’agit d’une mesure du contraste entre la réponse et l’échantillon complet, 

ou autrement entre la réponse et la non-réponse. Pour un vecteur donné x  et un échantillon ,s  le 

déséquilibre est défini comme suit : 

    2 1IMB .Σx x x xr s s r sP      
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Une notation plus explicite serait  IMB , xr s  mais pour simplifier, nous utilisons seulement IMB. 

Étant donné que    1 ,x x x xr s r nrP     nous pouvons exprimer IMB comme un contraste entre la 

réponse et la non-réponse : 

       2 1IMB 1 .Σx x x xr nr s r nrP P      (2.4) 

L’un des objectifs d’un plan de collecte de données adaptatif est de créer un ensemble de réponses final 

r  ayant un IMB faible, pour l’échantillon probabiliste donné .s  

La dimension et la composition du vecteur x  sont des déterminants importants de la valeur du 

déséquilibre IMB. IMB a comme propriété, pour les variables fixes r  et ,s  d’augmenter si on étend un 

vecteur x  donné en y ajoutant d’autres variables .x  L’augmentation reflète l’intuition selon laquelle il est 

plus difficile de rapprocher un nombre plus élevé de moyennes de variables .x  Le vecteur x  trivial, 1x k   

pour tous les ,k  donne IMB 0,  mais ne présente presque aucun intérêt en pratique. Nous avons 

 0 IMB 1 0,25P P     pour tout vecteur ,s ,r  et .x  Ce sont des conditions générales. Pour la plupart 

des ensembles de données d’enquête, la valeur calculée IMB est bien inférieure à la borne supérieure, 

souvent entre 0,01 et 0,05. 

 
2.3  La variable d’enquête et sa régression sur x  
 

Passons à la variable d’enquête .y  Sa valeur ky  est observée pour k r  de sorte que le modèle de 

régression linéaire de y  sur x  puisse être réalisé pour l’ensemble .r  Bien que non faisable en cas d’enquête 

avec non-réponse, un modèle de régression linéaire de y  sur x  existe aussi, théoriquement, pour 

nr s r   et pour .s  Ajusté à la réponse ,r  le vecteur de coefficient de régression linéaire (par moindres 

carrés pondérés par )d  est   1
.b x x xr k k k k k kr r

d d y


    De manière analogue, les deux autres 

modèles de régression donnent les vecteurs de régression b nr  et .b s  Exprimés en fonction des matrices x  

de moment du second ordre dans (2.3), les trois vecteurs de régression sont 

      1 1 1; ; .Σ Σ Σb x b x b xr r k k k k nr nr k k k k s s k k k kr r nr nr s s
d y d d y d d y d           (2.5) 

Les moyennes y  sont 

      ; ; .r k k k nr k k k s k k kr r nr nr s s
y d y d y d y d y d y d          

Les propriétés suivantes sont vérifiées à la suite de (2.1) : 

 ; ; .x b x b x br r r nr nr nr s s sy y y       (2.6) 

Un estimateur rudimentaire, en présence de non-réponse, du total de la population k UU
Y y N y   

utilise l’extension directe (EXP) de la moyenne de la réponse : 

                                               EXP
ˆ ˆ ˆ ,k k k rr r

Y N d y d N y     
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où ˆ .ks
N d   Dans EXP

ˆ ,Y  la pondération est uniforme, sans utilisation d’information auxiliaire. Le biais 

est susceptible d’être élevé. L’utilisation des valeurs auxiliaires x k  connues pour k s  apporte 

habituellement une amélioration; xk ks
d  est un estimateur connu et sans biais (Horvitz-Thompson) du 

total de la population ,x kU  et nous cherchons donc les poids k kd w  pour satisfaire l’équation de calage 

.x xk k k k kr s
d w d   Voici une solution (qui n’est pas la seule) 

      
1

11 .x x x x x Σ xk k k k k k k s r ks r
w d d P


       

L’estimateur par calage linéaire (CAL) de kU
Y y   est CAL

ˆ ,k k kr
Y d w y   ou de façon équivalente 

 CAL
ˆ ˆ .x bs rY N    

Une des raisons pour lesquelles nous nous attendons à ce que CALŶ  soit moins biaisé que EXP
ˆ ,Y  surtout 

quand y  et x  sont bien liés, est que les poids k kd w  doivent respecter la contrainte de quantité calculable 

non biaisée ,xk ks
d  dans le deuxième membre de l’équation de calage. Cependant, malgré la pondération 

de l’ajustement, CALŶ  a un biais restant non négligeable, peut-être considérable. 

Comme repère, nous utilisons l’estimateur sans biais de Y  exigeant une réponse complète (FUL), qui 

est donc hypothétique en présence de non-réponse, à savoir l’estimateur de Horwitz-Thompson  

 FUL
ˆ .k k ss

Y d y N y    

Les trois types d’estimateurs sont désignés par EXP, CAL et FUL. En fait, CAL représente une famille 

d’estimateurs, correspondant à tous les choix possibles de vecteur .x  Pour un vecteur x  approprié donné, 

nous devons examiner de près l’écart de CAL CAL ,  défini comme étant la différence entre le CAL avec 

biais et le FUL sans biais, cadrée en divisant par la taille de la population (estimée au besoin) : 

  CAL FUL CAL
ˆ ˆ ˆ ,Y Y N     

où 

  CAL .x b x b bs r s s r sy        (2.7) 

L’écart n’est pas un biais. L’écart CAL  est un résultat pour un ensemble de réponses r  d’un échantillon 

particulier .s  Par ailleurs, le biais de l’estimateur CAL est la valeur prévue de CAL  sur tous les r  d’une 

valeur ,s  donnée et tous les s  de .U  Si on peut obtenir une réponse r  avec un écart nul CAL  quel que 

soit l’échantillon ,s  alors l’estimateur CAL a un biais nul, car il est alors toujours égal à l’estimateur de 

Horvitz-Thompson sans biais. Il n’est cependant pas réaliste de penser qu’on obtiendra en pratique un écart 

nul par une collecte de données adaptative ou un autre moyen. Il est toutefois judicieux de chercher à réduire 

l’écart pour l’échantillon donné ,s  puisque cela permettrait de se rapprocher d’une estimation sans biais. 

On peut dire que l’objectif ne consiste pas à obtenir une estimation sans biais, parce que cela est impossible 

en présence de non-réponse, mais qu’il est réaliste de chercher à réduire l’écart par rapport à une estimation 

sans biais. 
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3  Analyser l’écart par rapport à une estimation sans biais 
 
3.1  Décomposer l’écart de l’estimateur CAL 
 

Nous décomposons l’écart de CAL,  CAL ,x b bs r s     afin de mieux comprendre son comportement 

en cas d’amélioration de l’équilibre par une collecte de données adaptative. Nous pouvons prévoir que CAL  

sera réduit, sinon à zéro au moins dans une certaine mesure, et dans des conditions que nous cherchons à 

déterminer. Aucun signe apparent immédiat n’indique que  x b bs r s   serait réduit quand x r  se 

rapprocherait de la valeur fixe .x s  Il faut approfondir l’analyse pour expliquer la réduction de CAL ,  le cas 

échéant. 

Quand le vecteur x  choisi est de dimension relativement élevée, l’équilibre parfait x xr s  (et donc 

IMB 0)  est difficile à atteindre dans une collecte de données, mais on peut s’efforcer de s’en rapprocher. 

Nous avons néanmoins une idée de la nature de CAL  en établissant ;x xr s  au moyen de (2.6) on obtient 

                                         CAL 1 0,x b b x bs r s r r s r s r nry y y P y y              (3.1) 

                          CAL FUL CAL EXP FUL
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ .r sY Y N N y y Y Y         

Par conséquent, l’équilibre parfait, ,x xr s  ne réduit pas CAL  à zéro; il donne CAL EXP
ˆ ˆ ˆ .rY Y N y   

Cette dernière équation semble d’abord paradoxale, car CALŶ  est supposé meilleur que la valeur 

rudimentaire EXP
ˆ .Y  Nous constatons en fait qu’en cas d’équilibre parfait, ils sont égaux. On résout le 

paradoxe en remarquant que r sy y  sera probablement plus petit, et même considérablement plus petit, 

quand la réponse r  est parfaitement équilibrée sur x  ‒ à cet égard plus proche de s  ‒ que quand elle ne 

l’est pas. Il est faux de dire que l’information auxiliaire n’est pas utilisée. Cette information est précisément 

ce qu’il faut pour obtenir un équilibre parfait. 

Särndal et Lundquist (2014) ont donné une preuve empirique de la relation entre CAL  et IMB. Pour les 

données d’enquête analysées dans le présent article, CAL  diminue considérablement quand IMB est réduit, 

mais ne se rapproche pas de zéro quand IMB tend vers zéro. Ces résultats empiriques laissent penser que 

CAL  se stabilise à une certaine valeur non nulle. 

En cas d’équilibre parfait, l’écart (3.1) a la même expression,    CAL 1 ,r nrP y y     pour tout 

vecteur .x  Cependant, sa valeur n’est pas identique, car l’ensemble d’unités dans une réponse parfaitement 

équilibrée r  sera différente d’un vecteur x  au suivant. Pour un vecteur x  donné, l’écart augmente avec le 

taux de non-réponse 1 P  et avec la divergence r nry y  entre les moyennes y  de la réponse et de la non-

réponse. L’équilibre parfait et par conséquent IMB 0  se vérifient en particulier pour le vecteur x  trivial, 

qui ne présente aucun intérêt en pratique, 1x k   pour tous les ;k  dans ce cas, la formule CAL   

   1 r nrP y y   est un rappel d’une note élémentaire mais souvent citée sur l’effet de biais de la non-

réponse : Cochran (1977, page 361) donnait déjà une expression analogue pour le biais de la moyenne de 

l’ensemble de réponses, dans le contexte d’une population modélisée consistant en une strate de réponse 

(unités répondantes avec une probabilité de un) et une strate de non-réponse (unités répondantes avec une 
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probabilité de zéro). Le message est : le biais augmente avec le taux de non-réponse et avec la séparation 

entre les moyennes de la réponse et de la non-réponse. 

Nous cherchons à décomposer  CAL x b bs r s     en deux composantes de sorte que l’une d’elles soit 

réductible à zéro en cas d’équilibre parfait .x xr s  Plusieurs fractionnements peuvent répondre à cette 

« exigence nulle » pour l’un des deux termes. Särndal et Lundquist (2017) examinent un de ces 

fractionnements, CAL ,r re u    où  x b br k k k r r sr r
e d e d      est la moyenne, sur la réponse 

,r  des résidus de la régression de y  sur x  ajustée à l’échantillon ,s ,x bk k k se y    et ru  est le reste : 

    .x x b br r r r s r se u         Ces auteurs appellent re  incohérence de la régression, pour 

indiquer que le modèle de régression pour l’échantillon complet échoue (ou est incohérent) quand il est 

appliqué à la réponse : Les résidus ke  ont une moyenne nulle, 0,se   sur l’échantillon ,s  mais une 

moyenne non nulle, 0,re   sur la réponse .r  L’incohérence est un résultat (non surprenant) de « valeurs 

manquantes non au hasard ». 

Nous avons 0ru   en cas d’équilibre parfait ,x xr s  alors CAL .re   Särndal et Lundquist (2017) 

prouvent empiriquement que quand le déséquilibre IMB est réduit au moyen d’une collecte de données 

adaptative, CAL  et re  sont tous deux réduits, mais aucun n’est réduit à zéro, et que le ratio CALre   tend 

lentement vers 1 quand IMB se rapproche de zéro. 

 
3.2  Opposer la réponse et la non-réponse 
 

On comprend mieux en cherchant à décomposer  CAL x b bs r s     de sorte que le premier terme 

demeure à peu près constant quand le déséquilibre est réduit, tandis que le deuxième terme tend vers zéro 

dans ce processus. Cette décomposition isolerait donc une partie de l’écart non touchée par le plan adaptatif 

et indiquerait pourquoi le plan adaptatif réussit, au mieux, « partiellement » à éliminer le biais. La 

décomposition du résultat 3.1 est motivée par la volonté d’opposer l’ensemble de réponses r  et l’ensemble 

de non-réponses .nr s r   La notation est donnée dans (2.2) pour les moyennes x  et dans (2.5) pour les 

vecteurs de régression. 
 

Résultat 3.1. L’écart du CAL  CAL x b bs r s     a la décomposition CAL 1 2D D    où 

                                             1 21 ; 1 .x b b x x b bs r nr r nr r nrD P D P P            

Les expressions suivantes sont équivalentes : 

        CAL 21 ; .x b b x x b bnr r nr s r r nrP D P           

La partie 1 de l’annexe montre comment les composantes 1D  et 2D  sont calculées à partir de la 

définition (2.7) de CAL .  Le résultat suscite plusieurs commentaires : 

1. L’équilibrage de la réponse pendant la collecte des données peut rapprocher x r  de x s  et, par 

conséquent, réduire IMB et 2D  pour les faire tendre vers zéro. En cas d’équilibre parfait ,x xr s

2 0D   mais 1 0.D   
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2. Pour obtenir 1 0,D   il faut .b br nr  Cela ne se produit pas, y compris en cas d’équilibre parfait. 

L’échantillon s  et sa moyenne x s  sont fixes. L’élimination du terme 1D  semble hors de portée. Mais 

est-ce qu’une « meilleure composition » de l’ensemble de réponses r  ‒ x r  proche de x s  et IMB 

plus faible ‒ influe favorablement sur la différence b br nr  et par conséquent sur 1 ?D  
 

Il est difficile d’obtenir une réponse simple à cette question. Intuitivement, le transfert de certaines unités, 

pendant la collecte des données, de la non-réponse nr s r   à la réponse r  semble indiquer que b br nr  

est peu touché, et que la valeur 1D  reste plutôt constante. Cela est plus explicite quand x  est un vecteur de 

groupes, c’est-à-dire se présente sous la forme  0, , 1, , 0 ;x k
    voir la section 4. Nous appellerons 

2D  le terme réductible et 1D  le terme résistant de l’écart CAL 1 2 .D D    Notons que nous considérons 

ici un choix fixe de vecteur .x  Un changement de vecteur aurait nécessairement des effets à la fois sur 1D  

et sur 2 .D  

 
4  Cas du vecteur de groupes 
 
4.1  Termes de la décomposition 
 

Nous considérons le cas important d’un vecteur de groupes,  0, , 1, , 0 .x k
    En pratique, sa 

dimension J  est souvent considérable, de 30 ou plus, comme quand plusieurs variables catégoriques x  

sont entièrement croisées. La forme diagonale des matrices nécessitant une inversion dans (2.5) apporte une 

simplification notable. Pour 1, 2, , ,j J   on désigne par js  le sous-ensemble de l’échantillon s  qui se 

trouve dans le groupe .j  Sa proportion de l’échantillon est .
j

j k ks s
W d d    L’ensemble de réponses 

dans js  est désigné par ;jr  l’ensemble de non-réponses est .j j jnr s r   Le taux de non-réponse du 

groupe j  est 1 1 ;
j j j j

j k k k k jnr s r s
Q d d d d P         le taux global est Q   

1
1 .

J

j jj
W Q P


   Le déséquilibre devient une variance des taux de réponse du groupe, voir par exemple 

Särndal (2011a), 

    2 2

1 1

IMB .
J J

j j j j
j j

W Q Q W P P
 

       

Les moyennes y  sont ;
j j j

r k k kr r
y d y d  ;

j j j
nr k k knr nr

y d y d  .
j j j

s k k ks s
y d y d    

Le vecteur-colonne dimensionnel J  b br nr  comporte des éléments ,
j jj r nry y   1, 2, , .j J   

Nous appelons j  la divergence du groupe ,j  c’est-à-dire entre la moyenne de réponse y  et la moyenne 

de non-réponse .y  L’estimateur par calage est CAL 1
ˆ ˆ ,

j

J

j rj
Y N y


   où ˆ ,

j
j ks

N d   et l’estimateur 

repère sans biais est FUL 1
ˆ ˆ ,

j

J

j sj
Y N y


   donc 

                                                   CAL CAL FUL
1 1

ˆ ˆ ˆ .
j j

J J

j r s j j j
j j

Y Y N W y y W Q 
 

         

L’application directe du résultat 3.1 au cas du vecteur de groupes donne le résultat 4.1 ci-dessous. 
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Résultat 4.1 : Quand x  est un vecteur de groupes de dimension ,J  0, , 1, , 0 ,x k
    les termes de 

la décomposition du résultat 3.1 prennent la forme 

  1 2 CAL 1 2
1 1 1

; ; ,
J J J

j j j j j j j j
j j j

D Q W D W Q Q D D W Q  
  

           

où ,
j jj r nry y    et 

j j
j k knr s

Q d d    et 
1

J

j jj
Q W Q


   sont respectivement le taux de non-

réponse du groupe j  et le taux global de non-réponse.  

Dans quelle mesure une collecte de données adaptative et une réponse mieux équilibrée r  peuvent-elles 

améliorer l’exactitude et réduire l’écart CAL 1 2 ?D D    Dans ce qui suit, le terme « réduction » désigne 

une « réduction en valeur absolue », « plus petit » signifie « plus petit en valeur absolue », car CAL  et ses 

composantes peuvent avoir l’un ou l’autre signe. 

Dans une collecte de données adaptative agissant sur un vecteur x  qui encode un assez grand nombre 

de groupes, il est difficile d’arriver à un équilibre parfait où jQ Q  pour chaque groupe ,j  et IMB 0.  

Cependant, on peut amener tous les jQ  assez près du taux global de non-réponse ;Q  les deux IMB et 2D  

peuvent alors être proches de zéro. Il faut réfléchir à un scénario dans lequel on compare une collecte de 

données réelle, suivant un protocole prédéfini qui demeure inchangé jusqu’à la fin, à d’autres collectes de 

données qui s’efforcent activement, par des interventions, d’aboutir à une réponse présentant un déséquilibre 

faible. Il s’agit du format de la validation empirique (de la section 5), fondée sur une grande enquête de 

Statistique Suède : On a l’ensemble de réponses réellement enregistré dans l’enquête, et plusieurs autres 

ensembles de réponses calculés par des interventions expérimentales sur la réponse réelle visant à réduire 

successivement le déséquilibre. 

Nous traiterons des questions suivantes concernant les termes du résultat 4.1 : 

a) Lorsque les différentiels de non-réponse jQ Q  se rapprochent de zéro, de sorte qu’IMB est réduit, 

le terme  2 1

J

j j jj
D W Q Q 


   tend à diminuer, pour parfois se rapprocher de zéro. La 

perspective est très différente pour 1 1
.

J

j jj
D Q W 


   A priori, il n’est pas exclu que les 

divergences j  soient quelque peu réduites au cours du processus. Si cela se produit dans un certain 

nombre de groupes, alors il est possible que 1D  soit aussi réduit. Mais dans certaines conditions, un 

changement important de 1D  est peu probable; 1D  devrait être peu touché par un IMB réduit. Nous 

le justifions d’abord par un argument théorique assisté par un modèle à la section 4.6, puis nous 

l’observons de façon empirique sur des données d’enquête réelles à la section 5. 

b) Il n’est pas évident que 1D  et 2D  soient toujours du même signe. Quand cela est le cas, une réduction 

atteignable de 2D  entraîne un écart réduit CAL 1 2 ,D D    et, par conséquent, une plus grande 

exactitude. Dans quelles conditions ces valeurs ont-elles le même signe ? 

(c) Quand 1D  et 2D  ont le même signe et 1D  reste à peu près constant quand IMB est réduit, alors 

toute réduction de CAL 1 2D D    provient d’une réduction de 2 ;D  la taille relative des deux 

termes détermine alors si le gain obtenu au moyen du plan adaptatif est considérable, modeste ou 

même insignifiant. 
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4.2 Corrélation à l’intérieur des groupes entre la variable réponse et la 
variable d’enquête 

 

La variable réponse et la variable d’enquête y  sont corrélées, dans l’échantillon complet ,s  comme dans 

chaque groupe de l’échantillon .js  Cette conséquence inévitable de « valeurs manquantes non au hasard » 

est essentielle dans l’interprétation de 1 2,D D  et leur somme CAL .  Dans le groupe ,j  soit j  le coefficient 

de la corrélation entre l’indicateur de réponse ( 1ki i   pour ,jk r 0ki   pour )jk nr  et la variable 

d’enquête .y  Ce j  a une relation simple, au moyen d’un facteur de multiplication, à la divergence du 

groupe :
j jj r nry y    

  1 ,j j j j yjP P S    (4.1) 

où    
1 2

2
jj j

yj k k k ss s
S d d y y



    est la variance y  dans le groupe .j  L’expression (4.1) qui suit 

(voir annexe, partie 2) de la définition habituelle du coefficient de corrélation comme étant la « covariance 

divisée par le produit des deux écarts types »,   .j iyj ij yjS S S   

Dans le cas particulier où y  est dichotomique 0 1  (comme quand 1ky   si k  est « employé », 0ky   

autrement), alors 
j j j

s k k ks s
y d y d    est une proportion, à savoir la proportion (pondérée par les 

poids de sondage) de « 1 » dans le groupe j  (le taux d’emploi dans le groupe ),j  de sorte que l’écart dans 

le groupe y  est  2 1 .
j jyj s sS y y   

 

4.3  Analyse du terme résistant 
 

Nous examinerons maintenant de plus près le comportement de 1D  et 2D  pour le cas de vecteur de 

groupes du résultat 4.1. Leurs tailles (relatives) dépendent de plusieurs facteurs. Le terme résistant 1D   

1

J

j jj
Q W 

  dépend des tailles et de la répartition sur les groupes J  des divergences ,
j jj r nry y    ou, 

sous une autre perspective, des corrélations à l’intérieur du groupe  1 .j j j j yjP P S    

Dans un contexte d’enquête typique, en observant la répartition de ,j 1, , ,j J   où J  peut être 

de 30 ou plus, on constate généralement un mélange de valeurs positives et négatives. Il peut y avoir des 

« groupes critiques » avec une divergence inhabituellement grande de ,j  du même signe, qu’il soit positif 

ou négatif. Ces j  ont une influence sur la moyenne (pondérée) 
1

J

j jj
W 


   et, par conséquent, sur 

1 .D Q  La majorité des j  peuvent être des valeurs assez petites, mais non nulles. 
 

Exemple 4.1. Soit y   Employé ( 1ky   si l’unité k  est « employé », 0ky   sinon). On peut s’attendre 

à une corrélation positive à l’intérieur du groupe j  entre Employé et Réponse ( 1ki   pour ,jk r 0ki   

pour )jk nr  pour les groupes de personnes ayant une ou plusieurs caractéristiques comme de sexe 

masculin, jeune, faible niveau d’instruction ou d’origine étrangère. Ces groupes ont tendance à avoir des 

valeurs faibles (comparativement) à la fois sur Réponse et sur Employé. Autrement dit, le taux d’emploi est 

plus élevé chez les répondants que chez les non-répondants, donc j  est positif. Par ailleurs, les groupes 

ayant des caractéristiques comme d’âge moyen, niveau d’instruction élevé ou propriétaires de logement ont 

tendance à avoir des valeurs élevées sur Réponse et Employé, de sorte que j  est susceptible d’être positif 

pour ces groupes également. Une autre variable y  qui peut avoir une tendance semblable est Revenu : dans 
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certains groupes de l’échantillon, Revenu peut être plus élevé pour les répondants que pour les non-

répondants, donc j  est de nouveau positif. Ainsi, pour les deux variables ,y  plusieurs variables j  

nettement positives et influentes peuvent rendre 
1

J

j jj
W 


   et 1D Q   positifs. Cela se confirme à 

la section 5 pour les données de l’Enquête sur la population active en Suède. Cependant, dans d’autres pays, 

une variable comme Revenu peut se comporter différemment : dans certains groupes, le revenu peut plutôt 

être plus élevé pour les non-répondants que pour les répondants, ce qui rend j  négatif, car les personnes 

aisées ou au revenu élevé auraient tendance à répondre relativement moins. On voit là qu’il est difficile de 

prévoir le signe des divergences des groupes pour certaines variables d’enquête. 

 
4.4  Analyse du terme réductible 
 

On peut écrire le terme réductible sous la forme    2 1
.

J

j j jj
D W Q Q  


    Il s’agit de la 

covariance entre la non-réponse 1j jQ P   et la divergence .
j jj r nry y    Ici 2D  est une covariance 

entre groupes, 1, , ,j J   alors que la divergence j  donnée dans (4.1) est une covariance à l’intérieur 

d’un groupe j  entre l’indicateur de réponse ki  et la variable d’enquête .ky  On peut difficilement tirer des 

conclusions générales sur la taille de 2D  et sur le fait que la valeur ait le même signe, ou non, que 1.D  Cela 

dépend en effet de plusieurs facteurs. 
 

Exemple 4.1 (suite). Comme on l’a montré dans l’exemple 4.1, un certain nombre de divergences positives 

j  sont susceptibles de se produire pour y   Employé ( 1ky   si k  est Employé, = 0 sinon), par exemple, 

pour les groupes ayant les caractéristiques de sexe masculin, jeune ou de faible niveau d’instruction. Alors, 

1 1

J

j jj
D Q Q W 


    peut être nettement positif. En revanche, on peut moins évidemment savoir si un 

taux de non-réponse élevé jQ  tend à aller de pair avec une divergence élevée ,j  de façon à rendre la 

covariance 2D  également positive. Cela est susceptible de se produire pour des variables comme Employé 

et Revenu, comme cela est le cas pour les données suédoises à la section 5.  

 
4.5  Les deux termes ont-ils le même signe ? 
 

Il semble impossible de tirer des conclusions générales sur les signes des valeurs 1D  et 2 .D  Le nombre 

de facteurs est en effet trop élevé : la population, le plan de sondage, la variable d’enquête particulière ,y  

et d’autres facteurs. Quand 1D  et 2D  ont le même signe, une réduction de 2D  vers zéro peut donner un 

écart réduit (voire considérablement réduit) CAL 1 2 .D D    En revanche, si les termes sont de signe 

opposé, ils se contrebalancent; le fait de s’efforcer à obtenir un déséquilibre faible et une valeur 2D  faible 

ne réduit pas nécessairement CAL 1 2 .D D    Dans cette situation non souhaitable et peut-être rare, les 

tentatives d’équilibrer la réponse – en réduisant 2D  ‒ pourraient empêcher de parvenir à un écart plus faible 

CAL ;  la valeur pourrait en effet être plus élevée et non plus petite. Examinons maintenant la « question du 

même signe ». 

L’exemple 4.1 et sa suite, à la section 4.4, décrivaient une situation, pour les variables y  Employé et 

Revenu, où la moyenne 
1

J

j jj
W 


   et la covariance   21

J

j j jj
W Q Q D


   ont probablement le 
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même signe, de sorte que 1D Q  et 2D  ont le même signe. Mais de façon plus générale, les signes 

opposés ne sont pas exclus. Donnons l’exemple d’une non-réponse inhabituellement faible, 0,jQ Q   

qui se produirait dans des groupes influents affichant une divergence nettement positive .j  Il peut 

s’ensuivre que 2D  soit négatif, alors que 1D  serait positif. Les deux termes se contrebalanceraient alors. Il 

reste toutefois la perspective positive où les deux termes sont de signe identique : Nous pouvons réduire 2D  

à de faibles niveaux en rendant tous les taux de non-réponse des groupes presque égaux à .jQ  Ensuite, en 

supposant que 1D  varie peu, comme dans les conditions proposées ci-dessous à la section 4.6, une réduction 

considérable de l’écart CAL  peut se produire. Voici une synthèse de ces conclusions. 
 

Proposition 4.1. Dans le cas du vecteur de groupes, supposons que la divergence moyenne 
1

J

j jj
W 


   

et la covariance  2 1

J

j j jj
D W Q Q 


   ont un signe identique, disons positif. Alors, les termes 

1D Q  et 2D  sont positifs dans l’écart CAL 1 2 1
.

J

j j jj
D D W Q 


      Une collecte de données 

adaptative qui réduit le déséquilibre   2

1
IMB

J

j jj
W Q Q


   réduira 2D  (jusqu’à zéro si IMB 0),  

alors que le terme résistant 1D  variera probablement peu. 

Le choix de vecteur ,x  à savoir le choix des variables entrant dans le vecteur et sa dimension, peut avoir 

des effets importants sur 1D  et 2 .D  Supposons que nous doublons le nombre de groupes codés par le vecteur 

de groupes, comme quand le nombre de groupes préexistants 38 2J    (obtenus par croisement de trois 

variables x  dichotomiques) est doublé pour être 416 2 ,J    par un croisement complet sur une 

quatrième variable x  dichotomique. Une certaine asymétrie dans la répartition des divergences 

,
j jj r nry y   1, , ,j J   persistera probablement. Pour une réponse fixe ,r  on peut réduire 1D  et 2D  

en prolongeant le vecteur .x  La preuve empirique présentée à la section 5 éclaire en partie cette question. 

 
4.6  Insensibilité des divergences de groupes 
 

Dans le cas du vecteur de groupes du résultat 4.1, le terme résistant est 1 ,D Q  où 
1

J

j jj
W 


   

est une moyenne pondérée des divergences ,j 1, , .j J   Nous aimerions en savoir plus sur la façon 

dont la valeur j  évolue dans une collecte de données susceptible d’être étendue, dans une grande enquête, 

sur une certaine période. 

Pendant cette période, on surveille une collecte de données adaptative. On peut évaluer et modifier le 

protocole et l’accent mis, à un ou plusieurs points d’intervention. Par exemple, on peut, à un point donné, 

décider de cibler particulièrement les unités dont la propension à répondre calculée est perçue comme faible, 

afin d’accroître leur propension à répondre pour atteindre une propension moyenne globale. Certaines unités 

qui étaient non répondantes jusqu’à maintenant sont converties en unités répondantes; leur statut de réponse 

change. 

Dans le cas du vecteur de groupes, le groupe de l’échantillon js  consiste, à un moment donné de la 

période de collecte des données, en un certain ensemble de réponses et à l’ensemble de non-réponses 

correspondant. Les tentatives de contact se poursuivent, auprès des unités n’ayant pas encore répondu. Une 

variation du statut de réponse se produit pour certaines unités dans .js  Quelques-unes de plus deviennent 
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des répondants, ce qui entraîne une variation de la divergence .j  Cependant, dans certaines conditions, il 

se peut que j  soit peu touché. Si cela devait se vérifier pour la plupart des groupes ou tous les groupes, 

1D  varierait peu. Examinons cette possibilité.  

On ne peut pas observer seul le fait que j  varie peu dans une enquête réelle, parce que ky  est une 

valeur manquante pour la non-réponse, mais cela peut être plausible au moyen d’un modèle pour la variation 

du statut de réponse. Nous considérons des modèles dans lesquels les unités d’un seul et même groupe sont 

échangeables ou substituables les unes aux autres, par rapport au statut de réponse : à un moment donné de 

la collecte des données, toutes les unités sont considérées comme identiques en ce qui concerne la variation 

du statut de réponse; le passage de la non-réponse à la réponse, ou vice versa, est tout aussi probable pour 

toutes les unités. 

On peut justifier un tel modèle en cas de répartition suffisamment détaillée de l’échantillon s  en petits 

groupes homogènes ,js  de sorte que les unités d’un seul et même groupe aient des caractéristiques 

importantes communes. Le modèle serait en revanche irréaliste dans un grand groupe hétérogène avec un 

mélange d’unités très différentes en ce qui concerne l’âge, le sexe, le revenu, le niveau d’instruction et 

d’autres aspects importants. Dans un groupe hétérogène, la probabilité de conversion est très grande pour 

certaines unités, alors que d’autres sont peu susceptibles de se convertir. Par exemple, si un groupe contient 

à la fois des personnes plus âgées au niveau d’instruction élevé et des personnes plus jeunes et moins 

instruites, la probabilité de conversion peut être élevée pour le premier sous-groupe et considérablement 

plus faible pour le deuxième. 

À un certain point de la collecte des données, nous examinerons deux modèles pour la variation du statut 

de réponse dans un groupe de l’échantillon .js  Par simplicité, nous supposons que s  est un échantillon 

aléatoire simple de ,U  de taille ,N  de sorte que les poids d’échantillonnage sont constants, kd N n  

pour tous les .k  
 

Modèle 4.1. Supposons qu’un transfert ait lieu, dans le groupe ,js  de l’ensemble de non-réponses 

j j jnr s r   à l’ensemble de réponses jr  (une conversion) de sorte que tous les ensembles de transfert 

j jtr nr  de taille fixe jq  ont une probabilité égale de se produire. 

Dans ce modèle, jnr  et jr  sont des ensembles fixes de taille respective j jn m  et ,jm  tandis que jtr  

est une sélection aléatoire simple de jq  non-répondants. Tout ensemble de transfert particulier jtr  de jq  

unités peut être converti, et avec une probabilité égale. Chaque unité de l’ensemble de non-réponse jnr  a la 

même probabilité de conversion,   .j j jq n m  

Avant le transfert, la divergence dans le groupe j  est .
j jj r nry y    Après le transfert, la nouvelle 

divergence, indiquée par une étoile *  dans les indices, est * * * .
j jj r nry y    Sa valeur prévue dans le 

modèle 1 satisfait 

  * * ,j j j jP E P   (4.2) 

où le taux de réponse du nouveau groupe est  * .j j j j j j jP m q n m n P     La démonstration est 

fournie dans la partie 3 de l’annexe. Si la variation du taux de réponse du groupe est petite, comme quand 
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jq  est petit par rapport à ,jn  alors * ,j jP P  et il se peut que le transfert fasse peu varier la divergence. Sa 

nouvelle valeur * j  est légèrement inférieure, en espérance, à la valeur avant transfert .j  

Dans la section 5 empirique, nous essayons le modèle avec des ensembles de réponses qui deviennent 

plus petits plutôt que plus grands. Le modèle 4.2 qui traite d’un transfert dans ce sens aboutit à une 

conclusion semblable. 
 

Modèle 4.2. Supposons qu’un transfert ait lieu à l’intérieur du groupe j  de l’ensemble de réponses jr  à 

l’ensemble de non-réponses j j jnr s r   de telle façon que tous les ensembles de transfert j jtr r  de 

taille fixe jq  aient une probabilité égale de se produire.  

Un calcul analogue à celui qui a donné (4.2) montre que  

  * * .j j j jQ E Q   (4.3) 

Le nouveau taux de non-réponse (plus élevé) est  * 1 1 .j j j j j j jQ m q n m n Q       La 

nouvelle divergence * j  est légèrement inférieure en valeur espérée, quand jq  est petit par rapport à .jn  

La démonstration est analogue à celle de (4.2). 

Les résultats (4.2) et (4.3) indiquent que si peu importe quelles sont les unités du groupe j  dont le statut 

de réponse varie, alors la divergence j  demeure à peu près identique, en espérance. Cependant, l’hypothèse 

des modèles 4.1 et 4.2 d’ensembles de transferts de probabilité égale est difficile ou impossible à corroborer 

en pratique. Il serait difficile de spécifier un vecteur  0, , 1, , 0x k
    tel que les groupes codés par le 

vecteur obéissent aux modèles. Nous ne pouvons pas affirmer la « vérité » de ces modèles, mais seulement 

suggérer qu’ils peuvent être plausibles pour un groupe suffisamment diversifié de l’échantillon. 

 
5  Preuve empirique 
 

Les travaux empiriques présentés dans cette section illustrent une partie de la théorie avancée dans les 

sections précédentes. Nous avons utilisé des données d’enquête du cycle de 2012 de l’Enquête sur la 

population active (EPA) de Statistique Suède. Les résultats sont présentés dans les tableaux 5.1 à 5.4. 

Pour créer l’ensemble de données de l’EPA de 2012, nous avons combiné les 12 échantillons de la 

première vague de 2012. La taille de la première vague mensuelle compte environ 2 650 unités (personnes). 

L’ensemble de données de l’EPA de 2012 est traité comme un échantillon aléatoire simple s  de taille 

n   32 265. La réponse ou la non-réponse dans la collecte des données réelle est enregistrée et disponible 

pour toutes les unités. Dans la collecte de données réelle, le taux de réponse était de 70,6 %. La description 

détaillée des données et la construction des ensembles de réponses expérimentaux des tableaux sont décrites 

plus en détail dans Särndal et Lundquist (2017). 

Dans l’analyse de l’ensemble de données de l’EPA de 2012, nous avons utilisé différents vecteurs x  

obtenus par croisement de variables x  binaires : Instruc, égale à 1 en cas de personne à niveau d’instruction 

élevée et à 0 sinon; Propriétaire, égale à 1 pour une personne propriétaire de son logement et à 0 sinon; 

Origine, égale à 1 pour une personne née en Suède et à 0 sinon; État civil, égale à 1 pour une personne 
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mariée ou veuve et à 0 sinon; Sexe, égale à 1 pour une personne de sexe masculin et à 0 sinon. Les résultats 

sont présentés ici pour deux vecteurs .x  

Le vecteur x  dans les tableaux 5.1 et 5.3 représente le croisement des trois premières variables binaires : 

1x x   (Instruc   Propriétaire   Origine); sa dimension, égale au nombre de groupes, est 32 8.J    

On a obtenu le vecteur x  dans les tableaux 5.2 et 5.4 en croisant également la valeur binaire État civil : 

2x x   (Instruc   Propriétaire   Origine   État civil), de dimension 42 16.J    

Dans cette étude expérimentale, nous avons utilisé deux variables ,y  Employé et Revenu. Ce sont deux 

variables de registre; avec les valeurs ky  disponibles pour toutes les unités .k s  Elles sont donc des 

« pseudo-variables »y  plutôt que des variables y  d’enquête réelles. Le fait de connaître ky  pour k s  

nous permet de calculer les coefficients de régression et les moyennes y  à la fois pour la réponse et la non-

réponse. La variable y  est Employé dans le tableau 5.1 (avec 1 )x x  et dans le tableau 5.2 (avec 2 ).x x  

Employé est binaire, avec une valeur 1ky   si k  est une personne employée, et zéro sinon. La variable y  

est Revenu dans le tableau 5.3 (avec 1 )x x  et dans le tableau 5.4 (avec 2 ).x x  Revenu est une variable 

continue de registre, disponible dans le registre fiscal suédois. Nous avons normalisé Revenu pour qu’il y 

ait une variance moyenne et unitaire nulle sur .s  Si Revenu a une variabilité et une asymétrie considérables, 

les résultats sont quelque peu instables. Une valeur ky  peut avoir une incidence considérable dans un petit 

groupe, par rapport à la plus grande stabilité de la variable 0 1y  Employé. 

Les quatre lignes des tableaux 5.1 à 5.4 renvoient à une série de quatre ensembles de réponses différents. 

Leur caractéristique importante est qu’ils sont, par construction, des ensembles avec des IMB de plus en 

plus faibles. La première ligne, Réel, est l’ensemble de réponses consigné dans la collecte des données de 

l’Enquête sur la population active de 2012 pour les 32 265 unités (personnes). Les trois derniers ensembles 

de réponses, A65, A63, A60, tirés de Särndal et Lundquist (2017), sont construits à partir de Réel au moyen 

de la méthode du seuil de façon à obtenir une réduction successive du déséquilibre IMB.  

Ainsi, on a créé l’ensemble de réponses A65 à partir de Réel en diminuant, à chacun des points 

d’intervention, les unités répondantes de Réel dont la propension à répondre calculée dépasse le seuil de 

0,65. Cela tend à aplanir les différences de propension à répondre, de sorte que cette construction réduit 

IMB, et que le taux de réponse global P  diminue quelque peu. On a obtenu les ensembles de réponses 

désignés par A63 et A60 en fixant leur seuil respectif à 0,63 et 0,60; encore une fois, IMB et P  sont réduits. 

Les colonnes du tableau montrent : le taux de réponse ,P  le déséquilibre IMB (multiplié par 102), les 

composantes 1D  et 2D  de l’écart CAL 1 2D D    (toutes les trois multipliées par 102), la proportion 2D  

de CAL , 2 2 CALProp 100 / ,D D    et enfin le rapport de taille 1 ,D  1 1 1Rel / la moyenne ,D D D  où 

la moyenne  1D  est la moyenne arithmétique des quatre valeurs de 1.D  du tableau. Nous utilisons 1Rel D  

pour voir si sa valeur est proche de « un » pour toutes les lignes, conformément à la théorie selon laquelle 

1D  est peu touché par la réduction du déséquilibre IMB. 

Les résultats des tableaux 5.1 à 5.4 donnent lieu aux observations suivantes. La deuxième et la troisième 

sont particulièrement intéressantes, car elles confirment ce que la théorie des sections précédentes suggère, 

à savoir que quand IMB est réduit, 2PropD  diminue assez nettement, tandis que 1Rel D  reste très proche 

de 1. 
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1. Dans les quatre tableaux, 1D  et 2D  ont le même signe. Les deux sont positifs, et le déséquilibre IMB 

réduit (de la première à la quatrième ligne) entraîne une réduction de CAL 1 2 ,D D    presque 

entièrement attribuable à la diminution de 2 .D  

2. Dans chaque tableau, les rapports 1Rel D  ne sont pas éloignés de 1. La valeur de 1D  est ainsi 

remarquablement constante dans les quatre lignes (ensembles de réponses), et par conséquent 

insensible à la réduction d’IMB. 

3. Dans chaque tableau, les valeurs 2D  et 2PropD  diminuent sur les quatre lignes, comme le laissait 

prévoir la théorie. En fait, 2PropD  tend vers zéro avec IMB. L’effet de la variable y  est important; 

2PropD  est beaucoup plus grand pour Revenu que pour Employé. 

4. La variation du vecteur x  a une influence importante sur 1 ,D  pour les deux variables .y  Le passage 

de 1 ,x x  qui est plus petit, (tableaux 5.1 et 5.3) à 2 ,x x  plus vaste, (tableaux 5.2 et 5.4) entraîne 

une réduction considérable de 1 ,D  tandis que 2D  varie très peu. 

 
Nous avons examiné la répartition des divergences du groupe ,J  soit ,j 1, , ,j J   pour les vecteurs 

1x  (avec 8),J  2x  (avec 16)J   et 3x   (Instruc   Propriétaire   Origine   État civil   Sexe) (avec 

32).J   Pour Employé et Revenu, et pour les quatre ensembles de réponses, on constate sans surprise 

quelques grandes valeurs j  positives et une certaine asymétrie dans la répartition. Pour les deux variables, 

1

J

j jj
W 


   est nettement positif. Cela signifie qu’en moyenne dans les groupes, les moyennes y  sont, 

pour ces données, plus élevées pour les répondants que pour les non-répondants. Il s’agit d’une 

caractéristique de ces variables y  particulières. 

Pour 3 ,x  le graphique des 32 divergences j  par rapport au différentiel de non-réponse jQ Q  montre 

une majorité de points près de zéro sur les deux axes, et des valeurs dispersées dans les quatre quadrants du 

graphique. Le graphique indique une corrélation positive, mais peu prononcée, entre j  et ,jQ Q  ce qui 

rend le terme de covariance 2D  positif. 

 
Tableau 5.1 
Variable d’enquête y   Employé; vecteur x  : (Instruc   Propriétaire   Origine). Lignes : quatre ensembles 
de réponses. Colonnes : taux de réponse ,P  déséquilibre IMB (multiplié par 102), composantes 1D  et 2D  de 

CAL 1 2D D    (toutes trois multipliées par 102), 2Prop D  et 1Rel D  
 

Ensemble 
rép. 

P  IMB 
1D  2D  CAL  2Prop D  1Rel D  

Réel 0,706 0,608 0,558 0,151 0,709 21,3 0,96 
A65 0,659 0,135 0,586 0,098 0,684 14,2 1,01 
A63 0,648 0,113 0,596 0,086 0,682 12,6 1,03 
A60 0,625 0,062 0,579 0,058 0,637  9,3 1,00 
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Tableau 5.2 
Variable d’enquête y   Employé; vecteur x  : (Instruc   Propriétaire   Origine   État civil). Lignes : quatre 
ensembles de réponses. Colonnes : taux de réponse ,P  déséquilibre IMB (multiplié par 102), composantes 1D  
et 2D  de CAL 1 2D D    (toutes trois multipliées par 102), 2Prop D  et 1Rel D  
 

Ensemble 
rép. 

P  IMB 
1D  2D  CAL  2Prop D  1Rel D  

Réel 0,706 0,672 0,459 0,153 0,612 25,0 0,92 
A65 0,659 0,165 0,515 0,101 0,616 16,4 1,03 
A63 0,648 0,142 0,524 0,083 0,607 13,7 1,05 
A60 0,625 0,088 0,493 0,067 0,560 12,0 0,99 

 
 

 
Tableau 5.3 
Variable d’enquête y   Revenu; vecteur x  : (Instruc   Propriétaire   Origine). Lignes : quatre ensembles de 
réponses. Colonnes : taux de réponse ,P  déséquilibre IMB (multiplié par 102), composantes 1D  et 2D  de 

CAL 1 2D D    (toutes trois multipliées par 102), 2Prop D  et 1Rel D  
 

Ensemble 
rép. 

P  IMB 
1D  2D  CAL  2Prop D  1Rel D  

Réel 0,706 0,608 0,668 0,648 1,316 49,2 1,26 
A65 0,659 0,135 0,479 0,261 0,740 35,3 0,90 
A63 0,648 0,113 0,449 0,250 0,699 35,8 0,84 
A60 0,625 0,062 0,530 0,169 0,699 24,2 1,00 

 
 

 
Tableau 5.4 
Variable d’enquête y   Revenu; vecteur x  : (Instruc   Propriétaire   Origine   État civil). Lignes : quatre 
ensembles de réponses. Colonnes : taux de réponse ,P  déséquilibre IMB (multiplié par 102), composantes 1D  
et 2D  de CAL 1 2D D    (toutes trois multipliées par 102), 2Prop D  et 1Rel D  
 

Ensemble 
rép. 

P  IMB 
1D  2D  CAL  2Prop D  1Rel D  

Réel 0,706 0,672 0,324 0,639 0,963 66,4 0,98 
A65 0,659 0,165 0,327 0,247 0,574 43,0 0,99 
A63 0,648 0,142 0,313 0,232 0,545 42,6 0,95 
A60 0,625 0,088 0,355 0,166 0,521 31,9 1,08 

 
6  Remarques finales 
 

Le présent article repose sur la question suivante : si l’ajustement de la pondération calé à l’étape de 

l’estimation élimine partiellement le biais de non-réponse dans les estimations, pourquoi le fait d’utiliser 

des variables auxiliaires également dans la collecte de données adaptative qui précède ne peut-il pas éliminer 

le reste du biais ? Les motifs portant à le croire seraient qu’après une collecte de données adaptative, on 

peut obtenir un ensemble final de répondants qui, à bien des égards, est une copie de l’échantillon 

probabiliste (mais plein de non-réponses) sélectionné et qu’il ne devrait par conséquent pas rester de biais 

appréciable. Nous avons examiné l’estimateur de la pondération calée et son écart CAL  par rapport à 

l’estimateur sans biais exigeant une réponse complète. L’examen reste théorique, car dans une enquête réelle 

en présence de non-réponse, l’estimateur sans biais (de Horvitz-Thompson) n’est pas disponible. 
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En général, les répondants diffèrent systématiquement des non-répondants. En gardant cette différence 

à l’esprit, nous avons pu écrire CAL  comme étant la somme d’un terme résistant 1D  et d’un terme 

réductible 2 .D  En cas d’échantillon divisé en sous-groupes, le terme réductible 2D  est déterminé par la 

covariance (sur les groupes) entre le taux de non-réponse de groupe et la corrélation à l’intérieur du groupe 

entre Réponse et variable .y  On peut alors réduire 2D  à zéro si les taux de non-réponse de tous les groupes 

peuvent être égaux dans une collecte de données adaptative. Cependant, la collecte de données adaptative 

n’élimine pas le terme résistant 1.D  Cela est en quelque sorte un message qui donne à réfléchir : l’écart par 

rapport à l’estimation sans biais n’est pas éliminé. Il reste que la collecte de données adaptative peut 

promettre un meilleur point de départ pour la phase d’estimation qui suit la fin de la collecte des données. 

 
Annexe 
 

Partie 1. Calcul de la décomposition CAL 1 2D D    dans le résultat 3.1. Par définition CAL   

 x b b x bs r s s r sy      par l’utilisation de (2.6). Substituons  1x x xs r nrP P    et s ry P y   

   1 1 .x b x bnr r r nr nrP y P P       Cela donne    CAL 1 .x b bnr r nrP      Enfin, substituons 

 x x x xnr s r nrP    pour aboutir aux termes 1D  et 2D  du résultat 3.1. Le fait que les deux expressions 

de 2D  sont équivalentes provient de    1 .x x x xr nr r sP     
 

Partie 2. Calcul du coefficient de corrélation à l’intérieur du groupe (4.1) entre l’indicateur de réponse i  et 

la variable d’enquête .y  Par définition, la corrélation est ,j iyj ij yjS S S   où la covariance est iyjS   

     
1

j jj j
k k k s k ss s

d d i i y y


    avec .
j j j

s k k k js s
i d i d P    Un développement donne 

 1iyj j j jS P P    avec .
j jj r nry y    La variance y  est    

1 2
2 ,

jj j
yj k k k ss s

S d d y y


    et 2
ijS  

est analogue avec   2

jk si i  remplaçant   2
,

jk sy y  de sorte que  2 1 .ij j jS P P   Le résultat j   

 1j j j yjP P S  suit. 
 

Partie 3. Démonstration de (4.2) : Selon le modèle 4.1, jr  et jnr  sont des ensembles fixes, de taille 

respective jm  et j jn m  et de moyennes fixes 
jry  et .

jnry  L’ensemble de transfert jtr  de taille fixe jq  

est aléatoire, retiré par échantillonnage aléatoire simple à partir de la non-réponse j j jnr s r   et transféré 

à la réponse .jr  Les nouvelles moyennes ,y  pour la réponse et la non-réponse, sont 

                 * *; .
j jj j j j

r k k j j nr k k j j jr tr nr tr
y y y m q y y y n m q            

Parce que jtr  est un échantillon aléatoire simple provenant de l’ensemble fixe ,jnr  la moyenne de 

l’ensemble de transfert 
j j

tr k jtr
y y q   a une valeur prévue de .

jnry  Les valeurs prévues des nouvelles 

moyennes y  sont alors les valeurs suivantes : 

                * *; .
j j j j j j jr j r j nr j j nr j j nr j nr j j j nrE y m y q y m q E y n m y q y n m q y           

L’expression (4.2) pour      * * *j jj r nrE E y E y    suit. 
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Nouveau mode d’estimation d’un modèle logistique 
cumulatif avec des données d’enquêtes à plans complexes 

Phillip S. Kott et Peter Frechtel1 

Résumé 

Quand on ajuste une variable catégorique ordonnée à L > 2 niveaux à un ensemble de covariables sur données 
d’enquêtes à plans complexes, on suppose communément que les éléments de la population suivent un modèle 
simple de régression logistique cumulative (modèle de régression logistique à cotes proportionnelles). Cela 
signifie que la probabilité que la variable catégorique se situe à un certain niveau ou au-dessous est une fonction 
logistique binaire des covariables du modèle. Ajoutons, sauf pour l’ordonnée à l’origine, les valeurs des 
paramètres de régression logistique sont les mêmes à chaque niveau. La méthode « fondée sur le plan » classique 
servant à ajuster le modèle à cotes proportionnelles est fondée sur le pseudo-maximum de vraisemblance. Nous 
comparons les estimations calculées par cette méthode à celles d’un traitement dans un cadre basé sur un modèle 
robuste sensible au plan. Nous indiquons par un simple exemple numérique en quoi les estimations tirées de ces 
deux traitements peuvent différer. La nouvelle méthode peut facilement s’élargir pour ajuster un modèle 
logistique cumulatif général où l’hypothèse du parallélisme peut ne pas se vérifier. Un test de cette hypothèse 
peut aisément s’ensuivre. 

 
Mots-clés : Hypothèse du parallélisme; estimation sensible au plan; modèle standard; modèle élargi. 

 
 

1  Introduction : Ajustement d’un modèle de régression avec des 
données d’enquêtes à plans complexes 

 

Notre propos est de présenter un nouveau mode d’estimation d’un modèle logistique cumulatif (aussi 

appelé modèle logistique ordinal ou modèle de régression ordinale), soit un modèle de régression avec une 

variable dépendante catégorique comptant plus de deux catégories ordonnées, sur des données d’enquêtes à 

plans complexes. Les méthodes standard d’estimation ne peuvent s’appliquer avec la plupart des logiciels 

« basés sur le plan » classiques, comme SAS (SAS Institute Inc., 2015), sauf si l’« hypothèse de 

parallélisme » se vérifie comme nous le verrons. 

Ce sont Fuller (1975) pour la régression linéaire et Binder (1983) plus généralement qui ont introduit le 

cadre standard « fondé sur le plan » pour ajuster un modèle de régression à des données d’enquête. Un tel 

cadre traite la population finie comme la réalisation d’essais indépendants d’une population conceptuelle. 

En principe, il serait possible de calculer un estimateur de régression en maximum de vraisemblance à partir 

des valeurs d’une population finie. Avec le cadre Fuller/Binder, le but est d’estimer à partir de données 

d’enquête l’estimateur conceptuel du maximum de vraisemblance ou sa limite quand la population croît 

arbitrairement. C’est ce que Skinner (1989) appelle l’approche par « pseudo-maximum de vraisemblance ». 

Kott (2018) décrit une nouvelle méthode basée sur un modèle pour estimer des modèles de régression 

avec des données d’enquêtes à plans complexes qu’on peut qualifier d’estimation par modèle robuste 

« sensible au plan ». À la suite de Kott (2007), nous définissons le modèle standard de cette approche de la 

manière suivante : 
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   ,x βT
k k ky f    où   0.xk kE    (1.1) 

Sous un aspect très général, le modèle standard impose une restriction clé dans l’équation (1.1) : 

  0,kE    quelle que soit la valeur de .x k  L’hypothèse peut ne pas se vérifier et le modèle standard 

pourrait ne pas convenir à la population analysée. 

Dans le modèle élargi,   0xk kE    à l’équation (1.1) est remplacé par   .x 0k kE    À la différence 

du modèle standard, le modèle élargi robuste plus général échoue rarement. 

Avec une population indépendante et identiquement distribuée (iid) U  de N  éléments, on voit d’emblée 

que 

    1lim x β x 0T
k k kU

p N y f     

sous le modèle élargi. Avec un échantillon complexe S  à poids   ,kw  dont chacun est (presque) égal à 

l’inverse de la probabilité de sélection de l’élément correspondant, 

    1lim x β x 0T
k k k kS

p N w y f    (1.2) 

sous des conditions légères sur le plan de sondage. Le « presque » entre parenthèses doit être ajouté lorsque 

les poids comprennent des corrections pour non-réponse totale ou erreurs de couverture dans la base de 

sondage dont l’analyste suppose qu’on a tenu compte d’une manière asymptotiquement non biaisée. Les 

corrections de poids par calage à des fins d’efficacité statistique sont une autre raison d’ajouter ce 

« presque ». 

Que l’analyste suppose que le modèle standard ou le modèle élargi vaut pour la population, résoudre 

pour b  dans l’équation d’estimation pondérée (Godambe et Thompson, 1986) 

   x b x 0T
k k k kS

w y f   (1.3) 

procure un estimateur cohérent pour β  sous des conditions légères. 

L’équation d’estimation en pseudo-maximum de vraisemblance dans Binder est 

 
 

   ,
x b

x b x 0
T
k T

k k k kS
k

f
w y f

v


    

où  2 .xk k kv E   Pour une régression logistique, de Poisson ou linéaire par les moindres carrés 

ordinaires (MCO),   1.x βT
k kf v   Cette égalité pourrait néanmoins ne pas se vérifier dans le cas d’une 

régression linéaire par les moindres carrés généraux (MCG), et ce, même lorsque les éléments ne sont pas 

corrélés. Elle peut aussi ne pas tenir pour un modèle de régression logistique cumulative. 

Celui-ci est un modèle de régression logistique multinomiale pour L  catégories dans un ordre naturel 

(toujours, souvent, parfois, jamais, etc.). L’appartenance à la première catégorie, à la première ou deuxième 

et à la première, deuxième ou troisième, etc., suivrait par hypothèse dans chaque cas un modèle logistique. 

Le modèle logistique cumulatif général est (si on sépare l’ordonnée à l’origine du reste des covariables) 
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  
 
 

exp

1 exp

x β
x

x β

T
k

k k T
k

E y









 


 

 pour 1, , 1,L     

où 1ky   quand k  appartient à une des premières catégories   (la valeur est 0 dans les autres cas). 

L’hypothèse du parallélisme est que β β  pour toutes les valeurs entières de   inférieures à ,L  chacune 

des valeurs en question ayant sa propre ordonnées à l’origine   .   Avec l’hypothèse du parallélisme, le 

modèle logistique cumulatif est souvent ce qu’on appelle un modèle à cotes proportionnelles. Nous 

emploierons le terme « modèle logistique cumulatif simple », bien qu’on parle couramment du modèle 

logistique cumulatif (ou du modèle logistique ordinal). 

On peut trouver les a  et b   qui satisfont l’équation d’estimation : 

 
 
 

1exp

1 exp

x b
0

x b x

T
k

k kk S T
k k

a
w y

a






  
      

  


 

 pour 1, , 1L    (1.4) 

pour estimer le modèle logistique cumulatif général. Ce n’est pas là l’équation d’estimation en pseudo-

maximum de vraisemblance dans la routine surveylogistic de SAS/STAT 14.1 (An (2002, page 7) examine 

l’équation d’estimation en pseudo-maximum de vraisemblance multivariée ajustée par cette procédure) dans 

la routine logistic de SUDAAN 11 (Research Triangle Institute, 2012) ou dans la routine gologit2 de 

STATA (Williams, 2005) pour le modèle logistique cumulatif simple. Seule la routine de STATA permet 

la variation de .b   

Avec L  catégories nominales et des données d’enquêtes à plans complexes, SAS et SUDAAN peuvent 

ajuster le modèle logistique multinomial général,  

  
 

 1

1

exp

1 exp

x β
x

x β

T
k

k k L
T

j k jj

E y












 

 
  pour 1, , 1,L     

avec 1,ky   où k  est dans la e  catégorie, 0 sinon. Ce n’est pas là la même chose que le modèle logistique 

cumulatif général que ces mêmes programmes ne peuvent estimer avec des données d’enquêtes à plans 

complexes. 

Dans la suite du texte, nous présentons un modeste exemple de modèle logistique cumulatif simple. Avec 

des données d’enquêtes à plans complexes, nous ajustons le modèle tant par la technique de pseudo-

maximum de vraisemblance que par l’équation (1.4). Dans ce dernier cas, nous créons un jeu de données 

avec 1L   observations pour chaque répondant k  (à noter que 1 1, ,k L ky y   sont dans la même unité 

primaire d’échantillonnage). Nous suivons Kott (2018) et appelons ce mode d’ajustement la technique 

« sensible au plan », bien que, strictement parlant, il soit basé sur un modèle. L’approche par pseudo-

maximum de vraisemblance est également sensible aux poids de sondage et aux autres aspects du plan de 

sondage. 

L’article teste ensuite l’hypothèse du parallélisme. Un exemple simple sera présenté à la section 2 et une 

discussion conclura l’article à la section 3. 
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2  Un exemple simple 
 

La National Survey on Drug Use and Health (NSDUH) est une enquête annuelle auprès de la population 

civile hors établissement âgée de 12 ans et plus aux États-Unis. À l’aide des données de 2006 à 2010 de la 

NSDUH, nous nous attachons à une question d’enquête posée à des adolescents (de 12 à 17 ans) ayant reçu 

un traitement contre la dépression dans la dernière année : 

Dans les 12 derniers mois, à quel point le traitement ou le counselling vous a-t-il aidé? 

Les réponses viables étaient pas du tout (l), un peu (2), dans une certaine mesure (3), beaucoup (4) et 

extrêmement (5). 

Nous avons écarté les réponses manquantes ou non valides tant à cette question qu’à la question de savoir 

si le répondant avait reçu ou non un traitement contre la dépression la dernière année. Nous reviendrons sur 

cette pratique à la section « Discussion ». 

En nous servant de SAS, nous avons estimé le modèle logistique cumulatif simple qui suit : 

  
 
 

exp

1 exp
x k

k k
k

meds
E y

meds

 
 



 






 pour 1, , 1,L    (2.1) 

où 1meds   quand le répondant k  avait des médicaments contre la dépression (la valeur est 0 dans les 

autres cas) avec l’approche en pseudo-maximum de vraisemblance et avec la technique sensible au plan. 

Dans le cas de l’estimation en pseudo-maximum de vraisemblance, nous avons inversé l’ordre des réponses 

avec 1 1ky   où k  a répondu que le traitement (ou le counselling) l’avait extrêmement aidé, avec 2 1ky   

où k  a répondu que le traitement l’avait extrêmement ou beaucoup aidé, avec 3 1ky   où k  a répondu que 

le traitement l’avait aidé plus qu’un peu, et avec 4 1ky   où k  a répondu que le traitement l’avait aidé au 

moins un peu. Il y avait enfin 5 41 1k ky y    où k  a répondu que le traitement ne l’avait pas aidé du 

tout. Dans SAS, cela veut dire que la variable dépendante Y  était égale à 1 en cas d’aide extrême, à 2 en 

cas d’aide importante, etc., jusqu’à 5 en cas d’aide tout à fait inefficace. 

Pour la technique srensible au plan, nous avons créé quatre observations à partir de k  dans un nouveau 

jeu de données. Avec la ei  observation notée C i  dans SAS, variable (catégorique) de classe ajoutée à 

l’énoncé du modèle, nous avons créé une variable dépendante (D) égale à iky  à l’équation (2.1). Nous 

devions ajouter EVENT = « 1 » après D dans l’énoncé du modèle, parce que nous modélisons quand D 1.  

Le code SAS des deux techniques d’estimation figure en annexe. Le jeu de données NSDUH que nous 

avons utilisé comptait 60 strates de variance avec deux unités primaires d’échantillonnage (UPE) de 

variance dans chacune et des poids d’analyse fondés sur les probabilités de sélection et la réponse des unités. 

Nous présentons respectivement aux tableaux 2.1 et 2.2 les estimations des paramètres obtenues avec 

SAS avec les approches en pseudo-maximum de vraisemblance et sensible au plan. Au tableau 2.1, 

l’Ordonnée à l’origine i  est l’estimation en pseudo-maximum de vraisemblance de ik  à l’équation 

(2.1). La somme de l’Ordonnée à l’origine et C i  au tableau 2.2 est l’estimation sensible au plan pour 

ik  quand 1, 2i   ou 3. L’estimation sensible au plan pour 4k  est l’ordonnée à l’origine au tableau 2.2, 
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moins la somme [C 1] [C 2] [C 3].      Enfin (et plus simplement), meds dans les deux tableaux 

estime .  

Dans tous les cas, les estimations d’un même paramètre sont proches dans les deux tableaux. La hausse 

en pourcentage de chaque niveau de satisfaction à l’égard du traitement par administration de médicaments 

contre la dépression (estimation pour )  est en gros de 45 % (dans notre examen des résultats des 

régressions logistiques, nous traitons les différences de cotes logarithmiques comme égales aux différences 

en pourcentage des cotes, bien que ce ne soit qu’approximativement vrai). La quasi-égalité fait voir que 

l’hypothèse de parallélisme n’est pas violée par nos données NSDUH. 

 
Tableau 2.1 
Estimation en pseudo-maximum de vraisemblance du modèle logistique cumulatif simple 
 

Paramètre Estimation Erreur-type Valeur t Pr > | t | 

Ordonnée à l’origine 1 -2,2917 0,0913 -25,10 < 0,0001 
Ordonnée à l’origine 2 -0,7617 0,0685 -11,11 < 0,0001 
Ordonnée à l’origine 3 0,2511 0,0624 4,02 0,0002 
Ordonnée à l’origine 4 1,3695 0,0739 18,53 < 0,0001 

meds 0,4516 0,0965 4,68 < 0,0001 
NOTA : Le nombre de degrés de liberté des tests t est de 60. 

 
Tableau 2.2 
Estimation sensible au plan du modèle logistique cumulatif simple 
 

Paramètre Estimation Erreur-type Valeur t Pr > | t | 

Ordonnée à l’origine -0,3591 0,0583 -6,16 < 0,0001 
C 1 -1,9329 0,0592 -32,63 < 0,0001 
C 2 -0,4039 0,0356 -11,33 < 0,0001 
C 3 0,6087 0,0392 15,52 < 0,0001 

meds 0,4498 0,0955 4,71 < 0,0001 
NOTA : Le nombre de degrés de liberté des tests t est de 60. 

 
On peut directement vérifier l’hypothèse du parallélisme en ajoutant une variable de classe M au jeu de 

données sensible au plan avec :  

 

M 1  si C 1  et 1,

M  2 si C  2 et  1,

M  3 si C  3 et  1, et

M  4 dans les autres cas.

meds

meds

meds

  

  

  



  

 

Si elle est ajoutée à l’énoncé du modèle dans SAS, la variable de classe M appréhende les différences 

d’incidence de l’administration de médicaments contre la dépression dans la dernière année sur les niveaux 

de satisfaction à l’égard du traitement. Ainsi, la hausse des cotes estimée en pourcentage d’une satisfaction 

extrême est, selon le tableau 2.3 de 0,3816 (à partir de ),meds  plus 0,0717 (à partir de M = 1) ou de 45,33 %. 

Les autres hausses en pourcentage sont moindres, mais aucune n’est statistiquement différente des autres. 
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Nous le constatons par la valeur F extrêmement faible de M au tableau 2.4. Ajoutons qu’aucune des valeurs 

t  pour un M au tableau 2.3 n’est significative même au niveau 0,5 (10 fois la valeur standard de 0,05). 
 

 
Tableau 2.3 
Estimation du modèle logistique cumulatif général 
 

Paramètre Estimation Erreur-type Valeur t Pr > | t | 

Ordonnée à l’origine -0,2919 0,1270 -2,30 0,0251 
C 1 -1,9636 0,0806 -24,37 < 0,0001 
C 2 -0,4104 0,0440 -9,33 < 0,0001 
C 3 0,6202 0,0490 12,66 < 0,0001 

Meds 0,3816 0,1452 2,63 0,0109 
M 1 0,0717 0,1273 0,56 0,5754 
M 2 0,0234 0,0652 0,36 0,7215 
M 3 -0,0236 0,0719 -0,33 0,7439 

NOTA : Le nombre de degrés de liberté des tests t est de 60. 

 
 

Tableau 2.4 
Tests F du modèle logistique cumulatif général 
 

Effet Valeur F DL numérateur DL dénominateur Pr > F 
C 280,39 3 58 < 0,0001 

Meds 6,91 1 60 0,0109 
M 0,16 3 58 0,9239 

 
3  Discussion 
 

S’il y a plus d’une variable explicative dans le modèle logistique cumulatif, chacune doit être testée 

comme meds  l’a été à la section précédente. Il s’agit d’ajouter une variable de classe analogue dans chaque 

cas. On peut effectuer un test F général pour vérifier si chaque variable de classe n’est pas significative (au 

niveau 0,05, disons). Une meilleure approche avec des données d’enquêtes à plans complexes consisterait 

à suivre Korn et Graubard (1990) et à employer le test t  simple ajusté de Bonferroni. Pour une signification 

au niveau 0,05, nous calculerons les valeurs t  pour chaque composante testée de chaque variable de classe 

ajoutée (il y en a trois au tableau 2.3), puis nous comparerons la valeur p  de la plus petite à 0,05/le nombre 

de composantes testées. 

Un avantage avec l’approche sensible au plan basée sur un modèle dans l’ajustement d’un modèle 

logistique cumulatif simple par rapport à une approche en pseudo-maximum de vraisemblance ne ressort 

pas avec nos données de la NSDUH. Quand l’hypothèse du parallélisme ne se vérifie pas et qu’un modèle 

élargi est ajusté, la satisfaction de la première « équation » en (1.4) nous assure que 

 
 

 1

1

exp

1 exp

x b

x b

k
k k k Lk S k S

j kj

a
w y w

a
 






 
 




  pour 1, , 1.L    (3.1) 
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Quand x k  même est une variable catégorique à plusieurs niveaux (une seule composante de x k   

 1 , ,k kQx x  est 1 et les autres composantes sont 0), l’équation (3.1) garantit que la moyenne pondérée de 

ky   pour chaque catégorie x  (composante de )x k  et le niveau cumulatif   est égale à la valeur prédite que 

décrit l’équation  

    
1

1

ˆ exp 1 exp ,x b x b
L

T T
k k j k

j

y a a




      
    

ce qui a tout d’une propriété raisonnable. L’équation (1.4) est simplement une extension de la propriété à 

un x k  plus général.  

Dans l’exemple de la NSDUH, on pouvait voir, sans que la portée soit générale, qu’il était légèrement 

plus efficace d’utiliser l’approche sensible au plan que l’approche en pseudo-maximum de vraisemblance. 

C’est ce qu’on peut constater en comparant les valeurs t  de meds  (inverses des coefficients de variation 

estimés respectifs) aux tableaux 2.1 et 2.2. Si nous faisons abstraction des poids d’analyse, des strates et des 

grappes (en fixant les poids et les strates à 1 et en traitant chaque répondant comme une unité primaire 

d’échantillonnage), le résultat s’inverse, comme on pouvait s’y attendre. Le point à faire valoir ici est qu’une 

approche en pseudo-maximum de vraisemblance sur données d’enquêtes à plans complexes est 

véritablement « pseudo » (dans le cas qui nous occupe, c’est probablement vrai en raison de l’incidence des 

poids sur les estimations). 

Enfin, le jeu de données que nous avons créé retranchait les observations répondantes avec des valeurs 

manquantes pour les variables dépendante et meds. Lorsqu’on ajuste le modèle élargi, cela n’est valide (les 

estimations résultantes sont asymptotiquement non biaisées dans ce cas) que si un répondant du champ 

d’enquête  un adolescent traité pour dépression l’année précédente  est retranché entièrement au hasard. 

Dans l’ajustement du modèle standard, la probabilité d’être retranché est fonction seulement du fait que 

l’adolescent dans l’enquête ait pris des médicaments contre la dépression l’année précédente, et de rien 

d’autre. On userait alors de prudence en ajoutant au modèle des variables qui ne sont jamais manquantes, 

même quand elles ne sont pas significatives. Si nous ajoutons des variables de classe pour l’âge, le sexe, la 

race-ethnicité, l’appartenance urbaine et le revenu familial (toutes font l’objet d’une imputation si elles 

manquent dans le cadre de la NSDUH) à notre modèle logistique cumulatif simple, aucune n’est 

significative au niveau 0,05. Les principaux résultats ne changent pas outre mesure (l’estimation de   

monte d’environ 0,45 à 0,50) bien que la valeur t  de meds soit moindre dans l’approche sensible au plan 

( 0,4948; 5,49)meds medsb t   que dans l’approche en pseudo-maximum de vraisemblance ( medsb   

0,4987; 5,52).medst   

 

Annexe 
 

/* PML est un jeu de données pour des adolescents ayant répondu à la NSDUH dans les années d’enquête 

2006 à 2010 et déclaré avoir été traités contre la dépression et avoir pris des médicaments contre cette 

maladie. Les variables sont les suivantes : 
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Y = 1, traitement extrêmement utile; Y = 2, traitement largement utile; Y = 3, traitement utile dans une 
certaine mesure; Y = 4, traitement un peu utile; Y = 5, traitement inutile; 

meds = 1 en cas d’administration de médicaments contre la dépression, 0 dans les autres cas; 

VESTR, strate de variance; 

VEPSU, unité primaire d’échantillonnage de variance; 

IDNUM, numéro d’identification du répondant; 

ANALWT, poids d’analyse. 
 

Ce jeu de données sert à l’estimation en pseudo-maximum de vraisemblance du modèle logistique cumulatif 

simple et à la création du jeu de données DS_SIMPLE, qui permet d’estimer ce même modèle logistique 

cumulatif simple avec une approche sensible au plan. On l’emploie pour créer le jeu de données 

DS_GENERAL pour une estimation sensible au plan du modèle logistique cumulatif général. */ 
 

DATA DS_SIMPLE; SET PML; BY VESTR VEPSU IDNUM;  

D = 0; 

C = 1; IF Y < 2 THEN D = 1; OUTPUT;  

C = 2; IF Y < 3 THEN D = 1; OUTPUT;  

C = 3; IF Y < 4 THEN D = 1; OUTPUT;  

C = 4; IF Y < 5 THEN D = 1; OUTPUT;  
 

DATA DS_GENERAL; SET DS_SIMPLE;  

M = 4; 

IF C = 1 AND MEDS = 1 THEN M = 1;  

IF C = 2 AND MEDS = 1 THEN M = 2;  

IF C = 3 AND MEDS = 1 THEN M = 3; 
 

/*PROC ci-après sert à produire le tableau 2.1*/ 
 

PROC SURVEYLOGISTIC DATA = PML; CLUSTER VEPSU; 

MODEL Y = MEDS;  

STRATA VESTR; WEIGHT ANALWT; RUN;  
 

/*PROC ci-après sert à produire le tableau 2.2*/ 
 

PROC SURVEYLOGISTIC DATA = DS_SIMPLE; CLASS C;  

CLUSTER VEPSU;  

MODEL D(EVENT = '1') = C MEDS; 

STRATA VESTR; WEIGHT ANALWT; RUN;  
 

/*PROC ci-après sert à produire les tableaux 2.3 et 2.4*/ 
 

PROC SURVEYLOGISTIC DATA =DS_GENERAL; CLASS M C; 

CLUSTER VEPSU;  

MODEL D(EVENT = '1') = C MEDS M; 

STRATA VESTR; WEIGHT ANALWT; RUN. 
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Combinaison d’échantillons probabilistes indépendants 

Anton Grafström, Magnus Ekström, Bengt Gunnar Jonsson, 
Per-Anders Esseen et Göran Ståhl1 

Résumé 

Dans divers domaines, il est de plus en plus important de fusionner les sources d’information disponibles pour 
améliorer les estimations des caractéristiques de la population. En présence de plusieurs échantillons 
probabilistes indépendants d’une population finie, nous examinons plusieurs solutions d’estimateur combiné du 
total de la population, basé soit sur une combinaison linéaire d’estimateurs distincts, soit sur une méthode par 
échantillon combiné. L’estimateur en combinaison linéaire fondé sur des variances estimées est susceptible d’être 
biaisé, car les estimateurs distincts du total de la population peuvent être fortement corrélés à leurs estimateurs 
de la variance respectifs. Nous illustrons la possibilité d’utiliser un échantillon combiné pour estimer les variances 
des estimateurs distincts, ce qui donne des estimateurs de la variance groupés généraux. Ces estimateurs de la 
variance groupés utilisent tous les renseignements disponibles et peuvent réduire considérablement le biais d’une 
combinaison linéaire d’estimateurs distincts. 

 
Mots-clés : Estimateur de Horvitz-Thompson; probabilités d’inclusion; estimateur en combinaison linéaire; estimation 

de la variance. 

 
 

1  Introduction 
 

Le fait d’utiliser toute l’information disponible pour produire de meilleures estimations est une idée très 

séduisante, mais on sait rarement comment procéder exactement pour obtenir les meilleurs résultats. Une 

littérature abondante traite de ce qu’on appelle maintenant la méta-analyse, qui se fonde sur l’idée de la 

combinaison des résultats de plusieurs études. Cochran et Carroll (1953) et Cochran (1954) ont publié deux 

des premiers articles portant sur la combinaison d’estimations provenant d’expériences différentes. 

Koricheva, Gurevitch et Mengersen (2013) et Schmidt et Hunter (2014) ont rédigé deux ouvrages présentant 

un traitement plus actuel et plus complet de la méta-analyse. Dans le présent article, nous n’étudierons pas 

la combinaison de résultats d’expériences classiques, mais plutôt de résultats provenant d’échantillons 

probabilistes multiples. Nous présentons tous les éléments de plan requis, comme les probabilités 

d’inclusion du premier et du second ordre, pour une combinaison générale de multiples échantillons 

indépendants provenant de différents plans d’échantillonnage. Nous présentons également de nouveaux 

estimateurs de la variance d’estimateurs distincts basés sur le plan des échantillons combinés. Les 

estimateurs de la variance proposés peuvent être considérés comme des estimateurs de la variance groupés 

généraux utilisant toute l’information disponible. En particulier, on peut utiliser ces estimateurs de la 

variance groupés dans une combinaison linéaire d’estimateurs distincts pour réduire l’erreur quadratique 

moyenne (EQM) par rapport à l’utilisation d’estimateurs de la variance distincts et donc indépendants. 
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Nous posons une restriction, à savoir que nous traitons uniquement une combinaison d’échantillons 

probabilistes indépendants provenant d’une même population au même moment ou, si ce n’est pas le cas, 

en supposant que la variation de la variable cible n’est pas significative. De plus, nous supposons que chaque 

plan d’échantillonnage est suffisamment connu pour que les probabilités d’inclusion du premier et du second 

ordre soient connues pour toutes les unités. En général, nous devons également être en mesure d’identifier 

de façon unique chaque unité afin de détecter si une même unité est sélectionnée dans plus d’un échantillon, 

ou plusieurs fois dans le même échantillon. Quelques-unes de ces hypothèses pourraient être très restrictives, 

car elles ne se vérifient pas nécessairement dans certaines circonstances pratiques. 

Soit  = 1, 2, ,U N  l’ensemble d’étiquettes de N  unités dans la population. Notre objectif consiste 

à estimer le total d’une variable cible ,y  qui prend comme valeur iy  pour l’unité .i U  Nous cherchons 

ainsi à estimer 
=1

= .
N

ii
Y y  Nous supposons que nous avons accès à k  échantillons probabilistes 

indépendants  ,S  = 1, , ,k   de ,U  où les échantillons peuvent provenir de différents plans 

d’échantillonnage. Sous ces hypothèses, nous examinons différentes possibilités d’estimation du total de la 

population en utilisant tous les renseignements disponibles. Dans certains cas, il faut savoir quelles sont les 

unités incluses dans plusieurs échantillons différents. De nos jours, on le sait plus facilement dans les 

enquêtes relatives à la surveillance environnementale et aux ressources naturelles, en raison de l’utilisation 

répandue de systèmes de positionnement par satellite précis (Næsset et Gjevestad, 2008). Dans les études 

environnementales, on peut souvent considérer les unités comme des emplacements ayant des coordonnées 

données, mais la situation est différente dans les sondages menés auprès, par exemple, de personnes pouvant 

être anonymes ou non identifiables. De plus, des programmes de surveillance du paysage et des forêts sont 

réalisés dans plusieurs pays (Tomppo, Gschwantner, Lawrence et McRoberts, 2009; Ståhl, Allard, Esseen, 

Glimskår, Ringvall, Svensson, Sundquist, Christensen, Gallegos Torell, Högström, Lagerqvist, Marklund, 

Nilsson et Inghe, 2011; Fridman, Holm, Nilsson, Nilsson, Ringvall et Ståhl, 2014) et ils doivent parfois être 

complétés par des programmes spéciaux d’échantillonnage pour que des cibles d’exactitude données soient 

atteintes pour certaines régions ou années (Christensen et Ringvall, 2013). 

Dans la section 2, nous rappelons d’abord la théorie de la combinaison linéaire optimale d’estimateurs 

indépendants distincts. Ensuite, à la section 3, nous présentons la théorie de combinaison d’échantillons 

indépendants. Comme une unité peut être incluse dans plus d’un échantillon ou plusieurs fois dans le même 

échantillon, nous devons décider s’il faut dénombrer une ou plusieurs inclusions. Si l’on compte une seule 

inclusion, le plan est un plan sans remise, alors que si l’on choisit plusieurs inclusions, on obtient une forme 

de plan avec remise. Dans la section 4, nous présentons deux exemples comparant différentes possibilités 

d’estimation. Enfin, à la section 5, nous concluons l’article par une discussion. 

 
2  Combiner des estimations distinctes 
 

Supposons que nous avons 2k   estimateurs, 1 2
ˆ ˆ ˆ, , , kY Y Y  d’un total de population ,Y  résultant de k  

échantillons indépendants de la même population. Nos possibilités dépendent fortement des renseignements 
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disponibles. Si nous avons des estimations et les estimations de la variance correspondante, une combinaison 

linéaire fondée sur des poids calculés à partir de variances estimées pourrait alors être une solution 

intéressante. Nous pourrions aussi pondérer les estimateurs en fonction de la taille de l’échantillon, si elle 

est connue, mais on sait que cela est loin d’être optimal dans certaines situations. Rappelons la théorie de 

combinaison linéaire optimale d’estimateurs indépendants sans biais. La combinaison linéaire de 

1 2
ˆ ˆ ˆ, , , kY Y Y  ayant la plus petite variance est  

                                                                 1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ= ... ,L k kY Y Y Y       

où  

                                                                 
 

 =1

ˆ1
=

ˆ1

i i

i k

j jj

V Y

V Y



  

sont des poids positifs dont la somme est égale à 1. La variance de ˆ
LY  est  

                                                            
 =1

1ˆ = .
ˆ1

L k

j jj

V Y
V Y

  

Il est courant d’utiliser les estimations de la variance à la place des variances inconnues dans le calcul 

des poids ,  comme dans Cochran et Carroll (1953) et Cochran (1954). Si les estimateurs de la variance 

sont convergents, cette méthode fournira asymptotiquement la pondération optimale. De plus, si on suppose 

que les estimateurs de la variance sont indépendants des estimateurs 1 2
ˆ ˆ ˆ, , , ,kY Y Y  l’estimateur qui en 

résulte  

                                                                 *
1 1 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ= ... ,L k kY Y Y Y       

est sans biais et sa variance dépend uniquement de la variance de ˆ
LY  et des EQM des ˆ ,i  voir Rubin et 

Weisberg (1974). Toutefois, comme nous le montrerons bientôt, l’hypothèse d’indépendance est susceptible 

de ne pas être respectée dans de nombreuses applications d’échantillonnage. Dans le cas de corrélations 

positives entre les estimateurs et leurs estimateurs de variance, nous donnons un poids plus important aux 

petites estimations, car elles ont tendance à avoir des variances estimées plus petites. Ainsi, l’estimateur 

combiné (utilisant des poids basés sur des variances estimées) aura un biais négatif, susceptible d’augmenter 

à mesure qu’augmente le nombre d’enquêtes indépendantes que nous combinons (voir l’exemple 1). 

L’opposé est également vrai en cas de corrélation négative, mais cette situation est probablement plus rare 

dans les applications d’échantillonnage. 
 

Exemple 1 : Voici un exemple simpliste illustrant la possibilité d’augmentation du biais à mesure 

qu’augmente le nombre d’enquêtes indépendantes que nous combinons. Supposons que l’estimateur sans 

biais Ŷ  pour un échantillon a pour valeur 1 ou 2 avec des probabilités égales et soit un estimateur de la 

variance dont la valeur est c  fois l’estimateur (corrélation parfaite) et qui est sans biais  1 6 .c   De 

toute évidence, la valeur espérée de Ŷ  est 1,5. Considérons ensuite la combinaison linéaire de deux 

estimateurs indépendants  1 2
ˆ ˆ,Y Y  du même type que Ŷ  au moyen des variances estimées. La paire  1 2

ˆ ˆ,Y Y  

a les quatre résultats possibles suivants (1,1), (1,2), (2,1), (2,2), chacun ayant une probabilité de 1/4. Les 
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résultats correspondants pour la combinaison linéaire *ˆ
LY  avec les variances estimées sont 1, 4/3, 4/3, 2 

avec une espérance de 17 12 1,4167.  Le biais est négatif. Si un troisième estimateur indépendant du 

même type est ajouté, nous avons les huit résultats suivants (1,1,1,1), (1,1,2), (1,2,1), (1,2,2), (2,1,1), (2,1,2), 

(2,2,1), (2,2,2), chacun ayant une probabilité égale de 1/8. Les résultats correspondants pour *ˆ
LY  sont 1, 

6/5, 6/5, 3/2, 6/5, 3/2, 3/2, 2 avec une espérance de 111 80 = 1, 3875.  Le biais est encore plus négatif et il 

continue de croître à mesure que d’autres estimateurs indépendants du même type sont ajoutés à la 

combinaison.  
 

2.1 Pourquoi a-t-on fréquemment une corrélation positive entre l’estimateur 
et l’estimateur de la variance dans les applications d’échantillonnage ? 

 

La question de la corrélation positive entre l’estimateur d’un total et l’estimateur de sa variance a été 

constatée auparavant par Gregoire et Schabenberger (1999) quand l’échantillonnage rend asymétriques des 

populations biologiques, mais nous montrons qu’une forte corrélation peut apparaître dans des applications 

d’échantillonnage plus générales. Supposons que la variable cible n’est pas négative et que > 0iy  pour 

exactement N   unités. La proportion de iy  non nuls (positifs) est désigné par = .p N N  Cette situation 

est très courante dans l’échantillonnage et nous obtenons une variable cible de ce type si nous estimons un 

total de domaine ( = 0iy  à l’extérieur du domaine) ou si un sous-ensemble de la population seulement a la 

propriété d’intérêt. 

L’estimateur de Horvitz-Thompson (HT) sans biais fondé sur le plan est donné par  

                                                             ˆ = ,i

i S i

y
Y


   

où S  désigne l’ensemble aléatoire d’unités échantillonnées et  = Pr .i i S   Selon des plans à taille fixe, 

la variance de Ŷ  est  

                                                          
2

=1 =1

1ˆ = ,
2

N N
ji

ij i j
i j i j

yy
V Y   

 


   
 

   

où  = Pr ,ij i S j S    est la probabilité d’inclusion du second ordre. L’estimateur de la variance 

correspondant est  

                                                        
2

1ˆ ˆ = .
2

ij i j ji

i S j S ij i j

yy
V Y

  
   

 
  

 
   

Si tous les ij  sont strictement positifs, l’estimateur de la variance est alors un estimateur sans biais 

de  ˆ .V Y  

Le nombre de iy  non nuls dans S  (et par conséquent dans ˆ )Y  est noté ici par n  et est habituellement 

un nombre aléatoire. On peut montrer que le nombre d’éléments non nuls dans  ˆ ˆV Y  est approximativement 

proportionnel à n  si p  est petit, ce qui indique la possibilité d’une forte corrélation entre Ŷ  et  ˆ ˆV Y  en 

général si p  est petit. Pour montrer que le nombre de termes non nuls dans  ˆ ˆV Y  est approximativement 

proportionnel à ,n  nous observons trois cas, le troisième étant le plus général.  
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Cas 1 : Supposons que toutes les valeurs i iy   non nulles sont différentes, c’est-à-dire i i j jy y   

pour ,i j  et ij i j    pour tous les , .i j  La double somme dans  ˆ ˆV Y  contient alors  2n n n   

termes non nuls ayant la forme  

 
2

,ij i j k

ij k

y  
 
 


 

  

où k  est égal à i  ou j  et .i j  Il y a  1n n    termes non nuls ayant la forme  

 

2

,ij i j ji

ij i j

yy  
  
 

 
 

  

où .i j  Le nombre total de termes non nuls est  2 1 .n n n    Si n  est plutôt grand et p  est petit, alors 

<<n n  et nous avons à peu près  2 1 2 .n n n n n      Ainsi, le nombre de termes non nuls est 

approximativement proportionnel à .n  
 

Cas 2 : Supposons que toutes les valeurs i iy   non nulles sont égales, par exemple iy  est une variable 

d’indicateur et = ,i n N  et ij i j    pour tous les , .i j  Alors la double somme dans  ˆ ˆV Y  contient 

 2n n n   termes non nuls ayant la forme  

 
2

,ij i j k

ij k

y  
 
 


 

  

où k  est égal à i  ou j  et .i j  Si n  est plutôt grand et p  est petit, alors <<n n  nous avons à peu près 

 2 2 .n n n n n     Ainsi, le nombre de termes non nuls est encore approximativement proportionnel à .n  
 

Cas 3 : Si certaines valeurs i iy   non nulles sont égales et que les autres sont différentes, alors le nombre 

de termes non nuls sera entre  2n n n   (cas 2) et  2 1n n n    (cas 1). Ainsi, le nombre de termes non 

nuls dans  ˆ ˆV Y  est toujours approximativement proportionnel à n  si p  est petit.  
 

Si ij i j    pour tous les ,i j  alors tous les termes non nuls sont positifs. Cette condition se vérifie, 

par exemple, pour les plans d’échantillonnage aléatoire simple (EAS) et avec probabilités inégales à grande 

entropie, comme sous un échantillonnage de Poisson conditionnel, de Sampford et de Pareto. Pour un 

traitement plus détaillé de l’entropie des plans d’échantillonnage, voir par exemple Grafström (2010). Il est 

peu probable que la taille moyenne des termes positifs dans  ˆ ˆ ,V Y  ou Ŷ  dépende beaucoup de .n  Par 

conséquent, si Ŷ  contient n  termes positifs, et  ˆ ˆV Y  contient un nombre de termes positifs proportionnel 

à ,n  leurs tailles sont principalement déterminées par .n  Une variance relative élevée dans n  peut causer 

une forte corrélation entre Ŷ  et  ˆ ˆ ,V Y  voir l’exemple 2. 

Des plans courants peuvent produire une variance relative élevée pour .n  Si nous utilisons un 

échantillonnage aléatoire simple sans remise, nous obtenons  Hyp , ,n N N n   et     =V n E n   

         1 1 1 1 ,p N n N p n N       ce qui signifie qu’il nous faut un grand p  ou une grande 

fraction d’échantillon n N  afin d’obtenir une petite variance relative pour .n  Dans de nombreuses 
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applications, nous aurons une valeur p  plutôt petite et une petite fraction d’échantillon n N  et, par 

conséquent, pour de nombreux plans (qui n’utilisent pas de renseignements antérieurs pouvant expliquer 

dans une certaine mesure si 0iy   ou non), il y aura une variance relative élevée pour .n  Afin d’illustrer 

la grandeur de la corrélation résultant entre l’estimateur et son estimateur de variance, voici un exemple 

d’échantillonnage aléatoire simple sans remise. 
 

Exemple 2 : Dans cet exemple, nous simulerons d’abord une population de taille = 1 000N  où = 100,N   

c’est-à-dire = 0,1.p  Les 100 valeurs y  non nulles sont simulées à partir de  2,N    sachant que 

= 10  et = 2.  Nous sélectionnons des échantillons de taille = 200n  avec échantillonnage aléatoire 

simple, de sorte que =i n N  et     = 1 1ij n n N N    pour .i j  La corrélation observée entre 

Ŷ  et  ˆ ˆV Y  était de 0,974 pour 610  échantillons, voir la figure 2.1 pour les 1 000 premières observations 

de   ˆ ˆ ˆ, .Y V Y  Si nous augmentons p  à 0,3, la corrélation est encore supérieure à 0,9. Les résultats ne 

changent pas si le rapport    demeure inchangé; nous obtenons par exemple les mêmes corrélations si 

= 100  et = 20.  

Supposons maintenant que nous avons accès à plus d’un échantillon pour l’estimation de .Y  Comme on 

l’a indiqué précédemment, en cas de corrélations positives élevées entre les estimateurs et les estimateurs 

de variance correspondants, il y a un risque de biais important quand on utilise une combinaison linéaire 

avec des variances estimées. L’intérêt de l’utilisation de données combinées peut être plus grand pour les 

petits domaines ou les propriétés rares, cas dans lesquels le problème de forte corrélation est le plus probable. 

Nous aborderons ensuite d’autres solutions d’utilisation de renseignements combinés provenant de plusieurs 

échantillons. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 2.1 Relation entre l’estimateur de Horvitz-Thompson et son estimateur de variance pour une variable 

à 90 % nulle. 
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3  Combiner des échantillons 
 

Nous calculons ici les éléments du plan (par exemple probabilités d’inclusion du premier et du second 

ordre) pour l’échantillon combiné. Il existe toutefois différentes façons de combiner des échantillons. Nous 

devons par exemple choisir entre un comptage multiple ou un comptage unique pour le plan combiné. Quand 

on combine des échantillons indépendants provenant de la même population, nous devons connaître les 

probabilités d’inclusion de toutes les unités des échantillons, pour tous les plans. Les probabilités d’inclusion 

du second ordre sont nécessaires pour l’estimation de la variance. Dans certains cas, il nous faut aussi des 

identificateurs uniques (étiquettes) pour les unités de façon afin qu’elles puissent être appariées, par 

exemple, quand on utilise un comptage unique ou quand au moins un plan distinct a des probabilités 

inégales. Bankier (1986) a examiné la méthode du comptage unique pour le cas particulier de la combinaison 

de deux échantillons aléatoires simples stratifiés sélectionnés indépendamment et tirés de la même base de 

sondage. Roberts et Binder (2009) et O’Muircheartaigh et Pedlow (2002) ont discuté des différentes 

possibilités pour combiner des échantillons indépendants tirés d’une même base de sondage, mais pas avec 

des plans d’échantillonnage généraux. 

Un problème quelque peu semblable est l’estimation fondée sur des échantillons provenant de bases 

multiples chevauchantes, voir par exemple les articles de synthèse de Lohr (2009, 2011) et les articles qu’il 

cite. Bien que le fait d’avoir la même base de sondage puisse être considéré comme un cas particulier de 

bases multiples, nous n’avons pas trouvé de calculs des éléments du plan (en particulier des probabilités 

d’inclusion du second ordre et l’ordre deux du nombre espéré d’inclusions) pour la combinaison des plans 

d’échantillonnage généraux. Pour le cas des plans de sondage probabiliste généraux, nous présentons ci-

dessous en détail deux façons principales de combiner les échantillons probabilistes et de calculer les 

caractéristiques de plan correspondantes nécessaires pour l’estimation sans biais et l’estimation de la 

variance sans biais. 

 
3.1  Combinaison à comptage unique 
 

Ici, nous combinons d’abord deux échantillons indépendants  1S  et  2S  tirés de la même population, et 

nous étudions l’union des deux échantillons dans notre échantillon combiné. Ainsi, l’inclusion d’une unité 

n’est comptée qu’une seule fois, même si l’unité est incluse dans plus d’un échantillon. Les probabilités 

d’inclusion du premier ordre sont :  

          1, 2 1 2 1 2= ,i i i i i       (3.1) 

où       1, 2 1 2= Pri i S S    et     = Pri i S    pour = 1, 2.  Soit  1 ,iI  2
iI  et  1, 2

iI  l’indicateur 

d’inclusion de l’unité i  dans  1 ,S  2S  et    1 2S S  respectivement. Le plan qui en résulte n’est plus un 

plan à taille fixe (bien que les plans distincts soient de taille fixe). La taille espérée de l’union    1 2S S  

est donnée par     1, 21, 2
=1

= ,
N

ii
E n   où    1, 21, 2

=1
=

N

ii
n I  désigne la taille aléatoire de l’union. Si nous 
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voulons savoir dans quelle mesure les échantillons se chevaucheront en moyenne, la taille espérée du 

chevauchement est donnée par la somme    1 2

=1
.

N

i ii
   

Les probabilités d’inclusion du second ordre  1, 2
ij  pour l’union    1 2S S  peuvent s’exprimer en 

termes des probabilités d’inclusion du premier et du second ordre des deux plans respectifs. Soit 
        1 2 1 2= , ,B i S S j S S     alors    1, 2 = Pr .ij B  En conditionnant sur les résultats pour i  et 

j  dans  1 ,S  on obtient les quatre cas suivants  

 

   
     

         

         

           

11 1

1 1 21 1

1 1 21 1

1 1 1 21 1

1 , 1

2 ,

3 ,

4 , 1

Pr Prm m mm A A B A

ij

i ij j

j ij i

i j ij ij

i S j S

i S j S

i S j S

i S j S



  

  

   

 

  

  

    

  

où       = Pr ,ij i S j S      pour = 1, 2.  Les événements ,mA = 1, 2, 3, 4,m  sont disjoints et 

 4

=1
Pr = 1.mm

A  Par conséquent, on a par la formule des probabilités totales    1, 2 = Pr =ij B  

   4

=1
Pr Pr .m mm

B A A  Cela donne  

                                                       1, 2 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1= 1 .ij ij j i ij i j ij ij i j ij                    (3.2) 

On peut généraliser les équations (3.1) et (3.2) pour obtenir de façon récursive les probabilités d’inclusion 

du premier et du second ordre de l’union d’un nombre arbitraire k  d’échantillons indépendants. Après avoir 

calculé les probabilités de l’union des deux premiers échantillons, nous pouvons combiner le résultat avec 

les probabilités du troisième plan en utilisant les mêmes formules, et ainsi de suite. À titre d’exemple, soit 
 1, ,
i
   la probabilité d’inclusion du premier ordre de l’unité i  dans l’union des premiers échantillons .  

On a alors  

                                1, , 1 1, , 1 1, , 1= ,i i i i i                 

comme probabilité d’inclusion du premier ordre de l’unité i  dans l’union des 1  premiers échantillons. 

De même, pour les probabilités d’inclusion du second ordre, nous obtenons la formule récursive  

                       
                 

        

1, , 1 1, , 1 1, , 1, , 1 1, , 1, ,

1 1, , 1, , 1, ,

=

1 .

ij ij j i ij i j ij

ij i j ij

       

   

  



   

   

             

      
  

Désormais, pour la combinaison de k  échantillons indépendants, nous utilisons la notation simplifiée 
 1, ,= ,k

i i    1, ,= k
ij ij    et  1, ,= .k

i iI I   Étant donné que les échantillons individuels sont suceptibles 

de se chevaucher, le plan qui en résulte n’est pas de taille fixe. L’estimateur combiné sans biais à comptage 

unique, sous forme d’estimateur de Horvitz-Thompson, est donné par 
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                                                                   CS
ˆ = .i

i S i

y
Y


   

La variance est  

                                                                CS
=1 =1

ˆ = ,
N N

ji
ij i j

i j i j

yy
V Y   

 
   

et l’estimateur de la variance sans biais est  

                                                                CS
=1 =1

ˆ ˆ = .
N N

j i ji
ij i j

i j i j ij

y I Iy
V Y   

  
   

Pour la combinaison d’échantillons indépendants avec des probabilités d’inclusion positives du premier 

ordre, nous avons toujours > 0ij  pour toutes les paires  , ,i j  ce qui est nécessaire pour que l’estimateur 

de la variance ci-dessus soit sans biais. En ce qui concerne l’EQM, il peut être avantageux de ne pas utiliser 

l’estimateur à un comptage unique, mais plutôt un estimateur qui tienne compte de la taille de l’échantillon 

aléatoire. Toutefois, dans ce cas, nous nous limitons à n’utiliser que des estimateurs sans biais. 

 
3.2  Combinaison à comptage multiple 
 

Nous examinons d’abord la manière de combiner deux échantillons indépendants  1S  et  2S  

sélectionnés dans la même population, où nous permettons que chaque unité puisse être incluse plusieurs 

fois. Le nombre d’inclusions de l’unité i  dans l’échantillon combiné est noté par  1, 2 ,iS  et il est égal à la 

somme du nombre d’inclusions de l’unité i  dans les deux échantillons combinés, c’est-à-dire  1, 2 =iS  
   1 2 ,i iS S  où  

iS   est le nombre d’inclusions de l’unité i  dans l’échantillon .  Le nombre espéré 

d’inclusions de l’unité i  dans la combinaison est donné par  

                                                           1, 2 1, 2 1 2= = ,i i i iE S E E E  (3.3) 

où     =i iE E S   est le nombre espéré d’inclusions de l’unité i  dans l’échantillon   ,S  = 1, 2.  La taille 

de l’échantillon (pouvant être aléatoire) est la somme  1, 2

=1

N

ii
S  de toutes les inclusions individuelles et la 

taille espérée de l’échantillon est la somme  1, 2

=1

N

ii
E  de tous les nombres individuels espérés d’inclusions. 

On peut montrer que  

                                                             1, 2 1, 2 1, 2 1 1 2 2 1 2= = ,i j ij ij i j i j ijE S S E E E E E E E    (3.4) 

où       = ,ij i jE E S S   = 1, 2  sont le nombre espéré d’inclusions du second ordre dans l’échantillon .  

De toute évidence,    =ij ijE    si le plan pour l’échantillon   est sans remise. Notons que, parce que  
iS   

peut prendre d’autres valeurs que 0 ou 1,  
iiE   est en général non égal à   ,iE   mais    = .ii i    On peut 

utiliser les équations (3.3) et (3.4) de façon récursive pour obtenir  
iE   et  

ijE   pour la combinaison d’un 

nombre arbitraire k  d’échantillons indépendants. Nous obtenons alors les formules récursives  
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                                                     1, , 1 1, , 1=i i iE E E        

et  

                                                            1, , 1 1, , 1, , 1 1, , 1 1= .ij ij i j j i ijE E E E E E E                  

Les résultats précédents et (3.4) découlent du fait que      1, , 1 1, , 1=i i iS S S       et que  1, ,
iS    et  1

iS   

sont indépendants. Nous avons par exemple  

        

                 
                

           

1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1

1, , 1, , 1, , 1 1, , 1 1 1

1, , 1, , 1 1, , 1 1

= = =

=

.

ij i j i i j j

i j i j j i i j

ij i j j i ij

E E S S E S S S S

E S S S S S S S S

E E E E E E

    

   

  

 

  

  

           

           

        

  

Pour la combinaison de k  échantillons indépendants, nous utilisons maintenant la notation simplifiée 
 1, ,= ,k

i iE E   1, ,= ,k
ij ijE E   et  1, ,= .k

i iS S   On peut estimer le total Y  sans biais avec l’estimateur à 

comptage multiple, l’estimateur de Hansen-Hurwitz (Hansen et Hurwitz, 1943) en étant un cas particulier. 

Il est donné par  

                                                        CM
=1

ˆ = .
N

i
i

i i

y
Y S

E
   

Nous obtenons l’estimateur de Hansen-Hurwitz si = ,i iE np  où n  est le nombre d’unités tirées et ,ip  avec 

=1
= 1,

N

ii
p  sont les probabilités d’un tirage indépendant unique. La variance de CMŶ  peut être exprimée 

comme étant  

                                                    CM
=1 =1

ˆ = .
N N

ji
ij i j

i j i j

yy
V Y E E E

E E
   

Un des estimateurs de la variance est  

                                                    CM
=1 =1

ˆ ˆ = .
N N

j i ji
ij i j

i j i j ij

y S Sy
V Y E E E

E E E
   

Il s’ensuit directement que l’estimateur de la variance ci-dessus est sans biais, car quand on combine des 

échantillons indépendants avec des probabilités d’inclusion du premier ordre positives, nous avons toujours 

> 0ijE  pour toutes les paires  , .i j  
 

3.3  Comparer des estimateurs combinés et distincts 
 

Deux exemples montrent que l’estimateur combiné n’est pas nécessairement aussi bon que le meilleur 

estimateur distinct. 
 

Exemple 3 : Supposons que le premier échantillon,  1 ,S  est de taille fixe avec  1 ,i iy   et que le 

deuxième est un échantillon aléatoire simple avec  2 = .i n N  Alors, l’estimateur de Horvitz-Thompson

 
 

1

1
1̂ = ,i ii S

Y y 
  a une variance nulle, mais l’estimateur à comptage unique combiné avec =i  

       1 2 1 2
i i i i      a une variance positive. Par conséquent, l’estimateur combiné est moins performant 

que le meilleur estimateur distinct.  
 



Techniques d’enquête, juin 2019 381 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Exemple 4 : Supposons que le plan du premier échantillon est stratifié de telle sorte qu’il n’y a pas de 

variation à l’intérieur des strates. Alors, l’estimateur distinct  
 

1

1
1̂ = i ii S

Y y 
  a une variance nulle. Si 

le premier échantillon est combiné à un deuxième échantillon non stratifié, alors le plan d’échantillonnage 

qui en résulte n’a pas de tailles d’échantillon fixes dans les strates. Par conséquent, l’estimateur combiné 

a une variance positive.  
 

Ces exemples montrent qu’il faut faire preuve de prudence avant de combiner des plans 

d’échantillonnage très différents, comme un plan à probabilités inégales avec un plan à probabilités égales, 

ou un plan de sondage stratifié avec un plan de sondage non stratifié. Il faut se montrer particulièrement 

prudent si nous voulons estimer le total directement à partir de l’échantillon combiné. Notons toutefois 

qu’en cas de combinaison d’échantillons de plans relativement semblables, il est probable que l’estimateur 

combiné soit meilleur que le meilleur des estimateurs distincts. 

Nous examinerons ensuite comment utiliser la méthode combinée pour l’estimation des variances 

distinctes, puis l’estimateur en combinaison linéaire. En fait, comme nous le verrons ultérieurement, 

l’utilisation de la méthode combinée pour l’estimation de la variance de variances distinctes peut agir 

comme stabilisateur des poids de la combinaison linéaire quand les poids sont basés sur des variances 

estimées. On a une sorte d’effet de regroupement pour les estimateurs de variance quand ils sont estimés 

avec le même ensemble de renseignements. 
 

3.4  Utiliser un échantillon combiné pour l’estimation des variances 
d’estimateurs distincts 

 

Au lieu d’estimer directement le total Y  à partir du plan combiné, on peut utiliser le plan combiné pour 

estimer les variances des estimateurs distincts, puis continuer avec une combinaison linéaire des estimateurs 

distincts. Supposons que nous avons accès à k  échantillons indépendants et que nous voulons estimer la 

variance d’un estimateur distinct, dont la variance est une double somme des unités de population. Il y a 

deux possibilités principales pour l’estimateur de variance : multiplier par  

 oui j i j

ij ij

I I S S

E
  

dans la formule de variance pour obtenir un estimateur sans biais de la variance basé sur la combinaison de 

la totalité des k  échantillons   ,S  = 1, , .k   Par exemple, en supposant que la variance de 1̂Y  est  

                                                             
1 1 1

1 1 1
=1 =1

ˆ = ,
N N

ji
ij i j

i j i j

yy
V Y   

 
   

nous pouvons utiliser la combinaison de   ,S  = 1, , ,k   pour estimer  1̂V Y  par l’estimateur à comptage 

unique  

                                                          
1 1 1

CS 1 1 1
=1 =1

ˆ ˆ =
N N

j i ji
ij i j

i j iji j

y I Iy
V Y   

 
   
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ou l’estimateur à comptage multiple  

             
1 1 1

CM 1 1 1
=1 =1

ˆ ˆ = .
N N

j i ji
ij i j

i j iji j

y S Sy
V Y

E
  

 
   

Notons que  1, ,= ,k
ij ij    1, ,= ,k

i iI I   1, ,= k
ij ijE E   et  1, ,= ,k

i iS S   de sorte que les estimateurs de la 

variance ci-dessus utilisent tous les renseignements disponibles sur la variable cible. Par conséquent, ces 

estimateurs de la variance peuvent être considérés comme des estimateurs de la variance groupés généraux. 

Il s’ensuit directement que les deux estimateurs sont sans biais, car tous les plans ont des probabilités 

d’inclusion du premier ordre positives, ce qui implique que tous les ij  et tous les ijE  sont strictement 

positifs. De façon intéressante, les estimateurs de la variance ci-dessus sont sans biais bien que le plan 

distinct 1 ait certaines probabilités d’inclusion du second ordre nulles, ce qui empêche l’estimation de la 

variance sans biais basée sur le seul échantillon  1 .S  

Bien que la production d’un estimateur de la variance sans biais pour tout plan soit une propriété 

séduisante, on ne peut pas recommander les estimateurs de la variance ci-dessus pour les plans ayant un 

degré élevé de probabilités d’inclusion du second ordre nulles (comme en cas d’échantillonnage 

systématique). En effet, les estimateurs peuvent être très instables pour ces plans et produire une proportion 

élevée d’estimations de la variance négatives. 

Comme nous le verrons, si nous souhaitons utiliser un estimateur en combinaison linéaire, il est 

important que toutes les variances soient estimées de la même manière. Il est alors probable que les rapports, 

par exemple  

 
 
 

 
 

CS 1 CM 1

CS 2 CM 2

ˆ ˆ ˆ ˆ
et

ˆ ˆ ˆ ˆ

V Y V Y

V Y V Y
  

soient stables (qu’ils aient une petite variance). Les rapports sont plus stables parce que les estimateurs dans 

le numérateur et le dénominateur se fondent sur les mêmes informations et sont estimés avec les mêmes 

poids pour toutes les paires  ,i j  dans tous les estimateurs. Avec les variances estimées, nous obtenons  

 
 
 

1

=1

ˆ ˆ
ˆ = ,

ˆ ˆ

k
i

i
j j

V Y

V Y



 
 
  
   

donc si les rapports des estimateurs de la variance ont une petite variance, alors ˆ i  a une petite variance. La 

pondération dans la combinaison linéaire *ˆ
LY  se stabilise alors. Comme le montre l’exemple suivant, le 

rapport des estimateurs de la variance peut même avoir une variance nulle. Par conséquent, il peut parfois 

donner une pondération optimale y compris quand les variances sont inconnues. 
 

Exemple 5 : Supposons que nous voulons combiner des estimations résultant de deux échantillons 

aléatoires simples de taille différente. Nous pouvons bien entendu le faire de façon optimale sans estimer 

les variances, mais à titre d’exemple, nous utiliserons la méthode ci-dessus pour estimer les variances 

distinctes au moyen de l’échantillon combiné. Dans ce cas, l’utilisation des estimateurs  CS 1
ˆ ˆV Y  et  CS 2

ˆ ˆV Y  
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donne la pondération optimale, de même que  CM 1
ˆ ˆV Y  et  CM 2

ˆ ˆ .V Y  Ce résultat découle du fait que si les 

deux plans sont un échantillonnage aléatoire simple, nous avons :  

 
 
 

 
 

 
 

CS 1 CM 1 1

CS 2 CM 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
= = ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

V Y V Y V Y

V Y V Y V Y
  

qui se vérifie simplement. Si on a deux échantillons aléatoires simples, la situation correspond à l’utilisation 

d’une estimation groupée pour 2S  (la variance de la population de )y  dans les expressions des estimations 

de la variance, et cette estimation groupée est ensuite annulée dans le calcul des poids.  
 

On en conclut que cette procédure est aussi susceptible de fournir une pondération plus stable pour les 

plans qui s’écartent de l’échantillonnage aléatoire simple, dans la mesure où les plans concernés ont une 

grande entropie (un caractère aléatoire élevé). Le problème du biais de l’estimateur en combinaison linéaire 

avec des variances estimées sera réduit par rapport à l’utilisation d’estimateurs de la variance distincts et 

donc indépendants. 

Nous pensons que cela peut être une solution de substitution très intéressante, car l’estimateur du total 

basé sur le plan combiné ne donne pas nécessairement une plus petite variance que le meilleur des 

estimateurs distincts. Au moyen de cette stratégie, nous pouvons améliorer les estimateurs de la variance 

distincts, particulièrement pour un plus petit échantillon (si les données sont disponibles pour un plus grand 

échantillon). Ainsi, la combinaison linéaire résultante avec des variances estimées conjointement peut être 

une stratégie très avantageuse. 

En cas de comptage unique, nous pourrions utiliser un estimateur de la variance de type ratio comme  

             

2
1 1 1

1 1 1
=1 =11, ,

ˆ ˆ = ,
N N

j i ji
R ij i j

i jk iji j

y I IN y
V Y   

  




  

où 1, , =1 =1
= .i j

ij

N N I I

k i j     En cas de comptage multiple, nous pouvons remplacer i j ijI I   par 

.i j ijS S E  Cet estimateur par le ratio utilise la taille connue de la population des paires  , {1,i j   
22, , } ,N  qui est 2 ,N  et divise par la somme des poids d’échantillon des paires. Il faut noter que 

  2
1, , = .kE N   Cette correction est utile, car le nombre de paires dans l’estimateur peut être aléatoire 

(puisque l’union des échantillons peut avoir une taille aléatoire). Cela permet de rééchelonner les poids de 

l’échantillon (des paires) pour les additionner à 2 .N  Ceci introduira un certain biais (comme toujours avec 

les estimateurs par le ratio), mais l’objectif est de réduire la variance de l’estimateur de la variance. 

Toutefois, cette méthode n’est utile que si nous nous intéressons à la variance distincte, car le terme de 

correction sera identique pour tous les estimateurs de la variance distincts. Par conséquent, cela ne change 

pas la pondération d’un estimateur en combinaison linéaire avec des variances estimées. 

 
4  Exemples de simulations 
 

Nous présentons ici deux exemples de la méthode de simulation de Monte-Carlo. Dans le premier 

exemple, nous combinons deux échantillons tirés d’une loi de Poisson en utilisant des probabilités 
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d’inclusion approximativement proportionnelles à la variable cible. Dans le deuxième exemple, nous 

combinons un échantillon aléatoire simple non stratifié à un échantillon aléatoire simple stratifié. 

 
4.1  Combinaison de deux échantillons tirés d’une loi de Poisson 
 

Nous produisons une population de taille = 200,N  avec une variable auxiliaire ( = 20,iX N   

2 = 16).  La variable cible est produite comme étant  = = ,i i i i iY X x x    où   20, 20 .i iN x   

Les deux ensembles de probabilités d’inclusion sont produits    1 2 ,i i ix    où  1
1=1

=
N

ii
n  et 

 2
2=1

= .
N

ii
n  Soit les tailles d’échantillon espérées 1 = 15n  et 2 = 25.n  Par souci de simplicité, les deux 

plans seront des plans de Poisson (où les unités sont sélectionnées indépendamment). Cela nous permet de 

calculer exactement les variances pour les estimateurs distincts (et par conséquent la combinaison linéaire 

optimale) et pour les échantillons combinés à comptage unique et multiple. Pour ce qui est des stratégies à 

combinaison linéaire utilisant des variances estimées, nous avons réalisé une simulation de Monte-Carlo 

avec 1 000 000 de sélections d’échantillons répétées. Les variances réelles pour les deux estimateurs de HT 

distincts, les estimateurs à comptage simple et comptage multiple pour les échantillons combinés, et la 

combinaison linéaire optimale des estimateurs distincts sont présentés dans le tableau 4.1. Les résultats de 

la simulation pour les différentes combinaisons linéaires avec les variances des estimations sont également 

présentés dans le tableau 4.1. 

 
Tableau 4.1 
Résultats pour la combinaison des échantillons tirés d’une loi de Poisson. Variances réelles pour les deux 
estimateurs de HT distincts, estimateurs à comptage simple (CS) et comptage multiple (CM) pour les 
échantillons combinés, et combinaison linéaire optimale des estimateurs distincts. Résultats de la simulation, 
pour ce qui est du biais estimé et de l’EQM, pour trois estimateurs de combinaison linéaire avec variances 
estimées 
 

Estimateur   Biais (biais relatif)   EQM  

1̂Y    0   1 053 083 

2Ŷ    0   596 069 

CSŶ    0   361 088  

CMŶ    0   380 929  

ˆ
LY  Optimal   0   380 626 

*ˆ
LY  Distinct   -92,8 (-2,24 %)   412 248 

*ˆ
LY  CS groupé   1,6 (+0,04 %)   381 106 

*ˆ
LY  CM groupé   1,6 (+0,04 %)   381 106 

 
L’utilisation d’estimateurs de variance combinés (groupés) a réduit à la fois le biais et la variance pour 

une combinaison linéaire par rapport à l’utilisation d’estimateurs de variance distincts. Dans cet exemple, 

la combinaison linéaire avec l’estimation de la variance groupée donne des résultats à la performance très 
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proche de celle des résultats de la combinaison linéaire optimale. Le biais négatif avec les estimateurs de 

variance distincts est principalement attribuable à une corrélation positive entre l’estimateur du total et 

l’estimateur de la variance correspondant dans le plan de Poisson. Pour ce scénario, on a obtenu le meilleur 

résultat par la combinaison des échantillons avec un comptage unique. 
 

4.2 Combiner un échantillonnage aléatoire simple non stratifié à un 
échantillonnage aléatoire simple stratifié 

 

Ici, nous avons produit une population de taille = 1 000,N  avec deux strates de taille 1 = 600N  et 

2 = 400.N  La variable cible ,iy = 1, , ,i N  a été produite comme suit. Dans la strate 1, il y a 500 iy  

égaux à zéro et 100 autres iy  ont été tirés de  2
1 = 10, = 4 .N    Dans la strate 2, il y a 300 iy  égaux à 

zéro et les 100 autres iy  ont été tirés de  2
2 = 15, = 4N    Le premier échantillon est un 

échantillonnage aléatoire simple non stratifié de taille = 50n  et le deuxième échantillon est un 

échantillonnage aléatoire simple stratifié où les tailles d’échantillons de la strate sont 1 = 30n  et 2 = 20n  

Les variances des estimateurs de HT distincts et des échantillons combinés avec comptage simple et multiple 

ont été calculés exactement. On a réalisé une simulation de Monte-Carlo avec 10 000 répétitions pour 

évaluer la performance d’un estimateur en combinaison linéaire avec des variances estimées. Les résultats 

sont présentés au tableau 4.2. On réduit le biais par l’utilisation d’une combinaison linéaire avec des 

estimateurs de variance groupés par rapport à l’utilisation d’estimateurs de variance distincts. De plus, pour 

ce scénario, on a obtenu le meilleur résultat par la combinaison des échantillons avec un comptage unique. 

 
Tableau 4.2 
Résultats pour la combinaison d’un échantillonnage aléatoire simple et d’un échantillonnage aléatoire simple 
stratifié. Variances réelles pour les deux estimateurs de HT distincts, estimateurs à comptage simple (CS) et 
comptage multiple (CM) pour l’échantillon combiné, et combinaison linéaire optimale des estimateurs distincts. 
Résultats de la simulation, pour ce qui est du biais estimé et de l’EQM, pour trois estimateurs de combinaison 
linéaire avec variances estimées 
 

Estimateur   Biais (biais relatif)   EQM  

1̂Y    0   516 835 

2Ŷ    0   498 321 

CSŶ    0   248 888  

CMŶ    0   253 789  

ˆ
LY  Optimal   0   253 704 

*ˆ
LY  Distinct   -77 (-3 %)   287 680 

*ˆ
LY  CS groupé   9 (+0,4 %)   257 229  

*ˆ
LY  CM groupé   9 (+0,4 %)   257 217 

 
5  Discussion 
 

Par les exemples de simulation de la section précédente, nous cherchons seulement à montrer les 

différentes méthodes et nous n’affirmons pas la généralité du résultat. Cependant, nous pensons fort 
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probable que l’utilisation d’estimateurs de variance groupés soit préférable à l’utilisation d’estimateurs de 

variance distincts dans un estimateur en combinaison linéaire, particulièrement dans les cas où les 

estimateurs du total distincts sont fortement corrélés à leurs estimateurs de variance. 

Nous avons présenté en détail une méthode de combinaison d’échantillons probabilistes indépendants et 

calculé les caractéristiques de plan correspondantes nécessaires à la réalisation d’une estimation sans biais 

et d’une estimation de la variance. Nous avons aussi illustré le danger présenté par l’utilisation 

d’échantillons combinés en cas de plans d’échantillonnage très différents. De plus, nous avons montré qu’il 

y a souvent un risque de forte corrélation positive entre l’estimateur de HT et l’estimateur de la variance 

correspondant. Une telle dépendance peut causer un biais si les variances estimées sont utilisées dans une 

combinaison linéaire. Nous avons par conséquent proposé une autre méthode, à savoir l’utilisation d’un 

échantillon combiné pour estimer des variances distinctes. Cette autre solution peut conduire à des poids 

plus stables dans une combinaison linéaire d’estimateurs distincts et elle peut réduire le biais et la variance. 

Il faut évidemment tenir compte de certaines limites en ce qui concerne la possibilité d’application de 

cette méthodologie, car nous supposons des plans d’échantillonnage entièrement connus et l’utilisation 

d’une même base de sondage avec des unités identifiables. Il faudrait réaliser d’autres études pour 

comprendre la sensibilité des écarts par rapport à certaines de ces hypothèses, comme le fait d’avoir des 

unités non identifiables ou d’utiliser des probabilités d’inclusion approximatives du second ordre. 

Cette méthodologie est particulièrement importante quand un premier effort d’échantillonnage s’est 

révélé insuffisant. Ces situations sont courantes dans la surveillance environnementale, par exemple 

(Christensen et Ringvall, 2013). On peut alors concevoir un échantillon complémentaire de manière à 

permettre une combinaison plus efficace. 

 
Remerciements 
 

Nous remercions le relecteur anonyme et le rédacteur adjoint dont les précieux commentaires ont permis 

l’amélioration de notre article. Ces travaux ont bénéficié d’un financement du Swedish Science Council 

(subvention 340-2013-5076). 

 
Bibliographie 

 
Bankier, M.D. (1986). Estimators based on several stratified samples with applications to multiple frame 

surveys. Journal of the American Statistical Association, 81(396), 1074-1079. 
 
Christensen, P., et Ringvall, A.H. (2013). Using statistical power analysis as a tool when designing a 

monitoring program: Experience from a large-scale Swedish landscape monitoring program. 
Environmental Monitoring and Assessment, 185(9), 7279-7293. 

 
Cochran, W.G. (1954). The combination of estimates from different experiments. Biometrics, 10(1), 101-

129. 
 



Techniques d’enquête, juin 2019 387 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Cochran, W.G., et Carroll, S.P. (1953). A sampling investigation of the efficiency of weighting inversely as 
the estimated variance. Biometrics, 9(4), 447-459. 

 
Fridman, J., Holm, S., Nilsson, M., Nilsson, P., Ringvall, A.H. et Ståhl, G. (2014). Adapting National Forest 

Inventories to changing requirement-the case of the Swedish National Forest Inventory at the turn of the 
20th century. Silva Fennica, 48(3), article id 1095. 

 
Grafström, A. (2010). Entropy of unequal probability sampling designs. Statistical Methodology, 7(2), 84-

97. 
 
Gregoire, T.G., et Schabenberger, O. (1999). Sampling-skewed biological populations: Behavior of 

confidence intervals for the population total. Ecology, 80, 1056-1065. 
 
Hansen, M.H., et Hurwitz, W.N. (1943). On the theory of sampling from finite populations. The Annals of 

Mathematical Statistics, 14(4), 333-362. 
 
Koricheva, J., Gurevitch, J. et Mengersen, K. (Éds.) (2013). Handbook of meta-analysis in ecology and 

evolution. Princeton University Press. 
 
Lohr, S.L. (2009). Multiple-frame surveys. Handbook of Statistics, 29, 71-88. 
 
Lohr, S.L. (2011). Autres plans de sondage : échantillonnage avec bases de sondage multiples 

chevauchantes. Techniques d’enquête, 37, 2, 213-232. Article accessible à l’adresse 
https://www150.statcan.gc.ca/n1/en/pub/12-001-x/2011002/article/11608-fra.pdf. 

 
Næsset, E., et Gjevestad, J.G. (2008). Performance of GPS precise point positioning under conifer forest 

canopies. Photogrammetric Engineering & Remote Sensing, 74(5), 661-668. 
 
O’Muircheartaigh, C., et Pedlow, S. (2002). Combining samples vs. cumulating cases: a comparison of two 

weighting strategies in NLSY97. Dans Proceedings of the 2002 Joint Statistical Meetings, American 
Statistical Association, 2557-2562. 

 
Roberts, G., et Binder, D. (2009). Analyses based on combining similar information from multiple surveys. 

Dans Joint Statistical Meetings 2009 Survey Research Methods Section, 2138-2147. 
 
Rubin, D.B., et Weisberg, S. (1974). The variance of a linear combination of independent estimators using 

estimated weights. ETS Research Bulletin Series, 1974(2), i-5. 
 
Schmidt, F.L., et Hunter, J.E. (2014). Methods of meta-analysis: Correcting error and bias in research 

findings. Sage publications. 
 
Ståhl, G., Allard, A., Esseen, P.-A., Glimskår, A., Ringvall, A., Svensson, J., Sundquist, S., Christensen, P., 

Gallegos Torell, Å., Högström, M., Lagerqvist, K., Marklund, L., Nilsson, B. et Inghe, O. (2011). 
National Inventory of Landscapes in Sweden (NILS)-scope, design, and experiences from establishing a 
multiscale biodiversity monitoring system. Environmental Monitoring and Assessment, 173(1-4), 579-
595. 

 
Tomppo, E., Gschwantner, T., Lawrence, M. et McRoberts, R.E. (Éds.) (2009). National Forest Inventories: 

Pathways for Common Reporting. Springer Science & Business Media. 



 
 
 
 
 
 
 
 
 



Techniques d’enquête, juin 2019 389 
Vol. 45, no 2, pp. 389-416 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

 
1. Balgobin Nandram, Worcester Polytechnic Institute et USDA National Agricultural Statistics Service, Department of Mathematical Sciences, 

Stratton Hall, 100 Institute Road, Worcester, MA 01609. Courriel : balnan@wpi.edu; Andreea L. Erciulescu, Westat, 1600 Research Boulevard, 
Rockville, MD 20850. Courriel : alerciulescu@gmail.com; Nathan B. Cruze, USDA National Agricultural Statistics Service, 1400 Independence 
Avenue, SW, Room 6412 A, Washington, D.C. 20250-2054. Courriel : nathan.cruze@nass.usda.gov. 

 

Réconciliation bayésienne dans le modèle de Fay-Herriot par 
suppression aléatoire 

Balgobin Nandram, Andreea L. Erciulescu et Nathan B. Cruze1 

Résumé 

La réconciliation d’estimations de niveau inférieur à des estimations de niveau supérieur est une activité 
importante au National Agricultural Statistics Service (NASS) du département de l’Agriculture des États-Unis 
(par exemple, réconcilier les estimations de superficie d’ensemencement en maïs des comtés aux estimations au 
niveau des États). Nous posons qu’un comté est un petit domaine et employons le modèle initial de Fay-Herriot 
pour obtenir une méthode bayésienne générale pour réconcilier les estimations des comtés aux estimations des 
États (constituant la cible). Dans ce cas, nous supposons que les estimations cibles sont connues et dégageons les 
estimations des comtés avec pour contrainte que leur addition donne la valeur cible. C’est là une réconciliation 
externe qui a de l’importance pour la statistique officielle, et non seulement pour les données du NASS, et on le 
rencontre plus généralement dans les estimations sur petits domaines. Il est possible de réconcilier de telles 
estimations en « supprimant » un des comtés (habituellement le dernier) de manière à intégrer la contrainte de 
réconciliation au modèle. Il est tout aussi vrai cependant que les estimations peuvent changer selon le comté qui 
est supprimé au moment d’inclure la contrainte dans le modèle. Dans la présente étude, nous accordons à chaque 
petit domaine une chance de suppression et parlons pour toute cette procédure de méthode de réconciliation par 
suppression aléatoire. Nous démontrons empiriquement que les estimations accusent des différences selon le 
comté supprimé et qu’il existe des différences entre ces estimations et celles obtenues par suppression aléatoire. 
Ces différences peuvent être jugées petites, mais il est hautement logique de procéder par suppression aléatoire; 
aucun comté n’a alors droit à un traitement préférentiel et nous observons également une modeste hausse de la 
précision par rapport à une réconciliation avec suppression du dernier petit domaine. 

 
Mots-clés : Contrainte; estimations directes; modèle de Fay-Herriot; densité normale multivariée; statistique officielle; 

estimation sur petits domaines. 

 
 

1  Introduction 
 

Dans la statistique officielle, il importe que l’addition des estimations de niveau inférieur donne les 

estimations de niveau supérieur. Ainsi, le National Agricultural Statistics Service (NASS) va fréquemment 

de haut en bas dans la diffusion de ses estimations officielles, car il publie les estimations du pays et des 

États (estimations de superficie totale ensemencée en maïs, par exemple) avant de mener à bien la collecte 

de données supplémentaires et de calculer les estimations correspondantes des comtés (Cruze, Erciulescu, 

Nandram, Barboza et Young, 2019). Dans ces petits domaines administratifs, les données d’enquête sont 

souvent clairsemées. Plusieurs techniques prisées de modélisation permettent d’obtenir des estimations sur 

petits domaines plus fiables, mais celles-ci peuvent ne pas concorder automatiquement avec les estimations 

produites à des niveaux supérieurs d’agrégation, et on peut appliquer des procédures de réconciliation pour 

imposer cette concordance. 

Les techniques de réconciliation qui ont servi à forcer une concordance entre niveaux multiples et à 

protéger contre toute mauvaise spécification des modèles ont déjà une histoire considérable. Elles 

appartiennent à deux catégories : réconciliation interne où une cible est tirée des données courantes 
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d’enquête; réconciliation externe où la cible peut être puisée à d’autres sources comme des données 

administratives ou des estimations déjà établies. Il sera ici question de réconciliation externe selon la 

procédure « de haut en bas » du NASS avec le modèle de Fay-Herriot (FH) (Fay et Herriot, 1979). 

Le plus récent examen consacré à l’estimation sur petits domaines est de Pfeffermann (2013); le manuel 

le plus à jour sur cette estimation est de Rao et Molina (2015). Plus tôt, Jiang et Lahiri (2006) avaient 

présenté un examen poussé de la démarche inférentielle classique pour les modèles mixtes linéaires et 

linéaires généralisés servant à l’estimation sur petits domaines. Ces documents traitent de réconciliation 

aussi, mais le dernier exposé ne portait pas sur le système hiérarchisé de Bayes qui nous intéresse avant 

tout ici. 

Avec ce cadre hiérarchique, You, Rao et Dick (2004) ont étudié les estimateurs réconciliés sur petits 

domaines en se fondant sur des modèles d’échantillonnage et de couplage sans appariement qui avaient déjà 

été proposés par You et Rao (2002). Ils ont appliqué ce cadre à l’estimation de sous-couverture pour les 

10 provinces canadiennes dans le cadre du recensement du Canada de 1991. Wang, Fuller et Qu (2008) ont 

livré une caractérisation du meilleur prédicteur linéaire sans biais (BLUP) des moyennes de petits domaines 

dans un modèle au niveau des domaines qui satisfait à une contrainte de réconciliation et minimise le critère 

de fonction de perte auquel se conforment tous les prédicteurs linéaires sans biais. Ils ont également proposé 

une autre façon d’imposer la contrainte de réconciliation de sorte que l’estimateur BLUP offre une propriété 

d’autocalage (voir You et Rao, 2002). Wang et coll. (2008) ont caractérisé une catégorie d’estimateurs 

réconciliés comme étant les prédicteurs qui minimisent une fonction de perte quadratique sous une 

restriction de réconciliation. Le modèle augmenté d’autocalage qu’ils avancent vient réduire le biais tant 

dans l’ensemble qu’au niveau des petits domaines. On peut trouver d’autres procédures de réconciliation 

dans Bell, Datta et Ghosh (2013), Ghosh et Steorts (2013), Pfeffermann, Sikov et Tiller (2014) et 

Pfeffermann et Tiller (2006). 

Que l’on ajuste des modèles au niveau des unités ou des domaines, intégrer une cible externe fixe se 

ramène à imposer la contrainte générale 
=1

= ,i ii
w a 

 où a  est une constante connue et où i  désigne 

les estimations sur petits domaines à réconcilier; pour les totaux, les poids iw  sont tous égaux à 1. Une 

façon de le faire est d’utiliser la transformation 
=1

= ,ii
a   

 en gardant , = 1, , 1i i    inchangé 

et en « supprimant » le dernier petit domaine pour le remplacer par  1

=1
= .ii

a  
   

  Janicki et 

Vesper (2017) ont conçu une transformation légèrement différente, 
=1

= , = 1, , 1, = ,i i ii
i     

   

qui consiste pour l’essentiel en une réconciliation interne qui préserve la somme de toutes les estimations 

.  Si cette somme (de toutes les estimations   non réconciliées) est prescrite comme cible externe, 
1

=1
= ,ii

  
  

   et la transformation de Janicki et Vesper équivaut alors à supprimer l’estimation du 

dernier petit domaine. 

Nandram et Sayit (2011) et Nandram, Berg et Barboza (2014) ont étudié les procédures de réconciliation 

externe avec suppression de l’estimation du dernier petit domaine à des fins de réconciliation de prévisions 

et de probabilités binomiales de rendements culturaux respectivement. (Dans ce double contexte, la 

contrainte visait en réalité la somme pondérée des estimations sur petits domaines.) Erciulescu, Cruze et 

Nandram (2019) se sont attachés à diverses techniques de réconciliation externe : réconciliation avec 

suppression, réconciliation par les différences ou les rapports, etc., dans le contexte des modèles 
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hiérarchiques bayésiens de petit domaine. Collectivement, la contrainte de réconciliation externe a été 

introduite dans la fonction de vraisemblance (voir Toto et Nandram (2010), par exemple), la densité 

conjointe des effets de domaine (voir Nandram et Sayit (2011), par exemple) ou la densité a posteriori de 

ces mêmes effets (Janicki et Vesper, 2017). Précisons que, dans ce dernier cas, on utilise les connaissances 

antérieures ou les exigences qu’incarne la contrainte a posteriori plutôt que les distributions antérieures 

elles-mêmes. 

Datta, Ghosh, Steorts et Maples (2011) ou DGSM ont proposé une catégorie générale d’estimateurs de 

Bayes avec contrainte pour la production d’estimations réconciliées. À propos de la méthode de Toto et 

Nandram (2010) en particulier pour les modèles au niveau des unités, DGSM ont écrit : « Un inconvénient 

avec cette méthode est que les résultats peuvent varier selon l’unité qui est retranchée [TRADUCTION]. » 

Cette remarque vaut aussi pour Nandram et Toto (2010), Nandram, Toto et Choi (2011), Janicki et Vesper 

(2017) et d’autres, tout comme pour un modèle au niveau des domaines avec contrainte externe. Les 

procédures de DGSM dépendent d’un important paramètre à spécificité de domaine (voir la section 4) et 

qui reçoit plusieurs spécifications distinctes. On pourrait soutenir que les estimations résultantes pourraient 

subir l’effet du choix de la spécification. De plus, les procédures de DGSM ne présentent ni erreurs-types 

a posteriori ni intervalles de crédibilité. 

En réaction à cette observation de DGSM au sujet de la réconciliation avec suppression du dernier 

domaine, nous présentons une réconciliation à suppression aléatoire où chaque domaine a des chances d’être 

retranché, et non le dernier seulement. La justification mathématique de cette méthode de réconciliation à 

suppression aléatoire figure à l’annexe A. Les résultats empiriques font voir de légères différences entre une 

réconciliation à suppression du dernier domaine et une réconciliation à suppression aléatoire. 

Il sera question de cette dernière méthode de réconciliation dans le contexte d’un modèle bayésien de 

Fay-Herriot (BFH). À la section 2, nous décrivons le modèle BFH sans contrainte. À la section 3, nous 

exposons la méthode d’imposition d’une cible externe au modèle BFH par voie de suppression aléatoire. À 

la section 4, nous décrivons les études empiriques permettant d’évaluer les caractéristiques des estimations 

tirées de la réconciliation à suppression aléatoire et parlons aussi des mesures d’incertitude liées. À la 

section 5, nous livrons nos observations en conclusion. Les détails techniques figurent dans plusieurs 

annexes. 

 
2  Modèle de Fay-Herriot bayésien 
 

Supposons que les données observées sont  ˆ , , = 1, , ,i is i    où î  et is  sont respectivement une 

estimation et son erreur-type (que nous supposons connue pour simplifier) de la quantité à l’étude, c’est-à-

dire la .i  totale du ei  domaine. Le modèle BFH est  

                                                                 ind
2ˆ Normale , ,i i i is     

  ind
2 2, Normale , ,β x βi i     

  2, ,β   (2.1) 
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où = 1, , ,i   x i  est un jeu de covariables à p  composantes (dont la valeur à l’origine) et  2, ,β   la 

codistribution antérieure pour  2, .β   Nous posons a priori que      2 2, ,β β      c’est-à-dire 

que β  et 2  sont indépendants avec  

       22 21 et = 1 1 .β      (2.2) 

Par le théorème de Bayes, la densité a posteriori conjointe des 1p   paramètres du modèle est  

  
 

   
2

2 2
2

2 2 2 22 =1

1 1 1 1 1ˆˆ, , exp .
21

θ β θ x βi i i i
i is

    
 

                      


 

 (2.3) 

Dans (2.2),  2   est une distribution antérieure propre, plus plate  2 21    près de zéro et sans 

moments. En fait, toute distribution antérieure propre pour 2  convient et une distribution antérieure 

impropre peut mener dans ce cas à une densité a posteriori impropre. Comme  β  est impropre, le produit 

     2 2,β β      est impropre lui aussi, d’où la possibilité que la densité a posteriori conjointe de 

 2, ,θ β   le soit tout autant, scénario peu souhaitable. Le théorème 1 qui suit établit la propriété de la 

densité a posteriori conjointe (2.3). 

L’annexe B donne plus de détails sur le modèle BFH. Plus précisément, avec 2

2 2= , = 1, , ,
i

i s
i

     

nous avons démontré que 

                                       ind
2 2ˆˆ, , Normale 1 , 1 , = 1, , ,β θ x βi i i i i i i             (2.4) 

                                          2 ˆ ˆ ˆ, Normale , ,β θ β   (2.5) 

                                         
 

2 2
3 22

1ˆ ,
1

θ Q  





 (2.6) 

où 

                                                     1
2 2 2 2

=1 =1

ˆ
ˆ ˆ ˆ= , = ,

x x x
β i i i i

i ii is s


 




 
  

 

  

                                             
 

  21/2
2

1 2 2 22 2=1 =1

1 1 1 ˆ ˆˆ= exp .
2

x βi i
i i ii

Q
ss

 


 
    

  
 
 

  

 

Théorème 1 

La densité a posteriori conjointe (2.3) est propre à condition que la matrice de plan soit de plein rang. 

 

Preuve du théorème 1 

Comme la matrice de plan est de plein rang, β̂  et ̂  sont bien définis pour tous les 2  d’où l’implication 

que  2Q   est borné dans 2 .  Ainsi, comme  
 22

12
1 

 


  est propre, la densité a posteriori 

 2
3 θ̂   l’est aussi. Si on applique la règle de multiplication en probabilité, il s’ensuit que la densité 

a posteriori conjointe,  2 ˆ, , ,θ β θ   est propre. 
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La propriété étant acquise, nous pouvons échantillonner la densité a posteriori conjointe et faire notre 

inférence sur i  par une procédure simple de Monte Carlo. Nous prenons la règle de multiplication et tirons 

des échantillons de (2.6), (2.5) et (2.4). Voici la procédure qui s’applique. D’abord, nous tirons un 

échantillon de  2
3 θ̂   en (2.6). Les tirages sur cette distribution peuvent s’opérer par la méthode de la 

grille (voir l’annexe B). Il est ensuite facile de tirer des échantillons de la densité a posteriori conditionnelle 

de β  en (2.5). Enfin, nous pouvons tirer les échantillons de i  indépendamment de (2.4). Échantillonner 

de la sorte à partir de la densité a posteriori conjointe dans le modèle BFH sans contrainte n’exige pas de 

surveillance des données (à la différence de la méthode de Monte Carlo à chaîne de Markov). Le modèle 

BFH sans contrainte donnera une base de comparaison des estimations et des mesures liées d’incertitude 

obtenues par la méthode proposée de réconciliation à suppression aléatoire. 

 
3  Méthode de suppression aléatoire 
 

Comme nous l’avons fait remarquer, la méthode de suppression aléatoire exige qu’on introduise une 

nouvelle variable prenant les valeurs 1, ,   en équiprobabilité (poids) et avec peut-être des différences. 

À la section 3.1, nous indiquons comment construire la densité a posteriori conjointe des paramètres du 

modèle BFH à suppression aléatoire et, à la section 3.2, comment échantillonner à partir de cette densité 

conjointe. 
 

3.1  Construction de la densité a posteriori conjointe 
 

Le théorème de base de la réconciliation s’explique par les opérations examinées à la section 1. Le but 

qui suit est d’élaborer la densité a priori conjointe de 1 , ,    sous la contrainte de réconciliation 

=1
= ,ii

a 
 où a  est une cible externe connue. Nous nous servirons de la densité a priori conjointe de 

1 , ,    pour compléter le modèle Fay-Herriot avec contrainte pour une réconciliation à suppression du 

dernier domaine (voir la section 1). 
 

Théorème 2 

Soit  ind
2Normale , , 1, , .u βi i i      Avec la contrainte 

=1
= ,ii

a 
 où a  est constant, soit  θ   le 

vecteur de tous les i  sauf le dernier. La densité conjointe de , = 1, , ,i i    est alors  

  

1
2

=1

1 1
Normale , , = ,θ c i

i

I J I J a  
         

   



  
  (3.1) 

    1 1, , ,c j u u β u u βa J
         et j  sont respectivement une matrice    1 1     et un 

vecteur  1  de uns. 
 

Preuve du théorème 2 

Voir l’annexe C. 

La preuve du théorème 2 fait appel à la distribution normale multivariée et servira à démontrer le 

théorème plus général avec correction de la distribution antérieure pour la suppression de n’importe quel 

domaine. 
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Le modèle BFH avec contrainte est 

  ind
2ˆ Normale , , = 1, , ,i i i is i      (3.2) 

                                                ind
2 2

=1

, Normale , , = ,β x βi i i
i

a    


   

  2, .β    

La contrainte de la distribution antérieure sur 1 , ,    corrige pour l’essentiel la densité a priori conjointe, 

mais pour intégrer cette contrainte, nous emploierons le théorème 2 et procéderons à une correction de la 

densité a posteriori dans le modèle sans contrainte. 

Pour = 1, , ,i    soit 2

22=
i

i s


   et  ˆ̂ ˆ= 1 .x βi i i i i       Soit également  2 2ˆ = 1 , =i i i    

1, , .   Dans le modèle sans contrainte, la densité a posteriori conjointe est 

      2
2 2 2

ˆ
1

ˆ̂ˆ ˆ, , , Normale , Normale , .
ii

nb i i i
i i




     



  
   

  
θ β θ β x β


  

Nous élargissons maintenant le résultat du théorème 2, car nous nous intéressons au modèle BFH avec 

contrainte. Le théorème 3 qui suit servira à élaborer la méthode de réconciliation à suppression aléatoire. 
 

Théorème 3 

Dans une notation générale, soit  ind
2Normale , , = 1, , .i i iy i     Soit  y i  le vecteur de tous les iy  

sauf le e .i  Soit 2 2
1

, = 1, , ,i i jj
v i 


      et * 2 2

1
, = 1, , .i i jj

v i 


      Sous la contrainte 

1
,ii

y a


 
 

             
2*

1

Normale , diagonaley u v σ v vji i i i i i
j

u a


       
  




  (3.3) 

avec = .i jj i
y a y


   Dans ce cas,  

   
            

2*

=1

, = = 0 = Normale , diagonale ,yy μ v σ v v
r ry j jr r r r r

j r j

p z r a y a  


            
    

 


 (3.4) 

pour = 1, ,r    et 
=1

= .ii
a y   

 
 

Preuve du théorème 3 

La preuve du théorème 3 ressemble à celle du théorème 2. Voir l’annexe C. 

Dans ce qui suit, un des paramètres de domaine   sera supprimé au hasard (probabilité 1 ).  Soit 

= 1, ,z    représentant le comté en suppression. Ainsi,  = = 1 , = 1, , .P z r r    Dans le modèle 

BFH avec contrainte et avec le théorème 3, la densité a posteriori conjointe est donc 

 

   

            

2
2 2

ˆ
=1

2*

1

ˆ, = , , , Normale ,

ˆˆ ˆˆ ˆNormale , diagonale ,θ

θ β θ β x β

θ v σ v v

ri

r

b i j
i j ri

jr r r r r
j

z r a

a




     









             

        
  

 






 

(3.5)
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où = 1, , ,r    et pour = 1, , ,i   * 2 2
=1

ˆ ˆ=i i jj
v   

 et 2 2
=1

ˆ ˆ= .i i jj
v   

 

 
3.2  Échantillonnage de la densité a posteriori conjointe 
 

À la différence du modèle BFH, le modèle avec contrainte en (3.2) ne peut être ajusté par des tirages au 

hasard; nous devons utiliser un échantillonneur de Gibbs. La densité a posteriori conjointe conditionnelle 

(dpc) de  ,θ z  est 

 

 

            

2

2*

=1

ˆ, = , ,

ˆˆ ˆˆ ˆNormale , diagonale ,θ

θ β θ

θ v σ v v

r

r

j
j r

jr r r r r
j

z r a

a

   





  
 

        
  






 

(3.6)

 

où  = 1, , , θ rr    désigne le vecteur de i  avec suppression de la er  composante et où v  et *v  sont 

définis au théorème 3. Ainsi, la densité a posteriori conjointe conditionnelle de  2,β   est 

 

   

            

2
2 2

ˆ
=1

* 2

=1

ˆ, , , = , Normale ,

ˆˆ ˆˆ ˆNormale , diagonale .θ

β θ θ β x β

θ v σ v v

i

r

i
i i

jr r r r r
j

z r

a




   






  

 

        
  








 

(3.7)

 

Il est simple d’échantillonner les dpc de θ  et ,z  mais la chose ne sera pas si simple pour β  et 2  dans 

ce qui va suivre. 

Premièrement, pour obtenir les dpc de β  et 2 ,  nous définissons 

 1 12 2
1 1

1 1ˆ et .g x x xi i i i i i
i i

A  
  

   
 

  

Deuxièmement, pour = 1, , ,i    soit   *
1

ˆ ˆ
i i i j j ij

d a v   


   
 et *

1
(1 ) (1x xi i i i j

v


    
 

) .xj j  Soit  d r  et  rX  désignant respectivement le vecteur à entrées id  sans la er  composante et la 

matrice où parmi les colonnes x i  on retranche .x r  Soit  

               2 2et ,g θ dr r r r r r rX A X X           

où  r  est la matrice des covariances sans la ligne et la colonne e .r  Troisièmement, avec une distribution 

antérieure normale multivariée sur β  de la forme  0 0Normale , ,β β   où 0β  et 0  sont spécifiés, soit  

 1
0 0 0 0 0et = ;g β A A     

ce qui assure une certaine protection contre l’impropriété de la distribution a posteriori. Il s’ensuit que  
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1 12 2 2

2

=0 =0 =0

ˆ, = , , Normale ,  .β θ θ gs s s s
s s s

z r A A A
    

    
   
     

Nous pouvons éliminer la distribution antérieure de β  en posant 0    (distribution antérieure non 

informative) pour obtenir   1β   comme dans le modèle BFH. 

Enfin, nous considérons la dpc de 2 .  Soit 

      *

1

ˆ ˆ1 1 , 1, , ,x β x βi i i i i j j j j i
j

U a v i     


           
 



    

et 

                                   2
1

1

diagonale 1 , , 1 1 1 1 .i i j
j

     


         
 




   

La dpc de 2  est alors 

      
      2 2 2 2

ˆ
1

ˆ, , , Normale , Normale , ,θθ β θ x β U
ri

i i r r
i

z r s    


       



  

où  U r  désigne le vecteur des iU  sans la er  composante et où  2   est une distribution antérieure sur 
2 .  Comme dans le modèle BFH (voir la section 2), nous attribuons la densité antérieure  2    

  22 21 1 , > 0   à 2 .  Comme la densité a posteriori de base du modèle BFH est propre, la densité 

a posteriori du modèle BFH avec contrainte le sera aussi. 

 
4  Études empiriques 
 

Le but de ces études empiriques est double : d’abord, nous démontrons que le modèle BFH peut être 

ajusté comme on l’indique à la section 2 et que les méthodes de réconciliation à suppression du dernier 

domaine et à suppression aléatoire peuvent s’appliquer; ensuite, nous comparons les méthodes de 

réconciliation dans une étude par simulation qui exploite un ensemble de données bien utilisé dans les études 

consacrées à l’estimation sur petits domaines. 

Dans le processus de génération des données, nous prenons les données sur les superficies en maïs et en 

soya dans Battese, Harter et Fuller (1988), lesquelles sont disponibles pour 12 comtés (domaines) en Iowa. 

Nous dressons le tableau résultant des superficies en maïs et en soya au niveau des comtés à l’aide d’un 

certain nombre de segments échantillonnés dans la population (nombre connu de segments). Nous disposons 

également de données satellitaires Landsat sur le nombre de pixels de maïs et de soya dans les segments 

échantillonnés (deux covariables). Nous pouvons ajouter des moyennes de population finie pour le nombre 

de pixels caractérisés comme maïs et soya dans chaque comté. Avec cet ensemble de données, nous 

construisons de nouveaux jeux de données avec tout nombre de domaines. 
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La génération des données se fait en deux étapes. D’abord, nous ajustons le modèle au niveau des unités 

,x βij ij ijy e   1, , , 1, , ,ii j n     où  iid
20, ,ije   par rapport aux données disponibles pour les 

12  comtés de l’Iowa. Les tailles d’échantillon de domaines sont 1 2 3 1,n n n   4 52,n n 

6 7 8 3,n n n   9 10 114, 5,n n n    et 12 6.n   Par la méthode des moindres carrés, nous estimons 

β  et 2  par β̂  et 2ˆ ,  respectivement. Pour les domaines dont la taille d’échantillon est supérieure à l’unité, 

nous posons que 2
is  est égal à la variance estimée de la moyenne d’échantillon  1

in

i i ij ij
y y y n


   et 

nous prenons 2S  comme moyenne géométrique. Pour les domaines dont la taille d’échantillon correspond 

à l’unité, nous posons 2
is  égal à 2 .S  Le vecteur des covariables X i  est à trois éléments, à savoir l’entier un 

(comme valeur à l’origine) et ensuite les moyennes de population des pixels caractérisés comme maïs 

et soya. 

Comme deuxième étape, nous illustrons le processus de génération de données pour tout nombre désiré 

  de petits domaines. Nous échantillonnons les covariables , 1, , ,x i i     avec remise à partir de 

, 1, , 12.X i i    Nous tirons alors les moyennes au niveau des domaines à l’aide de 

  ind
2ˆ ˆNormale , , 1, , ,x βi i i       

où β̂  et 2̂  sont les estimations déjà définies par les moindres carrés. Nous dégageons les variances 

d’échantillon 2
is  en deux étapes. Nous tirons d’abord les tailles d’échantillon d’une distribution uniforme, 

 iid
Uniforme 5, 25 ,in  = 1, , .i    En deuxième lieu, nous posons  2 2= 1 ,i i is S V n   où 

ind 2
1ii nV    

et 2S  sont définis comme ci-dessus. Enfin, nous tirons les estimations d’enquête sur petits domaines par 

 ind
2ˆ Normale , , = 1, , .i i is i     Nous posons la cible de réconciliation comme égale à la somme des 

î  et des variantes de cette valeur 
=1 îi
 

 majorées ou minorées de 50 %. Dans la pratique du NASS pour 

les estimations culturales des comtés, cette cible est une valeur déjà établie au niveau de l’État. Pour évaluer 

les méthodes de réconciliation dans des cas extrêmes, nous considérons d’autres scénarios de simulation où 

une taille d’échantillon de domaines est fixée à 2 ou 50 ou où le facteur 2S  est multiplié par 10. 

Dans ce qui suit, nous présentons les résultats empiriques surtout d’un scénario de simulation avec 12 

domaines. Nous examinons brièvement des exemples avec un plus grand nombre de domaines. Ainsi, l’Iowa 

compte 99 comtés et le NASS a pour intérêt notamment de réconcilier les estimations de superficie 

ensemencée et récoltée et de production (en boisseaux) par rapport à un total préétabli au niveau de l’État. 

Lorsque le nombre de domaines est si petit, aucune correction n’est à apporter aux procédures de 

réconciliation avec suppression du dernier domaine ou suppression aléatoire dont nous avons parlé dans les 

sections précédentes. Toutefois, le calcul peut être inacceptable lorsque le nombre de domaines est 

extrêmement grand (un million, disons), auquel cas il faudrait apporter certaines modifications aux 

procédures actuellement appliquées. 

Il est utile d’examiner les calculs dans un scénario de simulation avec 12 domaines. Pour l’inférence 

a posteriori dans le modèle BFH, nous avons recouru à 1 000 tirages aléatoires exécutés en seulement 
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quelques secondes. En revanche, il est plus difficile d’exécuter un échantillonneur de Gibbs dans une 

réconciliation à suppression d’un domaine à la fois ou à suppression aléatoire. Nous pouvons toutefois 

proposer un échantillonneur de Gibbs efficace. Nous avons effectué un long passage de 20 000 itérations 

avec les 10 000 premières en « rodage » et avec choix de chaque 10e itération par la suite. Nous avons 

contrôlé ce processus par tâtonnement en prenant les autocorrélations, le test de stationnarité de Geweke et 

les tailles effectives d’échantillon. Pour les 1 000 itérations sélectionnées, les valeurs d’autocorrélation sont 

toutes négligeables. Pour la réconciliation à suppression aléatoire, les valeurs p du test de Geweke pour les 

trois coefficients de régression et 2  sont respectivement de 0,651; 0,087; 0,828 et 0,699 (la stationnarité 

n’est pas rejetée). Les tailles effectives d’échantillon sont toutes de 1 000. Ajoutons que les tracés temporels 

ne montrent aucun signe de non-stationnarité. Ainsi, l’échantillonneur de Gibbs est efficace et ne prend que 

quelques secondes malgré l’abondance des itérations. 

Nous évaluons le rendement des méthodes de réconciliation avec un ensemble de mesures : moyennes 

a posteriori (MP), écarts-types a posteriori (ETP) et, si la chose est pratique, coefficients de variation 

a posteriori (CVP), erreurs-types numériques (ETN) des estimations et intervalles de plus haute densité 

a posteriori (HDP) à 95 %. Les résultats numériques figurent aux tableaux 4.1 à 4.8. 

Nous présentons au tableau 4.1 une version condensée des résultats de base qui sert à comparer la 

moyenne, l’erreur-type et le coefficient de variation des données observées aux MP, ETP et CVP du modèle 

BFH et des modèles de réconciliation à suppression du dernier domaine (DD) et à suppression aléatoire 

(SA). Les résultats au tableau 4.1 s’appliquent à deux scénarios de simulation où 2 =S  163 pour une légère 

variation des données observées et 2 =S  1 630 pour une variation relativement supérieure de ces mêmes 

données. Quand 2 =S  163, il n’y a à peu près pas de différences entre les données observées et les quantités 

a posteriori pour les modèles BFH, DD et SA. Vu les petits coefficients de variation des estimations 

d’enquête, il est difficile de réduire encore plus la variabilité pour tout modèle. Ainsi, les CVP sont 

comparables aux CV des estimations d’enquête. Par ailleurs, deux points intéressants ressortent du scénario 

où 2 =S  1 630. D’abord, les MP du modèle BFH peuvent être très différentes de celles des modèles DD et 

SA et ces deux dernières MP sont très proches l’une de l’autre. Ensuite, les ETP sont bien moindres que les 

erreurs-types des données observées; on relève des gains appréciables de précision avec le modèle BFH. Il 

reste que les ETP sont de quatre à cinq fois moindres que ceux des données observées et que les ETP des 

modèles DD et SA sont environ le double de ceux du modèle BFH. Il en va de même des CVP. Enfin, les 

modèles DD et SA sont très proches dans les trois mesures (MP, ETP et CVP); le modèle SA présente des 

ETP qui sont seulement un peu moindres. Comme on pouvait s’y attendre, le modèle DD s’écarte légèrement 

du modèle SA, mais on doit aussi remarquer que la réconciliation du modèle BFH est importante, puisque 

nous obtenons des réponses différentes de celles de ce modèle du moins pour ce qui est des écarts-types et 

des coefficients de variation a posteriori. La réconciliation est une procédure à bruit aléatoire qui aide à 

protéger le modèle contre les défauts de spécification et qui, par conséquent, doit créer une plus ample 

variabilité des estimations sur petits domaines. 
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Tableau 4.1 
Comparaison des modèles BFH sans réconciliation, à suppression du dernier domaine et à suppression aléatoire 
sous l’angle des moyennes a posteriori (MP) des écarts-types a posteriori (ETP) et des coefficients de variation 
a posteriori (CVP) pour deux valeurs de 2S  
 

  MP ETP CVP 
 A OB BFH DD SA OB BFH DD SA OB BFH DD SA
a. 2 = 163; 1 435S a   1 135,6 134,0 133,8 133,5 6,03 5,62 5,47 5,41 0,044 0,042 0,041 0,041

2 102,0 103,5 103,1 103,0 7,10 6,50 6,11 5,82 0,070 0,063 0,059 0,057
3 117,7 121,0 120,7 120,5 7,31 6,72 6,55 6,25 0,062 0,056 0,054 0,052
4 77,0 81,5 81,4 81,0 5,88 6,00 5,46 5,53 0,076 0,074 0,067 0,068
5 126,9 127,8 127,5 127,5 5,63 5,25 5,25 5,06 0,044 0,041 0,041 0,040
6 113,1 113,4 112,9 113,1 8,06 7,15 6,82 6,74 0,071 0,063 0,060 0,060
7 137,2 133,7 133,5 133,9 6,74 6,38 5,93 6,02 0,049 0,048 0,044 0,045
8 124,8 124,7 124,7 124,7 4,03 3,91 3,83 3,76 0,032 0,031 0,031 0,030
9 118,3 116,5 115,8 116,6 7,54 6,79 6,29 6,65 0,064 0,058 0,054 0,057

10 156,5 153,4 153,3 153,3 4,37 4,45 4,12 4,18 0,028 0,029 0,027 0,027
11 109,5 110,3 110,3 110,2 4,88 4,64 4,70 4,70 0,045 0,042 0,043 0,043
12 116,3 118,1 117,9 117,7 7,23 6,62 6,26 6,00 0,062 0,056 0,053 0,051

b. 2 = 1 630; 1 482S a   1 129,1 129,8 127,2 126,5 19,07 4,64 10,71 10,45 0,148 0,036 0,084 0,083
2 117,3 126,3 122,1 122,1 22,46 5,08 12,73 12,51 0,191 0,040 0,104 0,102
3 120,0 145,5 137,3 136,9 23,11 5,93 12,91 12,68 0,193 0,041 0,094 0,093
4 68,8 107,3 94,0 93,6 18,60 7,47 12,04 11,86 0,270 0,070 0,128 0,127
5 142,4 146,4 142,3 142,2 17,80 4,52 11,98 11,15 0,125 0,031 0,084 0,078
6 108,8 120,2 115,2 115,4 25,49 5,43 11,75 11,66 0,234 0,045 0,102 0,101
7 136,8 116,2 118,2 119,0 21,31 5,37 11,32 11,90 0,156 0,046 0,096 0,100
8 124,5 132,5 127,3 127,3 12,76 4,39 9,00 8,91 0,102 0,033 0,071 0,070
9 144,2 127,5 128,0 129,5 23,86 5,33 12,74 14,00 0,165 0,042 0,100 0,108

10 172,9 129,2 145,5 145,3 13,81 9,23 10,28 10,37 0,080 0,071 0,071 0,071
11 109,1 114,7 110,6 110,2 15,42 4,31 10,53 10,43 0,141 0,038 0,095 0,095
12 108,4 120,3 114,6 114,2 22,87 5,10 12,42 12,01 0,211 0,042 0,108 0,105

 

Note : OB : données observées; BFH : modèle de Fay-Herriot bayésien; DD : réconciliation à suppression du dernier domaine; 
SA : modèle à suppression aléatoire; :a  cible. Pour les données observées, nous présentons l’estimation directe, l’erreur-
type et le coefficient de variation pour MP, ETP et CVP respectivement. Dans la procédure de réconciliation de DGSM 
pour 2 =S  163, les valeurs de réconciliation sont de 133,7; 103,3; 120,8; 81,3; 127,6; 113,2; 133,4; 124,5; 116,3; 153,1;
110,1; 117,9 et, pour 2 =S  1 630, de 126,9; 123,5; 142,3; 105,0; 143,2; 117,5; 113,6; 129,5; 124,7; 126,4; 112,1; 117,6.

 
Dans le scénario de simulation de base, nous comparons les méthodes de réconciliation à suppression à 

une des méthodes de DGSM qui donne des estimations a posteriori réconciliées sans suppression. Pour 

reprendre la notation dans DGSM, nous devons reformuler l’équation de réconciliation sous la forme 

suivante :  
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 À noter que, parmi les spécifications de DGSM, nous avons choisi i  au hasard (sans 

traitement préférentiel). Dans ce cas, les estimateurs de Bayes réconciliés de DGSM sont 
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       *ˆ ˆ ˆ= , = 1, , .BM B
i i B it r S i        

Nous présentons les résultats empiriques avec l’estimateur  ˆ BM
i  dans la note du tableau 4.1. La plus grande 

différence entre les estimations réconciliées selon les méthodes de réconciliation est celle du domaine 10 

(données observées : 172,9; BFH : 129,2; DD : 145,5; SA : 145,3; DGSM : 126,4). En général, les MP des 

modèles DD et SA sont plus proches de celles des données observées. Dans les autres cas, les estimations 

se comparent relativement bien à celles des modèles DD et SA, mais avec quelques légères différences; le 

modèle DGSM ne présente pas d’écarts-types a posteriori ni d’intervalles de crédibilité. 

Nous présentons des résultats plus détaillés pour 2S   163 aux tableaux 4.2 à 4.8 et aux figures 4.1 à 

4.4. Notre intérêt est surtout de comparer les modèles à suppression d’un domaine à la fois (le dernier) et à 

suppression aléatoire. 

Par les résultats au tableau 4.2, nous concluons que les MP du modèle BFH (sans réconciliation) sont 

légèrement différentes de celles des estimations directes et, comme on pouvait s’y attendre, supérieures et 

inférieures respectivement aux valeurs des estimations directes (en moins et en plus). Sauf pour deux 

domaines et comme il était à prévoir, les ETP sont inférieurs aux écarts-types des estimations directes. Ainsi, 

l’estimation directe la plus petite (76,997) est celle qui rétrécit le plus et présente un écart-type plus grand 

(5,881 contre 5,995); les résultats concordent avec le rétrécissement caractéristique d’une estimation sur 

petits domaines. Il convient de noter que les CVP sont tous petits et que les ETN le sont raisonnablement 

aussi. 

 
Tableau 4.2 
Comparaison de l’estimateur direct avec l’inférence a posteriori par le modèle de Fay-Herriot bayésien pour 
les paramètres de domaine 
 

Domaine n  ̂  s  MP ETP CVP ETN HDP à 95 %  
1 5 135,575 6,031 133,985 5,617 0,042 0,057 (123,422; 145,402) 
2 7 101,980 7,101 103,461 6,498 0,063 0,065 (90,598; 116,134) 
3 24 117,655 7,309 121,006 6,716 0,056 0,066 (107,730; 134,124) 
4 23 76,997 5,881 81,473 5,995 0,074 0,058 (69,046; 92,578) 
5 21 126,917 5,629 127,832 5,248 0,041 0,052 (117,850; 138,406) 
6 9 113,132 8,061 113,393 7,147 0,063 0,068 (99,441; 127,451) 
7 5 137,236 6,739 133,661 6,378 0,048 0,064 (121,771; 146,662) 
8 20 124,839 4,034 124,732 3,906 0,031 0,039 (117,233; 132,309) 
9 16 118,306 7,544 116,479 6,785 0,058 0,071 (103,225; 130,003) 

10 9 156,503 4,368 153,355 4,449 0,029 0,045 (144,785; 162,031) 
11 23 109,546 4,877 110,348 4,637 0,042 0,047 (101,179; 119,294) 
12 9 116,314 7,232 118,098 6,623 0,056 0,068 (105,135; 131,186) 

 
Note : n  est la taille d’échantillon de domaines, ̂  est l’estimateur direct et s  son erreur-type. MP est la moyenne a posteriori, 

ETP l’écart-type a posteriori et HDP l’intervalle de plus haute densité a posteriori. ETN est l’erreur-type numérique de la 
moyenne a posteriori. La valeur de réconciliation est de 1 435 et la somme des moyennes a posteriori, de 1 437,823 (sans 
réconciliation). 

 
Nous présentons aux tableaux 4.3 et 4.4 les estimations du modèle BFH à suppression du dernier 

domaine et à suppression aléatoire dans le cas d’une distribution antérieure uniforme (en équipondération). 
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Les poids a posteriori diffèrent à peine de 0,083; le plus grand (0,097) est celui du dernier domaine et le 

plus petit (0,056), du e8  domaine. La suppression aléatoire comme la suppression du dernier domaine 

améliore la précision et les ETP des estimations réconciliées sont tous inférieurs aux erreurs-types des 

données observées pour les deux méthodes de réconciliation. Les ETN sont supérieures à celles du modèle 

sans réconciliation, mais la chose importe peu, puisqu’il s’agit d’erreurs des moyennes a posteriori (la 

caractéristique de la MP est à trois chiffres). 

 
Tableau 4.3 
Comparaison de l’estimateur direct avec l’inférence a posteriori par le modèle Fay-Herriot bayésien pour les 
paramètres de domaine avec réconciliation à suppression aléatoire 
 

Domaine n  ̂  s  MP ETP CVP ETN HDP à 95 %  
1 5 135,575 6,031 133,516 5,431 0,041 0,171 (123,414; 143,541) 
2 7 101,980 7,101 102,903 5,793 0,056 0,199 (92,378; 114,250) 
3 24 117,655 7,309 120,671 6,237 0,052 0,194 (107,744; 132,190) 
4 23 76,997 5,881 81,170 5,597 0,069 0,202 (69,781; 91,177) 
5 21 126,917 5,629 127,652 5,036 0,039 0,170 (118,293; 137,228) 
6 9 113,132 8,061 112,805 6,707 0,059 0,223 (100,926; 126,074) 
7 5 137,236 6,739 133,908 6,007 0,045 0,177 (122,135; 145,344) 
8 20 124,839 4,034 124,703 3,757 0,030 0,120 (117,962; 132,304) 
9 16 118,306 7,544 116,451 6,650 0,057 0,249 (103,400; 129,316) 
10 9 156,503 4,368 153,222 4,216 0,028 0,134 (144,392; 160,854) 
11 23 109,546 4,877 110,221 4,694 0,043 0,150 (101,038; 119,570) 
12 9 116,314 7,232 117,780 5,997 0,051 0,208 (104,619; 128,158) 

 
Note : n  est la taille d’échantillon de domaines, ̂  l’estimateur direct et s  son erreur-type. MP est la moyenne a posteriori, 

ETP est l’écart-type a posteriori et HDP l’intervalle de plus haute densité a posteriori. ETN est l’erreur-type numérique 
de la moyenne a posteriori. La valeur de réconciliation est 1 435. Pour une distribution antérieure uniforme (en 
équipondération), les probabilités a posteriori que les domaines 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12 soient supprimés sont 
respectivement de 0,090; 0,084; 0,095; 0,077; 0,066; 0,093; 0,097; 0,056; 0,098; 0,068; 0,079; 0,097. 

 
Tableau 4.4 
Comparaison de l’estimateur direct avec l’inférence a posteriori par le modèle Fay-Herriot bayésien pour les 
paramètres de domaine avec suppression du dernier domaine 
 

Domaine n  ̂  s  MP ETP CVP ETN HDP à 95 %  
1 5 135,575 6,031 133,772 5,519 0,041 0,151 (122,213; 143,991) 
2 7 101,980 7,101 103,026 6,319 0,061 0,171 (89,424; 113,857) 
3 24 117,655 7,309 120,470 6,458 0,054 0,209 (108,783; 134,261) 
4 23 76,997 5,881 81,391 5,906 0,073 0,171 (69,636; 92,634) 
5 21 126,917 5,629 127,883 5,158 0,040 0,142 (117,282; 137,305) 
6 9 113,132 8,061 112,895 6,270 0,056 0,216 (100,664; 124,320) 
7 5 137,236 6,739 133,298 5,948 0,045 0,178 (121,831; 144,727) 
8 20 124,839 4,034 124,664 3,810 0,031 0,124 (117,321; 131,941) 
9 16 118,306 7,544 116,542 6,531 0,056 0,203 (104,238; 129,622) 

10 9 156,503 4,368 153,229 4,353 0,028 0,132 (144,443; 161,593) 
11 23 109,546 4,877 109,997 4,563 0,041 0,168 (101,428; 118,953) 
12 9 116,314 7,232 117,835 6,344 0,054 0,215 (106,421; 131,483) 

 
Note : n  est la taille d’échantillon de domaines, ̂  l’estimateur direct et s  son erreur-type. MP est la moyenne a posteriori, 

ETP l’écart-type a posteriori et HDP l’intervalle de plus haute densité a posteriori. ETN est l’erreur-type numérique de la 
moyenne a posteriori. La valeur de réconciliation est 1 435.
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Nous comparons les trois méthodes (BFH, DD, SA) à l’aide des résultats au tableau 4.5. Les MP sont 

comparables et la réconciliation (SA et DD) ne déforme (rétrécit) pas les estimations bien au-delà du 

rétrécissement caractéristique du modèle BFH. Ajoutons que, dans les modèles DD et SA, les ETP sont 

presque toujours inférieurs à ceux du modèle BFH. Pour 8 des 12 domaines, les ETP sont moindres dans le 

modèle SA que dans le modèle DD. Pour ces domaines, les ETP baissent en gros de 1 % dans le modèle SA 

par rapport au modèle DD et environ de 4 % par rapport au modèle BFH. 

Pour étudier à quel point les ETP sont sensibles aux différentes cibles de réconciliation, nous présentons 

les résultats pour trois choix de cibles au tableau 4.6. Les ETP varient seulement un peu selon les cibles et 

l’emportent toujours sur les erreurs-types des estimations directes. 

Dans la conception d’un jeu complexe de simulations, nous envisageons de recourir à des probabilités 

(poids) inégales pour la réconciliation à suppression aléatoire. Nous mentionnons les résultats au 

tableau 4.7. Nous comparons les poids uniformes (EW) aux poids inversement proportionnels (IW) aux 

tailles d’échantillon, ainsi qu’aux poids directement proportionnels (DW) à ces mêmes tailles. Là encore, 

nous relevons de légères différences entre les trois MP et les trois ETP. Les ETP demeurent inférieurs à 

ceux des estimations directes. 

Au moyen des résultats au tableau 4.8, nous étudions dans quelle mesure les tailles d’échantillon 

extrêmes pour le dernier comté (à supprimer) influent sur l’inférence a posteriori. Nous posons à cette fin 

que la taille d’échantillon du dernier comté se situe à l’extérieur de la fourchette de simulation qui va de 5 

à 25 en prenant les valeurs 2 et 50. Nous considérons d’abord le cas où la taille d’échantillon du dernier 

comté est de 2. Comme pour les résultats précédents, les MP présentent de légères différences par rapport à 

l’absence de réconciliation, à la suppression du dernier domaine et à la suppression aléatoire pour tous les 

comtés. Les ETP des modèles DD et SA sont inférieurs à ceux du modèle BFH et neuf de ces ETP sont 

moindres dans le modèle SA que dans le modèle DD. Pour le dernier comté, nous observons cependant des 

écarts-types a posteriori relativement importants (10,00; 8,771; 8,525) avec une baisse qui est en gros de 

15 % de l’ETP du modèle SA par rapport au modèle sans réconciliation. Ensuite, nous considérons le cas 

où la taille d’échantillon du dernier comté est de 50. La configuration est semblable sauf que les ETP du 

dernier comté sont comparables à ceux des modèles BFH, DD et SA et que, là encore, la baisse est environ 

de 10 % (6,282; 5,958; 5,702) des ETP du modèle SA par rapport à l’absence de réconciliation. Il semblerait 

que, si on prend délibérément le comté avec la taille d’échantillon la plus extrême (en moins ou en plus) 

comme dernier comté, il peut y avoir une incidence sur la procédure de réconciliation. En revanche, nous 

relevons des variations légères lorsque les domaines dont la taille d’échantillon est extrême ne sont pas 

systématiquement supprimés. Quand la taille d’échantillon est de 2, les nouvelles valeurs MP et ETP sont 

les suivantes : BFH : 124,307; 9,993; DD : 123,371; 9,000; SA : 123,540; 8,887. Quand la taille 

d’échantillon est de 50, les nouvelles valeurs MP et ETP sont les suivantes : BFH : 118,167; 6,284; DD : 

117,802; 6,094; SA : 117,716; 5,948. 
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Tableau 4.5 
Résumé de la comparaison de l’inférence avec l’estimateur direct, le modèle de Fay-Herriot bayésien (BFH), la 
réconciliation à suppression aléatoire (SA) et la réconciliation à suppression du dernier domaine (DD) 
 

    BFH SA DD 

Domaine n  ̂  s  MP ETP MP ETP MP ETP 

1 5 135,575 6,031 133,985 5,617 133,516 5,431 133,772 5,519 

2 7 101,980 7,101 103,461 6,498 102,903 5,793 103,026 6,319 

3 24 117,655 7,309 121,006 6,716 120,671 6,237 120,470 6,458 

4 23 76,997 5,881 81,473 5,995 81,170 5,597 81,391 5,906 

5 21 126,917 5,629 127,832 5,248 127,652 5,036 127,883 5,158 

6 9 113,132 8,061 113,393 7,147 112,805 6,707 112,895 6,270 

7 5 137,236 6,739 133,661 6,378 133,908 6,007 133,298 5,948 

8 20 124,839 4,034 124,732 3,906 124,703 3,757 124,664 3,810 

9 16 118,306 7,544 116,479 6,785 116,451 6,650 116,542 6,531 

10 9 156,503 4,368 153,355 4,449 153,222 4,216 153,229 4,353 

11 23 109,546 4,877 110,348 4,637 110,221 4,694 109,997 4,563 

12 9 116,314 7,232 118,098 6,623 117,780 5,997 117,835 6,344 
 

Note : n  est la taille d’échantillon de domaines, ̂  l’estimateur direct et s  son erreur-type. MP est la moyenne a posteriori et 
ETP l’écart-type a posteriori. La valeur de réconciliation est 1 435. Dans le cas d’une distribution antérieure uniforme, 
les probabilités a posteriori que les domaines 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12 soient supprimés sont respectivement de 
0,090; 0,084; 0,095; 0,077; 0,066; 0,093; 0,097; 0,056; 0,098; 0,068; 0,079; 0,097.

 
 
Tableau 4.6 
Comparaison de l’inférence a posteriori des paramètres de domaine avec la réconciliation à suppression 
aléatoire et différentes cibles ( 1 435)a   
 

    a 1,5a 0,5a 

Domaine n  ̂  s  MP ETP MP ETP MP ETP 

1 5 135,575 6,031 133,516 5,431 189,249 5,385 77,769 5,561 

2 7 101,980 7,101 102,903 5,793 175,963 5,794 29,847 5,899 

3 24 117,655 7,309 120,671 6,237 197,219 6,099 44,145 6,461 

4 23 76,997 5,881 81,170 5,597 134,628 5,871 27,771 5,460 

5 21 126,917 5,629 127,652 5,036 177,209 5,165 78,125 5,053 

6 9 113,132 8,061 112,805 6,707 201,949 7,145 23,614 6,995 

7 5 137,236 6,739 133,908 6,007 200,989 6,018 66,781 6,024 

8 20 124,839 4,034 124,703 3,757 151,951 3,952 97,484 3,924 

9 16 118,306 7,544 116,451 6,650 196,849 6,990 35,990 6,607 

10 9 156,503 4,368 153,222 4,216 184,720 4,019 121,708 4,706 

11 23 109,546 4,877 110,221 4,694 148,724 4,966 71,752 4,760 

12 9 116,314 7,232 117,780 5,997 193,050 5,954 42,514 6,081 
 

Note : n  est la taille d’échantillon de domaines, ̂  est l’estimateur direct et s  son erreur-type. MP est la moyenne a posteriori 
et ETP l’écart-type a posteriori. La valeur de réconciliation est 1 435. Dans le cas d’une distribution antérieure uniforme, 
les probabilités a posteriori que les domaines 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12 soient supprimés sont respectivement de 
0,090; 0,084; 0,095; 0,077; 0,066; 0,093; 0,097; 0,056; 0,098; 0,068; 0,079; 0,097. Quand la valeur de réconciliation est 
majorée de 50 %, les probabilités sont de 0,090; 0,084; 0,095; 0,079; 0,064; 0,093; 0,097; 0,056; 0,098; 0,068; 0,079; 
0,097. Quand la valeur de réconciliation est minorée de 50 %, les probabilités sont de 0,090; 0,084; 0,095; 0,077; 0,066; 
0,093; 0,097; 0,057; 0,097; 0,068; 0,079; 0,097.
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Tableau 4.7 
Comparaison de l’inférence a posteriori des paramètres de domaine avec la réconciliation à suppression 
aléatoire en équipondération (EW), en pondération inversement proportionnelle aux tailles d’échantillon (IW) 
et en pondération directement proportionnelle aux tailles d’échantillon (DW) 
 

    EW IW DW 

Domaine n  ̂  s  MP ETP MP ETP MP ETP 

1 5 135,575 6,031 133,516 5,431 133,508 5,518 133,436 5,404 

2 7 101,980 7,101 102,903 5,793 103,042 5,737 103,049 5,809 

3 24 117,655 7,309 120,671 6,237 120,529 6,176 120,634 6,247 

4 23 76,997 5,881 81,170 5,597 81,167 5,571 81,111 5,567 

5 21 126,917 5,629 127,652 5,036 127,669 5,079 127,541 5,055 

6 9 113,132 8,061 112,805 6,707 112,762 6,704 113,074 6,716 

7 5 137,236 6,739 133,908 6,007 133,965 5,968 133,798 6,027 

8 20 124,839 4,034 124,703 3,757 124,829 3,734 124,719 3,757 

9 16 118,306 7,544 116,451 6,650 116,300 6,707 116,502 6,640 

10 9 156,503 4,368 153,222 4,216 153,238 4,198 153,204 4,220 

11 23 109,546 4,877 110,221 4,694 110,190 4,697 110,208 4,690 

12 9 116,314 7,232 117,780 5,997 117,802 6,010 117,726 5,989 
 

Note : n  est la taille d’échantillon de domaines, ̂  est l’estimateur direct et s  son erreur-type. MP est la moyenne a posteriori 
et ETP l’écart-type a posteriori. La valeur de réconciliation est 1 435. Dans le cas d’une distribution antérieure uniforme, 
les probabilités a posteriori que les domaines 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12 soient supprimés sont respectivement de 
0,090; 0,084; 0,095; 0,077; 0,066; 0,093; 0,097; 0,056; 0,098; 0,068; 0,079; 0,097. Quand la réconciliation se fait en 
pondération inversement proportionnelle aux tailles d’échantillon, les probabilités sont de 0,167; 0,127; 0,039; 0,037; 
0,026; 0,105; 0,184; 0,030; 0,061; 0,078; 0,039; 0,107. Quand la réconciliation se fait en pondération directement 
proportionnelle aux tailles d’échantillon, les probabilités sont de 0,032; 0,048; 0,168; 0,124; 0,103; 0,061; 0,036; 0,083; 
0,112; 0,044; 0,123; 0,066. 

 
 

À des fins de comparaison, nous présentons les différentes densités a posteriori aux figures 4.1 à 4.4. Il 

s’agit aux figures 4.1 et 4.2 des densités a posteriori des 12 paramètres de domaine quand chaque domaine 

est retranché à son tour. Nous observons que la densité a posteriori varie légèrement selon les modes, mais 

sans rien de remarquable. Aux figures 4.3 et 4.4, nous présentons les densités a posteriori des 12 paramètres 

de domaine pour le modèle FH (sans contrainte) et les deux réconciliations à suppression aléatoire et à 

suppression du dernier domaine. Des différences existent entre les trois densités, mais sans rien d’alarmant. 

Nous livrons enfin les résultats empiriques d’un scénario de simulation avec 99 domaines correspondant 

aux 99 comtés de l’Iowa. Nous générons les données comme nous l’avons décrit et ajustons les modèles 

BFH sans réconciliation et avec réconciliation à suppression aléatoire et à suppression du dernier domaine 

au moyen de 20 000 itérations de l’échantillonneur de Gibbs. Dans l’ajustement de chaque modèle, les 

10 000 premières itérations servent au « rodage » et, par la suite, nous gardons chaque 10e itération. 

L’ajustement du modèle BFH prend 15 secondes et celui des modèles à réconciliation par suppression, 

moins de trois minutes chacun. Pour les paramètres du modèle de réconciliation à suppression aléatoire et 

avec les coefficients de régression β  et la variance 2 ,  les valeurs p du test de Geweke sont respectivement 

de 0,822; 0,128; 0,752 et 0,219 et les tailles effectives d’échantillon sont toutes de 1 000 pour les 
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1 000 itérations sélectionnées (échantillonneur de Gibbs efficace). À noter que la cible est 12 162,93 et la 

somme des MP du modèle BFH, de 12 168,49, une différence de 5,56. À la figure 4.5, nous présentons le 

tracé des coefficients de variation pour la réconciliation à suppression aléatoire, la réconciliation à 

suppression du dernier domaine et le modèle BFH par rapport aux estimations directes par domaine. Les 

différences entre ces modèles ne sont pas remarquables. La plupart des points dont les CV des estimations 

directes sont supérieurs à 0,04 environ se situent sous la droite à 45 °. Toutefois, certains points (en losange) 

pour le modèle BFH se trouvent au-dessus de cette même droite et quatre d’entre eux sont à remarquer, 

peut-être parce qu’ils rétrécissent trop. Nous en concluons qu’il est logique d’opter pour la réconciliation à 

suppression aléatoire. 

 
Tableau 4.8 
Résumé de la comparaison d’inférence avec l’estimateur direct, le modèle Fay-Herriot bayésien (BFH), la 
réconciliation à suppression du dernier domaine (DD) et la réconciliation à suppression aléatoire (SA) dans les 
cas où le dernier comté est extrême 
 

  BFH DD SA 

 Domaine n  ̂  s  MP ETP MP ETP MP ETP 

a. La taille du dernier 

comté est de 2. 

1 5 135,575 6,031 134,116 5,607 133,772 5,473 133,510 5,409 

2 7 101,980 7,101 103,205 6,482 102,818 6,118 102,745 5,837 

3 24 117,655 7,309 121,110 6,730 120,911 6,577 120,666 6,260 

4 23 76,997 5,881 81,586 6,021 81,741 5,544 81,196 5,631 

5 21 126,917 5,629 127,901 5,252 127,552 5,264 127,619 5,041 

6 9 113,132 8,061 113,454 7,147 112,889 6,818 113,074 6,815 

7 5 137,236 6,739 133,938 6,339 133,479 5,968 133,947 5,994 

8 20 124,839 4,034 124,753 3,906 124,699 3,824 124,738 3,735 

9 16 118,306 7,544 116,199 6,806 115,329 6,327 116,065 6,785 

10 9 156,503 4,368 153,419 4,434 153,148 4,174 153,240 4,213 

11 23 109,546 4,877 110,512 4,645 110,473 4,696 110,324 4,686 

12 2 121,881 12,75 124,243 10,00 123,755 8,771 123,444 8,525 

b. La taille du dernier 

comté est de 50. 

1 5 135,575 6,031 133,984 5,618 133,745 5,461 133,452 5,385 

2 7 101,980 7,101 103,462 6,499 103,136 6,086 103,044 5,780 

3 24 117,655 7,309 121,006 6,716 120,832 6,536 120,698 6,232 

4 23 76,997 5,881 81,473 5,995 81,596 5,512 81,162 5,728 

5 21 126,917 5,629 127,832 5,248 127,519 5,238 127,661 5,001 

6 9 113,132 8,061 113,393 7,146 112,929 6,777 112,899 6,675 

7 5 137,236 6,739 133,659 6,380 133,351 5,947 133,851 5,941 

8 20 124,839 4,034 124,732 3,906 124,713 3,821 124,726 3,825 

9 16 118,306 7,544 116,480 6,785 115,766 6,269 116,319 6,601 

10 9 156,503 4,368 153,355 4,449 153,225 4,173 153,306 4,230 

11 23 109,546 4,877 110,347 4,637 110,378 4,692 110,155 4,689 

12 50 116,538 6,791 118,117 6,282 118,035 5,958 117,952 5,702 
 

Note : n  est la taille d’échantillon de domaines, ̂  est l’estimateur direct et s  sont erreur-type. MP est la moyenne a posteriori et 
ETP l’écart-type a posteriori. Quand la taille d’échantillon du dernier comté est de 50 (2), la valeur de réconciliation est de 
1 435 (1 441). La distribution antérieure uniforme intervient dans la réconciliation à suppression aléatoire. 
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Figures 4.1 Comparaison des densités a posteriori de 1  à 6  lorsque chaque domaine est retranché à son tour 

(le premier domaine est supprimé dans le premier panneau, etc.). 
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Figure 4.2 Comparaison des densités a posteriori de 7  à 12  lorsque chaque domaine est supprimé à son tour. 
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Figure 4.3 Comparaison des densités a posteriori de 1  à 6  avec le modèle de Fay-Herriot (-1), la 
réconciliation à suppression aléatoire (0) et la réconciliation à suppression du 12e domaine. 
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Figure 4.4 Comparaison des densités a posteriori de 7  à 12  avec le modèle de Fay-Herriot (-1), la 
réconciliation à suppression aléatoire (0) et la réconciliation à suppression du 12e domaine. 
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Figure 4.5 Tracé des coefficients de variation avec la réconciliation à suppression aléatoire, la réconciliation à 
suppression du dernier domaine et le modèle de Fay-Herriot bayésien pour 99 domaines. 

 
 

5  Observations en conclusion 
 

Nous examinons ici en détail le modèle de Fay-Herriot bayésien (BFH). Nous démontrons que ce modèle 

peut faire l’objet d’un ajustement à l’aide d’échantillons aléatoires plutôt qu’avec un échantillonneur de 

Monte Carlo à chaîne de Markov. Comme les échantillons aléatoires n’exigent aucune surveillance, la 

méthode est avantageuse, car le NASS ne dispose guère de temps entre la réception des données sommaires 

d’enquête au niveau des comtés et la présentation des estimations finales. Dans le sens du modèle BFH, 

nous montrons que la densité a posteriori sous le modèle BFH est propre, pouvant servir de base à une 

réconciliation. Nous étudions les effets de la réconciliation dans une étude par simulation où nous 

comparons les modèles BFH sans réconciliation et aux modèles BHF avec deux méthodes de réconciliation. 

Dans cette étude, nous supposons que la contrainte de réconciliation est de la forme 
1

.ii
a


 

 On 

peut concevoir une généralisation simple des méthodes de réconciliation pour une contrainte de la forme 
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1
,i ii

w a


 
 où les iw  sont les poids. Ce dernier cas se présente, par exemple, pour la réconciliation des 

rendements, des rapports de production et des superficies de récolte. 

Notre grande contribution consiste à élargir le modèle BFH en fonction d’une réconciliation. Les 

méthodes du passé venaient supprimer le dernier domaine, d’où la question de savoir si le choix du domaine 

à supprimer a de l’importance. Dans cet article, nous concevons et illustrons une méthode donnant une 

chance de suppression à chaque domaine. Nous indiquons comment ajuster ce modèle BFH élargi au moyen 

de l’échantillonneur de Gibbs. Une méthode à base d’échantillonnage sans chaînes de Markov ne peut être 

employée ici en raison de la complexité de la densité a posteriori conjointe. Nous démontrons par des études 

empiriques que les différences de moyennes a posteriori sont très petites entre les modèles sans 

réconciliation, avec réconciliation à suppression du dernier comté et avec réconciliation à suppression 

aléatoire. 

Nous avons étudié dans une analyse de sensibilité les effets d’un changement de cible de réconciliation. 

Comme on pouvait le prévoir, un tel changement mène à des estimations différentes, mais ce qui est 

inattendu, c’est que les différences des écarts-types a posteriori sont petites. Nous relevons pour les 

méthodes de réconciliation une faible variation des estimations selon les différentes probabilités de 

suppression. 

On s’attend à ce que, à la suite d’une réconciliation à suppression du dernier domaine et à suppression 

aléatoire, les écarts-types a posteriori soient plus élevés qu’avec le modèle BFH à cause du bruit aléatoire 

que crée la réconciliation. Il reste que, dans les études empiriques que nous présentons, les réconciliations 

à suppression du dernier domaine et à suppression aléatoire donnent en gros les mêmes écarts-types 

a posteriori avec une modeste baisse dans le cas de la suppression aléatoire. Le grand atout avec la méthode 

de réconciliation à suppression aléatoire est qu’aucun domaine ou comté ne reçoit de traitement préférentiel. 
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Annexe A 
 

Illustration de la sensibilité de la suppression 
 

Soit  ind
2Normale , , 1, 2,i i iy i    de sorte que 1 2 ,y y a   et  2 2 2

2 1 2 .      Si nous 

commençons par supprimer 2 ,y  la densité conjointe de  1 2,y y  est 
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           
1

2
1 2 2 1 2 2, 0 Normale 1 , 1 ,yf y y a y a               

où   1a b   si a b  et   0a b   si .a b  Toutefois, si nous supprimons d’abord 1,y  la densité 

conjointe de  1 2,y y  est 

             2
1 2 1 2 1 2 2, 0 Normale 1 , 1 .yg y y a y a                

Dans la procédure d’estimation, la variable qui est supprimée en particulier a de l’importance, parce que les 

deux codistributions sont différentes. À noter que les deux distributions se confondent si et seulement si 

        1 2 1 21 1 ,a a               

ce qui donne 

               1 22 1 2 .a a         

Même si nous supposons que 2 2
1 2 ,   les deux restent différentes. Toutefois, 1 2 ,   avec cette 

hypothèse et la condition pour que les deux distributions se confondent est que 1 2 .   En d’autres termes, 

la condition à respecter dans l’ensemble pour cette identité des codistributions est que 1 2   et 1 2 ,   

ce qui rend 1y  et 2y  interchangeables. C’est néanmoins là un cas très restreint. 

Pour éviter la difficulté, on peut en réalité supprimer tant 1y  que 2y  d’une certaine manière. Soit 1z   

si 1y  est supprimé et 0z   si 2y  l’est. Dans ce cas, 

          1
1 2 1 2 1 2, , 0 , 0 1 , 0 ,z zp y y z pg y y p f y y          

où nous avons pris  Bernoulliz p  et, comme z  n’est pas réellement identifiable, nous allons prendre 

1 2p   (suppression aléatoire de l’un ou de l’autre). À noter cependant que 

 
 

       
1 2

1 2
1 2 1 2

, 0
, , 0 Bernoulli .

, 0 1 , 0

pg y y
z y y

pg y y p f y y




 
 

  
    

   

 
Annexe B 
 

Ajustement du modèle de Fay-Herriot bayésien 
 

Le modèle de Fay-Herriot bayésien (BFH) est donné en (2.1) et la densité a posteriori conjointe avec ce 

modèle, en (2.3). Nous l’exprimons ainsi par commodité ici : 

  
 

   
2

2 2
2

2 2 2 22 1

1 1 1 1 1ˆˆ, , exp .
21

θ β θ x βi i i i
i is

    
  

                      


 

 (B.1) 

Nous montrons comment procéder à l’ajustement de la densité a posteriori conjointe des paramètres à l’aide 

d’échantillons aléatoires (pas même avec un échantillonneur de Gibbs), ce qui permet d’éviter toute 

surveillance des données. Nous emploierons la règle de multiplication pour écrire 
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        2 2 2 2
1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ, , = , , , ,θ β θ θ β θ β θ θ          

où  2
1

ˆ, ,θ β θ   et  2
2

ˆ,β θ   ont des formes types et où  2
3 θ̂   est non standard, mais étant la 

densité d’un paramètre unique. 

Pour le moment, nous oublierons le terme 
 

 2 22

21 1

1
,


 parce qu’il touche seulement la densité 

a posteriori de 2 .  En d’autres termes,  

      2 2
2

1 2 2
=1

1 1 1ˆˆ, , exp .
2

θ β θ x βi i i i
i is

    


    
         

    



  

Les calculs standard réduisent l’argument (sans 1 2)  du terme exponentiel à  

 
 

     
22 2

2 2 2 2

1 ˆ ˆ1 , , 1, , .
1

x β x βi
i i i i i i i i

i i

i
s

 
     

   
        

 
    

Ainsi, pour  2
1

ˆ, , ,θ β θ   

     ind
2 2ˆˆ, , Normale 1 , 1 , = 1, , .β θ x βi i i i i i i             (B.2) 

Pour le moment aussi, nous oublierons le terme   1 22
=1

1 .ii
  

 Si nous marginalisons les ,i  

nous obtenons  

     2
2

2 2
=1

1 ˆˆ, exp .
2

β θ x βi
i i

i


  


     
 




  

Ainsi, l’exposant (sans 1 2)  peut se formuler comme  

      2
1

2
=1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ,x β β β β βi
i i

i





     



  

où 

 1
2 2 2 2

=1 =1

ˆ
ˆ ˆ ˆ= et = .

x x x
β i i i i

i ii is s


 




 
  

 

  

Il convient de noter que β̂  et ̂  sont bien définis pour tous les 2  à condition que la matrice de plan, ,X  

avec  1 , , ,x xX     soit de plein rang. Dans ce cas, 

        2
2 1

2 2
1

1 1ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ, exp .
2 2

β θ x β β β β βi
i i

i


  






         
 




  

En d’autres termes, 

  2 ˆ ˆ ˆ, Normale , .β θ β   (B.3) 

Si nous marginalisons β  et incorporons dans 2  les termes que nous avons négligés, nous obtenons 
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    
 

2 2
3 22

1ˆ ,
1

θ Q  





 (B.4) 

où 

  
 

  21 2
2

1 2 2 22 2=1 =1

1 1 1 ˆ ˆˆ= exp .
2

x βi i
i i ii

Q
ss

 


 
    

  
 
 

  

Pour tirer un échantillon aléatoire de (B.1), nous échantillonnons 2  par (B.4), β  par (B.3) et les i  

indépendamment par (B.2). La densité a posteriori conditionnelle en (B.4) est non standard et, pour en tirer 

un échantillon, nous employons une méthode de grille (voir Nandram et Yin (2016), par exemple). D’abord, 

nous transformons 2  en  2 21     de sorte que 0 < < 1.  Nous divisons ensuite (0, 1) en 

100 grilles. En réalité, nous avons situé la fourchette de   dans (0, 1) et divisé cet intervalle en 100 grilles, 

ce qui nous donne une fonction de masse de probabilité que nous échantillonnons. Nous procédons par bruit 

aléatoire dans la grille sélectionnée pour obtenir des écarts qui seront différents avec une probabilité un 

(pour plus de détails, voir Nandram et Yin, 2016). 

 
Annexe C 
 

Preuve du théorème 2 
 

Il est pratique d’opérer les transformations suivantes,  

 
1

, 1, , 1, .i i i
i

i a   


    


    

Là,   est une variable nominale correspondant à la contrainte de réconciliation, ce qui garantit que la 

transformation sera non singulière. Le jacobien est l’unité et la transformation inverse est 

      
1

1

, 1, , 1, .i i i
i

i a    




      


    

La densité transformée est 

  1 1, , , .       

Ainsi, la densité qui correspond exactement à la contrainte de réconciliation est 

  
1

1 1
1

, , 0 , .i
i

a     





   


     

Ainsi, 

       21 12

1 1 2
1 1

1
, , 0 exp .

2
u β u βi i i i

i i

a     


 


 

   
          

   
 
 

   
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Si nous oublions les termes sans    1 1, , ,θ   
    il est facile de démontrer que l’exposant est 

             1 12

1
2 , , .

2
θ θ u u β u u β j θI J a

 
               

Si nous employons les propriétés d’une densité normale multivariée, nous obtenons 

           1 12
1 10 Normale , , , .θ j u u β u u βI J a I J  



         
 

      

Par la formule de Sherman-Morrison,   1 1 ,I J I J     nous dégageons enfin la formule 

        2
1 1

1 1
0 Normale , , , .θ j u u β u u βI J a I J 

             
   

   
 

   

Il convient de noter que le lemme du déterminant de la matrice donne  det I J    et donc 

     11 12 2det .I J    
   
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