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RESUME  

Ce rapport décrit les résultats d'une étude sur les méthodes d'as-

signation de fréquences pour les bandes utilisées par le service mobile-

terrestre, dans une ville canadienne typique. On considère le modèle 

d'une zone géographique 100km  X  10fflan contenant une zone centrale 

25km  X  251am di il y a une concentration de la demande de fréquences. On 

étudie les méthodes d'assignations qui satisfont deux types de contraintes : 

a) les stations ayant les fréquences adjacentes doivent être éloignées par 

une distance D (de 10km à 30km), h) les stations ayant les fréquences pro-

ches (distance de 2, 3 ou 4 canaux) doivent être éloignées par la distance 

supérieure à 1km. On propose trois méthodes d'assignation basées sur cer-

taines idées de la combinatoire mathématique. On présente certains résul-

tats de simulation d'assignation sur l'ordinateur. 



1.1 INTRODUCTION  

Le spectre de fréquences, en particulier dans les bandes utilisées 

par le service mobile-terrestre, constitue une ressource de plus en plus 

rare, qui doit être utilisée de façon de plus en plus économique. Il 

est donc important d'élaborer des méthodes d'assignation de fréquences 

telles que le nombre d'assignations dans une zone géographique détermi-

née puisse être le plus -élevé possible, pour que le spectre soit utilisé 

de manière la plus efficace. En particulier, il est important de déve-

lopper deux genres de méthodes a) pour l'assignation de nouvelles bandes 

de fréquences et b) pour l'amélioration possible de l'assignation dans 

les bandes déjà utilisées. 

L'étude des méthodes d'assignation possibles et l'élaboration d'une 

méthode optimale font appel aux certaines techniques de l'optimisation 

et de la recherche opérationnelle. Malgré l'importance de ce problème, 

on trouve peu de resultats concrets dans la littérature scientifique. 

Il paraît que l'importance de ce genre d'études vient seulement récemment 

d'être reconnu au Canada et aux Etats-Unis. 

Ce rapport décrit les résultats d'une étude préliminaire de ce pro-

blème. On considère un modèle simplifié d'une situation réelle dans une 

ville canadienne typique. Les hypothèses techniques du modèle sont dé-

crites en détail plus bas. On présente trois méthodes d'assignation 

basées sur les techniques de la combinatoire mathématique : 

- une néthode basée sur l'assignation des suites des nombres entiers. 

(chapitre 2) 

- une méthode de partitions locales successives à base variable. 

(chapitre 3) 

- une méthode basée sur la technique de la promenade sur la grille. 

(chapitre 4)' 

On présente aussi quelques remarques sur la possibilité d'utilisation 

d'autres tedhniques d'assignation basées sur la programmation mathématique 

(programmation 0-1 et programmation dynamique). 



Les hypothèses du travail sont les suivantes : 

(i) • on considère Une région représentée par un carré 100km x 100km - 

(ii) on suppose qu'il Y a à peu près 1000 fréquendes (canaux) dis-

ponibles', la distance Af entre deuk fréquendes . voisines étant 

constante • 

(iii) normalement, une fréquence ne peut être assignée dans la même 

région 100km  X  100kmqu'une seule fois; cependant, on étudiera 

également la possibilité de l'opération en mode co-canal dans la 

zone centrale de la région, ou le nombre des utilisateurs est le plus élevé. 

(iv) on néglige l'opération en mode intersticiel 

(v) pour les canaux adjacents (f ± Af) on suppose qu'on ne peut 

pas les assigner aux distances inférieures à D, D étant une 

variable dont l'effet est à étudier. On suppose que D peut 

prendre des valeurs D = 10km,15km,20km,25km et 30km. 

(vi) pour la désensibilisation, on suppose que les canaux séparés 

par 2Af, 3àf, 4àf ne peuvent être assignés aux distances in-

férieures à lkm. 

(vii) l'effet de l'intermodulation est négligé dans le cadre de 

cette étude préliminaire 

(viii)pour les fins de cette étude on établit dans le carré 

100km  X  100km une grille des petits carrés, par exemple 

Ikm  X  Ikm, ou bien des cercles de rayon 0.5km, où encore un 

système des triangles ou des hexagons. 

Variants du problème  

1. On suppose la répartition uniforme des radio-stations de base dans 

la région; le mode co-canal n'est pas permis. 

2. On suppose que 50% des radio-stations sont localisées dans une par-

tie centrale de la région ("centre-ville") dont la taille est, à 

peu près, 25Icm  X  25km; le mode co-canal n'est pas permis 



3. La même hypothèse qu'au #2, mais on permet le mode co-canal. Celui-

ci sera étudié seulenent au cas de centre-ville qui est le plus dif-

ficile et en même temps le plus réaliste et ou la demande est la 

plus forte. On permet jusqu'au 5 stations sur la mare fréquence SOUE 

la condition que les distances entre elles ne soient inférieures à 

51cm. 

Les trois genres d'assignation étudiés seront appellés conne suit : 

1. assignation uniforme 

2. assignation avec la concentration au centre-ville 

3. assignation avec le mode co-canal au centre-ville 



• 

1.2. FORMULATION DU PROBLEME DE L'ASSIGNATION OPTIMALE. 

Il y a plusieurs façons de formuler le problème de l'assignation op-

timale des fréquences aux utilisateurs. Nous considérons la situation 

suivante : 

On a une bande de fréquences, par exemple 1000 fréquences disponibles. 

On ne connait pas à priori les utilisateurs futurs de ces fréquences. On 

suppose que leur répartition géographique sera soit (i) uniforme dans le 

carré 100km  X  100km, soit (ii) il y aura une concentration de 50% des uti-

lisateurs, uniformément répartis dans le carré central 25km  X  251am et une 

répartition uniforme de l'autre 50% dans la zone extérieure par rapport au 

carré central. 

On peut considérer alors que dans ce cas le problème de l'assignation 

optimale consiste à déterminer un plan d'assignation (un "master plan") 

basé sur les principes suivants : 

1) le territoire 100km x 100km et la zone centrale 25km  X  25km sont di-

visées en des zones plus petites (par exemple des petits carrés) 

2) on essaye d'assigner à chaque petite zone une ou plusieurs fréquen-

ces, en respectant les contraintes. 

Dans ces conditions on a deux définitions d'optimalité : 

i) Un plan est optimal si, étant donné le nombre de fréquences disponibles, 

le nombre d'utilisateurs prévu par le plan est le plus élevé possible. 

ii)Un plan est optimal si, étant donné le nombre d'utilisateurs, le nombre 

de fréquences utilisées est le plus petit possible. 

Notons que chaque de ces définitions est très utile dans certaines cir-

constances. La définition (i) est utile lorsqu'on construit un plan pour une 

nouvelle bande de fréquences ou il n'y a pas encore eu des assignations. La 

définition (ii) est utile lorsqu'on a une -bande déjà assignée aux utilisateurs 

et on aimerait la réassigner pour économiser le spectre, c'est-à-dire libérer 

un nombre de fréquences pour de nouveaux utilisateurs. 



Notons aussi que si on impose la contrainte que chaque fréquence ne 

peut être assignée dans un territoire qu'une seule fois, la solution op-

timale au sens de la définition (i) consiste à construire un plan dans 

lequel le nombre d'utilisateurs est égal au nombre de fréquences disponi-

.bles. Cependant, plusieurs auteurs, dont Zoellner et Baybars, considèrent 

qu'une fréquence peut être ré-assignée dans la même zone géographique à 

des points suffisamffent éloignés (par exemple distance 80km). Si l'on 

prenait cette hypothèse, on pourrait augmenter le nombre d'utilisateurs 

pour le nombre de fréquences disponibles. 

On peut également considérer que la solution du problème d'assignation 

ne se fera pas par la construction d'un plan d'assignation, mais par l'éla-

boration d'une stratégie d'assignations. Cette stratégie donnera l'assigna-

tion pour chaque nouvelle demande de fréquence au fur et à mesure que ces 

demandes se présentent. 

La stratégie peut être considérée optimale si le nombre de demandes ac-

ceptées à la fin de l'application de la stratégie est le plus grand possible. 

Cependant, cette définition d'optimalité d'une stratégie dépend du pro-

cessus de demande, ou plus précisément de l'information à priori sur ce pro-

cessus. Si on sait à l'avance qu'elle sera la répartition géographique de 

demandes, on peut construire une stratégie beaucoup meilleure que si on n'a 

pàs de l'information à priori. 

Dans le cadre de cette étude nous supposons que le processus de demande 

est une suite de nombres aléatoires, avec deux possibilités suivantes : 

a) les nombres sont répartis uniformément dans le carré 100km x 100km 

b) les nombres sont concentrés au centre-ville au sens suivant : 50% sont 

repartis uniformément dans la zone centrale et 50% sont répartis uniformé-

ment à l'extérieur de la zone centrale. On a donc la définition : 

iii) la stratégie d'assignation est optimale si à la suite de l'application 

de cette stratégie à un processus simulé de la demande décrit ci-dessus, le 

nombre d'assignations obtenu est plus élevé ou égal au nombre obtenu suite 

à l'application de toute autre stratégie. 



Notons que le plan d'assignation (le "master plan") constitue une stra-

tégie particulière. Dans cette stratégie la règle de décision est simple : 

lorsqu'une demande se présente, on détermine la petite zone (le carré) dans 

lequel tombe le point représentant la localisation de la radio-station, et 

le plan nous donne automatiquement l'assignation de la fréquence. Le choix 

est donc déterminé à priori. Mais il peut y avoir d'autres stratégies, dans 

lesquelles le choix se fait par un algorithme qui tient compte des décisions 

précédentes. 

Un plan est prévu pour certaines conditions idéales, mais il se peut 

qu'un bon plan donne une mauvaise stratégie, car il est probable que le pro-

cessus de la demande ne satisfait pas les hypothèses sur lesquelles le plan 

à été établi. 

Il est donc important d'évaluer la qualité du plan vu comme une strate- 

gie. 

Nous voulons mettre en évidence le fait que la solution analytique-

théorique du problème de l'optimisation du plan ne nous paraît possible. 

Nous ne connaissons pas des résultats mathématiques qui permettraient de 

cl   culer par des formules le nombre maximal de nombres entiers respectant 

à la fois les conditions algébriques et les conditions 'géographiques' de 

distance dans un tableau. C'est pourquoi, dans le cadre de ce travail nous 

avons choisi de construire certaines méthodes d'assignation et de comparer 

les résultats obtenus. Dans certains cas, l'utilisation de l'ordinateur 

nous permet d'étudier un nombre des variants possibles et de choisir le 

meilleur. 
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= 7 carrés 

N = 8 carrés 

N:= 10 carrés 

D = 25kd 

D = 80km 

2. METHODE BASEE SUR L'ASSIGNATION DES SUIUS DE NOMBRES ENTIERS 

2.1  Assignation uniforme  

On numérote les fréquences par les nombres entiers positifs, 1,2,3,... . 

On construit une grille de carrés définie par les points treillis (x,y), aux 

coordonnées x dans . {0,...,30} et y dans . {0,...,30}. On a ainsi 31 x 31 = 961 

carrés. Le coté de chaque carré est égal à 100/31 = 3.225km. On considère 

que Chaque carré contiendra une radio-station. On assigne à chaque carré une 

fréquence en respectant les contraintes d'adjacence et de désensibilisation, 

de façon suivante : 

a) les carrés ayant les fréquences qui diffèrent par 2àf, 3àf, 4àf doivent 

être sépares par au moins un carré. 

h) les carrés ayant les fréquences adjacentes doivent être séparés par dis-

tance D, donc par D = 10km par au moins 1\1.  = 4 carrés, 

D = 151cm 	• 	N= 5 carrés 

L'idée de la méthode de 'promenade est de parcourir tous les carreaux 

de la grille en respectant les contraintes énumérées ci-dessus. Dans cette 

méthode on assigne la fréquence 1 à un carreau, puis on saute par au moins 

N carrés pour assigner la fréquence 2. Il faut faire au moins 5 sauts avant de 

pouvoir revenir au voisin immédiat du carré ayant la fréquence 1. Ainsi 

le carré voisin au carré 1 aura la fréquence f = 6 ou plus grande. Si on 

répète le même processus, le carré voisin suivant aura la fréquence f = 11 

ou plus grande. 

En partant de cette idée on peut assigner directement aux carreaux 

successifs les suites des fréquences (représentées par les nombres entiers) 

avec un pas plus grand ou égal à 5. Ceci constituera donc le principe 

de la méthode exposée dans ce chapitre. 



On commence avec une suite 1,6,11,16,21 (le pas de 5) et on continue 

jusqu'à ce qu'on arrive à la dernière fréquence inférieure ou égale à 961. 

Ensuite on commence avec une suite 2,7,12,17,22,27,... et on continue jus-

qu'à la dernière fréquence inférieure ou égale à 961, puis on prends les 

suites 

3 + 5i 

4 +  51 

5 +  51 

= 1,2,,.. jusqu'au plus .  grand i tel que 

8 . + 51 5. 961, 4 + 51 	961 ou 5 + 51 961 

Le résultat de Ces assignations est donné dans le Tableau I. 

On voit que la distance entre les . carreatix ayant les fréquences adja-

centes est 5 carreailx verticalement et au moins 5 carreaux horizontaleMent 

152 + 52 x 3.225 = 22.8098 km 

les contraintes de désensibilisation sont automatiquement satisfaites. 

Ainsi, on obtient l'assignation de 961 fréquences aux 961 carreaux, 

avec D 22.81 

Cependant, en changeant l'ordre des suites on peut doubler cette dis-

tance. Si on assigne les suites dans l'ordre suivant 

1 + 5i 

3 + 5i 
i = 1,2. 

5 + 5i 

2 + 5i 

4 + 5i 

Le résultat est donné dans le Tableau II. 

On voit immédiateuent que la distance entre toutes les fréquences ad-

jacentes est plus de deux fois plus grande que dans le Tableau I. 

Par conséquent, le plan d'assignation donné par le Tableau II résout 

le problène d'assignation pour toutes les valeurs de la distance D allant 

jusqu'au 50.17km. On obtient que 961 demandes peuvent être satisfaites. 

En même temps, étant donné la contrainte qu'une fréquence ne peut être assignée 

qu'une seule fois, on ne peut pas augmenter le nombre d'utilisateurs au- 

donc 
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delà du nombre de fréquences. Ainsi on obtient le nombre maximal d'assi-

gnations. Le plan peut être considéré comme optimal sous réserve que les  

demandes futures soient uniformément réparties et que chaque demande cor-

respond exactement à un carreau et vice-versa. 

On a donc de nombreuses possibilités équivalentes qui permettent d'é-

tudier l'introduction plus tard de la contrainte d'intermodulation qui 

réduira le nombre d'assignation de façon différente pour chaque possibilité 

(et on pourra donc choisir la meilleure). 

2.2 Assignation avec la concentration au centre-ville  

Nous construisons d'abord une grille qui permet d'assigner à peu près 

1000 fréquences. Si on construit une grille uniforme, le centre-ville doit 

avoir 50% des utilisateurs, donc à peu près 500 carrés. Ceci donne le nom-

bre de carrés &i V500. Le nombre entier le plus proche est 22, car 222  = 484. 
25 

La taille d'un petit carré est donc 72Elal. 

La grille dans la zone extérieure doit être construire de façon que le 

carré représentant le centre-ville occupe une surface équivalente à un nom-

bre entier des carreaux extérieurs. Donc, si pour construire la grille on 
100 

divise le coté 1001cm en k sections obtenant les carrés de coté d = 	alors 

le coté du carré central 25km doit contenir un nombre entier des longeurs 

d, donc 
25 25k k 
d = 100 = 

doit être un nombre entier. Ainsi k doit être une multiplicité de 4. Le 

nombre de carres dans la zone extérieure est k
2 
 - (

k2
. Ce nombre doit être 

le plus proche possible du nombre des carres au centre, donc on cherche un 

nombre entier, étant une multiplicité de 4, tel que k2  - * 2  soit le plus 

proche possible de 484. On essaye k = 20 et k = 24. 

k = 20 donne k2  - (
k2

= 375 

k = 25 donne k2  - (k2 = 540 

On choisit donc k = 24. La grille obtenue pour le carre central et la 

zone extérieure est montrée dans le Tableaux II et IV. Si dans la zone on 

assigne seulement 484 fréquences, on aura 540-484 = 56 carreaux pour les-

quels il manquera de fréquences. Ceci peut être corrigé par la modification 

de la grille en la changeant en une grille non-uniforme, mais on ne pour-

suit pas cette possibilité pour le moment. 
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L'étape suivante consiste à assigner les fréquences. Nous supposons 

d'abord que le mode co-canal n'est pas permis. •  

Notons les observations suivantes : 

i) La moitié des fréquences doit être assignée au carré central. Cepen-

dant, les distances entre les stations dans le carré central sont bornés 

par la taille de ce carré. La plus grande distance possible est égale à 

la diagonale du carré 25 = 25km, soit au 25V2 , mais on ne peut pas assi-

gner toutes les fréquences aux extrémités du carré. Pour respecter les 

contraintes d'adjacence; on ne peut que mettre un nombre limité des fré 

quences adjacentes dans le carré central. Il est donc préférable d'adop-

ter le principe que toutes les fréquences adjacentes aux fréquences as-

signées au centre seront assignéesdans la zone extérieure et vice-versa. 

Ceci nous nàne à la conclusion que toutes les fréquences paires 

devront être assignées au centre-ville et toutes les fréquences impaires 

à l'extérieur du centre-ville (ou vice-versa). 

ii) Etant donné que dans la zone  -extérieure certaines fréquences seront 

assignées aux carrés voisins au carré central, les fréquences adjacentes 

à ces fréquences se trouvant à l'intérieur du carré central doivent être 

éloignés par au moins D. Si D est petit (10 ou 15kn) ceci ne pose pas de 

problème, mais si D . 25km et D = 30km, alors la seule façon d'assigner 

ces fréquences dans le  • carré central est de les assigner aux carrés se 

trouvant le plus loin possible dans le carré central. Ce principe est il-

lustré par la Fig. 1. 

Fig. 1 
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AG 

C D 

G 	1-1 

Fig. 3 

Notons que la situation est symétrique par rapport au quatre coins 

du carré central, comme illustré par la Fig. 2 

Fig. 2 

NOus en tirons la conclusion que le plan de ville Peut être divisé 

en 8 secteurs,*dont 4 placés dans la zone Centrale et 4 à l'extérieur, 

comme l'explique la Fig. 3.« 

Les*fréquendeb adjacentesaux fréquenCes'utilisées dans 

- la zone A seront assignées .  à la zone H. 

- la zone B seront assignées à la zone G. 

- la zone C seront assignées à la zone F. 

- la zone D seront assignées' à la .  zone E; 



Ainsi, le problème d'assignation de 968 fréquences est réduit au 
1 

problème d'assignation de riX 968 = 242 fréquences dans les zones A et 

H, les assignations dans d'autres zones s'obtenant par une rotation du 

plan par 90° •  la fois et par l'augmentation de tous les numéros des 

fréquences par 242. Donc 

- dans la zone A on assignera les fréquences paires entre 2 et 242. 

- dans la zone H on assignera les fréquences impaires entre 1 et 241. 

- dans la zone B on assignera les fréquences pRires entre 244 et 484. 

- dans la zone G on assignera les fréquences impaires entre 243 et 483. 

etc. 

Il reste à établir la façon d'assigner les fréquences 2,4,...242 dans 

la zone A et les  • fréquences 1,3,...241 dans la zone H. 

Pour résoudre ce problème on doit répondre aux deux questions : 

a) dans quel ordre faut-il parcourir la grille à l'intérieur de chaque 

des deux zones A, H. 

h) comment construire la suite des numéros des fréquences à assigner dans 

les carreaux (parcourus selon l'ordre établi en réponse à la question a)). 

Pour répondre à la question a) nous proposons deux façons de parcou-

rir la grille : 

1. l'ordre naturel donné par les lignes : d'abord on parcourt la première 

ligne horizontale des carreaux, ensuite la seconde, la troisièue etc. 

2. l'ordre diagonal, comme indiqué sur la Fig. 4. 

Fig. 4 

1,-)-2 4 
L' 	e 

3 5 
6'/.1` 
la 

Pour répondre à la question .b) .  nous proposons considérer les suites 

suivantes. Prenàns le "pas" . K qui est un nombre paire et prenons les suites 



S2 
: 2 + Ki 	i = 1,2,3,..., jusqu'à i tel que 2 + Ki 	242 

mais 	2 K(i+1) > 242 

S
4 

: 4 + Ki 

K 
: K + Ki i = 1,2,... 	L + Ki 	242 

L + K(i+1) > 242 

et aussi les suites 

S1 
 : 1 + Ki 

S3 : 3 + Ki 
• • , 	, • . 

: (K-1) + Ki 
S
K-1 

 

On a ainsi K suites, dont la moitié (S2 ,S
4' 

 ...,S
K 
 ) seront assignées à la 

zone A et l'autre moitié seront assignées à la zone H. (On voit pourquoi 

K doit être un nombre paire, car autrement les nombres  •  des fréquences as-

signées à A et à H ne seraient pas égaux). Nous pouvons assigner les sui-

tes dans la zone A dans leur ordre naturel : S
2 

S
4' 

S
6'

...,S
K, 

ou bien 

nous pouvons prendre une permutation  de cet ordre, par exemple S S 2' 20' S6' 
S
12' 

S
18' 

S
4' 

S
10' 

S
14' 

S
16' 

S
8

. 

Nous obtenons ainsi toute la classe d'assignations caractérisée par 

- le pas K 

- la permutation des suites paires  • 

- la permutation des suites impaires 

Tableau V et VI donnent l'assignation pour 

a) l'ordre naturel des lignes 

h) le pas K = 16, 10, sans permutation de l'ordre naturel des suites. 

Tableau VII donne l'assignation diagonale pour 

le pas K = 20 la permutation S S ,'S , S , S ,...,S et la permu- 
2' 20 	4 	6 	8 	18 

tation S
1 ,  S 3'

...S
19. 



La raison pour utiliser la permutation S2, S
204 

 , S. ,... plutôt que la 

permutation naturelle S 2 , S4 , S0 ,...,S18  est que les éléments adjacents 

aux éléments de la suite S
1 

sont S
2 

et S
20' 

S
1 

: 1, 21, 41,... 

S2 	: 	2, 22, 42,... 

S
3 	

: 	20, 40,... 

Donc, si la suite S20  était placée à la fin de toutes les autres suites 

S2 ,...,S18 , S20 , elle ne serait plus dans la zone hachurée indiquée sur 

la Fig. 1, mais elle se trouverait dans le coin sud-est du carré A. Donc 

la distance géographique entre les carreaux ayant ces fréquences et les 
25 carreaux ayant les fréquences 1, 21, 41 serait de l'ordre de —
2

= 12.5km, 

plutôt que de l'ordre de 251m comme dans la permutation S
2' 

S
20' 4' 6' ' 

S 	S 	. • • 

Le Choix d'une assignation optimale dans la classe décrite peut être 

fait par la recherche sur l'ordinateur de l'assignation qui donne le nom-

bre le moins élevé des refus. 

Pour satisfaire la contrainte de désensibilisation il faut que les 

éléments correspondants de deux suites voisines soient séparés par au 

moins un carreau. Par exemple le premier élément de la suite S 2 , le 

nombre 2, et le premier élément de la suite S4 , ne peuvent pas être as-

signés aux carreaux qui se touchent. La même Chose doit être vraie pour 

tous les autres éléments correspondant des suites S
2' 

S
4
. De la même 

façon, les suites S
4' 

S
6 
ne peuvent pas être assignées de façon à avoir 

les éléments correspondants comme voisins. 

Dans le cas où on a cette situation, on peut la changer par faisant 

une opération appelle la rotation  d'une suite. Prenons l'exemple de la 

suite S
4• Elle peut être assignée comme 

4,24,44,64,84,104,124,144,164,184,204,224, 

ou conne 

ou encore 

24,44,64, 	 ,224,4 

44,64, 	 ,224,4,24. 



L'opération de la rotation d'une suite consiste donc de l'envoi 

du premier élément de la suite à la fin de cette suite, puis de ren-

voi du second élément de la suite à la fin de la suite, etc., comme 

si les éléments de la suite étaient inscrit sur la circonférence d'un 

circle, qui peut être tourné. 

Cette opération permet de 'désensibiliser' l'assignation. On en 

a besoin dans certains cas dans l'assignation diagonale,  ou par exem-

ple on peut avoir la situation dans la partie de la région centrale 

de l'assignation du Tableau VII comme ci-dessous 

76 

96 196 

172 94 234 116 216 58 

114 16 136 236 78 138 

36 156 18 98 158 198 

56 176 38 118 178 218 238 

On voit que les fréquences 16 et 18, 36 et 38, 234 et 236 ne sont pas 

'désensibilisées' . Cependant si on fait la rotation de la suite S
16 

par deux éléments, c'est-à-dire si l'on utilise cette suite dans l'or-

dre 

56,76,96,...,216,236,16,36 

alors on obtient l'assignation 

236 

172 94 234 156 16 58 

114 56 176 36 78 138 

76 196 18 98 158 198 

96 216 38 118 178 218 238 

Cette assignation est maintenant correcte par rapport à la contrainte 

de désensibilisation. 

Après avoir fait les rotations des silites afin d'arriver à une 

assignation satisfaisant les contraintes de désensibilisation, on peut 

compter le nombre de fréquences qui ne satisfont pas la contrainte de 

distance D pour les canaux adjacents. Ces fréquences devront être éli-

minés. 



L'assignation du Tableau VII modifiée par les rotations donne 

le résultat suivant 

D 	Nombre de rejets 

Man 	 0 

15km 	 0 

20km 	 0 

25km 	 7 

30km 	 48. 

distance minimale entre deux fréquences adjacentes : 

d
m in 

= 21.947k
m

. 

L'interprétation du nombre de rejets est la suivante : c'est le 

nombre de fréquences qu'il suffit d'éliminer pour arriver à une assi-

gnation qui satisfait la contrainte de distance D dans les canaux ad-

jacents. 

Le calcul de ce nombre ce fait par éliminant toujours la seconde 

de deux fréquences (dans leur ordre naturel) qui violent la contrain-

te D. 

Par exemple, si on a la situation 

fréquences 	distance 

115-116 	25.06Icm 

116-117 	27.81km 

117-118 	30.52Jan 

On élimine la fréquence 116, donc on compte ceci COME2 un rejet 

(et non deux). 

Conclusion  

Le plan proposé par l'assignation diagonale est optimal pour 

D = 10, 15, 20km, car toutes les fréquences assignées seront acceptées. 

Le plan proposé par l'assignation diagonale avec D = 30km donne 

un nombre de rejets 48 sur 968 fréquences. Plusieurs essais avec d'au-

tres variants n'ont pas donné un nombre inférieur à 48. On peut donc 

conclure que le nombre 48 est proche d'un nombre minimal des rejets. 



2.3 Assignation avec le mode co-canal au centre-ville  

On suppose maintenant que le mode do-canal est permis au centre-ville 

avec les contraintes suivantes 

- il peut y avoir au plus 5 stations utilisant la même fréquence. 

- ces stations doivent être séparées l'une de l'autre par la distance de 

au moins 5km. En terme de la grille établie pour le centre-ville ceci im-

plique la séparation par au moins cinq carreaux. 

Pour construire l'assignation avec le mode co-canal prenons comme le 

point de départ l'assignation donnée par le Tableau VII. Nous essayons 

ensuite de ré-assigner les fréquences du centre mais en respectant les con-

traintes de fréquences adjacentes et de désensibilisation. Pour ce faire 

nous marquons avec des lignes diagonales les limites des zones "défendues" 

pour certaines fréquences. Ces zones sont "défendues" au sense que si une 

fréquence "non-permise" y était assignée quand même, la contrainte des fré-

quences adjacentes ne serait pas respectée.  •  Le principe de cette opération 

est indiqué sur la Fig. 7 ci-dessous 

zone defecAcze  cuoc celteeicto a cei a ceette-i 	S,3 

Fig. 7 
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Fig. 8 

Ces lignes pour D = 25km sont montrées de façon plus exacte dans le 

Tableau VIII. On voit que les fréquences de la suite S
2 
et S

20 
pratique-

ment ne peuvent pas ré-assignées. Cependant les fréquences des suites 

S
6' 

S
8'10 peuvent être ré-assignées dans une grande partie du centre-

ville, tandis que les fréquences des suites S
12' 

S
14' 

S
16'•

S
18 

peuvent 

être ré-assignées dans tout le carré central. Il reste cependant à véri-

fier les contraintes de désensibilisation. 

Pour construire une procédure systématique nous adoptons le principe 

suivant. On essaye de re-assigner chaque fréquence 4 fois, aux distances 

de 6 carreaux dans les 4 directions : nord, sud, est, ouest. Pour chaque 

essai on vérifie les contraintes d'adjacence et de désensibilisation. Si 

une contrainte est violée, on rejette cette assignation. Fig. 8 explique 

ce principe 



Cette procédure a été programmée et vérifiée sur l'ordinateur. Si 

pour une fréquence on n'obtient pas 4 réassignations, on répète la pro-

cédure en faisant les itérations à partir des points déjà réassignées. 

Le nombre possible de réassignations au centre est 4 484 = 1936. 

Donc le nombre total des utilisateurs au centre est 5  X  484 = 2420. 

Cependant, à cause des contraintes on ne peut pas réassigner toutes les 

fréquences. 

Le nombre de rejets obtenu pour D = 30 se situe au voisinage de 700 

(suivant le cas de l'assignation utilisée au départ). Donc le nombre 

des utilisateurs possibles au centre-ville pourrait être de l'ordre de 

1700. Cependant, étant donné que nos études dans cette direction vient 

de commencer, ce nombre ne doit pas être traité comme le maximum. Pour 

trouver un maximum il faudrait faire beaucoup de calculs pour plusieurs 

variantes. On recommende ces études dans le cadre d'un nouveau contrat. 

2.4 Conclusions  

La méthode de l'assignation des suites donne 48 rejets sur 968 fré-

quences dans le cas de l'assignation non uniforme avec la concentration 

au centre-ville. La meilleure façon d'assigner est celle qui utilise 

l'assignation diagonale, avec la "rotation" des suites. On estime que 

dans le cas du mode co-canal au centre-ville, cette méthode permettrait 

d'assigner les fréquences aux, à peu près,1700 utilisateurs au centre-

ville. Ta méthode est facilement programmable sur l'ordinateur. On re-

commande de continuer les études de cette méthode, en faisant les cal-

culs pour beaucoup de combinaisons de paramètres, pour voir si les ré-

sultats peuvent être anéliorés davantage. 
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au centre-ville. Le à flèches indiquent les fréquences 

adjacentes au centre-ville les plus proches des fréquences 

assignées à la périphérie du centre-ville. 
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3. METHODE DES PARTITIONS LOCALES SUCCESSIVES A BASES VARIABLPS  

3.1 DESCRIPTION DE LA METHODE. 

On considère le problème d'assigner 1000 fréquences à une région 

géographique de 100km par 100km. On suppose que ces fréquences forment 

une suite arithmétique que l'on pourra numéroter de 0 à 999. Les trois cas 

considérés sont les suivants : 

localisation uniforme dans  (paragraphe 1.1) 

- cocanal 	: pas deux fois la même fréquence dans 

- adjaçant 	: f ± 1 ne peut être réassignée à une 0 
distance inférieure à D

a (= 10,15,20, 

25,30km) 

- désensibilisation : les fréquences séparées par ±2, ±3 et 

±4 ne peuvent être réassignées à une 

distance inférieure à Ds (lkm). 

localisation non-uniforme dans 0 (paragraphe 1.2) 

Même problème que celui de la localisation uniforme dans Q sauf que 50% des 

fréquences sont assignées dans un centre-ville de 25km par 251crn. 

localisation non-uniforme dans et multiassignation d'une même fréguence 

au centre-ville (paragraphe 1.3) 

Même problème que le précédent avec la possibilité de réassigner au centre-

ville une fréquence à l'extérieur du carré jusqu'à 5 fois à condition que 

la distance entre les stations soit plus grande ou égale à 5km. 

Il y a évidemment de nombreuses façons de réaliser ces assignations. 

Aborder le problème dans toute sa généralité semble être difficile, le ré-

soudre directement sur ordinateur, en itérant,semble aussi être difficile 

à cause de la taille du problème. 



On pourra également réaliser l'assignation en plusieurs étapes au 

cours de chacune desquelles'on raffinera la partition précédente en choi-

sissant un raffinement de chacun des carrés de cette dernière. A chaque 

étapei+loripartitionnerachacuriedesbi.sous-régions de l'étape i en 1 
un nombre N

i+1 
de nouvelles sous-régions. On assignera à chacune d'elles 

un nouvel indice h.
1 
 , n. 

1+1 	
0,... 

 ' 1\1  .1+1 - 1. Si l'on désigne par étape .1+  
0 la première étape on obtiendra après l'étape i + 1 un nombre 

i+1 
N= H N. 	' 

j'a 3  

de sous-régions à Chacune desquelles aura été assigné une suite de i + 2 

indices(n. 	n. 	n ). 1+1' I" 0 

Si ce nombre N est le nombre de fréquences à assigner, on assigne-

ra à la région caractérisée par la suite d'indices ( 	. 	) la n i-1-1'
n  
. I"

n 
 0 

fréquence 

i+1 	j-1 
= n+ 	n. ( H N

k
) . f

n. 	n. 	0 	3 1+1' 1' 	0 	j=1 	k=0 

On vérifiera aisément que par cette règle on assigne toutes les fréquences 

de 0 à N - 1. Pour se. convaincre de Ces résultats, regardons de plus près 

les deux premières étapes 0 et 1. ,A l'étape 0, les fréquences f
n 
= n 

n
0 
 = 0,1,...,N

0 
 - 1, sont assignées. A l'étape 1, chaque région ()où une 

fréquence n
0 
 a été assignée est subdivisée en N

1 
sous-régions à chacune 

desquelles sont associées les indices n
1
• = 0,...,N

1 
- 1. A l'ancienne ré-

gion où était assignée la fréquence f o  = no  sont maintenant assignées les 

fréquences 

= n + nN 	, 0 	n 	N - 1. f
n
l
n
0 	

0 	1 0 	1 	1  

La fréquence f
On 

= n
0 
 est donc maintenant réservée à la sous-région d'in-

dice n
1 
 = 0. Au

0 
 total, à l'étape 1, les N

1
N
0 premières fréquences seront 

assignées. Le processus continue ainsi jusqu'à épuisement du spectre à 

assigner. 



té. 

Figure 1.  Région 0. 10 0km 

100km 

L'approche proposée ici en est une de décomposition du problème 

global d'assignation des 1000 fréquences en une suite de problèmes d'as-

signation de groupes de fréquences à des régions formées par des parti-

tions successives {S2n
} de la région initiale c. A son tour chaque sous-

région fln  sera partitionnée et le groupe de fréquences qui lui avait 

été assignée sera redistribué. Cette redistribution locale se fera par 

une méthode qui augmentera l'écart entre les fréquences de la sous-région 

lorsque la taille de cette dernière diminue sous l'effet des partitions 

successives. Dans une seconde étape on effectuera un peu de "chirurgie 

locale" pour s'assurer que toutes les conditions sont satisfaites. 

3.1.1 Assignation uniforme 

On suppose que notre région initiale est un carré de 100km de co- 

La région 0 sera subdivisée en 

des carrés ou des rectangles). 

indice  n = - 1 et un 

quences  à assigner on pourrait 

fn 
= n pour la région d'indice 

un nombre N de sous-régions (par exemple 

On assignera à chaque sous-région un 

seul. Si N correspond au nombre de fré-

choisir tout simplement l'assignation 

n, n = 0,1,...,N - 1. 
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o 

3 

n
o 	

(N
0 
 = 4) 

D
a 
=0  

D
f 

= 1 

= 50km 

N
f 
 = 4 

Figure 2. Etape 0. 

• 

• 

D'une étape à l'autre le type de partition et l'assignation des 

indices seront faits de façon à améliorer la distance D
a 

(le minimum des 

distances entre deux régions ayant des fréquences adjaçantes) et l'écart  

p1 (le minimum des écarts «entre la fréquence assignée à une région don-

née et celles assignées aux régions qui lui sont adjaçantes). On tien-

dra aussi compte du«diaMètre du plus grand cercle inscrit à l'intérieur 

de chaque région. On désignera par L. le plus petit de ces diamètres. 

Après ›chaque étape on indiquera le nombre total Nf  de fréquences assi-

gnées. 

Pour illustrer notre approche subdivisons notre région en N o  = 4 

carrés et associons à chacun l'indice n
0 
 = 0,1,2,3. 

A l'étape 0,1'indice n
0 
 et la fréquence assignée f coincident. On a 

• , 	 no 
donc assigné Nf  4 fréquences : les fréquences 0,1,2 et 3. On remarque 

que Da  = 0 et Df  = 1 ne sont pas satisfaisants. On passe donc à l'étape 

1 où l'on subdivise chaque carré en N1 
= 3

2 
= 9 nouveaux carrés auxquels 

on assignera l'indice n1 = 0,1,2,...,8, selon le plan de la Figure 3. 

0 	I 	/ 	O 	t 	2, 

3 	4 	5 	3 	4 

7 	8 	G. 	7 

	

012 	0 1 2, • 

3 	4 	5 	3 	4 	5 
cc 7812_ 72_ 

n
1 	

(N
1 
 = 9) 

Figure 3. Etape 1. 
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• 

1 

n
l
n
° (N1N0  = 36) 

Da= 	100 = 23.57km (entre 11 et 12) 

Df = 3 (entre 11 et 14) 

L. 10  
= 	0- = 16.67km 
—6—  

Nf = 36 

Figure 4.  Fréquences assignées  
à l'étape 1. 

n2 (N = 4) 

Figure 5. Etape  2 
3 2. 

A l'étape 1 on a donc assigné à chaque carré les entiers n
0 
 et n

1 
que 

l'on écrira dans l'ordre suivant 

n1  no . 	(voir Figure 4) 

On conviendra que cette suite correspond au nombre décimal 

n
0 	

n
1  N0 	(entre parenthèses dans la Figure 4) 

Pour notre exemple cela donnera le tableau suivant. 

00 	to 	20 	ot 	11 	21 

(CI  ) 	 (4) 	(2) 	( %) 	(s) 	() 
10 	40 	50 	'31 	41 	5 1  
(t2') 	czo) 	() 	(.(7) 

GO 	rio 	80 	G1 	en 	21 

(2.1 ) 	(2,£) 	(n) 	a5 ) 	(2,5 	(3) 

01 	13 	2' 	C)2. 	12 	22 

(3) 	(7) 	(u) 	(2.) 	(c) 	0 0 )  
33 	43 	53 	39. 	42 	52.  
(I s) 	( 1 9) 	(z.li 	(14 ) 	(13) 	(21)  
63 	73 	e 3 	G2 	72 	82. 

( rn 	(_11) 	( S5) 	Ch' 	(Cé)  (..3eô 

Comme le critère de désensibilisation n'est pas satisfait, on fait une 

nouvelle partition en N2  carrés et on assigne un troisième indice 

n2 = 0,1,...,N2 
- 1 à chacun d'entre eux. On choisit la partition en 

N = 4 selon le patron suivant 

Ceci donne l'Exemple 1. de la Figure 6 avec les 144 premières fréquences 

assignées comme suit 

= n
0 
 + n

I
N
O + n2N I

N
O n

2
n

l
n
°  
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si 

	

oc.--77-  100 	0%0 	ltO 	020 	120 	001 	%eel 	e) " 	‘ 11 	°23 	12.1  - 

0 	• G 	4 	40 	2 	44 	i 	r 	5 	41 	5 	4S 

... 00 	2)00 	3.%0 	•1,10 	-52.0 	2,20 	3'.01 	210 % 	3,11 	.2:11  

t og 	72 	112 	7‘ 	ttc 	SO 	lir,Y) 	7 5 	1I3 	77 	117 	21 

o•bo 	rbo 	040 	140 	0 50 	150 	0 31 	13% 	041 	141 	vs n 	1s1 

12. 	48 	i 6 	52 	20 	56 	1 3 	49 	1 7 	5'3 	2.1 	Sr7  
'53O 	i'51) 	3 4O 	2J41) 	3S0 	:Sc 	• .11 	.9.3% 	3'1 	 3 S l 	5, 	I 

n Q.o 	g4 	1241 	gg 	i2-g 	92 	12.1 	85 	12.5 	25 	l 2 5 	53 

oGo 	Io 	070 	% -10 	0 80 	18lb 	061 	(61 	071 	on 	4 s 1 	181 

24 	CO 	a? 	64 	32 	C›8 	2.5 	ç) I 	2-5 	CS 	«55 	C9 

.c,,,:5 	9..4„i:, 	.70 	2.74 	?)8O 	2 	 241 	ni 	171 	3.81 	:221 

132 	'5C 	1M 	too 	t40 	to4 	13 	57 	137 	1 01 	141 	105 

003 	103 	01'3 	113 	023 	123 	00P.., 	IO2. 	019„ 	112 	0 Z2 	12.2. 

3 	3e) 	7 	4• 	11 	•  47 	2 	• 	 • 	to 	46 

	

.. c3 1 	313 	.11-5 	/2,3 	2,11 	3 Da, 	-)_oz 	31z 	212 	3 2.2  

111 •ris 	115 	'79 	u9 	25 	110 	74 	114 	78 	112 	82 

033 	i33 	443 	14 • 	0 S5 	is3 	4 32 	1'32 	042. 	1 42. 	OS  Z 	152 

15 	51 	19 	55 	2.3 	59 	14 	so 	t 	54 	22 	sg 

3-e3 	2.13 	• 43 	2.43 	3s-5 	2.S3 	33u. 	t2 	14-2. 	242. 

12.3 	27 	127 	91 	l'. 1 	95 	122 	86 	126 	90 	13o 	94 

aGb 	143 	073 	175 	083 	183 	062, 	Z. 	079_ 	% -/Z 	082 	182. 

27 	3 	31 	G7 	35 	171 	2:, 	6% 	30 	C,6 	34 	70  

'363 	P-c-b 	"373 	.273 	1'33 	Z8 S 	'I 6,9... 	e..6. 2 	372. 	2.72 	38.2., 	22.2 

99 l'5 • 1 '69 	)01J 	143 	107 	114 	98 	1 -5 	to2 	[42. 	1oG 

Figure  6.  Exemple 1 (Da  = 35.36km entre 11 et 12 

Df. = 24 .entre . 86 et 62, 	= B.3akm, Nf  = 144. 
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. 
A ce stage-ci tous les critères sont satisfantS et il ne reste plus.  qu'à IF 	

, . 	

assigner à chaque carré d'indice n'o  = 0,1,...,143. 	. 	. 

. 	• 	1000 / 144 = 7 

11:, 	fréquences (exactement il y en aura 1008 dont lés 8 dernières seront omi- 
t 

ses). Les fréquences assignées au carré d'indice n seront 
0 

II 
• n

1
n
0 ' 

n
1 
= 0,1,...,6 

t 	t 	t• 

ce qui correspond au nombre décimal • 	 . 

11 	. 	f
n

f
n
, = h

1 
 + 144 n

, 
 , 0 ._. n' .._. 6 , 0 	n

r 
 __ 143.  . 	n0 n1 

 
L'assignation à l'intérieur de chaque carré d'indice n

r 
 d'une suite arith- 

11 métique n' ± 144 n'
' 	

... 0 	n' ... 6, ne r 	pas as le D. De même le D
f 0 - 	1 	1 	

0 

varie de 24 à 131. A la prochaine étapeles nouvelles fréquences à l'inté- . 

II! rieur d'un carré de la Figure 6 seront distantes d'au moins 144. Entre 

deux carrés adjaçants d'indices n et m les nouvelles fréquences seront 0 	0 

11 , 	

distante de 

 Mais on pourra véri C: - 

I 

ierd: t2s 
0 	0 

I]n_oadFli4g4urie-6  que 
• 

11 , 	, 	I, 
24 	In- - m 1 ... 131. 

0 	0 
Le nouveau D

f -sera donc le moindre des nombres 

Il 24. = 24 + 0 ( 144) et 13 = 1131 - 1 (144)1 

IF 	
Remarque 1. L'assignation de l'Exemple 1 a été faite un peu arbitrairement. 

Il est intéressant d'un point de vue pratique d'essayer de réaliser une 

›, 	assignation satisfaisant tous les critères avec le plus petit nombre de fré- 

I quences possible de façon à donner à un minimum de régions un nombre maximum 

•1 
I . 

de fréquences sans contraintes sur la position géographique exacte. 

Remarque 2. On pourra considérer une géométrie irrégulière en autant que 

chaque sous-région de la partition possède une surface égale à (100) 2 /N km 

où N est le nombre d'éléments dans la partition. Il sera parfois utile et 

avantageux de tricher ou de "faire de la chirurgie locale" sur la partition 

pour ne pas perdre de fréquences. Dans ce cas on pourra dire que nous avons 

une "quadi-uniformité". 

Pour la localisation uniforme on peut faire une petite théorie à 

• partir des exemples suivants. 
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0 	5 	1 o 	i s 	.L.t) • 

1 1 	lc, 	)_1 	1 	C 

• 
.2.% 	:)•._ 	r7 	n r2_ 	\7  

'i._; 	3 	u2, 	‘),3 	3 

h) 	. 24 	4 	5 	vi 

ii 

1 Da = —5 100krn 20km 

Df  = 5 

100 
= 	= 20km 

5 

Nf =5 = 25 

Figure 7.  Exemple 2 

I. 

100 D
a 

= 2( - 	= 88.33km 

Df = 6 

100 
= 	= 16.67km 

6 

Nf = 6
2 = 36 

Figure 8.  Exemple 3 

0 	G 	12 	18 	24 	30 

19 	,25 	31 	i 	7 	13 

2 	g 	14 	2o 	26 	32, 

Z( 	27 	33 	• 	9 	15  

4 	10 	1G 	22 	2g 	34 

2,3, 	29 	35. 	5. 	H 	1 7  
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I€ 	24 	32, 	zlo 	42 	5- 6 

33 	4i 	49 	5 7 	0 	9 	17 	•25 

JO 	1g 	U 	• 4 	42. 	5 0 	5- 8 

35 	43 	51 	0 	U 
	i9 	7 

0 	1 z 	2.0 	22 	36 	44 	5-2 	GO 

37 	45 	53 	Gi 	0 	13 	21 	29 

c) 	14 	2.2. 	3o 	38 	“ 	.54 	GZ 

35 	47 	55 	a3 	0 	15 	23 	3) 

VI 

D ==3- (100) = 37.5Icm 
- a 	.8 

D
f 
 = 8 

100 
= 8 

= 12.5 

Nf = 8
2  = 64 

Figure 9.  • Exemple  1-1. 

VI 

t. 

De façon générale la méthode marche pour toute division des cotés 

par 2n (n un entier positif).' On obtient alors 

D = n-1--- 
a 2n 

Df  = 2n 

100 = 	km 2n 
2 

Nf = (2n)  fréquences  

Avec les nombres impairs 2n + 1 on ne gagne rien. En contre partie 

on augMente le noMbre de fréquence de (2n)
2 
à (2n+1)

2 . 

Remarque 3.  Lorsque n tend vers l'infini, Da  tend vers 50km (lentement). 

X  100km 
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o 

On divise chaque bande 

signations suivantes 

en Ni = 5 bandes verticales et l'on fait les as- 

no  (N0  = 5) 

Figure 10. 
• 

-" Le mécanique derrière les constructions précédentes est la même. 

divise le carré en N
0 
 couches horizontales 

1,11  

O 	I 	2 	3 

2 	i 	o 

-4 	o 	1 	•2 	3 

1 

	

•- 	 21 	•CD 

34 	0 	1 	2, 

Les cinq suites sont choisies de façon à avoir au moins une différence 

de 1 entre carrés adjaçants. Ceci assurera une différence d'au moins 

5 et donc une désensibilisation de ±4. 

N1  = 5) 

Figure 11. 

•1 

4. 
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I 

I ,  

n i  (N
0 
 = 5) 0  

Figure 13. 

ii 
- On combine les deux étapes pour obtenir enbase 5 le tableau de 

l'Exemple 2. 

	

00 	1 0 	2..0 	30 	40 

	

2)( 	31 	41 	01 	il 

oZ, 	i2 	9.2. 	32, 

	

i :3 . 	23 	33 	43 	03 

44 	04 	(4 	24 

o 	i 	2 3 	4 

2 	3• 	0 	I 

0 	1 	Z 3  

1 	2 	5 4 	0 

3 	4 	0) 	1 	2,, 

Figure 12. 

-' On peut aussi partir du tableau 5 x 5 de l'exemple 2 et le colorier 

avec cinq couleurs (0,1,2,3,4) pour qu'elles ne se.touchent pas. 

Ceci détermine cinq régions composées d'éléments disjoints. Cette 

étape assure que les fréquences seront distance d'au moins 5. 



no (avec N0  = 2) 

Figure 1. 

(7, 

to? 

0 

(1 ) 

(4‘ 
3 
(6) 

2. 
(5) 

(3 ) 

3.1.2 Assignation avec concentration au centre-ville 

- On considère les deux régions : 

a) le centre-ville (indice 0) 

1) et la banlieu (indice 1) 

On subdivise maintenant le centre-ville et la banlieu an un meme nombre N1 
de sous-région auxquelles on associera l'indice n1  (= 0„..,N1-1) 

n
1 

(avec N = 4) 
1 

D
a 

= 12.5km 

Df = 1 

= 12.5km 

N
f 
 = 8 

Figure 2. 

- La partition géorétrique et les indices nl  sont choisis de façon à 

ce que a) les fréquences adjaçantes ne soient pas dans des  cars ad-

jaçants et h) que l'écart minimum entre deux fréquences de carrés ad-

jaçants soit maximum. 



2 
'0 ' I 

3 e2 	3 

0,  t  OH 

 -3 a 	'3 - 

1  2 

•nnnn•n,.. nnn.. n•n••n 

3 

3 	I 	2. 

t 

o 

-1 

t 
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- On continue le processus en subdivisant encore tout en N
2 éléments 

et en assignant un nouvel indice n 2  (=0,...,N2-1) à chaque nouveauxec-

tangle. 

n2 (avec N
2 = 4) 

Figure 3. 

- On procède ainsi jusqu'à ce que l'on obtienne un noMbre de fréquences 

et une partition géométrique tels que toutes les conditions soient satis-

faites. En général on • essaiera d'obtenir un nombre de fréquences aussi 

petit que possible. 

- Si cette situation est obtenue, on pourra après subdiviser encore, 

mais là toutes les conditions seront automatiquement satisfaites jusqu'à 

ce que l'on place les 1000 fréquences. 



o 3 t - 

( -7 ) 

2.00 
(16) (2.2)  

22.1 

( 2-1) 

0 1( 

() 

111 

(II) 

Nf  7 32 

Da = 18.75km 

Df = 2 (entre 8 et 6) 

= 6.25.km 

( 1 ) 

0 2.1 121 
0(0 
(2.1 

(5 (1 .b) 
3 

(2.G1 
e.00 

). 

210 
( ( 8) 

lao 
(g 

31.0 
(21) 

Olo 

220 
(20) 

1'30 
( 14) 

311 

(2:1) 
Figure 	4k 

2.11 

( 11) 

( 	 ) 

0 I 

(9 ) 

0 0 I 

(I) 

2 -3,1 
(21 ) 

3ô1 

(25), 

20 

t7) 
010 
(4) 

110 
(tcn 

i.to 
(12) 

300 
(2.4) 

310 
(Io) 

5,Z1 

(2.G) 

- Tout ceci est rendu possible par le système de numération. En effet 

Chaque quadrilatère sera caractérisé dans l'exemple précédent par une 

suite 

n
2 
n
1 
n
0 

En système décimal ceci correspondra à la fréquence 

= n. . 	+n 
1 

N
' 

..-1- n
2 
N
1
N
0 	', 

0 	1-i<N 	0_1-1 	< N ' 0:g n f
n
2
n 	0 1
n
0 	

0 	 0 	0 ' 	1 	1 	2  

Ce Chiffre est indlcué entre parenthèses a la Figure 4. 

à-1 peut à partir de cette assignation déterminer le D a  (distance minimum 

entre deux fréquences adjaçantes) et le Df  (écart minimum entre les fré-

quences de deux carrés adjaçants). Ici D
a = 18.75km et D

f  = 2. Le cri-

tère de désensibilisation n'est donc pas satisfait (entre les fréquences 
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3c) 

5 

47 

2. 3 

55 G .  

2G 

5 g 
25 57  2 g 

6o 
17 49 g g 

S 
20  

5Z 

Q. 

3 

35  

1 

43  

Figure 5. Exemple 1 (14 f  = 64, Da  = 18 : 75km, Dr  L.  = 3.125km) 

8 et 6) et il faudra continuer à partitionner. Dans ce processus on doit 

tenir compte de la longueur t du plus petit coté (ici t. = 6.25km), car il 

faudra être prudent lorsque il sera voisin de Ikm. 
- 

- Pour notre exemple il suffit de partionner tout en deux en ajoutant 

l'indice n 3 (=0,1) 

1 	t 	33 9 	i 4'  

34  .4 2: 

4 

3G 

(  2 

48 

G I'.  o b.2. g i4o t44 

24 :56 
1 

1C48 
1  

30iGZ 
- 

54 
1 

2, 	53  

1 5 9 
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1 o 

o 

o 

3 

On a utilisé pour l'exemple 1 les partitions verticale et horizontale 

suivantes 

On conserve D
a

«  = 18.75km mais D
f = 5 et L = 3.125km. 

Donc tous les critères sont satisfaits pour Da  18.75km et une désen-

sibilisation allant jusqu'à ±7. 

On peut augrenter D
a en partitionnant en 4 plutôt qu'en 2. On 

obtient alors D
a = 21.88km et l'on peut montrer qu'en répétant la par-

tition en 4 à l'infini on tendra vers un D de 25km. Dans l'Exemple 2 

on a utilisé la partition 

n (N = 4) 3 	3 

1 
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; 	4 
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lo9 	77 

121 

11 43 
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12_3 	9 

9 	I 

1 (  5 	83 

Figure 6. Exemple 2  (Nf. = 128, Df  = 8, Da  = 21.88km,  L. = 3.125km) 



On peut maintenant assigner 8 fréquences arbitrairement dans chaque car- 

. re de la façon suivante 
1 

n
1 
n
0 	' 
	= 0,1,2,...,7 

où il s'agit d'un nombre en base 124 avec n i  le numéro du carré ci-haut. 
0 

Tous les critères seront automatiquement satisfaits ou presque. Eh ef-

fet il faut se méfier des carrés adjaçants où le Df  serait 123, 124, 125, 

126 ou 127 qui pourraient donner 5, 4, 3, 2, ou 1 mod 128. 

Remarque 4. Si l'on décide ensuite d'encore diviser l'assignation de 

l'Exemple 2 en 4, le Da  augmente à 

25 
3.75  X —= 23.44km. 

•

4 

Il ne restera alors que deux fréquences par carré n t°  de la forme 

t 
n n  ' n = 0,1 
1 0 	1 

où n est le numéro du carré en base 512. 
0 

Remarque 5. Il se pourrait que la longueur du cote du centre-ville soit 

une limite asymptotique pour la distance Da  entre fréquences adj  açantes. 

Pour aller plus loin il faudra éliminer des fréquences ou se donner un 

centre-ville plus gros dans lequel  • 50% des fréquences seront assignées. 

Remarque 6. D'autres configurations mènent aux mêmes résultats comme 

on peut le voir dans l'Exemple 3. 
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Figure 7 . Exemple 3 . ( voir suite page suivante)  
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- Il est utile d'analyser la construction de l'Exemple 4 pour bien 

comprendre. 

L'assignation de l'Exemple 4 a été faite en 4 étapes. 

n0  (N0  = 2) 

Figura 9. 

n1  (N1 = 8) 

Figure 10. 



çù 
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' 

n Figure 11. 

A l'étape suivante, Chaque rectangle a été de nouveau partitionné en 

4 selon la règle 

n3 (N3 = 4) 
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Figure 12. 

n3  n2  nl  no  

N0  =N1  =N2  =N3  =2 .  

- Essayons maintenant d'analyser plus finement ce qui s'est passé en 

décomposant l'étape 1 où nous avons divisé en N1  = 8. Pour l'étape 0 

il n'y a rien à analyser. 

- Le nombre N1 = 8 = 2
3 
correspond à trois divisions par 2. Réécrivons 

les chiffres décimaux entre parenthèses dans la figure de l'étape 1 en 

base 2. 
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L'étape 0 est celle de la Figure 1 et correspond au chiffre n0 . 
0 

L'étape  1  correspond à la repartition suivante 

n1  (N1  = 2) 

Figure 13.  

1 • 
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Figure 15.  

n2 (N2 = 2) 

Figure 14. 

n3 (N3 = 2 ) 
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I 

I. 

.1 

Etape 2  

	

n = (N I 	2) 2 	a 

(nouvelle assi-

gnation à l'étape 2) 

Figure 16. 

- De la même manière et suivant le mare critère on peut-améliorer l'é-

tape 3. 

- L'étape.1 semble "morale". On pourrait cependant, Choisir la numéro-

tation de la partie la plus externe (n
1
n
0 

= 01) de façon à ce que les 0 

ne soient pas adjaçants aux 0 et les 1 aux 1. C'est-à-dire ccune suit 



o 

o 

-1 

Etape 3  

r 	- 
n3 (N3 = 2) 

nouvelle assignation 

à l'étape 3 suivant 

l'étape 2' 

Figure 17. 
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On remarque que ce ne sont que, les fréquences de la zone exté-

rieure qui ont été touchées (comparer avec la Figure 10). A partir de 

ce point on continue comme dans l'Exemple 4. 

Figure 19. 

Le résultat final est donné à la Figure 20. 
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On voit que les permutations de l'Exemple 4 n'ont pas affecté les 

résultats. De la même façon on pourrait changer la géométrie du centre-

ville. On s'aperçoit qu'encore là les résultats ne changent pas comme 

l'indique l'exemple suivant. 
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Figure 21.  Exemple  6 (N
f 
= 256 = 162 , D 	21.88km, D = 16, = 3.125km) 
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Dans l'Exemple 6, on s'est servi des partitions suivantes 

- Le prodhain exemple illuste l'utilisation de partition par 9. Les 

résultats vont dans le meme sens. 
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Figure 22. Exemple  7. (Nf  = 9  X  8 = 72, Df  = 8, Da  = 20.83,  L = 4.17km) 
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(N3 = 14) 

Dans ce dernier exemple on a utilisé les étapes 0 et 1 des Figures 

1 et 2. Pour l'étape 2 on utilise dans chaque rectangle l'assignation 

Suivante : 

(N2 
= 9) 

On peut s'arrêter là et' assigner 14 fréquences par rectangle pour obtenir 

14  X  72.  = 1008. 

Si l'on veut améliorer la distance Da on pourra utiliser l'étape 3 

Le nouveau D
a sera 

D 	20.83 + 
1- (25-) = 22.911an. 
2 	6 

Chaque carré n'aura alors qu'une fréquence qui pourra être assigné 

porte di dans son intérieur. On pourrait obtenir mieux avec M 	16 : 

D
a 

= 20.83 + 3- ( 25-) = 23.96km. 
4 6 

Cependant on assignerait 16  X  72 = 1152 fréquences au lieu de 1000. On 

voit donc que dans une situation réelle il y a toujours place pour un 

peu d'amelioration du D
a . 



On divise les cotésde chaque 

rectangle de l'Etape 1 en 5. 

1 
CO 	2  

1s l k; 1 -1 Pg • S 

1 ,) 	',Dq119 G 

17) 

l 2H );J 

n2 

r, 
, 

3 4 

0 

- Maintenant que nous commençons à comprendre le problème prenons le 

par "les cornes". Le hombre de fréquences 'peut se décomposer comme 

suit 
• 3 	3 Nf = 1000 = 2 x 

On utilise cette décomposition pour définir les étapes : 

Etape O. 	n0 	N0 2 (Figure 1) = 	' 

Etape 1. 	n1 N
1 
 = •4 	(Figure 2) 

Etape 2. 	n2 	N2 = 25 

Etape 3. 	n3 	N
3 
 = 5 

.  

	

1 	 1 	1 	I U. 
-7•2 	' 	4 	. 	1 	 n3 •- 71 	1 

i- 

	

1 	, 

	

,.. 	 , 	1 
., 	e.).  , 	... 	 ..,..1 

- Les résultats sont donnés dans l'Exemple 8. 	- 

- Les chiffres utilisés dans les exemples précédents étaient 

1024 = 2
10 

= 2 x (4)
4 

x 2 

N0  = 2, 1\1 1 
 =N

2 
 =N

3 
 =N

4 
 = 4, N

5 
 = 2 

= 32 x 2 4 x  7=  2  x4  x 9 x (2x7) 

0  ' = 2 N1 ' = 4 N2 ' = 9 N3 =  2x7. 

1008 
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Le premier facteur N
0 
 n'est pas modifiable; le second facteur N

1 
permet 

d'obtenir des rectangles dans le cas de la Figure 2. .Ces rectangles 

sont alors facilement décomposables en petits rectangles. On poul;rait 

cependant songer à d'autres géométries. 

3.1.3 Localisation non-uniforme.et  Multiassignation d'une même fréquence. 

On répète maintenant le problème du paragraphe 1.2 avec, en plus, 

la possibilité de réassigner une fréquence du centre-Ville jusqu'à 5 fois 

au centre-ville mais à une distance d'au moins 5km. 

N
f 
= 8 + 12 (répétées) 

25 
D
a 
=-

2 
 km = 12.5km 

D
f 
 = 2 

Figure 1. Assignation 4 

fois des fréquences du 

centre-ville à l'étape 1 

Afin d'illustrer la méthode on suppose que l'on veut répéter les fré-

quences du centre-ville 4 fois. Dans la zone 1 de l'étape 0 on fait la même 

assignation que dans le paragraphe 1.2, dans le centre on réassigne tout sim-

plement chaque fréquence 4 fois (voir Figure 1). A partir de ce stage on 

procède comme dans le paragraphe 1.3. •  Il est bien évident que l'on ne pourra 

augmenter le Da  qu'au prix du rejet de quelques fréquences qu'au paragraphe 

1.2, mais la méthode demeure la même. 
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On illustre le processus pour une réassignation de 2 fois. 

Nf 
= 8 + 4 (répétées) 

--- 2 , ) 	 D = — = 12.5km 

	

, 	a 	2 , 
.  _t__4 0 

	

I 1 	D
f 
 = 2 

•-) 

Figure 2.  Assignation des fréquences du centre-

ville deux fois à l'étape 1. 

C'est l'exemple 2 du paragraphe 1.2 auquel on a greffé la double assigna-

tion de la Figure 2. Le centre-ville est comme illustré plus bas. 
11 .1 

; 34 

LM , 

2C.. 

rar 	«Dc, 

) 

?L Ut, 

() I 32 

' 

o  . 	4 - 

I 
I 	 „ 

• 

• 

t 

Figure 3. Centre-ville pour l'assignation de la Figure 2 

(Nf  = 128 = 4 (répétées), D f  = 8, Da  = 17.19km, L= 1.5625km) 
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Il est important de noter que la distance entre. les fréquences répétées 

est de 4.6875kM. Cependant à la prochaine étape cette distance augmen- 

tera à 5.46875km. 	Skm. 

Si l'on veut maintenir une distance D 	20km il faudra dans les étapes a 
successives laisser tomber des fréquences dans les rectangles 44,76,2, 

34,24,120,118 et 86. 

Vérifier tout cela devient un travail considérable et fastidieux. Il 

faudra faire appel à l'ordinateur qui pourra, en plus de donner des lis-

tes d'assignations, faire des recherches de ce qui est et ce qui n'est • 

pas optimal. 

I  

1 
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25- = 12.5km 
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D
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. 	, _ 
-, 

N
1 
 =4 

Figure 2. Etape 1. 

3.2. VERS UNE CONSTRUCTION PLUS SYSTEMATIQUE  

Reprenons le problème du paragraphe 1.2 et essayons de justifier 

les constructions. La première étape (0) est unique. La seconde éta-

pe (1) offre deux possibilités. 

N
f 
 = 2 

Da = 0 

D
f = 1 

N
0 
 = 2 

Figure 1. Etape 0  

cas 1. 	cas 2. 

Passons maintenant à l'étape 2 du cas 1 et essayons de faire une 

partition N2  = 4 qui maximise la distance entre les blocs de fréquen-

ces adjaçantes. Pour comprendre le mécanisme considérons les blocs 

adjaçants 00 (0), 01 (1) et 10 (2). 
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• pe' 

00(Q) 	Figure 3. Etape 2. 

Numérotons la partition du bloc 01 comme indiqué. Le bloc 1 de 01 est 

le plus près du carré 00. On peut assigner 1 dans 00 ,au plus loin à une 

distance de 3(
25

-)km = 18.75km. Le même raisonnement vaut pour la dis-
4 

tance entre les blocs 01 et 10. Donc dans 10 et 00 on peut assigner 1 

dans l'un des deux petits carrés du bas. Après le bloc 1 de 01 c'est 

le bloc 2 de 01 qui est le plus près des blocs 10 et 00. On voit facile-

ment que la meilleure stratégie est d'assigner le 2 dans le coin inférieur 

droit pour maximiser la distance. Le même raisonnement s'applique au bloc 

3. En r6p6tant le même raisonnement pour les blocs 11 et 21 on obtient 

le Tableau suivant (voir Figure 5). - 

Tableau 1. 



3 

Figure 4. Etape 2. 
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Bloc 01 

En continuant le processus on arrive au bloc 31. Ici se pose un petit 

problème car il est adjaçant au bloc 30 et au bloc 00. Entre les blocs 

30 et 31 les fréquences adjaçantes ont le même chiffre, mais entre les 

blocs 31 et 00 les adjaçants ne sont qu'au nombre de 3 
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En effet la fréquence 331 (31) étant la dernière n'a pas d'adjaçante 

dans le bloc 00; réciproquement la fréquence 000 (0) étant la premiè-

re n'a pas d'adjaçante dans le bloc 31 (il faut avouer que la position 

du 0 dans le bloc 00 avait été choisie pour cela). 

Donc on a placé le 0 dans le carré du bloc 00 le plus près du bloc 31 

et on a placé le 3 dans le carré du bloc 31 le plus près du bloc 00. 

On assigne ensuite les autres indices de façon à avoir les meilleures • 

distances. Nous obtenons les résultats suivants 

›Lucva.u_c_cyl 	 et\ t.A.A. C_,.e,..-. 	( 
_______..... 	..,...._ 

0 3 c.) 	)... 	0'11 Ci / 	 5 	(2.s/.4) 	, 	-.2.) 	.2, s 

5 	( 	'', 	) 	Ir  ' 	3 t. 2. 	• 
.:----- 	, 

v?)0 (01) ,... 	I ?,1 (ts) 	 r 
v•y4 	" 	) 	:I=  

1 -: 	t_py_ :IL.° c3 (4 	\,1— 	( 	Ii 	) 	-_-__  . 
ra_30m,.. D_.- -,,, 	Ir)) 	3 .\Lc.„, ( 	, 	_____ 	zu,s1  

9..' 	1 	M __ 	'I o  uQLL, 	 r? 	(\ 	.... ___ _____ _..._...... 	 \I 	) 
•?). 0 (e) _ 3'31 (MI 	3 	» 

	
• 	=  

Tableau 2. 
Globalement l'assignation donne le tableau suivant 



17 c..)) 

30  

/2. 
2 7 28 

/4 20 22 

0 
3 fl 7 26 

8 /6 /8 /0 

-e 

5 

' 5  23  

3 21 

On a réussi à construire une assignation de fréquences qui donne 

un Da de 18.75km. Il n'y a que le critère de désensibilisation qui 

ne soit pas satisfait. Si ce critère n'était pas là on pourrait as-

signer 32 fréquences dans chacun des 32 blocs pour en obtenir 1024 

en tout. Les distances et en particulier le D a  seront automatiquement 

préservée si l'assignation est faite selon les règles du paragraphe 

1 : au bloc n
' 	0 n 	31, il faudra assigner les fréquences 0 	0 

n 	32n
1 	' 	

0 	n
1 	

31. 
0 

Le problème de la désensibilisation né se posera 

que le long des frontières de l'Etape 1. Comme le nombre de fréquen-

ces sera très grand, il sera toujours possible de permuter quelques 

fréquences pour avoir D
f 
k 5 sans que cela affecte le D

a
. 

Avec cette dernière hypothèse nous allons revenir à notre grille 

et essayer d'améliorer D
a 

là où c'est nécessaire. Prenons pour pre-

mier objectif de passer 

Figure 6. Etape 2. 
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I. 

I. Figure 7. Etape 3. (20km 5_ Da  = 21.88km) 
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a 	

20. Pour cela on isole les blocs qui violent cet- 

te dernière condition et on les partionne. 
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/10-41/ 	/ 12.4-12 	21. 2g 	q ti-ei G 	/1..8g 

41.- 4 	/ 8 -4/ 	1.25-i2C. 	9...2. -IS 	126-12'7 	25 .lq 
'72-'73 / 34-3 	/ 2. 2 - .2. 01 	22175 
'73_74 / 35-3G /2q- 30 	21.8g 
104- (os / .66 -G7 /GO-G1 	2 U1 

105 -Io q7-6 g /G1-62, 	2.?.I3 	 . 

Tableau 3.  
Tableau 3. 

On voit dans.les dernières assignations locales que nous avons réussi 

à faire passer le D
a 
de 18.75km à 21.88km sans perdre de fréquences. 

Nous allons répéter la même opération pour essayer d'attendre D a  25km. 

Il faut d'abord revenir à l'étape 3 et inclure les fréquences telles 

que 20 < D
a 
< 25; puis on ajoutera les fréquences de l'étape 4 partielle 

pour lesquelles Da' < 25. 

On obtient un rejet de 14 fréquences en suivant les trois étapes 

indiquées aux Figures 8, 9 et 10 qui suivent. Les fréquences rejetées 

sont 

713 675 669 607 809 771 893 

842 804 798 734 680 642 764. 

Les distances qui leur étaient associées étaient de 24.22.et 24.42km. 

En travaillant d'un peu plus près, on pourrait certainement améliorer 

ce résultat. 

I. 
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D
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Tableau 6. 



'Figure 11.  Tableau des régions à l'intérieur desquelles une assignation 

arbitraire donne 21.88km = Da 20km. 



à 

1 

Figure 12.  Tableau des régions à l'intérieur desquelles une assignation 

arbitraire donne 

25.22- = D
a 

25km (8 fréquences éliminées sur 1024) 

=Indique l'endroit où une fréquence . a été éliminée 
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1 

1 

Pour passer à un D a > 30 km, il faut revenir au Tableau 1 suivant la 

Figure 3 après l'Etape 2. On constate qu'il n'y avait pas de fréquence avec 

un D
a 

tel que 25 ,.... D
a 

< 30. On passe donc au Tableau 2 où l'on voit qu'il 

faut maintenant tenir compte des fréquences 22 et 23 dont le D a = 26.52km. 

On ajoute à l'assignation de la Figure 8 les blocs 22 et 23 que l'on parti-

tionne en 4 (voir Figure 11). 

On retient ensuite les fréquences du Tableau 3 telles que 

25 	D
a 	

30  (voir Tableau 7). 

4 rteCiu.e..e-e., 	 ctra,fixr,c.e..s 	( km ) 

c. 2 
- 

lbS ....i0G / G7- 6 2 /41- G2 	 22.11 

9- Io/ c)c) -100/ 9b - 941 	 21 
104-105 / C.(0— G -7/ GO-G1 	 22.21 
124. —I2-/. 	 2.5 .lej 

Tableau 7. 

On y ajoute les fréquences résultant de la partition des blocs 22 

et 23. 

fu l v_eme..z.(5 	ctecvw„.4 (kw.)  
aa -.vb 	 30.94 

4 - S5 	 40,75

•  • g 	- F7 	 44.41 

tl'g 	- Il () 	 35.‘3 

• 

.0n voit que D
a 

30 km pour les fréquences adjaçantes du Tableau 8. 

On peut donc les oublier pour l'Etape 4. Ensuite on retient dans le Tableau 4 

Tableau 



c:t ('.Ic¼v7c. 	( itYn ciu-CM Ce.}1 

2 6. 2e 21-432.1  4744  /5 - C 

1 

-84- 

les fréquences telles que 25 --.:D a <( 30 (voir Tableau 9). 

Tableau 9. 

Enfin on revient au Tableau 3 pour garder les fréquences pour lesquelles 

20 < D
a
< 25 (voir Tableau 10). 

) 	' ci  u.sbuteià 	 Ad-O.Aet Cep ( kViA:-) 

e4 1 - 4 9.. / 3-4 / 125 — 12. C 	 22,7S 

40-41 / 2-'b/ 12.-.1 - i2.5  

S4 -9  G 	 21.2g 

/2-2Lf 	 aQns 
7-74  /5-3c  /2.9-5o  

Tableau 10. 

Avec les fréquences des Tableaux 7,9 et 10, on complète l'assignation 

dela Figure 8 (voir Figure 13 et Tableau 11 ) et celle de la Figure 9 (voir 

Figure 14 et Tableau 12). Enfin pour L'Etape 5 on complète l'assignation 

de la Figure 10 (voir Figure 15 et Tableau 13). Le Tableau 12 contient aussi 

le nombre de fréquences rejetées pour D a > 30, 28, 27, 25 et 24.22 km. 
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Tableau 13.  Distances 121  pour la partition de la Figure 15. 



3.3 CONCLUSIONS ET RECOMMANDATIONS 

3.3.1 Conclusions 

Dans le paragraphe 1, nous avons décrit une méthode d'assignation 

basée sur l'idée d'assigner un petit nombre de fréquence (par rapport 

au nombre total à assigner) à une distribution géométrique la plus uni-

forme possible. 

En procédant par étapes successives on augmente la distance D
a 

en-

tre les fréquences adjaçantes et l'écart de fréquence D f  entre les uni-

tés géométriques adjaçantes. A chaque étape i on assigne un indice n. 

(= 0,...,Ni -1) ou Ni  est le nombre parlequel on a subdivisé la parti-

tion précédente. On assigne ainsi à chaque unité géométrique une suite 

de nombres 

n. n. = 
1-1 	0 ' 	7 

Ce nombre correspond à la fréquence 

f. =n +nN +nNN+...+n.N. N. 	..N 
1,i-1,...,0 	0 	1 0 • 2 1 0 	1 1-1 1-2 . 	0' 

On voit donc que plus on avance plus les fréquences assignées dans une 

unité géométrique seront distantes les unes des autres. C'est donc les 

toutes premières assignations qui vont déterminer le D a . 

Ces remarques semblent s'appliquer aux trois cas considérés. Ce-

pendant lorsque l'on passe successivement du cas uniforme au cas non-

uniforme avec centre-ville puis de ce dernier au cas non-uniforme avec 

centre-ville et cocanalité on remarque soit une diminution du D
a 

soit 

une augmentation du nombre de rejetcde fréquences. 

Bien que l'on ait fait qu'effleurer le problème de la cocanalité 

les*méthodes décrites ici semblent toujours être pertinentes. Dans 

tous les cas la méthode semble robuste. Ceci justifie une étude plus 

poussée des idées ici exprimées et une "mécanisation" par programmation 

sur ordinateur. 
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3.3.2 Recommandations. 

1. 	Etudier à fond la méthode pour déterminer pourquoi elle marche 

bien et isoler les paramètres importants qui controlent le plan 

d'assignation. Il y a là des résultats mathématiques importants 

pour nous. 

2. 	On se propose pour un couple (D
a
,D
f
) donné de minimiser le nom- 

bre de fréquences N f  à partir duquel D
a 

?. D et D
f 

Df , et ceci 
a 

quelque soient les partitions ultérieures des unités géométri-

ques pour arriver à 1000. En effet, une fois ce nombre déterminé 

il suffit d'assigner à chaque unité environ 

M c 1000/N
f 

fréquences déterminées de la façon suivante pour l'unité 

n 	= 	- 1) 

	

f 	= n + mN
f ' 

m = 0,...,M - 1. mn . 

On utilisera l'ordinateur. 

	

3. 	Il semble qu'à partir d'un D a  de 25km toutes les fréquences ne 

puissent plus être assignées et qu'il y aura des trous dans le 

spectre. On se propose d'obtenir des statistiques de rejet de 

fréquences en fonction de D
a

. 

	

O 

4. 	On se propose de calculer pour des distributions aléatoires des 

coordonnées des demandes des utilisateurs le taux de rejet. On 

étudié-1.a l'effet de N
f 

sur ce taux. 



4. METHODE  DE LA PROMENADE SUR LA GRILTE  

4.1 Assignation uniforme  

Nous avons 1000 fréquences à distribuer d'une façon uniforme à une 

superficie de 10,000km
2
. Came il n'y a pas de partage de fréquences, 

on dispose de 1000 stations de base réparties uniformément sur le carré. 

Pour la commodité de représentation, nous voulons que les stations de 

base soient les points d'une grille régulière, c'est-à-dire des points 

treillis aux coordonnées entières. Le fait qu'à dhacune des 1000 sta-

tions de base il revient 10ku2 du territoire, on peut alors réduire l'é- 

chelle par facteur 100/31 = 3.32258. Au lieu du carré 100km  X  100km, 

nous avons les points treillis aux coordonnées (m,y) dans l'ensemble 

{0,1,...,30}. Alors, en réalité, le point (0,0) se trouve à une distan-

ce de 3.23km du point (9,1) etc. Sur cette échelle, les valeurs origi-

nales 20, 25 et 30 de D deviennent 6.45, 8.06 et 9.67. Comme les points 

treillis sont en réalité éloignés d'au moins 3.23km, la contrainte de 

désensibilisation est satisfaite automatiquement. Pour capturer la con- 

trainte d'adjacence, nous reformulerons le problème de la façon suivante : 



il faut trouver une promenade sur la grille de façon que chaque point 

treillis soit visité exactement une fois et que chaque saut d'un point 

treillis à son successeur mesure au moins D unités (où D = 6.45, 8.06 ou 9.67). 

Autrement dit, il faut arranger les 961 points treillis dans une séquen- 

ce (ou permutation) P1 ,...,P961  de façon que les Pi  = (xi ,yi) satisfassent 

(x.
1 
 -x.)

2 
+ (y. -y.)

2 	
D2 (i = 1,...,960) 1+ 1 	1+1 1 

(Fig. 1). Cette tache relativement facile peut être accomplie d'une fa-

çon, soit aléatoire, soit systématique. 

10  Promenades aléatoires. Supposons que 1 < k < 960 et que la séquence 

(P
1 ,  • ' Pk 

 . . 	) soit déjà construite. Posons Q = {P
1,

...,P
k1 et choisissons 

aléatoirement un point P parmi les points non visités. Nous vérifions si 

la distance euclédienne d(P,P
k) est au moins D. Si oui, nous posons 

P
k+1 

= P, remplaçons k par k+1 et répètons. Si la réponse est non, on 

ajoute P à l'ensemble Q et on répète. Si pour un k < 960, l'ensemble 

=,...,P
961

1, alors nous reculons d'un certain nombre de pas (1 .e.  

remplaçons k par k-,e. où est une constante à déterminer) puis nous . 

recommençons. La nécessité de faire un recul peut se présenter pour un 

k 961 - uD
2 

(où u= 3.14159) si tous les points non utilisés se trouvent 

déjà à l'intérieur du disque de rayon D autour du dernier point Pk •  

Notons que la probabilité de faire beaucoup de ces reculs ne semble pas 



très grande. (Il serait intéressant d'étudier cette probabilité du nom-

bre de reprises, soit par les méthodes probabilistiques, soit par expé-

rimentation directe sur l'ordinateur en fonction du type de choix du point 

P). En tout cas, nous estimons que la méthode utilisée est très rapide. 

Etant donné que la méthode systématique présentée plus bas donne direc-

tement de bon résultats, nous n'avons pas essayé de programmer la métho-

de aléatoire. Notons que par sa construction, la promenade aléatoire 

peut produire des distributions qui éliminent pour ainsi dire, presque 

tous les défauts possibles que l'on peut rencontrer sur les promenades 

systématiques concernant les stipulations additionnelles non spécifiées 

dans la formulation originale (à condition que ces dernières n'exigent 

pas de solutions trop serrées ou balancées). 

20  Promenadessystématiques. Avec lé cas A, qui et rappelons-1e, très 

simple beaucoup de façons de construire des promenades systématiques. A 

titre d'exemple avec le plus grand D = 9.67, nous procédons comme suit : 

nous décomposons là grille en 100 blocs B 	B 	B 	B 	B 
00' 01' 	' 09' 10' 19" 

B90' B- 
91'...,B99 définispar(x,y)c  B. si et seulement si x-i et y -j i  

sont tous les deux des multiples entiers de 10 (0 	j 9). Par 

exemple, B12  =• {(1,2),(1,12),(1,.22),(11,2),(11,12),(11,22),(21,2),(21,12), 

(21,22)1. Parcourons d'abord Boo  dans n'importe quel ordre. A partir du 

dernier point de B oo , nous sautons assez loin (c'est-à-dire à distance 

10) dans le bloc Bol  et après, nous . parcourons ce blOc d'une 
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il 

façon arbitraire. En répétant ce processus, après avoir parcouru B99 

 nous avons achevé une promenade systématique acceptable (parce qu'à 

l'intérieur d'un bloc les distances dépassent toutes 10). Notons que 

les distances à l'intérieur d'un bloc sont plutôt du type "Manhattan" 

(i.e. distances routières d'une ville au plan rectangulaire) ce qui 

montre combien il y a de reserves. Pour être plus spécifique, nous 

élaborons la méthode systématique en parcourant chaque bloc par ordre 

lexicographique. Ici l'ordre lexicographique fait précéder (i,j) à (k,,e) 

si 1°  i < k ou 2°  i = k et j < 

Exemple : Les 16 premiers membres de la séquence sont constitués par 

B00 en ordre lexicographique : 

(0,0) -, (0,10) , (0,20) 5  (0,30) 5  

(10,0), (10 )10), (10,20), (10,30)>, 

- 	(20,0), (20,10), (20,20), (20,30). 

Après ,nous avons les 12 membres du B 01  

(0,1) , (0,11) , (0,21) D  

• (10,1), (10,11), (10,21)) 

(20,1), (20,11), (20,21)) 

(30,1), (30,11), (30,21) 

etc,et finalement,lee 9 membres du B99  

(9,9) , (9,19) , (19,29) D  

(19,9), (19,19), (19,29)D 

(29,9), (29,19), (29,29), 

I .  



Ceci nous donne une assignation possible f l  = 1 donné au point (0,0) 

f2  = 2 au point (0,10),...,.f17  = 17 au point (0,1),..., 
f961 961 au - 

point (29,29) de la grille 31 x 31 

4.2 Assignation avec la concentration au centre-ville  

Nous nous adressons au problème qui a 50% d'utilisateurs répandus 

uniformément dans l'intérieur du carré central et le reste distribué 

aussi uniformément dans le grand carré en dehors du carré central. Pour 

conserver la connicdité des points treillis, nous modifions légèrement 

les données comne suit : nous supposons qu'il y a 1152 fréquences à 

distribuer dans une région de 96 x 96km (donc le territoire est plus 

petit mais la densité est aussi plus élevée). Le carré central S qui 

mesure 23 x 23km est muni de la grille unitaire (i.e. la distance entre les 

points treillis voisins est de ikm). Par conséquent, il y a 24 2 
= 576 points 

treillis'à l'intérieur et sur la frontière de S. Le grand carré de dimen-

sion 96 x 961cm est divisé en grille dont l'unité de base est 4km (Fig.4.7) 

Pour obtenir la grille de la région C,nous prenons la grille du grand 

carré et y enlevons les 49 points treillis qui se trouvent à l'intérieur 

et sur la frontière du carré centré à côté de 24km. Par la suite, dans 

la région C il y a 25
2 

- 7
2 

= 576 points treillis ce qui nous amène à 

l'équilibre demandé entre les points treillis du S et C. Il faut souli-

gner que cette modification est un peu artificielle et n'est justifiée 

que par le désir de simplifier l'exposition. 



Dans ce qui suit, nous ne discutons que des promenades systématiques. 

Nous prenons la distance maximale D = 30 parce qu'une assignation pour 

D = 30 est aussi une assignation valable pour D = 20 et 25 même si leur 

construction peut se faire d'une façon beaucoup plus simple et directe. 

Nous allons voir que pour D = 30, il faut quand même procéder avec une 

certaine précaution pour distribuer toutes les 1152 fréquences : en ef-

fet, pour y parvenir nous serons obligés de prendre D = 29.8 au lieu de 

D = 30. Les difficultés proviennent du fait que nous demandons catégo-

riquement que les stations de bases se situent au points de la grille. 

Néanmoins, nous discutons d'une situation fortement idéalisée et nous 

n'entrons dans les grands détails que pour élucider les méthodes et pour 

montrer que l'optimum est obtenable sous les conditions idéalisées. 

Par contre, la promenade présentée ci-bas est probablement loin d'être 

unique dans sa partie cruciale mais elle nécessite quand même une cer-

taine finesse pour satisfaire la demande trop pédantique de visiter 

tous les points treillis qui probablement disparaîtront aussitôt qu'une 

des restrictions sera allégée. 

Nous counençons par l'observation du point (23,23) du coin nord-

est du petit carré S où nous pouvons sauter seulement à 10 points treil-

lis de S aux coordonnées (x,y) qui satisfont y = 4-x (i.e. les points 

(0,0), (0,1),...,(0,4), (1,0),...,(4,0 ). De même, au point (23,22) 

nous pouvons sauter à 6 points (0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (2,0), (3,0) 

de S et au point (22,22) on ne peut que visiter les trois points (0,0), 

(0,1), (1,0) de S. De tout cela découle que nous ne pouvons exécuter 



relativement que peu de transitions à l'intérieur du petit carré S. 

Comue la moitié des points se trouvent en S et l'autre moitié en de-

hors la promenade doit donc alterner entre S et C. Notre stratégie 

est basée sur ce fait. 

Soit B, l'ensemble des 32 points treillis sur la frontière in-

terne de C. En général, les points de B sont assez près de C pour 

créer des problèmes de principe alternatif. 

Notre but est de produire une courte promenade W = (P 	) 
1 	2k 

qui contient tous les 32 points treillis de B et qui est, en même temps 

équilibrée (c'est-à-dire, qu'on retrouve le même nombre k de points 

dans S que dans C). Nous comuencerons par k = 33. Aussitôt fait, aus-

sitôt libre. Ceci suffira pour prendre la couche des points treillis 

de C qui ne sont pas encore couverts et qui sont juste à coté de la 

frontière interne. Nous parcourerons ces points en sens inverse des 

aiguilles d'une montre et on les harmonisera avec les points non couverts 

à l'extrerité opposé de S. Cette construction sera détaillé un peu plus 

loin lorsque le temps en sera venu. 

La construction de cette courbe promenade équilibrée, que nous avons 

noté par W, et représentée à la Fig. 4.2 - 4.4. En premier lieu, nous allons 

étudier à fond le segment sud de B. Nous parcourons ces points par le 

chemin indiqué à la Fig. 3 où i signifie,P i . Le P8P9= P91310= 

V(27.52 	11.52 ) = V885.5 = 29.807 km d'où il lui manque seulement 



200 mètres pour atteindre l'objectif de 301cm; ce qui par le fait même 

semble acceptable. A partir du point P17 (au coin sud-est de la fron-

tière interne), nous parcourons le segment est de B. Le chemin utili-

sé est indiqué à la  Fig.'-J-.3. Notons que nous avons omis le point au centre 
- 

du coté est et que le point P
24 a été choisi conne étant le point cen- 

tral du côté ouest de B. Nous avons terminé au coin nord-est de B 

(point P31). Cet arrangement spécial est, dans une certaine mesure, 

nécessaire parce que lorsque nous avons parcouru le segment sud de B, 

nous avions utilisé déjà les deux coins au nord de S. 

Le segment nord de la frontière interne de B est complètement 

recouvert tout comme le segment sud. Le trajet est obtenu en pivotant 

la Fig. 3 de 1800 . Dans ce cas, P47  est dans le coin nord-ouest de B. 

Ensuite, le trajet pour le segment ouest de B se fait de la même maniè-

re que le trajet du segment est. En particulier, P52  est le point cen-

tral du segment est. Le dernier point P51  n'est pas dans le coin sud-

ouest de B (lequel nous a servi de point de départ et qui est donc 

déjà occupé) mais il est son voisin inmédiat.  Nous avons donc parcouru 

tous les points de la frontière interne de B mais, en faisant ceci, nous 

avons violer deux fois la règle d'équilibre qui nous demande d'alterner 

entre C et S; principalement, 

P
54' 

P55 où les points milieu 

dans les transitions P
23' 

P
24

, 
 P25 

et P , 
53 

P24 et  P54 sont dans C au lieu d'être 

dans S. Nous rétablissons l'équilibre en exécutant 4 transitions en de-

dans du petit carré S comme c'est indiqué à la  Fig.'-l-.'4. Ici, aucune 

transition ne couvre une distance inférieure à 

P62P63 = V(23)
2 	

(20)
2 

= V929 = 30.47 km. 



Les points P63  et P65 , étant dans S au lieu d'être dans C, nous ont 

permis de rétablir l'équilibre demandé. Maintenant, on choisit P 67 

 pour être le voisin est de P61 . 

Soient C' et S', obtenus de C et S en enlevant les points 

P
1,

...,P. Nous parcourons les points treillis de C' les plus près 

de la frontière de C' (disons en sens inverse des aiguilles d'une 

montre) en alternant avec les points de la frontière oppose de S'. 

Le commencement de ce processus est indiqué à la Fig.'--.5. Ce proces- 

sus entier est répète jusqu'à ce que nous épuisions les points treil-

lis, et de C, et de S. Il est facile de voir que chaque fois que nous 

allons autour de la frontière intérieure de ce qui reste de C, la dis-

tance depuis les points de S augmente par 4. Au même moment, ce pro-

cessus décortiqué enlève au moins une couche d'épaisseur de lkm à S. 

Toutefois, à chaque tour que nous faisons, nous sommes avantagé par le 

gain d'au moins akm. De plus, au début nous apparions un carré de coté 

Il (la couche de C) avec un carré de coté 23. Par conséquent, au dé-

but du processus, la couche externe de S a soutiré à demi la couche 

Interne de C. Seulement dans la construction actuelle, lorsqu'on a en-

levé environ 7 couches de C alors nous avons parcouru 7 couches de S. 

Pourtant, la huitième et dernière couche (c'est-à-dire la couche exter-

ne) de C à une distance d'au moins 45km avec le carré de S et par con-

séquent, les distances impliquées ne posent plus de problème. L'assi-

gantion complétée est représentée à la Fig.4.6(région extérieure de C) 

et à la Fig.4.7(carré intérieure de S). Ceci montre que nous pouvons 

distribuer toutes les 1152 fréquences de telle sorte que la règle d'ad-

jacence pour D = 30 boit préservé pour toutes les paires excepté pour 4 

dont il y a un manque de 200 mètres. 

Remarque : On peut s'objecter, en ce sens que, dans notre construction 

les points voisins de S ont souvent des fréquences qui diffèrent par 2 

(en effet, si les stations de base de S ne sont pas exactement des points 

treillis alors la contrainte de désensibilisation peut être viole.) 



Ce n'est pas une méthode inhérente mais elle a été choisi pour sa sim-

plicitée d'exposition. Rien n'arrivera si le segment d'une couche de 

S est rempli d'une manière arbitraire. Par exemple, à la Fig.4.5, nous 

pouvons sauter aléatoirement parmi les points de la ligne supérieure. 



4.3 Assignation avec le mode co-canal au centre-ville  

Nous considérons maintenant le problème des canaux (fréquences) 

partagés décrit dans l'introduction. Encore une fois, nous sommes en 

présence d'une situation idéalisée d'applicants, dans un carré de 

1001cm x 100km, 50% des applicants sont uniformément répartis dans un 

carré central de 25km x 25km tandis que l'autre 50% des applicants 

sont eux aussi uniformément distribués dans la région C entre le gros . 

et le petit carré. Chaque fréquence peut être assignée à un groupe 

d'applicants. Un tel groupe, appelé désormais une clique, a au moins 

5 membres dont les distances mutuelles ne sont pas inférieures à d km 

(où le paramètre d prend la valeur de 2.5 ou 5) et pas supérieures à 

25km. En principe, la même fréquence peut être allouée à 2 groupes 

ou plus pourvu que leur distance soit d'au moins 80km. Nous avons en-

core les contraintes d'adjacence et de désensibilisation. Pour le grand 

D, l'adjacence jouera un rôle important. Pour le moment, nous nous oc-

cupons seulement de D = 30 et laisons de coté les autres cas pour une 

étude subséquente. Pour la construction du "master plan" nous souhaitons 

empaqueter autant de fréquences que possibles et assumons donc sur-le-

champ que chaque clique à 5 membres. Si une fréquence f est assignée 

aux cliques P 1 ,...,P5  alors les fréquences adjacentes f-1 et f+1 sont 

excluses de la région R formé par l'union des 5 cliques centrées à 

P . . 
'
P de rayons D chacune. Pour D= 30,.R est simplement connexe 

(c'est-à-dire n'a aucun trou) parce que les points P sont éloignés 

l'un de . l'autre par pas plus de 25km-. Maintenant si au moins un P i  est 

le carré central alors le disque de rayon 30km en recouvre au moins 94% 

du territoire. Ceci nous amène à la conclusion (à'quelques exceptions 

près) que Si on assigne la fréquence f à une clique de S alors les fré-

quences adjacentes f+1 et f-1 seront ceux assignées aux cliques de C et 

vice versa établissant ainsi le principe alternatif introduit et mis en 

valeur lors du cas.B mentionné ci-dessus. Nous avons, somme toute, 1000 

fréquences dont 500 seraient attribuées aux cliques de S et 500, aux 

cliques de C. 
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Ainsi, grosso modo, nous pouvons satisfaire jusqu'à 2500 applicants pour 

S et le même nombre d'applicants pour C. 

Vu que l'on pourrait donner la même fréquence à deux cliques ou 

plus pourvu qu'elles soient à 80km de distance, nous pourrions essayer 

d'augmenter légèrement le nombre de stations de base utilisant notre 

spectre. Supposons qu'une clique est près d'un coin de S, disons le 

coin sud-ouest. Sa distance du coin nord-est du grand carré est tout 

au plus de 65.5 /2 = 88.38km et donc, idéalement, une autre clique par-

tageant la même fréquence peut être située tout près du coin nord-est. 

En d'autres mots, à très peu d'exceptions près, les cliques partagent 

la même fréquence sont tous dans C. D'une manière générale, il semble 

n'y avoir aucun avantage d'augmenter seulement le potentiel des sta-

tions de base dans une périphérie à faible densité d'une région métro-

politaine. Pour cette raison, on laisse tomber l'alternative d'avoir 

2 cliques ou plus avec la même fréquence (si c'est nécessaire, cette 

variante pourra être élaborée plus tard). 

Il semble que c'est à notre avantage de faire R aussi petit que 

possible parce que, de cette manière, la contrainte d'adjacence est 

moins obligatoire. Maintenant, il se peut qu'il y ait des raisons tech-

niques centre le fait d'avoir P
1' 

P
2' 

P
3
, P

4
, P les uns près des au-

tres. Après que l'assignation soit faite dans plusieurs cas, les fré-

quences adjacentes seront distribuées aux cliques qui sont plus loin 

que la distance minimum. De cette façon, nous pourrions augmenter les 

distances des cinq points dans une clique. Ceci doit se faire avec une 

certaine précaution pour que la distribution uniforme des bases ne soit 

pas sérieusement atteinte. Pour la construction de base du "master plan" 

nous assumons alors que les distances réciproques de P1,...,P5 soient 

aussi petites que possible. 



Les Fig. 4.8 - 4.10 nous montrent la région R avec P
1
,...,P

5 
formant un 

carré (avec P au centre), un pentagone régulier et assumant, que sur 

une ligne, la plus petite distance impliquée est d = 2.5km. •  C'est évi-

dent que dans les deux premiers cas, R est à toutes fins pratiques un 

disque de rayon 33.53km et 32.5km respectivement, tandis que le troi-

sième cas est un cas extrême qui nous sera utile lors de quelques exem-

ples. Nous désirons, pour que ce soit beaucoup plus simple, n'employer 

que deux types de R : un cercle et l'autre type représenté à la Fig.4.10 

Avec le premier type, nous sommes confronté au problème suivant : quel-

le est la meilleure configuration à donner à P
l' 
 ...,P

5 
 pour que les dis- 

tances réciproques soient 	1 et telles que P
1
,...,P

5 
soient à l'inté- 

rieur et sur un cercle avec le plus petit rayon possible. 

Si on s'attaque à ce problème et apporte un raisonnement intuitif, 

la réponse sera : un pentagone régulier de côté 1 avec P 1 ,...,P5  comme 

sommets. Sans perdre aucune généralité, nous pouvons supposer trois 

points, disons P l , P2 , P 3  sont sur le cercle (Fig.4.11). Supposons d'a-

bord que ni P4  ni P s  ne sont à l'intérieur du LP 1P 2 P 3 . Choisissons P4 , 

et P / 
sur le cercle tels que P

4
P
4 

et 
P5 P

/ soient perpendiculaires aux  5 
côtés adjacents du àP1P2P3.  Maintenant, les distances ne peuvent qu'aug-

menter; aussi, nous pouvons supposer que tous les P 1 ,...,P5  sont sur le 

cercle. Dans ce cas, le meilleur candidat parmi les polygones convexes 

est nettement le polygone régulier de côté 1. Si les deux points P4  et 

P
5 

sont à l'intérieur du àP1 P
.2  P 3  alors le cercle a un rayon supérieur à 

1 ce qui est évidemment inférieur au pentagone régulier. Il nous reste 

à considérer le cas d'un seul point, disons P
5' 

à l'intérieur du trian-

gle; donc P
4 
sera à l'extérieur. Comme mentionné ci-dessus, on peut 

supposer que P 1 ,...,P4  sont sur le cercle. Traçons quatre disques de 

rayon 1 avec les centres à P1,...,P4' Ces - disques ont un point intérieur 

en commun (le centre du cercle principal) et leurs compléments partagent 

aussi le point Ps  (Fig.4.12). Nous sommes dans une situation impossible pour 

prouver notre supposition. 



1 
Un pentagone régulier de coté d a un rayon r = d / sin (

2ff
) 

- 10 - ' 
Pour d = 2.5, ceci donne un r = 2.126. Alors, notre premier type 

standard sera un cercle de rayon D + r = 32.126km. Nous sommes sou-

dainement dans la situation du problème discuté dans la section pré-

cédente sauf que le rayon était légèrement plus grand mais nous avons 

ici aussi les régions de type oval de la Fig. 4.10 à notre disposition. 

Cela peut être très instructif de changer légèrement la struc-

ture des points treillis. Cette fois, le carré central S sera de 

25km  X  25km et le grand carré de 104  X  104km . Comme auparavant, S 

aura l'échelle usuelle graduée par 1 pour la structure d'un point 

treillis et C, l'échelle graduée par 4. Alors S aura 26
2 

= 676 points 

treillis. Les points treillis de C sont obtenus à partir des 27
2 

= 729 

points treillis du grand carré auxquels on enlève les 7
2 
points treil-

lis qui sont à l'intérieur et sur le carré central de dimension 

24km  X  24km. Nous avons, par conséquent, 680 points treillis dans C 

mais pour avoir un bel équilibre, nous enlevons les quatre points aux 

coins du grand carré. Comme dans la section précédente, nous aurons à 

nous inquiéter seulement de la production d'une promenade équilibré 

(P...,P
2k
) couvrant la frontière intérieure de C. (Fig.14). Le 

saut le plus court est P
2
P
3 

(= P
4
P
5 

= ...) où P
2

P
3 
= 428.5)

2 
+ (10)

2 
= 

1/912.25 = 30.203km. Les autres sauts ont une longueur de 31.75km. 

Ceci indiqué que nous avons besoin des régions du second type (voir 

Fig. 11) avec les 5 stations alignées selon un arc avec la normale dé-

coupant ainsi l'angle - de deux transitions (Fig.4.14). Remarquons que 

nous n'avons aucunement utilisé les points situés aux.quatre coins de 

S. Cela signifie que nous pouvons procéder comme dans la section pré-

cédente mais d'une manière beaucoup plus facile. Le parcours sur B 

est obtenu en pivotant la Fig. 4.13 à plusieurs reprises de 90 0 . La 

promenade (P...,P
64
) est déjà équilibré et nous pouvons procéder 

directement à l'agencement des couches. Là, les transitions permet- 



tront l'exposé des points de base T de chaque clique dans les configu-

rations lesgus relâchées. Pour obtenir une distribution uniforme 

raisonnable, nous devons attacher le pentagone régulier de coté 2.12 

à chaque point; excepté ceux qui sont sur la section principal de 64 

points (Fig.4.15). Alors, on arrive à la conclusion que pour D = 30 et 

d = 2.5, les 1356 fréquences peuvent être assignées aux 6780 applicants 

telles que les contraintes de type 30 soient satisfaites pour un grand 

carré de 104  X  104km2 et un petit carré de 25km  X  25km. Question d'op-

portunité (de manière à avoir les points treillis de base 1 dans S), 

nous avons pris le cas de plusieurs fréquences et d'un très grand car-

ré extérieur. Notre résultat est actuellement meilleur que pourrait 

être le premier, l'original (avec la meilleure distribution qu'il soit) 

parce que la densité des applicants de S est égale au nombre d'appli-

cants divisé par la surface de S. Dans notre cas, la densité est 

3390 / 625 = 5.924 tandis que pour l'original, à son meilleui, sa den-

sité serait de 2500 / 625 = 4. 



5. REMARQUES SUR L'APPROCHE PAR LA PROGRAMMATION 0-1 ET LA THEORIE 
DES GRAPHES. 

• 5.1 Formulation. 

Dans des situations concrètes, la distribution des usagers projec-

tifs a un modèle irrégulier; c'est pourquoi il nous est difficile d'ap-

pliquer l'approche combinatoire que nous avons utilisée lors des cas 

idéalisés dans les sections précédentes. Nous introduisons donc une ap-

proche de programmation ou graphique pour la construction du "master plan". 

Elle pourra être utilisée aussi pour le réajustement du "master plan" à 

chaque fois qu'une partie du spectre a été distribuée et que le groupe ac-

tuel d'applicants ne se conforment pas aux prévisions.. Dans cette partie 

du rapport, nous serions capable d'approcher par la littérature mais nous 

allons traiter ce problème dans un sens beaucoup plus large et donner de 

nouvelles formulations, (comme a obserVé.Met .ger [ lo ] la meilleure ter-

minologie est celle de la théorie des graphe. 

Supposons que les applicants sont v
1
,...,v et que le spectre des 

fréquences disponibles est F. Podr la formulation de la programmation, 

cela serait pratique si on étiquetait les fréquences par des entiers non-

négatifs; on pourrait supposer immédiatement que F = {0,1,...,f-l} (par 

exemple, pour notre cas de 1000 fréquences, on a f = 1000). Un graphe  

G = (V,E) (simple et non-orienté) est un ensemble donné V de sommets et 

un ensemble donné E de paires non-ordonnées v.v  de sommets distincts 
3 

que nous appellerons arêtes. Pour notre cas, l'ensemble de sommets sera 

toujours l'ensemble des applicants V = {v1 ,.. 

de q graphes . % = (V,E 0),•.•,Gq_ 1  = 

0 k < q, l'ensemble des arêtes Bk  se compos 

V.1  et v. qui sont géàgraphiquement près l'un .  

.,v 1. Nous avons besoin 

définis comme suit : pour 

e de paires v.v. d'applicants 
D 

l'autre, assez pour ne pas 

leur permettre d'opérer sur des fréquences éloignées Uexactement k unités. 

Alors E
0 
 capture les paires d'applicants proches l'un l'autre, assez 

près pour leur interdire le partage de la même fréquence (dans les cas 
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(1)  

(2) 
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A et B ci-dessus, l'ensemble des arêtes E 0  se composera de toutes les (t) 

paires 	et G
0

. sera - 	
'

legraphecompletK'dans le cas C, l'ensemble 
P 

E
0 
 se .compose de paires d'applicants qui sont plus près que d km ou 

bien que leur distance excède 25km). D'une façon similaire, E l  décrit 

les paires d'applicants à qui il leur est interdit d'opérer sur des 

fréquences adjacentes (par exemple, dans les cas A-C, les paires d'ap-

plicants ci-dessus sont plus près de D). Dernièrement, q est le nombre 

de contraintes. Les valeurs de q utilisées dans la littérature sont 

q = 1,2 mais la règle de désensibilisation correspond à q = 2,3 (où 

E
2 

= E
3 est l'ensemble des paires d'applicants avec une distance réci-

proque inférieure à 1). 

1 Soit :X. E E dénote la fréquence assignée au 
iième 

applicant 

(i = 1,...,p). Les conditions graphiques sont alors 

x.I 	k + 1 
1 	3 

pour k = 0,...,q - 1 et v.v. 6 E
k 
 et 

3  

c F 	(i = I,...,P) 

Comme d'habitude, sgn(0) = 0 et sgn(x) = 1, pour tout nombre réel 

positif ou nul. La supposition à la section C ci-dessus est qu'au plus 5 sta-

tions peuvent partager la même fréquence. On peut l'exprimer par 

sgn (1x. - x.1) 	p - 5 
i=1 	

3 
 

(j = 0,..'.,f - 1) 

On dit que 

X  = (x
'
xp) 

est une solution réalisable si elle satisfait les contraintes (1), (2) 

ou bien (1) - (3) mentionnées ci-dessus. S'il existe plusieurs solu-

tions réalisables, on peut chercher une solution optimale. Un critère • 

d'optimalité grandement accepté est de satisfaire la demande (c'est-à- 

( 3) 



dire produire une solution réaliSable) en tirant profit du plus petit 

nombre de fréquences du spectre donné. L'idée derrière ceci est qu'une 

fréquence non-utilisée formera donc une réserve facilement ménagée qui 

sera distribuée à des applicants subséquents. Ce que nous désirons ré-

ellement éviter, c'est d'être obliger de renvoyer quelques applicants 

subséquents dû au manque de fréquences disponibles à cette localisation. 

Un inconvénient général pour l'approche de la programmation est que nous 

exigeons que toutes les conditions soient satisfaites. Si ça ne peut 

être fait (c'est-à-dire si le programme est non-réalisable) alors on 

obtient aucune réponse. Ce n'est pas conforme à la réalité parce qu'une 

agence gouvernementale peut et quelquefois fait renvoyer des applicants 

lorsqu'elle est incapable de les satisfaire. C'est un sérieux recul 

pOur cette approche. Donc, pour contourner le problème, on peut appli-

quer la 'méthode suivante si on est certain qu'il existe des solutions 

réalisables. . A des étapes subséquentes (c'est-à-dire pendant les réa-

justements du "master plan"), les applicants en question doivent être 

classés par ordre d'importance ou par ordre d'applications; Ensuite, 

le programme est modifié tel qu'un çertain nombre d'applicants, avec 

le plus bas classement, sont laissés tomber faisant ainsi du programme 

résultant un programme réalisable. Evidemment, on n'a plus affaire à 

un problème standard de programmation et cette approche demanderait 

une étude plus approfondie. 

On n'a pas l'intention ici de remettre en question le critère 

normal d'oPtimalité et par conséquent, on › l'accepte comme c'est fait 

dans le document. Maintenant, le problème peut s'exprimer comme suit : 

(P) Minimiser E 	sgn lx. - x.I 	(4) 
15-i<jp . 

soumise à( 	) (k 	0,...,q; ij e  Bk)  et à (2). lkij 	
_ 



Si la condition (3) est ajoutée, on obtient le programme denoté 

par (P'). Soit a, la valeur optimale d'un programme réalisable (P). 

D'après la terminologie standard de la théorie des graphes, on appel-

le le nombre a 1, le nombre q-chromatique de G0'... 
,Gq-1 

 et on le 

dénote par x 	. En effet, pour q = 1, on obtient le nombre  

chromatique standard xGo . C'est le plus petit nombre de couleurs 

nécessaire au coloriage des sommets de G
0  tel qu'aucun voisin (c'est- 

à-direlespointsextrêmesv.et v. d'un arête v.v.) n'a la même a_ 3 
couleur. (Pour voir l'équivalence, on a qu'à substituer le mot fré-

quence par le mot couleur). L'optimisation des distributions de fré-

quences ne satisfaisant que la contrainte d'absence de co-canalité 

correspond au problème de coloriage; ce fut observé par Metger [10]. 

Nous discuterons de ceci à la section suivante.. 

5.2. Coloriages des graphes; nombres chromatiques et NP-complétude. 

Pour la facilité d'expression, nous allons appeler le vecteur 

X  = (x...,x
p ) réalisable sur (P) et tel que 

sin 1 	)c. I = s 
7 

un q-coloriage s-évalué de d '... ,Gq-1 
	

Evidemment, on peut percevoir 0 .  
)ÇC"InellncoloriagedesornlnetsV.parSUnaellrsx. (i  = 1,...,p) tel .1 
que ce coloriage est 'en même temps un propre coloriage pour chacun des 

graphesG0' 
...,Gg-1. (ici un propre coloriage-signifie un coloriage de 

sommets où auctine paire de voisin n'a la même couleur). 

Comme une classe générale de problèmes,' le g-coloriage s-évalué 	, 

est un problème difficile à résoudre de même qu'un 1-coloriage 

s-évalué 	(ordinairement appelé un s-coloriage [2, p.117])'.  C'est 

immédiat parce qu'on peut poser, soitS0  = E1 =...=E
q-1 , soit E 1 =•.•=E

g1 
=  4. 

On ne devrait pas interpréter cette affirmation comme suit : dans un 

exemple donné, trouver un q-coloriage s-évalué est aussi difficile que 



de trouver un s-coloriage d'un graphe seul. Evidemment, les graphes 

additionnels G
1 ,  ...,Gp-1 -peuvent grandement simplifier notre tâche 

(par exemple, si E =
q-1 

représenté la totalité des arêtes 

sur \i) ou bien compliquer passablement notre problème. La remarque 

qui suit s'adresse à la complexité des q-coloriages s-évalués dans la 

totalité. 

D'après l'affirmation précitée, nous débuterons avec la revision 

du problème de s-coloriage d'un graphe seul G. Nous répètons qu'il 

doit attribuer au plus s couleurs aux sommets tels qu'il n'y ait aucune 

paire de sommets adjacents (voisins) avec la même couleur. Si G a un 

s-coloriage alors on dit qu'il est s-colorable. Comme introduit à la 

section précédente, le nombre chromatique x G  est le plus petit nombre 

s tel que G est s-colorable. 

La complexité computationnelle est une branche des mathématiques . 

- et de l'informatique vouée à . l'évaluation du temps courant nécessaire 

pour résoudre un problème quelconque sur un ordinateur. Ici, bien 

entendu, le temps courant doit être plutôt interprété comme le nombre 

d'opérations élémentaires (mieux que le temps courant réel qui varie 

d'un ordinateur à l'autre). Cette évaluation s'adresse évidemment à 

une classe de problèMes (comme nos problèmes de s-coloriage) au lieu 

qu'à un simple exemple. A l'intérieur d'une classe, les problèmes 

varient en grandeur et donc, comme une mesure de taille, on prend 

ordinairement l'envergure de l'espaè de la mémoire n, appelé la lon- 

gueur "input",  nécessaire à un codage raisonnable des données du pro- 
. 

blème - (dans notre cas, par exemple, le codage de G par sa matrice d'in- 

cidence). Un algorithme (méthode pas-à-pas pour résoudre un-problème 

presqu'identique à un programme d'ordinateur) est .un algorithme  à 

temps polynomial  s'il existe un polynôme p(n) tel que, pour tout n as-

sez grand, l'algorithme est capable dé résoudre tous les problèmes de 

la classe donnée à temps d'au plus p(n) où n est la longueur "input" 

mentionnée ci-haut. Les algorithmes qui ne sont.pas des algorithmes 



à temps polynomial sont référés aux algorithmes à temps exponentiel. 

Supposons que nous avons deux classes de problèmes. S'il existe une 

transformation (= algorithme) de type construction qui convertit tous 

les problèmes de la première classe en des problèmes de deuxième 

classe, si la même chose tient lorsque les rôles des classes sont 

interchangés et finalement, si les deux algorithmes peuvent faire ça 

en temps polynomial alors nous disons que les deux classes sont poly-

nomialement équivalentes. La réussite principal de la complexité des 

ordinateurs est la découverte de plusieurs classes de problèmes inté-

ressants dans la théorie des graphes, la recherche opérationnelle, la 

programmation mathématique, l'algèbre, la théorie des nombres, la 

logique mathématique et mathématique 	récréative qui sont polynomia-. 

lement•équivalents. On ne sait pas si ces classes de problèmes, appe-

lées classes NP-complètes possèdent un algorithme à temps polynomial. 

C'est en effet le noyau de la complexité computationnelle. Le con-

census ou plutôt le soupçon est que le standing à temps polynomial 

des classes NP-complètes est un problème irrésolvable et par conséquent, 

qu'aucun algorithme à temps polynomial ne peut jamais être trouvé pour 

n'importe quel de ces problèmes NP-complets. Cette supposition dit 

que tous les algorithmes à temps polynomial sont agréables tandis que 

les algorithmes à temps exponentiel sont difficiles. Nous venons 

brièvement de rappeler les fondements de la complexité computationnel-

le, connaissant très bien que, pour s 	3, le s-coloriage est un pro- 

blème NP-complet (Stockmayer 1973). On ne donnera pas les références 

des faits ci-dessous mais on renvoie le lecteur au livre de base [5] 

qui contient aussi une explication des remarques de l'introduction 

mentionnées ci-haut et plusieurs autres faits pertinents. Pour le 

3-coloriage, voir pages 84-90 et page 191 de [5]. Nous abordons immé-

diatement quelques faits pertinents. Premièrement, un 3-coloriage 

est résolvable à temps polynomial (c'est-à-dire pour décider si un 

graphe est bipartite, nous devons vérifier l'absence des cycles de lon-

gueurs impaires qui peut être fait en temps polynomial). Pour nous, 
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c'est plus important que la décision si un graphe planaire, avec aucun 

degré de sommet excédant 4, est 3-coloraible est déjà un problème NP-

complet. D'un autre côté, le 3-coloriage peut être résolu en temps 

polynomial pour des graphes comparables (graphes qui peuvent être o-

rientés tels que la relation résultante est transitive, c'est-à-dire 

d'un ordre partiel) pour des graphes avec des cordes, des graphes (3,1) 

et des graphes n'ayant aucun degré de sommet excédant 3). Cependant, 

le problème de 3-coloration est un problème NP-complet pour l'inter-

section des graphes avec des segments de ligne droite dans le plan (les 

références pour toutes ces données peuvent être trouvées dans [S, p. 191] . 

'. 	Naturellement, on soulève une question : quelle forme générale ont 

les graphes résultants de la contrainte de non co-canalité? Si des - 

puissances différentes de transmetteurs et de variations géographiques 

(comme les montagnes ou les vallées) sont présentes alors', en général, 

aucune propriété spéciale ne peut être assumée. Seulement si l'unifor-

mité technique des paramètres est identique pour tous les applicants 

ou pour, tout au moins, plusieurs  applicants alors on peut espérer en 

de fortes caractéristiques spéciales. Dans un tel cas, on a que tous 

les voisins d'un sommet sont situés aux alentours géographiques du . 

sommet (c'est-à-dire que la représentation planaire d'un graphe est 

assez local) et que l'inégalité du triangle travaille pour nous. On 

étudiera peut-être cet aspect avec des problèmes concrets. 

L'importance du NP-complétude du s-coloriage ne doit pas être exa-

gérée. L'essentiel de son dire est : ne pas perdre son temps à cher-

cher des algorithmes efficaces généraux (c'est-à-dire universellement 

applicable) parce que plusieurs ont essayé et plusieurs ont échoué. 

De plus, c'est tout à fait plausible que de tels algorithmes n'existent 

pas.. 
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C'est presqu'un concensus, pour le coloriage des graphes seuls, qu'un 

algorithme très simple, décrit ci-dessous, accomplit sa tâche aussi bien 

que les autres algorithmes connus. Cet algorithme peut être modifié pour q 

graphes, en ce sens : supposons que j 	1 et soient x 	,x 1 
 

. 	des entiers 
3 

non-négatifs assignés aux sommets v
1' 

...,v
3-1 .  
. 	Soit xk  le plus petit entier 

positif ou nul satisfaisant 

Ix. -x.I 	m 	1 
1 	3 

pour tout m = 0,...,q-1 et i,j c E
m 

, i < j. Soit x . = - (x
1p

) 

l'assignation obtenue, de cette manière, après p étapes. Si tous les 

xi  coincident avec l'image 0 x < q, nous avons, par le fait même, 

produit un-(au plus q) parfait q-coloriages-évalué ou, l'équivalent, 

une solution - réalisable de (P). Clairement, cet essai est relative-

ment bon marché mais on sait que, pour q = 1, on peut trouver des gra-

phes pour lesquels l'agorithme accomplit sa tâche arbitrairement mal. 

,A cet égard, 	il diffère de quelques autres heuristiques (pour d'au- 

tres classes de problèmes) qui sont connus pour produire des résultats, 

garantis à un certain pourcentage, de l'optimum généralement inconnu 

[4] 	L'idée de base est pour accomplir plusieurs fois cet algo- 

rithme rapide pour différentes réordonnances des sommets. De meilleurs 

résultats peuvent être obtenus, si' nous pouvons repérer les ordres des 

sommets relatifs aux propriétés spéciales de
q1. 

 Par exemple, 

si on peut ordonner les sommets tels que (v...,v> est partagé en de 

larges ensembles indépendants de G = (V,E).(où E
0  

=
q-1

) qui 

sont des blocs de .sommets consécutifs alors on peut espérer que l'al-

gorithme accomplira très bien sa tâche. Une approche standard est 

d'ordonner les sommets tels que leurs degrés dans (V,E) sont non-dé-

croissants. Pour Pour des applications répéiées de l'algorithme, on peut 

arrêter la course si le nombre de couleurs déjà assignées déborde par 

rapport à une limite établie plus tôt (ou est très près d'elle). Ayant 

produit un coloriage avec, probablement, plus que q couleurs, on peut 

essayer de réordonner les sommets où ceux possédant une haute couleur 

viennent en premier par exemple, prenant l'ordre v. ...,v. où 
3 1 ' 	3P 

x.1- 	
. Ces remarques plutôt vagues sont destinées à' apporter 

3 	3p 

(6) 



. D'un autre côté, la complexité polynomiale est, par définition, 

une étude asymptotique du plus mauvais cas de Conduite et rien de 

plus. Maintenant, nos problèmes auront un nombre limité de sommets 

'(= applicants) et de couleurs (= fréquences). La discussion précéden-

te a été apportée dans le seul but d'en arriver à la conclusion sui-

vante : pour améliorer la performance, nous 'devrions vigoureusement 

essayer de découvrir des caractéristiques spéciales du graphe et 

adopter l'algorithme pour prendre le meilleur avantage possible de tout 

*ceci. 	• 

Naturellement, les gens ont considéré la performance probable ou 

attendu des. algorithmes. Nous n'en discuterons pas ici [8] mais, 
— 

par contre, on rapporterage concensus des praticiens et de ceux qui ont 

une expérience prolongé des problèmes combinatoires. Le coloriage des  

graphes est réputé pour être un des pires problèmes dans le groupe des  

problèmes NP-complets. Ca signifie que pour une grandeur restreinte, 

on peut s'attendre à de longs temps courants. En comparaison, les 

problèmes du sac alpin ou de recouvrement, bien que NP-complets, sont 

en termes pratiques, résolvables en une fraction de temps qui est né-

cessaire à la coloration des graphes. Même après cette affirmation 

plutôt décevante, on pourrait dire quand même que les choses.ne  sont 

pas si mauvaises que ça. Avant tout, pour une agence gouvernementale, 

le stricte optimalité n'est pas une loi mais plutôt une option. De 

plus, on affronte une tâche à performer une seule fois (pour établir 

le master plan) avec des réajustements périodiques qui ne sont pas as-

sez fréquents. Si les bénéfices socio-économiques garantissent les 

dépenses alors on a largement le temps de laisser courir un programme 

complet. 

Nous terminons cette section avec le rappel d'un certain nombre de 

faits connus sur les nombres chromatiques des graphes. Premièrement, 

le nombre chromatique x
G 
n'excède pas + 1 où A est le degré maximum 

de sommet (le nombre de voisins d!un sommet) tandis que x
G 

à tient 

pour les graphes connexes qui ne sont ni des cycles impairs ni .  des 



graphes complets (voir par exemple [2, 8.1.2 et 8.4]). Une limite su-

périeure pratique peut être probablement obtenue de la conjecture de 

Hajos (qui est vrais pour x
G 
n'excédant pas 4) : le graphe G est sus-

ceptible d'être une subdivision d'un graphe complet Kn  avec n = xG  . 

Mentionnons une contrainte possible pour x
G 

due à Gupta [6] (voir aus-

si [9, 9.5 (a)]. Si l'ensemble des sommets v peut être divisé en 

blocs V . k  V tels que, pour chaque paire 1 	i < j 	k, il y a 

X  E '')/ et y c V qui sont non-adjacentes, alors x
G 

n - k + 1. Pour 

obtenir le meilleur résultat possible, nous avons besoin d'un grandi 

et par conséquent, on commencerait peut-être avec un ensemble indé-

pendant I (c'est-à-dire un ensemble sans arêtes internes) aussi grand 

que possible et poserions V = 	1 ( =1,...,h) où I =
n ' 

Avec cette remarque, nous terminons notre discussion sur la s-coloration 

d'un graphe seul. 

Retournons à notre problème initial de la q-coloration s-évaluée 

de q graphes. D'une manière toute spéciale, nous avons la limite im- 

médiate suivante qui, pour q = 2, est dans [1] et où l'inclusion E
2 	

E l 

 est sous-entendue. (Noter que pour les cas A à C, cette supposition ne 

tient pas). 

Fait 1. Si 	E. c E
0 ' 

pour i = — —  

, alors  

(5) 
o 	1 Go 	Go...Gq ...1 xr Éx É X 

Démonstration : s 

k-chromatique de 

(j = 0 ) ...,k -1). 

à l'intérieur de 

v. et V. ont des 
1 	3  

oit =X
Go 

et soit'W' 

G. Achauciev.EV, est 
1 

Etant donné que E 	E 
m 	0 

chaque V. et par sa const 

couleurs distinctes dans 

Vk-1 1 
une décomposition  

assigné la couleur j q , 

il n'y a pas d'arête de Em 
ruction, lx. -x.I 	q si 

A - 	1- 	3 
le .coloriage 	. 

Remarque. Les deux limites sont exactes. Pour la limite inférieure, 

prenonsE1=..•=E.. 
(1-1 

=cpet pour la limite supérieure, soit 

E = E
1
=...=E

q-1 = K p 0  0  



quelques idées générales. Cependant, comme mentionné .ci-haut, le • 

point crucial de la réordonnance est de tailler'ça en . des . propriétés 

spéciales de G0 ,...,0
q-1 

autant que nous pouvons en découvrir et-les 

utiliser. Si rien ne nous aide, on pourrait réordonner les sommets ' 

au hasard (avec une distribution de probabilité prescrite) juste pour 

observer la meilleure valeur en Cours et arrêter l'expérience s'il n'y 

a pas d'amélioration après une période suffisamment longue ou si- les 

coûts de l'ordinateur deviennent exorbitants. 

CONCLUSION  

Dans une situation irrégulière (causée par la densité très varia-

ble, obstacles du terrain, différentes puissances des.transmetteurs ré-

ajustement du plan etc.) l'approche par la programmation 0-1 ou colo-

riage des graphes a été suggérée dans la littérature.Ici nous avons 

établi la place du problème de point de vue de la complexité computa-

tionnelle, nous avons montré que c'est un problème NP-complet et même 

pratiquement très dur .à résoudre. Finalement une idée pour une heu-

ristique est suggérée. On montre aussi -certaines déficiences qui se 

trouvent dans la littérature. 
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Fig. 4.2 

I. 





. -122 - 

.2 

, 	\ 



-123- 

Fig. 4.5 I. 
I. 



'1 • 

: 

' -
 

I 

., -..---_-.L-
,, 

jr.
-
  
.

1
' 

C
s
—

 	
(1
-
-
 
\
e

e
l
  

_. 

1 ----- t--=; ,r3
"-- c

-N
e
- - -......„, (1

1
) 

s'.1- ,,_ ,
i-

, . Z
i-  (... --'1Z-S- 

n
:: ; `'`‘;3  

1--" 11----  ....7
.  m

 c
--. 

 

e 0 ' ,Ç ?.- - -.- 
r
\-7

-n '.-
 

e-ç) 1
-1.._îl'-  

crn
' 	

–«:«  
—

 	
i
'
.
.
7
.7
  : e

0
  

P
. 	

k
S

 
a

C
û

 
*1

1
1
-

b
• ' ' .....4

4..6.,_ 
ra

a
a
 1

,'", 	
....S

'...- (N
r

) e..*
*
•.1

 	
- l  g

e
t.N

re 
	

........7..a 

r
.
 	

n
S

.--
(Y

.) 	
s••••n

- 

a
i>"•

n
 r
-
, , ...' 

....cr
_ (.7;75   

.„......2  
,
.
,
„
„
.
.
,
 

B
IM

 
. 

II M
ill 	

M
a 

M
in

 
M

O
R

M
W

R
M

U
M

B
U

IP
II• 

sitenuill11111111111M
11111 

a
u

s
a
m

in
u

m
u

m
a
im

m
ta

m
 

U
N

IIIIM
M

ul 31111.11111111 
M

 	

111011 
IIIM

IU
M

F
.1111111111U

N
III: 

M
 	

1
 

lin
iM

a
ll_»_

e
i IIIM

IZ
I1

1
1

1
1

1
1

 
U111111115211111.111111111111BIR 
B

IB
IIII2

2
1
1
1
.1

0
B

1
1
1
0
3
1
M

U
 

11111111111111111•11 M
M

IM
U

IIIIM
IIIIIIIIII. 

...1
1

1
0

1
1

1
M

IE
IM

B
O

W
IM

U
M

 

1
 i 8

 I
 1

3
1
1
M

n
lià

. O
M

=
 

M
a ili U

B
N

IM
M

U
L

U
M

 

M
I 11111111111111111111101111111111e1111111•111141 

M
il R1111118111.1111•11101•1111111B111 

eisnam
m

uum
egsm

m
unnuni 

SI II il M
U

M
 n

a
le

lle
g

lA
IM

M
IIIM

 
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIB

M
1111111111 

11111111b11111111111111111111111011M111111« 
1111111111111/1111111111111111111111111111110M• 

re
q

, 

çz  

;
  , (N

)  q
t..,  Le•7 

1"*.--) 	
-.0

 rsj---  C
 \ j 

.s.." 
la

  r- Ç
.-- ---- cr,e1 

. 	
•  ...__, 	

_ -__ 
rNe-) 

n
 	

C
s
 

e
, 

.....n1
--  .  ....1

-- ...ç
) 

n.S--  --"
' 

\----- 
 

	

.„) 	
•-...r.- 

.  ..--- 
r s-.-__  1  .z:5-- ' -- ,.‘"

) /,-;-7
..-r-• c

---. r- 

9hil 
e%1118  ,  .---- 	

cn
..) c--1 

cn
-n 	

IN
 

eb.. 
	

--c-----) 	
'
 

-
-
-
 
	

ç
s
is

>
 

	1 
c
s
.. (-

n
1 

c
n

à 

Zr
Cs-3

rp
.. 

L—
. 

—
 

r
.c

. ---  
•
  `-'-`-) '  W

en  '--- 
.3.-- 	

..5
.- :.5

.- ._
.\--- , s

- ......5
- , ,-- ,s

- ,..,-- ..._
s
- ...e

-  .....r-- 
4__ 1.-.. .zr_ -__ ,r) 

t___ r—
 .---- --- (-1",____ 

t----
r
it 

 
4-- 

l.---s
 I----, 1

,,C
) t.C

P
 

L
IZ

> 
C,___9 

C
....JD

 r.-_. 	
i  --- 

(---_ 	
. --.. ..---7 

.._... 	
.....st 

<..,m
  ----sa 	

. 	
.. 	

•  \--s
a
 
\

--s) 	
. 	

. 	
• 	

.  s
-3

--' 

r- 	
r
n
r
)
 

,-1---  
n

s
-  
-
3
-
-
 
,
.
.‘
s

.  
.
.
3

-
-
  

L
 	

----1 

	

e
lli, 	

(N
-) 

 

.. • 
n.3"--- 

C
3*--- --.._ r

n C) 	
f---..,  ih

, 	
---_ 

'N
C

)
 

 

C.----Z 
	

_
Z

--- 
 

r'--  r'''' f
.  r—

 h--- (----  lb
. 	

r----- ---'c----- r---- e
's

  1
1
.1

ffl:  L
.
'
s
-
 
r....---  (------ 

(•.r> 
Q

s
-
 1 

4
--- 

r
-
-
 

• 	
•,:t. 

! 
(D

LL 
. 

, 



• 1 

-125- 

e 817 g 
__7 (-/ 72,7 0. e  

.. 	__1(12216Y162_1601çî  
0%-pi&ÇO6r0 Us Z.Hd 12.2(2.AV.416  3823e 7/  

ttb(fu(fo'6 

110(aift.)?do 
zo 

L10012721q0211 -3  

1g 276 
!30 J2i ei  
,-109 ze01(1(  

L2 zr  
2.8 

!tdd),Éid 	1 ...G• 	,t95:0 C• .F4! 
• 

-30c/ .31j6  ?De 3/03/Pi 31  ?i6 _.?1 seL52Di 

612  
Clq 

.70 'ICcfci.»-!-12_..eli 	yC ,  rigeig eo  f‘ 
o  (;11_.0:01) e&/ooti icott000ile 

Ifte'It'et(36 	_1( 24 11((ii .rz 
/(e'11/  

(otontivri(3 	?J(it  or'  
torola.//lloidi 1(211. 1_c r  roe, ti c_ 

0?Q/0921077J1,(14 .10?e !  
f,07ii071iiiece;1 107i(a(soien tiod.  
106010:4(0(41« 	e èfc4ï Ltosti  9û 2O.  

Pee,  eo dcrzletiM 
of:9'?'oc)102-10É.7 >icOoe,91ô9.12;r(q,?e , n 

1/4 
7l0 71L7, 

(ih'72(j.. -7717e2s2zi 

.  

o7ie7  
'ey4„e5  12.2 

qui qcc 	q6 

. 

i; 	/ (404 	°9  i j°  . 'freiger.ewstewk•ece 	 - 

ClçeY 15?  

ei -‘134  
zioao iqd (ti   613t,/ 

1/-Td Dii 8_ ii8::q7,8 	iye 	(( -7 
o171,/ • PO 

85!  g3(1 . 7K0io.V6 

	

fkG )3. 	  	&• 06 
yft,  _70-l_yg ;06  C4

0_(1.gZ 
,[07e07Ç &6%  t40 

gs7-7$Liç--06o, 
JLÇk1? 	c(s6

•MôiTg2i. rc4.Ç661,ge7o  s-7 (1P 
9-icjç'tiLlif2:,Qe ere 

o•20 (et7- 
76(1-1  it/7G 

b9: 	‘• 

(r6 

33(i 
3Z 
30 

"(/ 

it ' 38 fivg  (/  0134 7/ 6 	 /(-,S /26 /22122,  etiC 12,/  1261.1tïel.z/ii 	ioo 202,1- (  	 2 1 	 _I 	_4.7 	 t 	 4 Fig. 4 

1 



Fig. 4.8 



-127- 

Fig. 4.9 
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. Fig.-4.10 
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6. REMARQUES SUR LA POSSIBILITE D'APPLICATION DE LA PROGRAMMATION 

DYNAMIQUE El SUR TFS ASPECTS STOCHASTIQUES DU PROBLEME D'ASSI-

GNATION. 

Au début du travail sur ce projet, nous avons envisagé la possibi-

lité d'application de la programmation dynamique pour établir une stra-

tégie d'assignation optimale plutôt qu'un plan. 

En supposant que le processus de demande est une suite de couples 

de nombres aléatoires (x(j), y(j)) représentant les coordonnées géogra-

phiques, désirées des radiostations, nous avons envisagé la construction 

d'un algorithme qui, pour chaque demande, choisirait la fréquence de fa-

çon a maximiser le nombre final des utilisateurs. 

En utilisant la formule de la programmation dynamique on peut, en 

effet, écrire une telle formule de choix optimal, cependant on n'arrive 

pas à: obtenir une solution analytique de cette formule. 

Etant donné le nombre élevé des variables (r- 1000) dans ce problème, 

il ne nous paraît pas avantageux d'utiliser cette formule directement sur 

l'ordinateur, car on risquerait de faire de très longs calculs. 

Cependant, il n'est pas exclu que la formule de la programmation 

dynamique puisse être utilisée plus tard pour optimiser les paramètres 

d'un algorithme d'assignation basé sur une des méthodes combinatoires 

- décrites dans les chapitres 2, 3, 4. 

Par ailleurs, nous avons programmé sur l'ordinateur un générateur 

des nombres aléatoires qui simule le processus de la demande. Nous 

avons simulé le processus de la demande à répartition géographique uni-

forme et aussi le processus avec la concentration de 50% de demandes 

au centre-ville. 



Ce générateur nous a servi à faire une évaluation du taux de suc-

cès du plan d'assignation décrit au chapitre 2. A cause du caractère 

aléatoire de la distribution géographique des demandes, il peut arriver 

souvent que 2 demandes tombent dans le même carreaux, alors que seu-

lement une peut être satisfaite. Donc l'autre demande doit être rejetée. 

Les simulations de ce phénomène sur l'ordinateur on donné les ré-

sultats suivants : 

EXPERIMENT # POURCENTAGE DES 	POURCENTAGE DES 
DEMANDES ASSIGNEES 	DEMANDES REFUSEES 

1 	59.50 	40.50 
2 	60.64 	39.36 
3 	62.19 	37.81 
4 	61.88 	38.12 
5 	60.54 	• 	39.46 
6 	62.29 	37.71 
7 	62.91 	37.09 
8 	63.02 	36.98 
9 	61.57 	38.43 

10 	S 	61.47 	38.53 

On voit qu'un "master plan" qui prévoit exactement un carreau pour 

chaque station risque d'être trop rigide. 

Nous avons également essayé un autre plan d'assignation. On assi-

gne des suites de fréquences à des zones géographiques dont chaque a la 

surface égale à la somme des surfaces des n carreaux, n étant le nombre 

de fréquences dans chaque suite. Ta  localisation exacte de la radio- 

station n'est pas importante, car les suites ont été choisies de façon 

à satisfaire les contraintes de désensibilisation et la distance D pour 

des canaux adjacents. Avec le choix des zones comme dans l'assignation 

diagonale, on a obtenu les résultats suivants 



EXPERIMENT # 	POURCENTAGE DES DEMANDES  ASSIGNEES 

1 	 87.09 
2 	 87.60 
3 	 88.64 
4 	 86.67 
5 	 86.67 
6 	 85.23 
7 	 86.67 
8 	 87.71 
9 	 88.33 

10•86.47 

Cette simulation semble indiquer qu'il serait avantageux d'élaborei; 

les plans d'assignations souples, où les groupes de fréquences seraient 

assignées à des zones géographiques regroupant plusieurs carreaux. 



•1 

I. 

-137- 

PUBLICATIONS  

(1)  I. BAYBARS, Optimal assignment of broadéasting frequences. _DRC 

21-04-80, preprint Carnegie Mellon University, 1980. 

(2) J.A. BONDY; U.S.R. MURTY, GraPh Theory with applications, The 

McMillan Press Ltd Condon and Basingstoke 1976. 

(3) N. CHRISTOFIDES, Graph Theory : an algorithmic approadh. 

Academic Press, London 1977. • 

(4) V. CHV/ATAL, Heuristic programming Lecture notes, McGill University, 

1978, French translation Université de Montréal, 1979. 

(5) M. R. GAREY; D.S. • JOHNSON, Computers and intractability, a guide  

to the theory of NP-completeness, W.H. Freeman g Co. San Francisco, 

1979. 

(6) R.P. GUP1A, in Theory of Graphs, Proc. Int. Coq. Rome, Gordon g 

Breadh, 1969. 

(7) D.S. JOHNSON, Graph coloring algorithm : Between a rock and a hard 

place. Annals of Discrete Math. 2 (1978) 245. 

(8) R.M. KARP, The probabilistic analysis of some combinatorial search 

algorithms, in J.F. Traub (ed.) Algorithns and Complexity, New  

Directions and Recent Results, Academic Press, N.Y. 1976, pp. 1-19. 

(9) L. LOVASZ, Combinatorial problems and exercices, North Holland 

Amsterdam, New York, Oxford 1979. 	• 

(10) B.H. METZGER, Spectrum managment tedhnique, presented. at 38th 

Nat. ORSA Meeting Detroit MI., Fall 1970. . 

• 1 



ANNEXE  

MODE D'EMPLOI DU PROGRAMME T ALDIAG' 

Cette annexe constitue un mode d'emploi du programme 'Aldiag' 

écrit en lagage Fortran. On y trouve une description des variables 

d'entrée, un exemple de jeu de données et une description de la sor-

tie correspondant à ce jeu de données. 

Le programme Aldiag est une première version d'un programme 

d'allocation de fréquences. Il constitue un premier jet d'une ver-

sion mieux structurée  •  et mieux documentée, permettant plus de sou-

plesse à l'entrée de données ainSi qu'à la sortie de résultats. 

DESCRIPTION DES VARIABUS D'ENTREE. 

Nom de la variable. 

ICODE (I) (I = 1,...,5) 

DENT 

Description  

Variables de contrôle de la sortie des 

résultats (voir l'exemple de résultats). 

Nombre de division du carré extérieur 

(111 	24). 

Longueur du côté du carré extérieur 

(DET = 100kn). 

Nombre de division du carré intérieur 

= 22). 

DINT 	 Longueur du côté du carré intérieur 

(DINT = 25kn). 



Pas de la partition (doit être pair). 

NS 	 Pas de la réallocation interne. 

NF 	 Répétition maximale d'une fréquence lors 

de la reallocation interne. 

Variable de contrôle de la réallocation 

(si NTER = 1 une seule intération de re-

allocation 

si NTER 1 reallocation maximale) 

NTER 

PINT (I) (I = 1,...,K/2) Une permutation des nonbres pairs (ou 

impairs) de la suite 1,2,...,K (fréquences 

initiales internes). 

PIN (I) (I = 1,...,K/2) 	Rotation initiale des suites associées 

aux fréquences initiales internes. 

PEXT (I) (I = 1,...,K/2) Une permutation des nombres impairs (ou 

pairs). de la suite 1,2,...,K (fréquences 

initiales externes). 

PEX (I) (I = 1,...,K/2) 	Rotation initiale des suites associées 

aux fréquences initiales externes. 

ITIZT 	 Nombre de cas à étudier (en fonction de 

la distance minimale acceptable entre 

deux fréquences successives). 

TEST (I) (I = 1,...,ITEST) 	Distance minimale acceptable entre deux 

fréquences successives. 



EXEMPTE DE DONNEES  

ligne no 
ICODE (1) 

ICODE(2) 
ICODE( 3) 

'CODE ( 14 ) 
ICODE(5) 

1. 

Dans le programe Aldiag ces variables d'entrée apparaissent corn-

me suit : 
10. 002131B 	990 FORMAT (20I4 ) 
11. 00213113 	 READ 990, ( ICODE( I )81=1, 5) 
12. 02416013 	995 FORMAT( 	F10. 3) 
13. 02416013 	 READ 995, M, DEXT 
14. 02416513 	READ 995, N, DINT 
15. 02417213 	HEXT=DEXT/FLOAT(M) 
16. 02417313 	HINT=DINT/FLOAT(N) 
17. • 024176B 	 READ 990, K, NS, NF, NTER 
18. 02420611 	KDEMI =K/2 
19. 02420713 	READ990, (PINT( I), 1=18KDEMI 
20. 02422013 	 READ 9901 (PIN( I), 1=1, KDEMI 
21. 02423013 	READ990, (PEXT( 1), I=1,KDEM I ) F  
22. - 024240B • 	READ 9908 (PEX ( 1), I=18KDEMI 

	 11.• 

203. 025244B 	READ 990, ITEST 
204. 02525013 	READ 998, (TEST ( I )i 1=1, ITEST ) 
205. 025260B 	998 FORMAT (29F4,0 

DE> 
2.2. 	 . 	2 1-1-

rm 
1 0 	0 

TN 	r---IŒNT 
ï 

3. 	 22 	25.0 



4. 

RESULTATS  

no. 

1 

valeurs 
lues 

rotations 
déterminées 
par le 
programme 

8. 

r-- PINT(1) 	• 

5. 2
i 
 20 	4 	6 	8 	10 	12 	14 	1 6 	18  

d—PM(1 ) ... 

6. • 	- 	0 	1 	0 	0 	0 	0 	0 	0 	0 	0 

(--PEXT(1) 

7. 1 	3 	5 	7 	9 	11 13 15 17 19  

F-FEX(1) 

0000001 	0 	0 

9 . 	

,TEST 

7-  
TEST(1) 

/ 	rES T(2) 	 
rEST(3) 

10. 	2 0. 0 2 5 .0 3 0.0  

ALLOCATION D I AOONALE 

PAS = • 20 

PERMUTATION INTERNE : 	2 20 	4 	6 

ROTAT I ON 	 0 	1 	0 	0 

PERMUTAT I ON EXTERNE : 	1 	3 	5 	7 

ROTATION 	 0 •  0 	0 	0 

PERMUTATION INTERNE  : 	2 20 	4 	6 

ROTAT I ON 	 0 	1 	3 	0 

PERMUTAT I ON EXTERNE : 	1 	3 	5 	7 

ROTAT I ON 	 0 	0 	0 	0 



I (voir la page 
LT (idem)  
Distance entre deux 
fréquences successives (exemple : dist(fry = 26.431) 

4. Imprimée si ICODE(2) 0 

numéro de la fréquence 

r—Localisation (carré intérieur ou extérieur) 

	

_ 	_ 	. 

	

1 EXTERIEUR 13 16 	26.431 	51 	EXT 

	

2 	INTERIEUR 	1 	1 	35.747 	52 	IN7 

	

3 EXTERIEUR 14 18 	32.259 	53 EX"I 

	

4 	INTERIE('R 	7 	2 	32.865 	54 	IN1 

	

5 EXTERIEUR 19 14 	36.033 	55 EXM 

	

6 INTERIEUR 2 8 	39.461 	56 mi' 

	

7 EXTERIEUR 14 21 	40.532 	57EXT 

	

8 INTERIEUR 5 6 	48.606 	58 IN1 

	

9 EXTERIEUR 14 23 	49.261 	59 EX1 

	

10 	INTERIEUR 7 5 	41.772 	60 	INT 
11 	EXTERIEUR 17 20 	41.674 	61 	EXM 

	

12 INTERIEUR 9 4 	49.242 	62 mir 

	

13 EXTERIEUR 17 22 	44.860 	63 EXT 

	

14 	INTERIEUR 	4 11 	44.755 	64 	IN' 

	

15 EXTERIEUR 20 19 	41.620 	65 

	

16 	INTERIEUR 9 9 	47.847 	Ae 

	

17 EXTERIEUR 23 17 	45.311 

2 des résultats) 
	/ 

 

2. Imprimée si ICODE(1) = 0 

INTERIEUR 
	> 

1•  2 	3 	4 	5 	6 	7 

1 	2- 22 62 122 202 SO 200 

2 	42 92 142 222 100 220 144 

3 	102  • 62 242 120 240 164 

4 	182 40 .140 20  184 46 

3. Imprimée si ICODE(1). 0 _  

EXTERIEUR 

1 2 2 4 5 6 7 

1 	0 0 0 0 0 723 603 

0 •  0 0 •  0 703 583 661 

3 	0 0 0.683 563 641 719 

4 	0 0 663 543 621 699 • 

5 	503 643 523 601 679 
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5. 

• 1 

I. 

• 1 

7. 

DISTANCE MINIMALE = 	21.947 

ECART MINIMUM = 20.00 NOMBRE DE  •  REJETS = 	0 

ECART MINIMUM = 25.00 NOMBRE DE REJETS = 	7 

ECART MINIMUM = 30.00 NOMBRE DE REJETS = 48 

Distance minimale imprimée si ICODE(3) = 0 

ECART minimum et ... calculés et imprimés si ICODE(4) = 0 

G. Les pages 6 et 7 sont imprimées si ICODE(5) = 0 

REALLOCATION . INTERNE 

; PAS DE LA REALLOCATION = 

REPETITION DE FREGUENCE = 5 

INTERIEUR( 5 ITERATION(S)) 

1 2 3 4 5 6 7 8 

2 22 62 122 202 SO 200 124 
104 398 106 48 10 210 152 22 
200 948 266 166 128 332 350 74 
892 0 0 818 760 920 104 398 
350 0 0 0 422 0 424 962 

2 	42 82 142 222 100 220 144 6 
770 126 68 30 230 172 42 82 : 
312 330 186 148 598 294 94 234 : 

0 404 • 894 876 0 780 312 330 ; 
0  0368  0 0 0 496 404 

3 	102 162 242 120 240 164 26 206 
146 88 50 12 192 114 102 162 
26 206 168 348 72 474 274 156 
274 732 932 0 466 858 0 292 • 
748 292 310 0 0 306 0 88 

1 
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