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Estimation et inférence des moyennes de domaine soumises à 

des contraintes qualitatives 

Cristian Oliva-Aviles, Mary C. Meyer et Jean D. Opsomer1 

Résumé 

Dans de nombreuses enquêtes à grande échelle, des estimations sont produites pour un grand nombre de petits 

domaines définis par des classifications croisées de variables démographiques, géographiques et autres. Bien 

que la taille globale de l’échantillon de ces enquêtes puisse être très grande, la taille des échantillons des 

domaines est parfois trop petite pour permettre une estimation fiable. Nous proposons une méthode 

d’estimation améliorée qui s’applique quand il est possible de formuler des relations « naturelles » ou 

qualitatives (comme des ordonnancements ou des contraintes d’inégalité) pour les moyennes des domaines au 

niveau de la population. Nous restons dans un cadre inférentiel fondé sur le plan, mais nous imposons des 

contraintes représentant ces relations sur les estimations échantillonnales. Nous démontrons que l’estimateur de 

domaine contraint qui en résulte est convergent par rapport au plan et a une distribution asymptotique normale 

tant que les contraintes sont asymptotiquement satisfaites au niveau de la population. L’estimateur et 

l’estimateur de la variance connexe sont facilement mis en œuvre en pratique. L’applicabilité de la méthode est 

illustrée par les données de la National Survey of College Graduates des États-Unis (NSCG, Enquête nationale 

sur les diplômés des collèges) de 2015. 
 

Mots-clés : Estimation fondée sur le plan; estimation monotone; National Survey of College Graduates. 

 

 

1  Introduction 
 

De nombreuses enquêtes à grande échelle visent notamment à produire des estimations pour un grand 

nombre de domaines, dont beaucoup peuvent avoir une petite taille d’échantillon. En général, ces 

domaines sont créés par la classification croisée de variables catégoriques comme les caractéristiques 

démographiques, géographiques ou autres caractéristiques similaires d’intérêt. Ainsi, la Current 

Population Survey des États-Unis (Enquête sur la population actuelle) publie des estimations pour des 

domaines définis selon le sexe, l’âge, la race ou le niveau de scolarité. De même, l’American Community 

Survey des États-Unis (Enquête sur les collectivités américaines) produit des estimations détaillées par 

sexe, âge, race ou origine ethnique pour différents niveaux géographiques (selon la publication). Dans un 

autre exemple que nous examinerons plus en détail ci-dessous, la National Survey of College Graduates 

des États-Unis s’intéresse aux estimations obtenues par croisement du niveau et du domaine d’études, de 

la profession et du genre. Dans certains programmes d’enquête, ces estimations « granulaires » sont 

souvent aussi importantes que les estimations de niveau supérieur ou de la population. 

Or, bien que la taille globale de l’échantillon de ces enquêtes puisse être très grande, la taille des 

échantillons de nombreux domaines est souvent trop petite pour permettre des estimations fiables. Afin 

d’éviter ce problème, on pourrait agréger de petits domaines à de plus grandes échelles afin de produire 

des estimateurs directs plus fiables pour ces échelles, ce qui conduirait à la production d’informations plus 

agrégées que l’échelle réellement souhaitée. Plutôt que de produire des estimations pour de petits 

mailto:jopsomer@mac.com
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domaines, une autre solution consisterait à passer d’une méthodologie d’estimation fondée sur le plan de 

sondage à une méthodologie d’estimation fondée sur un modèle, comme des modèles pour petits 

domaines. Bien que cette méthode soit tout à fait valide sur le plan statistique pour créer des estimations 

précises à petite échelle, elle est laborieuse et sensible à une éventuelle spécification erronée du modèle. 

De plus, elle remplace l’erreur d’échantillonnage par une erreur de modèle, de sorte que le mode 

d’inférence change. C’est pourquoi les organismes statistiques préfèrent s’en tenir à l’approche fondée sur 

le plan de sondage, qui offre de la robustesse et permet de conserver le mode d’inférence standard des 

enquêtes. 

Dans notre article, nous présentons une approche d’estimation qui s’applique quand on s’attend à ce 

que des relations « naturelles » ou qualitatives se vérifient pour les moyennes des domaines au niveau de 

la population. Ces relations peuvent servir à stabiliser les estimations pour un domaine de l’échantillon, 

tout en conservant le mode d’estimation et d’inférence fondé sur le plan de sondage. Le type de relations 

que nous étudions ici entraîne des inégalités entre les moyennes des domaines de population. On peut par 

exemple s’attendre à ce que certains types d’emplois soient mieux rémunérés que d’autres, ou à ce que les 

titulaires d’un diplôme d’études supérieures dans une discipline donnée aient un salaire plus élevé que les 

personnes n’en possédant pas. Toutefois, les petits domaines ayant tendance à produire des estimations 

présentant une grande variabilité, souvent les relations attendues de ce type au niveau de la population ne 

sont pas respectées au niveau de l’échantillon. Les utilisateurs de données doivent s’attendre au non-

respect des relations en raison de la variabilité statistique, mais cela pourrait les amener à remettre en 

question la fiabilité globale de l’enquête par la production d’estimations « absurdes ». 

Il existe une littérature abondante sur les statistiques d’enquête portant sur le calage des estimations 

d’enquête; on trouve notamment dans Särndal, Swensson et Wretman (1992) une vue d’ensemble de la 

question. Bien que ces estimateurs reposent également sur des contraintes, il existe d’importantes 

différences, y compris le fait que les contraintes sont des contraintes d’égalité et qu’elles sont appliquées 

aux poids d’enquête et non aux estimations elles-mêmes. Nous n’étudierons pas cette question ici, mais il 

serait possible de combiner calage et estimation contrainte, puisque cette dernière pourrait utiliser les 

estimations de domaine calées comme point de départ de la construction d’estimations de domaine 

contraintes. Dans un contexte fondé sur un modèle, Rueda et Lombardía (2012) ont adapté des méthodes 

d’estimation sur petits domaines pour les cas de moyennes de domaines monotoniquement ordonnées. 

Wu, Meyer et Opsomer (2016) ont proposé une méthodologie d’estimation de la moyenne de domaine 

qui repose sur l’hypothèse de moyennes de domaines de population monotones avec une seule variable 

catégorique définissant le domaine (par exemple, classes d’âge). En combinant l’information de 

monotonicité des moyennes de domaine et des estimateurs fondés sur le plan à l’étape de l’estimation, ils 

ont proposé un estimateur contraint respectant l’hypothèse de monotonie. Il a été montré que cet 

estimateur améliore la précision et la variabilité des estimations de la moyenne de domaine par rapport 

aux estimateurs directs, si l’hypothèse de la monotonicité est raisonnable. 
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Dans cet article, nous généralisons cette constatation en permettant une classe de contraintes beaucoup 

plus grande entre les moyennes de domaine, qui s’applique dans les configurations multidimensionnelles. 

De nombreux autres types de contraintes autres que la monotonicité devraient se vérifier entre les 

moyennes de domaine de population dans les enquêtes réelles, surtout en présence de domaines définis par 

les classifications croisées de nombreuses variables catégoriques. En général, tout ensemble de contraintes 

linéaires peut être représenté par une matrice de contraintes, dans laquelle chaque ligne définit une 

contrainte et chaque colonne une moyenne de domaine. Comme illustration d’une matrice de contraintes, 

supposons que la variable d’intérêt est le salaire annuel moyen des professeurs des universités d’État 

instaurées par donation foncière d’une certaine taille. Considérons de plus les domaines générés par la 

classification croisée des variables du poste 1( ;x  1 = non permanent et 2 = permanent) et de trois 

départements donnés (1 = anthropologie, 2 = anglais et 3 = génie). Si l’on suppose qu’en moyenne, dans 

une discipline, le corps professoral permanent a des salaires plus élevés que le corps professoral non 

permanent et que, au sein du corps professoral permanent et non permanent, les membres du corps 

professoral en génie devraient avoir des salaires plus élevés que ceux des départements d’anthropologie ou 

d’anglais, nous pouvons alors exprimer les restrictions correspondantes comme suit : 

 

1 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1

, où = ,1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 1 0

0 1 0 0 0 1

0 0 0 1 0 1

− 
 −
 

− 
  −
 

− 
 −
  − 

Aμ 0 A  (1.1) 

( )11 21 12 22 13 23= , , , , , ,     μ
T

 avec ij  qui représente la moyenne du domaine correspondant à 1 =x i  

et 2 = ;x j 0  étant le vecteur zéro, et l’inégalité étant par élément. Ce document décrit un nouvel 

estimateur contraint pour les moyennes de domaine de population respectant les contraintes qu’on peut 

exprimer avec les inégalités matricielles ayant la forme donnée en (1.1). En combinant les estimateurs de 

moyennes de domaines fondés sur le plan avec ces contraintes de forme, nous proposons un estimateur 

d’application large qui améliore la précision et la variabilité des estimateurs directs les plus courants. 

Le plan de l’article est le suivant. Dans la section 2, nous présenterons formellement l’estimateur 

contraint et proposerons une méthode fondée sur la linéarisation pour l’estimation de la variance. La 

section contient également certains scénarios d’intérêt où des contraintes de forme peuvent surgir 

naturellement dans les données d’enquête. La section 3 énonce les principales propriétés théoriques de 

l’estimateur contraint. Les hypothèses nécessaires utilisées dans ces calculs théoriques sont également 

énoncées dans cette section. Les démonstrations des principaux théorèmes et des lemmes auxiliaires sont 

données en annexe. La section 4 montre par des simulations que l’estimateur contraint améliore 

l’estimation de la moyenne de domaine et la variabilité par rapport à l’estimateur non contraint, y compris 

quand la forme supposée ne se vérifie qu’approximativement au niveau de la population. La section 5 



158 Oliva-Aviles et coll. : Estimation et inférence des moyennes de domaine soumises à des contraintes qualitatives 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

montre les avantages de la méthodologie proposée pour les données d’enquête réelles en l’appliquant à la 

National Survey of College Graduates de 2015. En guise de conclusion, on trouve quelques remarques 

additionnelles à la section 6. 

 
2  Estimation contrainte et inférence sur des moyennes de domaine 

 
2.1  Notation et préliminaires 
 

Soit NU  l’ensemble des éléments dans une population de taille .N  Considérons un échantillon Ns  de 

taille Nn  tiré de NU  au moyen d’un plan de sondage probabiliste ( ).Np   Soit ( ), = Prk N Nk s   et 

( ), = Pr ,kl N N Nk s l s    respectivement les probabilités d’inclusion du premier et du second ordre. 

Supposons que , ,> 0, > 0k N kl N   pour , .Nk l U  Pour simplifier la notation, nous adopterons la 

convention habituelle de suppression de l’indice N  à moins qu’il ne soit nécessaire à des fins de 

clarification. Désignons par  
= 1

D

d d
U  une partition de domaine de ,U  où D  est le nombre de domaines et 

chaque dU  est de taille .dN  De plus, soit ds  le sous-ensemble de taille dn  de s  qui appartient à .dU  

Pour toute variable étudiée ,y ( )
1

= , ,
DU U Uy yy

T
 désigne le vecteur du domaine de population, où 

 = .d

D

kk U

U

d

y
y

N


 (2.1) 

Nous nous concentrerons sur l’estimateur de Hájek de ,
DUy  donné par 

 =
ˆ
d

d

k kk s

s

d

y
y

N




 (2.2) 

avec ˆ = 1 ,
d

d kk s
N 

  et soit sy  le vecteur des estimateurs. Les résultats se vérifieront aussi pour 

l’estimateur de Horvitz-Thompson avec des modifications mineures, mais cette question ne sera pas 

traitée explicitement dans ce qui suit. 

 
2.2  Estimateur proposé 
 

Supposons qu’on dispose d’informations concernant les relations entre les moyennes de domaine de 

population qui peuvent être exprimées avec m  contraintes au moyen d’une matrice de contraintes m D

irréductible .A  Une matrice A  est irréductible si aucune de ses lignes n’est une combinaison linéaire 

positive d’autres lignes, et si l’origine n’est pas non plus une combinaison linéaire positive de ses lignes 

(Meyer, 1999). En pratique, cela signifie qu’il n’y a pas de contraintes redondantes dans .A  Pour tirer 

parti de sy  afin d’obtenir un estimateur qui respecte ces contraintes de forme, nous proposons que 

l’estimateur contraint ( )
1

= , ,
Ds s s θ

T

 soit le vecteur unique résolvant le problème contraint des 

moindres carrés pondérés suivant, 
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 ( ) ( )min sujet à ;s s s− − 
θ

y θ W y θ Aθ 0
T

 (2.3) 

où sW  est la matrice diagonale avec les éléments 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,DN N N N N N  et 

=1

ˆ ˆ= .
D

dd
N N  On peut 

écrire autrement le problème contraint de l’équation (2.3) pour trouver le vecteur unique s  qui résout 

 
2

min sujet à ,s s− z A 0


   (2.4) 

où 1 2= ,s s sz W y
1 2= ,sW θ  et 1 2= .s s

−
A AW  La matrice contrainte transformée sA  est également 

irréductible si A  l’est et elle dépend de l’échantillon bien que A  n’en dépende pas. La solution s  est la 

projection de sz  sur l’ensemble des vecteurs   qui satisfont la condition .s A 0  Cet ensemble est un 

cône convexe polyédrique, appelé le cône de contrainte s  défini par ,sA  plus particulièrement 

  = : .D

s s  A 0 R  (2.5) 

Nous utilisons la notation ( )= ,s s s z  où ( ) u S  représente la projection de u  sur l’ensemble ,S  

c’est-à-dire le vecteur le plus proche dans S  de .u  

On connaît bien les projections sur ces cônes (voir Rockafellar (1970) ou Meyer (1999) pour en savoir 

plus). Pour ce qui est des travaux présentés dans l’article, les principaux résultats de la théorie de la 

projection des cônes sont résumés ici. Le cône peut être caractérisé par un ensemble d’arêtes générant le 

cône, c’est-à-dire qu’un vecteur se trouve dans le cône si et seulement s’il s’agit d’une combinaison 

linéaire des arêtes avec des coefficients non négatifs. (Imaginons une pyramide avec un sommet à 

l’origine, s’étendant indéfiniment.) Les sous-ensembles des arêtes définissent les faces du cône, et la 

projection de sz  sur le cône, sur l’une des faces. Après détermination des arêtes définissant cette face, la 

projection peut être caractérisée comme une projection par la méthode des moindres carrés ordinaires sur 

l’espace linéaire couvert par ce sous-ensemble d’arêtes. Cette propriété est cruciale pour l’algorithme de 

projection et pour l’inférence, car la projection sur le cône peut être caractérisée comme une projection 

linéaire. 

Dans les présents travaux, nous projetterons sz  sur le cône dual négatif (ou cône polaire) 0

s  

(Rockafellar, 1970, page 121), défini comme suit : 

  0 = : , 0, ,D

s s    ρ ρ  R  (2.6) 

où , = .u v u v
T

 Autrement dit, le cône polaire est l’ensemble des vecteurs qui forment des angles obtus 

avec tous les vecteurs dans .s  Le cône polaire est analogue à l’espace orthogonal dans les projections 

linéaires par la méthode des moindres carrés, en ce sens que la projection d’un vecteur sur le cône polaire 

est le résidu de sa projection sur le cône des contraintes, et vice versa. Meyer (1999) a montré que les 

lignes négatives d’une matrice irréductible sont les arêtes (générateurs) du cône polaire, ce qui conduit à 

la caractérisation suivante du cône polaire dans (2.6) : 
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0

=1

= : = , 0, = 1, 2, , ,
j

m
D

s j s j

j

a a j m
 

   
 

ρ ρ γR  (2.7) 

où 
1 2
, , ,

ms s sγ γ γ  sont les lignes de .s−A  Robertson, Wright et Dykstra (1988, page 17) ont établi les 

conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un vecteur s  soit la projection de sz  sur .s  Ainsi, 

s s   résout le problème contraint de (2.4) si et seulement si 

 , = 0, et , 0, .s s s s s s− −    z z       

De plus, les conditions ci-dessus peuvent être adaptées au cône polaire comme suit : le vecteur 0

s sρ  

minimise 
2

s −z ρ  sur 0

s  si et seulement si 

 , = 0, et , 0 pour = 1, 2, , .
js s s s s s j m− − z ρ ρ z ρ γ  (2.8) 

On peut utiliser les conditions de (2.8) pour montrer que la projection de sz  sur le cône polaire 0

s  

coïncide avec la projection sur l’espace linéaire généré par les arêtes ,
jsγ  de sorte que 

, = 0.
js s s−z ρ γ  Cet ensemble d’arêtes peut être vide, ce qui signifie que la projection sur 0

s  est 

égale à la projection sur le vecteur nul. Dans ce cas, le minimum non contraint respecte toutes les 

contraintes. L’ensemble d’arêtes peut aussi ne pas être unique. Pour mettre en forme ces idées, nous 

notons  , = :
js J sV j Jγ  pour tout  1, 2, ,J m  Nous définissons l’ensemble ,s JF  comme 

étant 

 , = : = , 0, ,
j

D

s J j s j

j J

a a j J


 
   

 
ρ ρ γF R  (2.9) 

où , =s  0F  par convention. (Techniquement, l’ensemble est la fermeture d’une face du cône.) 

Autrement dit, ,s JF  est un sous-cône polyédrique fermé de 0

s  qui commence à l’origine et est défini par 

les arêtes dans , .s JV  De plus, soit ( ),s JVL  l’espace linéaire généré par les vecteurs dans , .s JV  Dans 

Meyer (1999), il est démontré que la projection sur 0

s  équivaut à la projection sur ( ),s JVL  pour un 

ensemble approprié .J  Si les lignes de la matrice de contraintes A  sont linéairement indépendantes, alors 

l’ensemble minimal J  est unique. Sinon, plus d’un J  peut définir l’espace linéaire. Dans ce dernier cas, 

la projection est tout de même unique (voir le théorème 1 de la section suivante). 

Wu et coll. (2016) ont examiné la solution à (2.3) dans le cas particulier d’une relation monotone entre 

des domaines définis avec une seule variable catégorique. Dans ce cas, la solution équivaut à l’algorithme 

PAVA (Pool Adjacent Violator Algorithm), qui a une expression explicite en termes de regroupement des 

domaines voisins. Les résultats théoriques présentés dans Wu et coll. (2016) ont été obtenus au moyen de 

cette expression explicite et ne s’appliquent donc pas au cas plus général considéré ici. Néanmoins, 

comme dans le cas de l’exemple simple à six domaines de la section 1 et dans de nombreuses situations 

d’intérêt pratique, la matrice spécifique A  correspondra souvent à un ordonnancement partiel multivarié 

des moyennes de domaine. Selon un ordonnancement partiel, la solution à la minimisation contrainte de 
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(2.3) équivaut encore une fois à un regroupement de domaines voisins qui respecte les contraintes 

d’ordonnancement partiel. Voir par exemple dans Robertson et coll. (1988, page 23) une expression 

explicite de cette expression de domaine regroupée selon un ordonnancement partiel, comprenant la 

définition du regroupement. Cependant, contrairement à l’algorithme PAVA dans le cas univarié, cela ne 

donne pas d’algorithme de calcul général pratique. Dans l’article, nous allons permettre l’utilisation d’une 

matrice de contraintes arbitraire et irréductible ,A  qui inclura l’ordonnancement partiel et la monotonicité 

univariée comme cas particuliers. 

Une des méthodes possibles de calcul de s  se fonde sur les arêtes du cône de contrainte .s  

Cependant, le nombre d’arêtes peut être considérablement plus grand que le nombre de contraintes pour 

les grandes valeurs de ,D  surtout quand il y a plus de contraintes que de domaines (voir Meyer, 1999). En 

outre, étant donné l’absence de solution sous forme fermée générale pour les arêtes de s  (quand 

> ),m D  les arêtes doivent être calculées numériquement dans ce cas. En raison des ressources de calcul 

importantes nécessaires à cette tâche, la méthode est inefficace pour calculer .s  Un algorithme plus 

efficace basé sur le calcul de la projection sur le cône polaire a été mis au point : l’algorithme de 

projection du cône (APC) (Meyer, 2013). Cette autre méthode tire parti des arêtes facilement trouvables 

du cône polaire ,
jsγ  des conditions de (2.8) et du fait que ( ) ( )0= .s s s s s  −  z z z  Ce dernier fait 

est un élément essentiel des démonstrations des principaux résultats théoriques présentés dans notre 

article. L’APC a été mis en œuvre sur le logiciel R dans le module coneproj. Pour des précisions, voir 

Liao et Meyer (2014). 

Dans les situations où les contraintes correspondent à un ordonnancement complet ou partiel, la 

solution de l’APC correspond encore une fois au regroupement de domaines. On peut ensuite calculer 

explicitement les estimations de moyennes de domaine comme moyennes de domaine fondées sur 

l’échantillon pour les domaines regroupés déterminés par l’APC. Cela facilite grandement l’intégration de 

cette méthodologie dans les procédures d’estimation des enquêtes, parce que les définitions des domaines 

regroupés peuvent être facilement communiquées dans les instructions accompagnant la publication d’un 

ensemble de données d’enquête, et qu’on peut calculer les estimations sans nécessiter d’accès à un logiciel 

spécialisé. 

 

2.3  Estimation de la variance de 
ds

  
 

Il est compliqué d’estimer correctement la variance de ,
ds  car la projection de sz  sur 0

s  (ou sur 

)s   peut ne pas toujours se faire sur le même espace linéaire ( ),s JVL  pour différents échantillons .s  

Pour mieux le comprendre, nous définissons sG  comme étant l’ensemble de tous les sous-ensembles 

 1, 2, ,J m  de sorte que ( ) ( )( )0

, ,= ,s s s s J s JV   z z L F  selon la définition qui se trouve 

dans (2.9). Comme nous l’avons indiqué plus haut, il pourrait y avoir différents ensembles 1J  et 2J  tels 

que la projection sur le cône polaire 0

s  soit égale à la projection sur ( )
1,s JVL  ou ( )

2, .s JVL  Toutefois, 

quel que soit l’ensemble choisi, la projection sρ  est unique. 
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Pour illustrer ce qui précède, considérons les restrictions suivantes avec trois domaines seulement : la 

première moyenne de domaine doit être inférieure ou égale à la deuxième moyenne de domaine et la 

troisième moyenne de domaine doit être supérieure ou égale à la moyenne des deux premières moyennes 

de domaine. Par conséquent, la matrice de contraintes A  peut être exprimée comme suit : 

 
1 1 0

= .
1 1 2

− 
 − − 

A   

Supposons qu’on observe que 
1 2 3

= < .s s sy y y  Le vecteur transformé sz  possède des éléments de forme 

 
1 1 2 2 3 3

31 2
ˆˆ ˆ

= , = , = .
ˆ ˆ ˆs s s s s s

NN N
z y z y z y

N N N
  

Dans ce cas, on voit aisément que ( )0 = .s s z 0  Dans le processus de calcul à l’aide de l’algorithme 

général, nous projetons sz  sur chacun des 22 = 4  espaces linéaires générés par les arêtes du cône polaire 

 
1 2

1 2 1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
= , , 0 , = , , 2 .

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆs s

N N N N N

N N N N N

   
   − −
   
   

γ γ

T T

  

On constate ainsi que les conditions ( ) ( )( )0

, ,= =s s s s J s JV   z 0 z L F  sont satisfaites uniquement 

pour =J   et  = 1 ,J  ce qui implique que   = , 1 .s G  De plus, notons que ,sV   et  , 1s
V  ne 

couvrent pas les mêmes espaces linéaires, ce qui complique l’estimation de la variance de .
ds  Dans le cas 

fondé sur un modèle avec des variables continues, l’ensemble des vecteurs de l’échantillon où ces 

scénarios se produisent est nul. Ils ne peuvent cependant pas être exclus de la configuration fondée sur le 

plan. 

Nous proposons un estimateur de la variance pour 
ds  qui repose sur les ensembles dans sG  et est 

fondé sur des méthodes de linéarisation. Considérons tout ensemble fixe sJ G  et supposons que ,s JP  

soit la matrice de projection correspondant à l’espace linéaire ( ), ,s JVL  où ,s P  est la matrice de zéros 

par convention. En sélectionnant ,J  on peut alors exprimer sρ  sous la forme , ,s J sP z  ce qui implique que 

sθ  peut être écrit comme étant 
1 2 1 2

, ,= ,s J s s s J s s

−−θ y W P W y  où l’on ajoute l’indice J  dans sθ  pour 

tenir compte du fait que l’expression dépend du J  choisi. 

Nous constatons alors que ,s Jθ  est une fonction non linéaire lisse des 
d̂t  et des ˆ ,dN  où 

d̂t  est 

l’estimateur de Horvitz-Thompson de = .
d

d kk U
t y

  Par conséquent, en traitant J  comme une valeur 

fixe, nous obtenons la variance asymptotique de ,ds J  par linéarisation en séries de Taylor (Särndal 

et coll., 1992, page 175) comme suit : 

 ( ),VA = ,
d

k l
s J kl

k U l U k l

u u


  

  (2.10) 

où =kl kl k l   −  et 
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=1 =1

= 1 1 pour = 1, 2, , ,
i i

D D

k i k k U i k U

i i

u y k N  +    

1A  étant la variable d’indicateur de l’événement ,A  et 

 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1

, ,

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,
= ; = .

ˆˆ
d d

D D D D D D D D

s J s J

i it t N N t t N N t t N N t t N N
i i

t N

 
 

= =

 

 
  

De plus, un estimateur convergent de la variance asymptotique dans (2.10) est donné par 

 ( ),

ˆ ˆˆ = ,
d

kl k l
s J

k s l s kl k l

u u
V 

   


  (2.11) 

où 

 
=1 =1

ˆˆˆ = 1 1 pour = 1, 2, , ,
i i

D D

k i k k s i k s

i i

u y k N  +    

et où l’on obtient ˆˆ ,i i   à partir de ,i i   en substituant les estimateurs de Horvitz-Thompson appropriés 

pour chaque total de population. Nous proposons l’estimateur dans (2.11), calculé à la valeur de J  

obtenue dans l’échantillon, comme estimateur de la variance de .
ds  

Afin de donner un exemple clair de l’estimateur de la variance proposé pour ,
ds  considérons le 

scénario présenté au début de la sous-section. Étant donné que   = , 1 ,s G  il peut être intéressant de 

calculer la variance estimée de ,ds J  pour  = 1J  et une certaine valeur .d  La matrice  , 1s
P  est la 

matrice de projection correspondant à l’espace linéaire généré par 
1
,sγ  donné par 

   ( )
2 1 2

1

1 2 1 2 1, 1

ˆ ˆ ˆ 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= 0 .

0 0 0
s

N N N

N N N N N
−

 −
 
 + −
  
 

P   

Notons que  , 1s
P  est une fonction de ( )1 2 3

ˆ ˆ ˆ, ,N N N  parce que 
1s

γ  l’est. Au moyen de l’équation ci-

dessus, on peut simplifier  , 1s
θ  sous la forme suivante, 

 

       ( ) 1 2 1 2

31 2 3

1 2 1 2

, 1 , 1 , 1 , 1

1 2 1 2

31 2 1 2

1 2 1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ
= , , = , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ
= , , .

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

s s s s

ss s s s

N y N y N y N y
y

N N N N

tt t t t

N N N N N

  
 + +
 
 + + 

 + +
  + + 

θ

T

T

T
  

Ainsi, si l’on a un domaine ,d  on peut dériver les   et les   en prenant les dérivées partielles de  , 1ds
  

par rapport aux t̂  et aux ˆ ,N  et en évaluant ces dérivés aux t  et aux .N  Si = 2,d  on obtient 

 

( )

1 2 3

1 2

1 2
1 2 32

1 2

1
= = , = 0,

= = , = 0.

N N

t t

N N

  

  

+

+
−

+
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Les ̂  et les ̂  sont calculés par substitution des estimateurs de Horvitz-Thompson dans les équations ci-

dessus, qui servent ensuite à évaluer ˆ
ku  pour chaque k  dans l’échantillon .s  On peut alors enfin calculer 

l’estimateur de la variance proposé dans (2.11). 

 
3  Propriétés de l’estimateur contraint 
 

3.1  Hypothèses 
 

Pour obtenir nos résultats théoriques, nous établissons des hypothèses sur le comportement 

asymptotique de la population NU  et sur le plan de sondage :Np  
 

A1. Le nombre de domaines D  est fixe. 

A2. 1lim sup < ,
r

N kk U
N y−

→ 
  pour = 1, 2.r  

A3. Pour = 1, , ,d D  il existe des constantes d  et > 0dr  de sorte que , =
dU N dy −  

( )1 2O N −  et ( )1 2

, ,d N dN N r O N−− =  pour toutes les valeurs de .d  

A4. La taille de l’échantillon Nn  est non aléatoire et elle satisfait 0 < < 1.limN Nn N→  De 

plus, il existe des valeurs , 0 < < 1,  de sorte que ,d N Nn n D  pour tous les d  et tous 

les .N  

A5. Pour toutes les valeurs de ,N > 0,min
Nk U k  

*
, > 0,min

Nk l U kl    et  

                
, :

< .lim sup max
N

N kl
k l U k lN

n
 →

    

A6. L’estimateur de Horvitz-Thompson ˆ
Nsx  du vecteur bidimensionnel 2D  des moyennes de la 

population ( )1

1 1= , , , , ,
NU D DN t t N N−

x
T

 satisfait  

                ( ) ( ) ( )
1 2

2
ˆ ˆvar , ,

N N N N

d

p s s U D

−
→−x x x 0 IN   

et 

                ( ) ( ) ( )1ˆ ˆ ˆvar var = ;
N N Ns p s p No n−−x x   

où qI  désigne la matrice d’identité de dimension ,q  la matrice de variance-covariance par 

rapport au plan ( )ˆvar
N Np sx  est définie positive et ( )ˆ ˆvar

Nsx  est l’estimateur de Horvitz-

Thompson de var .
Np  

 

L’hypothèse A1 établit que le nombre de domaines demeure constant quand la taille de la population 

change. La condition de l’hypothèse A2 vise à assurer la convergence par rapport au plan de sondage des 

estimateurs de Horvitz-Thompson aux niveaux de la population et du domaine. Notons en particulier que 

cette condition est satisfaite quand la variable y  est limitée, ce qui peut être supposé naturellement pour 

de nombreux types de variables d’enquête. L’hypothèse A3 garantit que les moyennes et les tailles de 
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domaine de population convergent respectivement vers les valeurs limites d  et .dr  Par ailleurs, les 

valeurs   peuvent être considérées comme des espérances de superpopulation pour une distribution 

générant les éléments de population ky  sous forme de tirages indépendants. Nos résultats théoriques 

dépendent en fait de la validité des contraintes supposées pour ces espérances de superpopulation et non 

pas pour les moyennes de domaine de population. Bien que cela puisse sembler inadéquat compte tenu de 

notre intérêt pour l’utilisation des contraintes au niveau de la population, l’hypothèse A3 garantit que la 

forme des moyennes de domaine soit raisonnablement près de la forme des moyennes de superpopulation. 

Selon l’hypothèse A4, la taille de l’échantillon dans chaque domaine ne peut pas être inférieure à une 

fraction du ratio ,n D  ce qu’on obtiendrait en divisant également la taille de l’échantillon sur tous les 

domaines. Cette hypothèse vise à ce que les moments des fonctions lisses de 1

d̂N t−  et que les 
1 ˆ

dN N−
 

soient bornés. De plus, elle établit que la taille de l’échantillon est non aléatoire. Cela peut être adapté à 

une taille d’échantillon aléatoire en imposant certaines conditions à la taille d’échantillon espérée ( ).p nE  

L’hypothèse A5 établit que les bornes inférieures sont non nulles pour les probabilités d’inclusion du 

premier et du second ordre, et que les covariances du plan kl  doivent converger vers zéro au moins aussi 

rapidement que 1.n−  L’hypothèse A6 garantit une normalité asymptotique pour ˆ ,
Nsx  nécessaire au 

maintien des propriétés de normalité sur les estimateurs non linéaires qui sont exprimés comme des 

fonctions lisses de ˆ .
Nsx  Elle sert également à établir les conditions de convergence de l’estimateur de 

variance-covariance. On trouve dans la littérature les résultats de normalité asymptotique pour des plans 

en particulier, notamment le résultat classique de Hájek (1960) pour l’échantillonnage de Poisson et 

l’échantillonnage aléatoire simple sans remise. Comme autres démonstrations du théorème central limite 

pour un échantillonnage stratifié, citons Krewski et Rao (1981), qui ont étudié des échantillons stratifiés à 

probabilités inégales avec remise, Bickel et Freedman (1984), qui ont considéré un échantillonnage 

aléatoire simple sans remise stratifié, et Breidt, Opsomer et Sanchez-Borrego (2016), qui ont examiné des 

plans à généraux à probabilités inégales, avec ou sans remise. 

 
3.2  Principaux résultats 
 

Nous dérivons les propriétés théoriques de l’estimateur contraint en nous concentrant sur la projection 

sur 0

s  au lieu de .s  Rappelons que les arêtes du cône polaire 0

s  sont tout simplement les m  lignes de 

,s−A  notées par ,
jsγ  et que ,sρ  la projection sur 0 ,s  peut être décrite par les ensembles .sJ G  Le fait 

de pouvoir caractériser la propriété selon laquelle sJ G  sous la forme de vecteurs dans ,s JV  nous 

permet d’obtenir des taux de convergence théoriques, qui servent à développer les propriétés d’inférence 

de l’estimateur contraint. Quand l’ensemble sJ G  produit un ensemble de vecteurs linéaires 

indépendants , ,s JV  il est alors simple d’écrire sρ  comme étant ( )
1

, , , , ,= ,s J s s J s J s J s J s

−

P z A A A A z
T T  où 

,s JA  désigne la matrice formée par les lignes de sA  dans les positions .J  Par conséquent, selon les 

conditions décrites dans (2.8), sJ G  si et seulement si 

 ( )
1

, , , ,, 0 pour , et
js s J s s s J s J s J sj J

−

−   z P z γ A A A z 0
T  (3.1) 
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dans ce cas, où cette dernière condition permet que ( )( ), , .s s J s JV z L F  Cependant, il est possible que 

l’ensemble sJ G  produise un ensemble de vecteurs linéairement dépendants , .s JV  Dans ce cas, le 

théorème 1 ci-dessous garantit qu’il est toujours possible de trouver un sous-ensemble *J J  de sorte 

que *,s J
V  soit un ensemble linéairement indépendant qui couvre le même espace linéaire que ,s JV  et qui 

satisfasse * .sJ G  On peut ainsi établir des conditions analogues comme dans (3.1) au moyen de *J  

plutôt que .J  

 

Théorème 1. Soit A  une matrice irréductible m D  avec des lignes .j−γ  Soit 0  le cône polaire 

correspondant. Pour tout ensemble  1, 2, , ,J m  définissons  = : .J jV j Jγ  Ensuite, soit JF  

le sous-cône de 0  généré par les arêtes données par l’ensemble .J  Pour un vecteur ,z  définissons son 

ensemble G  formé par tous les ensembles  1, 2, ,J m  de sorte que ( ) ( )( )0 = .J JV   z z L F  

Supposons que J  est un ensemble non vide de sorte que JV  soit qui un ensemble linéairement dépendant 

et J G . Ensuite, on a *J J  de sorte que *J
V  soit un ensemble linéairement indépendant, 

( ) ( )* = ,JJ
V VL L  et * .J G  

 

Tous les concepts ci-dessus qui ont été définis au niveau de l’échantillon peuvent être définis de 

manière analogue au niveau de la superpopulation. En particulier, soit G  l’ensemble de tous les sous-

ensembles  1, ,J m  de sorte que ( ) ( )( )0

, ,= ,J JV       z z L F  où ,z 0 , , JV  et 

, JF  soient les versions analogues de ,sz 0 ,s ,s JV  et ,s JF  qu’on obtient en remplaçant sy  et sW  par 

( )1= , , D μ  et ( )1 2= diag , , , .Dr r rW  On peut établir des conditions nécessaires et suffisantes 

comme celles de (2.8) de manière analogue pour caractériser le vecteur ρ  comme étant la projection 

sur 
0 .  

Rappelons que l’ensemble sG  peut varier selon les échantillons. Ajoutons que les petits échantillons 

très variables sont susceptibles de choisir des ensembles sJ G  qui ne sont pas choisis dans G  qui est 

« asymptotiquement correct ». Cependant, à mesure que la taille de l’échantillon augmente, ces choix 

incorrects sont moins susceptibles de se produire, car les moyennes de domaine de l’échantillon se 

rapprochent des moyennes limites de domaine de la population. Le théorème 2 précise cette idée en 

établissant que les ensembles qui ne sont pas dans G  ont une probabilité asymptotiquement négligeable 

d’être choisis dans l’échantillon. 

 

Théorème 2. Considérons tout ensemble  1, 2, ,J m  de sorte que .J G  Alors, ( ) =sP J G  

( )1 .O n−
 

 

Le théorème 3 ci-dessous montre la normalité asymptotique de l’estimateur contraint et justifie 

l’utilisation de l’estimateur de la variance par linéarisation pour la projection observée (ou le 

regroupement en cas d’ordonnancement partiel) pour l’inférence asymptotique pour la moyenne d’une 

population finie. Il généralise le théorème 2 de Wu et coll. (2016), qui considérait uniquement les 

restrictions monotones. Nous constatons la présence du terme de biais B  dans la moyenne de la 
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distribution asymptotique. Cette situation non souhaitable se produit quand on a plus d’un ensemble 

J G  de sorte que les arêtes correspondantes dans , JV  couvrent des espaces linéaires différents, ou de 

façon équivalente, que la projection sur le cône polaire 
0

  appartienne à l’intersection de ces espaces 

linéaires différents. Cependant, quand les contraintes sont strictes, c’est-à-dire > ,Aμ 0  le vecteur z  est 

strictement à l’intérieur du cône de contrainte ,  et dans ce cas, on n’a pas d’ensemble J    de sorte 

que ( )( ), = .JV  z 0L  Dans ce cas, le terme de biais disparaît. 

 

Théorème 3. Supposons que μ  satisfait .Aμ 0  Considérons tout ensemble J  de sorte que .sJ G  

Alors, 

 ( ) ( ) ( )
1 2

,
ˆ , 1 ,

d d ds J s UV y B 
−

→−
L

N   

pour tout = 1, 2, , ,d D  où ( )= n
N

B O  est un terme de biais qui disparaît quand > .Aμ 0  
 

Le théorème 3 s’appuie sur le fait que les contraintes de forme supposées se vérifient pour le vecteur 

des moyennes de domaine limites μ  plutôt que pour le vecteur des moyennes de domaine de population 

.Uy  Dans la section suivante, nous montrons par des simulations que l’estimateur contraint améliore à la 

fois l’estimation et la variabilité quand les domaines de population sont approximativement près de la 

forme supposée, comparativement aux estimateurs non contraints. 

 
4  Performances de l’estimateur contraint 

 
4.1  Simulations 
 

Nous exécutons des expériences de simulation pour mesurer les performances de la méthodologie 

proposée dans le calcul de l’estimation et de l’inférence des moyennes de domaine de la population. Au 

moyen d’une paire de nombres naturels 1D  et 2 ,D  nous générons les moyennes de domaine limites d  à 

partir de la fonction bivariée monotone ( )1 2,x x  donnée par 

 ( )
( )

( )
2 2

1 2 1 1

2 2

4exp 0,5 2
, = 1 4 .

1 exp 0,5 2

x D
x x x D

x D


+
+ +

+ +
  

On crée les valeurs d  en évaluant ( )1 2,x x  à chaque combinaison de 1 1= 1, 2, ,x D  et 2 = 1,x  

22, , ,D  ce qui produit un nombre total de domaines égal à 1 2= .D D D  Nous établissons 1 = 6D  et 

2 = 4.D  Notons que bien que la fonction ( )1 2,x x  produise une matrice plutôt qu’un vecteur de 

moyennes de domaine, elle peut être vectorisée afin de représenter les moyennes de domaine limites sous 

la forme du vecteur .μ  Pour chaque domaine ,d  nous générons ses = =dN N D 400 éléments en 

ajoutant le bruit indépendant et normalement distribué de moyenne 0 et de variance 2  à .d  Une fois 

que les éléments de la population ont été simulés, les moyennes de domaine de population Uy  sont 
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calculées. Les moyennes de domaine de population utilisées dans les simulations quand = 1  sont 

illustrées dans la figure 4.1. Nous observons que ces moyennes de domaine sont raisonnablement (et non 

strictement) monotones par rapport à 1x  et 2 .x  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.1 Moyennes de domaine de population pour les simulations quand = 1.  
 

 
Les échantillons sont tirés d’un plan de sondage stratifié sans remise, comprenant 4 strates qui 

recoupent les domaines .D  Les strates sont construites au moyen d’une variable auxiliaire   qui est 

corrélée à la variable d’intérêt .y  Le vecteur   est créé par l’ajout d’un bruit standard indépendant 

normalement distribué à d D  pour chaque élément du domaine .d  On attribue ensuite l’appartenance à 

une strate en triant le vecteur   et en créant 4 blocs de 4 =N 2 400 éléments, chacun étant fondé sur le 

vecteur   trié. Pour rendre le plan informatif, nous échantillonnons =n 480 éléments répartis entre les 

strates (60, 120, 120, 180). Ce plan de sondage probabiliste ressemble à celui décrit dans Wu et coll. 

(2016). 

Nous examinons quatre scénarios différents obtenus à partir de la combinaison de deux types possibles 

de contraintes de forme et de = 1  ou 2. Le premier type de contraintes suppose que les moyennes de 

domaine de population sont monotones et augmentent pour ce qui est de 1x  et 2x  (doublement monotone), 

tandis que le deuxième type de contraintes suppose la monotonicité uniquement pour ce qui est de 1x  

(seulement monotone pour ce qui est de 1).x  Si   est fixe, on considère exactement la même population 

pour les deux types de contraintes possibles. Pour chaque scénario, les estimations non contraintes sy  et 

contraintes sθ  sont calculées avec leurs estimations de la variance par linéarisation (voir (2.11)). Les 

estimations contraintes sont calculées au moyen de l’APC, et leurs estimations de la variance sont 

calculées à partir de l’ensemble sélectionné de l’échantillon .sJ G  En outre, on construit des intervalles 

de confiance de 95 % de Wald fondés sur la distribution normale pour les deux estimateurs. 
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Pour mesurer la précision de sy  et sθ  en tant qu’estimateurs des moyennes de domaine de population 

,Uy  nous considérons l’erreur quadratique moyenne pondérée (EQMP) donnée par 

 ( ) ( ) ( )EQMP = ,s s U U s Uy y − −
 

φ φ W φ
T

E   

où sφ  pourrait être l’estimateur non contraint ou contraint et UW  est la matrice diagonale avec les 

éléments ,dN N = 1, , .d D  Les valeurs de l’EQMP sont obtenues approximativement par des 

simulations comme suit : 

 
( )( ) ( )( )

=1

1
,

B
b b

s U U s U

bB
− − φ y W φ y

T

  

où B  est le nombre de simulations et 
( )b

sφ  est l’estimateur pour l’échantillon e .b  

Les résultats de la simulation sont résumés dans les figures 4.2 à 4.5 et sont fondés sur =R 10 000 

rééchantillonnages. Les figures montrent les 24 domaines divisés en groupes de 6, et chaque groupe est 

supposé monotone. Il est possible de représenter le scénario doublement monotone dans des graphiques 

similaires comprenant des groupes de quatre domaines monotones. Comme l’illustrent les ajustements 

d’un seul échantillon dans ces figures, on constate que les estimations contraintes peuvent être exactement 

égales aux estimations non contraintes pour certains domaines. Dans ces cas, leurs estimations de la 

variance sont égales aussi. Dans l’ensemble, les intervalles de confiance de l’estimateur contraint ont 

tendance à être plus étroits que ceux de l’estimateur non contraint. En moyenne, l’estimateur contraint se 

comporte légèrement différemment des moyennes de domaine de population, en raison de la monotonicité 

non stricte de ces dernières. L’estimateur contraint présente en effet l’avantage d’avoir des centiles plus 

étroits, ce qui montre que la distribution de l’estimateur proposé est plus étroite que la distribution de 

l’estimateur non contraint. Pour les petites valeurs de ,  les estimations non contraintes sont plus 

susceptibles de satisfaire les restrictions supposées, ce qui apporte de petites améliorations à l’estimateur 

contraint par rapport à l’estimateur non contraint. En revanche, les hypothèses de forme tendent à être plus 

gravement non respectées dans les estimations non contraintes pour les valeurs plus grandes de ,  ce qui 

permet à l’estimateur proposé de gagner beaucoup plus d’efficacité dans ces cas. On peut constater cette 

dernière propriété en observant que la bande des centiles de l’estimateur contraint s’éloigne de plus en 

plus de la bande de l’estimateur non contraint à mesure que   augmente. 

Pour ce qui est de la variabilité, l’estimateur contraint a une plus petite variance que l’autre estimateur. 

De manière intéressante, elle est surestimée par l’estimation de la variance correspondante obtenue par 

linéarisation. En revanche, l’estimation de la variance de l’estimateur non contraint sous-estime la 

variance réelle, ce qui est un inconvénient connu et souvent observé des variances obtenues par 

linéarisation. Malgré cette différence, les intervalles de confiance des deux estimateurs présentent un bon 

taux de couverture similaire quand = 1,  alors que cette couverture est légèrement améliorée par 

l’estimateur contraint quand = 2.  
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Figure 4.2 Graphiques des résultats de simulation pour les estimateurs non contraint et contraint dans le 

scénario doublement monotone avec = 1.  Dans le graphique « Moyenne et centiles », 
dU

y  est 

masqué par .
ds

y  
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Figure 4.3 Graphiques des résultats de simulation pour les estimateurs non contraint et contraint dans le 

scénario monotone seulement pour ce qui est de 
1

x  avec = 1.  Dans le graphique « Moyenne et 

centiles », 
dU

y  est masqué par .
ds

y  
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Figure 4.4 Graphiques des résultats de simulation pour les estimateurs non contraint et contraint dans le 

scénario doublement monotone avec = 2.  Dans le graphique « Moyenne et centiles », 
dU

y  est 

masqué par .
ds

y  
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Figure 4.5 Graphiques des résultats de simulation pour les estimateurs non contraint et contraint dans le 

scénario monotone seulement pour ce qui est de 
1

x  avec = 2.  Dans le graphique « Moyenne et 

centiles », 
dU

y  est masqué par .
ds

y  
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Le tableau 4.1 montre que l’estimateur contraint est plus précis en moyenne que l’estimateur non 

contraint. La précision de l’estimateur contraint s’améliore quand on suppose la monotonicité pour ce qui 

est des deux variables plutôt que seulement pour 1.x  On s’y attend ici, car la surface sous-jacente est 

effectivement doublement monotone, de sorte que l’estimateur bénéficie du fait que la contrainte la plus 

forte est imposée. 

 

Tableau 4.1 

Valeurs empiriques de l’EQMP 
 

 Non contraint Monotone seulement pour 
1

x  Doublement monotone 

=1   0,0593   0,0362   0,0298  

= 2   0,2384   0,1175   0,0832 

 
4.2  Méthodes de rééchantillonnage aux fins d’estimation de la variance 
 

En pratique, il est courant dans les enquêtes à grande échelle d’utiliser des méthodes de 

rééchantillonnage aux fins d’estimation de la variance. Les dernières éditions de la NHANES et la 

National Survey of College Graduates (NSCG) en sont des exemples. Pour étudier les performances des 

estimateurs de la variance par rééchantillonnage selon la méthodologie contrainte proposée, nous réalisons 

des études de simulation fondées sur l’estimateur de la variance Jackknife avec suppression de groupe 

(DAGJK) proposé par Kott (2001). 

Nous effectuons des expériences de simulation par rééchantillonnage sur la configuration décrite dans 

la section 4.1. Pour calculer l’estimateur de la variance Jackknife avec suppression de groupe, nous créons 

d’abord aléatoirement des groupes de taille égale G  dans chacune des quatre strates. Puis, pour chaque 

rééchantillonnage = 1, , ,g G  nous supprimons le groupe eg  dans chaque strate, nous ajustons les 

poids restants par 
( ) ( )1

= ,
g G

k kG
w w

−
 où 1= ;k kw  −  et nous calculons l’estimation contrainte de 

rééchantillonnage 
( )g

sθ  au moyen des poids ajustés. On obtient l’estimation de la variance Jackknife avec 

suppression de groupe de ,
ds ( )JK

ˆ ,
dsV   en calculant 

 ( ) ( )( )
2

JK

=1

1ˆ = .
d d d

G
g

s s s

g

G
V

G
  

−
−   

On obtient un estimateur de la variance par rééchantillonnage de 
dsy  en remplaçant sθ  par .sy  

Nos simulations tiennent compte seulement du scénario doublement monotone, avec = 1 ou 2, et 

=G 10, 20 ou 30. La taille de l’échantillon est fixée à =n 480 ou =n 960, et le dernier cas est obtenu 

par doublement de la taille de l’échantillon original dans chaque strate. Les figures 4.6 à 4.9 contiennent 

les résultats de simulation fondés sur 10 000 rééchantillonnages. Contrairement au comportement des 

estimations de la variance fondées sur la linéarisation, on constate que les estimations Jackknife avec 

suppression de groupe ont tendance à surestimer la variance de l’estimateur non contraint, comme on 

l’observe souvent en pratique. Qu’elles soient fondées sur un rééchantillonnage ou sur la linéarisation, les 

estimations de la variance de l’estimateur contraint surestiment la variance réelle, de sorte que les résultats 

sont plus cohérents dans les différentes méthodes d’estimation de la variance. Quand le nombre de 

groupes G  augmente, les estimations Jackknife avec suppression de groupe tendent à augmenter, surtout 
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pour les petites valeurs de .  Ces incréments des estimations Jackknife avec suppression de groupe ont 

comme conséquence directe d’accroître le taux de couverture quand G  augmente. De plus, le taux de 

couverture des deux estimateurs s’améliore (plus près de 0,95) quand la taille de l’échantillon augmente. 

Dans l’ensemble, il semble que l’estimation de la variance par répliques soit une solution de rechange 

pratique à la linéarisation. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.6 Estimation de la variance (en haut) et résultats de simulation du taux de couverture (en bas) 

fondés sur les méthodes de linéarisation et Jackknife avec suppression de groupe pour les 

estimateurs non contraint (à gauche) et contraint (à droite), dans le scénario doublement 

monotone avec =
N

n 480 et = 1. 
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Figure 4.7 Estimation de la variance (en haut) et résultats de simulation du taux de couverture (en bas) 

fondés sur les méthodes de linéarisation et Jackknife avec suppression de groupe pour les 

estimateurs non contraint (à gauche) et contraint (à droite), dans le scénario doublement 

monotone avec =
N

n 480 et = 2. 
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Figure 4.8 Estimation de la variance (en haut) et résultats de simulation du taux de couverture (en bas) 

fondés sur les méthodes de linéarisation et Jackknife avec suppression de groupe pour les 

estimateurs non contraint (à gauche) et contraint (à droite), dans le scénario doublement 

monotone avec =
N

n 960 et = 1. 
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Figure 4.9 Estimation de la variance (en haut) et résultats de simulation du taux de couverture (en bas) 

fondés sur les méthodes de linéarisation et Jackknife avec suppression de groupe pour les 

estimateurs non contraint (à gauche) et contraint (à droite), dans le scénario doublement 

monotone avec =
N

n 960 et = 2. 
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5  Application de l’estimateur contraint à l’enquête NSCG 
 

Afin de montrer l’utilité de la méthodologie contrainte proposée sur des données d’enquête réelles, 

nous examinerons la National Survey of College Graduates (NSCG) de 2015, qui est parrainée par le 

National Center for Science and Engineering Statistics (NCSES) au sein de la National Science 

Foundation (NSF) et est menée par le U.S. Census Bureau. Les données et la documentation de la NSCG 

de 2015 sont disponibles sur le site Web de la NSF (www.nsf.gov/statistics/srvygrads). La NSCG cherche 

à fournir des données sur les caractéristiques des diplômés des collèges américains, en mettant 

particulièrement l’accent sur les diplômés en sciences et en génie. 

Nous considérons le revenu gagné total avant les retenues de l’année précédente (2014) comme la 

variable d’intérêt (notée EARN). Pour éviter l’asymétrie élevée de cette variable, on effectue une 

transformation logarithmique. De plus, nous tenons compte uniquement des personnes qui ont déclaré un 

revenu positif. Au total, notre analyse examine 76 389 observations. En outre, elle étudie 252 domaines. 

Ils sont déterminés par la classification croisée de quatre prédicteurs. Ces variables et leurs contraintes 

supposées sont : 
 

• Durée depuis le diplôme le plus élevé. Cette variable définit l’année d’attribution du diplôme le 

plus élevé. La période de 2015 à 1959 est divisée en 9 catégories : les 8 premières catégories 

(notées de 1 à 8) sont d’une durée de 6 ans chacune, et la dernière catégorie (notée 9) est de 

9 ans. Contrainte : étant donné les autres prédicteurs, le revenu total gagné moyen augmente 

selon la durée écoulée depuis le plus haut diplôme dans les catégories d’années de 1 à 7. On ne 

formule aucune hypothèse concernant les catégories 8 et 9, car ces personnes sont susceptibles 

d’être à la retraite (au moins 42 années se sont écoulées depuis leur diplôme le plus élevé). 

• Domaine d’études. Cette variable nominale définit le domaine d’études pour le diplôme le plus 

élevé, en fonction d’une catégorisation de grand groupe fournie dans la NSCG de 2015. Les 7 

catégories pour cette variable sont : 

1 : Informatique et sciences de l’information; 

2 : Sciences biologiques, sciences agronomiques et sciences de l’environnement et de la 

vie; 

3 : Sciences physiques et connexes; 

4 : Sciences sociales et connexes; 

5 : Génie; 

6 : Domaines liés aux sciences et au génie; 

7 : Domaines non liés aux sciences et au génie. 
 
 

Contrainte : étant donné les autres prédicteurs, le revenu gagné total moyen pour chacun des 

champs 2 et 4 est inférieur à celui des champs 1, 3 et 5. Aucune hypothèse n’est formulée 

concernant les catégories 6 et 7, car elles couvrent de nombreux domaines pour lesquels il 

pourrait être compliqué d’imposer une restriction d’ordre raisonnable. 

• Cycle supérieur. Cette variable binaire détermine si le diplôme le plus élevé est au niveau des 

études supérieures (OUI) ou au niveau du baccalauréat (NON). Contrainte : étant donné les 

autres prédicteurs, le revenu gagné total moyen est plus élevé chez les titulaires d’un diplôme 

de cycle supérieur. 
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• Supervision. Cette variable binaire détermine si la supervision fait partie des responsabilités de 

l’emploi principal (OUI) ou pas (NON). Contrainte : étant donné les autres prédicteurs, le 

revenu total moyen est plus élevé chez les personnes ayant des fonctions de supervision dans 

leur emploi principal. 
 

Les figures 5.1 et 5.2 montrent les estimations non contraintes et limitées pour chacun des quatre 

groupes obtenus par la classification croisée des variables binaires Cycle supérieur et Supervision. Notons 

que puisque les contraintes supposées constituent un ordonnancement partiel, les estimations contraintes 

sont obtenues par le regroupement de domaines. Ces figures montrent que l’estimateur contraint a un 

comportement plus lisse que l’estimateur non contraint. De plus, il tend à corriger certains des « pics » 

produits par l’estimateur non contraint, qui sont habituellement la conséquence d’une très petite taille 

d’échantillon. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5.1 Estimations de la moyenne de domaine non contraintes (à gauche) et contraintes (à droite) pour 

les données de la NSCG de 2015, étant donné que Cycle supérieur = NON est fixe. 

(a) Supervision = OUI (non contraint).                                  (b) Supervision = OUI (contraint). 

 (c) Supervision = NON (non contraint).                                  (d) Supervision = NON (contraint). 
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Figure 5.2 Estimations de la moyenne de domaine non contraintes (à gauche) et contraintes (à droite) pour 

les données de la NSCG de 2015, étant donné que Cycle supérieur = OUI est fixe. 

 

Les erreurs-types pour les estimations non contraintes et contraintes sont calculées au moyen des poids 

de rééchantillonnage de la NSCG de 2015, qui sont fondés sur la méthode des répliques des différences 

successives (Opsomer, Breidt, White et Li, 2016). Les poids de rééchantillonnage et les facteurs 

d’ajustement ont été fournis par le directeur de programme du Programme de la statistique des ressources 

humaines du NCSES et sont disponibles sur demande. 

La figure 5.3 présente le ratio de ces estimations pour chacun des 252 domaines. Dans la grande 

majorité des cas, les estimations de l’erreur-type de l’estimateur proposé sont inférieures à celles de 

l’estimateur non contraint, avec des améliorations la réduisant jusqu’à sept fois. Dans certains cas, le 

(a) Supervision = OUI (non contraint).                                  (b) Supervision = OUI (contraint). 

 (c) Supervision = NON (non contraint).                                  (d) Supervision = NON (contraint). 
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comportement contraire se produit. Ils sont étudiés dans la figure 5.4, qui montre les graphiques de deux 

« tranches » différentes de domaines : l’une concernant la variable de la période depuis le diplôme le plus 

élevé et l’autre concernant la catégorie de domaine. Ces graphiques comprennent les estimations non 

contraintes et contraintes, les intervalles de confiance de Wald et les tailles d’échantillon. Chacune de ces 

deux tranches contient l’un des deux domaines qui peuvent être facilement reconnus dans la figure 5.3, car 

ils ont les ratios les plus petits. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5.3 Ratio des erreurs-types estimées des estimations non contraintes par rapport à celles produites 

par des estimations contraintes pour les données de la NSCG de 2015. 

 
Le premier des domaines est illustré dans les figures 5.4(a) et 5.4(c), indiqué par 5. Les estimations 

non contraintes pour les domaines indiqués par 5 et 6 ne respectent pas l’hypothèse de monotonicité et 

sont donc regroupées pour l’obtention des estimations contraintes (un autre regroupement avec des 

domaines dans d’autres « tranches » est également effectué, mais il n’est pas visible dans ce graphique). 

Comme l’illustre la figure 5.4(a), l’intervalle de confiance est plus étroit pour les estimations non 

contraintes. Cependant, l’erreur type estimée de l’estimateur non contraint du domaine 6 est très grande, et 

le regroupement avec le domaine 5 stabilise grandement à la fois l’estimateur et les erreurs-types estimées 

pour ce domaine. La figure 5.4(c) montre que la taille des échantillons dans ces domaines est 

raisonnablement grande, comptant approximativement 100 observations chacun, ce qui implique que le 

non-respect de la monotonicité observé pourrait en fait être vrai dans la population. La décision finale sur 

l’équilibre entre l’amélioration de la stabilité de certains domaines et la possibilité d’un biais dû à des 

contraintes incorrectes doit être soigneusement évaluée. 
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Le deuxième domaine où les estimations non contraintes produisent des estimations d’écart-type plus 

petites est présenté dans les figures 5.4(b) et 5.4(d), indiqué par 1. Ici, on regroupe ce domaine avec le 

domaine voisin pour obtenir l’estimation contrainte. Toutefois, étant donné que les tailles d’échantillon de 

ces deux domaines sont très petites, les estimations non contraintes pourraient être considérées comme peu 

fiables, si bien que leurs erreurs-types estimées ne seraient pas une bonne indication de leur précision. 

L’estimateur contraint semble préférable ici en raison de l’augmentation de la taille effective des cellules. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5.4 Estimations non contraintes et contraintes avec intervalles de confiance de Wald (en haut) et 

tailles d’échantillon (en bas) pour les données de la NSCG de 2015, étant donné que Cycle 

supérieur = OUI et Supervision = OUI. 
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                             (c) Catégorie de domaine = 2                                     (d) Durée depuis le diplôme le plus élevé = 9. 
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6  Conclusions 
 

Nous avons proposé une méthodologie générale d’estimation des moyennes de domaines qui permet 

d’intégrer les restrictions naturelles entre domaines dans l’estimation fondée sur le plan de sondage. Il a 

été démontré qu’elle améliore l’estimation et l’inférence, surtout pour les petits domaines. Comme cette 

nouvelle méthodologie couvre un large éventail d’hypothèses de forme dépassant la monotonicité 

univariée, elle vise à tirer parti conjointement de plusieurs types d’information qualitative qui apparaissent 

naturellement pour les données d’enquête. Les formes supplémentaires susceptibles d’être imposées 

comprennent la convexité ou la log-concavité; cette dernière peut être imposée si l’on croit que les 

moyennes de domaine de la population augmentent puis diminuent sur un ensemble de domaines. Les 

travaux futurs des auteurs comprendront un estimateur « monotone relâché » qui sera utilisé quand les 

moyennes de domaine de population sont « à peu près » monotones dans une séquence de domaines. Pour 

l’estimateur monotone relâché, on utilise un type de moyenne mobile sur les domaines pour mettre en 

œuvre les contraintes, ce qui permet à l’estimateur d’avoir quelques écarts par rapport à la monotonicité. 

Nous avons également proposé une méthode d’estimation de la variance fondée sur le plan de sondage 

de l’estimateur, qui nécessite seulement de connaître l’ensemble de contraintes propres à l’échantillon. Il 

est montré que les méthodes de rééchantillonnage se comportent de la même façon. Pour ce qui est du 

calcul, l’estimateur est basé sur l’algorithme de projection du cône, qui est efficacement mis en œuvre 

dans le module coneproj et disponible gratuitement. Dans le cas pratique important d’un 

ordonnancement partiel, l’estimateur contraint équivaut à un regroupement de domaines voisins, de sorte 

qu’une fois que l’ensemble de contraintes est identifié par l’algorithme de projection de cône, les calculs 

subséquents des estimateurs et des estimateurs de la variance peuvent être faits directement par une 

estimation fondée sur le plan de sondage sur les domaines pertinents. 

Comme l’a illustré l’analyse de la NSCG à la section 5, il est aussi important de déterminer les fois où 

la contrainte imposée pourrait ne pas être valide pour une application d’enquête en particulier. 

Récemment, Oliva-Aviles, Meyer et Opsomer (2019) ont proposé le critère d’information du cône fondé 

sur un échantillon comme critère permettant de choisir entre des ajustements contraints et non contraints 

pour l’estimateur de Wu et coll. (2016). Une réflexion sur la généralisation de cette démarche à la 

configuration étudiée ici est en cours. 

 
Annexe 
 

La première partie de l’annexe contient les lemmes qui ont servi à obtenir les résultats théoriques 

présentés dans l’article. Les démonstrations des théorèmes se trouvent à la fin de l’annexe. 
 

Lemme 1. Si un vecteur non nul peut être écrit comme la combinaison linéaire positive de vecteurs non 

nuls linéairement dépendants, il peut alors être exprimé comme la combinaison linéaire positive d’un 

sous-ensemble linéairement indépendant de ces vecteurs. 
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Démonstration. Soit v  un vecteur non nul qui peut être écrit comme étant 
=1

=
k

i ii
av  où 

1 2, , , k  sont des vecteurs non nuls et > 0ia  pour = 1, 2, , .i k  Si cet ensemble de vecteurs 

n’est pas linéairement indépendant, il existe alors des constantes 1, , ,kb b  qui ne sont pas toutes nulles, 

de sorte que 
=1

= ,
k

i ii
b 0  et que pour tout ,c  R ( )

=1
= .

k

i i ii
a cb+v  Soit : 0= ;min

ii b i ic a b−  

alors 0i ia cb+   pour = 1, ,i k  mais pour au moins une valeur ,i = 0.i ia cb+  Nous avons ensuite 

écrit v  sous la forme d’une combinaison linéaire positive d’un sous-ensemble approprié des vecteurs. Si 

ce sous-ensemble reste linéairement dépendant, le processus peut être répété. 
 

Lemme 2. Si A  est une matrice irréductible m D  et B  est une matrice non singulière ,D D  alors 

=A AB  est aussi irréductible. 
 

Démonstration. Supposons =A c 0
T

 pour certains ,mc R .c 0  Alors =B A c 0
T T  implique que 

=A c 0
T  par la non-singularité de .B  Parce que A  est irréductible, nous devons avoir ,=c 0  afin que 

l’origine ne soit pas une combinaison linéaire positive de lignes de .A  Supposons ensuite que l’une des 

lignes de A  est une combinaison linéaire positive d’autres lignes de .A  Cela signifie que nous pouvons 

écrire = ,A b 0
T

 où = 1jb −  pour certains  1, ,j m  et 0,ib  .i j  Mais =A b 0
T

 implique que 

=B A b 0
T T  implique que =A b 0

T  par la non-singularité de .B  Parce que nous ne pouvons pas avoir 

=A b 0
T  pour cette valeur de ,b  nous ne pouvons pas avoir de ligne de A  qui soit une combinaison 

linéaire positive d’autres lignes de .A  Par conséquent, A  est irréductible. 
 

Lemme 3. Soit A  une matrice .m D  De plus, soit 1S  et 2S  des matrices diagonales D D  

comportant des éléments non nuls sur la diagonale. Pour tout ensemble  1, 2, , ,J m  soit ,i JV  

l’ensemble de vecteurs dans les lignes J  de = ,i iA AS = 1, 2.i  Ensuite, pour tout * ,J J  

 ( ) ( ) ( ) ( )* *1, 2,1, 2,
= = .J JJ J

V V V VL L L L   

 

Démonstration. Soit , = ,i J J iA A S = 1, 2;i  où JA  désigne la sous-matrice de A  qui contient les lignes 

dans les positions .J  Supposons tout d’abord que ( ) ( )* 1,1,
= .JJ

V VL L  Puisque * ,J J  on constate 

aisément que ( ) ( )* 2,2,
.JJ

V VL L  Ensuite, considérons tout ( )2, JVv L  de sorte que 2,= =Jv A a
T

 

2 JS A a
T  pour un certain vecteur .a  Nous obtenons alors ( )1

1 2 1 1,= .J JV− S S v S A a LT  Par hypothèse, il 

existe un vecteur b  tel que *

1

1 2 1= .
J

−
S S v S A b

T
 Par conséquent, ( )* *2 2,

= .
J J

Vv S A b LT
 Alors, 

( ) ( )*2, 2,
.J J

V VL L  De façon analogue, il s’ensuit que ( ) ( )* 2,2,
= JJ

V VL L  implique ( )*1,
=

J
VL  

( )1, .JVL  
 

Lemme 4. Selon les hypothèses A1 à A5, les énoncés suivants s’appliquent : 

(i) Les 1

d̂N t−  sont bornés uniformément. 

(ii) Les 
1 ˆ

dN N−
 possèdent une borne supérieure uniforme et une borne inférieure strictement 

positive uniformément. 

(iii) var ( ) ( )1 1ˆ =dN t O n− −
 et var ( ) ( )1 1ˆ = .dN N O n− −
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(iv) ( ) ( )
2

1 1ˆ =d d dN t r O n− − − E  et ( ) ( )
2

1 1ˆ = .d dN N r O n− − − E  
 

Démonstration. 

(i) Notons que 

                
ˆ

= d
k k kk s k Ud

y yt

N N N





 


 
  

qui ne dépend pas de ,s  et qui est borné indépendamment de N  selon l’hypothèse A2. 

(ii) À partir des hypothèses A4 et A5, nous constatons que 

                
1 1 1 1

ˆ
= 1 ,

d

d d
k d

k s

n Nn
N N N

DN N N


  − − − −



      

où la borne inférieure et la borne supérieure ne dépendent pas de ,s  et sont bornées pour tous 

les N  par les hypothèses A1 et A4. 

(iii) Notons que 

                ( ) ( )
2

1 1

2
, :

ˆvar = var max
d

d
d

kk U

d k k kl
k l U k lk s

y n
n N t n N y n

N N




− −

 

 
 +  

 


   

qui est borné selon les hypothèses A2, A4 et A5. En établissant 1ky   et en suivant un 

argument analogue, on peut montrer que ( ) ( )1 ˆvar = 1 .dn N N O−  

(iv) Puisque 

                ( ) ( )
2

2
1 1ˆ ˆ= var ,

d

d
d d d d U d d

N
N t r N t y r

N
 − −   − + −     

E   

l’hypothèse A3 et (iii) nous conduisent à la conclusion souhaitée. De manière analogue, nous 

obtenons 

                ( ) ( )
2

1 1ˆ = .d dN N r O n− − −
  

E   

 

Démonstration du théorème 1. Supposons tout d’abord que ( ) ( )( )0 = = .JV  z z 0L  Dans ce cas, 

tout sous-ensemble *J J  tel que JV  est linéairement indépendant satisfait ( )( )* *= .
J J

V z 0L F  

Il suffit alors de choisir *J J  de sorte que *J
V  soit linéairement indépendant et couvre ( ).JVL  

Supposons maintenant que ( )0 .  z 0  Étant donné que ( ) ( )( )0 = ,J JV   z z L F  

( )( )JV z L  peut être écrit comme la combinaison linéaire positive des vecteurs ,jγ .j J  De plus, 

( )( ), = 0J jV− z z γL  pour .j J  À partir du lemme 1, on a 0J J  de sorte que 
0JV  soit 

linéairement indépendant et que ( )( )JV z L  puisse être écrit comme une combinaison linéaire 

positive des vecteurs dans 
0
,JV  ce qui implique que ( )( )

0
.J JV z L F  En outre, puisque 
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( )( ), = 0J jV−z z γL  pour ( )( ) ( )( )
00 , = .J Jj J V V  z zL L  Alors, ( ) ( )( )0

0 = .JV  z z L  

Si ( ) ( )
0

=J JV VL L  alors *

0=J J  satisfait toutes les conditions requises. Supposons maintenant que 

( ) ( )
0

.J JV VL L  Le fait que ( )( ) ( )( )
0

=J JV V z zL L  implique que ( )( )
1

=JV z L  

( )( )0JV z L  pour tout ensemble 1J  de sorte que 0 1 .J J J   En outre, puisque ( )( )0 0J JV z L F  

alors ( )( )
1 1

.J JV z L F  Il suffit alors de choisir *J  de sorte que *

0J J J   et *J
V  soit 

linéairement indépendant et couvre ( ).JVL  
 

Démonstration du théorème 2. Pour prouver le théorème, nous commençons par un ensemble J G  et 

trouvons les conditions nécessaires pour que cet ensemble appartienne à .sG  Ces conditions nécessaires, 

exprimées sous forme d’inégalités en termes de fonctions lisses et continues de ˆ
dN N  et de ˆ ,dt N  

servent ensuite à borner la probabilité d’intérêt. Enfin, nous utilisons le théorème 5.4.3 qui se trouve dans 

Fuller (1996) pour montrer que cette probabilité converge vers zéro à un taux de ( )1 .O n−  

Soit ,A , JA  et 
d

γ  les versions analogues de ,sA ,s JA  et 
dsγ  obtenues en remplaçant sy  et sW  

respectivement par μ  et .W  Le lemme 2 permet que sA  et A  soient tous deux irréductibles puisque A  

l’est. 

Supposons tout d’abord que  G  et que = .J   Ensuite, à partir des conditions de (2.8), s G  

si et seulement si , 0
js s z γ  pour = 1, 2, , .j m  Par ailleurs, supposons que , 0

j  z γ  pour 

= 1, 2, , .j m  Alors, , G  ce qui contredit notre choix de .J  Par conséquent, il existe une valeur 

0j  telle que 
0

, > 0.
j z γ  Nous obtenons alors 

 

( ) ( ) ( )

( )

0 0 0 0

0 0

0

0 0

0

2

2

2

0 , = , , ,

, ,
= 1

,

1
, ,

,

j j j j

j j

j

j j

j

s s s s s

s s

s s

P P P

P

   

 

 

 

 

    − 

  −
        

 
 − 

 

z γ z γ z γ z γ

z γ z γ

z γ

z γ z γ
z γ

G

E

  

où la dernière inégalité est obtenue par l’application de l’inégalité de Markov (voir par exemple Casella et 

Berger (2002), section 3.6.1). Nous montrons ensuite que la valeur espérée pour le dernier terme est 

( )1 .O n−
 Notons que l’expression contenue dans la valeur espérée dans l’inégalité ci-dessus est une 

fonction du vecteur ( )1 1 1 1

1 1
ˆ ˆˆ ˆˆ = , , , , , .s D DN t N t N N N N− − − −

x
T

 Soit ( )
1f   une fonction (qui ne dépend 

pas de )N  et ( )1 1 1= , , , , , .D D Dr r r r  x  Pour appliquer le théorème 5.4.3 de Fuller (1996) avec 

= 1, = 2s  et ( )1 2= ,Na O n−
 nous devons d’abord montrer que les conditions suivantes sont 

satisfaites : 

(a) ( ) ( )
2 1ˆ = .s O n

− −
  

x xE  

(b) 1f  est uniformément bornée dans une sphère fermée et bornée .S  

(c) 
( ) ( )1 2,

1

i i
f x  est continue dans x  sur ,S  où 
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                ( ) ( ) ( )1

0

1

, ,

1 0 1 =
= .r

i i r

r
i i

x x

f f


  x x
x x   

(d) x  est un point intérieur de .S  

(e) Il existe un nombre fini K  tel que 

                
( ) ( )1 2,

1 pour tous les ,
i i

f K x x S   

                ( ) ( ) ( )1

1 1et .
i

f K f K  x x   

 

La condition (a) est directement satisfaite par le lemme 4 (iv). De plus, le lemme 4 (i)-(ii) garantit qu’il 

existe une constante > 1M  telle que 
1

d̂N t M−   et 
1 1 ˆ .dM N N M− −   Il existe donc une sphère 

fermée et bornée S  qui est contenue dans ces bornes constantes. De plus, à partir de l’hypothèse A3, 

nous pouvons conclure que , x S  par conséquent la condition (d) est satisfaite. Pour montrer que la 

condition (b) est satisfaite, notons que 1f  est une fonction continue dans S  puisque 1 2

sW −  et 
dsy  existent 

tous deux pour tout .x S  Par conséquent, le théorème de la valeur extrême (voir le théorème 4.15 dans 

Rudin (1976)) garantit que 1f  est uniformément bornée dans .S  Les conditions (c) et (e) sont satisfaites 

puisque 1f  est une fonction rationnelle continue dans ,S  ce qui implique que 1f  est différenciable à 

l’infini et que ses dérivées sont bornées dans .S  Enfin, toutes les conditions (a) à (e) sont satisfaites. Par 

conséquent, à partir du théorème 5.4.3 de Fuller (1996), nous pouvons conclure que ( )1 =f  xE  

( )1 ,O n−
 puisque 1f  et sa première dérivée par rapport à 1

d̂N t−  et 
1 ˆ

dN N−
 sont évaluées à zéro à .x  

Prenons maintenant J    tel que ,J G  et supposons que .sJ G  Le théorème 1 garantit que 

nous pouvons toujours choisir un sous-ensemble *J J  tel que * ,sJ G *,s J
V  est linéairement 

indépendant, et ( ) ( )* ,,
= .s Js J

V VL L  Notons que ( )( ) ( )* * * * *

1

, , , , ,
= .s ss J s J s J s J s J

V
−

 z A A A A zL T T  Soit *,
=

s J
b  

( )* * *

1

, , ,
.ss J s J s J

−

A A A z
T  Par conséquent, à partir des conditions de (2.8), nous obtenons que sJ G  implique 

que *,
,

s J
b 0  et * *, ,

, 0
js ss J s J

− z A b γ
T  pour tout .j  Définissons ( )* * * *

1

, , , ,
=

J J J J    

−

b A A A z
T  et 

supposons que *,
,

J
b 0  et * *, ,

, 0
jJ J  

− z A b γ
T  pour = 1, 2, , .j m  Ces conditions 

impliqueraient que 
* ,J G  ce qui contredit l’hypothèse originale selon laquelle ,J G  puisque 

( ) ( )* ,,
= JJ

V V
L L  selon le lemme 3. Par conséquent, soit un élément de *, J

b  qui est strictement négatif, 

soit il existe une valeur 0j  telle que * *
0, ,

, > 0.
jJ J  

−z A b γ
T  Par conséquent, si ( ) =sP J G ( )1O n−

 

est démontré dans un de ces deux scénarios, la preuve sera concluante. 

Supposons que le e

0j  élément de *, J
b  est strictement négatif. C’est-à-dire que *

0 ,
< 0,j J

e b
T

 où je  

désigne le vecteur indicateur qui est 1 pour l’entrée j  et 0 sinon. Nous obtenons alors 

 

( ) ( ) ( )

( )
( )

* * * *
0 0 0 0

* *
0 0

*
0

, , , ,

2

2 , ,

,

0 =

1
.

s j j j js J s J J J

j js J J

j J

P J P P
 





   −  −

  −
  

e b e b e b e b

e b e b
e b

G T T T T

T T

T
E
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Soit ( )2
ˆ

sf x  l’expression à l’intérieur de la valeur espérée ci-dessus. On peut appliquer un argument 

analogue à celui utilisé pour la fonction 1f  à la fonction rationnelle continue 2f  sur ,S  pour conclure 

que ( ) ( )1

2
ˆ = .sf O n−  xE  Notons que nous avons également utilisé le fait que * *, ,s J s J

A A
T  est une matrice 

inversible pour tout .x S  

Enfin, supposons qu’il existe 0j  de sorte que * *
0 0

, , ,
= , > 0,

jj J J   
 −z z A b γ

T  et soit 
0, =j

 z  

* *
0, ,

, .
js ss J s J

−z A b γ
T  Nous obtenons alors 

 

( ) ( ) ( )

( )

0 0 0 0

0 0

0

, , , ,

2

, ,2

,

0 =

1
.

s s

s

s j j j j

j j

j

P J P P
 





   

 


   − 

  −
 

z z z z

z z

z

G

E
  

Soit ( )3
ˆ

sf x  l’expression à l’intérieur de la valeur espérée ci-dessus. On applique un argument analogue à 

celui utilisé pour les fonctions 1 2,f f  pour conclure que ( ) ( )1

3
ˆ = .sf O n−  xE  

 

Démonstration du théorème 3. Prenons tout sJ G  et tout domaine .d  Notons que la condition Aμ 0  

implique que . G  Nous pouvons alors écrire 
d ds Uy −  comme suit 

 ( ) ( ) ( )= , = , =

\

= 1 1 1 ,
d d d d d G d G d G d G

c
G G

s U s U J s J U J J s J U J J

J J

y y y y y
 

  

  

− − + − + − 
G G

  

où nous avons utilisé , = .
d ds sy   Nous pouvons maintenant écrire un estimateur de variance irréalisable 

( ),VA
ds J  comme suit 

 ( ) ( ) ( ) ( ), = , = , =

\

VA = VA 1 VA 1 VA 1 .
d d d G G d G G

c
G G

s J s J s J J J s J J J

J J

y
 

  

  

+ + 
G G

  

Par conséquent, 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2 1 2

, =

1 2

, , =

\

1 2

, , =

1 2

=

1 2

, , , =

\

1 2

,

VA = VA 1

VA 1

VA 1

= VA 1

VA 1

VA

d d d d d d

d G d G d G

G

d G d G d G
c

G

d d

d G d G d G G

G

d G
c

G

s J s U s s U J

s J s J U J J

J

s J s J U J J

J

s s U J

s J s J U J J J

J

s J

J

y y y y

y

y

y y y









 

 

 

  



− −



−

 

−



−



−

 

−



− −

+ −

+ −


−



+ −

+









G

G

G

G
( )

( ) ( )

( ) ( )

, , =

1 2

, , =

\

1 2

, , =

1 2 3

1

VA 1

VA 1

= ,

d G d G G

d G d G d G

G

d G d G d G
c

G

s J U J J J

s J U J U J J

J

s J U J U J J

J

N N N

y

y

c c c





 

 

 

−

 

−
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+ − 
  
 

+ − 
  

+ +





G

G
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où ,d GU J  est la version de la population de , .
d Gs J  Un développement en séries de Taylor du premier ordre 

de ,d Gs J  et l’hypothèse A6 permettent de conclure que chaque terme de forme 

 ( ) ( )
1 2

, , ,VA
d G d G d Gs J s J U J  

−

−   

converge dans la distribution vers une distribution normale standard. Par conséquent, 1Nc  converge aussi 

vers une distribution normale standard. Notons que pour chaque ,c

GJ G  

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 21 2

1 2 1 2

, , , ,VA = VA = ( ),
d G d G d d G d G ds J U J U s J U J Uy n n y O n   

−−
   − −

  
  

tandis que ( )1

=1 =
GJ J pO n−  selon le théorème 2 (puisque ).sJ G  Alors, ( )1 2

3 = .N pc O n−  Notons 

maintenant que ( )1 2

, =
d G dU J Uy O N −−  quand \GJ  G  selon l’hypothèse A3. Par conséquent, pour 

tout \ ,GJ  G  

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 21 2

1 2

, , , ,VA = VA = ,
d G d G d d G d G ds J U J U s J U J U

n
y n n y O

N
   

−−  
   − −      

 
  

ce qui implique que ( )2 = n
N N

c O  (terme de biais). Ainsi, en combinant ces propriétés de 1 ,Nc 2 Nc  et 

3 ,Nc  nous pouvons conclure que 

 ( ) ( ) ( )
1 2

,VA , 1 ,
d d ds J s Uy B 

−

→−
L

N   

où ( )= .n
N

B O  

Écrivons maintenant l’estimateur de la variance réalisable ( ),
ˆ

ds JV   comme suit 

 ( ) ( ) ( ) ( ), = , = , =

\

ˆ ˆ ˆ ˆ= 1 1 1 .
d d d G G d G G

c
G G

s J s J s J J J s J J J

J J

V V y V V
 

  

  

+ + 
G G

  

Selon l’hypothèse A6, nous obtenons que ( ) ( ) ( )1

, ,
ˆ VA =

d G d Gs J s J pV o n  −−  pour tout ,GJ  ce qui 

implique que ( ) ( ) ( )
1 2 1 2

1 2

, ,
ˆ VA = .

d ds J s J pV o n  −−  Par conséquent, une application du théorème de 

Slutsky permet de remplacer ( )
1 2

,VA
ds J

−

 par ( )
1 2

,
ˆ .

ds JV 
−

 

Pour prouver la dernière partie du théorème, il suffit de constater que >Aμ 0  implique  = . G  

Ainsi, le terme 2 Nc  n’existe pas et le terme de biais disparaît. 
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Ajustement de pondération hiérarchique bayésienne et 

inférence d’enquête 

Yajuan Si, Rob Trangucci, Jonah Sol Gabry et Andrew Gelman1 

Résumé 

Nous combinons pondération et prédiction bayésienne dans une approche unifiée pour l’inférence d’enquête. 

Les principes généraux de l’analyse bayésienne impliquent que les modèles pour les résultats d’enquête 

devraient être conditionnés par toutes les variables influant sur les probabilités d’inclusion. Nous intégrons 

toutes les variables servant à l’ajustement de pondération dans un cadre de régression multiniveau et de 

poststratification pour obtenir un sous-produit générant des poids basés sur un modèle après lissage. Nous 

améliorons l’estimation sur petits domaines en traitant les divers problèmes complexes que posent les 

applications dans la vie réelle pour obtenir une inférence robuste à des niveaux plus fins pour les sous-

domaines d’intérêt. Nous examinons les interactions profondes et introduisons des distributions a priori 

structurées pour le lissage et la stabilisation des estimations. Le calcul se fait par Stan et avec le paquet 
rstanarm du code source libre R, disponible pour utilisation publique. Nous évaluons les propriétés selon le 

plan de la procédure bayésienne. Nous recourons à des études en simulation pour illustrer comment la 

prédiction basée sur un modèle et l’inférence pondérée peuvent donner de meilleurs résultats que la 

pondération classique. Nous appliquons la méthode à la New York Longitudinal Study of Wellbeing (LSW). La 

nouvelle approche produit des poids lissés et rend plus efficace une inférence robuste de population finie, plus 

particulièrement pour des sous-ensembles de la population. 
 

Mots-clés : Pondération; prédiction; régression multiniveau et poststratification; distribution a priori structurée. 

 

 

1  Introduction 
 

1.1  Contexte 
 

En recherche dans le domaine des enquêtes, les méthodes par plan et les méthodes par modèle sont depuis 

longtemps mises en contraste (Little, 2004). Les premières tiennent automatiquement compte du plan de 

sondage et les secondes peuvent donner lieu à une inférence robuste dans une estimation de petit échantillon. 

Rao (2011) présente son appréciation des méthodes fréquentistes et bayésiennes dans la pratique de 

l’échantillonnage d’enquête. Dans les méthodes classiques par plan, nous recourons à la pondération pour 

aligner l’échantillon sur la population. On trouvera dans Chen, Elliott, Haziza, Yang, Ghosh, Little, Sedransk et 

Thompson (2017) un examen de divers estimateurs pondérés d’une moyenne de population. Il reste que, en 

temps normal, la pondération classique d’enquête fait appel à de nombreux choix définis par l’utilisateur, de 

sorte que le processus de pondération peut se révéler difficile à codifier dans les enquêtes de la vie réelle 

(Gelman, 2007). La méthode bayésienne pour l’inférence de population finie (Ghosh et Meeden, 1997) permet 

d’intégrer l’information antérieure s’il y a lieu, mais des erreurs de spécification de modèle sont possibles. 

Dans cet article, nous combinons la prédiction bayésienne et la pondération dans une approche unifiée 

pour l’inférence d’enquête en appliquant des modèles extensibles et robustes de régression bayésienne pour 

prendre en compte des caractéristiques complexes de plan de sondage dans un cadre de régression 

multiniveau et de poststratification (RMP, Gelman et Little (1997); Park, Gelman et Bafumi (2005); Ghitza 
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et Gelman (2013); Si, Pillai et Gelman (2015)). La méthode RMP est adaptée à des mécanismes complexes 

d’échantillonnage et de réponse et vient améliorer l’estimation sur petits domaines (Fay et Herriot, 1979; 

Rao et Molina, 2015). Nous traitons avec différentes questions complexes liées aux applications réelles et à 

des niveaux bien plus fins d’inférence de sous-domaine. Notre méthode permet une inférence efficace et 

valide de population finie, plus particulièrement pour des sous-groupes; elle construit des poids basés sur un 

modèle après lissage. 

Le présent article apporte une double contribution : 1) en innovant en méthodologie bayésienne, nous 

développons un nouveau cadre structuré a priori pour le traitement des termes d’interaction d’ordre 

supérieur; 2) pour améliorer la recherche et l’exécution d’enquête, nous combinons la prédiction bayésienne 

et la pondération en un mode unique d’une approche unifiée pour l’inférence d’enquête en tenant compte des 

caractéristiques du plan de sondage dans la modélisation bayésienne. Nous généralisons la méthode de 

régression multiniveau et de poststratification pour une inférence de population finie et construisons une 

pondération stable et calée par modèle pour résoudre les problèmes de la pondération classique. Nous 

employons le paquet rstanarm en R pour que les méthodes proposées entrent dans le domaine public et 

nous préconisons l’adoption de méthodes par modèle dans la recherche et l’exécution d’enquête. Aspect plus 

important encore, nous innovons de manière à employer le cadre RMP en ajustement de pondération 

d’enquête et en intégration de données, par exemple, en vue d’une inférence avec des enquêtes non 

probabilistes. Les méthodes que nous proposons donnent un important outil d’ordre pratique pour la 

conception et la pondération d’échantillons d’enquête (Valliant, Dever et Kreuter, 2018). 

 

1.2  Cadre 
 

Pour une population finie de N  unités, nous désignons la variable d’intérêt par ( )1= , , Ny y y  et la 

variable indicatrice d’inclusion par ( )1= , , ,NI I I  où = 1iI  si l’unité i  est incluse dans l’échantillon 

et = 0iI  dans les autres cas. Ici, inclusion signifie sélection et réponse. Le cadre général d’inférence 

considère la codistribution de I  et .y  Dans une inférence par plan, nous regardons la distribution de I  et 

traitons y  comme fixe. Dans un échantillonnage probabiliste, l’inférence par modèle peut être fondée sur la 

seule distribution de ,y  car les variables qui influent sur les mécanismes d’inclusion sont comprises dans le 

modèle (Royall, 1968), c’est-à-dire dans le mécanisme d’inclusion ignorable lorsque la distribution de I  

étant donné y  est indépendante de la distribution de y  (Rubin, 1976, 1983). 

Pour tenir compte des facteurs influant sur l’inclusion, la pondération classique par plan ajustée pour les 

probabilités inégales d’échantillonnage, avec ajustements subséquents à la pondération pour tenir compte des 

problèmes de couverture et de la non-réponse lors de la collecte ou du nettoyage des données. La 

pondération classique est donc le produit de facteurs d’ajustement multiples : probabilité inverse de 

sélection, score inverse de propension de réponse, poststratification (aussi appelée calage ou étalonnage; 

Holt et Smith (1979)). Chacun de ces ajustements peut être approché en cas d’estimation de la probabilité de 

sélection, de la probabilité de réponse ou des totaux de population à partir des données. Par-delà les 

questions d’approximation et même si le modèle d’inclusion est parfaitement connu, des valeurs extrêmes de 
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pondération causeront une haute variabilité et donc des problèmes d’inférence, surtout lorsque les poids sont 

en faible corrélation avec la variable de résultat d’enquête (Rao, 1966a, b; Hájek, 1971; Särndal, Swensson 

et Wretman, 1992). Quand le mode de pondération fait intervenir une poststratification ou une correction de 

non-réponse ‒ où les poids sont eux-mêmes des variables aléatoires ‒, l’estimation de la variance ne sera pas 

la même que dans les cas où la pondération par plan est simplement fixe. Il ne va pas de soi de dégager par 

l’analyse un estimateur de variance avec un ajustement de pondération à plusieurs degrés ou un plan 

complexe de sondage. 

Dans la pratique, la construction d’une pondération d’enquête exige des décisions quelque peu arbitraires 

en ce qui concerne la sélection des variables et des interactions, le regroupement de cellules de pondération 

et l’élagage des poids. On ne voit pas toujours clairement s’il convient d’intégrer de l’information auxiliaire 

et comment le faire (Groves et Couper, 1995). Dans l’examen de la question du lissage et de l’élagage dans 

les études consacrées à la pondération d’enquête (voir, par exemple, Potter, 1988, 1990; Elliott et Little, 

2000; Elliott, 2007; Xia et Elliott, 2016), on s’est attaché à l’estimation d’un total ou d’une moyenne de 

population finie et on s’est moins intéressé aux estimations de sous-domaine. Beaumont (2008) propose 

d’opérer la régression des poids sur les variables d’enquête et de se servir des valeurs prédites comme poids 

lissés. Cette orientation est inspirante, mais tangentielle à l’objectif d’une inférence aux bonnes propriétés 

recherchées pour la variable d’intérêt de l’enquête par opposition à la pondération. En empruntant de 

l’information aux résultats d’enquête, on peut accroître l’efficacité et faire appel à un cadre général. 

Gelman (2007) recommande des modèles de régression avec comme covariables des variables influant 

sur la sélection et la réponse, dont des variables de stratification, des grappes et de l’information auxiliaire. 

Toutes ces approches peuvent être sensibles à la spécification a priori pour une estimation stable. C’est là la 

contrepartie par modèle aux décisions nécessaires au lissage ou à l’élagage d’une pondération classique 

d’enquête. On a proposé des techniques souples de prédiction comme les fonctions spline, les modèles de 

régression à pénalité et les modèles à arborescence aux fins de l’estimation d’enquête assistée par modèle 

(Särndal et coll., 1992; Wu et Sitter, 2001; Breidt et Opsomer, 2017; McConville et Toth, 2018). 

Les modes d’ajustement de pondération par modèle ou assistés par modèle pour une estimation de total 

de population finie ont été mis en comparaison par Henry et Valliant (2012). Les méthodes de pondération 

par modèle dans une perspective de superpopulation (Valliant, Dorfman et Royall, 2000) recourent aux 

prédictions de modèles de régression pour obtenir une pondération de cas où les prédictions reposent sur des 

modèles de régression linéaire hiérarchique avec diverses corrections de biais (Chambers, Dorfman et 

Wehrly, 1993; Firth et Bennett, 1998). À partir de l’estimation de total de population finie, les méthodes 

assistées par modèle tirent une pondération de cas principalement d’un calage sur variables d’étalonnage 

(Kott, 2009) par l’estimateur de régression généralisé (GREG, Deville et Särndal (1992)). Il reste que la 

pondération de cas tirée de prédictions de régression peut être hautement variable et même négative et risque 

de dégrader certaines estimations de domaine. Les méthodes par modèle jouent un rôle primordial dans 

l’estimation sur de petits domaines, mais s’exposent aux erreurs de spécification et doivent être développées 
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plus avant lorsque les domaines sont nombreux et que le mécanisme d’inclusion n’est pas simplement 

aléatoire. 

Pour se garder des erreurs de spécification de modèle, Little (1983) recommande de modéliser les 

différences de répartition des résultats entre des classes définies par des probabilités différentielles 

d’inclusion. Si et coll. (2015) construisent des cellules de poststratification fondées sur les valeurs uniques de 

probabilité d’inclusion et édifient des modèles hiérarchiques pour lisser les estimations des cellules, comme 

le préconise Little (1991, 1993). 

Nous proposons d’employer des modèles hiérarchiques bayésiens tenant compte du plan de sondage pour 

produire une pondération pouvant servir à une inférence fondée sur le plan de sondage. L’inférence est bien 

calée et valide et offre de bonnes propriétés fréquentistes (Little, 2011). Dans le cas des grands échantillons, 

elle sera à mettre en parallèle avec l’inférence par plan. Dans le cas des petits, le lissage par modèle 

hiérarchique stabilisera l’estimation de domaine et produira un ajustement de pondération robuste. 

Nous utilisons les variables intrinsèques servant à la construction d’une pondération par plan, à la 

correction de non-réponse et au calage en supposant qu’elles sont discontinues et nous construisons des 

cellules de poststratification en tableau croisé. Nous tirons les poids d’une régression des résultats d’enquête 

par rapport aux variables de pondération étant donné la poststratification. L’inclusion de la variable de 

résultat dans la pondération et la poststratification permet d’éviter les erreurs de spécification de modèle et 

est de nature à accroître l’efficacité (Fuller, 2009). Les estimations de modèle multiniveau rétrécissent les 

estimations des cellules à la dimension des prédictions venant du modèle de régression. Le cadre RMP tient 

compte des caractéristiques de plan de sondage dans le paradigme bayésien et est alors bien armé pour traiter 

les caractéristiques complexes de plan d’échantillonnage. Notre proposition se distingue de la pondération 

par modèle dont parlent les études spécialisées en employant la structure des cellules de poststratification et 

en améliorant le tout par lissage, ce qui permet d’éviter les valeurs négatives de pondération. 

Si et coll. (2015) intègrent la pondération au cadre RMP et accroissent la souplesse et l’efficacité par 

rapport à un traitement en pseudo vraisemblance (Pfeffermann, 1993). Nous allons plus loin ici en prenant 

pour point de départ les variables servant à la pondération et en construisant une pondération par modèle 

comme sous-produit de la régression multiniveau et de la poststratification. Nous concevons une nouvelle 

spécification antérieure en régularisation pour pouvoir traiter ce qui peut être une abondance de cellules de 

poststratification. La construction d’une distribution a priori permet de choisir des variables et de conserver 

la structure hiérarchique pour les effets principaux et les termes d’interaction d’ordre supérieur de variables 

catégoriques. En d’autres termes, si une variable n’est pas prédictive, les interactions d’ordre supérieur avec 

cette variable ne devraient pas l’être non plus, ce qui facilitera l’interprétation du modèle. McConville et 

Toth (2018) emploient des méthodes à arborescence pour sélectionner automatiquement des poststrates 

fondées sur des variables auxiliaires en corrélation possible avec les résultats d’enquête. La distribution 

a priori structurée que nous proposons joue un même rôle avec l’algorithme récursif de partition en 

facilitant la sélection de poststrates, mais en améliorant en même temps l’efficacité par un regroupement 

partiel. Nous utilisons les poids lissés et des estimations plus stables que l’estimateur de régression à 
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arborescence; le cadre bayésien propage toutes les sources d’incertitude là où McConville et Toth (2019) 

écartent la variance pour l’arborescence et se servent de l’erreur quadratique moyenne pour approcher 

cette variance. 

Pour le calcul, nous avons employé le paquet rstanarm en R (Goodrich et Gabry, 2017). Une inférence 

pleinement bayésienne est réalisable par Stan (Stan Development Team, 2018, 2017), plateforme qui utilise 

un échantillonnage de Monte Carlo hamiltonien avec segments de chemin adaptés (Hoffman et Gelman, 

2014). Stan favorise des approches robustes par modèle en allégeant la charge de calcul que comportent la 

construction et l’essai de nouveaux modèles. Le paquet rstanarm permet une modélisation hiérarchique 

bayésienne et une inférence pondérée efficaces. Les codes appartiennent au domaine public et sont 

reproductibles. Notre logiciel perfectionné de calcul procure une plateforme accessible et est de nature à 

favoriser l’adoption d’un cadre unifié d’inférence d’enquête. 

À la section 2, nous posons le problème motivant de la pondération servant aux enquêtes permanentes en 

sciences sociales. Nous examinons la méthode en détail à la section 3. Nous décrivons à la section 4 

l’évaluation statistique d’une inférence à prédiction et à pondération par modèle et démontrons les gains 

d’efficacité à en attendre par rapport à la pondération classique. À la section 5, nous appliquons notre 

proposition à une enquête de la vie réelle. À la section 6 enfin, nous résumons les éléments d’amélioration et 

analysons ce qui devrait suivre. 

 
2  Motivation de l’application 
 

La recherche méthodologique que nous avons faite a pour motivation la pratique opérationnelle de 

pondération des enquêtes permanentes. Notre but immédiat est de construire une pondération pour la New 

York City (NYC) Longitudinal Study of Wellbeing (LSW; Si et Gelman (2014); Wimer, Garfinkel, Gelblum, 

Lasala, Phillips, Si, Teitler et Waldfogel (2014)), enquête organisée par le Population Research Center de 

l’Université Columbia et qui vise à évaluer l’insuffisance du revenu, les difficultés matérielles et le bien-être 

de l’enfance et de la famille chez les citadins. 

Pour nous, la LSW illustre les questions pratiques de pondération et l’amélioration que nous proposons 

en sachant que des problèmes semblables se posent dans d’autres enquêtes. La LSW comporte un 

échantillon téléphonique à composition aléatoire et un échantillon en personne et en adaptation au répondant 

qui est formé des bénéficiaires des services philanthropiques de l’organisme Robin Hood ainsi que de leurs 

connaissances. Nous nous intéressons ici à une enquête téléphonique en guise d’illustration. Dans la LSW, 

on interroge au téléphone 2 002 résidents adultes de la ville de New York, 500 par téléphone cellulaire et 

1 502 par téléphone ordinaire. La moitié des unités échantillonnées du volet « téléphone ordinaire » viennent 

de secteurs à faible revenu délimités par les codes zip. Les échantillons de base observés font l’objet d’un 

suivi aux trois mois. Nous alignons ces échantillons sur les enregistrements de l’American Community 

Survey (ACS) de 2011 pour la ville de New York. Les écarts tiennent principalement à un 

suréchantillonnage des quartiers à faible revenu et à la non-réponse. 
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Le mode de pondération de base (Si et Gelman, 2014) tient compte des probabilités inégales de sélection, 

du biais de couverture et de la non-réponse. La pondération classique s’obtient par les probabilités inverses 

d’inclusion estimées et par la méthode itérative du quotient (Deville, Särndal et Sautory, 1993). Toutefois, 

les praticiens doivent faire des choix arbitraires ou subjectifs au moment d’opérer leur sélection de facteurs 

de pondération avec leurs valeurs. S’il s’agit, par exemple, de construire une pondération pour des gens 

d’âge adulte, nous devons majorer le poids des répondants des ménages de grande taille, car un seul adulte 

figurera dans l’échantillon par ménage échantillonné. Gelman et Little (1998) recommandent de prendre la 

racine carrée du rapport entre taille de ménage et taille de famille pour cet ajustement de pondération, parce 

qu’une pondération par taille de ménage (ACS Weighting Method, 2014, par exemple) tend à produire une 

surcorrection dans les enquêtes téléphoniques. Dans la pratique, la méthode itérative du quotient tient 

compte des facteurs sociodémographiques sans adaptation précise aux particularités des enquêtes. 

Les organisateurs d’enquêtes s’intéressent aux aspects de la qualité de vie des citadins et regardent, par 

exemple, la proportion d’enfants en butte à la pauvreté et aux difficultés matérielles. Il importe donc de 

dégager des estimations exactes pour des sous-populations. Nous souhaitons concevoir une procédure 

objective et laisser les données d’enquête recueillies déterminer le mode de pondération. Le principe 

fondamental est de prendre en compte dans la pondération toutes les variables susceptibles d’influer sur la 

sélection et la réponse. Idéalement, nous nous attendrions à ce que les variables servant à la pondération 

tiennent compte de la disponibilité de téléphones (nombre de téléphones cellulaires ou ordinaires et durée 

d’interruption du service téléphonique), de la structure des familles et des ménages, des caractéristiques 

sociodémographiques et peut-être de leurs termes d’interaction d’ordre supérieur. Les enregistrements de 

l’ACS nous renseignent seulement sur la taille de la famille, l’âge, l’origine ethnique, le sexe, l’éducation et 

l’écart de pauvreté (mesure de la pauvreté des familles). Les organisateurs d’enquêtes recommandent 

d’inclure ce qui suit dans la pondération pour combler l’écart de distribution avec la population : objet de 

l’analyse de fond, variables du nombre de personnes âgées et d’enfants dans la famille et de la taille de 

l’unité familiale, interactions de ces facteurs avec les écarts de pauvreté. 

Pour construire une pondération classique, nous choisissons les facteurs de proportion qui, dans la 

méthode itérative du quotient, peuvent influer sur la sélection et la réponse comme le sexe, l’âge, 

l’éducation, l’origine ethnique, l’écart de pauvreté, le nombre d’enfants, de personnes âgées et de personnes 

en âge de travailler dans la famille, les interactions binaires entre l’écart de pauvreté, d’une part, et l’âge et 

les nombres respectifs de membres, d’enfants et de personnes âgées dans la famille, d’autre part. Nous 

prenons les distributions marginales de l’enquête ACS et procédons à un ajustement par la méthode itérative 

du quotient. Les poids ainsi produits doivent être élagués à cause d’un certain nombre de valeurs extrêmes. 

Il est néanmoins possible que l’ajustement de pondération à caractère subjectif comporte un certain 

nombre de variables ou d’interactions non essentiellement prédictives ou ne tienne pas compte de tous les 

facteurs d’un intérêt fondamental par la suite. Dans l’ajustement par la méthode itérative du quotient, nous 

posons que ces facteurs sont indépendants. Il s’ensuivra un biais d’inférence de domaine en tableau croisé si 

la structure de corrélation n’est pas la même dans l’échantillon et dans la population. Idéalement, il devrait y 
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avoir appariement par la codistribution de ces variables liées de pondération. Il reste que des cellules petites 

ou vides pour les interactions profondes créeront des poids extrêmement importants qui obligeront à 

regrouper des cellules. 

Les problèmes que pose la pondération classique pour l’enquête de base LSW sont le reflet des 

problèmes que pose le plus souvent la pratique de la pondération dans l’exécution des enquêtes réelles, 

lesquelles sont souvent compliquées à cause de plans de sondage complexes, d’une structure longitudinale 

ou de mécanismes de réponse à plusieurs degrés. Les décisions spéciales qui doivent fréquemment être 

prises avec les régimes classiques de pondération peuvent avoir pour résultat que la pondération variera 

selon les praticiens pour une même enquête. Pour prévenir toute subjectivité, il importe de proposer une 

procédure de pondération par modèle permettant de laisser aux données le choix des facteurs de pondération. 

Nous aimerions intégrer les variables de pondération dans le modèle des résultats d’enquête pour des gains 

d’efficacité, modéliser leurs termes d’interaction d’ordre supérieur dans une distribution a priori régularisée 

et produire des poids se prêtant à un même traitement que dans la pondération classique. Un grand nombre 

de variables de pondération et d’interactions profondes apporteront de petites cellules de pondération en 

tableau croisé. Les petites cellules demandent un ajustement statistique de lissage et de stabilisation. 

La régression multiniveau avec poststratification a eu du succès dans l’estimation de domaine à des 

niveaux bien plus fins. En empruntant la puissance d’un cadre hiérarchique de modélisation avec une 

distribution a priori informative, nous devrions pouvoir estimer après lissage des cellules éparses. Une 

poststratification par l’information du recensement permettra un appariement de l’estimation entre 

l’échantillon et la population. La combinaison d’une régression et d’une poststratification rappelle le concept 

de poststratification endogène (Breidt, 2008; Dahlke, Breidt, Opsomer et Keilegom, 2013). Nous décrirons 

en détail le cadre de régression multiniveau et de poststratification. 

 
3  Méthode 

 
3.1  Régression multiniveau et poststratification 
 

Dans une configuration de base, nous nous proposons d’estimer la distribution de population du résultat 

d’enquête .y  Avec un mode de pondération transparent, nous pouvons directement inclure la variable 

auxiliaire X  dans la modélisation de régression pour .y  Ici, X  est un vecteur q -dimensionnel de variables 

influant sur le plan de sondage, la non-réponse et la couverture. Conditionnée par ,X  la distribution de la 

variable indicatrice d’inclusion I  est ignorable. 

La sélection de variables auxiliaires et la disponibilité de leurs codistributions dans la population sont la 

clé du succès pour la méthode RMP et pour toutes les autres méthodes s’il s’agit de tenir compte du biais de 

sélection d’échantillon et de non-réponse et d’obtenir des inférences valides de population. Nous 

recommandons d’inclure toutes les variables susceptibles d’influer sur l’inclusion dans l’échantillon, qu’il 
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soit question de l’information de plan de sondage, des paradonnées ou des caractéristiques 

sociodémographiques. Un avantage avec la méthode RMP réside dans la possibilité de choisir les variables 

et de stabiliser les poids par opposition à une pondération classique entachée de bruit. 

Un autre problème d’ordre pratique est que la distribution de population des variables de calage peut être 

inconnue. Nous obtenons la codistribution de l’ACS comme variable de contrôle de population dans notre 

étude d’application. Wang, Rothschild, Goel et Gelman (2015), Zhang, Holt, Yun, Lu, Greenlund et Croft 

(2015) et Yougov (2017) se sont respectivement servis de données agrégées de sortie, de données de secteurs 

de recensement et des données de la Current Population Survey pour obtenir directement l’information 

nécessaire à l’ajustement de poststratification. Dans la pratique, nous recommandons de tirer l’information 

de population directement du recensement ou de grandes études aux erreurs minimales ou encore de 

l’estimer à l’aide de l’information disponible d’études apparentées. La distribution de population de certaines 

variables auxiliaires pourrait ne pas être disponible dans la base des données du recensement comme le 

nombre d’appareils téléphoniques, et nous pouvons estimer cette variable à partir d’autres enquêtes comme 

échantillons de référence. Reilly, Gelman et Katz (2001) ont appliqué des modèles pour prédire 

l’information inconnue de population en poststratification. Là où des distributions marginales sont 

disponibles, Little et Wu (1991) proposent une modélisation équivalente pour la méthode itérative du 

quotient et Si et Zhou (2020), une estimation bayésienne par cette même méthode du quotient pour 

l’estimation de taille des cellules de population. Nous proposons de pousser cette démarche et de mettre au 

point un cadre d’intégration pour l’incertitude de l’estimation de l’information de contrôle inconnue à la 

section 6. La disponibilité d’une information de contrôle de population d’une grande qualité et d’une 

puissance prédictive influe directement sur la validité de l’inférence par modèle ou par plan. 

Dans le cadre RMP, les variables auxiliaires X  sont discontinues; nous construisons en tableau croisé les 

cellules de poststratification j  avec la taille de cellule de population jN  et la taille de cellule d’échantillon 

,jn  pour 1, , ,j J=  où J  est le nombre total de cellules de poststratification (Little, 1991, 1993; 

Gelman et Little, 1997; Gelman et Carlin, 2001). La taille totale de population est alors 
=1

=
J

jj
N N  et la 

taille d’échantillon, 
=1

= .
J

jj
n n  

L’inférence poststratifiée diffère de l’inférence par plan d’échantillonnage stratifié du fait que les jn  sont 

maintenant des fonctions aléatoires de la distribution d’échantillonnage .I  Dans l’échantillonnage répété de 

,I  la probabilité est non nulle que = 0jn  pour certains .j  On résout habituellement ce problème avec un 

conditionnement par les jn  observés dans l’échantillon réalisé, mais l’inférence d’échantillon n’est pas 

exempte d’un biais de plan de sondage conditionné par les .jn  Le cadre de régression multiniveau et de 

poststratification pose qu’un modèle pour les jn  tiendra compte déjà des caractéristiques du plan de 

sondage. 

Dans la poststratification, nous supposons implicitement que les unités sont équiprobables dans les 

diverses cellules. Si   est l’estimande de population comme la moyenne d’ensemble ou de domaine et qu’il 

peut s’exprimer comme somme pondérée sur tout sous-ensemble ou domaine D  des poststrates, 
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j jj D

jj D

N

N











 (3.1) 

où j  est l’estimande correspondant de la cellule .j  L’estimateur poststratifié proposé sera de la forme 

générale 

 PS = ,
j jj D

jj D

N

N











 (3.2) 

où j  est l’estimation correspondante dans la cellule .j  Diverses méthodes de modélisation sont possibles 

pour établir les estimations des cellules comme les modèles bayésiens non paramétriques souples et les 

algorithmes d’apprentissage machine (Rasmussen et Williams (2006); Hastie, Tibshirani et Friedman 

(2009)). Nous emploierons ici un modèle de régression hiérarchique en guise d’illustration. 

Dans la pratique, un poids d’enquête s’attache à chaque unité, bien que les poids ne soient pas des 

attributs individuels des unités. Il est naturel de produire une pondération au niveau des unités en se fondant 

sur tout le plan de sondage et d’utiliser les moyennes pondérées de cette forme comme =  

=1 =1
.

n n

i i ii i
w y w   Notre but ici est d’obtenir un jeu équivalent de poids iw  au niveau des unités à l’aide 

d’une procédure par modèle d’estimation de PS  pour lier pondération et poststratification. Les modèles de 

régression peuvent donc servir à obtenir des comptes de poststratification j  pour l’information de 

population; la pondération par modèle est alors recalculée par l’expression en (3.2). 

Dans les modèles classiques de régression, une poststratification intégrale demeure un cas d’espèce où les 

estimations se calculent séparément pour les diverses cellules sans effet collectif et, par conséquent, sans 

regroupement de cellules. Si nous nous intéressons, par exemple, à la moyenne de population, la moyenne 

des cellules sera alors notre estimation. En règle générale, les modèles classiques de régression s’exécutent 

sur les caractéristiques des cellules sans un ajustement extrême de modèle pour chaque cellule. Si plus 

d’interactions entre les caractéristiques sont prévues, la pondération résultante devient plus variable. Par 

ailleurs, un regroupement intégral fait fi de l’hétérogénéité entre cellules. Des modèles hiérarchiques de 

régression se trouveront à lisser les estimations des variables dans un regroupement partiel. 

Gelman (2007) prend le modèle normal échangeable pour illustrer et montre que l’estimation PS  en 

poststratification de la moyenne de population peut s’exprimer comme moyenne pondérée entre la moyenne 

des cellules et la moyenne d’ensemble, ce qui donne les poids unitaires, tout comme en moyenne pondérée 

entre des poids intégralement lissés, 1,jw =  et des poids en poststratification intégrale, =jw  

( ) ( ) .j jN N n n  La poststratification hiérarchique équivaut en gros à un rétrécissement des poids par un 

rétrécissement des estimations des paramètres. Le degré de rétrécissement tend vers zéro à mesure que croît 

la taille d’échantillon, d’où l’implication que les estimations du modèle seront proches des valeurs réelles par 

le plan de sondage. Il faudra cependant développer l’approche pour le traitement d’un grand nombre de 

cellules et d’interactions profondes, ainsi qu’évaluer rigoureusement le rendement d’une pondération par 

modèle. 
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Dans notre application de l’étude LSW, les variables servant à la pondération sont notamment l’âge (cinq 

catégories), l’origine ethnique ou la race (cinq catégories), l’éducation (quatre catégories), le sexe (deux 

catégories), la mesure de la pauvreté (cinq catégories), la taille de la famille (quatre catégories), le nombre de 

personnes âgées (trois catégories) et d’enfants (quatre catégories) dans la famille, ce qui donne 

= 5 5 4 2 5 3 4 4 =J        48 000 poststrates. Les cellules de poststratification sont en majeure 

partie vides ou éparses en raison de la taille limitée d’échantillon (2 002 unités). Les tailles des cellules 

d’échantillon sont en déséquilibre. Souvent, les cellules sont arbitrairement regroupées ou combinées (Little, 

1993) sans que la chose se justifie en théorie. Les procédures récentes de lissage par modèle des poids entre 

les cellules ne pouvaient traiter ces cellules éparses (Elliott et Little, 2000). Xia et Elliott (2016) ont introduit 

une distribution a priori laplacienne pour le lissage des poids sur un nombre modeste de poststrates en 

fonction des probabilités d’inclusion, mais en écartant les variables servant à la pondération et leur structure 

hiérarchique. Avec le cadre RMP, nous tenons compte de la structure hiérarchique des variables pour lisser 

et regrouper les estimations sur les tailles de cellules éparses et déséquilibrées en employant un ensemble 

nouveau de distributions a priori. 

 

3.2  Distribution a priori structurée 
 

Nous présentons ici une distribution a priori structurée pour améliorer la régression multiniveau et la 

poststratification dans le cas des structures de cellules éparses et déséquilibrées, ce qui donne une 

pondération stable d’enquête par modèle qui tient compte de l’information du plan de sondage. Supposons 

que la distribution de population de X  est connue et que nous pouvons tirer les jN  de données externes 

pour décrire une codistribution des variables servant à la pondération. L’extension à des jN  inconnus est 

examinée à la section 6. Dans la pratique, les cellules de poststratification J  peuvent être nombreuses; leur 

nombre peut même l’emporter très largement sur la taille de l’échantillon .n  Les variables de pondération 

pourraient influer sur l’inclusion à cause d’une relation complexe ou d’un mécanisme différentiel de réponse. 

Les interactions profondes sont essentielles dans une structure de relation complexe, mais nous ne pouvons 

les inclure toutes et devons choisir ce qui sera prédictif comme interactions et effets principaux. 

Posons que la réponse d’enquête recueillie est continue, iy  pour = 1, , .i n  Nous nous intéressons ici 

à l’estimation Y  de la moyenne de population. Nous employons ( )1 , , JX X
TT T  pour représenter la 

matrice de prédiction J q  dans la population avec le cadre de poststratification. Pour illustrer, posons 

une distribution normale, 

  ( )2~ , ,i yj iy N    (3.3) 

où  j i  désigne la cellule j  à laquelle appartient l’unité .i  Nous pouvons aussi penser à des variances 

inégales et nous laisserons l’échelle de cellule y  varier entre les cellules en indexation par .j  Pour la 

spécification de distribution a priori de ,j  un choix possible est = j
j X   où   reçoit une certaine 

distribution a priori. Dans l’exemple de régression hiérarchique de Gelman (2007), une distribution 

normale à plusieurs variables est considérée, ( )~ ,i i yy N X    et ( )~ 0, ,N    où les covariables 
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tiennent compte de tous les effets principaux et de quelques interactions binaires choisies dans X  et où la 

matrice des covariances   est diagonale et à échelles différentes. Ce modèle peut être mal spécifié et 

certains poids produits pourraient être négatifs. 

Comme jX  consiste en indicateurs à niveaux différents des q  variables auxiliaires discontinues, nous 

pouvons exprimer la moyenne de cellule de population j  par 

 
( )

( )

( )

( )

( )

( )

1 2

1 2
0 , , ,= ,

q

q
j j k j k j k

k S k S k S

    
  

+ + + +    (3.4) 

où ( )lS  est l’ensemble des termes d’interaction l -multiples possibles et où ( )
,
l

j k  représente le ek  des l -

multiples termes d’interaction de l’ensemble ( )lS  pour la cellule .j  Ainsi, les ( )1
,j k  avec ( )1k S  

correspondent aux effets principaux et les ( )2
,j k  avec ( )2k S  aux termes d’interaction binaire pour la 

cellule .j  Cette décomposition rend compte de toutes les interactions possibles des q  variables. Avec une 

structure de cellules éparses, une sélection de variables est nécessaire. Dans la pratique, nous 

recommandons d’inclure initialement les covariables et les termes d’interaction d’importance 

fondamentale et d’intérêt scientifique dans le modèle (3.4) et de procéder à une sélection bayésienne de 

variables dans ce que nous proposons comme distribution a priori structurée. 

Nous induisons des distributions a priori structurées pour pouvoir traiter les interactions profondes et 

tenir compte de leur structure hiérarchique; les termes d’interaction d’ordre supérieur seront exclus si un des 

effets principaux correspondants n’est pas choisi. Plus augmentent les effets principaux, plus augmentent 

aussi les effets des termes d’interaction en question. Idéalement, il devrait y avoir plus de rétrécissement sur 

les interactions d’ordre supérieur que sur les effets principaux et la distribution a priori devrait traduire la 

structure d’imbrication. Ce défi est le problème qui se pose en inférence bayésienne pour les paramètres de 

variance au niveau du groupe dans une structure d’analyse de variance (Gelman, 2005, 2006). Volfovsky et 

Hoff (2014) présentent une classe de distributions a priori hiérarchiques pour des ensembles d’interactions 

en adaptation à une similarité possible entre niveaux adjacents, là où la matrice des covariances pour les 

interactions d’ordre supérieur est posée comme le produit de Kronecker des matrices des covariances des 

effets principaux après rajustement des grandeurs relatives. Nous développons notre proposition en induisant 

plus de structure entre les paramètres de variance, plus de rétrécissement et un effet de lissage de manière à 

pouvoir traiter un nombre extrêmement grand de cellules aux tailles déséquilibrées par rapport à la structure 

généralement équilibrée de Volfovsky et Hoff (2014), ce qui permet un calcul d’un meilleur rendement. 

Nous prenons comme point de départ des distributions a priori indépendantes sur les paramètres de 

régression :  

 ( ) ( )( )( )2

, ~ 0, ,l l
j k kN     

où ( )l
k  représente l’échelle locale et où   est l’échelle d’erreur globale pour ( )lk S  et = 1, , .l q  

L’échelle d’erreur est la même pour les effets principaux et les interactions d’ordre supérieur, alors que les 
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échelles locales sont différentes. L’effet de rétrécissement est induit par la spécification des échelles 

locales. Nous posons que l’échelle locale des interactions d’ordre supérieur est le produit des échelles 

locales des effets principaux correspondants après rajustement des grandeurs relatives : 

 ( ) ( )

( )

( )

0

0
= ,ll l

k l
kl M

  


   

où ( )l  est le rajustement de grandeur relative et ( )kM  l’ensemble d’effets principaux correspondants qui 

construisent la ek  interaction l -multiple dans l’ensemble ( ) .lS  Ainsi, l’échelle locale de l’interaction 

trinaire de l’âge, du sexe et de l’éducation chez les hommes d’âge moyen ayant fait des études collégiales 

sera le produit des échelles locales des effets principaux sur l’âge, le sexe et l’éducation, c’est-à-dire le 

produit des paramètres d’échelle locale respectivement pour les hommes d’âge moyen ayant fréquenté le 

collège. 

Nous utilisons les hyperdistributions a priori suivantes pour les paramètres d’échelle : 

               échelle d’erreur : ~  Cauchy+ (0,1) 

               échelle locale des effets principaux : (1) ~ (0, 1)k N +
 

               échelle locale des interactions d’ordre supérieur : ( ) ( ) ( )
( )

00

1=l l
kk ll M

  
  (3.5) 

               grandeur relative des interactions d’ordre supérieur : ( ) ( )~ 0, 1 ,l N +
 pour = 2, , .l q  

 

Dans ce cas, Cauchy+ et N +  désignent la partie positive des distributions de Cauchy et normale 

respectivement. Gelman (2006) propose une distribution a priori semi-Cauchy pour le paramètre d’échelle 

des modèles hiérarchiques, une propriété intéressante étant que l’on peut obtenir des valeurs d’échelle 

arbitrairement proches de 0 avec de lourdes queues aux valeurs importantes lorsqu’elles sont confirmées 

par les données. Avec ( )l
k  proche de 0, les échantillons a posteriori de ( )

,
l

j k  sont en rétrécissement vers 0. 

Le paramètre d’échelle des termes d’interaction d’ordre supérieur sera nul si un des paramètres d’échelle 

liés des effets principaux est également nul. L’effet global de régularisation est déterminé par l’échelle 

d’erreur et les paramètres d’échelle multiplicative des effets principaux correspondants. Nous attribuons 

une distribution a priori non informative au terme à l’origine et des distributions a priori faiblement 

informatives aux deux paramètres d’échelle d’erreur globale ( ), ,y   où ~y Cauchy+ (0, 5). 

La distribution a priori en rétrécissement global-local peut stabiliser la modélisation d’effets aléatoires 

dans l’estimation sur petits domaines (Tang, Ghosh, Ha et Sedransk, 2018). La spécification de distribution 

a priori que nous proposons se caractérise par ce rétrécissement global-local et une sélection de groupe pour 

tous les indicateurs de niveau possibles de la même variable dans ce qui ressemblera à un « lasso de groupe » 

(Yuan et Lin, 2006). Nous parvenons à sélectionner des variables selon la même spécification avec la 

distribution a priori horseshoe (Carvalho, Polson et Scott, 2010) et nous améliorons le tout par une sélection 
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de groupe et des échelles multiplicatives pour les interactions d’ordre supérieur, d’où des gains en matière de 

cellules éparses. Nous prenons des distributions a priori semi-Cauchy faiblement informatives pour les 

échelles d’erreur et des distributions a priori semi-normales informatives pour les paramètres d’échelle 

locale, ce qui améliore l’estimation de rétrécissement des paramètres et l’efficacité du calcul. Si l’estimation 

a posteriori du paramètre d’échelle est proche de 0, indice que la variable n’est pas prédictive, on peut en 

post traitement exclure cette variable de la construction des cellules de poststratification pour une réduction 

de dimension. Cette classe de distributions a priori permet une sélection de variables de forte dimension. Elle 

permet en outre de conserver la structure hiérarchique entre effets principaux et interactions. 

Piironen et Vehtari (2016) recommandent le choix a priori d’hyperparamètres de rétrécissement global en 

fonction de ce qu’on croit antérieurement être le nombre de coefficients non nuls dans le modèle. Une 

configuration hiérarchique avec des variables corrélées exige plus d’investigation. Nous prenons par défaut 

le choix de la distribution de Cauchy+ (0, 1) et soumettons à une vaste analyse de sensibilité la spécification 

des hyperparamètres où les résultats ne changent pas. 

 

3.3  Pondération par modèle 
 

Nous pouvons reformuler (3.4) et (3.5) comme modèle normal échangeable : 

 ( )
( )

( )( )
22 2

0
=1

~ , , = .
q

l
j k

l lk S

N       


   (3.6) 

Conditionnée par les paramètres de variance, la moyenne a posteriori est une fonction linéaire des données 

dans le modèle normal avec distribution normale a priori. Ainsi, nous pouvons déterminer des poids 

équivalents *
iw  de manière à pouvoir reformuler l’estimation lissée 

=1

J

j jj
N N  comme moyenne 

pondérée classique, * *

=1 =1
.

n n

i i ii i
w y w   En combinant les estimations de moyenne a posteriori pour j  

et l’estimation par modèle donnée par l’expression en (3.2), Gelman (2007) calcule les poids unitaires 

équivalents pouvant être utilisés sur le mode classique dans la cellule :j  

 

2 2

2 2 2 2

1
1,

1 1

j y j

j

j y j j y

n N N
w

n n n n



 

 

   
  + 

+ +
 (3.7) 

où le poids par modèle est une moyenne pondérée entre une poststratification intégrale sans regroupement 

(poids de ( ) ( ))j jN N n n  et un regroupement intégral (équipondération unitaire). Le facteur de 

regroupement ou de rétrécissement est ( )2 21 1 j yn  +  et dépend du groupe et des variances 

individuelles, tout comme de la taille d’échantillon dans la cellule. Les poids par modèle sont des 

variables aléatoires et une inférence pleinement bayésienne propagera la variabilité correspondante. Nous 

recueillons les valeurs de moyenne a posteriori et les traitons comme des poids pouvant aussi être utilisés 

comme des poids classiques. 
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3.4  Calcul 
 

La procédure d’inférence par prédiction bayésienne hiérarchique et pondération est reproductible et 

extensible. Nous appliquons les distributions a priori structurées que nous proposons dans le paquet 

rstanarm du code source libre R (Goodrich et Gabry, 2017). Le code de ce calcul est disponible en ligne 

(Si, Trangucci et Gabry, 2020) au public. Nous présentons comme exemple le code de l’application en 

données réelles à l’annexe A pour faire la démonstration d’une interface de calcul conviviale et efficace que 

les praticiens des enquêtes peuvent utiliser et adapter en toute simplicité. L’inférence pleinement bayésienne 

s’effectue à l’aide de Stan, logiciel convivial de code source libre qui contribue à l’application généralisée de 

la modélisation bayésienne. Les praticiens des enquêtes résistent aux approches par modélisation 

principalement à cause de la charge de calcul. Il reste que les méthodes par modèle sont prêtes à relever les 

nouveaux défis des mégadonnées d’enquête (structures déséquilibrées de cellules, combinaisons d’enquêtes, 

analyses de flux de données, etc.). Le développement de Stan peut venir bonifier la généralisation de 

l’approche par modélisation et apporter la plateforme de calcul nécessaire à un cadre unifié d’inférence 

d’enquête. 

Dans notre application, les échantillons de Monte Carlo à chaîne de Markov se dosent bien et les chaînes 

convergent rapidement. La rapidité du calcul élargit l’utilité des modes d’inférence d’enquête par modèle. La 

spécification de distribution a priori que nous proposons rend plus stable la pondération lissée avec un 

regroupement partiel. Nous comparons la pondération par modèle à la pondération classique aux sections 4 

et 5 pour démontrer ce qu’est le calage pour les propriétés de plan de sondage (Little, 2011). De plus, nous 

illustrons l’amélioration proposée de l’estimation de domaine dans des structures de cellules d’échantillon 

déséquilibrées et éparses. 

 
4  Études en simulation 
 

Nous évaluons la procédure bayésienne par les propriétés de plan de sondage et en démontrons la 

validité. Nous regardons deux grands scénarios de simulation, soit une structure légèrement déséquilibrée 

avec un nombre modéré de cellules de poststratification et une structure très déséquilibrée avec un grand 

nombre de cellules de poststratification. Nous évaluons la validité statistique de l’estimation pondérée par 

modèle de population finie et de l’inférence de domaine pour démontrer le gain de capacité de solution des 

problèmes de la pondération classique. Pour illustrer la capacité de sélection de variables et de maintien de la 

hiérarchie avec les gains d’efficacité qui s’ensuivent, nous comparons l’estimation a posteriori à celle d’une 

distribution a priori indépendante, mais sans la contrainte d’échelle multiplicative, ce qui ressemblera à la 

distribution a priori horseshoe sous spécification de groupe comme distribution a priori indépendante dans 

notre exposé : ( ) ( )( )( )2
~ 0, .l l

k kN   

Nous examinons les prédictions par modèle avec distribution a priori structurée (Str-P) et distribution 

a priori indépendante (Ind-P). Pour une inférence pondérée, nous évaluons l’estimation après avoir appliqué 

la pondération par modèle avec distribution a priori tant structurée qu’indépendante, la pondération avec 
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méthode itérative du quotient (Rake-W), la pondération classique de poststratification (PS-W) et la 

pondération à probabilités inverses de sélection (IP-W). Nous présentons les outils graphiques de diagnostic 

permettant de comparer les poids et l’inférence pondérée. 

Nous nous reportons à l’ACS de 2011 auprès des résidents adultes de la ville de New York comme 

« population » et en tirons au hasard des échantillons par le modèle préspécifié de sélection sans non-

réponse. Nous prenons les covariables de l’ACS et simulons la variable de résultat afin d’obtenir la 

distribution réelle comme étalon. Les détails des spécifications de modèle sont donnés à l’annexe B pour les 

scénarios qui suivent. Nous appliquons la méthode itérative du quotient en équilibrant les distributions 

marginales des variables de calage dans le modèle de sélection et produisons la pondération par cette même 

méthode du quotient. Nous obtenons les poids classiques de poststratification j jN n  en appariant les 

indices des cellules de l’échantillon et des cellules de la population. Le modèle de sélection peut nous donner 

des poids en probabilité inverse de sélection par appariement des indices des unités de l’échantillon. Nous 

produisons aussi une pondération par modèle avec des distributions a priori indépendantes pour les effets 

principaux et les termes d’interaction d’ordre supérieur des variables de l’ACS. Nous normalisons les poids 

produits à la moyenne 1 pour faciliter la comparaison. 

 
4.1  Structure légèrement déséquilibrée 
 

Nous traitons d’abord une structure légèrement déséquilibrée où le nombre de cellules de 

poststratification et la taille des cellules de l’échantillon sont modérés. Nous procédons par échantillonnage 

répété pour examiner les propriétés fréquentistes des prédictions par modèle et des inférences pondérées. 

Comme il n’y a guère d’effet de rétrécissement sur les interactions d’ordre supérieur, la prédiction et la 

pondération par modèle avec des distributions a priori structurées sont d’un même rendement qu’avec des 

distributions a priori indépendantes, tout en dépassant le rendement de la pondération classique. 

Posons que trois variables sont incluses dans les modèles de sélection et de résultat, à savoir l’âge, 

l’origine ethnique et l’éducation. Nous employons les trois variables de l’ACS en discontinu avec age (18–

34, 35–44, 45–54, 55–64, 65+), eth (Blancs non hispanophones, Noirs non hispanophones, Asiatiques, 

Hispanophones et autres) et edu (moins que l’école secondaire, école secondaire, années de collège, 

baccalauréat ou études supérieures). Le nombre de cellules de poststratification est de 5 5 4 = 100.   

Nous posons que le résultat dépend des interactions profondes avec tous les effets principaux et les termes 

d’interaction binaire et trinaire entre les trois variables. Nous posons aussi que la variable indicatrice de 

sélection dépend des trois effets principaux. Les valeurs spécifiques des coefficients figurent aux 

tableaux B.2 et B.3 à l’annexe B. Nous fixons les valeurs de manière à traduire l’étroitesse de la corrélation 

entre les covariables et les variables dépendantes. Et les effets ne sont pas nécessairement les mêmes entre 

les niveaux adjacents des facteurs, ce qui diffère des scénarios dans Volfovsky et Hoff (2014). Nous fixons à 

1 l’échelle d’erreur du modèle de résultat, la valeur réelle étant toujours intégralement tirée de l’estimation 

a posteriori. Le modèle de génération de données diffère du modèle d’estimation, mais ce dernier est assez 

souple pour comprendre le premier, puisque la structure de dépendance est recouvrée par l’estimation. Notre 

proposition est robuste à l’égard des erreurs de spécification de modèle. 
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Nous répétons l’échantillonnage 500 fois. Les tailles d’échantillon varient de 2 141 à 2 393 et la médiane 

est de 2 288. Nous relevons des cellules vides dans l’échantillon avec des probabilités de sélection (variant 

de 0,001 à 0,269) étalées sur le processus d’échantillonnage répété. Le nombre de cellules occupées dans 

l’échantillon est de 80 à 93 pour une médiane de 87. Une structure légèrement déséquilibrée des cellules est 

fréquente dans les enquêtes pratiques dont le plan de sondage est simple et propre. Les quantités de 

population d’intérêt sont la moyenne générale, la moyenne de domaine sur les 13 (= 5 4 4)+ +  niveaux 

marginaux des trois variables et la moyenne de domaine pour les jeunes non blancs (un exemple 

d’interaction entre l’âge et l’origine ethnique/race). Nous examinons la valeur absolue du biais d’estimation, 

la racine de l’erreur quadratique moyenne (REQM), l’erreur-type (ET) approchée par la valeur moyenne des 

écarts-types (e.-t. moyen) et le taux nominal de couverture des intervalles de confiance à 95 %. 

Les résultats à la figure 4.1 indiquent que les prédictions par modèle se caractérisent entre toutes les 

méthodes par le REQM et l’ET les plus bas avec des taux raisonnables de couverture et un biais comparable. 

Toutes les variables influant sur le mécanisme de résultat et de sélection sont comprises dans le modèle 

suivant le principe bayésien d’un mécanisme d’échantillonnage ignorable. Le modèle prédira toutes les 

estimations des cellules, y compris des cellules vides de l’échantillon, dans ce qui représente une utilisation 

intégrale de l’information de population et de la structure des cellules de poststratification. L’inférence 

pondérée est conditionnelle aux unités observées dans les cellules occupées et est donc moins efficace que 

les prédictions par modèle. Généralement parlant, l’inférence sur pondération par modèle présente des 

valeurs REQM et ET moindres, mais des taux de couverture plus raisonnables que dans la pondération 

classique. L’ajustement par la méthode itérative du quotient ne vaut pas pour l’estimation de domaine avec 

un biais et une REQM importants et une piètre couverture, bien que le mécanisme de sélection dépende 

seulement des effets principaux. L’inférence sur pondération à probabilités inverses de sélection tend à 

présenter des ET élevées mais des taux de couverture faibles, plus particulièrement pour l’estimation de 

domaine. L’inférence sur pondération de poststratification est proche de l’estimation pondérée par modèle, 

car les tailles de domaine sont modestement grandes. L’effet de rétrécissement des cellules vers des poids 

nuls est ténu (de 0 à 0,19 pour une moyenne de 0,05) lorsque le plan de sondage est légèrement déséquilibré. 

Le nombre de cas ayant moins que les études secondaires est petit (80 environ) d’où un grand biais 

d’estimation et une ET importante pour les inférences pondérées, mais non dans les prédictions par modèle. 

Ces prédictions stabilisent l’estimation sur petits domaines par lissage, comme on peut le voir au tableau 4.1 

qui présente la comparaison numérique pour l’inférence de sous-domaine. 

La prédiction par modèle fonctionne bien et de la même manière avec une distribution a priori structurée 

et une distribution a priori indépendante. C’était à prévoir à cause du léger effet de rétrécissement. La 

structure des cellules est peu déséquilibrée et les modèles de résultat et de sélection dépendent de l’ensemble 

des effets principaux et des termes d’interaction d’ordre supérieur. Toutefois, la distribution a priori 

structurée permet une inférence plus efficace que la distribution a priori indépendante avec une ET moindre. 

Cette amélioration est manifeste lorsque le plan de sondage est très déséquilibré, comme on peut le voir dans 

la simulation à la section 4.2. 
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Figure 4.1 Comparaison des rendements de la prédiction et de la pondération pour la validité de l’inférence de 

population finie avec un plan de sondage légèrement déséquilibré. L’axe des y désigne les différents 

groupes pour l’estimation de moyenne. L’axe des x comprend deux méthodes de prédiction par 

modèle (Str-P et Ind-P), deux méthodes de pondération par modèle (Str-W, Ind-W) et trois 

méthodes de pondération classique (PS-W, Rake-W et IP-W). Str-P : prédiction par modèle avec 

distribution a priori structurée; Ind-P : prédiction par modèle avec distribution a priori 

indépendante; Str-W : pondération par modèle avec distribution a priori structurée; Ind-W : 

pondération par modèle avec distribution a priori indépendante; Rake-W : pondération avec 

méthode itérative du quotient; PS-W : pondération de poststratification; IP-W : pondération à 

probabilités inverses de sélection. Les graphiques indiquent que les prédictions par modèle sont d’un 

meilleur rendement que les pondérations avec les plus petites valeurs REQM et ET, des taux 

raisonnables de couverture et un biais comparable entre toutes les méthodes. L’inférence pondérée 

par modèle présente des valeurs REQM et ET moindres mais des taux de couverture plus 

raisonnables que dans la pondération classique. 
 

 
 
Tableau 4.1 

Comparaison des rendements de la prédiction et de la pondération pour la moyenne de sous-groupe des 

jeunes non blancs avec un plan de sondage légèrement déséquilibré 
 

 Str-P Ind-P Str-W Ind-W  PS-W  Rake-W  IP-W  

Biais absolu  0,02   0,02   0,05   0,05   0,04   0,03   0,02  

REQM  0,07   0,07   0,11   0,11   0,10   0,17   0,17  

ET moyenne  0,08   0,08   0,13   0,13   0,13   0,13   0,13  

Couverture  0,97   0,98   0,94   0,94   0,94   0,88   0,86  
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De plus, nous avons examiné neuf cas avec différents modèles de résultat d’enquête et de sélection 

d’échantillon et selon divers prédicteurs comme au tableau B.1 à l’annexe B. Les valeurs spécifiques des 

coefficients figurent dans les tableaux B.2 et B.3. La conclusion qui revient est que la prédiction et la 

pondération par modèle permettent une inférence plus efficace et précise que la pondération classique, plus 

particulièrement dans le cas de l’estimation de domaine. 

 

4.2  Structure très déséquilibrée 
 

La complexité des plans de sondage et des mécanismes de réponse tend à créer des structures de données 

très déséquilibrées où la plupart des cellules de poststratification sont éparses ou vides. La distribution 

a priori structurée que nous proposons produit un fort effet de régularisation qui stabilise la prédiction par 

modèle et améliore l’efficacité de l’estimation, surtout de l’estimation de domaine; son rendement se révèle 

supérieur à celui de la distribution a priori indépendante. L’inférence a posteriori portant sur les paramètres 

d’échelle peut éclairer la sélection des variables et ainsi améliorer l’interprétation du modèle. Si les effets 

principaux ne sont pas prédictifs, les interactions liées d’ordre supérieur ne le seront pas non plus. Il reste 

que l’inférence a posteriori avec des distributions a priori indépendantes déforme la structure hiérarchique 

entre les effets principaux et les interactions d’ordre supérieur et n’éclaire guère la sélection des variables. 

Les inférences par pondération classique sont d’une haute variabilité dans un scénario de cellules éparses. 

Comme on le fait dans la LSW, nous puisons dans les données de l’ACS de 2011 pour la ville de New 

York huit variables qui influent sur l’inclusion dans l’échantillon : age (18–34, 35–44, 45–54, 55–64, 65+), 

eth (Blancs non hispanophones, Noirs non hispanophones, Asiatiques, Hispanophones, autres), edu (moins 

que l’école secondaire, école secondaire, années de collège, baccalauréat ou études supérieures), sexe 

(masculin, féminin), pov (ménage à un revenu ou mesure de la pauvreté, écart de pauvreté de moins de 50 %, 

de 50 à 100 %, de 100 à 200 %, de 200 à 300 % et de plus de 300 %), cld (0, 1, 2, 3+ jeunes enfants dans la 

famille), eld (0, 1, 2+ personnes âgées dans la famille) et fam (1, 2, 3, 4+ membres dans la famille). Le 

nombre de cellules uniques occupées par les éléments de cette classification est de 8 874 et le nombre de 

cellules de poststratification construites en tableau croisé intégral s’élève à 48 000. 

Dans la simulation décrite aux tableaux B.4 et B.5, la probabilité de sélection dépend des effets 

principaux de toutes les variables et le résultat, des effets principaux de cinq variables. Les probabilités de 

sélection des cellules sont en grappe, c’est-à-dire que certaines cellules présenteront la même probabilité de 

sélection. L’échelle d’erreur est fixée à 1 dans le modèle de résultat. Les probabilités de sélection vont de 0 à 

0,90 pour une moyenne de 0,12. Nous sélectionnons 6 374 unités. Bien que les tailles d’échantillon soient 

importantes, la simulation crée une structure très déséquilibrée. La majorité des cellules sont vides et 

1 096 cellules sélectionnées sur 1 925 comportent une seule unité. À partir d’un modèle d’estimation avec 

cellules éparses, nous posons que le modèle en (3.4) des estimations des cellules comprend les effets 

principaux des huit variables, huit interactions binaires et deux interactions trinaires. Ces termes peuvent être 

des facteurs importants en pondération du point de vue de l’organisateur d’enquête. Notre proposition peut 

éclairer la sélection des variables et donc faciliter la réduction de dimension. 



Techniques d’enquête, décembre 2020 211 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Lorsque seuls les effets principaux sont prédictifs, les valeurs de médiane a posteriori avec la distribution 

a priori structurée pour les échelles de cld, eld et fam sont petites (0,002, 0,003 et 0,000); pour les échelles de 

toutes les interactions d’ordre supérieur, elles sont proches de 0 (et d’une grandeur inférieure ou à peu près 

égale à 0,0001). La moyenne a posteriori de l’échelle d’erreur est de 0,99 avec une ET de 0,008, ce qui est 

proche de la valeur réelle 1. Cela s’accorde avec ce que laisse prévoir le plan de sondage en simulation. Avec 

la distribution a priori indépendante cependant, la structure hiérarchique entre les effets principaux et les 

termes d’interaction d’ordre supérieur est écartée. Les échantillons a posteriori des paramètres d’échelle des 

interactions d’ordre supérieur peuvent l’emporter sur ceux des effets principaux. On ne sait au juste quelle 

est leur puissance prédictive, et il est alors difficile de choisir des termes d’interaction. Les échantillons 

a posteriori des paramètres de variance avec les distributions a priori indépendantes tendent à une haute 

variabilité avec de lourdes queues. Ainsi, les variances des effets principaux de l’âge et du sexe présentent 

des valeurs échantillonnées extrêmement grandes (14 496 et 390 000) et les distributions sont asymétriques. 

Dans le cas des variables à peu de niveaux comme la variable du sexe, l’estimation de variance au niveau du 

groupe est sensible à la distribution a priori; la distribution a priori indépendante ne peut bien se régulariser 

dans ce cas. La distribution a priori structurée donne un meilleur résultat, car nous supposons que les 

distributions a priori ont un certain paramètre en commun et exploitent plus d’information aux fins de 

l’estimation, d’où la capacité de stabiliser l’estimation de variance. La distribution a priori structurée rend 

l’inférence plus stable que la distribution a priori indépendante et se trouve en plus à pouvoir faciliter la 

sélection des variables. 

Ce que nous proposons comme distribution a priori structurée nous amènerait à exclure les effets 

principaux et les interactions d’ordre supérieur non prédictifs dans le modèle de régression des estimations 

des cellules, soit par un post traitement à 0 des échantillons a posteriori des échelles et des coefficients 

correspondants, soit par un nouvel ajustement du modèle modifié. Dans le plan de sondage en simulation, 

trois variables influent sur les probabilités de sélection, mais ne sont pas liées au résultat. L’inclusion de ces 

variables dans le modèle de régression accroîtra la variabilité de l’inférence. La structure des cellules de 

poststratification tient compte des huit variables, de sorte que l’hypothèse d’échantillonnage ignorable soit 

respectée. Une autre modification pourrait être l’exclusion des trois variables de la poststratification, ce qui 

pourrait rendre vulnérable l’hypothèse d’ignorabilité, mais en offrant des gains d’efficacité. C’est là un 

arbitrage entre efficacité et robustesse qui doit se faire en fonction de l’intérêt de fond de l’étude. Nous 

devons examiner plus avant la sélection de variables de résultat d’enquête dans le processus de pondération, 

ce que nous ferons à la section 6. Nous avons comparé cette inférence à l’inférence après exclusion des 

termes non prédictifs et nous avons obtenu des résultats semblables pour l’estimation de population finie et 

de domaine, car les estimations des paramètres sont proches de 0 pour les termes non prédictifs. Ici, nous 

présentons les résultats en gardant ces variables dans la construction des cellules de poststratification et dans 

le modèle de régression. 

D’abord, nous comparons les poids produits en pondération par modèle et en pondération classique. Nous 

observons les échantillons a posteriori des poids produits et présentons la moyenne a posteriori comme base 
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de pondération par modèle. La pondération par modèle est d’une variabilité et d’une étendue inférieures à 

celles de la pondération classique, comme on peut le voir à la figure 4.2. La procédure itérative d’ajustement 

proportionnel ne converge pas après les 10 itérations par défaut et leur nombre doit augmenter. Nous 

examinons la distribution du résultat après prise en compte des poids et la comparons à la distribution de 

population et d’échantillon dans la partie droite de la figure 4.2. La distribution d’échantillon diffère de la 

distribution de population par une sous-estimation des valeurs de résultat. La distribution pondérée 

s’infléchit en direction de la population réelle. Les distributions de résultat après pondération se ressemblent 

entre la pondération par modèle et la pondération classique. La pondération par modèle crée une distribution 

lisse des résultats, ce qui est raisonnable puisque nous nous attendons à ce que cette pondération soit d’un 

même rendement que la pondération classique dans l’estimation ponctuelle, mais en améliorant l’efficacité 

par une moindre variabilité. L’effet de rétrécissement avec la distribution a priori structurée est marqué et 

varie de 0,86 à 1,00 pour une moyenne de 0,90. La structure très déséquilibrée des cellules nécessite un fort 

effet de lissage entre cellules. La pondération par modèle avec les distributions a priori structurée et 

indépendante est d’une même répartition avec les poids de poststratification, d’où l’omission des deux 

derniers ensembles de poids à la figure 4.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.2 Comparaison des poids produits après une transformation logarithmique et des distributions 

pondérées de résultat avec un plan de sondage très déséquilibré. Str-W : pondération par modèle 

avec distribution a priori structurée; Rake-W : pondération avec méthode itérative du quotient; IP-

W : pondération avec probabilités inverses de sélection. Échantillon : distribution d’échantillon des 

résultats; POP : distribution de population des résultats. La pondération par modèle est plus stable 

et donne une distribution plus lisse des résultats après pondération que la pondération avec méthode 

itérative du quotient et par probabilités inverses de sélection. 

 

Nous examinons l’inférence de la moyenne d’ensemble et de la moyenne de domaine sur les niveaux 

marginaux et pour les jeunes adultes non blancs. Les conclusions sont les mêmes qu’à la section 4.1. La 

prédiction par modèle donne un meilleur résultat que l’inférence pondérée et le biais et l’erreur-type sont les 

plus bas. Cet avantage peut s’expliquer du fait que le modèle exploite l’information de population pour 

prédire les cellules vides en régularisation. L’inférence sur pondération par modèle présente des ET 
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inférieures à celles de l’inférence par pondération classique. Lors même que les probabilités de sélection 

dépendraient seulement des effets principaux, la méthode itérative du quotient laisse un petit biais, mais 

fonctionne mal avec une ET élevée. 

Dans un plan de sondage très déséquilibré, l’inférence pondérée par modèle avec distribution a priori 

structurée est plus efficace qu’avec une distribution a priori indépendante ou dans une pondération de 

poststratification. Nous mettons en comparaison les ET des estimations de moyenne marginale des huit 

variables pour les trois méthodes de pondération et nous mettons en graphique les ratios relatifs dans la 

partie gauche de la figure 4.3. L’inférence pondérée par modèle présente des ET inférieures à celles de 

l’estimation par pondération de poststratification. C’est la pondération avec distribution a priori structurée 

qui comporte les ET les plus basses. Comme les tailles d’échantillon et de domaine sont importantes et que 

le modèle de génération des données est à cellules éparses, l’inférence sur pondération par modèle représente 

une légère amélioration sans plus sur l’inférence par pondération de poststratification en raison d’un léger 

effet de lissage. 

La prédiction et l’inférence par modèle sont plus efficaces avec une distribution a priori structurée 

qu’avec une distribution a priori indépendante. Les ET sont moins élevées avec la première qu’avec la 

seconde dans la partie droite de la figure 4.3. Pour démontrer le gain d’efficacité, nous considérons les 

erreurs-types des estimations de population des cellules. En général, l’inférence bayésienne est d’une 

moindre variabilité avec une distribution structurée qu’avec une distribution indépendante, plus 

particulièrement dans les scénarios à cellules éparses. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.3 Comparaison d’efficacité dans les rendements de prédiction et de pondération pour l’inférence de 

population finie et de domaine avec un plan de sondage très déséquilibré. Le graphique de gauche 

porte sur l’estimation de la moyenne sur les marges définies par les huit variables. Le graphique de 

droite présente l’estimation de population de la moyenne des cellules. La prédiction et la 

pondération par modèle donnent des erreurs-types moindres avec la distribution a priori structurée 

qu’avec la distribution a priori indépendante. La pondération par modèle se caractérise par des 

erreurs-types inférieures à celles de la pondération de poststratification. 
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Nous posons différents modèles de résultat et de sélection avec diverses covariables dans les scénarios 

résumés au tableau B.4 et parvenons aux mêmes conclusions en matière d’évaluation. 

 
5  Application à l’étude longitudinale du bien-être 
 

Dans le contexte décrit à la section 2, nous appliquons l’inférence par prédiction et pondération à la 

Longitudinal Study of Wellbeing (LSW) de la ville de New York. Nous apparions la LSW et la population 

d’âge adulte par l’ACS. Nous désirons procéder à une inférence de population finie et de domaine et 

produire des poids se prêtant à une utilisation en analyse générale. Le résultat d’intérêt est la cote 

autodéclarée de satisfaction dans la vie sur une échelle de 1 à 10. Nous modélisons le résultat en distribution 

normale, ce qui n’est pas tout à fait juste si nous considérons que les réponses sont discontinues, mais ce qui 

devrait convenir en pratique pour l’estimation des moyennes. Nous prenons d’abord les huit mêmes 

variables pour construire les cellules de poststratification et employons le même modèle d’estimation qu’à la 

section 4.2 avec une distribution a priori structurée. L’inférence a posteriori indique que les variables sex, 

cldx, eldx et psx ne sont pas prédictives, pas plus que les interactions liées d’ordre supérieur. Les estimations 

d’échelle de ces termes ont des valeurs de médiane a posteriori proches de 0 et plusieurs valeurs importantes 

sont à longue queue. Les échantillons a posteriori d’échelle de plusieurs interactions d’ordre supérieur parmi 

les quatre variables restantes se concentrent autour de 0, ce qui montre que les valeurs ne sont pas 

prédictives. Un autre facteur de complexité est que, pour les cellules de l’échantillon de la LSW, les cellules 

correspondantes de population ne sont pas disponibles dans les données de l’ACS, ce qui pourrait 

s’expliquer par le fait que la base de sondage n’est pas l’enquête ACS. L’information de population est 

inconnue pour les cellules en question et des hypothèses invérifiables doivent être posées. L’ajustement du 

modèle s’améliore après la sélection des variables lorsque nous vérifions les erreurs de prédiction dans les 

estimations des cellules. 

Nous employons, par conséquent, quatre variables après sélection, soit age, eth, edu et pov, ce qui permet 

de construire 500 cellules de poststratification. Les 2 002 unités de la LSW se répartissent entre 359 cellules. 

La cellule la plus grande de l’échantillon compte 86 unités et 92 cellules comportent une seule unité. Les 

covariables du modèle en (3.4) pour les estimations des cellules sont les effets principaux des quatre 

variables, cinq interactions binaires (age * eth, age * edu, eth * edu, age * inc et eth * inc) et deux 

interactions trinaires (age * eth * edu et age * eth * inc). Nous effectuons une inférence pleinement 

bayésienne avec les distributions a priori structurées. Nous désirons estimer la cote moyenne de satisfaction 

dans la vie pour l’ensemble et certains sous-groupes de la population adulte de la ville de New York et nous 

construisons une pondération à des fins d’analyse générale à l’aide de la LSW. 

La médiane a posteriori de l’échelle des unités à l’intérieur des cellules y  est de 1,93 pour un intervalle 

de crédibilité à 95 % [1,87, 1,99]. La médiane a posteriori de l’échelle de groupe   est de 0,79 pour un 

intervalle de crédibilité à 95 % [0,65, 1,02]. Cela donne des effets de rétrécissement modérément importants 

qui varient de 0,11 à 0,90 pour une moyenne de 0,30 entre cellules. L’effet modéré de rétrécissement est 
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logique en cas d’inclusion des quatre variables et des interactions jusqu’aux interactions trinaires. Nous 

présentons les valeurs de moyenne a posteriori des poids par modèle dans la partie gauche de la figure 5.1. 

Nous pouvons produire la pondération avec la méthode itérative du quotient après ajustement en fonction 

des distributions marginales des quatre variables et la pondération de poststratification avec les données de 

l’ACS. Nous obtenons l’information de population après application des poids des personnes de l’ACS. 

À comparer à la pondération classique, la pondération par modèle est d’une moindre variabilité avec 0,32 

comme écart-type et 3,87 comme rapport maximum-minimum; ces valeurs sont bien inférieures à celles de 

la pondération avec méthode itérative du quotient et de la pondération de poststratification, comme le montre 

le tableau 5.1. La partie droite de la figure 5.1 présente la distribution après pondération des cotes de 

satisfaction dans la vie. Les distributions pondérée basée sur un modèle et pondérée classique se ressemblent 

comme on pouvait s’y attendre et s’accordent avec les résultats à la section 4.2. Le processus de pondération 

tient compte de la distribution d’échantillon en majorant la pondération des cotes hautes et en minorant celle 

des cotes basses. La LSW suréchantillonne les résidents pauvres qui sont généralement insatisfaits dans la 

vie et l’ajustement de pondération comble l’écart. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5.1 Comparaison des poids produits après transformation logarithmique et des distributions pondérées 

des cotes de satisfaction dans la vie dans le cadre de la LSW. Str-W : pondération par modèle avec 

distribution a priori structurée; Rake-W : pondération avec méthode itérative du quotient; IP-W : 

pondération à probabilités inverses de sélection; échantillon : distribution d’échantillon des 

résultats. Les distributions pondérées se ressemblent entre pondération par modèle et pondération 

classique, mais la première de ces pondérations est plus stable que la seconde. 

 
Le tableau 5.1 et la figure 5.2 présentent l’inférence de population finie et de domaine. La cote moyenne 

de satisfaction dans la vie des adultes dans la ville de New York s’établit à 7,24 et l’erreur-type est de 0,05 

selon les prédictions du modèle structurel. L’estimation est la même pour la pondération par modèle que 
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pour la pondération avec méthode itérative du quotient, mais elle est moindre que dans le cas de la 

pondération de poststratification, mais sans que la différence soit significative. Ainsi, le modèle structurel 

prédit la cote moyenne de satisfaction dans la vie chez les Blancs d’âge moyen ayant fait des études 

collégiales et dont le revenu est plus de trois fois le seuil de pauvreté avec une valeur de 7,40 pour une 

erreur-type de 0,10. Ce sont des valeurs supérieures à celles des inférences pondérées. Cependant, les cotes 

prédites pour les personnes âgées au revenu relativement bas (7,37, ET de 0,15) et pour les New-Yorkais 

noirs à faible revenu (7,01, ET de 0,18) sont inférieures à celles des inférences pondérées. La différence 

pourrait s’expliquer par la non-représentativité de la LSW et par les interactions profondes incluses par le 

modèle. Le sous-groupe des Blancs d’âge moyen ayant fréquenté le collège peut être sous-observé dans la 

LSW (cellules de poststratification vides). Il y aurait en revanche surobservation des Noirs pauvres et âgés. 

La pondération des échantillons observés ne permet ni inférence ni extrapolation sur les gens absents de 

l’enquête. Les différences ne sont pas significatives, mais les inférences conditionnées par les échantillons 

prélevés ne sauraient restituer la vérité, surtout dans le cas des estimations de cellules vides. La figure 5.2 

indique que la prédiction par modèle livre, par rapport aux inférences pondérées, des cotes supérieures pour 

les jeunes adultes hautement instruits et hispanophones de la ville de New York, mais inférieures pour les 

citadins correspondants dont l’écart de pauvreté est de moins de 50 %. 

 

Tableau 5.1 

Comparaison du rendement de la prédiction et de la pondération dans l’estimation de diverses moyennes de 

domaine pour la satisfaction dans la vie dans le cadre de la LSW. Str-P : prédiction par modèle avec 

distribution a priori structurée; Str-W : pondération par modèle avec distribution a priori structurée; Rake-

W : pondération avec méthode itérative du quotient; PS-W : pondération de poststratification 
 
 Str-P Str-W Rake-W PS-W 

Écart-type des poids/moyenne des poids   0,32 0,66 0,80 

Rapport maximum/minimum des poids  3,87 81,28 274,65 

Moyenne générale pour les adultes de la ville de New York ( =n 2 002) 

Estimation 7,24 7,23 7,24 7,30 

ET 0,05 0,05 0,05 0,06 

Moyenne pour les Blancs d’âge moyen ayant fréquenté le collège et dont l’écart de pauvreté est de > 300 % ( = 222n ) 

Estimation 7,40 7,34 7,34 7,34 

ET 0,10 0,11 0,11 0,11 

Moyenne pour les personnes âgées dont l’écart de pauvreté est de < 200 % ( = 154n ) 

Estimation 7,37 7,52 7,49 7,53 

ET 0,15 0,18 0,19 0,22 

Moyenne pour les Noirs dont l’écart de pauvreté est de < 50 % ( = 57n ) 

Estimation 7,01 7,16 7,30 7,16 

ET 0,18 0,26 0,28 0,29 

 

Les ET sont semblables pour l’estimation de moyenne générale entre les prédictions et diverses 

inférences pondérées en raison de la grande taille de l’échantillon. Dans le cas de l’estimation de domaine, la 

prédiction et la pondération par modèle sont plus efficaces que la pondération avec méthode itérative du 

quotient et la pondération de poststratification; la prédiction par modèle présente l’erreur-type la plus basse. 

L’estimation de moyenne de domaine pour les cotes de satisfaction dans la vie sur les niveaux marginaux 

des quatre variables (voir la figure 5.2) témoigne encore plus des gains d’efficacité qu’offrent la prédiction et 
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la pondération par modèle. Celles-ci améliorent particulièrement l’estimation sur petits domaines et 

accroissent l’efficacité. 

Les praticiens des enquêtes comparent souvent la distribution pondérée des caractéristiques 

sociodémographiques à la distribution de population pour vérifier l’effet de la pondération. Les diagnostics 

de pondération doivent être mieux étudiés et gérés, mais nous y faisons appel et mettons en comparaison la 

pondération par modèle et la pondération classique. Nous calculons les distances euclidiennes entre les 

distributions pondérées et la distribution de population pour les effets principaux et les interactions d’ordre 

supérieur en ce qui concerne les quatre variables de la LSW (voir le tableau B.6 à l’annexe B). Les 

distributions pondérées sont généralement proches des distributions réelles. La méthode itérative du quotient 

permet un ajustement en fonction des distributions marginales des variables de calage, mais elle déforme les 

codistributions là où la structure de dépendance est uniquement déterminée par l’échantillon hors de tout 

calage. La pondération de poststratification tient compte de la codistribution, mais les cellules vides dans 

l’échantillon empêchent un parfait appariement. La structure déséquilibrée des cellules rend l’inférence 

instable. La pondération par modèle lisse les poids de poststratification et réussit mieux que la pondération 

avec méthode itérative du quotient à apparier les distributions des termes d’interaction trinaire et quatrinaire. 

Souvent, les praticiens s’appuient sur les distributions marginales pour évaluer le rendement en pondération, 

favorisant ainsi la méthode itérative du quotient. Il reste que cette méthode donne lieu à des inférences 

hautement variables et potentiellement biaisées (voir la section 4), même là où l’ajustement qu’elle permet 

est correct. Un pas en avant dans ce domaine sera d’intégrer des contraintes en modifiant la pondération par 

modèle dans un désir d’appariement des distributions marginales. 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5.2 Comparaison du rendement de la prédiction et de la pondération dans l’estimation des cotes de 

satisfaction dans la vie sur les distributions marginales de quatre variables de la LSW. Str-P : 

prédiction par modèle avec distribution a priori structurée; Str-W : pondération par modèle avec 

distribution a priori structurée; Rake-W : pondération avec méthode itérative du quotient; PS-W : 

pondération de poststratification. La prédiction et la pondération par modèle donnent des 

estimations différentes pour plusieurs sous-ensembles et sont généralement plus efficaces que la 

pondération classique. 
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6  Analyse 
 

Nous combinons la prédiction bayésienne et la pondération en une approche unifiée pour l’inférence 

d’enquête. La régression multiniveau avec distributions a priori structurées et la poststratification appliquée à 

l’inférence de population permettent une estimation efficace si elles tiennent compte des caractéristiques du 

plan de sondage. Le calcul se fait au moyen de Stan et est rendu disponible dans le paquet rstanarm en R 

pour le public. L’évolution des logiciels favorise les approches par modèle dans la recherche et l’exécution 

d’enquête. Nous construisons une pondération par modèle stable et calée pour résoudre les problèmes de la 

pondération classique. Dans le présent article, nous développons le cadre de prédiction et de pondération par 

modèle et apportons une première contribution à l’évaluation des propriétés statistiques de la pondération par 

modèle. Nous mettons en comparaison cette pondération et la pondération classique. Les poids par modèle 

font l’objet d’un lissage sur les cellules de poststratification et améliorent l’estimation sur petits domaines. 

La distribution a priori structurée exploite la structure hiérarchique entre les effets principaux et les 

termes d’interaction d’ordre supérieur pour introduire des contraintes multiplicatives sur les paramètres 

d’échelle correspondants. Elle vient informer la sélection des variables. Il est possible d’améliorer le modèle 

après le post traitement des inférences a posteriori. Le modèle structurel bayésien rend l’inférence plus stable 

qu’avec les distributions a priori indépendantes. L’hypothèse posée d’une hiérarchie pourrait ne pas être 

valide dans certains cas spéciaux comme pour le problème « ou exclusif » où deux variables n’ont pas 

d’effets principaux, mais une parfaite interaction. Nous n’avons néanmoins aucune preuve solide dans les 

études d’application à opposer à la notion de vraisemblance d’un traitement hiérarchique. Qui plus est, un 

cadre unifié de prédiction et de pondération est bien armé pour traiter les cas de plans de sondage complexes 

et de mégadonnées dans les enquêtes, qu’il s’agisse des données de flux ou des combinaisons d’enquêtes. 

Le cadre général de la régression multiniveau et de la postratification (RMP) se prête à l’adoption de 

stratégies souples de modélisation. Dans cet article, nous illustrons la chose par un modèle de régression 

avec l’ensemble des variables d’intérêt et les interactions d’ordre supérieur et intégrons des distributions 

a priori structurées à des fins de régularisation. D’autres méthodes (modèles non paramétriques, outils 

d’apprentissage automatique, etc.) peuvent s’appliquer dans ce même cadre et s’avèrent robustes à l’égard 

des erreurs de spécification de modèle. Si et coll. (2015) se servent de modèles de régression à processus 

gaussien pour emprunter de l’information à la structure de cellules de poststratification selon les distances 

entre les poids à probabilités inverses d’inclusion. D’autres possibilités consisteraient à appliquer de telles 

approches souples au lissage des poids et au calcul d’une pondération par modèle. 

Les vastes possibilités d’application qui s’offrent ne vont pas sans un certain nombre de défis à étudier. 

La pondération par modèle est dépendante des résultats, d’où un gain d’efficacité mais une perte possible de 

robustesse. Les organisateurs d’enquêtes préfèrent un ensemble de poids pouvant servir à une analyse 

générale sans une sensibilité à la sélection des résultats. Nous pouvons comparer différentes pondérations 

construites selon plusieurs résultats importants et procéder à une analyse de sensibilité. Là où la pondération 

par modèle donne des conclusions d’inférence différentes, nous recommandons de choisir la pondération qui 
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donne les résultats les plus raisonnables en appliquant la science, tout comme de s’aligner sur l’inférence de 

population. 

Les distributions marginales pondérées des variables de calage diffèrent quelque peu des inférences de 

population (voir la section 5), lesquelles ne respectent pas la norme habituelle de diagnostic de pondération 

des organisateurs d’enquêtes. La pondération par modèle tend à apparier la distribution conjointe à celle dans 

la population, mais le lissage des poids peut introduire un biais. Il est possible d’inclure des contraintes 

optionnelles au modèle pour rencontrer les distributions marginales. 

Un autre défi d’ordre pratique est que la distribution de population des variables de calage peut être 

inconnue. Dans ce cas, les tailles jN  des cellules de poststratification de population ne seront pas connues. Il 

nous faut un modèle supplémentaire pour l’estimation de cette information dans l’échantillon. Il nous faut 

l’intégrer au cadre RMP pour propager toutes les sources d’incertitude en complément, comme dans le cadre 

de Si et Zhou (2020), par l’incorporation dans le modèle des distributions marginales connues. Les 

inférences par prédiction et pondération par modèle doivent encore être développées de manière à pouvoir 

traiter les résultats discrets, l’inférence sur coefficients de régression et les plans de sondage non 

probabilistes ou informatifs (Kim et Skinner, 2013). Il serait bon de faire le lien entre ces idées sur 

l’inférence d’enquête et les études biostatistiques et économétriques sur les scores inverses de propension et 

la pondération à double robustesse (Kang et Schafer, 2007). 

 
Remerciements 
 

Nous remercions la National Science Foundation, les National Institutes of Health, l’Office of Naval 

Research, l’Institute of Education Sciences et la Sloan Foundation pour l’aide apportée sous forme de 

subventions. 

 
Annexes 
 

A. Exemple de code 
 

Nous présentons ici le code de l’application décrite dans les données. Nous avons formulé une fonction 

model_based_cell_weights pour calculer la pondération par modèle dans le cas d’un modèle 

rstanarm ajusté. 

 

model_based_cell_weights <− function(object, cell_table) { 

 stopifnot( 

  is.data.frame(cell_table), 

  colnames(cell_table) == c("N", "n") 

 ) 

 draws <− as.matrix(object) 

 Sigma <− draws[, grep("^Sigma\\[", colnames(draws)), drop = FALSE] 
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 sigma_theta_sq <− rowSums(Sigma) 

 sigma_y_sq <− draws[, "sigma"]^2 

 Ns <− cell_table[["N"]] # population cell counts  

 ns <− cell_table[["n"]] # sample cell counts  

 J <− nrow(cell_table) 

 N <− sum(Ns) 

 n <− sum(ns) 

 # implementing equation 7 in the paper (although i did some algebra first to 

 # simplify the expression a bit) 

 Nsy2 <− N * sigma_y_sq 

 ww <− matrix(NA, nrow = nrow(draws), ncol = J) 

 for (j in 1:J) { 

  ww[, j] <− 

   (Nsy2 + n * Ns[j] * sigma_theta_sq) / (Nsy2 + N * ns[j] * sigma_theta_sq) 

 } 

 return(ww) 

} 

# prepare population data: acs_ad has age, eth, edu and inc 

acs_ad %>% 

 mutate( 

  cell_id = paste0(age, eth, edu, inc) 

 ) −> acs_ad 

acs_design <− svydesign(id = ~1, weights = ~perwt, data = acs_ad) 

agg_pop <− 

 svytable( ~ age + eth + edu + inc, acs_design) %>% 

 as.data.frame() %>% 

 rename(N = Freq) %>% 

 mutate(  

  cell_id = paste0(age, eth, edu, inc) 

 ) %>% 

 filter(cell_id %in% acs_ad$cell_id) 

# prepare data to pass to rstanarm 

# SURVEYdata has 4 variables used for weighting: age, eth, edu and inc; and outcome Y  

dat_rstanarm <− 

 SURVEYdata %>% 

 mutate( 

  cell_id = paste0(age, eth, edu, inc)  

 )%>% 

 group_by(age, eth, edu, inc) %>% 

 summarise(  

  sd_cell = sd(Y),  

  n = n(),  

  Y = mean(Y),  

  cell_id = first(cell_id)  
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 ) %>%  

 mutate(sd_cell = if_else(is.na(sd_cell), 0, sd_cell)) %>% 

 left_join(agg_pop[, c("cell_id", "N")], by = "cell_id")  

# Stan fitting under structured prior in rstanarm 

fit <−  

 stan_glmer(  

  formula =  

   Y ~ 1 + (1 | age) + (1 | eth) + (1 | edu) + (1 | inc) +  

   (1 | age:eth) + (1 | age:edu) + (1 | age:inc) +  

   (1 | eth:edu) + (1 | eth:inc) +  

   (1 | age:eth:edu) + (1 | age:eth:inc),  

  data = dat_rstanarm, iter = 1000, chains = 4, cores = 4,  

  prior_covariance =  

   rstanarm::mrp_structured( 

    cell_size = dat_rstanarm$n,  

    cell_sd = dat_rstanarm$sd_cell,  

    group_level_scale = 1,  

    group_level_df = 1 

   ),  

  seed = 123,  

  prior_aux = cauchy(0, 5),  

  prior_intercept = normal(0, 100, autoscale = FALSE),  

  adapt_delta = 0.99 

 ) 

# model-based weighting  

cell_table <− fit$data[,c("N","n")]  

weights <− model_based_cell_weights(fit, cell_table)  

weights <− data.frame(w_unit = colMeans(weights),  

      cell_id = fit$data[["cell_id"]],  

      Y = fit$data[["Y"]],  

      n = fit$data[["n"]]) %>% 

    mutate(  

     w = w_unit / sum(n / sum(n) * w_unit), # model-based weights  

     Y_w = Y * w 

    )  

with(weights, sum(n * Y_w / sum(n)))# mean estimate  

 
B. Plans des simulations 
 

Nous présentons ici les plans des simulations, les valeurs des coefficients et une comparaison portant sur 

les distributions pondérées des caractéristiques sociodémographiques en complément d’information aux 

sections 4 et 5. 
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Tableau B.1 

Covariables dans les modèles de résultat et de sélection pour un plan de sondage légèrement déséquilibré 
 

 Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4 Cas 5 Cas 6 Cas 7 

 O S O S O S O S O S O S O S 

age                             
eth                          
edu                          

age*eth                     
age*edu                    
eth*edu                  

age*eth*edu                  

 
Tableau B.2 

Coefficients hypothétiques de régression dans le modèle de résultat pour la simulation avec un plan de 

sondage légèrement déséquilibré 
 

 Ensemble Effets principaux Deux variables 

age (0,5; 1,375; 2,25; 3,125; 4) (0,5; 1,375; 2,25; 
3,125; 4) 

(0,5; 1,375; 2,25; 3,125; 
4) 

eth (-2; -1; 0; 1; 2) (2; -1; 0; 1; 2) 0  
edu (3; 2; 1; 0) (3; 2; 1; 0) (3; 2; 1; 0) 

age*eth (4; 2; 1; 1; 3; 3; 2; 1; 1; 1; 2; 3; 2; 2; 1; 4; 4; 3; 2; 3; 2; 4; 
1; 4; 1) 

0  0  

age*edu (-2; -1; 2; 2; 1; -2; 2; 1; 0; -2; 1; -2; -1; 2; 1; -1; -1; 2; 0; 
2) 

0  (2; 0; -2; -2; 1; 1; -1; -2; 
-2; -1; -1; 1; 0; -1; -1; 2; 2; 
1; -1; 0) 

eth*edu (1; -2; 0; -3; -1; 0; -1; -2; 0; -1; -3; -3; 0; -1; -1; 0; 0; -1; 
0; -1) 

0  0  

age*eth*edu (-1; -0,5; 0,5; -1; -1; -0,5; -1; 0; -1; 0; -1; 0; 1; 1; 0,5; 1; 
1; -1; -1; 0; -1; -0,5; -0,5; -1; 1; -1; -0,5; -1; 1; 0; 0,5; 
0,5; 1; 0,5; 1; 1; 1; 0,5; 1; 0; 0; -0,5; 0; 1; -1; -1; 0; -1; -1; 
-1; -0,5; -0,5; 0 1; -1; 0; 0; -0,5; 1; -0,5; 0,5; -1; 1; 0; 1; 
0; -1; 0; -0,5; 1; -0,5; -1; -0,5; 0; 0,5; -0,5; 1; 0,5; -0,5; 
0,5; 0; 1; 0; 1; 0,5; 0,5; 0,5; 0; 0; -0,5; 1; -1; 0; 1; 1; 1; 1; 
-0,5; -1; -1) 

0  0  

 
Tableau B.3 

Coefficients hypothétiques de régression dans le modèle de sélection pour la simulation avec un plan de 

sondage légèrement déséquilibré 
 

 Ensemble Effets principaux Deux variables 

Valeur à l’origine -2 -2 -2 

age (-2; -1,75; -1,5; -1,25; -1) (0; 0,5; 1; 1,5; 2) (-2; -1,5; -1; -0,5; 0) 

eth (-1; -0,25; 0,5; 1,25; 2) (-2; -1,5; -1; -0,5; 0) (-1; -0,5; 0; 0,5; 1) 

edu (0; 0,67; 1,33; 2) (0; 1; 2; 3) 0  

age eth (1; 1; -1; 1; -1; 1; -1; 0; 0; -1; 0; 0; -1; 1; 0; 0; -1; 1; 1; 
-1; -1; 0; 1; -1; 1) 

0  (-1; 1; 1; 1; -1; -1; -1; 0; -1; 
-1; -1; -1; 1; -1; -1; 0; 1; 1; 
-1; 1; -1; -1; 1; 0; 0) 

age edu (0; 1; -1; -1; 0; 1; 1; 0; 1; 0; 1; -1; -1; 1; 1; -1; 0; -1; 1; 
1) 

0  0  

eth  edu (-1; -1; 0; -1; -1; 1; 1; 1; 1; 0; -1; 0; -1; 0; -1; 1; 0; -1; 
-1; -1 ) 

0  0  

age eth  edu (0,8; -0,4; 0,6; -0,2; 0,8; 0,2; 0,4; 0,8; 0,4; -0,6; -0,8; 
-0,4; -0,8; -0,4; 0,4; -1; 0,6; -0,8; -0,6; 0,6; -0,2; 0,2; 
0,6; -0,6; 0; 0; -1; -0,2; 0,6; 0,8; -0,4; 0,2; -0,8; 0,4; 0,6; 
-0,6; 0,8; 0; 0,2; -1; 1; 0,4; 0; 0,8; -0,2; 0; 0; 0,6; -0,8; 
-0,8; -0,2; 0,4; -1; -0,8; 1; -0,2; 0; 0,8; 0,6; 0,8; -0,2; 
-0,2; -0,8; 1; 0,8; 0,8; -0,4; -0,8; 0,4; -0,4; 1; -0,6; -1; 
-0,6; -0,2; 1; 1; -0,2; 1; 0,6; 0,4; 0,8; 0,2; -0,2; -0,6; 0; 
0,8; -0,4; 0,4; 0,4; 0,6; -1; -0,8; -0,8; 1; 1; 0,4; 0,6; 0,4; 
0,8) 

0  0  
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Tableau B.4 

Covariables dans les modèles de résultat (O) et de sélection (S) pour un plan de sondage très déséquilibré 
 

 Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4 

 O S O S O S O S 

age                 
eth                 
edu                 
sex                 
pov                 
cld              
eld                

fam                
age*eth             
age*edu             
eth*edu             
eth*pov             
age*pov             
pov*fam             
pov*eld             
pov*cld           

age*eth*edu             
age*eth*pov             

 
Tableau B.5 

Coefficients hypothétiques de régression dans les modèles de résultat (O) et de sélection (S) pour un plan de 

sondage très déséquilibré 
 

 O S 

age (2; 0; -2; -2; 1) (0; 0,75; 1,5; 2,25; 3) 

eth (1; -1; -2; -2; -1) (-1; -0,5; 0; 0,5; 1) 

edu (-1; 1; 0; -1) (0; 0,67; 1,33; 2) 

sex (-1; 2) (-1; 0) 

pov (2; 1; -1; 0; -1) (0; 1; 2; 3; 4) 

cld 0  (-1; -0,33; 0,33; 1) 

eld 0  (-2; -1; 0) 

fam 0  (-1; -0,67; -0,33; 0)  

 
Tableau B.6 

Distances euclidiennes entre les distributions pondérées et la distribution de population. Str-W : pondération 

par modèle avec distribution a priori structurée; Rake-W : pondération avec méthode itérative du quotient; 

PS-W : pondération de poststratification 
 

 Str-W PS-W Rake-W 

age 0,04 0,02 0,00 
eth 0,08 0,06 0,00 
edu 0,08 0,03 0,00 
inc 0,02 0,02 0,00 

age * eth 0,05 0,03 0,05 
age * edu 0,05 0,02 0,05 
age * inc 0,03 0,01 0,03 
eth * edu 0,06 0,04 0,05 
eth * inc 0,04 0,04 0,03 
edu * inc 0,06 0,03 0,04 

age * eth * edu 0,03 0,02 0,05 
age * eth * inc 0,03 0,02 0,04 
age * edu * inc 0,03 0,01 0,04 
eth * edu * inc 0,04 0,02 0,04 

age * eth * edu * inc 0,02 0,01 0,04 
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La vraisemblance pénalisée de Firth pour les régressions à 

risques proportionnels en cas d’enquêtes complexes 

Pushpal K. Mukhopadhyay1 

Résumé 

Le présent article propose une méthode de mise à l’échelle des poids pour la vraisemblance pénalisée de Firth 

pour des modèles de régression à risques proportionnels. La méthode calcule une relation entre la 

vraisemblance pénalisée utilisant des poids mis à l’échelle et la vraisemblance pénalisée utilisant des poids non 

mis à l’échelle, et elle montre que la vraisemblance pénalisée utilisant des poids mis à l’échelle possède 

certaines propriétés souhaitables. Une étude par simulations indique que la vraisemblance pénalisée utilisant 

des poids mis à l’échelle produit des biais plus petits dans les estimations ponctuelles et les erreurs-types que 

les biais produits par la vraisemblance pénalisée utilisant des poids non mis à l’échelle. La vraisemblance 

pénalisée pondérée est appliquée à l’estimation des taux de risque pour les crises cardiaques au moyen d’un 

ensemble de données à grande diffusion provenant de la National Health and Epidemiology Follow up Study 

(NHEFS, Étude de suivi épidémiologique et de santé nationale). L’annexe contient les instructions SASMD 

servant à estimer les taux de risque à l’aide de données d’enquêtes complexes. 
 

Mots-clés : Vraisemblance monotone; jackknife avec suppression d’une UPE; mise à l’échelle de poids. 

 

 

1  Introduction 
 

Le modèle de régression à risques proportionnels de Cox (Cox, 1972) est couramment utilisé dans 

l’analyse des données de survie. Il s’agit d’un modèle semi-paramétrique qui explique l’effet des variables 

explicatives sur les taux de risque. Le modèle suppose que l’effet des variables explicatives a une forme 

linéaire, mais il permet que la fonction de survie sous-jacente ait une forme non spécifiée. On estime les 

paramètres du modèle en maximisant une vraisemblance partielle (Cox, 1972, 1975). 

Pour estimer les paramètres canoniques dans les distributions de la famille exponentielle, Firth (1993) 

a proposé de multiplier la vraisemblance par la loi a priori de Jeffreys afin d’obtenir une estimation par le 

maximum de vraisemblance qui soit du premier ordre sans biais. La vraisemblance pénalisée prend la 

forme  

 ( ) ( ) ( )
0,5

=pL L Iβ β β   

où ( )L β  est la vraisemblance non pénalisée, I  est la matrice d’information et β  est un vecteur des 

paramètres de régression. La vraisemblance pénalisée de Firth est une technique très utile en pratique, non 

seulement aux fins de réduction du biais, mais aussi de correction des vraisemblances monotones. 

Souvent, les modèles de régression à risques proportionnels souffrent de vraisemblances monotones, 

dans lesquelles la vraisemblance converge vers une valeur finie, mais un paramètre au moins diverge 

(Heinze, 1999). La vraisemblance pénalisée de Firth sert également à corriger les vraisemblances 

monotones et à obtenir des estimations de paramètres qui convergent (Heinze, 1999; Heinze et Schemper, 

2001; Heinzel, Rüdiger et Schilling, 2002). 
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Bien que la vraisemblance pénalisée de Firth soit utile aux fins de réduction des biais et d’obtention 

d’estimations à partir de vraisemblances monotones, elle n’a pas été étudiée sur des enquêtes complexes 

comportant des poids inégaux. Il est raisonnable d’utiliser une vraisemblance pondérée pour les enquêtes 

complexes afin de compenser la pondération inégale (Fuller, 1975; Binder et Patak, 1994). Les ensembles 

de données d’enquête comprennent couramment des poids de sondage ou des poids d’analyse pour 

lesquels la somme des poids est un estimateur de la taille de la population. Toutefois, ces pondérations non 

mises à l’échelle ne mettent pas adéquatement à l’échelle la matrice d’information utilisée dans le terme 

de pénalité. Il est souhaitable que les paramètres d’une régression à risques proportionnels pour données 

d’enquête aient les deux propriétés suivantes. 

• Invariance : les estimations ponctuelles et les erreurs-types pour les paramètres de 

régression doivent être invariantes par rapport à l’échelle des poids.  

• Précision : la variance linéarisée de Taylor pour les paramètres de régression estimés doit 

être proche de la variance du jackknife avec suppression d’une UPE.  
 

Dans l’article, nous montrons d’abord que si l’on n’utilise pas la correction de Firth, alors l’invariance 

et la précision sont satisfaites, mais que si la correction de Firth est utilisée avec les poids non mis à 

l’échelle, alors les estimations ponctuelles et les erreurs-types ne sont pas invariantes par rapport à 

l’échelle des poids. Autrement dit, si les poids sont multipliés par une constante et que la correction de 

Firth est utilisée, les estimations ponctuelles et les erreurs-types seront différentes. Nous proposons ensuite 

une méthode de mise à l’échelle des poids de sens commun pour démontrer que la correction de Firth 

utilisant des poids mis à l’échelle possède les deux propriétés souhaitables. La seule différence entre les 

poids mis à l’échelle et ceux non mis à l’échelle est que la somme des poids mis à l’échelle est égale à la 

taille de l’échantillon, alors que la somme des poids non mis à l’échelle est un estimateur de la taille de la 

population. 

 

1.1  Exemple d’utilisation de poids non mis à l’échelle 
 

Nous avons utilisé un ensemble de données tiré d’une étude portant sur 65 patients atteints de myélome 

qui ont été traités au moyen d’agents alkylants (Lee, Wei et Amato, 1992) pour démontrer les propriétés 

de la vraisemblance pénalisée de Firth utilisant des poids non mis à l’échelle. Les durées de survie en mois 

ont été enregistrées pour chaque patient. Les patients qui étaient vivants après la période de l’étude étaient 

considérés comme des données censurées. Nous disposions des variables suivantes pour chaque patient : 

• Durée [Time] : durée de la survie en mois,  

• Statut vital [Vstatus] : état du patient, zéro ou un, indiquant respectivement si le patient était 

vivant ou mort,  

• LogBUN : log du niveau d’azote uréique sanguin,  

• HGB : taux d’hémoglobine dans le sang.  
 

Pour créer une vraisemblance monotone, nous avons ajouté une nouvelle variable explicative, 

Contrived [Artificielle], telle que sa valeur à tout moment de l’événement est la plus grande de toutes les 
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valeurs de l’ensemble de risques (voir l’exemple « Correction de Firth pour vraisemblance monotone » 

dans « The PHREG Procedure » [La procédure PHREG] dans SAS Institute Inc. (2018)). La variable 

Contrived [Artificielle] a la valeur 1 si la durée de survie observée est inférieure ou égale à 65; sinon, elle 

a la valeur 0. 

Pour démontrer l’effet des poids dans la vraisemblance pénalisée de Firth, nous avons créé trois 

variables de poids, 1,w 3w  et 5,w  avec respectivement des valeurs de 1, 1 000 et 100 000 pour chaque 

observation. On estime les paramètres de régression à risques proportionnels en maximisant une 

vraisemblance pondérée comme cela est décrit dans la section 1.2. Parce que 1w  a la valeur 1 pour toutes 

les observations, l’utilisation de 1w  dans l’analyse équivaut à l’exécution de l’analyse non pondérée. 

Nous avons ajusté les deux modèles à risques proportionnels suivants à l’aide de la procédure PHREG 

dans SAS/STATMD (voir « The PHREG Procedure » dans SAS Institute Inc. (2018) : 

 ( ) ( ) ( )0 1 2, = exp LogBUN HGBt t   +Z   

 ( ) ( ) ( )0 1 2 3, = exp LogBUN HGB Contrivedt t    + +Z   

où ( )t  et ( )0 t  sont respectivement la fonction de risque et la fonction de risque de référence. La 

vraisemblance pénalisée de Firth n’est pas requise pour l’ajustement du premier modèle sans la variable 

Contrived (la probabilité converge en trois étapes d’itération), mais le deuxième modèle contenant la 

variable Contrived ne converge pas sans la pénalité de Firth dans la vraisemblance. Le tableau 1.1 

présente la valeur de la vraisemblance et les trois coefficients de régression pour 14 itérations. Bien que la 

fonction objective et les coefficients de LogBUN et HGB convergent vers une valeur finie après la 

quatrième itération, ceux de Contrived divergent. Il s’agit d’un exemple de vraisemblance monotone pour 

la variable Contrived. En raison de cette monotonie, il faut utiliser la vraisemblance pénalisée de Firth 

pour ajuster le deuxième modèle contenant Contrived. 

 
Tableau 1.1 

Historique de l’itération du maximum de vraisemblance montrant une vraisemblance monotone pour la 

variable Contrived 
 

Nombre d’itérations Valeur de la 

vraisemblance 

LogBUN HGB Contrived 

1 -140,693405 1,994882 -0,084319 1,466331 

2 -137,784163 1,679468 -0,109068 2,778361 

3 -136,971190 1,714061 -0,111564 3,938095 

4 -136,707893 1,718174 -0,112273 5,003054 

5 -136,616426 1,718755 -0,112370 6,027436 

6 -136,583520 1,718829 -0,112382 7,036445 

7 -136,571515 1,718839 -0,112384 8,039764 

8 -136,567113 1,718841 -0,112384 9,040985 

9 -136,565495 1,718841 -0,112384 10,041434 

10 -136,564900 1,718841 -0,112384 11,041600 

11 -136,564681 1,718841 -0,112384 12,041660 

12 -136,564601 1,718841 -0,112384 13,041683 

13 -136,564571 1,718841 -0,112384 14,041691 

14 -136,564560 1,718841 -0,112384 15,041694 
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Si Contrived n’est pas utilisée comme variable explicative, les trois ensembles de poids produisent des 

estimations ponctuelles et des estimations de variance linéarisées de Taylor identiques (tableau 1.2). Les 

estimations de la variance du jackknife avec suppression d’une UPE sont également identiques pour les 

trois ensembles de poids. Ainsi, les estimations ponctuelles et les erreurs-types sont invariantes par rapport 

à l’échelle des poids quand la correction de Firth n’est pas utilisée. 

 
Tableau 1.2 

Estimations des paramètres et erreurs-types sans correction de Firth pour les trois ensembles de poids 
 

 Estimation Erreur type 

LogBUN 1,674 0,583 

HGB  -0,119 0,060 

 
En revanche, si l’on utilise des poids non mis à l’échelle, les estimations ponctuelles pour Contrived ne 

sont pas invariantes par rapport à l’échelle des poids. Le tableau 1.3 présente les estimations des 

paramètres pour trois ensembles de poids quand Contrived est utilisée comme variable explicative (et que 

la vraisemblance pénalisée de Firth est appliquée). Parce que la vraisemblance n’est pas monotone 

(tableau 1.1) pour LogBUN et HGB, les estimations ponctuelles pour ces deux coefficients ne sont pas 

affectées par l’échelle des poids. 

 

Tableau 1.3 

Estimations des paramètres avec correction de Firth et poids non mis à l’échelle 
 

 Poids 1w  Poids 3w  Poids 5w  

Estimation Erreur type Estimation Erreur type Estimation Erreur type 

LogBUN 1,722 0,584 1,719 1,85E-2 1,719 1,85E-3 

HGB  -0,112 0,061 -0,112 1,93E-3 -0,112 1,93E-4 

Contrived 3,815 1,558 10,629 1,38 14,633 1,02 

 
Si Contrived n’est pas utilisée comme variable explicative, le rapport entre les erreurs-types du 

jackknife et les erreurs-types de la linéarisation de Taylor est de 1,13 et 1,10 pour les trois ensembles de 

poids des variables LogBUN et HGB, respectivement. Ainsi, le rapport entre la variance par la méthode 

du jackknife et la variance linéarisée de Taylor pour la vraisemblance non pénalisée est invariant par 

rapport à l’échelle des poids, et il est raisonnable de penser que le rapport est invariant quand on utilise la 

vraisemblance pénalisée. 

 

1.2  Bref examen des estimations ponctuelles et des estimations de variance 

pour les paramètres de régression de populations finies 
 

Avant de discuter de la méthode de mise à l’échelle des poids, nous examinerons brièvement les 

estimations ponctuelles et les estimations de variance pour les paramètres de régression dans une 

régression à risques proportionnels sur des enquêtes complexes comportant des poids inégaux. Lin et Wei 

(1989), Binder (1990, 1992), Lin (2000) et Boudreau et Lawless (2006) ont traité de l’estimation par la 

méthode du pseudo-maximum de vraisemblance des paramètres de régression à risques proportionnels 
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pour les données d’enquête. On trouve une description plus générale de l’estimation des paramètres de 

régression pour les enquêtes complexes dans Kish et Frankel (1974); Godambe et Thompson (1986); 

Pfeffermann (1993), Korn et Graubard (1999, chapitre 3), Chambers et Skinner (2003, chapitre 2) et Fuller 

(2009, section 6.5). Wolter (2007) a décrit plusieurs techniques d’estimation de la variance pour les 

données d’enquête. 

Soit  = 1, 2, ,N NU  l’ensemble des indices et NF  l’ensemble des valeurs pour une population 

finie de taille .N  On suppose que la durée de survie de chaque membre de la population finie suit sa 

propre fonction de risque, ( ) ,i t  exprimée comme suit :  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0= ; = expi i it t t t t   Z Z β   

où ( )0 t  est une fonction de risque de référence arbitraire et non spécifiée, ( )i tZ  est un vecteur de taille 

P  des variables explicatives de l’unité ei  au temps ,t  et β  est un vecteur de paramètres de régression 

inconnus. 

La fonction de vraisemblance partielle introduite par Cox (1972, 1975) élimine le risque de référence 

inconnu ( )0 t  et tient compte des durées de survie censurées. Si toute la population est observée, cette 

fonction de vraisemblance partielle peut servir à estimer .β  Soit Nβ  l’estimateur souhaité. 

En supposant un modèle de travail avec des réponses non corrélées, on obtient Nβ  en maximisant la 

log-vraisemblance partielle,  

 ( ) ( )( ) = log L ; ,
N

N i i
i

l t t

β β Z
U

  

par rapport à ,β  où ( )( )L ; ,i it tβ Z  est la fonction de vraisemblance partielle de Cox. 

Supposons qu’un échantillon probabiliste NA  est sélectionné dans la population finie .NU  Soit i  la 

probabilité de sélection et ( )1
i iw  −=  le poids d’échantillonnage pour l’unité .i  Supposons ensuite que les 

variables explicatives ( )i tZ  et la durée de survie it  sont disponibles pour chaque unité de l’échantillon 

.NA  Un estimateur sans biais par rapport au plan pour la log-vraisemblance de la population finie est  

 ( ) ( )( )  ( )( ) 1= log L ; , = log L ; , .
N N

i i i i i i
i A i A

l t t w t t −

 
 β β Z β Z   

On peut obtenir un estimateur basé sur un échantillon ˆ
Nβ  pour la quantité finie de population Nβ  en 

maximisant la pseudo-log-vraisemblance partielle ( )( ); ,i il t tβ Z  par rapport à .β  On obtient la variance 

fondée sur le plan pour ˆ
Nβ  en supposant que l’ensemble de valeurs de la population finie NF  est fixe. 

La vraisemblance de Breslow pondérée peut être exprimée comme suit :  

 ( )
( )( )

( )( ) =1

exp
=

exp

k

i
k

k

K
i i

w
k

i i

w t
L

w t











β Z
β

β Z
D

D

R

  

où kR  est l’ensemble de risques juste avant le ek  temps d’événement ordonné ( ) ,kt kD  est l’ensemble 

des personnes qui fait défaillance au temps ( ) ,kt  et K  est le nombre de temps d’événements distincts. 
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On obtient les estimations ponctuelles pour β  en maximisant ( ) ( ) = log .l Lβ β  

Bien que les poids suffisent aux fins d’estimation des coefficients de régression pour la population 

finie, on doit aussi utiliser les données de stratification et de corrélation intra-grappe pour estimer la 

variabilité d’échantillonnage. Afin d’estimer la variabilité d’échantillonnage, on peut utiliser la méthode 

de linéarisation en séries de Taylor ou une méthode de rééchantillonnage. 

 

1.2.1  Estimateur de la variance analytique par la méthode de linéarisation en séries 

de Taylor 
 

La méthode de linéarisation en séries de Taylor utilise la somme des carrés des scores résiduels 

pondérés pour estimer la variabilité d’échantillonnage. 

Définissons ( )
( ) ( )
( ) ( )

1

0

,

,
, = ,

t

S t
t

S β

β
Z β  où  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 , = exp
N

i i i
A

S t w I t t tβ β Z   

et 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , = exp ( ) .
N

i i i i
A

t w I t t t tS β β Z Z   

Le score résiduel pour le ei  sujet est  

 

( ) ( ) ( ) 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) 
0

= ,

exp
,

,
N

i i i i i

j i j i j

j i j j
j A j

t t

w I t t t
t t

S t

 −

 
−  − 

 


u β Z Z β

β Z
Z Z β

β

  

où i  est l’indicateur d’événement. 

Alors, l’estimateur de variance linéarisé de Taylor est  

 ( ) ( ) ( )1 1ˆ ˆ ˆˆ = G− −V β β βI I   

où ( )β̂I  est la matrice d’information observée et la p p  matrice G  est définie comme étant  

 
, : <

ˆ ˆˆ ˆ
=

N

i j ij j ji i

i j A i j ij i j i j

  

    

−    
− −   

   


u uu u
G   

où ij  sont les probabilités d’inclusion conjointe pour les unités i  et .j  

En particulier, pour les plans d’échantillonnage en grappes stratifiés dans lesquels les UPE sont 

sélectionnées au moyen d’un échantillon aléatoire simple sans remise, la p p  matrice G  se réduit à  

 
( )

( ) ( )
=1 =1

1
=

1

hnH
h h

hi h hi h
h ih

n f

n
+  + 

−
− −

−
 G e e e e   

où hi+e  est la somme pondérée des scores résiduels, ˆ ,hiju  dans la strate h  et l’UPE ;i
..he  est la moyenne 

de ;hi+e hn  est le nombre d’UPE; et hf  est la fraction d’échantillonnage dans la strate .h  
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Ces estimateurs sont largement étudiés par la littérature sur les enquêtes-échantillons. Par exemple, 

Binder (1992) et Lin (2000) fournissent des conditions en vertu desquelles β̂  et ( )ˆˆ V  sont convergents. 

Chambless et Boyle (1985) ont calculé la variance fondée sur le plan et la normalité asymptotique pour 

des modèles à risques proportionnels discrets. 

 

1.2.2  Estimateur de la variance par répliques au moyen de la méthode du jackknife 

avec suppression d’une UPE 
 

La méthode du jackknife est une méthode d’estimation de la variance par répliques couramment 

utilisée en cas d’enquêtes complexes. Pour créer des rééchantillonnages, elle supprime (en lui attribuant 

un poids nul) une UPE à la fois de l’échantillon complet. Dans chaque rééchantillonnage, les poids 

d’échantillonnage des UPE restantes sont modifiés par le coefficient du jackknife .r  Les poids modifiés 

sont appelés poids de rééchantillonnage. 

Supposons que l’UPE ri  dans la strate rh  soit omise du er  rééchantillonnage, alors les poids de 

rééchantillonnage et les coefficients du jackknife sont donnés par  

 ( )

0 = et =

= et =

r r

r
hij hij r r r

hij r

i i h h

w w i i h h

w h h











  

et 
1

= ,
hr

hr

n

r n


−
 respectivement, pour toutes les unités d’observation j  dans la strate h  et l’UPE .i  Le 

nombre d’UPE dans la strate rh  est de .
rhn  

On peut appliquer la méthode du jackknife pour estimer les variances des paramètres de régression 

estimés pour le modèle de Cox parce que les paramètres du modèle sont les solutions d’un ensemble 

d’équations d’estimation qui sont des fonctions lisses de totaux (les fonctions de score correspondantes 

sont données dans la section 2). Les propriétés des estimateurs de la variance par la méthode du jackknife 

pour les modèles de régression à risques proportionnels sont étudiées dans Shao et Tu (1995, section 8.3). 

Pour appliquer la méthode du jackknife, on estime les paramètres du modèle au moyen de l’échantillon 

complet et en utilisant chaque échantillon répété. Soit β̂  les coefficients de régression à risques 

proportionnels estimés à partir de l’échantillon complet et soit ˆ
rβ  les coefficients de régression estimés à 

partir du er  rééchantillonnage. Alors, la matrice de covariance de β̂  est estimée par  

 ( ) ( ) ( )
=1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ = .
R

r r r
r

 
− −V β β β β β   

Si les fractions de sondage ne sont pas ignorables, la matrice de covariance de β̂  est estimée par  

 ( ) ( ) ( ) ( )
=1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ = 1
R

r r r r
r

f 
− − −V β β β β β   

où =
hr

hr

n

r N
f  est la fraction de sondage dans la strate .rh  

En pratique, on utilise les estimations de la variance par linéarisation de Taylor et les estimations de la 

variance par la méthode du jackknife pour construire les intervalles de confiance t  de Wald avec R H−  
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degrés de liberté, où R  est le nombre d’UPE (ou le nombre de rééchantillonnages) et H  est le nombre de 

strates. 

On montre facilement que l’estimateur de la variance par la méthode du jackknife équivaut 

algébriquement à l’estimateur linéarisé de Taylor pour les estimateurs linéaires du plan de sondage. En 

revanche, pour ce qui est des estimateurs non linéaires du plan de sondage, comme les coefficients de 

régression pour les modèles de régression à risques proportionnels, la méthode du jackknife tend à 

produire des estimations de la variance légèrement plus élevées que la méthode linéarisée de Taylor 

(Fuller, 2009). 

Notons que si l’estimation de l’échantillon complet présente une vraisemblance monotone, il est très 

probable que la plupart des échantillons répétés présentent également des vraisemblances monotones. Il en 

résultera de nombreuses estimations par répliques « inutilisables ». 

Les procédures d’analyse des données d’enquête dans SAS/STAT prennent en charge à la fois les 

méthodes d’estimation de la variance linéarisée de Taylor et d’estimation de la variance par répliques 

(Mukhopadhyay, An, Tobias et Watts, 2008). 

 
2  Mise à l’échelle des poids 
 

Soit iw  le poids de l’unité .i  Nous proposons d’utiliser ( ) ( )= 1 =
N N N

i i i i iA A A
w w w n w w    

comme poids mis à l’échelle. Par construction, les poids mis à l’échelle sont invariants par rapport à 

l’échelle du poids. C’est-à-dire que ( ) ( )* = = =
N N

i i i i i iA A
w n w w n w w w    pour tous les 0.   

La vraisemblance pénalisée de Firth est donnée par ( ) ( ) ( )
0,5

= ,pL Lβ β βI  où ( )L β  et ( )βI  sont 

respectivement la probabilité non pénalisée et la matrice d’information. La log-vraisemblance pénalisée 

est  

 ( ) ( ) ( )( )= 0,5 log .pl l +β β βI   

En particulier, quand les poids mis à l’échelle sont utilisés, la log-vraisemblance partielle non pénalisée 

de Breslow (Breslow, 1974) est  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 
=1

= log exp
k k k

K

i i k i i i k
k i i i

l w t w w t
  

 −   β β Z β Z
D D R

  

où iw  est le poids non mis à l’échelle de l’unité .i  

Notons  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) = exp
k

aa
k i i k i k

i

w t t




S β β Z Z
R

  

où k  est le ek  temps d’événement ordonné, = 0, 1, 2,a ( ) 
0

i kt


Z  est 1, ( ) 
1

i kt


Z  est le vecteur 

( ) ,i ktZ  et ( ) 
2

i kt


Z  est la matrice ( )  ( )  .i k i kt t Z Z  

La fonction de score est alors donnée par  
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et la matrice d’information de Fisher est donnée par  
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Notons  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),= exp [ ]
k

a a
kp i i k i p k i k

i

w t Z t t 



Q β β Z Z
R

  

où = 0, 1, 2;a = 1, , ;p P  et ( ) ( ) ( )( ), 1 ,= , , .i i i pt Z t Z tZ  Alors,  
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où = 1, , .p P  

Les estimations ponctuelles et les erreurs-types linéarisées de Taylor pour la vraisemblance pénalisée 

sont obtenues à partir des fonctions de score et de la matrice hessienne comme le décrit la section 1.2. Les 

erreurs-types « jackknife » sont obtenues par la maximisation de la vraisemblance pénalisée dans chaque 

échantillon répété. 

L’annexe 1 montre que dans certaines conditions de régularité, les estimateurs ponctuels obtenus par la 

maximisation de la vraisemblance pénalisée de Firth convergent par rapport au plan de sondage. 

 

2.1  Vraisemblances pénalisées et échelle des poids 
 

Dans la présente section, nous calculons une relation entre la log-vraisemblance pénalisée utilisant des 

poids mis à l’échelle et la log-vraisemblance pénalisée utilisant des poids non mis à l’échelle, et nous 

démontrons que la vraisemblance pénalisée de Firth utilisant des poids non mis à l’échelle ne possède pas 

la propriété d’invariance. 

Soit ( );wl wβ  la log-vraisemblance utilisant des poids ,w  et soit ( );wl wβ  la log-vraisemblance 

utilisant des poids ,w  où =i iw w  pour tous les i  et 0.   La log-vraisemblance de Breslow peut 

s’écrire comme suit : 
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Parce que le deuxième terme du deuxième membre ne contient pas ,β  la dérivée et la matrice 

hessienne de la log-vraisemblance ne sont qu’un multiplicateur de   et les estimations des paramètres et 

les erreurs-types sont invariantes par rapport à l’échelle des poids. 

Cependant, la relation suivante montre que les estimations ponctuelles obtenues par la maximisation de 

la log-vraisemblance pénalisée ne sont pas invariantes par rapport à l’échelle des poids : 
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Le terme supplémentaire du deuxième membre de l’équation précédente comporte les paramètres de 

régression. Par conséquent, les estimations ponctuelles et les erreurs-types ne sont pas invariantes par 

rapport à l’échelle des poids. 

Par construction, les estimations ponctuelles qui utilisent la log-vraisemblance et les poids mis à 

l’échelle sont invariantes par rapport à l’échelle des poids. 

 

2.2  Exemple d’utilisation de poids mis à l’échelle 
 

Examinons l’étude du myélome décrite à la section 1.1. Nous avons ajusté de nouveau le même 

modèle de régression à risques proportionnels en utilisant les variables explicatives LogBUN, HGB et 

Contrived, mais en prenant maintenant des poids mis à l’échelle pour construire la vraisemblance 

pénalisée de Firth. 

Le tableau 2.1 présente les estimations ponctuelles et les erreurs-types avec une vraisemblance 

pénalisée de Firth utilisant des poids mis à l’échelle et l’estimateur de variance linéarisé de Taylor. Ces 

statistiques sont invariantes par rapport à l’échelle des poids. 
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Tableau 2.1 

Estimations des paramètres et de leurs erreurs-types au moyen de la méthode linéarisée de Taylor avec 

correction de Firth et poids mis à l’échelle 
 

 Poids 1w  Poids 3w  Poids 5w  

Estimation Erreur type Estimation Erreur type Estimation Erreur type 

LogBUN 1,722 0,564 1,722 0,564 1,722 0,564 

HGB  -0,112 0,064 -0,112 0,064 -0,112 0,064 

Contrived 3,815 0,458 3,815 0,458 3,815 0,458 

 
Les erreurs-types utilisant des répliques jackknife sont également invariantes par rapport à l’échelle des 

poids. Pour les méthodes d’estimation de la variance par répliques, chaque ensemble de poids de 

rééchantillonnage doit être mis à l’échelle au moyen du facteur d’échelle qui a servi à mettre à l’échelle 

les poids de l’échantillon complet. Le tableau 2.2 présente les estimations ponctuelles et les erreurs-types 

de la vraisemblance pénalisée de Firth utilisant des poids mis à l’échelle et de l’estimateur de la variance 

par répliques jackknife. 

 
Tableau 2.2 

Estimations des paramètres et de leurs erreurs-types au moyen de répliques jackknife avec correction Firth et 

poids mis à l’échelle 
 

 Poids 1w  Poids 3w  Poids 5w  

Estimation Erreur type Estimation Erreur type Estimation Erreur type 

LogBUN 1,722 0,653 1,722 0,653 1,722 0,653 

HGB  -0,112 0,074 -0,112 0,074 -0,112 0,074 

Contrived 3,815 0,642 3,815 0,642 3,815 0,642 

 
Les estimations de la log-vraisemblance pénalisée utilisant des poids mis à l’échelle possèdent 

également la propriété de précision. Les rapports entre les erreurs-types jackknife et les erreurs-types 

linéarisées de Taylor sont de 1,16, 1,17 et 1,40 pour les trois ensembles de poids pour les variables 

LogBUN, HGB et Contrived, respectivement (tableaux 2.1 et 2.2). 

 
3  Applications sur des enquêtes complexes 
 

Souvent, les données d’enquêtes complexes contiennent des poids, des strates et des grappes inégaux. 

Il est recommandé d’utiliser les poids et d’autres caractéristiques du plan à l’étape de l’analyse. Les 

données pondérées fournissent une meilleure représentation de la population étudiée que les données non 

pondérées. Dans la présente section, nous comparons les poids mis à l’échelle et non mis à l’échelle pour 

estimer les coefficients de régression à risques proportionnels au moyen d’une étude par simulations, et 

nous appliquons la vraisemblance pénalisée de Firth utilisant des poids mis à l’échelle pour estimer les 

durées de survie à partir d’un ensemble de données de la NHEFS. 
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3.1  Étude par simulations 
 

Nous avons réalisé une petite étude par simulations pour comparer les biais dans les estimations des 

paramètres et les erreurs-types avec et sans mise à l’échelle des poids au moyen de la probabilité pénalisée 

de Firth. Nous avons utilisé deux méthodes d’échantillonnage pour sélectionner des échantillons à partir 

d’une population finie fixe : un échantillonnage aléatoire simple (EAS) sans remise dans lequel un poids 

égal est attribué à chaque unité d’observation, d’une part, et un échantillon avec probabilité 

proportionnelle à la taille (PPT) sans remise dans lequel le poids de sondage pour une unité d’observation 

dépend de la valeur de la mesure de taille associée à la fonction de risque pour cette unité, d’autre part. 

Aux fins de l’inférence de la population finie, nous traitons les paramètres de régression à risques 

proportionnels estimés dans la population finie comme les « vraies » valeurs des paramètres. Les biais 

sont mesurés à partir de ces valeurs vraies. 

Des populations finies de taille 10 000 sont générées comme suit : 

• ( )1 2 10Z , Z , , Z ~ Bernoulli 0,75 ,  

• ( )1 2 10= exp 0,69 0,69 0,69 ,h Z Z Z− − − −  

• ( )~ uniform 0, 1 ,u  

• ( )= log ,t u h  

• ( )~ Bernoulli ,c v  

• ( )~ uniform 10 , 10 0,1m h h +  
 

où h  est la fonction de risque, t  est la durée de survie, c  est un indicateur de censure et m  est une 

mesure de taille pour chaque unité. Six populations finies sont générées au moyen de différentes valeurs 

de censure ( = 0,1; 0,3; 0,5; 0,7; 0,8; 0,9). Voir Bender, Augustin et Blettner (2005) à propos des 

méthodes de génération de durées de survie. On génère dix variables explicatives ( )1 2 10Z , Z , , Z  au 

moyen de distributions de Bernoulli pour créer des vraisemblances monotones, surtout quand la taille de 

l’échantillon est petite et que le taux de censure est élevé. 

On sélectionne les échantillons dans chaque population finie au moyen de deux méthodes 

d’échantillonnage : un échantillonnage aléatoire simple sans remise et des échantillons avec probabilité 

proportionnelle à la taille sans remise, où la variable m  est utilisée comme mesure de la taille. Quatre 

tailles d’échantillon sont utilisées pour chaque méthode d’échantillonnage : 50, 100, 500 et 1 000. Les 

poids de sondage de toutes les unités pour l’EAS dépendent uniquement de la taille de l’échantillon, alors 

que le poids de sondage d’une unité pour l’échantillonnage avec PPT dépend à la fois de la taille de 

l’échantillon et de la valeur observée de la variable m  pour cette unité correspondante. Pour que la 

distribution des observations censurées soit identique dans les données échantillonnées et dans la 

population, on sélectionne les échantillons indépendamment des unités censurées et non censurées de la 

population. 

Enfin, les paramètres de régression du modèle de régression à risques proportionnels  

 ( ) ( ) ( ), = expt    + + +0 1 1 2 2 10 10Z t Z Z Z   
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sont estimés à partir de chaque ensemble de données échantillonnées, où ( )0 t  est le risque de référence, 

t  est la durée de survie et c  est l’indicateur censuré. Les paramètres de régression sont estimés par 

maximalisation de la vraisemblance pénalisée de Firth pondérée. Notons que la vraisemblance non 

pénalisée ne converge pas dans la plupart des cas en raison de la monotonie de la vraisemblance dans les 

données simulées. Quand la vraisemblance n’est pas monotone, nous avons constaté que les estimations 

ponctuelles obtenues au moyen de la vraisemblance pénalisée sont très proches des estimations 

ponctuelles obtenues au moyen de la vraisemblance non pénalisée. Heinze et Schemper (2001) ont fait état 

de résultats semblables en cas de données non pondérées. 

Nous comparons les biais relatifs des estimations ponctuelles et des erreurs-types à l’aide de la 

méthode du jackknife pour les poids mis à l’échelle et non mis à l’échelle. Les biais relatifs (BR) sont 

définis ci-dessous (Sitter, 1992). 

Soit ˆ
s  l’estimation ponctuelle et ˆ

sv  l’estimation de la variance pour une composante de β  tirée de 

l’ensemble de données .s  Définissons ce qui suit : 

Biais relatif pour les estimations ponctuelles, ˆ ,  

 ( )
( )

1

=1

ˆ
ˆBR = .

S
s T

s T

S
 




−
−

   

Biais relatif pour les estimations de la variance, v̂  

 ( )
( )

1

=1

ˆ EQM
ˆBR =

EQM

S
s T

s T

v
v S −

−
   

où la vraie EQM est  

 ( ) ( )
2

1ˆ ˆEQM =T s T
s

S  − −   

et T  est la valeur « vraie » du paramètre obtenue par l’ajustement du modèle de régression à risques 

proportionnels utilisant toutes les unités de la population finie. Le rapport des BR est défini comme étant 

le rapport entre le BR utilisant des poids non mis à l’échelle et le BR utilisant des poids mis à l’échelle. 

La médiane des rapports des BR sur plus de 5 000 répétitions est présentée dans la section. Nous 

indiquons la médiane en raison de certains « mauvais » échantillons dans lesquels les convergences sont 

douteuses, y compris en cas de correction de Firth. Ces « mauvais » échantillons produisent un petit 

nombre d’estimations comportant de très grands biais. En raison de ces biais importants, la moyenne du 

rapport des BR est une statistique plus instable que la médiane. Sans « mauvaises » répliques, la moyenne 

et les médianes sont très proches. Nous avons aussi constaté que la log-vraisemblance pénalisée qui utilise 

des poids non mis à l’échelle produit davantage de ces « fausses » convergences. 

Les résultats de toutes les variables explicatives 1 2 10Z , Z , , Z  sont semblables. Pour simplifier la 

lecture, nous présentons les résultats de seulement deux variables explicatives, 3Z  et 8Z .  

Les rapports des BR dans les estimations des paramètres avec poids non mis à l’échelle et mis à 

l’échelle pour les variables 3Z  et 8Z  sont présentés dans les figures 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4. En cas 
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d’échantillons de petite taille et de grand nombre d’observations censurées, les BR utilisant des poids mis à 

l’échelle sont nettement plus petits que les BR utilisant des poids non mis à l’échelle. En cas de grandes 

tailles d’échantillon, les BR des deux sortes de poids sont semblables principalement parce que l’option Firth 

n’est pas nécessaire, puisque la convergence ne pose pas problème en cas de grands ensembles de données. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.1 Rapport des biais relatifs dans les estimations des paramètres avec échantillons EAS pour Z3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.2 Rapport des biais relatifs dans les estimations des paramètres avec échantillons EAS pour Z8. 
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Figure 3.3 Rapport des biais relatifs dans les estimations des paramètres en cas d’échantillons avec PPT 

pour Z3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.4 Rapport des biais relatifs dans les estimations des paramètres en cas d’échantillons avec PPT 

pour Z8. 

 

Les rapports des biais relatifs dans les erreurs-types avec poids non mis à l’échelle et mis à l’échelle 

pour les variables 3Z  et 8Z  sont présentés dans les figures 3.5, 3.6, 3.7 et 3.8. Les BR des erreurs-types 

suivent la même tendance que les BR des estimations ponctuelles. Les premiers sont toutefois plus élevés 
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que les BR des estimations ponctuelles. En cas d’échantillons de petite taille et de grand nombre 

d’observations censurées, les BR utilisant des poids mis à l’échelle sont nettement plus petits que les BR 

utilisant des poids non mis à l’échelle. En cas de grandes tailles d’échantillon, les BR avec poids mis à 

l’échelle et non mis à l’échelle sont semblables principalement parce que l’option Firth n’est pas 

nécessaire, puisque la convergence ne pose pas problème en cas de grands ensembles de données. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.5 Rapport des biais relatifs dans les erreurs-types avec échantillons EAS pour Z3. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.6 Rapport des biais relatifs dans les erreurs-types avec échantillons EAS pour Z8. 
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Figure 3.7 Rapport des biais relatifs dans les erreurs types en cas d’échantillons avec PPT pour Z3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.8 Rapport des biais relatifs dans les erreurs types en cas d’échantillons avec PPT pour Z8. 
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toutes les variables, les premier et troisième quartiles pour le rapport des BR ne contiennent pas 1 quand la 

taille de l’échantillon est petite et que le pourcentage de censure est élevé. Toutefois, comme prévu, en cas 

de grands échantillons et de petit nombre d’observations censurées, la différence entre les BR avec poids 

mis à l’échelle et non mis à l’échelle est faible. 

 

Tableau 3.1 

Rapport des BR dans les estimations ponctuelles et les erreurs-types pour la taille d’échantillon de 50 

(variable 
3

Z )  
 

 Rapport des BR dans les estimations ponctuelles 

Conception Censure de 90 % Censure de 10 % 

Premier  

quartile Médiane 

Troisième 

quartile 

Premier 

quartile Médiane 

Troisième 

quartile 

EAS  1,81 4,38 7,37 1,00 1,03 1,06 

PPT  3,36 5,73 11,54 0,99 1,03 1,08 

 Rapport des BR dans les erreurs-types 

Conception Censure de 90 % Censure de 10 % 

Premier  

quartile Médiane 

Troisième 

quartile 

Premier 

quartile Médiane 

Troisième 

quartile 

EAS  9,03 17,26 40,87 1,03 1,15 1,33 

PPT  5,57 12,13 29,92 1,00 1,15 1,33 

 
3.2  Application sur les données de la NHEFS 
 

Nous avons étudié la durée avant la survenue d’une crise cardiaque et son lien avec le cholestérol 

sanguin et le tabagisme au moyen d’un ensemble de données de la NHEFS. 

La NHEFS est une enquête longitudinale nationale aux États-Unis qui sert à délimiter les relations 

entre les facteurs cliniques, nutritionnels et comportementaux, à déterminer les utilisations de l’hôpital, et 

à surveiller l’évolution des facteurs de risque pour une cohorte initiale qui représente la population 

NHANES I (National Health and Nutrition Examination Survey I). Une cohorte de 14 407 personnes a été 

sélectionnée pour la NHEFS. Les données sur le statut vital et le traçage, les données d’entrevue, les 

données sur les séjours dans les établissements de soins de santé et les données sur la mortalité de 1987 

sont accessibles au public. Pour en savoir plus sur l’enquête et les ensembles de données utilisés dans la 

présente section, consultez le site Web des Centers for Disease Control and Prevention 

(https://www.cdc.gov/). 

Nous avons utilisé 4 673 observations tirées des données des entrevues publiques de 1987 de la 

NHEFS pour étudier l’occurrence de la première crise cardiaque dans la population de l’enquête en 1987 

et son lien avec le cholestérol sanguin et le tabagisme. Les variables suivantes ont été employées : 

• Stratum, identification de la strate;  

• ObservationWeight, poids d’échantillonnage associé à chaque unité d’observation;  

• PSU, identification de l’unité primaire d’échantillonnage;  

• Age, variable temps-événement, définie comme suit :   

▪ l’âge du sujet quand la première crise cardiaque a été déclarée pour les sujets 

ayant déclaré une crise cardiaque;  
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▪ l’âge du sujet indiqué lors de l’entrevue pour les sujets qui n’ont jamais 

déclaré de crise cardiaque;  

• HeartAttack, indicateur de crise cardiaque (1 = crise cardiaque déclarée);  

• Income, revenu du ménage normalisé à une moyenne nulle;  

• HighBloodChol, indique si un sujet a un taux de cholestérol sanguin élevé ou bas;  

• Smoker, habitude de fumer du sujet (1 = fumeur actuel, 2 = ancien fumeur, –1 = non-

fumeur);  

• Race, race du sujet (1 = noire, 2 = blanche, 3 = autre);  

• Gender, genre du sujet.  
 

On utilise la procédure SURVEYPHREG dans SAS/STAT (Mukhopadhyay, 2010) pour ajuster un 

modèle de régression à risques proportionnels pour l’âge selon le revenu, le cholestérol sanguin, 

l’habitude de fumer, la race, le genre et l’interaction entre race et genre. La crise cardiaque sert 

d’indicateur censuré. Les poids d’observation varient de 1 164 à 121 040 avec une moyenne de 16 036,51, 

une médiane de 12 321 et un coefficient de variation de 74,35. Les sujets sont divisés en 644 grappes et 35 

strates. 

Dans la présente section, on utilise PROC SURVEYPHREG au lieu de PROC PHREG parce que la 

NHEFS utilise un plan de sondage complexe comportant une stratification, une corrélation intra-grappe et 

des poids inégaux. PROC SURVEYPHREG prend en charge les instructions STRATA, CLUSTER et 

WEIGHT pour tenir compte respectivement de la stratification, de la corrélation intra-grappe et des poids 

inégaux. De plus, PROC SURVEYPHREG prend en charge la linéarisation en séries de Taylor et les 

estimations de la variance par la méthode du jackknife pour les données d’enquête (Mukhopadhyay, 

2010). Aux fins de l’étude, nous avons choisi l’estimation de la variance par la méthode du jackknife. Les 

instructions SAS ajustées au modèle sont présentées à l’annexe 2. 

Les 4 673 sujets de l’échantillon représentent près de 74,9 millions de personnes dans la population 

étudiée de 1987. Parmi les sujets, 213 ont déclaré au moins une crise cardiaque, et les 4 460 autres sujets 

sont considérés comme censurés. Les 213 observations d’événements dans l’échantillon représentent 

environ 3,2 millions d’unités de population, et les 4 460 observations censurées dans l’échantillon 

représentent environ 71,7 millions d’unités de population. 95,44 % des observations dans l’échantillon 

n’ont pas déclaré de crise cardiaque, ce qui correspond à 95,68 % d’individus dans la population 

(tableau 3.2) qui n’ont pas déclaré de crise cardiaque. 

 
Tableau 3.2 

Nombre d’observations censurées et non censurées et leur somme de poids 
 

 Total Événement Censuré Pourcentage de censure 

Nombre d’observations  4 673 213 4 460 95,44 

Somme des poids  74 938 614 3 239 653 71 698 961 95,68 
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Sans la pénalité de Firth, l’optimisation de Newton-Raphson converge en satisfaisant le critère de 

convergence du gradient relative (GCONV = 1E–8), mais les coefficients des variables Smoker et Race ne 

convergent pas. Les coefficients pour Smoker = 2 sont 7,47, 10,87 et 11,83 et ceux pour Race = 1 sont 

7,55, 10,95 et 11,17 dans les trois dernières itérations, respectivement. Ce phénomène est très courant en 

cas de vraisemblance monotone (voir le tableau 1.1). Sur 644 échantillons répétés (= 644 UPE), on 

observe une vraisemblance monotone dans 542 répliques. La vraisemblance pénalisée de Firth est une 

bonne solution de rechange en cas de vraisemblances monotones. 

Nous utilisons l’option FIRTH dans PROC SURVEYPHREG (voir « The SURVEYPHREG 

Procedure » dans SAS Institute Inc. (2018)) pour maximiser la vraisemblance pénalisée de Firth. L’option 

FIRTH dans PROC SURVEYPHREG utilise des poids mis à l’échelle. L’optimisation de la 

vraisemblance pénalisée converge avec GCONV = 1E–8, ainsi qu’avec une convergence raisonnable dans 

tous les coefficients. La convergence est également atteinte dans les 644 échantillons répétés avec la 

pénalité de Firth. 

Le tableau 3.3 présente les rapports des risques estimés ainsi que leurs intervalles de confiance de 

Wald de 95 % pour les taux de cholestérol sanguin et le tabagisme. Dans la population étudiée de 1987, le 

risque estimé de crise cardiaque chez un sujet ayant un taux de cholestérol sanguin bas est de 0,6 fois le 

risque estimé de crise cardiaque chez un sujet ayant un taux élevé de cholestérol sanguin. Étant donné que 

l’intervalle de confiance de 95 % ne contient pas 1, on peut raisonnablement conclure que le risque de 

crise cardiaque pour un sujet ayant un taux de cholestérol sanguin bas est significativement moins élevé 

que le risque de crise cardiaque pour un sujet au taux de cholestérol sanguin élevé après ajustement du 

tabagisme, de la race et d’autres variables explicatives dans la population étudiée de 1987. 

Les rapports des risques estimés pour les non-fumeurs, les fumeurs actuels et les anciens fumeurs sont 

respectivement de 0,59, 0,64 et 1,1. Le risque estimé de crise cardiaque pour les non-fumeurs est inférieur 

au risque estimé pour les fumeurs actuels ou les anciens fumeurs. Nous ne possédons toutefois pas de 

données probantes suffisantes pour conclure que les rapports des risques associés au tabagisme sont 

considérablement différents à 95 % après correction pour tenir compte du cholestérol sanguin, de la race et 

d’autres agents régulateurs dans la population étudiée en 1987. 

 

Tableau 3.3 

Rapport des risques pour le cholestérol sanguin et le tabagisme ainsi que leurs intervalles de confiance de 

Wald de 95 % 
 

 

Estimation ponctuelle 

Intervalle de confiance 

Inférieur Supérieur 

HighBloodChol 0 vs 1  0,643 0,469 0,882 

Smoker -1 vs 1  0,590 0,259 1,345 

Smoker -1 vs 2  0,641 0,361 1,140 

Smoker 1 vs 2  1,087 0,359 3,290 
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4  Résumé 
 

La vraisemblance pénalisée de Firth est utile pour l’obtention d’estimations par le maximum de 

vraisemblance à partir d’une vraisemblance monotone dans des modèles de régression à risques 

proportionnels. Nous avons proposé une méthode de mise à l’échelle des poids et montré que la 

vraisemblance pénalisée de Firth utilisant des poids mis à l’échelle présente certaines propriétés 

souhaitables quand on étudie des enquêtes complexes. Au moyen d’une étude par simulations, on a montré 

que les biais estimés dans les estimations ponctuelles et les erreurs-types utilisant des poids mis à l’échelle 

sont inférieurs aux biais estimés quand les poids ne sont pas mis à l’échelle. Bien que la vraisemblance 

pénalisée de Firth produise de « bonnes » estimations sur la plupart des ensembles de données simulés, 

elle n’a pas produit de « bonnes » convergences pour certains ensembles de données. La vraisemblance 

pénalisée de Firth utilisant des poids mis à l’échelle est parvenue à corriger pour une vraisemblance 

monotone quand nous avons estimé les taux de risque de crise cardiaque à partir d’un ensemble de 

données de la NHEFS. Bien que les résultats numériques soient très encourageants, il faut approfondir les 

recherches pour calculer les distributions asymptotiques des estimateurs obtenus au moyen de la 

vraisemblance pénalisée de Firth. 

Nous recommandons d’utiliser une vraisemblance non pénalisée quand la convergence ne pose pas 

problème. En revanche, la vraisemblance pénalisée de Firth utilisant des poids mis à l’échelle est 

préférable en cas de vraisemblance monotone dans l’ajustement des modèles de régression à risques 

proportionnels pour les enquêtes complexes. 
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Annexe 1 

 
Convergence de l’estimateur par la vraisemblance pénalisée de Firth 
 

Les estimateurs de la section 2 sont définis comme la solution à un système d’équations construites au 

moyen des fonctions de score des modèles de régression à risques proportionnels. Dans la présente 

annexe, nous montrons que, dans certaines conditions de régularité, ces estimateurs sont convergents par 

rapport au plan de sondage. Les propriétés des estimateurs qui sont des solutions à un ensemble 

d’équations d’estimation sont largement étudiées dans la littérature sur les enquêtes. Voir par exemple 

Binder (1983), Godambe et Thompson (1986) et Fuller (2009, section 1.3.4). 
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Toutefois, les équations d’estimation pour les modèles de régression à risques proportionnels sont plus 

complexes que les équations d’estimation pour les modèles linéaires généralisés, car les fonctions de score 

impliquent des sommes pondérées sur les unités échantillonnées. Binder (1992) et Lin (2000) ont montré 

que les estimateurs obtenus par la résolution d’équations d’estimation pour les modèles de régression à 

risques proportionnels sont convergents. Dans la présente annexe, nous adoptons des arguments 

semblables à ceux de Lin (2000) et d’Andersen et Gill (1982). 

Il faut plusieurs hypothèses techniques pour démontrer que les estimations ponctuelles sont cohérentes. 

Nous avons besoin d’hypothèses sur les équations d’estimation, la population finie et le plan de sondage 

selon lesquelles :   

• les fonctions définissant les équations d’estimation doivent être lisses et convexes;  

• la population finie doit être telle que les moments des quantités de population qu’on utilise 

pour définir les équations d’estimation existent;  

• le plan de sondage doit être tel que les estimateurs de Narain-Horvitz-Thompson (NHT) 

(Rao, 2005) pour les totaux de population se comportent raisonnablement.  

 

Toutes ces hypothèses sont courantes dans la littérature sur les enquêtes-échantillons comme dans 

Fuller (2009). Les fonctions de score pour les modèles de régression à risques proportionnels comportent 

des rapports de moyennes de fonctions exponentielles qui sont différenciables à l’infini. 

Soit NU  et NF  qui désignent respectivement l’ensemble d’indices et les valeurs pour la eN  

population finie dans une séquence de populations indexées par ,N  et soit NA  un échantillon de taille n  

tiré de .NU  Afin d’étudier les propriétés des grands échantillons pour les estimateurs basés sur un 

échantillon, nous supposons des séquences de population et des échantillons tels que N →   et 

( ) ,N n− →   en gardant la fraction de sondage, ,n
N

 fixe. 

Supposons que ( )( ) 
=1

= , , Z
N

N i i i i
t  F  est un échantillon aléatoire simple de taille N  de la 

distribution conjointe de ( )( ), , Z ,T    où t  est le temps de défaillance ou le temps de censure, s’il est 

inférieur; = 1  si le temps de défaillance est inférieur au temps de censure et 0 sinon; et ( )Z   est un 

vecteur de variables explicatives susceptibles de varier avec le temps. 

Soit β  un ensemble de paramètres de régression pour la superpopulation qui est définie par la 

distribution conjointe de ( )( ), , .T Z   Soit Nβ  un ensemble de paramètres de population finie obtenus 

par la résolution des équations d’estimation quand toutes les unités N  de la population sont observées, et 

soit ˆ
Nβ  un estimateur de Nβ  qui est obtenu par la résolution des équations d’estimation pondérées 

seulement au moyen des unités échantillonnées. Notre objectif est de montrer que ˆ
Nβ  se rapproche de Nβ  

et que les deux se rapprochent de β  à mesure que la taille de l’échantillon et la taille de la population 

augmentent. 

Examinons les équations d’estimation qui correspondent à la vraisemblance pénalisée de Firth décrite à 

la section 2. Par souci de simplicité, nous écrivons ces équations pour un cas sans événements liés. Afin de 
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simplifier encore la notation, nous écrivons séparément chaque composante des équations d’estimation. 

Les paramètres de population finie, ,Nβ  sont une solution à la fonction de score de la vraisemblance 

partielle pénalisée, ( ) ( ) ( )( ), 1 ,= , , ,N N N PU U U β β β  où 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
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( ) ( )
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( ) ( )
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1

1
, 0

1
2 1 1

1
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2 0 2

0 0 0

1 0

0
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=
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0,5 tr

, , ,

, , ,
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,

N
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p i

N p i i i
i i

i i i

i
i i i i

p i p i i

i i i

p i p

i

S t
U N t

S t

S t t t
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S t S t S t

Q t Q t S t

S t S t S t

t Q

S t

−



−

−






 −
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β S β S β

β β β

β β β

β β β

Q β β
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U

U

( )
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( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1

0 0 0

1 01 1

0 0 0 0

, ,

, , ,

, ,, ,

, , , ,

i i i

i i i
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t t t

S t S t S t

t Q tt t

S t S t S t S t
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S β S β

β β β

Q β βS β S β

β β β β
  

où 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1, = exp
N

aa
i i i

i

S t N I t t t t
−



β β Z Z
U

  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 1
,, = exp

N

aa
p i i i p i

i

Q t N I t t t Z t t
−



β β Z Z
U

  

et où = 0, 1, 2;a ( ) ( ) ( )( ), 1 ,= , , ;i i i pZ t Z t Z t  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1, = ( , , , , ) ;Pt S t S t S β β β ( )tr   

désigne la trace d’une matrice; ( )I   désigne la fonction indicatrice; = 1, 2, , ;p P  et P  est le nombre 

de paramètres de régression. Notons que ( ) ( ),aS tβ  et ( ) ( ),a
pQ tβ  dépendent de ,N  bien que la notation 

ne l’indique pas par souci de simplicité. 

En définissant la fonction de score pour la vraisemblance pénalisée, nous supposons que la matrice 

d’information pour la population finie, ( ), ,NI tβ  est toujours définie positive. 

Il faut toutefois rappeler que dans une situation réaliste, toutes les unités de la population finie ne sont 

pas disponibles. Soit un échantillon NA  sélectionné au moyen d’un plan de sondage probabiliste qui 

attribue une probabilité de sélection non nulle, ,i  à chaque unité de la population. Soit 1=i iw  −  le poids 

de sondage. On obtient un estimateur basé sur un échantillon, ˆ ,Nβ  en résolvant les équations de score 

estimées par la vraisemblance partielle pénalisée. En supposant que N  est connu, on obtient comme 

estimateur basé sur un échantillon pour ( )
,N pU β  
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sont les estimateurs de NHT pour ( ) ( ),aS tβ  et ( ) ( ), ,a
pQ tβ  respectivement. 

Parce que ( ) ( )ˆ ,aS tβ  et ( ) ( )ˆ ,a
pQ tβ  utilisent des sommes pondérées sur des unités échantillonnées, 

nous avons besoin de techniques définies dans Lin (2000) pour étudier les propriétés des grands 

échantillons de ces estimateurs. Définissons ( ) ( )= ,i i iG t I t t  ( ) ( )1=
N

ii
G t N G t−

 U
 et ( )ˆ =G t  

( ) .
N

i ii A
w G t

  Nous pouvons alors écrire les fonctions de score de population finie au moyen de 

l’intégration stochastique, 
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et les fonctions de score basées sur l’échantillon sont 
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Notons que les quantités ( )aS  et ( )a
pQ  sont simplement des moyennes sur des quantités de population 

finie. Définissons les limites de ces moyennes comme suit : 
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Ainsi, la fonction de score de la population finie, ( )
, ,N pU β  converge vers la fonction de score de la 

superpopulation ( )
, ,N pu β  où 
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Supposons maintenant que les quantités de population, ,iZ  qui servent à définir les fonctions des score 

ont des moments finis et que la séquence des plans de sondage est telle que toutes les fonctions lisses des 

estimateurs de NHT convergent. Parce que ( )
NU β  est une fonction lisse des totaux de population, et que 

chaque total est estimé au moyen d’un estimateur de NHT, ( )ˆ ,NU β  est convergent par rapport au plan de 

sondage pour ( ) .NU β  Par conséquent, ( ) ( )( ) ( )ˆ = 1 .N N NU U o−β β F  Ainsi, en utilisant des arguments 

semblables à ceux de Lin (2000) et d’Andersen et de Gill (1982), on peut montrer que Nβ  et ˆ
Nβ  

convergent vers la même limite. 

Parce que n N  est fixe, 
N

iA
w  est l’estimateur de NHT pour ,N  et que ( )Û β  est un estimateur 

convergent (pas nécessairement sans biais) de 0, ( )Û β  et ( ) ( )ˆn N U β  convergent vers la même limite 

avec un ordre de convergence identique. On peut facilement montrer que ( ) ( )ˆn N U β  et 

( ) ( )ˆ ,
N

iA
n w U β  les équations d’estimation qui utilisent les poids mis à l’échelle, ont une espérance 

identique. 

 

Annexe 2 
 

Programme SAS pour l’obtention d’estimations par la vraisemblance 

pénalisée de Firth 
 

Les instructions SAS à la fin de la section sont ajustées à un modèle de régression à risques 

proportionnels utilisant des poids mis à l’échelle dans une vraisemblance pénalisée de Firth. L’instruction 

PROC invoque la procédure et l’option VARMETHOD = JK lance une requête d’estimation de la 

variance par la méthode du jackknife. On peut aussi spécifier VARMETHOD = TAYLOR, 

VARMETHOD = BRR ou VARMETHOD = BOOT pour lancer une requête de méthode d’estimation de 

la variance par linéarisation en séries de Taylor, par répliques répétées équilibrées ou par 

rééchantillonnage bootstrap, respectivement. La sous-option DETAILS de l’option VARMETHOD = JK 

imprime les estimations de chaque échantillon répété ainsi que l’état de convergence. L’instruction 

WEIGHT spécifie les poids d’échantillonnage, l’instruction STRATA spécifie les strates et l’instruction 

CLUSTER spécifie les UPE. L’instruction MODEL spécifie le modèle d’analyse. L’option FIRTH dans 

l’instruction MODEL lance une requête de vraisemblance pénalisée de Firth. Les deux instructions 

HAZARDRATIO lancent des requêtes de rapports des risques pour le cholestérol sanguin et le tabagisme, 

respectivement. L’instruction ODS OUTPUT stocke les estimations par répliques et l’état de convergence 

de chaque réplique dans l’ensemble de données SAS RepEstimatesFirth. Cet ensemble de données est 

utile aux fins de vérification de l’état de convergence de chaque échantillon répété. 

 

proc surveyphreg data = NHEFS varmethod=jk (details); 

class GenderHighBloodChol Race Smoker; 

weight ObservationWeight; 

strata Stratum; 

cluster PSU; 

model EventTime*HeartAttack(2) = Income HighBloodChol 

Smoker Race Gender Race*Gender / firth; 

Hazardratio HighBloodChol; 

Hazardratio Smoker; 

ods output repestimates=RepEtimatesFirth; 

run; 
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proportionnelle à la taille dans des populations stratifiées 
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Résumé 

Le présent article construit un échantillon d’ensembles ordonnés avec probabilité proportionnelle à la taille 

(PPT) à partir d’une population stratifiée. Un échantillon d’ensembles ordonnés PPT partitionne les unités d’un 

échantillon PPT en groupes d’observations semblables. La construction de groupes semblables repose sur des 

positions relatives (rangs) d’unités dans de petits ensembles de comparaison. Ainsi, les rangs induisent plus de 

structure (stratification) dans l’échantillon en plus de la structure de données créée par des probabilités de 

sélection inégales dans un échantillon PPT. La structure de données ajoutée rend l’échantillon d’ensembles 

ordonnés PPT plus informatif qu’un échantillon PPT. On construit l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT 

stratifié en sélectionnant un échantillon d’ensembles ordonnés PPT à partir de chaque strate de la population. 

L’article construit des estimateurs sans biais pour la moyenne de la population, le total de la population et leurs 

variances. On applique le nouveau plan d’échantillonnage à des données sur la production de pommes pour 

estimer la production totale de pommes en Turquie. 
 

Mots-clés : Échantillonnage PPT; PPT stratifié; échantillon d'ensembles ordonnés; répartition de l'échantillon. 

 

 

1  Introduction 
 

Dans les études par échantillonnage, le choix du plan de sondage dépend de la structure de la 

population. Dans cet article, nous considérons une structure de population présentant deux caractéristiques 

principales. Elle doit contenir une variable de taille X  et une variable d’intérêt .Y  Les valeurs de la 

variable de taille doivent être approximativement proportionnelles aux valeurs de la variable ,Y  et les 

valeurs de la variable X  doivent être disponibles pour toutes les unités de population avant 

l’échantillonnage. La deuxième caractéristique de la structure de la population est qu’un petit pourcentage 

d’unités de population doit produire des valeurs extrêmes dans les variables Y  et X  avec des constantes 

de proportionnalité différentes. Ces unités produisent habituellement des moyennes et des variances plus 

grandes que les autres unités de la population dans les variables Y  et X . Cette structure de population est 

très courante en pratique. Dans l’échantillonnage de données agricoles, la population agricole d’un État ou 

d’un pays peut contenir deux variables, les cultures agricoles Y  et la taille des exploitations agricoles X

en acres. Les exploitations agricoles peuvent être divisées en deux groupes, celles de tailles petites ou 

normales et les mégafermes qui ont des valeurs extrêmement grandes pour les variables X  et .Y  Le 

pourcentage de mégafermes serait petit, mais elles pourraient avoir des moyennes et des variances plus 

grandes pour les variables Y  et ,X  et la constante de proportionnalité entre les valeurs Y  et X  peut être 

plus grande. 

La structure de la population dans l’Enquête mensuelle sur le commerce de détail réalisée par le 

Census Bureau des États-Unis en serait un exemple. Dans ce cas, la population est définie comme étant les 

établissements commerciaux ayant un numéro d’identification d’employeur (NIE). Le Census Bureau 

utilise un plan très complexe dans lequel les revenus annuels des années précédentes servent à construire 
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une variable de taille. La structure de la population convient à la configuration examinée dans l’article. 

Les revenus des années précédentes seraient approximativement proportionnels aux revenus actuels. Les 

revenus de la plupart des entreprises seraient des valeurs typiques, tandis que les revenus d’un certain 

pourcentage d’entreprises seraient extrêmement élevés, ce qui donnerait une moyenne et une variance plus 

grandes et une constante de proportionnalité différente. La constante de proportionnalité différente peut 

être causée par le fait que les grandes entreprises soient plus productives ou moins productives que les 

autres entreprises. 

Nous donnons un troisième exemple à partir des données de la production de pommes en Turquie en 

2002. L’ensemble de données a été recueilli par l’Institut turc de la statistique et rapporté dans Kadilar et 

Cingi (2003) ainsi qu’Ozturk et Bayramoglu-Kavlak (2018). Il contient deux variables : la production de 

pommes ( )Y  (en milliers de kg) et le nombre de pommiers ( )X  dans les cantons (ou localités). Les unités 

d’échantillonnage sont les 851 localités de l’ensemble de données. Les valeurs de X  de tous les cantons 

sont disponibles dans la base de sondage avant l’échantillonnage. La figure 1.1 fournit le diagramme de 

dispersion des valeurs de Y  et de ,X  où nous voyons que la valeur de la variable Y  est une fonction 

croissante de la valeur de .X  Nous constatons également que les points rouges indiqués par « »X  dans le 

graphique ont de grandes valeurs pour les deux variables X  et Y  et que leur constante de proportionnalité 

est différente de celle des autres points. Par conséquent, cette population convient à notre structure de 

population. 

Les données sur la production de pommes ont des structures supplémentaires. L’ensemble de la 

population est stratifiée en sept régions géographiques différentes : Marmara, Égée, Méditerranée, Anatolie 

centrale, Mer Noire, Anatolie orientale et Anatolie du Sud-Est. Ces régions ont des régimes climatiques 

différents et la production de pommes varie significativement d’une région à l’autre. Les observations 

extrêmes indiquées par « »X  dans la figure 1.1 proviennent des régions Marmara, Égée, Méditerranée et 

Anatolie centrale. Il s’agit d’une configuration naturelle pour la construction d’un échantillon d’ensembles 

ordonnés avec probabilité proportionnelle à la taille (PPT) à partir de chaque sous-population. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.1  Diagramme de dispersion de la production de pommes. 
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La variable X  dans notre configuration de population fournit de l’information sur la taille relative des 

unités dans toute la population. Comme la variable Y  est approximativement proportionnelle à la variable 

,X  la taille de l’unité indique l’importance de sa contribution à la variable d’intérêt .Y  Par conséquent, 

les unités importantes doivent avoir une plus grande probabilité d’être incluses dans l’échantillon. 

L’échantillonnage avec probabilité proportionnelle à la taille (PPT) impose délibérément des probabilités 

de sélection plus élevées pour les unités importantes afin de produire des estimateurs sans biais et très 

efficaces pour la moyenne ou le total de la population. La principale contribution de l’article est 

d’introduire un nouveau plan de sondage qui combine l’information de classement dans un échantillon 

d’ensembles ordonnés (EEO) avec l’avantage des probabilités de sélection inégales utilisées dans un 

échantillon PPT. 

Un échantillon PPT type contient les triplets ( ), , ,i i iY u = 1, , ,i n  où iY  et i  sont la valeur de Y  

et la probabilité de sélection de l’unité iu  pour chaque tirage selon un échantillonnage par sélection avec 

remise. Bien que l’échantillonnage PPT puisse être effectué sans remise, ici toutes les références à un 

échantillonnage PPT renvoient à un échantillonnage avec remise. Les lecteurs trouveront dans Thompson 

(2002, page 53) une présentation plus détaillée des échantillonnages PPT. Dans un échantillon PPT, la 

variable de taille n’est pas nécessairement utilisée directement dans la construction des estimateurs. Par 

ailleurs, les valeurs de la variable X  sont disponibles pour toutes les unités de population, y compris pour 

les unités non incluses dans l’échantillon PPT. Par conséquent, la variable X  pourrait nous aider à 

emprunter de l’information supplémentaire à partir d’un ensemble de comparaison d’unités non 

mesurées .H  

Aux fins de la construction d’un point de données type ( ), ,i i iY u  dans un échantillon d’ensembles 

ordonnés PPT, nous sélectionnons des unités H  dans la population au moyen d’un échantillonnage PPT 

avec remise pour former l’ensemble de comparaison  1 , , .Hu u  Nous classons ces unités sans mesure 

en fonction de la variable X  sans coût supplémentaire. Nous mesurons ensuite la valeur de la variable Y  

pour une seule unité, l’unité ayant le rang ,iR  et nous obtenons      ( ), ,
i i iR R RY u  où et  iRY  et  iR  sont 

la valeur de la variable Y  et la probabilité de sélection de l’unité  iRu  à chaque tirage. Un point de 

données dans l’ensemble de comparaison,      ( ), , ,
i i iR RY u  fournit plus d’information qu’un point de 

données dans un échantillon PPT, ( ), , ,i i iY u  puisque le rang iR  emprunte des renseignements 

supplémentaires aux autres unités non mesurées 1H −  dans l’ensemble de comparaison. Dans l’article, 

nous nous appuyons sur cette idée pour construire un échantillon d’ensembles ordonnés PPT plus 

informatif qu’un échantillon PPT. Les détails de la procédure d’échantillonnage seront donnés dans la 

section 2. 

On utilise l’information sur la position dans un contexte légèrement différent dans les échantillons 

d’ensembles ordonnés (EEO) et les plans de sondage poststratifié au jugé (PSJ) pour emprunter de 

l’information aux unités de population non mesurées. La construction d’un échantillon d’ensembles 

ordonnés de taille n  en nécessite de déterminer les deux nombres entiers d  et ,H = ,n dH  où H  et d  

sont respectivement la taille de l’ensemble et celle du cycle. La taille de l’ensemble H  contrôle la 
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quantité de renseignements qui peuvent être empruntés aux unités des ensembles de comparaison. La taille 

du cycle d  sert à augmenter la taille totale de l’échantillon dans un EEO. Une fois que H  et d  sont 

choisis, on sélectionne nH  unités dans la population et on les partitionne en n  ensembles de comparaison 

disjoints, ayant chacun H  unités. Les unités de chaque ensemble de comparaison sont classées sans 

mesure au moyen de la variable X  et la valeur de la variable Y  ( ); = 1, ,h jY j d  associée avec la 

valeur de X  se trouvant au eh  rang est mesurée dans d  ensembles de comparaison différents, 

= 1, , .h H  Les valeurs mesurées   , = 1, , ; = 1, ,h jY h H j d  sont appelées échantillon 

d’ensembles ordonnés. 

La construction d’un échantillon PSJ de taille n  commence par un échantillon aléatoire simple de taille 

n  et mesure tous les ,iY = 1, , .i n  Pour chaque unité mesurée dans cet échantillon, on sélectionne 

ensuite 1H −  unités supplémentaires dans la population pour former un ensemble de comparaison de 

taille .H  On détermine le rang iR  de l’unité mesurée iY  dans chaque ensemble de comparaison. Les 

paires de ( ), ,i iY R = 1, , ,i n  constituent un échantillon PSJ. 

Les échantillons de type EEO et PSJ créent des statistiques d’ordre induites pour la variable Y  avec 

les rangs de la variable X  dans les ensembles de comparaison. Par conséquent, la variable aléatoire  h iY

( iY  étant donné que =iR h  pour l’échantillon PSJ) est stochastiquement plus petite que la variable 

aléatoire  h j
Y  ( jY  étant donné que = )jR h  pour .h h  Cette propriété d’ordre stochastique induit une 

stratification implicite entre les unités d’échantillon mesurées. On peut anticiper des améliorations de 

l’efficacité des échantillons EEO et PSJ comparativement à un échantillon aléatoire simple à partir de la 

partition de la variation totale en variation entre strates et variation à l’intérieur des strates. Pour connaître 

plus en détail ces plans d’échantillonnage, se reporter à l’article de synthèse de Wolfe (2012) et ses 

références. Les échantillons EEO et PSJ utilisent tous deux l’information sur la position des unités dans 

les ensembles de comparaison, mais ils n’utilisent pas complètement l’information donnée par les 

probabilités de sélection dans un échantillon PPT. Toutes les unités des ensembles de comparaison pour 

les échantillons EEO et PSJ sont sélectionnées avec des probabilités égales. Par conséquent, elles 

pourraient ne pas convenir à la structure de population étudiée dans l’article. 

MacEachern, Stasny et Wolfe (2004) ont introduit le plan de sondage PSJ dans une configuration de 

population infinie. Dans le contexte d’une population finie, les constructions des échantillons PSJ et EEO 

dépendent de si les ensembles de comparaison sont sélectionnés avec ou sans remise. Patil, Sinha et 

Taillie (1995) ont considéré un plan EEO dans une population finie, où aucune des unités d’un ensemble 

de comparaison n’est remise dans la population avant la sélection de l’ensemble de comparaison suivant. 

Deshpande, Frey et Ozturk (2006) ont étendu le plan de sondage EEO en y ajoutant trois scénarios de 

sélection sans remise différents et ont construit des intervalles de confiance non paramétriques pour les 

quantiles de population. 

L’échantillonnage probabiliste a également suscité un très grand intérêt pour l’échantillonnage EEO et 

PSJ. Al Saleh et Samawi (2007), Ozdemir et Gokpinar (2007 et 2008), Gokpinar et Ozdemir (2010), 

Ozturk et Jafari Jozani (2013), Frey (2011) et Ozturk (2014) ont calculé les probabilités d’inclusion et ont 
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construit des estimateurs de type Horwitz-Thompson pour la moyenne et le total de la population à partir 

d’un échantillon d’ensembles ordonnés. Ces documents de recherche montrent qu’un plan EEO permet 

d’améliorer considérablement l’efficacité par rapport à un plan d’échantillonnage aléatoire simple 

habituel. Ozturk (2016) a établi des estimateurs pour la moyenne de la population en se fondant sur un 

échantillon PSJ, et a ainsi montré que l’estimateur a besoin d’un facteur de correction pour population 

finie semblable à celui utilisé dans un échantillon aléatoire simple. 

Un petit nombre de chercheurs ont appliqué la méthodologie EEO aux plans de sondage existants. 

Muttlak et McDonald (1992) ont incorporé le plan de sondage EEO à une méthode d’échantillonnage 

linéaire. Sroka (2008) l’a utilisé dans un échantillonnage stratifié en construisant un échantillon EEO à 

partir de chaque strate. Wang, Lim et Stokes (2016) ont examiné le plan EEO dans un plan randomisé par 

grappes avec un modèle à effet mixte, où l’effet de grappe est traité comme étant aléatoire. Ils ont montré 

que l’utilisation d’un plan EEO au niveau des grappes a des effets beaucoup plus importants sur 

l’efficacité que son utilisation à l’intérieur des grappes. Nematollahi, Salehi et Aliakbari Saba (2008) ont 

utilisé le plan EEO dans un contexte de population finie seulement au deuxième degré d’un 

échantillonnage à deux degrés selon un plan de sélection avec remise. Parce qu’ils utilisent le plan EEO 

seulement au deuxième degré avec remise, l’amélioration de l’efficacité de leur estimateur par rapport à 

un estimateur pour un échantillon aléatoire simple à deux degrés est minime. Sud et Mishra (2006) ont 

également utilisé un échantillon par grappes à deux degrés avec plan d’échantillonnage d’ensembles 

ordonnés dans un contexte de population finie en supposant que les tailles de population des grappes sont 

toutes égales. Ozturk (2019a) a élaboré une inférence statistique fondée sur le plan pour un échantillon 

d’ensembles ordonnés groupé à deux degrés dans un contexte de population finie. 

Dans le présent article, nous élaborons une inférence statistique pour le plan d’échantillonnage 

d’ensembles ordonnés PPT dans un contexte d’une population où les valeurs de la variable de taille sont à 

peu près proportionnelles aux valeurs de la variable d’intérêt et où un petit pourcentage d’unités de 

population produit de grandes valeurs X  et Y  avec une constante de proportionnalité différente. Nous 

motivons le nouveau plan de sondage au moyen de données sur la production de pommes. La section 2 

présente l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT dans un contexte de population finie. Il permet de 

construire des estimateurs sans biais pour la moyenne de population, son total et leurs variances. Nous 

montrons que l’estimateur pour un échantillon d’ensembles ordonnés PPT a une variance plus petite qu’un 

estimateur pour un échantillon PPT. La section 3 étend l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT à une 

population stratifiée et construit des estimateurs sans biais pour la moyenne de la population, son total et 

leurs variances. La section 4 examine quatre procédures différentes de répartition de taille d’échantillon 

pour minimiser la variance de l’estimateur sous un modèle de coût et différentes structures de strates de 

population. La section 5 présente une comparaison de l’efficacité de l’estimateur calculé pour 

l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT de la moyenne de population par rapport à des estimateurs 

concurrents. La section 6 illustre l’utilisation de données de l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT dans 

l’estimation de la production de pommes en Turquie. Enfin, à la section 7, nous formulons quelques 

observations finales. Toutes les démonstrations se trouvent dans l’annexe. 
 



262 Ozturk : Échantillonnage d’ensembles ordonnés avec PPT dans des populations stratifiées 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

2  Échantillon d’ensembles ordonnés par échantillonnage avec 

probabilité proportionnelle à la taille 
 

Nous considérons une population finie de taille ,N  1= , , .N
Nu uP  Supposons que chaque unité 

de la population possède deux caractéristiques Y  et .X  Les valeurs de X  sont disponibles pour toutes les 

unités et les valeurs de Y  sont approximativement proportionnelles aux valeurs de .X  Un faible 

pourcentage des unités de population peut produire des valeurs extrêmes pour les deux variables Y  et X  

avec une constante de proportionnalité différente. Soit i  la probabilité que l’unité iu  soit sélectionnée 

dans ,NP  pour chaque tirage. 

 
l’unité  est sélectionnée à partir de  selon un

= ,
échantillonnage par sélection avec remise pour chaque tirage
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où i  est proportionnel à la taille de X  pour l’unité .iu  Les valeurs de la variable Y  dans la population 

NP  sont indiquées par 1 , , .Ny y  On définit la moyenne et la variance de cette population comme suit : 
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Nous commençons par présenter brièvement la notation d’un échantillon PPT. Soit n  la taille de 

l’échantillon. Nous considérons un échantillon PPT, ( ), , ,i i iY u = 1, , ,i n  construit à partir de la 

population NP  selon un échantillonnage par plan de sélection avec remise avec une probabilité de 

sélection .i  La fonction de masse de probabilité (FMP) et la fonction de distribution cumulative (FDC) 

de la variable aléatoire iY  sont données par 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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Nous constatons qu’étant donné que les unités d’échantillonnage ,iu = 1, , ,i n  sont sélectionnées avec 

remise, les valeurs ,iY = 1, , ,i n  sont indépendantes et identiquement distribuées. Considérons 

maintenant les statistiques d’ordre ( ):h nY  dans un échantillon de taille .n  La FDC des statistiques du eh  

ordre dans un échantillon de taille n  est donnée par 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

:

=

: : :

= 1

= ,

n
n rr

h n

r h

h n h n h n

n
F y F y F y

r

f y F y F y

−

−

 
− 

 

−


 

(2.1)

 

où ( ) ( )
:h nF y −  est la limite à gauche à .y  

Nous construisons maintenant un échantillon d’ensembles ordonnés PPT qui combine l’information de 

classement dans les ensembles de comparaison avec l’information fournie par les probabilités de sélection 

dans un échantillon PPT. Soit H  la taille de l’ensemble. Au moyen d’un plan de sondage PPT, nous 
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sélectionnons H  unités de la population avec remise pour former un ensemble de comparaison 

 1= , , HS u u  avec probabilités de sélection,  
1
, , .

Hu u   Les unités de cet ensemble sont classées 

de la plus petite à la plus grande à partir des valeurs de la variable de taille ,X  ce qui produit 

      ( )( )       ( )( ) *
1 1 1 1= , , , , , , , , ,H H H HS Y u X Y u X   où  hY  est la valeur de la variable Y  et  h  

est la probabilité de sélection de l’unité  hu  qui correspond à la eh  plus petite valeur de X ( )( )hX  dans 

l’ensemble. La plus petite unité classée dans l’ensemble *S  est sélectionnée et mesurée pour la variable 

,Y  1 ,Y  et sa probabilité de sélection,  1 ,  est enregistrée. Les unités restantes 1H −  ne sont pas 

mesurées. On les utilise seulement pour obtenir le rang de 1u  en se fondant sur le classement des mesures 

de .X  Nous construisons un autre ensemble de comparaison au moyen d’un échantillon PPT et nous 

classons les unités selon la variable .X  Cette fois, nous mesurons la variable Y  sur l’unité qui correspond 

à la deuxième plus petite valeur de X  et enregistrons sa probabilité de sélection,    ( )2 2, .Y   Nous 

continuons de construire des ensembles de comparaison et de mesurer les variables Y  jusqu’à ce que nous 

ayons la mesure de l’unité qui correspond à la plus grande valeur de ,X    ( ), .H HY   Les valeurs 

mesurées    ( ), , = 1, , ,h hY h H  sont appelées cycle. Pour augmenter la taille de l’échantillon à 

= ,n Hd  tout le processus est répété pour d  cycles. Les valeurs mesurées    , ,h j h jY  = 1, , ,h H  

= 1, ,j d  sont appelées échantillon d’ensembles ordonnés PPT, où    ,h j h jY   sont la mesure de Y  et 

la probabilité de sélection de l’unité  hu  qui correspond à la eh  plus petite valeur de la variable X  dans 

l’ensemble h  et le cycle .j  Nous appelons  h iY  statistique du eh  ordre induit puisque sa position est 

induite par les valeurs de X  dans l’ensemble. Nous remarquons que la statistique d’ordre induit  h iY  et 

l’unité d’ordre induit  h iu  sont définies dans des ensembles de comparaison avec la taille d’ensemble .H  

Pour simplifier la notation, nous omettons la taille d’ensemble H  et écrivons    := ,h i h H iY Y  

   := .h i h H iu u  

L’échantillon des ensembles ordonnés PPT est illustré dans le tableau 2.1 pour la taille d’ensemble 

= 3H  et la taille de cycle = 2.d  Pour chaque cycle, le tableau contient trois ensembles de comparaison 

(lignes). Chaque ensemble comporte trois unités. Les unités de chaque ensemble sont classées selon la 

variable .X  Les unités de la diagonale (en gras) sont mesurées pour les valeurs des variables ,Y  et leurs 

probabilités de sélection sont enregistrées. La dernière colonne contient les valeurs mesurées des unités de 

l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT. Chaque point de données mesuré dans le tableau 2.1 donne trois 

éléments d’information : (1) la valeur de ,Y  (2) la probabilité de sélection de l’unité selon un 

échantillonnage avec remise, et (3) la position relative de l’unité dans son ensemble de comparaison. On 

peut établir une comparaison intuitive entre l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT et d’autres plans de 

sondage décrits dans la littérature. Par exemple, un échantillon aléatoire simple fournit l’information du 

point (1), un échantillon d’ensembles ordonnés fournit l’information des points (1) et (3), et un échantillon 

PPT fournit l’information des points (1) et (2). Selon nos anticipations (que nous démontrons dans le 

théorème 1), l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT est plus informatif que ces trois plans de sondage et 

présente donc une variance plus petite, puisqu’il fournit l’information des points (1), (2) et (3). 
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Tableau 2.1 

Illustration de l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT pour la taille d’ensemble = 3H  et la taille de cycle 

= 2d  
 

Cycle Ensemble Unités classées dans les ensembles de comparaison Mesures 

1 1 
                 ( ) , , ,1 11 1 1 1

Y π X     ( ) 2 12 1 2 1, , ,Y X     ( ) 3 13 1 3 1, ,Y X     ( )1 1 1 1,Y   

2 
                 ( ) 1 11 1 1 1, , ,Y X     ( ) , , ,2 12 1 2 1

Y π X     ( ) 3 13 1 3 1, ,Y X     ( )2 1 2 1,Y   

3 
                 ( ) 1 11 1 1 1, , ,Y X     ( ) 2 12 1 2 1, , ,Y X     ( ) , , 3 13 1 3 1

Y π X     ( )3 1 3 1,Y   

2 1 
                 ( ) , , ,1 21 2 1 2

Y π X     ( ) 2 22 2 2 2, , ,Y X     ( ) 3 23 2 3 2, ,Y X     ( )1 2 1 2,Y   

2 
                 ( ) 1 21 2 1 2, , ,Y X     ( ) , , ,2 22 2 2 2

Y π X     ( ) 3 23 2 3 2, ,Y X     ( )2 2 2 2,Y   

3 
                 ( ) 1 21 2 1 2, , ,Y X     ( ) 2 22 2 2 2, , ,Y X     ( ) , , 3 23 2 3 2

Y π X     ( )3 2 3 2,Y   

 
Nous constatons que  1hY  n’est pas nécessairement identique à la valeur de Y  de l’unité ayant la eh

plus petite valeur de Y ( )( )1hY  puisque son rang est induit selon la variable de taille .X  Les crochets 

servent à noter la possibilité d’une erreur de classement à l’intérieur de l’ensemble. En l’absence d’erreur 

de classement, les crochets sont remplacés par des parenthèses. Dans ce cas ( )1hY  devient la statistique du 

eh  ordre dans un ensemble de taille .H  

Dans une étude récente, Ozturk (2019b) a utilisé les rangs induits de façon post-expérimentale dans un 

échantillon poststratifié par choix raisonné PPT. La principale différence entre un échantillon d’ensembles 

ordonnés PPT et un échantillon poststratifié par choix raisonné PPT est la mise en œuvre du processus de 

classement. Les rangs dans un échantillon d’ensembles ordonnés PPT sont obtenus avant la mesure de la 

variable ,Y  alors que les rangs dans un échantillon poststratifié par choix raisonné PPT sont obtenus de 

manière post-expérimentale après la mesure des variables Y  dans un échantillon PPT. 

Dans l’ensemble de l’article, notre procédure de classement satisfait à la condition de cohérence 

 ( )   ( )
:

=1

HF = ,
H

h H
h

y F y  (2.2) 

où   ( )
:h HF y  est la FDC de   .h iY  La démonstration de l’équation (2.2) se trouve dans Presnell et Bohn 

(1999). La cohérence du processus de classement indique que la même procédure de classement, aussi 

imparfaite soit-elle, est appliquée dans tous les ensembles de comparaison. Par conséquent, l’égalité dans 

l’équation (2.2) se vérifie pour les méthodes de classement qui utilisent la variable de taille .X  

Nous construisons un estimateur pour la moyenne de la population à partir de l’échantillon 

d’ensembles ordonnés PPT : 

 
 

 

OP,
=1 =1

1
= .

H d
h i

N
h i h i

Y
Y

HdN 
   

L’estimateur pour le total de la population est donné par OP, OP,= .N NT NY  L’estimateur PPT standard, 

souvent appelé estimateur de Hansen-Hurwitz, avec la taille d’échantillon =n dH  a la même forme que 

l’estimateur 
OP ,Y  mais il n’utilise pas l’information de classement : 



Techniques d’enquête, décembre 2020 265 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

 ,
=1

1
= .

n
i

P N
i i

Y
Y

nN 
   

Dans les manuels classiques, la variance de ,P NY  est (voir, par exemple, Thompson, 2002, page 52) 

 ( )
,

2

12
, 2 2

=11

1 1
= Var = Var = .

P N

N
k

P N k NY
k k

Y y
Y N

nN nN
  

 

   
−   

   
   

 

Théorème 1. Soit    ( ), ,h i h iY  = 1, , ,h H = 1, ,i d  un échantillon d’ensembles ordonnés PPT de 

la population .NP  Dans tout scénario de classement cohérent satisfaisant l’équation (2.2), l’estimateur 

( )OP, OP,N NY T  est sans biais pour la moyenne de la population (total). Leurs variances sont égales à 

OP ,

2

NY
  et 

OP ,

2

NT  

 

  ( )   ( )

   ( )

OP ,

, ,

OP , OP ,

22

2
: :2 2 2

=1 =1 =1

22 2 2
: :2 2 2

=1 =1

2 2 2

1
=

1 1
= = ,

= ,

N

p N p N

N N

H N N
k k

k kh H h HY
h k kk k

H H

Nh H h HY Y
h h

T Y

y y
f y f y

H dN

N
H dN nHN

N


 

    

 

   
−  
   

− − 

  

   

 

où  
 

 
( )1

1: = h

h

Y

h H E


  et  
 

 
( )  

1

1

2
2 2

: := h

h

Y

h H h HE


 −  sont la moyenne et la variance de     .h i h iY   
 

Nous notons que les deux dernières valeurs attendues du théorème 1 sont calculées au moyen d’une 

distribution aléatoire. Le théorème 1 montre que l’estimateur OP, NY  a toujours une variance plus petite que 

la variance de la moyenne d’un estimateur PPT dans la mesure où il y a des renseignements significatifs 

pour classer les unités de l’échantillon dans un ensemble de comparaison. Dans les contextes où 

l’échantillon PPT convient, l’information de classement serait disponible puisque la variable de taille X  

est approximativement proportionnelle à la variable .Y  Il donne par conséquent de façon raisonnablement 

exacte le classement des unités dans les ensembles de comparaison. 

La fonction de masse de probabilité dans le théorème 1,   ( ): ,kh Hf y  est donnée pour un classement 

parfait comme dans l’équation (2.1). Selon un classement imparfait,   ( ): kh Hf y  est la FMP de la 

statistique d’ordre induit  1hY  et sa forme est inconnue. Dans le prochain théorème, nous donnons un 

estimateur sans biais pour 
OP ,

2

NY
 ( )

OP ,

2

NT  quelle que soit la qualité de l’information de classement. 

Théorème 2. Soit    ( ), ,h i h iY  = 1, , ;h H = 1, , ,i d  un échantillon d’ensembles ordonnés PPT de 

la population .NP  Dans tout scénario de classement cohérent satisfaisant l’équation (2.2), les 

estimateurs sans biais de 
OP ,

2

NY
  et 

OP ,

2

NT  sont donnés par 

 ( )

 

 

 

 
OP ,

OP , OP ,

2

2

2 2 2
=1 =1

2 2 2

1
ˆ = , > 1

2 1

ˆ ˆ= .

N

N N

H d d
h i h j

Y
h i j i h i h j

T Y

Y Y
d

d d H N
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− 
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Pour les échantillons de taille moyenne, nous pouvons utiliser l’approximation normale pour fournir 

des intervalles de confiance approximatifs de 100 % ( )1 −  pour la moyenne et le total de la population, 

à savoir : 

 
OP , OP ,

2 2
OP, , 2 OP, , 2

ˆ ˆ, ,
N NN n H N n HY T

Y t T t  − −    

où ,n H at −  est le ea  quantile supérieur d’une distribution-t ayant des degrés de liberté = .df n H−  On 

propose =df n H−  pour tenir compte de l’hétérogénéité entre les classes de classement par choix 

raisonné. Pour les échantillons de petite taille, on peut estimer les degrés de liberté au moyen de 

l’approximation de Satterthwaite. 

Nous étudions maintenant l’efficacité de l’estimateur pour un échantillon d’ensembles ordonnés PPT 

en utilisant plusieurs populations qui correspondent à la structure présentée dans la section 1. Des 

populations finies sont générées au moyen du modèle ci-dessous. 

I. Pour une taille de population fixe ,N  on génère la variable de taille X  à partir d’une 

distribution exponentielle avec une moyenne de 100 et on ordonne ces N  nombres aléatoires 

du plus petit au plus grand, ( ) ( )1 < < ,Nx x  où ( )ix  est la ei  plus petite valeur des valeurs 

de .X  

II. Soit *N  le plus grand nombre entier de sorte que ( )* 1 .N N  −  On génère les valeurs de 

Y  à partir de 

                

( )

( )

*

*

= 1, ,
=

= 1, , ,

ii

i

ii

x i N
y

x i N N



 

+


+ +

 (2.3) 

ou 

                

( ) ( )

( ) ( )

*

*

= 1, ,
=

= 1, , ,

ii i

i

ii i

x x i N
y

x x i N N

 

  

+


+ +

 (2.4) 

où i  est généré à partir d’une distribution normale avec moyenne zéro et variance 1 et  iy  

est la valeur de la variable Y  qui correspond à la valeur de ( ) .ix  
 

Pour un nombre entier donné ,N  ce modèle génère N  paires de mesures de ( ), ,Y X  pour lesquelles 

les valeurs de la variable Y  sont proportionnelles aux valeurs de la variable .X  Pour les unités de 

population produisant le plus grand ( )100 1 −  % des valeurs de ,Y  la pente de la droite de régression 

entre les variables Y  et X  est   plus grande que la pente de la droite de régression pour les autres 

unités. La variance de la variable Y  est constante dans le modèle (2.3) et augmente avec les valeurs de X  

dans le modèle (2.4). 

Nous avons réalisé une étude par simulations pour étudier l’efficacité de l’estimateur pour un 

échantillon d’ensembles ordonnés PPT. Des populations finies de taille =N 2 000 sont générées à partir 

des modèles (2.3) et (2.4). On sélectionne le paramètre de pente   comme étant 2 ou 3. Le paramètre   
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contrôle la corrélation entre les variables Y  et ,X ( )= cor , ,X Y  et il est sélectionné pour être 

= 3; 8; 20.  Le paramètre   contrôle le pourcentage d’unités de population ayant une constante de 

proportionnalité plus élevée pour les unités ayant des valeurs de Y  extrêmes. Nous considérons   valeurs 

de 0,05; 0,10 et 0,20. Dans ce contexte de population, nous comparons l’efficacité de l’estimateur pour un 

échantillon d’ensembles ordonnés PPT avec les estimateurs PPT et par le ratio de la moyenne de la 

population. Les échantillons PPT avec remise ont été générés au moyen de la méthode de Lahiri (1951), 

qui ne sélectionne aucune des unités avec une probabilité de un dans la population, et donne à chaque 

unité de la population une probabilité positive d’être sélectionnée dans l’échantillon. Pour chaque 

échantillon, la taille de l’échantillon est fixée à = ,n dH  avec = 5d  et = 5; 10.H  On utilise des tailles 

d’échantillon relativement plus petites ( )= 25; 50n  pour évaluer les comportements des petits 

échantillons des probabilités de couverture des intervalles de confiance de la moyenne de population. La 

taille de la simulation est de 20 000. Comme l’estimateur par le ratio n’est pas un estimateur sans biais par 

rapport au plan, nous utilisons l’erreur quadratique moyenne (EQM) de l’estimateur par le ratio pour 

comparer son efficacité avec l’estimateur pour un échantillon d’ensembles ordonnés PPT. L’EQM de 

l’estimateur par le ratio est calculée ainsi : 

 ( )
20 000

2

, ,
=1

1
EQM = , = ,

20 000

i

R R i N R i X
i i

Y
Y Y

X
 −   

où 
iY  et 

iX  sont les moyennes d’échantillon des variables Y  et ,X  respectivement, dans la ei  itération 

de la simulation, et X  est la moyenne de la population de la variable .X  

 
Tableau 2.2 

Efficacité relative de l’estimateur pour un échantillon d’ensembles ordonnés PPT et de la probabilité de 

couverture (COV) de l’intervalle de confiance associé pour la moyenne de la population 
 

Modèle de variance constante, éq. 2.3 Modèle de variance croissante, éq. 2.4 

      H  
OP ,

2

EQM

N

R

Y


 ,

OP ,

2

2

P N

N

Y

Y




 COV        H  

OP ,

2

EQM

N

R

Y


 ,

OP ,

2

2

P N

N

Y

Y




 COV  

2 0,05 0,933 5 5,385 1,657 0,939 2 0,05 0,918 5 3,335 1,348 0,949 

2 0,05 0,933 10 7,281 2,231 0,936 2 0,05 0,918 10 4,012 1,587 0,950 

2 0,05 0,932 5 4,338 1,523 0,945 2 0,05 0,844 5 1,607 1,090 0,950 

2 0,05 0,932 10 5,389 1,907 0,944 2 0,05 0,844 10 1,731 1,144 0,950 

2 0,05 0,926 5 2,093 1,235 0,952 2 0,05 0,611 5 1,128 1,018 0,947 

2 0,05 0,926 10 2,158 1,358 0,951 2 0,05 0,611 10 1,167 1,035 0,949 

2 0,10 0,951 5 5,136 1,900 0,930 2 0,10 0,939 5 3,404 1,533 0,952 

2 0,10 0,951 10 6,982 2,567 0,938 2 0,10 0,939 10 4,017 1,778 0,949 

2 0,10 0,951 5 4,283 1,748 0,941 2 0,10 0,875 5 1,660 1,157 0,952 

2 0,10 0,951 10 5,339 2,188 0,945 2 0,10 0,875 10 1,718 1,181 0,949 

2 0,10 0,946 5 2,227 1,372 0,953 2 0,10 0,648 5 1,134 1,040 0,950 

2 0,10 0,946 10 2,273 1,490 0,950 2 0,10 0,648 10 1,129 1,029 0,948 

2 0,20 0,975 5 4,005 1,989 0,939 2 0,20 0,965 5 2,888 1,631 0,948 

2 0,20 0,975 10 5,253 2,764 0,941 2 0,20 0,965 10 3,316 1,941 0,952 

2 0,20 0,974 5 3,419 1,843 0,942 2 0,20 0,911 5 1,581 1,210 0,950 
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Tableau 2.2 (suite) 

Efficacité relative de l’estimateur pour un échantillon d’ensembles ordonnés PPT et de la probabilité de 

couverture (COV) de l’intervalle de confiance associé pour la moyenne de la population 
 

Modèle de variance constante, éq. 2.3 Modèle de variance croissante, éq. 2.4 

      H  
OP ,

2

EQM

N

R

Y


 ,

OP ,

2

2

P N

N

Y

Y




 COV        H  

OP ,

2

EQM

N

R

Y


 ,

OP ,

2

2

P N

N

Y

Y




 COV  

2 0,20 0,974 10 4,100 2,370 0,947 2 0,20 0,911 10 1,598 1,238 0,949 

2 0,20 0,970 5 1,873 1,442 0,950 2 0,20 0,711 5 1,151 1,067 0,951 

2 0,20 0,970 10 1,819 1,585 0,954 2 0,20 0,711 10 1,123 1,047 0,949 

3 0,05 0,873 5 5,560 1,679 0,936 3 0,05 0,867 5 4,700 1,551 0,945 

3 0,05 0,873 10 7,596 2,286 0,935 3 0,05 0,867 10 6,130 1,998 0,945 

3 0,05 0,873 5 5,220 1,636 0,940 3 0,05 0,832 5 2,697 1,253 0,950 

3 0,05 0,873 10 6,973 2,178 0,938 3 0,05 0,832 10 3,121 1,414 0,950 

3 0,05 0,870 5 3,862 1,462 0,947 3 0,05 0,687 5 1,416 1,062 0,949 

3 0,05 0,870 10 4,610 1,774 0,946 3 0,05 0,687 10 1,504 1,100 0,950 

3 0,10 0,914 5 5,274 1,924 0,926 3 0,10 0,909 5 4,601 1,786 0,944 

3 0,10 0,914 10 7,257 2,632 0,937 3 0,10 0,909 10 5,969 2,289 0,945 

3 0,10 0,914 5 5,005 1,877 0,934 3 0,10 0,880 5 2,791 1,402 0,953 

3 0,10 0,914 10 6,717 2,505 0,940 3 0,10 0,880 10 3,144 1,551 0,950 

3 0,10 0,912 5 3,875 1,674 0,945 3 0,10 0,747 5 1,451 1,111 0,951 

3 0,10 0,912 10 4,635 2,027 0,946 3 0,10 0,747 10 1,479 1,119 0,949 

3 0,20 0,957 5 4,090 2,009 0,936 3 0,20 0,953 5 3,694 1,886 0,944 

3 0,20 0,957 10 5,434 2,825 0,940 3 0,20 0,953 10 4,664 2,497 0,948 

3 0,20 0,957 5 3,919 1,968 0,940 3 0,20 0,929 5 2,446 1,490 0,950 

3 0,20 0,957 10 5,073 2,703 0,942 3 0,20 0,929 10 2,680 1,680 0,952 

3 0,20 0,956 5 3,125 1,768 0,946 3 0,20 0,815 5 1,414 1,155 0,950 

3 0,20 0,956 10 3,588 2,194 0,949 3 0,20 0,815 10 1,409 1,162 0,949 

 
Le tableau 2.2 présente les résultats de l’efficacité et les probabilités de couverture (COV) des 

intervalles de confiance d’environ 95 % pour la moyenne de population selon la moyenne de l’échantillon 

d’ensembles ordonnés PPT. Les résultats de l’efficacité montrent que l’estimateur pour un échantillon 

d’ensembles ordonnés PPT est plus efficace que l’estimateur PPT et que l’estimateur par le ratio pour tous 

les paramètres de simulation dans le tableau 2.2. L’efficacité augmente avec chacun des paramètres de 

simulation , ,H   pour les valeurs fixes de tous les autres paramètres. Par exemple, dans le modèle de 

variance constante, pour les valeurs fixes de = 2, = 0,05 et =H 5, les valeurs d’efficacité par 

rapport aux estimateurs par le ratio et PPT sont de 2,093 et 1,235 pour = 0,926 et 5,385 et de 1,657 

pour = 0,933, respectivement. Les mêmes valeurs d’efficacité dans le modèle de variation croissante 

sont de 1,128 et 1,018 pour = 0,611 et de 3,335 et 1,348 pour = 0,918, respectivement. On peut faire 

des observations similaires pour d’autres combinaisons de paramètres de simulation. 

Les probabilités de couverture des intervalles de confiance pour la moyenne de population sont 

relativement proches de la probabilité de couverture nominale de 0,95 pour les modèles de variance 

constante et ceux de variance croissante. 

 

3  Échantillon d’ensembles ordonnés PPT en populations stratifiées 
 

Dans cette section, nous construisons un échantillon d’ensembles ordonnés PPT à partir d’une 

population stratifiée. L’ensemble de la population est divisé en L  populations de strates, 
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 1, ,= , , ,l

l

N

l N lu uP  où lN  est la taille de la population de la el  population de strate, = 1, , .l L  

Les moyennes, variances et totaux de la population de strate sont donnés par 

 ( )
22

, ,
=1 =1

1 1
= , = , = , = 1, , ,

l l

l l l l

N N

N i l N i l N l l N
i il l

y y t N l L
N N

   −    

où ,i ly  est la valeur de Y  sur l’unité ,i lu  dans la population .lNP  La moyenne, le total et la variance de 

la population globale sont définis comme suit : 

 ( )
22

, ,
=1 =1 =1 =1

1 1
= , = , = ,

l lN NL L

N i l N N N i l N
l i l i

y t N y
N N

   −      

où 
=1

= .
L

ll
N N  On peut écrire la population totale comme étant = .Nt N  À partir de cette population 

stratifiée, nous construisons l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié (OPS) 

     , ,, , = 1, , ; = 1, , ; = 1, , ,l lh i l h i lY i d h H l L   

où ld  et lH  sont respectivement la taille du cycle et la taille de l’ensemble, dans l’échantillon de strate de 

la population .l  Soit =l l ln d H  la taille d’échantillon pour la strate ,l = 1, , .l L  Les estimateurs de la 

moyenne et du total de la population sont donnés ensuite par 

 
 

 

,

OPS, OP,
=1 =1 =1 =1 ,

1
= =

l l

l

H dL L
h i ll l

N N
l l h il l l h i l

YN N
Y Y

N N N H d 
      

et 

 OPS, OPS,= .N NT NY   

Si l’on ignore l’information de classement et qu’on utilise l’échantillonnage PPT, l’échantillon PPT 

stratifié peut être noté comme suit : 

  , ,, , = 1, , , = 1, , .i l i l lY i n l L   

L’estimateur de la moyenne de la population basé sur l’échantillon PPT stratifié (PS) est donné par 

 
,

PS, ,
=1 =1 =1 ,

1
= = .

l

l

nL L
i ll l

N P N
l l il l i l

YN N
Y Y

N N N n 
     

Les manuels classiques décrivent la variance de PS, NY  

 
PS,

22 2

2 2
,2 2 2

=1 =1 =1

1
= = .

l

l lN

NL L
l k l

k l N P NY
l k ll l k

N y N
N

N n N N
   



 
− 

 
    (3.1) 

Le prochain théorème montre que OPS, NY  et OPS, NT  sont des estimateurs sans biais pour respectivement la 

moyenne et le total de la population. 
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Théorème 3. Soit     , ,, , = 1, , ; = 1, , ; = 1, , ,l lh i l h i lY i d h H l L  un échantillon d’ensembles 

ordonnés PPT stratifié d’une population stratifiée. Dans tout modèle de classement cohérent satisfaisant 

l’équation (2.2), les estimateurs OPS, NY  et OPS, NT  sont sans biais pour la moyenne de la population ( )N  

et son total ( ) ,Nt  respectivement, et leurs variances sont données par 
OPS,

2

NY
  et 

OPS,

2 ,
NT  

 
 ( )

OPS, OP , PS ,

OPS, OPS,

2 2
2

2 2 2 2
, :2 2 2

=1 =1 =1

2 2 2

1
= =

= .

l

l llN N Nl

N N

HL L
l l

P N l Nh HY Y Y
l l hl l l

T Y

N N
N

N N N n H

N

     

 

 
− −  

 
  

  

 

La démonstration du théorème 3 suit celle du théorème 1. Le théorème 3 indique que la variance de la 

moyenne de l’échantillon OPS, NY  basée sur un échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié est toujours 

inférieure ou égale à la variance de la moyenne de l’échantillon PS, NY  basée sur l’échantillon PPT stratifié 

dans les contextes où l’échantillonnage PPT convient. 

À partir du théorème 2, l’estimateur sans biais de la variance 
OPS,

2

NY
  est donné par 

 
( )

 

 

 

 
OPS,

2
2

, ,2

2 2 2 2
=1 =1 =1 , ,

1
ˆ = , > 1; = 1, , .

2 1

l l l

N

H d dL
h i l h j ll

lY
l h i j il l l l h i l h j l

Y YN
d l L

N d d H N


 

  
− 

−   
    

Cet estimateur de la variance sans biais donne un moyen de construire un intervalle de confiance 

approximatif pour la moyenne de la population ,N  à savoir : 

 
OPS,OPS, , 2

ˆ ,
NN df Y

Y t     

où 
=1 =1

= .
L L

l ll l
df n H−   Pour les échantillons de plus petite taille, on peut aussi obtenir les degrés de 

liberté approximatifs au moyen de l’approximation de Satterthwaite afin de tenir compte de l’effet des 

variances de population de strates inégales. On peut écrire une expression semblable pour un intervalle de 

confiance du total de la population .Nt  

 

4  Détermination de la taille de l’échantillon 
 

L’un des objectifs d’un plan de sondage stratifié consiste à maximiser le contenu informationnel de 

l’échantillon. Comme notre plan de sondage comprend la sélection d’échantillons de chacune des 

populations de strates, la répartition de taille d’échantillon aux populations de strates devient un enjeu 

important et a une grande incidence sur le contenu de l’information de l’échantillon. Nous examinerons 

quatre méthodes de répartition différentes : égale, proportionnelle, de Neyman et optimale pour un modèle 

de coût donné. La répartition de taille d’échantillon (pour ce qui est l’efficacité de l’estimateur) dépend 

fortement de la structure de coût de la procédure d’échantillonnage et de l’ampleur des variances au 

niveau de la strate. Par conséquent, ces quatre procédures de répartition donnent différents résultats 

d’efficacité, puisqu’elles cherchent à réduire au minimum le coût de l’échantillonnage ou la contribution 

des variances au niveau de la strate. 
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Notons que le nombre de strates L  est fixe et que la taille d’échantillon de la population de strate l  est 

.ln  Pour une répartition égale, toutes les tailles d’échantillon de strate sont égales à ,ln n L  

= 1, , ,l L  où n  est la taille d’échantillon totale dans l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié. 

Pour la répartition proportionnelle, la taille d’échantillon ln  est sélectionnée de façon à être 

proportionnelle à la taille de la population de strate lN = 1, , ,l L  à savoir : 

 = , = 1, , .
l

l

N
n n l L

N
  

Une fois que ln  est déterminé de cette manière, on peut établir =l l ld n H  pour une taille d’ensemble 

donnée .lH  Dans les contextes où un échantillonnage PPT convient, le classement dans les ensembles de 

comparaison est effectué en fonction de la variable de taille .X  Comme la variable X  est proportionnelle 

à la variable ,Y  nous nous attendons à ce que les variables X  et Y  soient fortement corrélées. Par 

conséquent, nous sélectionnons une valeur moyennement élevée de lH  pour une valeur ln  donnée, par 

exemple =lH 5; 6 ou 10. Selon une répartition proportionnelle, la variance de OPS, NY  est obtenue par 

 ( )  OPS,

2

2 2

:
=1 =1 =1

1
= = ,

l

lN

HL L
l

h HY
l h ll l l

P
NN nH NN n


     (4.1) 

où  
2 21

:=1
= .

l

ll

H

l h HH h
   

La répartition de Neyman minimise la variance de l’estimateur pour ce qui est de la taille d’échantillon 

ln  soumise à la contrainte que la somme des tailles d’échantillon de strate soit égale à .n  La méthode des 

multiplicateurs de Lagrange permet de montrer que 

 

=1

=
l

l L

ll

n
n




  

minimise la variance de OPS, .NY  Dans une répartition de Neyman, la variance de OPS, NY  est réduite à la 

forme simple 

 ( )
OPS,

2 =1

2
=1

= .
N

L
L

l ll

Y
l

N
N n

 



  (4.2) 

Si l’étude de l’enquête a une contrainte budgétaire, on peut optimiser la répartition de taille 

d’échantillon en minimisant la variance de l’estimateur par une contrainte budgétaire dans une fonction de 

coût. On obtient une fonction de coût simple pour un échantillon d’ensembles ordonnés stratifiés PPT par 

 ( )0
=1

= ,
L

T l l l
l

C C c r n+ +  (4.3) 

où TC  est le coût total, 0C  est le coût indirect, lc  est le coût de la mesure d’une seule observation de la 

strate ,l  et lr  est le coût du classement de lH  observations dans l’ensemble de comparaison dans une 

strate .l  Dans les contextes pour lesquels un échantillonnage d’ensembles ordonnés PPT convient, nous 
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nous attendons à ce que lr  soit nul ou très petit. Selon cette fonction de coût, la répartition optimale des 

tailles d’échantillon est donnée par 

 

=1

= , = 1, , .
l l l

l L

l l ll

c r
n n l L

c r





+

+
  

Selon le modèle de coût (4.3), la variance de OPS, NY  est obtenue par 

 ( )
OPS,

2 =1

2
=1

= .
N

L
L

l l l l l ll

Y
l

c r c r
C

N n

 


+ +
   

Nous comparons maintenant l’estimateur pour un échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié selon 

les procédures de répartition égale, proportionnelle et de Neyman. Selon une répartition égale, chaque 

échantillon de strate a la même taille d’échantillon = ,ln n L = 1, , .l L  La variance de OPS, NY  selon 

la répartition égale est donnée par 

 ( )
OPS,

2

2

2
=1

= .
N

L
l

X
l

L
E

N n


   (4.4) 

La différence entre les variances de OPS, NY  selon les répartitions égale et proportionnelle peut s’écrire 

comme suit : 

 
OPS, OPS ,

2

2 2

=1

( ) ( ) = .
N N

L
l l

Y Y
l l

L N N
E P

Nn NN


 

− 
−  

 
  (4.5) 

Nous nous attendons à ce que cette différence soit positive dans les contextes où les grandes populations 

de strate présentent de grandes variances. Dans ce cas, une répartition proportionnelle augmente la taille 

d’échantillon pour une grande population de strate afin de réduire la contribution de cet échantillon de 

strate à la variance de l’estimateur. 

Selon la répartition de Neyman, nous obtenons 

 ( ) ( )  
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et 
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où 2 2
. =1

= .
L

ll
L   Comme prévu, la répartition de Neyman produit toujours une variance inférieure à 

celle des répartitions égale et proportionnelle, mais elle nécessite de connaître la variance des statistiques 

d’ordre induit avant la construction de l’échantillon. Dans un contexte où les tailles d’ensemble lH H  

pour tous les échantillons de strate et les variances de population de strate sont connues (ou peuvent être 

estimées) à partir d’études antérieures, on peut obtenir la répartition de Neyman comme suit : 

 

=1 =1

ˆ
= , = 1, , ,

ˆ

l

l

Nl

l L L

l Nl l

nn
n l L



 


 
  

où 2ˆ
lN  est l’estimation de la variance, 2 ,

lN  de la population de strate .l  

 
5  Comparaison de l’efficacité du nouveau plan de sondage et de 

l’estimateur 
 

Dans cette section, nous examinons l’efficacité des estimateurs calculés pour un échantillon 

d’ensembles ordonnés PPT stratifié. Considérons une population stratifiée avec trois strates ( )= 3 .L  

Pour voir les effets de la taille et des variances de la population de la strate sur les procédures de 

répartition, nous avons produit des populations stratifiées ayant des tailles de population et des variances 

différentes. À des fins de clarté dans la notation, nous définissons les proportions de tailles de population 

et de variances comme suit : 

 

=1 1

= , = , = 1, , .l

l Nl

l

Nl

N L L

l Nl l

N
p p l L

N





= 

  

Notons que les répartitions proportionnelle et de Neyman sélectionnent respectivement des tailles 

d’échantillon de strate proportionnelles à 
lNp  et à .

Nl

p  

Dans cette partie de la simulation, les valeurs de population des variables Y  et X  sont générées par un 

modèle différent des modèles des équations (2.3) et (2.4). Pour la population de strate ,l  nous produisons 

( )* * *
1, ,= , ,

ll l N lX XX  à partir de 

 ( )( )* 1
, = 1 ; 0,1 ; = 1, , ,i l lX F i N i N− +   

où ( );F   est la fonction de distribution cumulative de la distribution exponentielle avec une moyenne de 

10 (taux = 0,1). Pour simplifier la construction des valeurs de la variable X  à partir de la population de 

strate, nous avons remis à l’échelle *
,i lX  par 

 
( )

*
,

, *
= , = 1, , .

min

i l

i l l

l

X
X i N

X
  

Les valeurs de la variable Y  dans la population de strate l  sont générées à partir des quantiles d’une 

distribution normale au moyen de la variable , ,i lX = 1, , .li N  Premièrement, nous calculons 
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 ( )( )1
, = 1 ; , ; = 1, , ,i l l l l lG i N i N  − +   

où ( ); ,G a b  est la FDC d’une distribution normale avec une moyenne a  et un écart-type .b  Les valeurs 

de la variable Y  sont alors construites à partir de 

 , , ,= , = 1, , .i l i l i l lY X i N   

Dans cette construction, on constate clairement que les valeurs de la variable Y  sont proportionnelles aux 

valeurs de la variable .X  L’utilisation de l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié convient donc 

ici. 

Dans l’étude par simulations, la taille totale de la population ,N  la taille de l’échantillon n  et le 

paramètre d’emplacement ( )= 1; 2; 3l l  sont sélectionnés de façon à ce qu’ils soient égaux 

respectivement à =N 700, =n 90 et =l 5. Les valeurs lN  et l  sont variées pour établir les valeurs de 

lNp  et 
Nl

p  dans les tableaux 5.1 et 5.2. Pour les quatre premières lignes, les tailles de population et les 

écarts-types sont sélectionnés de façon à ce qu’ils soient respectivement de 1 =N 100, 2 =N 200, 3 =N

400 et 
1

=N 35, 
2

=N 10, 
3

=N 5. Pour les quatre dernières lignes, les tailles de population et les 

écarts-types sont sélectionnés comme étant respectivement 1 =N 400, 2 =N 200, 3 =N 100 et 
1

=N 35,

2
=N 10, 

3
=N 5. Afin de faciliter la comparaison, on utilise une taille d’ensemble identique H  

( )= 2; 3; 5; 6H  dans toutes les populations de strate pour toute combinaison de choix particuliers de 

lNp  et ,
Nl

p = 1, , .l L  

L’estimateur sans biais de la variance de la moyenne de l’échantillon nécessite que 2,ld   pour 

= 1, , .l L  Dans la répartition de Neyman et la répartition proportionnelle, il se peut que cette 

hypothèse ne se vérifie pas dans certains échantillons de strate quand la valeur de 
lNp  ou 

Nl

p  est trop 

petite. Dans ce cas, nous avons modifié la répartition de Neyman et la répartition proportionnelle pour que 

2ld   en réduisant la valeur maximale de ld  et en augmentant toute valeur de ld  inférieure à 2. Il se 

peut que ces procédures de répartition ne soient pas optimales avec cette modification. 

 
Tableau 5.1 

Efficacités relatives de l’échantillon PPT stratifié (PS) par rapport à l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT 

stratifié (OPS); E : Répartition égale; P : Répartition proportionnelle; N : Répartition de Neyman 
 

 Proportion de 
l

N  Proportion de 2

N
l

  Efficacités 

H  
1N

p  
2N

p  
3N

p  2

1N

p


 2

2N

p


 2

3N

p


 
( )

( )
PS

OPS

2

2

Y

Y

E

E




 

( )

( )
PS

OPS

2

2

Y

Y

P

P




 

( )

( )
PS

OPS

2

2

Y

Y

N

N




 

2 0,143 0,286 0,571 0,726 0,161 0,113 1,472 1,408 2,007 

3 0,143 0,286 0,571 0,726 0,161 0,113 1,927 1,850 2,627 

5 0,143 0,286 0,571 0,726 0,161 0,113 2,803 3,001 3,823 

6 0,143 0,286 0,571 0,726 0,161 0,113 3,229 3,059 4,402 

2 0,571 0,286 0,143 0,945 0,047 0,008 1,468 1,496 1,506 

3 0,571 0,286 0,143 0,945 0,047 0,008 1,915 1,917 1,965 

5 0,571 0,286 0,143 0,945 0,047 0,008 2,769 2,715 2,689 

6 0,571 0,286 0,143 0,945 0,047 0,008 3,180 3,358 2,440 
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Le tableau 5.1 présente les efficacités relatives de la moyenne de l’échantillon d’ensembles ordonnés 

PPT stratifié par rapport à la moyenne de l’échantillon PPT stratifié selon les procédures de répartition 

égale, proportionnelle et de Neyman. Les efficacités sont calculées au moyen des équations (3.1), (4.1), 

(4.2) et (4.4). On constate clairement que la moyenne de l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié 

est plus efficace que la moyenne de l’échantillon PPT stratifié selon toutes les procédures de répartition. 

L’amélioration de l’efficacité augmente avec la taille d’ensemble .H  

 
Tableau 5.2 

Efficacités relatives de l’estimateur pour un échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié par rapport à la 

répartition de Neyman et aux probabilités de couverture des intervalles de confiance; E : Répartition égale; 

P : Répartition proportionnelle; N : Répartition de Neyman 
 

 Proportion de 
l

N  Proportion de 2

N
l

  Efficacités Probabilité de couverture 

H  
1N

p  
2N

p  
3N

p  2

1N

p


 2

2N

p


 2

3N

p


 
( )

( )
OPS

OPS

2

2

Y

Y

E

N




 

( )

( )
OPS

OPS

2

2

Y

Y

P

N




 Ég. Prop. Neyman 

2 0,143 0,286 0,571 0,726 0,161 0,113 1,021 1,358 0,951 0,947 0,946 

3 0,143 0,286 0,571 0,726 0,161 0,113 1,021 1,354 0,950 0,945 0,948 

5 0,143 0,286 0,571 0,726 0,161 0,113 1,021 1,214 0,949 0,950 0,953 

6 0,143 0,286 0,571 0,726 0,161 0,113 1,021 1,372 0,950 0,933 0,948 

2 0,571 0,286 0,143 0,945 0,047 0,008 2,327 1,357 0,941 0,947 0,945 

3 0,571 0,286 0,143 0,945 0,047 0,008 2,325 1,381 0,944 0,949 0,951 

5 0,571 0,286 0,143 0,945 0,047 0,008 2,201 1,334 0,939 0,946 0,949 

6 0,571 0,286 0,143 0,945 0,047 0,008 1,739 0,979 0,941 0,943 0,944 

 
Le tableau 5.2 présente les efficacités des procédures de répartition et des probabilités de couverture de 

l’intervalle de confiance approximatif pour la moyenne de population construite à partir des échantillons 

d’ensembles ordonnés PPT stratifiés. On calcule encore une fois les efficacités à partir des expressions 

analytiques des équations (3.1), (4.1), (4.2) et (4.4), alors qu’on calcule les probabilités de couverture à 

partir d’une étude par simulations en générant 5 000 échantillons d’ensembles ordonnés PPT stratifiés. Les 

échantillons PPT sont produits au moyen de la fonction « lahiri.design » dans le module R SDaA, Verbeke 

(2014). Les efficacités des répartitions égale et proportionnelle sont comparées à celles de la répartition de 

Neyman. Comme la répartition de Neyman est optimale, nous constatons que toutes les entrées, sauf 0,979 

dans la dernière ligne de la colonne 9, sont supérieures à 1, comme prévu. Dans la dernière ligne, la 

répartition proportionnelle est plus efficace que celle de Neyman, car la répartition de Neyman y est 

modifiée. La répartition de Neyman donne 1 2 3= 14, = 1, = 0.d d d  Cette répartition est modifiée en 

1 2 3= 11, = 2, = 2d d d  pour que la taille du cycle de chaque échantillon de strate soit supérieure à 1. La 

répartition proportionnelle de la dernière ligne n’a pas nécessité de modification. Étant donné que la 

répartition de Neyman n’est plus optimale dans ce cas, elle n’est pas aussi efficace que la répartition 

proportionnelle. 

En revanche, la répartition de Neyman reste préférable à la répartition égale y compris quand la 

première a été modifiée pour les tailles de cycle. On peut obtenir l’efficacité de la répartition 

proportionnelle par rapport à la répartition égale en divisant la colonne 8 du tableau 5.2 par la colonne 9. 
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Si le ratio des entrées des colonnes 8 et 9 est supérieur à 1, la répartition proportionnelle est plus efficace 

que la répartition égale. 

Il apparaît clairement que, dans les quatre premières lignes du tableau 5.2, la répartition égale est 

préférable à la répartition proportionnelle. En effet, dans ces populations, les populations de strate plus 

petites présentent des variances plus grandes. Par conséquent, la répartition proportionnelle sélectionne 

moins de données de la strate ayant une grande variance et plus de données de la strate ayant une petite 

variance. Dans les quatre dernières lignes du tableau 5.2, dans lesquelles de grandes populations ont de 

grandes variances, la répartition proportionnelle est plus efficace que la répartition égale, car elle attribue 

des tailles d’échantillon plus grandes aux strates ayant des variances plus grandes. Ces résultats 

concordent avec le résultat de l’équation (4.5), selon lequel la répartition proportionnelle est plus efficace 

quand de grandes populations de strate ont de grandes variances. 

Les trois dernières colonnes du tableau 5.2 présentent les probabilités de couverture des intervalles de 

confiance pour la moyenne de population selon les procédures de répartition égale, proportionnelle et de 

Neyman. On constate nettement que toutes les probabilités de couverture sont très proches de la 

probabilité de couverture nominale de 0,95. 

 
6  Exemple 
 

Dans cette section, nous appliquons le plan d’échantillonnage d’ensembles ordonnés PPT stratifié aux 

données relatives à la production de pommes. Nous considérons que les données sur la production de 

pommes fournies par l’Institut turc de la statistique sont une population finie. Les exploitations de 

pomiculture de cette population sont divisées en sept régions géographiques différentes ( )= 7 .L  Les 

exploitations de chaque région sont considérées comme une population de strate. Le tableau 6.1 montre 

que les tailles de population ( ) ,lN  les moyennes ( )
lN  et les écarts-types ( )

lN  varient 

significativement. Il est par conséquent naturel d’utiliser un échantillonnage stratifié pour réduire la 

variation due à l’échantillonnage. Étant donné que le nombre de pommiers ( )X  de chaque canton est 

disponible et que les coefficients de corrélation ( )l  entre les variables X  et Y  sont relativement élevés 

dans les populations de strate, l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT dans chaque population de strate 

serait un choix raisonnable. 

 

Tableau 6.1 

Caractéristiques de population des données sur la production de pommes (en tonnes, 1 tonne = 1 000 kg) 
 

Strate ( )l  
l

  
l

  
l

N  
l

  

Marmara ( )= 1l  1 536,8 6 425 106 0,816 

Égée ( )= 2l  2 233,7 11 604,9 105 0,856 

Méditerranée ( )= 3l  9 384,31 29 907,5 94 0,901 

Mer Noire ( )= 4l  967 2 389,7 204 0,713 

Anatolie centrale ( )= 5l  5 588 28 643,4 171 0,986 

Anatolie orientale ( )= 6l  631,4 1 171,1 103 0,885 

Anatolie du Sud-Est ( )= 7l  72,4 111,3 68 0,917 
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Nous avons traité les données sur la production de pommes comme une population stratifiée et nous 

avons simulé des échantillons d’ensembles ordonnés PPT stratifiés (OPS) pour la taille d’échantillon =n  

210 et les tailles d’ensemble = 2; 3; 5; 6.H  Afin de comparer l’échantillonnage OPS avec les plans de 

sondage concurrents, nous avons aussi produit des échantillons au moyen d’un échantillon aléatoire 

simple stratifié (EASS) et d’un échantillon PPT stratifié (PS). Les échantillons sont sélectionnés selon des 

procédures de répartition égale (E), proportionnelle (P) et de Neyman (N) dans les trois plans de sondage. 

Pour la répartition de Neyman et la répartition proportionnelle, quand la taille du cycle de strate ld  est 

inférieure à 2, on modifie les répartitions de Neyman et proportionnelle en changeant toutes les valeurs 

< 2ld  en 2 et en réduisant la valeur maximale de ld  afin que la taille totale de l’échantillon reste égale à 

.n  Cette modification nous permet d’obtenir un estimateur sans biais pour la variance de la moyenne de 

l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié. 

 

Tableau 6.2 

Efficacités relatives des plans de sondage avec échantillon d’ensembles ordonnés PPT, PPT et EAS stratifiés et 

les probabilités de couverture de l’intervalle de confiance approximatif pour la moyenne de population des 

données sur la production de pommes; E : Répartition égale; P : Répartition proportionnelle; N : Répartition 

de Neyman 
  

 EAS stratifié PPT stratifié EEO-PPT stratifiés Probabilité de 

couverture 

H  
( )

( )
EASS

OPS

2

2

Y

Y

E

E




 

( )

( )
EASS

OPS

2

2

Y

Y

P

P




 

( )

( )
EASS

OPS

2

2

Y

Y

N

N




 

( )

( )
PS

OPS

2

2

Y

Y

E

E




 

( )

( )
PS

OPS

2

2

Y

Y

P

P




 

( )

( )
PS

OPS

2

2

Y

Y

N

N




 

( )

( )
OPS

OPS

2

2

Y

Y

E

N




 

( )

( )
OPS

OPS

2

2

Y

Y

P

N




 Ég. Prop. Neyman 

2 1,139 1,154 1,321 1,143 1,158 1,259 1,777 1,901 0,943 0,939 0,948 

3 1,254 1,251 1,447 1,243 1,243 1,351 1,759 1,872 0,945 0,943 0,952 

5 1,399 1,371 1,464 1,399 1,470 1,326 1,566 1,668 0,947 0,942 0,949 

6 1,475 1,454 1,434 1,437 1,435 1,294 1,434 1,580 0,944 0,938 0,947 

 
Le tableau 6.2 présente les efficacités relatives de la moyenne de l’échantillon d’ensembles ordonnés 

PPT par rapport aux estimateurs concurrents. Ces entrées sont obtenues à partir d’une simulation 

comportant 10 000 rééchantillonnages. Il apparaît clairement que la moyenne de l’échantillon OPS est 

plus efficace que les moyennes de l’échantillon EASS et PS selon toutes les procédures de répartition. En 

général, les efficacités augmentent avec la taille de l’ensemble H  quand les tailles du cycle de strate 

( )= > 1l ld n H  ne sont pas trop petites (H  n’est pas grand). Quand la valeur de H  est grande, la 

répartition de Neyman est modifiée de sorte que 2.ld   Dans ce cas, la répartition de Neyman modifiée 

perd ses propriétés optimales, mais elle reste plus performante que les autres procédures de répartition. 

À la section 4, nous avons observé que si les grandes populations ont de grandes variances, la 

répartition proportionnelle est préférable à la répartition égale. Le tableau 6.1 montre que certaines des 

petites populations de strate présentent des variances très importantes. Par exemple, la population de la 

région méditerranéenne (soit la deuxième plus petite population) compte 94 exploitations, mais son écart-

type est le plus grand dans les 7 populations de strate. Par conséquent, les efficacités des répartitions 

proportionnelle et égale dans les échantillons EASS et PS semblent être identiques par rapport aux 

échantillons OPS (colonnes 2, 3 pour EASS et colonnes 5, 6 pour PS). 
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Pour l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié, la répartition de Neyman apporte une 

amélioration considérable par rapport aux répartitions égale et proportionnelle. L’amélioration de 

l’efficacité est une fonction décroissante de la taille d’ensemble ,H  mais cette réduction est due à 

l’utilisation d’une répartition de Neyman modifiée pour les grandes tailles d’ensemble (c’est-à-dire ayant 

une petite valeur de ).ld  

Dans l’échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié, la répartition égale est plus efficace que la 

répartition proportionnelle. On le voit dans le ratio des colonnes 8 et 9. Si nous divisons la colonne 8 par 

la colonne 9, toutes les entrées seraient inférieures à 1, ce qui indique que la répartition égale a une 

variance moindre que la répartition proportionnelle. Encore une fois, cela concorde avec l’équation (4.5), 

qui montre qu’une répartition égale est préférable si les grandes populations de strate présentent de petites 

variances. 

Le tableau 6.2 donne aussi les probabilités de couverture d’intervalles de confiance d’environ 95 % 

pour la moyenne de la population. On constate nettement que les probabilités de couverture selon toutes 

les procédures de répartition sont très proches de la probabilité de couverture nominale de 0,95. 

 
7  Conclusions 
 

Un échantillonnage avec probabilité proportionnelle à la taille donne des estimateurs très efficaces 

pour la moyenne et le total de la population quand il existe une mesure de la taille pour chaque unité de la 

population. La mesure de la taille contient de l’information significative sur l’importance de chaque unité 

incluse dans l’échantillon. Elle fournit également des renseignements importants sur la position relative 

(rang) des unités de population. En conjuguant ces deux éléments d’information de façon significative, on 

obtient un nouveau plan d’échantillonnage, l’échantillonnage d’ensembles ordonnés PPT stratifié. 

L’échantillonnage d’ensembles ordonnés PPT stratifié conjugue les gains d’efficacité de l’échantillonnage 

probabiliste et l’information sur la position (rang) de l’unité de l’échantillon dans un ensemble de 

comparaison. 

Nous avons construit des estimateurs sans biais pour la moyenne de la population, son total et leurs 

variances. La répartition de taille d’échantillon à chaque strate joue un rôle significatif dans l’efficacité 

des estimateurs. Le choix de la répartition de taille d’échantillon dépend du coût de l’échantillonnage, des 

tailles de population des strates et des variances. Si les populations plus grandes présentent des variances 

plus importantes, la répartition proportionnelle fonctionne raisonnablement bien. Le nouveau plan de 

sondage est appliqué aux données sur la production de pommes dans une population stratifiée. 

 
Annexe 
 

Démonstration du théorème 1. Notons d’abord que    ( ), ,h i h iY  = 1, ,i d  sont des variables iid 

aléatoires. Puis, nous écrivons 



Techniques d’enquête, décembre 2020 279 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

 

( )
 

 

 ( )

  ( )   ( )

11

OP,
=1 =1 =11

: :
=1 =1 =1 =1

=1 1
= =

1 1
= = .

H H N
khh

N k
h h k kh

H N N H
k k

k kh H h H
h k k hk k

P Y yY
E Y dE dy

dHN dHN

y y
f y f y

HN HN

 

 

 
 
 

  

   

  

En utilisant la cohérence de la procédure de classement de l’équation (2.2), nous écrivons 
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Afin de démontrer la variance, considérons 
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En nous appuyant encore une fois sur la cohérence de la procédure de classement à l’intérieur de 

l’ensemble de l’équation (2.2), nous écrivons 
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Nous insérons maintenant ce résultat dans l’équation (A.1) pour écrire 
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Le théorème est démontré. 

Démonstration du théorème 2. On constate aisément que 
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Classification semi-automatisée des réponses à des questions 

ouvertes à étiquettes multiples 

Hyukjun Gweon, Matthias Schonlau et Marika Wenemark1 

Résumé 

Dans les enquêtes, les réponses textuelles à des questions ouvertes ont de l’importance, puisqu’elles permettent 

aux répondants de livrer plus de renseignements sans contrainte. Dans une classification automatique des 

réponses à des questions ouvertes en apprentissage supervisé, la précision souvent n’est pas assez grande. 

Comme autre possibilité, une stratégie de classification semi-automatisée peut être envisagée : les réponses 

sont classifiées automatiquement dans le groupe facile à classer et classifiées manuellement dans le reste. Nous 

présentons ici une méthode de classification semi-automatisée des réponses à des questions ouvertes à 

étiquettes multiples pour les cas où les réponses textuelles peuvent appartenir simultanément à plusieurs 

classes. La méthode que nous proposons se trouve à combiner de multiples chaînes de classification 

probabiliste en évitant des coûts de calcul prohibitifs. L’évaluation du rendement sur trois ensembles de 

données démontre l’efficacité de cette méthode. 
 

Mots-clés : Classification semi-automatisée; questions ouvertes; donnée à étiquettes multiples. 

 

 

1  Introduction 
 

Les réponses aux questions ouvertes dans les enquêtes sont souvent classifiées manuellement selon 

différentes classes ou catégories. Si les données sont nombreuses, cette classification manuelle prend du 

temps et coûte cher, en ce sens qu’il faut faire appel à des codeurs humains professionnels aux 

connaissances suffisantes en la matière. Il est important par ailleurs d’analyser les réponses textuelles aux 

questions ouvertes, parce que les répondants n’ont pas de contraintes à respecter au moment de répondre 

et peuvent donc livrer une information plus précise qu’avec des questions fermées (Schonlau et Couper, 

2016). 

Le perfectionnement des techniques d’apprentissage statistique peut être mis au service de la 

classification automatique de données textuelles fournies en réponse à des questions ouvertes. Des 

modèles d’apprentissage statistique comme les machines à vecteurs de support (SVM) (Vapnik, 2000) ou 

les forêts d’arbres décisionnels (Breiman, 2001) peuvent fonctionner avec des données d’apprentissage et 

servir à prédire de nouvelles données. L’analyse de données textuelles fournies en réponse à des questions 

ouvertes effectuée par les méthodes d’apprentissage statistique reçoit de plus en plus d’attention en 

sciences sociales (Matthews, Kyriakopoulos et Holcekova, 2018; Ye, Medway et Kelley, 2018). 

Si le recours aux méthodes d’apprentissage statistique réduit le coût total de la tâche de codage, une 

classification entièrement automatisée des réponses à des questions ouvertes demeure un défi. Dans bien 

des cas, il est difficile avec une telle classification de parvenir dans l’ensemble à une précision égale à 

celle d’un codage humain et acceptable à des fins de recherche. Une classification semi-automatisée fait 

appel aux méthodes statistiques, en ce sens que les réponses faciles à classer le sont automatiquement et 
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que les autres sont classifiées manuellement (Gweon, Schonlau, Kaczmirek, Blohm et Steiner, 2017; 

Schonlau et Couper, 2016). 

Fréquemment, les réponses à des questions ouvertes se voient attribuer plusieurs catégories 

simultanément. Dans le monde de l’apprentissage automatique, des données de cette nature sont dites à 

étiquettes multiples. Ce cas diffère du cas multi-classes classique où une réponse textuelle peut seulement 

appartenir à une classe ou une étiquette unique. Récemment, Schonlau, Gweon et Wenemark (2019) ont 

évalué l’utilisation des algorithmes existants d’apprentissage automatique dans un codage entièrement 

automatisé des réponses à des questions ouvertes à étiquettes multiples. 

Notre exposé portera sur la classification semi-automatisée de données textuelles à étiquettes multiples 

en réponses à des questions ouvertes. Autant que nous sachions, aucune étude n’a été publiée sur la 

classification semi-automatisée de données à étiquettes multiples. Le gros du travail sur la classification 

semi-automatisée avait à voir avec des données multi-classes. Ajoutons que la plupart des analyses qui, en 

apprentissage automatique, portent sur des données à étiquettes multiples présupposent une classification 

entièrement automatisée. Nous nous attacherons ici aux algorithmes existants pour des données à 

étiquettes multiples pouvant se prêter à une classification semi-automatisée. Nous proposerons en outre 

une nouvelle méthode pour améliorer le rendement classificatoire des méthodes en place dans le contexte 

bien précis de la classification semi-automatique à étiquettes multiples. C’est ce que nous allons illustrer 

par trois exemples de données textuelles à étiquettes multiples en réponse à des questions ouvertes. Nous 

démontrerons que la méthode proposée peut être d’une plus grande précision que les méthodes à 

application binaire (BR), à grand ensemble d’étiquettes (LP) et à chaînes de classification probabiliste 

(Dembczyński, Cheng et Hüllermeier, 2010) dans le cas de la classification semi-automatisée. 

Voici comment se structure le reste de notre exposé : à la section 2, nous passons en revue les éléments 

d’une classification semi-automatisée des réponses à des questions ouvertes; à la section 3, nous couvrons 

les méthodes de classification à étiquettes multiples; à la section 4, nous détaillons l’approche proposée; à 

la section 5, nous évaluons la méthode proposée ainsi que d’autres algorithmes courants basés sur des 

données textuelles à étiquettes multiples en réponse à des questions ouvertes; à la section 6, nous 

concluons le tout par une analyse. 

 
2  Classification semi-automatisée de données textuelles 
 

Dans cette section, nous décrivons comment s’opère la conversion de réponses textuelles à des 

questions ouvertes en variables ngrammes et comment l’algorithme d’apprentissage s’évalue en 

classification semi-automatisée. 

 

2.1  Conversion de réponses textuelles en variables ngrammes 
 

Pour que des réponses textuelles servent de données d’entrée à un algorithme d’apprentissage, nous 

devons transformer les chaînes textuelles d’origine et leur donner une nouvelle représentation par les 
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méthodes d’exploration textuelle. Une transformation courante consiste à créer des variables indicatrices 

dont chacune indique la présence ou l’absence d’un mot (unigramme) ou d’une suite de mots (bigrammes 

ou, plus généralement, ngrammes) (Sebastiani, 2002; Schonlau, Guenther et Sucholutsky, 2017). Avec 

cette technique, nous pouvons exprimer toute réponse textuelle en vecteur dont chaque élément est binaire 

et correspond à un mot (ou à une suite de mots). Il est également possible d’utiliser des variables à 

fréquence de mots (Manning, Raghavan et Schütze, 2008; Guenther et Schonlau, 2016) au lieu de 

variables indicatrices. 

En temps normal, il y aura plusieurs milliers de variables ngrammes, y compris de mots redondants. 

Nous pouvons en réduire le nombre en appliquant des techniques de prétraitement comme la réduction à la 

racine (racine grammaticale), l’application d’un seuil (retrait des mots se présentant moins qu’un certain 

nombre de fois) ou l’élimination de mots très usuels (comme les mots vides) (Manning et coll., 2008; 

Guenther et Schonlau, 2016). 

 

2.2  Taux de production 
 

La classification semi-automatisée demande une cote ou une probabilité exprimant le degré de 

confiance dans une prédiction. Une cote ou une probabilité seuil divise les réponses textuelles selon 

qu’elles sont faciles ou difficiles à classer. Toutes les nouvelles réponses textuelles dont la cote est bien 

supérieure à la valeur seuil peuvent être mises en classification automatique et toutes les autres, en 

classification manuelle. Le seuil est une valeur que spécifie l’utilisateur selon ce qu’il vise comme 

combinaison de précision prédictive dans le groupe facile à classer et de nombre acceptable de réponses 

d’un classement difficile à mettre en codage manuel. Le taux de production est la proportion de réponses 

textuelles faciles à classer. En d’autres termes, il s’agit de la proportion d’observations qui peuvent se 

mettre en classification automatique. En général, taux de production et précision sont en rapport inverse. 

Si nous optons pour un bas taux de production, seules les réponses les plus limpides seront considérées 

comme faciles à classer et la précision de la classification automatique sera grande. Si nous élevons le 

taux de production, des réponses plus compliquées seront mises en classification automatique et la 

précision tendra à décroître. 

Dans le cas des données à étiquettes multiples, la définition de la précision n’a plus rien d’évident. Il 

sera question à la section 3.1 des mesures d’évaluation applicables aux données multiclassifiables. 

 
3  Classification à étiquettes multiples 
 

Considérons un ensemble d’étiquettes possibles de sortie  1, 2, , .L=L  Dans une classification à 

étiquettes multiples, chaque cas à vecteur d’éléments dx R  est associé à un sous-ensemble de ces 

étiquettes. D’une manière équivalente, nous pouvons décrire le sous-ensemble comme ( )1 2= , , , ,Ly y yY  

où = 1iy  si l’étiquette i  est attribuée au cas et = 0iy  autrement. Un classifieur à étiquettes multiples h  

apprend par ses données d’apprentissage à prédire ( ) ( )1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ= = , , , Ly y yh x Y  pour un x  quelconque. 



286 Gweon et coll. : Classification semi-automatisée des réponses à des questions ouvertes à étiquettes multiples 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Nous passerons ensuite en revue certains algorithmes courants à étiquettes multiples dans leur relation 

avec un critère d’évaluation, à savoir la précision de sous-ensemble. 

 

3.1  Évaluation des algorithmes à étiquettes multiples en classification semi-

automatisée 
 

Il est facile d’évaluer l’attribution d’une étiquette unique à une réponse textuelle : l’étiquette est la 

bonne ou non et la précision correspond à la proportion de réponses bien classées; le corollaire est que 

l’erreur est la proportion de réponses mal classées. Avec des réponses multiclassifiables, il y a plusieurs 

façons de combiner la précision de chacune des étiquettes à une mesure générale d’évaluation de 

l’ensemble des étiquettes. Ces mesures ont notamment pour objet la précision de sous-ensemble, la perte 

de Hamming, la mesure F ou la perte logarithmique. Pour un ensemble prédit d’étiquettes, la précision de 

sous-ensemble est 1 si toutes les étiquettes L  sont bien prédites et 0 autrement. La perte de Hamming est 

la proportion d’étiquettes mal attribuées. La mesure F est la moyenne harmonique des valeurs de précision 

et de remémoration. La perte logarithmique est l’incertitude de la prédiction en moyenne sur les étiquettes 

lorsque chacune a reçu une cote de probabilité. 

Nous concevons ici une méthode d’évaluation de la précision de sous-ensemble (il s’agit 

corrélativement d’une perte 0/1). Cette mesure est rigoureuse, car une juste attribution de toutes les 

étiquettes sauf une reçoit la cote zéro. Il reste que la méthode de la précision de sous-ensemble convient à 

une classification semi-automatisée, parce que, si un algorithme peine à attribuer même une seule 

étiquette, toute l’observation devra être mise en classification manuelle. Ainsi, il n’y aurait classification 

automatisée que si le modèle se distinguait par une haute confiance dans tout l’ensemble d’étiquettes 

prédit. 

Comme il faut dans ce cas que toutes les étiquettes soient bien attribuées simultanément, nous 

voudrons trouver l’ensemble d’étiquettes *Y  qui maximise la coprobabilité conditionnellement à une 

réponse textuelle :x  

 ( ) ( )*
1= argmax = argmax , , .LY P P y yY YY x x   

Dans la prochaine section, nous examinerons les méthodes courantes d’estimation de la coprobabilité 

comme elle est proposée par la communauté de l’apprentissage automatique. 

 

3.2  Méthodes à étiquettes multiples qui optimisent la précision de sous-

ensemble 
 

Diverses méthodes de prédiction de résultats multiclassifiables ont été proposées. Comme notre 

mesure est celle de la précision de sous-ensemble, nous nous attacherons aux méthodes qui visent à 

maximiser la codistribution conditionnelle. 

La technique la plus simple, la méthode à application binaire (BR), décompose un problème à 

étiquettes multiples en problèmes binaires. Elle construit un modèle de classification binaire pour chaque 
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étiquette indépendamment. Pour une observation indirecte, l’ensemble prédictif d’étiquettes s’obtient 

simplement par combinaison des résultats binaires individuels. En d’autres termes, l’ensemble d’étiquettes 

prédit est l’union des résultats prédits des L  modèles binaires. Si chacun de ces modèles produit une 

sortie probabiliste, la méthode BR peut établir une estimation pour ( ) ( ) ( )1 2 .LP y P y P yx x x  À 

noter qu’il s’agit là de la coprobabilité ( )1 , , LP y y x  si les étiquettes sont indépendantes 

(conditionnellement à ),x  d’où l’implication que le produit des probabilités issues de cette méthode 

estimera ( )1 , , LP y y x  avec précision seulement si les étiquettes sont conditionnellement 

indépendantes. La coprobabilité peut être entachée d’imprécision si les étiquettes sont largement corrélées 

étant donné .x  

Une autre méthode de mesure de la précision de sous-ensemble est celle de l’apprentissage sur grand 

ensemble d’étiquettes (LP). Elle transforme une classification à étiquettes multiples en un problème 

classifiable (multinomial) en traitant comme classe unique chaque ensemble d’étiquettes Y  qui existe 

dans les données d’apprentissage. Avec 3L =  par exemple, il pourrait y avoir jusqu’à 32  classes ,ic  

( )= 1, , 8i  observées dans les données d’apprentissage. Tout algorithme applicable aux problèmes 

classifiables peut alors s’appliquer par classes ic  transformées. L’apprentissage par classifieur de données 

classifiables tient compte des éléments de dépendance entre étiquettes. Pour une nouvelle observation, la 

méthode prédit la classe la plus probable (c’est-à-dire l’ensemble d’étiquettes le plus probable). Si 

l’algorithme de données classifiables donne des sorties probabilistes (certains traitent les données sans 

calculer de probabilités), la méthode LP estime directement les probabilités de classe (c’est-à-dire la 

coprobabilité ( )).P Y x  Il reste qu’elle ne peut estimer la coprobabilité d’un ensemble d’étiquettes pour 

des observations indirectes dans les données d’apprentissage. Dans ce cas, si l’ensemble réel d’étiquettes 

s’applique à une nouvelle observation indirecte cette fois, la prédiction ne saurait être juste. Un autre 

inconvénient avec la méthode à grand ensemble d’étiquettes est que le nombre de classes pour le problème 

transformé peut croître exponentiellement (et être de jusqu’à 2 L  nombre de classes). Le hic avec un L 

élevé est que chaque combinaison d’étiquettes peut être présente pour seulement une ou quelques 

observations dans les données, ce qui rend difficile le processus d’apprentissage. 

Une troisième méthode d’apprentissage à étiquettes multiples est celle des chaînes de classification ou 

CC (Read, Pfahringer, Holmes et Frank, 2009, 2011). Comme la méthode à application binaire, la 

méthode CC est à ajustement du modèle binaire pour chaque étiquette. Toutefois, le traitement CC ajuste 

les modèles binaires séquentiellement et se sert des sorties binaires des étiquettes par les modèles 

antérieurs comme prédicteurs supplémentaires dans les modèles qui suivent. En d’autres termes, le modèle 

de la ei  étiquette iy  emploie x  et 1 1, , iy y −  comme éléments. (Ainsi, le modèle pour 1y  utilise x  

comme élément, le modèle pour 2 ,y x  et 1 ,y  et ainsi de suite.) La transmission de l’information des 

étiquettes entre les classifieurs binaires permet à la méthode CC de tenir compte des liens de dépendance 

entre étiquettes. Au stade de la prédiction, elle prédit les étiquettes une à la fois. Les sorties prédictives des 

étiquettes antérieures servent à prédire les étiquettes qui suivent dans la chaîne. 

Cette idée a été étendue aux chaînes de classification probabiliste (PCC) (Dembczyński et coll., 2010). 

La méthode PCC est l’expression de la méthode CC en modèle probabiliste. Plus précisément, la 

codistribution conditionnelle peut se décrire comme 
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 ( ) ( ) ( )1 1 1 1
=2

, ..., = , , , .
L

L j j
j

P y y P y P y y y −x x x  (3.1) 

La méthode PCC estime les probabilités ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 1, , , , , , , , .L LP y P y y P y y y y −x x x  

Elle trouve l’ensemble d’étiquettes qui maximise le côté droit de l’équation (3.1). Il n’existe toutefois 

pas de solution unique pour dégager cet ensemble. Une poignée de solutions ont été proposées. 

Dembczyński et coll. (2010) recourent à une recherche exhaustive, c’est-à-dire qui épuise les 

combinaisons possibles. Cependant, une recherche exhaustive peut ne pas être pratique avec un L  élevé, 

puisque le nombre de combinaisons possibles ( )2L  croît exponentiellement. Pour résoudre ce problème, 

on a avancé des stratégies d’optimisation fondées sur une recherche à coût uniforme (UCS) 

(Dembczyński, Waegeman et Hüllermeier, 2012) et l’algorithme *A  (Mena, Montañés, Quevedo et 

Del Coz, 2015). D’abord, la coprobabilité conditionnelle estimée peut être représentée par un arbre binaire 

probabiliste. Ensuite, un algorithme de recherche trace le chemin optimal (qui ici donne la coprobabilité la 

plus élevée) entre le nœud radical et le nœud terminal. À comparer à la recherche exhaustive, la recherche 

à coût uniforme réduit largement le coût de calcul de la méthode PCC pour le dégagement d’un ensemble 

d’étiquettes de la plus haute coprobabilité (Dembczyński et coll., 2012). 

En théorie, lorsqu’on applique la règle du produit, l’ordre des catégories 1 , , Ly y  n’importe pas. 

Ainsi, tant ( ) ( )1 2 1 ,P y P y yx x  que ( ) ( )2 1 2 ,P y P y y xx  égalent ( )1 2, .P y y x  Dans la pratique, les 

deux chaînes peuvent mener à des estimations différentes. Le fonctionnement de la méthode PCC subirait 

donc l’incidence de l’ordre des étiquettes dans la chaîne. 

Pour remédier à l’influence de l’ordre classificatoire, une méthode ensembliste (EPCC) (Dembczyński 

et coll., 2010) combinant des chaînes multiples de classification probabiliste a été proposée. En premier 

lieu, on met des modèles PCC en apprentissage, chacun des modèles reposant sur un ordre randomisé des 

étiquettes. Au stade de la prédiction, on calcule la coprobabilité conditionnelle moyenne sur les m  

modèles PCC pour chaque ensemble d’étiquettes possible. L’ensemble d’étiquettes prédit est alors 

l’ensemble dont la probabilité prédite moyenne est la plus haute. Soit ( )ˆ
jP Y x  la coprobabilité 

conditionnelle estimée par le ej  modèle PCC. Cette stratégie ensembliste prédit l’ensemble d’étiquettes 

Ŷ  tel que 

 
( )

=1
ˆ

ˆ = argmax .

m

jj
P

m


Y

Y x
Y   

À noter que le traitement EPCC ne combine pas les ensembles d’étiquettes prédits, mais les coprobabilités 

conditionnelles. Pour dégager la probabilité moyenne la plus élevée de m  modèles PCC, toutes les 

probabilités individuelles doivent être là, d’où l’obligation de procéder à une recherche exhaustive pour 

calculer la coprobabilité conditionnelle de toutes les 2 L  combinaisons d’étiquettes de la totalité des m  

modèles PCC. Bien que le traitement EPCC réduise le problème de l’incidence de l’ordre des étiquettes, la 

méthode sera vaine avec un grand nombre d’étiquettes ou un m  élevé. Pour diminuer le coût de calcul 

pour des combinaisons de modèles PCC, nous proposerons à la prochaine section un nouveau traitement 

ensembliste de ces modèles. 
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4  Ensemble de chaînes de classification probabiliste à vote majoritaire 

en classification semi-automatisée 
 

La méthode que nous proposons traite un ensemble de modèles PCC à un coût bien moindre en calcul. 

Comme nous l’avons mentionné à la section 3.2, le meilleur ensemble d’étiquettes (dont la coprobabilité 

est la plus élevée) pour une seule chaîne de classification probabiliste (PCC) peut se dégager à l’aide 

d’une stratégie de recherche rapide. Nous employons ici la recherche à coût uniforme qui est facile à 

mettre en œuvre et dont l’algorithme trouve toujours la solution optimale. Avec l’UCS, nous obtenons 

ainsi ˆ
jY ( )= 1, , ,j m  soit l’ensemble d’étiquettes prédit par le ej  modèle PCC, et ˆ ,jP  soit la 

probabilité estimée que ˆ
jY  soit l’ensemble d’étiquettes réel. Entre les m  ensembles d’étiquettes prédits, 

la méthode proposée choisit l’ensemble le plus fréquent comme prédiction finale. En d’autres termes, 

 ( )
1

ˆ ˆ ˆ= mode , , .mY Y Y  En cas d’égalité modale, nous choisissons l’ensemble d’étiquettes dont la 

probabilité moyenne estimée est la plus haute. 

La classification semi-automatisée demande une cote de facilité/difficulté de la prédiction. Qu’une 

réponse textuelle soit mise en classification automatique ou manuelle dépend de cette valeur. Voici la cote 

proposée : soit J  l’ensemble contenant tous les indices j ( )1 j m   pour lesquels ˆ
jY  est le plus 

fréquent  ( )ˆ ˆ= : = .jJ j Y Y  La valeur proposée aux fins de la prédiction est 

          
ˆ

=
ji J

P J

J m
 

   
       


 (4.1) 

 
ˆ

= .
ji J

P

m


 (4.2) 

Le premier facteur dans l’équation (4.1) est la coprobabilité moyenne de l’ensemble d’étiquettes prédit. Le 

second est la proportion de modèles PCC qui prédisent l’ensemble d’étiquettes parmi les m  modèles. Il 

est logique de multiplier les deux facteurs : une prédiction sera plus précise si la probabilité (moyenne) de 

l’ensemble d’étiquettes choisi est grande (premier facteur) et que plus de modèles individuels de chaînes 

votent pour le même ensemble (second facteur). C’est ce que nous appelons la méthode ensembliste des 

chaînes de classification probabiliste à vote majoritaire (MEPCC). Nous démontrerons empiriquement 

que, en combinant les deux facteurs, on se trouve en fait à améliorer le rendement par rapport à un 

traitement avec un seul de ces facteurs. Le tableau 4.1 donne un exemple pour cinq étiquettes ( )5L =  et 

sept modèles PCC ( )7 .m =  La méthode ensembliste MEPCC enregistre la probabilité d’un ensemble 

d’étiquettes par modèle PCC. Comme elle combine les probabilités correspondant au meilleur ensemble 

d’étiquettes par les différents modèles PCC, elle peut tirer parti de la stratégie de recherche à coût 

uniforme (ou de toute autre). À noter qu’une stratégie comme celle de la recherche UCS ne peut servir au 

traitement ensembliste de chaînes de classification probabiliste (EPCC) où on a besoin de l’ensemble des 

probabilités individuelles de toutes les combinaisons d’étiquettes. Pour l’exprimer en bref, le traitement 

MEPCC combine les probabilités maximales de chaque chaîne de classification probabiliste et le 

traitement EPCC maximise les probabilités moyennes, ce qui exige une évaluation de toutes les 

probabilités individuelles. Nous résumons la procédure MEPCC dans l’algorithme 1. 
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Tableau 4.1 

Exemple du traitement MEPCC d’une seule observation avec = 5L  et = 7m  
 

Modèle PCC  Prédiction 1
y  

2
y  

3
y  

4
y  

5
y  

1 5
( , , x)P y y  

1 1Ŷ  1 1 0 0 1 0,875 

2 2Ŷ  1 1 0 0 1 0,921 

3 3Ŷ  0 0 1 1 0 0,743 

4 4Ŷ  0 0 0 1 0 0,882 

5 5Ŷ  0 0 0 1 0 0,643 

6 6Ŷ  0 1 0 1 0 0,739 

7 7Ŷ  1 1 0 0 1 0,824 

Prédiction finale Ŷ  1 1 0 0 1 
0,875 0,921 0,824

= = 0,374
7


+ +

 

 
Algorithme 1 Algorithme MEPCC  

Entrée : Nombre de modèles ,m  vecteur de cas ,x  modèles PCC correspondants ,jh  algorithme de recherche à coût 

uniforme U  

pour = 1j  à m  

 (a) Avec jh  et ,U  obtenir ( )ˆ = argmaxj PYY Y x  

 (b) Enregistrer ( )ˆ ˆ=j jP P Y x  

fin : 

Obtenir l’ensemble d’étiquettes  ( )
1

ˆ ˆ ˆ= mode , , mY Y Y  

Obtenir  ˆ ˆ= : =jJ j Y Y  

Obtenir la cote 
ˆ

=
ji J

P

m
 

 

Retourner Ŷ  et   

 
5  Expériences 
 

5.1  Données 
 

Nous avons évalué le rendement de l’algorithme MEPCC avec trois ensembles de données sur la 

désobéissance civile, l’immigration et le bonheur (on peut se procurer l’ensemble de données sur le 

bonheur en s’adressant à Marika Wenemark, marika.wenemark@liu.se. Les données sur l’immigration et 

la désobéissance civile sont disponibles dans le « GESIS Datorium », http://dx.doi.org/10.7802/1795). 

Pour chaque ensemble de données, une question ouverte a été posée aux enquêtés et leurs réponses ont fait 

l’objet d’un codage manuel à étiquettes multiples. 

L’ensemble de données sur la désobéissance civile est issu d’une étude d’équivalence transculturelle 

sur ce thème. Behr, Braun, Kaczmirek et Bandilla (2014) ont d’abord posé aux enquêtés une question 

fermée venant de l’ISSP (ISSP Research Group, 2012). À quel point importe-t-il que les citoyens puissent 

se livrer à des actes de désobéissance civile lorsqu’ils s’opposent aux actions du gouvernement ? (1 « pas 

du tout important » à 7 « très important »). Nouvelle question aux enquêtés : Quelles idées associez-vous à 
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l’expression « désobéissance civile » ? Veuillez citer des exemples. Les réponses pouvaient recevoir 

12 étiquettes : action improductive, violence, troubles, action pacifique, écoute, largeur du geste, atteinte 

aux lois, atteintes aux règles, insatisfaction à l’égard du gouvernement, clivage profond avec le 

gouvernement, imitation par Internet, autre. Les données d’enquête ont été recueillies dans différentes 

langues, et nous avons utilisé un ensemble de données fusionnées (en espagnol, allemand et danois) 

comptant 1 029 observations. 

L’ensemble de données sur l’immigration a été constitué en vue d’une étude d’équivalence 

transnationale sur le thème de la xénophobie. Dans le programme de 2003 d’enquête sociale internationale 

sur l’identité nationale, le questionnaire comportait quatre énoncés sur la perception des immigrants 

comme volant les emplois des gens nés en Allemagne. Après s’être prononcés sur chaque énoncé, les 

enquêtés devaient répondre à une question ouverte : À quel type d’immigrants pensiez-vous lorsque vous 

avez répondu à la question ? L’énoncé qui précédait était : [texte de la question correspondante]. Braun, 

Behr et Kaczmirek (2013) ont attribué 14 étiquettes aux réponses : immigration improductive, positive, 

négative, neutre/pour le travail, générale, pays musulmans, Europe de l’Est, Asie, ex-Yugoslavie, Europe 

des 15, pays subsahariens, Roms et Sintis, légalité/illégalité, autre. Dans cet article, nous employons 1 006 

observations de l’enquête allemande. 

L’ensemble de données sur le bonheur a été constitué pour l’étude des relations entre les facteurs 

positifs et les besoins en santé mentale et en soins. Wenemark, Borgstedt-Risberg, Garvin, Dahlin, 

Jusufbegovic, Gamme, Johansson et Bjrn (2018) ont demandé aux enquêtés : « Nommez des choses 

positives dans votre vie qui vous réconfortent ou vous rendent heureux (vous pouvez en mentionner 

plusieurs). » Les réponses ont reçu 13 étiquettes : aucune, relation (familiale ou sentimentale), travail ou 

études, santé, estime de soi, joie/bonheur, bien-être (boissons, aliments, drogues et sexe), spiritualité, 

argent, nature, passe-temps, culture, exercice. Cet ensemble de données compte 2 350 observations. 

Le tableau 5.1 présente des statistiques sommaires sur les trois ensembles de données. 

 

Tableau 5.1 

Statistiques sommaires des ensembles de données : nombre total d’observations, éléments, étiquettes, nombre 

moyen d’étiquettes applicables, pourcentage d’observations recevant plusieurs étiquettes | | > 1
(P )

L  
 

Données Nbre d’observations Nbre d’éléments L Nbre moyen 

d’étiquettes  
| | > 1

P
L  

Désobéissance civile 1 029 305 12 1,15 13,80 % 

Immigration 1 006 273 14 1,19 13,72 % 

Bonheur 2 350 492 13 2,77 87,40 % 

 
5.2  Paramètres expérimentaux 
 

Nous avons comparé la méthode MEPCC proposée aux méthodes à application binaire (BR), à grand 

ensemble d’étiquettes (LP) et à chaînes de classification probabiliste (PCC). Dans ce dernier cas, nous 

avons procédé par recherche à coût uniforme pour dégager un ensemble d’étiquettes prédit et une 

probabilité estimée à l’équation (3.1) pour le degré de confiance de la prédiction. Nous avons exclu la 
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méthode ensembliste à chaînes de classification probabiliste (EPCC) de cette comparaison, parce que le 

coût de son calcul rend la prédiction impraticable pour nos ensembles de données (dans notre expérience 

sur les données de l’immigration avec 14 étiquettes, il a fallu un ordinateur complet (UCT Intel Core i7 et 

8 Go de mémoire vive) pendant 30 minutes pour une recherche exhaustive PCC sur 1 modèle et pour une 

seule prédiction; l’implication est qu’il faudrait plus de 1 000 heures pour une prédiction EPCC ( )10m =  

de 200 observations. Nous avons pris les machines à vecteurs de support (SVM) (Vapnik, 2000) comme 

classifieur de base sur des variables non à l’échelle avec noyau linéaire et paramètre de réglage = 1.C  

Pour la sortie probabiliste, nous avons transformé les valeurs SVM en probabilités par la méthode de Platt 

(Platt, 2000). L’analyse s’est faite en R  (R Core Team, 2014) avec le paquet 1071e  (Meyer, Dimitriadou, 

Hornik, Weingessel et Leisch, 2014) pour le modèle SVM. 

Nous avons fait une validation croisée quintuple sur chaque ensemble de données, c’est-à-dire que 

nous avons divisé aléatoirement les données en cinq parties de même taille et employé les quatre 

premières comme données d’apprentissage et la dernière comme données de test. L’évaluation de 

rendement a porté uniquement sur les données de test. Les cinq parties ont apporté tour à tour les données 

de test et les résultats ont été mis en moyenne. 

 

5.3  Rendement du traitement MEPCC 
 

Nous avons d’abord étudié le rendement de la méthode MEPCC. La cote à l’équation (4.1) est à deux 

composantes. Pour démontrer l’utilité des deux, nous évaluons la cote proposée et deux cotes où manque 

respectivement une composante. Ainsi, nous avons fait la comparaison avec trois valeurs , 1  and 2 :  

             (MEPCC) =
ji J

J

J m
 

   
       

 P
  

  (MEPCC 11) =
ji J

J
 

 
−   

 

 P
  

(MEPCC 
22) = .

J

m


 
−  

 
  

Si nous privilégions les réponses textuelles avec 2 ,  nous obtenons un grand nombre d’égalités. Nous 

avons réordonné aléatoirement les réponses à égalité pour pouvoir calculer la précision de sous-ensemble 

à chaque taux de production. La figure 5.1 indique la précision de sous-ensemble de chaque traitement en 

fonction du taux de production. Nous avons d’abord mis en classification les réponses textuelles aux cotes 

plus élevées. Un taux de production de 0,2, par exemple, signifie que seulement 20 % des données de test 

aux cotes les plus élevées ont été mises en classification automatique par les modèles. À un taux de 

production de 1, nous ne relevions aucune différence entre les modèles MEPCC, parce que les ensembles 

d’étiquettes prédits sont toujours les mêmes. La différence réside dans la façon d’établir l’ordre de priorité 

des réponses textuelles des plus faciles aux plus difficiles à classer. À un taux de production de moins de 

1, MEPCC donnait un meilleur résultat que MEPCC-1 et MEPCC-2 pour les trois ensembles de données. 

Les résultats indiquent que les deux composantes à l’équation (4.1) aidaient à fixer la priorité des 

observations. 
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Figure 5.1 Précision de sous-ensemble de trois variantes MEPCC en fonction du taux de production. 

 
5.4  Effet du nombre de modèles PCC 
 

Nous avons étudié dans quelle mesure le nombre de modèles PCC influe sur le rendement prédit de la 

méthode MEPCC. La figure 5.2 indique ce rendement pour certains nombres de modèles PCC ( ) .m  

Quand m  est bas, toute majoration se traduit par un énorme gain de précision de sous-ensemble dans le 

traitement MEPCC. Avec un nombre suffisant de modèles PCC cependant ( 10,m =  par exemple), une 

majoration n’améliore plus la précision de sous-ensemble. Les résultats empiriques montrent que la 

méthode MEPCC n’a pas besoin d’une abondance de modèles PCC pour donner de bons résultats. 
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Figure 5.2 Effet du nombre de modèles PCC (m) utilisés dans la méthode MEPCC. 

 
5.5  Comparaison avec d’autres méthodes 
 

Nous avons enfin étudié le rendement de la méthode MEPCC ( )= 10m  au regard des méthodes 

établies (à application binaire (BR), à grand ensemble d’étiquettes (LP) et à chaînes de classification 

probabiliste (PCC)). Dans toutes les méthodes, un taux de production de x % représente le pourcentage 

des données à la cote la plus élevée. Avec la méthode MEPCC, nous prenions   comme cote; avec 

chacune des autres méthodes, nous prenions la probabilité de l’ensemble d’étiquettes prédit qu’elle 

estimait. Quand = 1,m  MEPCC et PCC ont des valeurs identiques; la valeur   correspond à la 

probabilité de l’ensemble d’étiquettes prédit par la méthode PCC. 
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Les figures 5.3 et 5.4 illustrent respectivement la précision de sous-ensemble et la perte de Hamming 

dans les méthodes en fonction du taux de production sur les ensembles de données du bonheur, de 

l’immigration et de la désobéissance civile. Dans le cas des ensembles de l’immigration et du bonheur, la 

précision de sous-ensemble la plus grande pour la plupart des taux de production s’obtenait par la méthode 

MEPCC. Dans le cas des données sur la désobéissance civile, les méthodes MEPCC et LP donnaient les 

meilleurs résultats. Pour la perte de Hamming, la méthode MEPCC présentait l’erreur la plus basse à la 

plupart des taux de production pour l’intégralité des données. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 5.3 Résultats de la mise en traitement semi-automatisé (précision de sous-ensemble) pour les trois 

ensembles de données en validation croisée quintuple. 
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Figure 5.4 Résultats de la mise en traitement semi-automatisé (perte de Hamming) pour les trois ensembles 

de données en validation croisée quintuple. 
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méthodes à application binaire (BR), à grand ensemble d’étiquettes (LP) et à chaînes de classification 

probabiliste (PCC). 

Le tableau 5.2 illustre ce qu’est l’arbitrage entre les proportions en prédiction automatisée et la 

précision de sous-ensemble correspondante pour chaque méthode et divers seuils. Les seuils en question 

sont le degré minimal de précision prédite de sous-ensemble pour une mise en classification automatisée. 

Cette précision minimale nous aide à décider des réponses textuelles à mettre en classification 

automatique ou manuelle. Si le client juge, par exemple, qu’il faut au moins une précision de 80 % pour la 

mise en classification automatisée, il y aura approximativement 39,3 % des données sur la désobéissance 

civile, 42,5 % des données sur l’immigration et 27,6 % des données sur le bonheur qui seront mises en 

traitement automatique par la méthode MEPCC pour des valeurs respectives de précision de sous-

ensemble de 0,891, 0,916 et 0,857. On notera qu’il y a là un énorme gain par rapport à la méthode BR qui 

mettait en classification automatique seulement 9,3 % des données sur la désobéissance civile, 12,8 % des 

données sur l’immigration et 8,7 % des données sur le bonheur pour des valeurs inférieures de précision 

de sous-ensemble. Le tableau 5.3 montre le rapport entre la précision prédite et la précision réelle par une 

agrégation sur les plages de valeurs de prédiction pour chaque méthode et chaque ensemble de données. 

Dans le cas de la méthode MEPCC, la précision réelle se situe le plus souvent dans la plage des valeurs de 

précision prédite et le résultat est bien meilleur qu’avec les autres méthodes. 

 
Tableau 5.2 

Résultats de la mise en traitement semi-automatisé des trois ensembles de données pour différents seuils de 

précision (P représente la proportion en prédiction automatisée et SA, la précision de sous-ensemble de ces 

résultats) 
 

Données Seuil 
BR LP PCC MEPCC 

P SA P SA P SA P SA 

Désobéissance civile 0,9 0,7 % 0,667 16,5 % 0,967 0,0 % NA 13,0 % 0,978 

 0,8 9,3 % 0,893 34,3 % 0,898 15,1 % 0,787 39,3 % 0,891 

 0,7 18,4 % 0,846 46,6 % 0,852 36,4 % 0,817 45,8 % 0,860 

 0,6 25,4 % 0,768 50,6 % 0,831 52,1 % 0,771 52,9 % 0,820 

Immigration 0,9 3,7 % 0,858 11,1 % 0,959 1,3 % 0,558 31,5 % 0,947 

 0,8 12,8 % 0,779 30,4 % 0,890 27,7 % 0,859 42,5 % 0,916 

 0,7 26,6 % 0,743 38,6 % 0,863 42,4 % 0,829 55,1 % 0,862 

 0,6 41,7 % 0,715 53,6 % 0,806 50,5 % 0,795 62,7 % 0,839 

Bonheur 0,9 1,3 % 0,592 8,9 % 0,850 0,1 % 0,750 1,0 % 0,830 

 0,8 8,7 % 0,734 14,3 % 0,802 7,2 % 0,726 27,6 % 0,857 

 0,7 32,8 % 0,776 17,7 % 0,793 29,9 % 0,767 43,7 % 0,817 

 0,6 53,2 % 0,745 22,2 % 0,761 49,2 % 0,744 52,0 % 0,790 
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Tableau 5.3 

Résultats de la mise en traitement semi-automatisé des trois ensembles de données pour différentes plages de 

valeurs seuils (P représente la proportion en prédiction automatisée et SA, la précision de sous-ensemble de 

ces résultats) 
 

Données Précision prédite 
BR LP PCC MEPCC 

P SA P SA P SA P SA 

Désobéissance civile  0,9; 1,0  0,7 % 0,667 16,5 % 0,967 0,0 % NA 13,0 % 0,978 

  )0,8; 0,9  8,7 % 0,896 17,8 % 0,834 15,1 % 0,787 26,2 % 0,846 

  )0,7; 0,8  9,0 % 0,769 12,2 % 0,710 21,3 % 0,828 6,5 % 0,681 

  )0,6; 0,7  7,0 % 0,566 4,1 % 0,584 15,7 % 0,655 7,1 % 0,563 

Immigration  0,9; 1,0  3,7 % 0,858 11,1 % 0,959 1,3 % 0,558 31,5 % 0,947 

  )0,8; 0,9  9,1 % 0,750 19,3 % 0,843 26,4 % 0,869 11,0 % 0,829 

  )0,7; 0,8  13,8 % 0,710 8,2 % 0,747 14,7 % 0,757 12,5 % 0,688 

  )0,6; 0,7  15,1 % 0,602 15,0 % 0,659 8,1 % 0,623 7,7 % 0,670 

Bonheur  0,9; 1,0  1,3 % 0,592 8,9 % 0,850 0,1 % 0,750 1,0 % 0,830 

  )0,8; 0,9  7,4 % 0,755 5,4 % 0,717 7,1 % 0,730 26,5 % 0,858 

  )0,7; 0,8  24,0 % 0,792 3,4 % 0,751 22,7 % 0,779 16,2 % 0,749 

  )0,6; 0,7  20,4 % 0,693 4,6 % 0,615 19,3 % 0,703 8,3 % 0,647 

 
Le tableau 5.4 indique la durée d’exécution de chaque méthode pour l’apprentissage du modèle et la 

prédiction de tous les cas dans les données de test (UCTIntel Core i7 et 8 Gode mémoire vive). On ne 

s’étonnera pas que le temps d’exécution de la méthode MEPCC à = 10m  soit environ décuple de celui de 

la méthode PCC aux étapes tant de l’apprentissage que de la prédiction. 

 
Tableau 5.4 

Durée d’exécution (en secondes) de chaque méthode pour les trois ensembles de données 
 

Données Étape BR LP PCC MEPCC 

Désobéissance civile Apprentissage 1,688 0,641 1,128 11,787 

 Prédiction 0,269 0,044 37,142 374,611 

Immigration Apprentissage 1,363 0,510 0,894 8,724 

 Prédiction 0,200 0,056 35,369 334,075 

Bonheur Apprentissage 11,160 16,164 7,371 78,293 

 Prédiction 0,567 3,691 177,847 1 746,529 

 
6  Analyse 
 

À l’aide de trois exemples, nous avons étudié plusieurs méthodes de mise en classification automatisée 

pour tout taux de production désiré avec des données à étiquettes multiples. Pour ce qui est de la précision 

de sous-ensemble et de la perte de Hamming, la méthode proposée, MEPCC, donnait les meilleurs 

résultats pour la plupart des taux de production dans les trois ensembles de données. 

Il y avait des arbitrages à opérer entre le rendement prédictif et le taux de production dans toutes les 

méthodes. Lorsque les taux de production étaient bas, nous obtenions une forte précision de sous-

ensemble et une faible perte de Hamming pour un petit nombre de réponses faciles à classer. Toutefois, la 
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précision (la perte) tendait à décroître (croître) avec l’inclusion de réponses plus difficiles (augmentation 

du taux de production). 

Nous pouvons fixer soit la précision de sous-ensemble soit le taux de production à une valeur cible qui 

détermine la seconde mesure. Par exemple, pour une précision de sous-ensemble minimale de 80 % qui 

est visée pour une prédiction automatisée, la méthode MEPCC met en classification automatique 39,3 % 

des données sur la désobéissance civile, 42,5 % des données sur l’immigration et 27,6 % des données sur 

le bonheur. Cette baisse est considérable. Dans un cadre de recherche appliquée, réduire le besoin de 

codage manuel de 50 % dans un ensemble de données avec 5 000 observations peut faire épargner 

plusieurs semaines en temps de codage. Si le taux de production est fixe à 80 %, la méthode MEPCC 

pourrait donner une précision de sous-ensemble de 70 % (désobéissance civile), de 75 % (immigration) et 

de 68 % (bonheur). 

La perte de Hamming correspond à la proportion d’étiquettes mal classifiées. À la figure 5.4, on peut 

voir que le gain que la méthode MEPCC permettait de réaliser par rapport à la méthode BR était tout à fait 

évident à des taux inférieurs de production, mais relativement modeste à un taux de 100 %. 

La méthode MEPCC était d’un meilleur rendement que la méthode PCC à la plupart des taux de 

production pour les trois ensembles de données. C’est dire qu’une combinaison de modèles PCC améliore 

grandement les résultats. Comme nous pouvons le voir à la figure 5.2, même la combinaison de 

cinq modèles faisait faire un gain appréciable sur toute la plage des taux de production. La différence avait 

tendance à s’accentuer à des taux inférieurs de production. Ainsi, la méthode MEPCC est encore plus à 

préférer dans une mise en classification semi-automatisée, où on recherche une grande précision plutôt 

qu’un haut taux de production. La performance de la méthode MEPCC convergeait à mesure que m  

augmentait dans les trois ensembles de données. La différence entre les modèles MEPCC était négligeable 

lorsque m  était supérieur à 10. C’est là un résultat souhaitable dans la pratique, puisqu’il est inutile 

d’employer trop de modèles PCC pour un modèle ensembliste. 

Pour les trois ensembles de données, nous avons constaté que la méthode proposée n’était pas sensible 

au choix d’un algorithme de recherche pour chaque modèle PCC (les résultats et les figures ne sont pas 

présentés). Ainsi, les résultats de mise en classification de la méthode MEPCC étaient semblables avec la 

recherche à coût uniforme et avec l’algorithme glouton. Si la méthode proposée fait appel au premier de 

ces modes de recherche, l’algorithme glouton peut aussi être pris en considération, plus particulièrement là 

où la rapidité de la prédiction entre en ligne de compte. 

La figure 5.3 indique que la méthode à grand ensemble d’étiquettes (LP) l’emporte sur la méthode à 

application binaire (BR) pour les ensembles de données sur la désobéissance civile et l’immigration et que 

l’inverse est vrai avec l’ensemble de données sur le bonheur pour ce qui est de la précision de sous-

ensemble. Nous y voyons deux raisons : 1) la méthode LP fonctionnait bien lorsque le nombre 

d’ensembles d’étiquettes uniques était relativement bas (désobéissance civile : 39; immigration : 59). En 

revanche, elle manquait d’efficacité avec les données sur le bonheur là où le nombre correspondant 

d’ensembles d’étiquettes uniques était grand (346); 2) la méthode BR ne tient pas compte des corrélations 
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entre étiquettes. Elle est meilleure que la méthode LP là où la corrélation à deux variables est ténue 

(données sur le bonheur); le contraire est vrai lorsque la corrélation s’accroît (données sur la 

désobéissance civile et l’immigration). À comparer aux méthodes BR et LP, la méthode MEPCC semble 

robuste à ces égards (nombre d’ensembles d’étiquettes uniques et ordre de grandeur des corrélations entre 

étiquettes). 

Le traitement semi-automatisé que nous présentons ici donne les meilleurs résultats dans le cas de 

questions d’enquête répétées où les résultats des cycles antérieurs ont été étiquetés ou encore de questions 

ponctuelles avec une grande taille d’échantillon. Quelle devrait être la taille des données d’apprentissage ? 

Nous avons procédé par validation croisée quintuple pour évaluer l’algorithme, mais une telle validation 

ne convient pas dans un environnement de production. Si une question a été posée dans un cycle antérieur, 

on entraîne l’algorithme avec toutes les données étiquetées de tous les cycles qui ont précédé. Si elle n’a 

pas été posée, on met de côté un nombre « suffisamment grand » de réponses textuelles pour étiquetage et 

apprentissage et met le reste des données en traitement semi-automatique. Ce nombre « suffisamment 

grand » dépend de la tâche à accomplir. Pour les tâches à étiquettes uniques, nous avons constaté que, 

dans bien des cas, 500 échantillons d’apprentissage suffisent (Schonlau et Couper, 2016). Un arbitrage 

entre alors en jeu, puisque des données plus nombreuses assurent une prédiction plus précise, mais 

permettent moins d’épargner du temps, car il reste moins d’observations non étiquetées. En se fondant sur 

des hypothèses raisonnables, Schonlau et Couper (2016) ont fait voir qu’on pouvait épargner 14 (133) 

heures en temps de codage humain dans des traitements semi-automatiques à étiquettes uniques de 1 000 

(9 500) réponses textuelles; 133 heures équivalent à 16,6 journées de travail de huit heures. On pourra 

juger au mieux si cette économie suffit à justifier l’adoption d’un traitement semi-automatique en 

connaissant la tâche précise à entreprendre et en tenant compte du contexte propre à l’environnement de 

production. 

Si certaines combinaisons d’étiquettes ne peuvent se présenter dans divers ensembles de données, de 

telles contraintes sur ces combinaisons d’étiquettes pourraient s’ajouter. Dans le cas des données sur le 

bonheur par exemple, si l’étiquette « aucune » est ouverte, toutes les autres étiquettes doivent être fermées. 

Pour savoir que « aucune » est incompatible avec les autres étiquettes, il faut une certaine connaissance du 

domaine. Il serait simple de modifier l’algorithme pour tenir compte d’une telle contrainte. Bien sûr, 

toutes les méthodes sauf la méthode à application binaire (BR) exploitent déjà les éléments de dépendance 

entre les étiquettes et l’emploi de cette contrainte pourrait ne pas influer outre mesure sur le rendement. 

Nous n’avons pas introduit de telles restrictions dans notre article pour éviter de donner l’impression que 

les algorithmes sont largement tributaires des contraintes. 

Notre étude était limitée, parce que nous avons mené notre travail expérimental avec seulement trois 

ensembles de données textuelles. Bien que rien ne garantisse que le rendement sera tout aussi bon avec 

d’autres ensembles de données, ceux que nous avons utilisés traitent de différents thèmes en différentes 

langues, ce qui fait ressortir l’intérêt de la méthode MEPCC. Ajoutons que tous les algorithmes à 

étiquettes multiples dans cet article employaient le même programme d’apprentissage de base (SVM) pour 
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la classification. L’algorithme SVM est un des plus performants, mais d’autres méthodes d’apprentissage 

à résultats probabilistes pourraient être choisies. 

Concluons en disant que nous avons examiné la mise en classification semi-automatisée des réponses à 

des questions ouvertes avec des données à étiquettes multiples en utilisant les algorithmes existants à 

étiquettes multiples. Nous avons proposé un nouvel algorithme de classification semi-automatisée qui 

combine efficacement plusieurs modèles PCC. Les résultats expérimentaux pour nos trois ensembles de 

données indiquent que la méthode que nous recommandons l’emporte sur les méthodes BR, LP et PCC 

pour la précision de sous-ensemble et la perte de Hamming à la plupart des taux de production. Nous nous 

sommes attachés aux données issues de questions ouvertes d’enquête, mais la méthode proposée pourrait 

s’appliquer à d’autres types de données à étiquettes multiples lorsqu’une classification semi-automatisée 

est désirée. Une analyse exhaustive pourrait être envisagée avec une diversité de données dans le contexte 

d’une mise en classification semi-automatisée. 
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Les auteurs désirant faire paraître un article sont invités à le soumettre en français ou en anglais via le portail de Techniques 

d’enquête sur le site Web de ScholarOne Manuscripts (https://mc04.manuscriptcentral.com/surveymeth). Avant de 

soumettre l’article, prière d’examiner un numéro récent de Techniques d’enquête (à partir du vol. 39, n 1) et de noter les 

points ci-dessous. Les articles doivent être soumis sous forme de fichiers de traitement de texte, préférablement Word et 

MathType pour les expressions mathématiques. Une version pdf ou papier pourrait être requise pour les formules et 

graphiques. 

 

1. Présentation 
 
1.1 Les textes doivent être écrits à double interligne partout et avec des marges d’au moins 1½ pouce tout autour. 

1.2 Les textes doivent être divisés en sections numérotées portant des titres appropriés. 

1.3 Le nom (écrit au long) et l’adresse de chaque auteur doivent figurer dans une note au bas de la première page du 

texte. 

1.4 Les remerciements doivent paraître à la fin du texte. 

1.5 Toute annexe doit suivre les remerciements mais précéder la bibliographie. 

 

2. Résumé 
 

Le texte doit commencer par un résumé composé d’un paragraphe suivi de trois à six mots clés. Éviter les 

expressions mathématiques dans le résumé. 

 

3. Rédaction 
 
3.1 Éviter les notes au bas des pages, les abréviations et les sigles. 

3.2 Les symboles mathématiques seront imprimés en italique à moins d’une indication contraire, sauf pour les symboles 

fonctionnels comme exp(·) et log(·), etc. 

3.3 Les formules courtes doivent figurer dans le texte principal, mais tous les caractères dans le texte doivent 

correspondre à un espace simple. Les équations longues et importantes doivent être séparées du texte principal et 

numérotées par un chiffre arabe à la droite si l’auteur y fait référence plus loin.  Utiliser un système de numérotation 

à deux niveaux selon le numéro de la section.  Par exemple, l’équation (4.2) est la deuxième équation importante de 

la section 4. 

3.4 Écrire les fractions dans le texte à l’aide d’une barre oblique. 

3.5 Distinguer clairement les caractères ambigus (comme w, ;  o, O, 0 ; l, 1). 

3.6 Si possible, éviter l’emploi de caractères gras dans les formules.  

 

4. Figures et tableaux 
 
4.1 Les figures et les tableaux doivent tous être numérotés avec des chiffres arabes et porter un titre aussi explicatif que 

possible (au bas des figures et en haut des tableaux).  Utiliser un système de numérotation à deux niveaux selon le 

numéro de la section.  Par exemple, le tableau 3.1 est le premier tableau de la section 3. 

4.2 Une description textuelle détaillée des figures pourrait être requise à des fins d’accessibilité si le message transmis 

par l’image n’est pas suffisamment expliqué dans le texte. 

 

5. Bibliographie 
 
5.1 Les références à d’autres travaux faites dans le texte doivent préciser le nom des auteurs et la date de publication. Si 

une partie d’un document est citée, indiquer laquelle après la référence. Exemple : Cochran (1977, page 164). 

5.2 La bibliographie à la fin d’un texte doit être en ordre alphabétique et les titres d’un même auteur doivent être en 

ordre chronologique. Distinguer les publications d’un même auteur et d’une même année en ajoutant les lettres a, b, 

c, etc. à l’année de publication. Les titres de revues doivent être écrits au long. Suivre le modèle utilisé dans les 

numéros récents. 

 

6. Communications brèves 
 
6.1 Les documents soumis pour la section des communications brèves doivent avoir au plus 3 000 mots. 
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