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Estimation et inférence des moyennes de domaine soumises a
des contraintes qualitatives

Cristian Oliva-Aviles, Mary C. Meyer et Jean D. Opsomer?

Résumé

Dans de nombreuses enquétes a grande échelle, des estimations sont produites pour un grand nombre de petits
domaines définis par des classifications croisées de variables démographiques, géographiques et autres. Bien
que la taille globale de I’échantillon de ces enquétes puisse étre trés grande, la taille des échantillons des
domaines est parfois trop petite pour permettre une estimation fiable. Nous proposons une méthode
d’estimation améliorée qui s’applique quand il est possible de formuler des relations « naturelles » ou
qualitatives (comme des ordonnancements ou des contraintes d’inégalité) pour les moyennes des domaines au
niveau de la population. Nous restons dans un cadre inférentiel fondé sur le plan, mais nous imposons des
contraintes représentant ces relations sur les estimations échantillonnales. Nous démontrons que I’estimateur de
domaine contraint qui en résulte est convergent par rapport au plan et a une distribution asymptotique normale
tant que les contraintes sont asymptotiquement satisfaites au niveau de la population. L’estimateur et
I’estimateur de la variance connexe sont facilement mis en ceuvre en pratique. L’applicabilité de la méthode est
illustrée par les données de la National Survey of College Graduates des Etats-Unis (NSCG, Enquéte nationale
sur les dipldmés des colléges) de 2015.

Mots-clés :  Estimation fondée sur le plan; estimation monotone; National Survey of College Graduates.

1 Introduction

De nombreuses enquétes a grande échelle visent notamment a produire des estimations pour un grand
nombre de domaines, dont beaucoup peuvent avoir une petite taille d’échantillon. En général, ces
domaines sont créés par la classification croisée de variables catégoriques comme les caractéristiques
démographiques, géographiques ou autres caractéristiques similaires d’intérét. Ainsi, la Current
Population Survey des Etats-Unis (Enquéte sur la population actuelle) publie des estimations pour des
domaines définis selon le sexe, I’4ge, la race ou le niveau de scolarité. De méme, I’American Community
Survey des Etats-Unis (Enquéte sur les collectivités américaines) produit des estimations détaillées par
sexe, age, race ou origine ethnique pour différents niveaux géographiques (selon la publication). Dans un
autre exemple que nous examinerons plus en détail ci-dessous, la National Survey of College Graduates
des Etats-Unis s’intéresse aux estimations obtenues par croisement du niveau et du domaine d’études, de
la profession et du genre. Dans certains programmes d’enquéte, ces estimations « granulaires » sont
souvent aussi importantes que les estimations de niveau supérieur ou de la population.

Or, bien que la taille globale de I’échantillon de ces enquétes puisse étre trés grande, la taille des
échantillons de nombreux domaines est souvent trop petite pour permettre des estimations fiables. Afin
d’éviter ce probléme, on pourrait agréger de petits domaines a de plus grandes échelles afin de produire
des estimateurs directs plus fiables pour ces échelles, ce qui conduirait & la production d’informations plus
agrégees que I’échelle reellement souhaitée. Plutdét que de produire des estimations pour de petits
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domaines, une autre solution consisterait a passer d’une méthodologie d’estimation fondée sur le plan de
sondage a une méthodologie d’estimation fondée sur un modéle, comme des modéles pour petits
domaines. Bien que cette méthode soit tout a fait valide sur le plan statistique pour créer des estimations
précises a petite échelle, elle est laborieuse et sensible a une éventuelle spécification erronée du modeéle.
De plus, elle remplace I’erreur d’échantillonnage par une erreur de modele, de sorte que le mode
d’inférence change. C’est pourquoi les organismes statistiques préférent s’en tenir a I’approche fondée sur
le plan de sondage, qui offre de la robustesse et permet de conserver le mode d’inférence standard des
enguétes.

Dans notre article, nous présentons une approche d’estimation qui s’applique quand on s’attend a ce
que des relations « naturelles » ou qualitatives se vérifient pour les moyennes des domaines au niveau de
la population. Ces relations peuvent servir a stabiliser les estimations pour un domaine de I’échantillon,
tout en conservant le mode d’estimation et d’inférence fondé sur le plan de sondage. Le type de relations
gue nous étudions ici entraine des inégalités entre les moyennes des domaines de population. On peut par
exemple s’attendre a ce que certains types d’emplois soient mieux rémunérés que d’autres, ou a ce que les
titulaires d’un dipléme d’études supérieures dans une discipline donnée aient un salaire plus élevé que les
personnes n’en possédant pas. Toutefois, les petits domaines ayant tendance a produire des estimations
présentant une grande variabilité, souvent les relations attendues de ce type au niveau de la population ne
sont pas respectées au niveau de I’échantillon. Les utilisateurs de données doivent s’attendre au non-
respect des relations en raison de la variabilité statistique, mais cela pourrait les amener a remettre en
question la fiabilité globale de I’enquéte par la production d’estimations « absurdes ».

Il existe une littérature abondante sur les statistiques d’enquéte portant sur le calage des estimations
d’enquéte; on trouve notamment dans Sarndal, Swensson et Wretman (1992) une vue d’ensemble de la
guestion. Bien que ces estimateurs reposent également sur des contraintes, il existe d’importantes
différences, y compris le fait que les contraintes sont des contraintes d’égalité et qu’elles sont appliquées
aux poids d’enquéte et non aux estimations elles-mémes. Nous n’étudierons pas cette question ici, mais il
serait possible de combiner calage et estimation contrainte, puisque cette derniére pourrait utiliser les
estimations de domaine calées comme point de départ de la construction d’estimations de domaine
contraintes. Dans un contexte fondé sur un modéle, Rueda et Lombardia (2012) ont adapté des méthodes
d’estimation sur petits domaines pour les cas de moyennes de domaines monotoniquement ordonnées.

Wu, Meyer et Opsomer (2016) ont proposé une méthodologie d’estimation de la moyenne de domaine
qui repose sur I’hypothese de moyennes de domaines de population monotones avec une seule variable
catégorique définissant le domaine (par exemple, classes d’age). En combinant I’information de
monotonicité des moyennes de domaine et des estimateurs fondés sur le plan a I’étape de I’estimation, ils
ont proposé un estimateur contraint respectant I’hypothése de monotonie. Il a été montré que cet
estimateur améliore la précision et la variabilité des estimations de la moyenne de domaine par rapport
aux estimateurs directs, si I’hypothése de la monotonicité est raisonnable.
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Dans cet article, nous généralisons cette constatation en permettant une classe de contraintes beaucoup
plus grande entre les moyennes de domaine, qui s’applique dans les configurations multidimensionnelles.
De nombreux autres types de contraintes autres que la monotonicité devraient se Vérifier entre les
moyennes de domaine de population dans les enquétes réelles, surtout en présence de domaines définis par
les classifications croisées de nombreuses variables catégoriques. En général, tout ensemble de contraintes
lindaires peut étre représenté par une matrice de contraintes, dans laquelle chaque ligne définit une
contrainte et chaque colonne une moyenne de domaine. Comme illustration d’une matrice de contraintes,
supposons que la variable d’intérét est le salaire annuel moyen des professeurs des universités d’Etat
instaurées par donation fonciére d’une certaine taille. Considérons de plus les domaines générés par la
classification croisee des variables du poste (x; 1=non permanent et 2 = permanent) et de trois
départements donnés (1 = anthropologie, 2 = anglais et 3 = génie). Si I’on suppose gu’en moyenne, dans
une discipline, le corps professoral permanent a des salaires plus élevés que le corps professoral non
permanent et que, au sein du corps professoral permanent et non permanent, les membres du corps
professoral en génie devraient avoir des salaires plus élevés que ceux des départements d’anthropologie ou
d’anglais, nous pouvons alors exprimer les restrictions correspondantes comme suit :

1 1 0 0 00
0 0-1 1 00
0 0 0 0 -11
Ap>0 o0 A=[-1 0 0 0 1 0, (1.1)
0 0 -1 0 10
0-1 0 0 01
0 0 0 -1 01

0= (L Hoys B, Hoy g g )T, avec . qui represente la moyenne du domaine correspondanta x, = i
et x, = j; 0 étant le vecteur zéro, et I’inégalité étant par élément. Ce document décrit un nouvel
estimateur contraint pour les moyennes de domaine de population respectant les contraintes qu’on peut
exprimer avec les inégalités matricielles ayant la forme donnée en (1.1). En combinant les estimateurs de
moyennes de domaines fondés sur le plan avec ces contraintes de forme, nous proposons un estimateur
d’application large qui améliore la précision et la variabilité des estimateurs directs les plus courants.

Le plan de I’article est le suivant. Dans la section 2, nous présenterons formellement I’estimateur
contraint et proposerons une méthode fondée sur la linéarisation pour I’estimation de la variance. La
section contient également certains scénarios d’intérét ou des contraintes de forme peuvent surgir
naturellement dans les données d’enquéte. La section 3 énonce les principales propriétés théoriques de
I’estimateur contraint. Les hypothéses nécessaires utilisées dans ces calculs théoriques sont également
énoncées dans cette section. Les démonstrations des principaux théorémes et des lemmes auxiliaires sont
données en annexe. La section 4 montre par des simulations que I’estimateur contraint améliore
I’estimation de la moyenne de domaine et la variabilité par rapport a I’estimateur non contraint, y compris
quand la forme supposée ne se vérifie qu’approximativement au niveau de la population. La section 5
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montre les avantages de la méthodologie proposée pour les données d’enquéte réelles en I’appliquant a la
National Survey of College Graduates de 2015. En guise de conclusion, on trouve quelques remarques
additionnelles a la section 6.

2 Estimation contrainte et inférence sur des moyennes de domaine

2.1 Notation et préliminaires

Soit U, I’ensemble des éléments dans une population de taille N. Considérons un échantillon s, de
taille n, tiré de U, au moyen d’un plan de sondage probabiliste p, (-). Soit 7, , = Pr(k € s ) et
man = Pr(kesy, | €sy) respectivement les probabilités d’inclusion du premier et du second ordre.
Supposons que 7,y >0, 7, >0 pour k, I € U,. Pour simplifier la notation, nous adopterons la

convention habituelle de suppression de I’indice N & moins qu’il ne soit nécessaire & des fins de
D

d=1
chaque U, est de taille N,. De plus, soit s, le sous-ensemble de taille n, de s qui appartienta U,.

clarification. Désignons par {U,},_. une partition de domaine de U, ot D est le nombre de domaines et

Pour toute variable étudiée vy, y, = (Vul, oo Yo, )T désigne le vecteur du domaine de population, ou
Z Yk
— keU
=4 2.1
Yo, N, (2.1)

Nous nous concentrerons sur I’estimateur de Hajek de Y, , donné par

~ _ ZKGSd yk/ﬂ-k

== 2.2)

Sd
avec N, = Zk  Ym, etsoit ¥ le vecteur des estimateurs. Les résultats se vérifieront aussi pour
€354
I’estimateur de Horvitz-Thompson avec des modifications mineures, mais cette question ne sera pas
traitée explicitement dans ce qui suit.

2.2 Estimateur proposé

Supposons qu’on dispose d’informations concernant les relations entre les moyennes de domaine de
population qui peuvent étre exprimées avec m contraintes au moyen d’une matrice de contraintes m x D
irréductible A. Une matrice A est irréductible si aucune de ses lignes n’est une combinaison linéaire
positive d’autres lignes, et si I’origine n’est pas non plus une combinaison linéaire positive de ses lignes
(Meyer, 1999). En pratique, cela signifie qu’il n’y a pas de contraintes redondantes dans A. Pour tirer
parti de y. afin d’obtenir un estimateur qui respecte ces contraintes de forme, nous proposons que

. . ~ ~ ~ \T . . . N .
I’estimateur contraint 6, = (9 vy 6 ) soit le vecteur unique résolvant le probléeme contraint des

5! Sp
moindres carrés pondérés suivant,
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. T ~ . N i
meln(yS —0) W,(y, —0) sujet & A6 > 0; (2.3)

S

ol W, est la matrice diagonale avec les éléments N,/N, N,/N, ..., Ny /N, et N = 3> N,. On peut
écrire autrement le probléme contraint de I’équation (2.3) pour trouver le vecteur unique J)S qui résout

min| z, - o[" sujet a A >0, (2.4)

ol z, = WYy, ¢ = W¥?0, et A, = AW.??. La matrice contrainte transformée A, est également
irreductible si A I’est et elle dépend de I’échantillon bien que A n’en dépende pas. La solution J)s est la

projection de Z, sur I’ensemble des vecteurs ¢ qui satisfont la condition A, > 0. Cet ensemble est un
cone convexe polyédrique, appelé le cone de contrainte Q. défini par A, plus particulierement

Q, ={peR°:A 20 (2.5)

S

Nous utilisons la notation ¢, = IT(Z,|€,), ot TI(u].5") représente la projection de u sur I’ensemble S’
c’est-a-dire le vecteur le plus proche dans .$" de wu.

On connait bien les projections sur ces cones (voir Rockafellar (1970) ou Meyer (1999) pour en savoir
plus). Pour ce qui est des travaux présentés dans I’article, les principaux résultats de la théorie de la
projection des cdnes sont résumés ici. Le cone peut étre caractérisé par un ensemble d’arétes générant le
cbne, c’est-a-dire qu’un vecteur se trouve dans le cdne si et seulement s’il s’agit d’une combinaison
lindaire des arétes avec des coefficients non négatifs. (Imaginons une pyramide avec un sommet a
I’origine, s’étendant indéfiniment.) Les sous-ensembles des arétes définissent les faces du cone, et la
projection de Z_ sur le cone, sur I’une des faces. Apres détermination des arétes definissant cette face, la
projection peut étre caractérisée comme une projection par la méthode des moindres carrés ordinaires sur
I’espace linéaire couvert par ce sous-ensemble d’arétes. Cette propriété est cruciale pour I’algorithme de
projection et pour I’inférence, car la projection sur le cone peut étre caractérisée comme une projection
linéaire.

Dans les présents travaux, nous projetterons Z, sur le cone dual négatif (ou cone polaire) Q2
(Rockafellar, 1970, page 121), défini comme suit :

D ={peR°:(p, ¢)<0, Vp €}, (2.6)

ou <u, v) = u'v. Autrement dit, le cone polaire est I’ensemble des vecteurs qui forment des angles obtus
avec tous les vecteurs dans Q.. Le cone polaire est analogue a I’espace orthogonal dans les projections
linéaires par la méthode des moindres carrés, en ce sens que la projection d’un vecteur sur le cone polaire
est le résidu de sa projection sur le cdne des contraintes, et vice versa. Meyer (1999) a montré que les
lignes négatives d’une matrice irréductible sont les arétes (générateurs) du céne polaire, ce qui conduit &
la caractérisation suivante du cone polaire dans (2.6) :

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



160 Oliva-Aviles et coll. : Estimation et inférence des moyennes de domaine soumises a des contraintes qualitatives

Q! = {p eRP:p = Zajysj, a; 20, j=1,2.., m}, (2.7
j=1
ou vy, Y, ---» Y5, SONt les lignes de —A;. Robertson, Wright et Dykstra (1988, page 17) ont établi les
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un vecteur J)S soit la projection de Z, sur Q.. Ainsi,
¢, € Q, résout le probléme contraint de (2.4) si et seulement si

<zs - J)s’ J)s> = 0’ et <zs - J)s’ ¢> < 0’ V(I) € Qs'

De plus, les conditions ci-dessus peuvent étre adaptées au cone polaire comme suit : le vecteur p, e O°
e a . ~ 2 . .
minimise | Z, — p|" sur Q° si et seulement si

(Z, — P, D) = 0, et <ZS - P. Ysj> <0 pour j=1,2,...,m (2.8)

On peut utiliser les conditions de (2.8) pour montrer que la projection de Z_ sur le cone polaire Q°
coincide avec la projection sur I’espace linéaire généré par les arétes Vs, de sorte que
<ZS - P, “{sj> = 0. Cet ensemble d’arétes peut étre vide, ce qui signifie que la projection sur QY est
égale a la projection sur le vecteur nul. Dans ce cas, le minimum non contraint respecte toutes les
contraintes. L’ensemble d’arétes peut aussi ne pas étre unique. Pour mettre en forme ces idées, nous
notons V, ; = {Ysj s J} pour tout J = {1, 2, ..., m} Nous définissons I’ensemble f;J comme
étant

ﬁij{peRD:p:ZJ:ajysj, a; 20, jeJ}, (2.9)
e
ou j;z = 0 par convention. (Techniguement, I’ensemble est la fermeture d’une face du cbne.)
Autrement dit, j?;J est un sous-cone polyédrique fermé de ©° qui commence & I’origine et est défini par
les arétes dans V ;. De plus, soit £ (VSVJ) I’espace linéaire generé par les vecteurs dans V, ;. Dans
Meyer (1999), il est démontré que la projection sur QY équivaut a la projection sur [(VS'J) pour un
ensemble approprié J. Si les lignes de la matrice de contraintes A sont linéairement indépendantes, alors
I’ensemble minimal J est unique. Sinon, plus d’un J peut définir I’espace linéaire. Dans ce dernier cas,
la projection est tout de méme unique (voir le théoréme 1 de la section suivante).

Wau et coll. (2016) ont examiné la solution & (2.3) dans le cas particulier d’une relation monotone entre
des domaines définis avec une seule variable catégorique. Dans ce cas, la solution équivaut a I’algorithme
PAVA (Pool Adjacent Violator Algorithm), qui a une expression explicite en termes de regroupement des
domaines voisins. Les résultats théoriques présentés dans Wu et coll. (2016) ont été obtenus au moyen de
comme dans le cas de I’exemple simple & six domaines de la section 1 et dans de nombreuses situations
d’intérét pratique, la matrice spécifique A correspondra souvent & un ordonnancement partiel multivarié
des moyennes de domaine. Selon un ordonnancement partiel, la solution a la minimisation contrainte de

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



Techniques d'enquéte, décembre 2020 161

(2.3) équivaut encore une fois a un regroupement de domaines voisins qui respecte les contraintes
d’ordonnancement partiel. Voir par exemple dans Robertson et coll. (1988, page 23) une expression
explicite de cette expression de domaine regroupée selon un ordonnancement partiel, comprenant la
définition du regroupement. Cependant, contrairement a I’algorithme PAVA dans le cas univarié, cela ne
donne pas d’algorithme de calcul général pratique. Dans I’article, nous allons permettre I’utilisation d’une
matrice de contraintes arbitraire et irréductible A, qui inclura I’ordonnancement partiel et la monotonicité
univariée comme cas particuliers.

Une des méthodes possibles de calcul de ¢, se fonde sur les arétes du cone de contrainte Q..
Cependant, le nombre d’arétes peut étre considérablement plus grand gque le nombre de contraintes pour
les grandes valeurs de D, surtout quand il y a plus de contraintes que de domaines (voir Meyer, 1999). En
outre, étant donné I’absence de solution sous forme fermée générale pour les arétes de Q. (quand
m > D), les arétes doivent étre calculées numériquement dans ce cas. En raison des ressources de calcul
importantes nécessaires a cette tache, la méthode est inefficace pour calculer J)S. Un algorithme plus
efficace basé sur le calcul de la projection sur le cbne polaire a été mis au point : I’algorithme de
projection du céne (APC) (Meyer, 2013). Cette autre méthode tire parti des arétes facilement trouvables
du cone polaire v, , des conditions de (2.8) et du fait que IT(Z,|Q,) = Z, — I1(Z,[€). Ce derier fait
est un élément essentiel des démonstrations des principaux résultats théoriques présentés dans notre
article. L’APC a été mis en ceuvre sur le logiciel R dans le module coneproj. Pour des précisions, voir
Liao et Meyer (2014).

Dans les situations ou les contraintes correspondent a un ordonnancement complet ou partiel, la
solution de I’APC correspond encore une fois au regroupement de domaines. On peut ensuite calculer
explicitement les estimations de moyennes de domaine comme moyennes de domaine fondées sur
I’échantillon pour les domaines regroupés déterminés par I’APC. Cela facilite grandement I’intégration de
cette méthodologie dans les procédures d’estimation des enquétes, parce que les définitions des domaines
regroupés peuvent étre facilement communiquées dans les instructions accompagnant la publication d’un
ensemble de données d’enquéte, et qu’on peut calculer les estimations sans nécessiter d’accés a un logiciel
spécialisé.

2.3 Estimation de la variance de 6,

Il est compliqué d’estimer correctement la variance de ésd, car la projection de Z, sur ©Q° (ou sur
Q,0) peut ne pas toujours se faire sur le méme espace linéaire £’ (VS' J) pour différents échantillons s.
Pour mieux le comprendre, nous définissons &, comme étant I’ensemble de tous les sous-ensembles
J <L, 2,..., m} desorte que I1(Z,|QY) = (2, |£(V,,,)) € A, selon la définition qui se trouve
dans (2.9). Comme nous I’avons indiqué plus haut, il pourrait y avoir différents ensembles J, et J, tels
que la projection sur le cone polaire © soit égale & la projection sur £'(V ;) ou £(V, ; ). Toutefois,

quel que soit I’ensemble choisi, la projection p, est unique.
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Pour illustrer ce qui précéde, considérons les restrictions suivantes avec trois domaines seulement : la
premiére moyenne de domaine doit étre inférieure ou égale a la deuxiéme moyenne de domaine et la
troisieme moyenne de domaine doit étre supérieure ou égale a la moyenne des deux premiéres moyennes
de domaine. Par conséquent, la matrice de contraintes A peut étre exprimée comme suit :

-1 10
A = .
(—1 -1 2}

Supposons qu’on observe que ¥, = ¥, < ¥, . Le vecteur transformé Z, possede des éléments de forme

L T \/Nj
L, = ~ ’Zs = A~ Vs, Zs = A
S N y51 2 N yz 3 N ys

Dans ce cas, on voit aisément que H(Zs |Q‘s’) = 0. Dans le processus de calcul a I’aide de I’algorithme

général, nous projetons Z, sur chacun des 2* = 4 espaces linéaires générés par les arétes du cone polaire

T
N N N [N

Ysl = A~ T A9 O 1 Ysz = ~ 1 ~ 3 —2
Nl N2 Nl N2

On constate ainsi que les conditions 1‘[(2S |Q§) =0= 1‘[(2s |[(V51J)) € fJ sont satisfaites uniqguement

S

pour J = et J = {1} ce qui implique que &, = {@{1}} De plus, notons que V, , et st{l} ne
couvrent pas les mémes espaces linéaires, ce qui complique I’estimation de la variance de ésd . Dans le cas
fondé sur un modéle avec des variables continues, I’ensemble des vecteurs de I’échantillon ou ces
scénarios se produisent est nul. lls ne peuvent cependant pas étre exclus de la configuration fondée sur le
plan.

Nous proposons un estimateur de la variance pour ésd qui repose sur les ensembles dans &, et est
fondé sur des méthodes de linéarisation. Considérons tout ensemble fixe J € G, et supposons que P, |
soit la matrice de projection correspondant & I’espace linéaire [(VS’J ) ou P, est la matrice de zéros
par convention. En sélectionnant J, on peut alors exprimer p, sous la forme P, ;Z_, ce qui implique que

s,J%s?
0, peut étre écrit comme étant 0, ; = §, — W,*’P, ;W>?§_, o I’on ajoute Iindice J dans @, pour
tenir compte du fait que I’expression dépend du J choisi.

Nous constatons alors que 65'3 est une fonction non linéaire lisse des f, et des N,, ou f, est
I’estimateur de Horvitz-Thompson de t;, = Zkeu Y. Par conséquent, en traitant J comme une valeur
d

fixe, nous obtenons la variance asymptotique de 6. , par linéarisation en séries de Taylor (Sarndal

Sg+J

et coll., 1992, page 175) comme suit :

VA®G, )= T3 A, (2.10)

keU leU 7Z-k 7Z-|

ou A, =m, — mm et
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D
zai Yo, + Zﬁilkeu, pour k =1,2
i=1 i=1
1, étant la variable d’indicateur de I’événement A, et
a0, | 00, .,
4G = —1r ¢ B E s < «
i ati (€ o Ny Np) = (f, ety Ny, ooy Np) i oN. (Ereen oy Ny oo N ) = (t, - tpy Ny, oo Np)
De plus, un estimateur convergent de la variance asymptotique dans (2.10) est donné par
( ) ZZAH uk Ul
ou

(2.11)
kes les 7Tk| ﬂ-k 7Z-|
D D
O = 2 6 Yl + 2B L pour k=1,2.., N,
i=1 i=1
et ou I’on obtient ¢;, B a partir de «;, f, en substituant les estimateurs de Horvitz-Thompson appropriés

pour chaque total de population. Nous proposons I’estimateur dans (2.11), calculé a la valeur de J
obtenue dans I’échantillon, comme estimateur de la variance de &,

Afin de donner un exemple clair de I’estimateur de la variance proposé pour 6, , considérons le
scénario présenté au début de la sous-section. Etant donné que G,

Sd
4 ;= {@, {1}} il peut étre intéressant de
calculer la variance estimée de 9 5 pour J = {1} et une certaine valeur d. La matrice P
matrice de projection correspondant a I’espace linéaire génére par v, donné par

.1y estla
N,  —JNN, 0
A A -1 ~ A
Py = (N1+N2) —yN;N,
Notons que P

dessus, on peut S|mpI|f|er 0

est une fonction de (N N,, N ) parce que vy, I’est. Au moyen de I’équation ci-
| sous la forme suivante,

A A A A T
3 3 s - N, g, + N, 9, Ny, + N,y
eslze,l’gszl’es,l = ¢ < 2' fl A 2’ys3
{1 (sl{} {1 3{}) N, + N, N, + N,
A A ~ N A~ T
b+t b+t b
N, + N, N, + N, N,

Ainsi, si I’on a un domaine d, on peut dériver les « et les S en prenant les dérivées partielles de &
par rapport aux f etaux N, et en évaluant ces dérivés aux t etaux N. Si d = 2, on obtient

sa. {1}
a =a, —;, a; =0,
N, + N,
+t
3y L+

- . B, =0.
(N, + N,)’ &
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Les a etles ﬂ sont calculés par substitution des estimateurs de Horvitz-Thompson dans les équations ci-
dessus, qui servent ensuite a évaluer U, pour chaque k dans I’échantillon s. On peut alors enfin calculer
I’estimateur de la variance proposé dans (2.11).

3 Propriétés de I’estimateur contraint

3.1 Hypothéses

Pour obtenir nos résultats théoriques, nous établissons des hypothéses sur le comportement
asymptotique de la population U, et sur le plan de sondage p, :

Al. Lenombre de domaines D est fixe.
A2. limsup,,, N> |y, | <o, pourr=1,2

A3. Pour d =1, ..., D, il existe des constantes u, et r, >0 de sorte que Y, y — 44 =
O(N™2) et Ny /N = r, = O(N™¥?), pour toutes les valeurs de d.

A4. La taille de I’échantillon n, est non aléatoire et elle satisfait 0 < [imy_..ny/N <1. De
plus, il existe des valeurs ¢, 0 < & < 1, de sorte que ny > &n, /D pour tous les d et tous
les N.

A5, Pour toutes les valeurs de N, miny.y, 7 = 4 > 0, minicu, 7y 2 A >0, et

lim sup n,, max I|Akl| < o,
ck#

N - o k,leUy:
A6. L’estimateur de Horvitz-Thompson X, ~du vecteur bidimensionnel 2D des moyennes de la

population X, = N7'(t, ..., t5, Ny, ..., N, )" satisfait

var,, (%, )" (%, = %u,) > V(0 1),

et

Var (%, ) - var, (%) = 0, (nd');

ou I, désigne la matrice d’identit¢ de dimension g, la matrice de variance-covariance par
rapport au plan var, ()?sN) est définie positive et \“/ar(ksN) est I’estimateur de Horvitz-
Thompson de var, .

L hypothése Al établit que le nombre de domaines demeure constant quand la taille de la population
change. La condition de I’hypothése A2 vise & assurer la convergence par rapport au plan de sondage des
estimateurs de Horvitz-Thompson aux niveaux de la population et du domaine. Notons en particulier que
cette condition est satisfaite quand la variable y est limitée, ce qui peut étre supposé naturellement pour
de nombreux types de variables d’enquéte. L hypothese A3 garantit que les moyennes et les tailles de
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domaine de population convergent respectivement vers les valeurs limites x, et r,. Par ailleurs, les
valeurs u peuvent étre considérées comme des espérances de superpopulation pour une distribution
générant les éléments de population y, sous forme de tirages indépendants. Nos résultats théoriques
dépendent en fait de la validité des contraintes supposées pour ces espérances de superpopulation et non
pas pour les moyennes de domaine de population. Bien que cela puisse sembler inadéquat compte tenu de
notre intérét pour I’utilisation des contraintes au niveau de la population, I’hypothése A3 garantit que la
forme des moyennes de domaine soit raisonnablement prés de la forme des moyennes de superpopulation.
Selon I’hypothése A4, la taille de I’échantillon dans chaque domaine ne peut pas étre inférieure a une
fraction du ratio n/D, ce qu’on obtiendrait en divisant également la taille de I’échantillon sur tous les
domaines. Cette hypothése vise & ce que les moments des fonctions lisses de N7'f, et que les N‘lNd
soient bornés. De plus, elle établit que la taille de I’échantillon est non aléatoire. Cela peut étre adapté a
une taille d>échantillon aléatoire en imposant certaines conditions a la taille d’échantillon espérée E (n).
L hypothése A5 établit que les bornes inférieures sont non nulles pour les probabilités d’inclusion du
premier et du second ordre, et que les covariances du plan A,, doivent converger vers zéro au moins aussi
rapidement que n'. L’hypothése A6 garantit une normalité asymptotique pour X, Nécessaire au
maintien des propriétés de normalité sur les estimateurs non linéaires qui sont exprimés comme des
fonctions lisses de f(SN. Elle sert également a établir les conditions de convergence de I’estimateur de
variance-covariance. On trouve dans la littérature les résultats de normalité asymptotique pour des plans
en particulier, notamment le résultat classique de Hajek (1960) pour I’échantillonnage de Poisson et
I’échantillonnage aléatoire simple sans remise. Comme autres démonstrations du théoréme central limite
pour un échantillonnage stratifié, citons Krewski et Rao (1981), qui ont étudié des échantillons stratifiés a
probabilités inégales avec remise, Bickel et Freedman (1984), qui ont considéré un échantillonnage
aléatoire simple sans remise stratifié, et Breidt, Opsomer et Sanchez-Borrego (2016), qui ont examiné des
plans a généraux a probabilités inégales, avec ou sans remise.

3.2 Principaux résultats

Nous dérivons les propriétés théoriques de I’estimateur contraint en nous concentrant sur la projection
sur ©? au lieu de Q. Rappelons que les arétes du cone polaire Q° sont tout simplement les m lignes de
-A
de pouvoir caractériser la propriete selon laquelle J € &, sous la forme de vecteurs dans V, ; nous

s

notées par Y5, €tque pq, la projection sur Q?, peut étre décrite par les ensembles J € G,. Le fait

permet d’obtenir des taux de convergence théoriques, qui servent a développer les propriétés d’inférence
de I’estimateur contraint. Quand I’ensemble J e &. produit un ensemble de vecteurs linéaires

indépendants V ,, il est alors simple d’écrire p, comme étant P, ;7 = A;J(ASVJA;J)AA Z,, ou

s,J Ts?

A, , designe la matrice formeée par les lignes de A, dans les positions J. Par conséquent, selon les
conditions décrites dans (2.8), J € G, si et seulement si

(2, =Py 2,7, ) <0 pour jeJ, et (A, Al) A Z >0 (3.1)

S, S
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dans ce cas, ou cette derniéere condition permet que 1‘[(2S |[(Vle )) € j_;J. Cependant, il est possible que
I’ensemble J € G, produise un ensemble de vecteurs linéairement dépendants V, ;. Dans ce cas, le
théoréme 1 ci-dessous garantit qu’il est toujours possible de trouver un sous-ensemble J° < J de sorte
que V_ . soit un ensemble linéairement indépendant qui couvre le méme espace linéaire que V, , et qui
satisfasse J° e &. On peut ainsi établir des conditions analogues comme dans (3.1) au moyen de J°
plutdt que J.

Théoreme 1. Soit A une matrice irréductible m x D avec des lignes —y;. Soit Q° le cone polaire
correspondant. Pour tout ensemble J < {1, 2, ..., m}, définissons V, = {yj: je J}. Ensuite, soit fj
le sous-cone de Q° généré par les arétes données par |’ensemble J. Pour un vecteur z, définissons son
ensemble & formé par tous les ensembles J < {1, 2,..., m} de sorte que T1(z|Q°)=T1(z|£(V,))e A.
Supposons que J est un ensemble non vide de sorte que V, soit qui un ensemble linéairement dépendant
et J e &. Ensuite, on a J" < J de sorte que V). soit un ensemble linéairement indépendant,
LV )=ZL(V,), etd e

Tous les concepts ci-dessus qui ont été définis au niveau de I’échantillon peuvent étre définis de
maniére analogue au niveau de la superpopulation. En particulier, soit G, I’ensemble de tous les sous-
ensembles J < {1,..., m} de sorte que T1(z,|Q))=T1(z,|£(V,,)) € A, oU z,, 2V, e
.., soient les versions analogues de z., Q2,V,; et 7 ; qu’on obtient en remplagant y, et W, par
n= (s, pp) et W, = diag(r,, r,, ..., Iy ). On peut établir des conditions nécessaires et suffisantes
comme celles de (2.8) de maniere analogue pour caractériser le vecteur p, comme étant la projection

sur Q.

Rappelons que I’ensemble &, peut varier selon les échantillons. Ajoutons que les petits échantillons
trés variables sont susceptibles de choisir des ensembles J € G, qui ne sont pas choisis dans &G, qui est
« asymptotiquement correct ». Cependant, a mesure que la taille de I’échantillon augmente, ces choix
incorrects sont moins susceptibles de se produire, car les moyennes de domaine de I’échantillon se
rapprochent des moyennes limites de domaine de la population. Le théoréme 2 précise cette idée en
établissant que les ensembles qui ne sont pas dans §# ont une probabilité asymptotiquement négligeable
d’étre choisis dans I’échantillon.

Théoréme 2. Considérons tout ensemble J < {1, 2, ..., m} de sorte que J ¢ G,. Alors, P(J € G;) =
o(n?).

Le théoréeme 3 ci-dessous montre la normalité asymptotique de I’estimateur contraint et justifie
I’utilisation de I’estimateur de la variance par linéarisation pour la projection observée (ou le
regroupement en cas d’ordonnancement partiel) pour I’inférence asymptotique pour la moyenne d’une
population finie. 1l généralise le théoréme 2 de Wu et coll. (2016), qui considérait uniquement les
restrictions monotones. Nous constatons la présence du terme de biais B dans la moyenne de la

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



Techniques d'enquéte, décembre 2020 167

distribution asymptotique. Cette situation non souhaitable se produit quand on a plus d’un ensemble
J € G, de sorte que les arétes correspondantes dans V, ; couvrent des espaces linéaires différents, ou de
fagon équivalente, que la projection sur le céne polaire Qf, appartienne a I’intersection de ces espaces
linéaires différents. Cependant, quand les contraintes sont strictes, c’est-a-dire Ap > 0, le vecteur z . est
strictement a I’intérieur du cone de contrainte Q,, et dans ce cas, on n’a pas d’ensemble J = & de sorte
que H(zﬂ |£(V,, )) = 0. Dans ce cas, le terme de biais disparatt.

Théoreme 3. Supposons que p satisfait Ap > 0. Considérons tout ensemble J de sorte que J € G..
Alors,

Ny -2 ~ _
v(a,,) (6, -%,) > M(BY),
pourtoutd =1, 2,..., D,ou B = O(\/%) est un terme de biais qui disparait quand Ap > 0.

Le théoreme 3 s’appuie sur le fait que les contraintes de forme supposées se vérifient pour le vecteur
des moyennes de domaine limites p plutdt que pour le vecteur des moyennes de domaine de population
Y, . Dans la section suivante, nous montrons par des simulations que I’estimateur contraint améliore a la
fois I’estimation et la variabilité quand les domaines de population sont approximativement prés de la
forme supposée, comparativement aux estimateurs non contraints.

4 Performances de I’estimateur contraint

4.1 Simulations

Nous exécutons des expériences de simulation pour mesurer les performances de la méthodologie
proposée dans le calcul de I’estimation et de I’inférence des moyennes de domaine de la population. Au
moyen d’une paire de nombres naturels D, et D,, nous générons les moyennes de domaine limites x, a
partir de la fonction bivariée monotone z(x,, X,) donnée par

4exp(0,5 + 2x,/D
wu(x, %) =1+ 4x/D, + p( /D)

1+exp(0,5 + 2x,/D,)

On crée les valeurs g, en évaluant u(X, X,) & chague combinaison de x, =1, 2, ..., D, et x, =1,
2, ..., D,, ce qui produit un nombre total de domaines égal & D = D, D,. Nous établissons D, = 6 et
D, = 4. Notons que bien que la fonction ﬂ(Xl, x2) produise une matrice plutét qu’un vecteur de
moyennes de domaine, elle peut étre vectorisée afin de représenter les moyennes de domaine limites sous
la forme du vecteur p. Pour chaque domaine d, nous générons ses N, = N/D =400 éléments en
ajoutant le bruit indépendant et normalement distribué de moyenne 0 et de variance o® a g . Une fois
que les éléments de la population ont été simulés, les moyennes de domaine de population y, sont
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calculées. Les moyennes de domaine de population utilisées dans les simulations quand o =1 sont
illustrées dans la figure 4.1. Nous observons que ces moyennes de domaine sont raisonnablement (et non
strictement) monotones par rapporta x, et X,.

6,2

5,8

> 54

4
.f-
> 2 3.{_\

1 1

Figure 4.1 Moyennes de domaine de population pour les simulations quand o =1.

Les échantillons sont tirés d’un plan de sondage stratifié sans remise, comprenant 4 strates qui
recoupent les domaines D. Les strates sont construites au moyen d’une variable auxiliaire v qui est
corrélée a la variable d’intérét y. Le vecteur v est créé par I’ajout d’un bruit standard indépendant
normalement distribué a od/D pour chaque élément du domaine d. On attribue ensuite I’appartenance a
une strate en triant le vecteur v et en créant 4 blocs de N/4 =2 400 éléments, chacun étant fondé sur le
vecteur v trié. Pour rendre le plan informatif, nous échantillonnons n =480 éléments répartis entre les
strates (60, 120, 120, 180). Ce plan de sondage probabiliste ressemble a celui décrit dans Wu et coll.
(2016).

Nous examinons quatre scénarios différents obtenus a partir de la combinaison de deux types possibles
de contraintes de forme et de o =1 ou 2. Le premier type de contraintes suppose que les moyennes de
domaine de population sont monotones et augmentent pour ce qui est de x; et x, (doublement monotone),
tandis que le deuxieme type de contraintes suppose la monotonicité uniquement pour ce qui est de x,
(seulement monotone pour ce qui est de x;). Si o est fixe, on considére exactement la méme population
pour les deux types de contraintes possibles. Pour chaque scénario, les estimations non contraintes ¥ et
contraintes 65 sont calculées avec leurs estimations de la variance par linéarisation (voir (2.11)). Les
estimations contraintes sont calculées au moyen de I’APC, et leurs estimations de la variance sont
calculées a partir de I’ensemble sélectionné de I’échantillon J € G.. En outre, on construit des intervalles
de confiance de 95 % de Wald fondés sur la distribution normale pour les deux estimateurs.
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Pour mesurer la précision de ¥, et 8, en tant qu’estimateurs des moyennes de domaine de population
Y., hous considérons I’erreur quadratique moyenne pondérée (EQMP) donnée par

EQMP(9,) = B[ (¢, = %) W, (8. - %))

ou @, pourrait étre I’estimateur non contraint ou contraint et W, est la matrice diagonale avec les
éléments N,/N,d =1, ..., D. Les valeurs de ’"EQMP sont obtenues approximativement par des
simulations comme suit :
L& (am o Y o
EZ(‘Psb - YU) Wy ((I’sb - Yu )’
b=1

oll B est le nombre de simulations et ¢ est I’estimateur pour I’échantillon b®.

Les résultats de la simulation sont résumés dans les figures 4.2 a 4.5 et sont fondés sur R =10 000
rééchantillonnages. Les figures montrent les 24 domaines divisés en groupes de 6, et chaque groupe est
supposé monotone. Il est possible de représenter le scénario doublement monotone dans des graphiques
similaires comprenant des groupes de quatre domaines monotones. Comme I’illustrent les ajustements
d’un seul échantillon dans ces figures, on constate que les estimations contraintes peuvent étre exactement
égales aux estimations non contraintes pour certains domaines. Dans ces cas, leurs estimations de la
variance sont égales aussi. Dans I’ensemble, les intervalles de confiance de I’estimateur contraint ont
tendance a étre plus étroits que ceux de I’estimateur non contraint. En moyenne, I’estimateur contraint se
comporte légérement différemment des moyennes de domaine de population, en raison de la monotonicité
non stricte de ces derniéres. L’estimateur contraint présente en effet I’avantage d’avoir des centiles plus
étroits, ce qui montre que la distribution de I’estimateur proposé est plus étroite que la distribution de
I’estimateur non contraint. Pour les petites valeurs de o, les estimations non contraintes sont plus
susceptibles de satisfaire les restrictions supposées, ce qui apporte de petites améliorations a |’estimateur
contraint par rapport a I’estimateur non contraint. En revanche, les hypothéses de forme tendent a étre plus
gravement non respectées dans les estimations non contraintes pour les valeurs plus grandes de o, ce qui
permet a I’estimateur proposé de gagner beaucoup plus d’efficacité dans ces cas. On peut constater cette
derniére propriété en observant que la bande des centiles de I’estimateur contraint s’éloigne de plus en
plus de la bande de I’estimateur non contraint @ mesure que o augmente.

Pour ce qui est de la variabilité, I’estimateur contraint a une plus petite variance que I’autre estimateur.
De maniére intéressante, elle est surestimée par I’estimation de la variance correspondante obtenue par
linéarisation. En revanche, I’estimation de la variance de I’estimateur non contraint sous-estime la
variance réelle, ce qui est un inconvénient connu et souvent observé des variances obtenues par
linéarisation. Malgré cette différence, les intervalles de confiance des deux estimateurs présentent un bon
taux de couverture similaire quand o =1, alors que cette couverture est légerement améliorée par
I’estimateur contraint quand o = 2.
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Figure 4.2 Graphiques des résultats de simulation pour les estimateurs non contraint et contraint dans le
scénario doublement monotone avec o =1. Dans le graphigue « Moyenne et centiles », Yy, est

masqueé par § .
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Figure 4.3 Graphiques des résultats de simulation pour les estimateurs non contraint et contraint dans le
scénario monotone seulement pour ce qui est de x, avec o =1. Dans le graphique « Moyenne et
centiles », y, est masqué par §,_ .
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Figure 4.4 Graphiques des résultats de simulation pour les estimateurs non contraint et contraint dans le
scénario doublement monotone avec o =2. Dans le graphique « Moyenne et centiles », y,, est
masqué par ¥, -
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Figure 4.5 Graphiques des résultats de simulation pour les estimateurs non contraint et contraint dans le
scénario monotone seulement pour ce qui est de x, avec o = 2. Dans le graphique « Moyenne et
centiles », y, est masqué par §_ .

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



174 Oliva-Aviles et coll. : Estimation et inférence des moyennes de domaine soumises a des contraintes qualitatives

Le tableau 4.1 montre que I’estimateur contraint est plus précis en moyenne que I’estimateur non
contraint. La précision de I’estimateur contraint s’améliore quand on suppose la monotonicité pour ce qui
est des deux variables plutot que seulement pour x,. On s’y attend ici, car la surface sous-jacente est
effectivement doublement monotone, de sorte que I’estimateur bénéficie du fait que la contrainte la plus
forte est imposée.

Tableau 4.1
Valeurs empiriques de PEQMP
Non contraint Monotone seulement pour X, Doublement monotone
=1 0,0593 0,0362 0,0298
oc=2 0,2384 0,1175 0,0832

4.2 Méthodes de rééchantillonnage aux fins d’estimation de la variance

En pratique, il est courant dans les enquétes a grande échelle d’utiliser des méthodes de
rééchantillonnage aux fins d’estimation de la variance. Les derniéres éditions de la NHANES et la
National Survey of College Graduates (NSCG) en sont des exemples. Pour étudier les performances des
estimateurs de la variance par rééchantillonnage selon la méthodologie contrainte proposée, nous réalisons
des études de simulation fondées sur I’estimateur de la variance Jackknife avec suppression de groupe
(DAGJK) proposé par Kott (2001).

Nous effectuons des expériences de simulation par rééchantillonnage sur la configuration décrite dans
la section 4.1. Pour calculer I’estimateur de la variance Jackknife avec suppression de groupe, nous créons
d’abord aléatoirement des groupes de taille égale G dans chacune des quatre strates. Puis, pour chaque
rééchantillonnage g =1, ..., G, nous supprimons le groupe ¢g° dans chaque strate, nous ajustons les
poids restants par w® = (&) W, ot w, =" et nous calculons I’estimation contrainte de
rééchantillonnage 69’ au moyen des poids ajustés. On obtient I’estimation de la variance Jackknife avec
suppression de groupe de ésd , \7JK (ésd ) en calculant

On obtient un estimateur de la variance par rééchantillonnage de ¥, en remplagant 65 par V..

Nos simulations tiennent compte seulement du scénario doublement monotone, avec o =1 ou 2, et
G =10, 20 ou 30. La taille de I’échantillon est fixée a n =480 ou n =960, et le dernier cas est obtenu
par doublement de la taille de I’échantillon original dans chaque strate. Les figures 4.6 a 4.9 contiennent
les résultats de simulation fondés sur 10 000 rééchantillonnages. Contrairement au comportement des
estimations de la variance fondées sur la linéarisation, on constate que les estimations Jackknife avec
suppression de groupe ont tendance a surestimer la variance de I’estimateur non contraint, comme on
I’observe souvent en pratique. Qu’elles soient fondées sur un rééchantillonnage ou sur la linéarisation, les
estimations de la variance de I’estimateur contraint surestiment la variance réelle, de sorte que les résultats
sont plus cohérents dans les différentes méthodes d’estimation de la variance. Quand le nombre de
groupes G augmente, les estimations Jackknife avec suppression de groupe tendent a augmenter, surtout
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pour les petites valeurs de o. Ces incréments des estimations Jackknife avec suppression de groupe ont
comme conséquence directe d’accroitre le taux de couverture quand G augmente. De plus, le taux de
couverture des deux estimateurs s’améliore (plus prés de 0,95) quand la taille de I’échantillon augmente.
Dans I’ensemble, il semble que I’estimation de la variance par répliques soit une solution de rechange
pratique a la linéarisation.
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Figure 4.6 Estimation de la variance (en haut) et résultats de simulation du taux de couverture (en bas)
fondés sur les méthodes de linéarisation et Jackknife avec suppression de groupe pour les
estimateurs non contraint (& gauche) et contraint (a droite), dans le scénario doublement
monotone avec n, =480 et o =1.
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Figure 4.7 Estimation de la variance (en haut) et résultats de simulation du taux de couverture (en bas)
fondés sur les méthodes de linéarisation et Jackknife avec suppression de groupe pour les
estimateurs non contraint (& gauche) et contraint (a droite), dans le scénario doublement
monotone avec n, =480 et o =2.
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Figure 4.8 Estimation de la variance (en haut) et résultats de simulation du taux de couverture (en bas)
fondés sur les méthodes de linéarisation et Jackknife avec suppression de groupe pour les
estimateurs non contraint (& gauche) et contraint (a droite), dans le scénario doublement
monotone avec n, =960 et o =1.
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Figure 4.9 Estimation de la variance (en haut) et résultats de simulation du taux de couverture (en bas)
fondés sur les méthodes de linéarisation et Jackknife avec suppression de groupe pour les
estimateurs non contraint (& gauche) et contraint (a droite), dans le scénario doublement
monotone avec n, =960 et o =2.
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5 Application de I’estimateur contraint a I’enquéte NSCG

Afin de montrer I’utilité de la méthodologie contrainte proposée sur des données d’enquéte réelles,
nous examinerons la National Survey of College Graduates (NSCG) de 2015, qui est parrainée par le
National Center for Science and Engineering Statistics (NCSES) au sein de la National Science
Foundation (NSF) et est menée par le U.S. Census Bureau. Les données et la documentation de la NSCG
de 2015 sont disponibles sur le site Web de la NSF (www.nsf.gov/statistics/srvygrads). La NSCG cherche
a fournir des données sur les caractéristiques des diplomés des colléges américains, en mettant
particuliérement I’accent sur les diplémés en sciences et en génie.

Nous considérons le revenu gagne total avant les retenues de I’année précédente (2014) comme la
variable d’intérét (notée EARN). Pour éviter I’asymétrie élevée de cette variable, on effectue une
transformation logarithmique. De plus, nous tenons compte uniquement des personnes qui ont déclaré un
revenu positif. Au total, notre analyse examine 76 389 observations. En outre, elle étudie 252 domaines.
Ils sont déterminés par la classification croisée de quatre prédicteurs. Ces variables et leurs contraintes
supposées sont :

» Durée depuis le dipléme le plus élevé. Cette variable définit I’année d’attribution du dipléme le
plus élevé. La période de 2015 a 1959 est divisée en 9 catégories : les 8 premieres catégories
(notées de 1 a 8) sont d’une durée de 6 ans chacune, et la derniere catégorie (notée 9) est de
9 ans. Contrainte : étant donné les autres prédicteurs, le revenu total gagné moyen augmente
selon la durée écoulée depuis le plus haut dipldme dans les catégories d’années de 1 a 7. On ne
formule aucune hypothese concernant les catégories 8 et 9, car ces personnes sont susceptibles
d’étre a la retraite (au moins 42 années se sont écoulées depuis leur dipléme le plus élevé).

» Domaine d’études. Cette variable nominale définit le domaine d’études pour le dipldme le plus
élevé, en fonction d’une catégorisation de grand groupe fournie dans la NSCG de 2015. Les 7
catégories pour cette variable sont :

1: Informatique et sciences de I’information;

2. Sciences biologiques, sciences agronomiques et sciences de I’environnement et de la
vie;

. Sciences physiques et connexes;

: Sciences sociales et connexes;

. Génie;

. Domaines liés aux sciences et au génie;

: Domaines non liés aux sciences et au génie.

~N o O B~ W

Contrainte : étant donné les autres prédicteurs, le revenu gagné total moyen pour chacun des
champs 2 et 4 est inférieur a celui des champs 1, 3 et 5. Aucune hypothese n’est formulée
concernant les catégories 6 et 7, car elles couvrent de nombreux domaines pour lesquels il
pourrait étre compliqué d’imposer une restriction d’ordre raisonnable.

« Cycle supérieur. Cette variable binaire détermine si le dipléme le plus élevé est au niveau des
études supérieures (OUI) ou au niveau du baccalauréat (NON). Contrainte : étant donné les
autres prédicteurs, le revenu gagné total moyen est plus élevé chez les titulaires d’un dipléme
de cycle supérieur.
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« Supervision. Cette variable binaire détermine si la supervision fait partie des responsabilités de
I’emploi principal (OUI) ou pas (NON). Contrainte : étant donné les autres prédicteurs, le
revenu total moyen est plus élevé chez les personnes ayant des fonctions de supervision dans

leur emploi principal.

Les figures 5.1 et 5.2 montrent les estimations non contraintes et limitées pour chacun des quatre
groupes obtenus par la classification croisée des variables binaires Cycle supérieur et Supervision. Notons
que puisque les contraintes supposées constituent un ordonnancement partiel, les estimations contraintes
sont obtenues par le regroupement de domaines. Ces figures montrent que I’estimateur contraint a un
comportement plus lisse que I’estimateur non contraint. De plus, il tend a corriger certains des « pics »
produits par I’estimateur non contraint, qui sont habituellement la conséquence d’une trés petite taille

d’échantillon.

12
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e 1.3
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(a) Supervision = OUI (non contraint). (b) Supervision = OUI (contraint).

log(EARN)
log(EARN)

(c) Supervision = NON (non contraint). (d) Supervision = NON (contraint).

Figure 5.1 Estimations de la moyenne de domaine non contraintes (a gauche) et contraintes (a droite) pour
les données de la NSCG de 2015, étant donné que Cycle supérieur = NON est fixe.
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Figure 5.2 Estimations de la moyenne de domaine non contraintes (& gauche) et contraintes (a droite) pour
les données de la NSCG de 2015, étant donné que Cycle supérieur = OUI est fixe.

Les erreurs-types pour les estimations non contraintes et contraintes sont calculées au moyen des poids
de rééchantillonnage de la NSCG de 2015, qui sont fondés sur la méthode des répliques des différences
successives (Opsomer, Breidt, White et Li, 2016). Les poids de rééchantillonnage et les facteurs
d’ajustement ont été fournis par le directeur de programme du Programme de la statistique des ressources
humaines du NCSES et sont disponibles sur demande.

La figure 5.3 présente le ratio de ces estimations pour chacun des 252 domaines. Dans la grande
majorité des cas, les estimations de I’erreur-type de I’estimateur proposé sont inférieures a celles de
I’estimateur non contraint, avec des améliorations la réduisant jusqu’a sept fois. Dans certains cas, le
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comportement contraire se produit. Ils sont étudiés dans la figure 5.4, qui montre les graphiques de deux
« tranches » différentes de domaines : I’une concernant la variable de la période depuis le dipléme le plus
élevé et I’autre concernant la catégorie de domaine. Ces graphiques comprennent les estimations non
contraintes et contraintes, les intervalles de confiance de Wald et les tailles d’échantillon. Chacune de ces
deux tranches contient I’un des deux domaines qui peuvent étre facilement reconnus dans la figure 5.3, car
ils ont les ratios les plus petits.

A ~ A i~
Ratio SD(ysd)/SD(esd)

V Ratio<1 X
M~ - X Ratio>1

{D_
w -
g < x X% x
©
[0 X x .
x x x
™ - x X %

T T T T
0 50 100 150 200 250
Domaine

Figure 5.3 Ratio des erreurs-types estimées des estimations non contraintes par rapport a celles produites
par des estimations contraintes pour les données de la NSCG de 2015.

Le premier des domaines est illustré dans les figures 5.4(a) et 5.4(c), indiqué par 5. Les estimations
non contraintes pour les domaines indiqués par 5 et 6 ne respectent pas I’hypotheése de monotonicité et
sont donc regroupées pour |’obtention des estimations contraintes (un autre regroupement avec des
domaines dans d’autres « tranches » est également effectué, mais il n’est pas visible dans ce graphique).
Comme VIillustre la figure 5.4(a), I’intervalle de confiance est plus étroit pour les estimations non
contraintes. Cependant, I’erreur type estimée de I’estimateur non contraint du domaine 6 est trés grande, et
le regroupement avec le domaine 5 stabilise grandement a la fois I’estimateur et les erreurs-types estimées
pour ce domaine. La figure 5.4(c) montre que la taille des échantillons dans ces domaines est
raisonnablement grande, comptant approximativement 100 observations chacun, ce qui implique que le
non-respect de la monotonicité observé pourrait en fait étre vrai dans la population. La décision finale sur
I’équilibre entre I’amélioration de la stabilité de certains domaines et la possibilité d’un biais d0 a des
contraintes incorrectes doit étre soigneusement évaluée.
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Le deuxieme domaine ou les estimations non contraintes produisent des estimations d’écart-type plus
petites est présenté dans les figures 5.4(b) et 5.4(d), indiqué par 1. Ici, on regroupe ce domaine avec le
domaine voisin pour obtenir I’estimation contrainte. Toutefois, étant donné que les tailles d’échantillon de
ces deux domaines sont tres petites, les estimations non contraintes pourraient étre considérées comme peu

fiables, si bien que leurs erreurs-types estimées ne seraient pas une bonne indication de leur précision.
L’estimateur contraint semble préférable ici en raison de I’augmentation de la taille effective des cellules.
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Figure 5.4 Estimations non contraintes et contraintes avec intervalles de confiance de Wald (en haut) et
tailles d’échantillon (en bas) pour les données de la NSCG de 2015, étant donné que Cycle

supérieur = OUI et Supervision = OQUI.
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6 Conclusions

Nous avons proposé une méthodologie générale d’estimation des moyennes de domaines qui permet
d’intégrer les restrictions naturelles entre domaines dans I’estimation fondée sur le plan de sondage. Il a
été démontré qu’elle améliore I’estimation et I’inférence, surtout pour les petits domaines. Comme cette
nouvelle méthodologie couvre un large éventail d’hypotheses de forme dépassant la monotonicité
univariée, elle vise a tirer parti conjointement de plusieurs types d’information qualitative qui apparaissent
naturellement pour les données d’enquéte. Les formes supplémentaires susceptibles d’étre imposées
comprennent la convexité ou la log-concavité; cette derniere peut étre imposée si I’on croit que les
moyennes de domaine de la population augmentent puis diminuent sur un ensemble de domaines. Les
travaux futurs des auteurs comprendront un estimateur « monotone relaché » qui sera utilisé quand les
moyennes de domaine de population sont « a peu prés » monotones dans une séquence de domaines. Pour
I’estimateur monotone relaché, on utilise un type de moyenne mobile sur les domaines pour mettre en
ceuvre les contraintes, ce qui permet a 1’estimateur d’avoir quelques écarts par rapport a la monotonicité.

Nous avons également proposé une méthode d’estimation de la variance fondée sur le plan de sondage
de I’estimateur, qui nécessite seulement de connaitre I’ensemble de contraintes propres a I’échantillon. Il
est montré que les méthodes de rééchantillonnage se comportent de la méme fagon. Pour ce qui est du
calcul, I’estimateur est basé sur I’algorithme de projection du cone, qui est efficacement mis en ceuvre
dans le module coneproj et disponible gratuitement. Dans le cas pratique important d’un
ordonnancement partiel, I’estimateur contraint égquivaut a un regroupement de domaines voisins, de sorte
qu’une fois que I’ensemble de contraintes est identifié par I’algorithme de projection de cbne, les calculs
subséquents des estimateurs et des estimateurs de la variance peuvent étre faits directement par une
estimation fondée sur le plan de sondage sur les domaines pertinents.

Comme I’a illustré I’analyse de la NSCG a la section 5, il est aussi important de déterminer les fois ou
la contrainte imposée pourrait ne pas étre valide pour une application d’enquéte en particulier.
Récemment, Oliva-Aviles, Meyer et Opsomer (2019) ont proposé le critere d’information du céne fondé
sur un échantillon comme critére permettant de choisir entre des ajustements contraints et non contraints
pour I’estimateur de Wu et coll. (2016). Une réflexion sur la généralisation de cette démarche a la
configuration étudiée ici est en cours.

Annexe

La premiére partie de I’annexe contient les lemmes qui ont servi a obtenir les résultats théoriques
présentés dans I’article. Les démonstrations des théoremes se trouvent a la fin de I’annexe.

Lemme 1. Si un vecteur non nul peut étre écrit comme la combinaison linéaire positive de vecteurs non
nuls linéairement dépendants, il peut alors étre exprimé comme la combinaison linéaire positive d’un
sous-ensemble linéairement indépendant de ces vecteurs.

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



Techniques d'enquéte, décembre 2020 185

Démonstration. Soit v un vecteur non nul qui peut étre écrit comme étant v = Zrzlaifi ou
£, 4,, ..., £, sont des vecteurs non nuls et &, > 0 pour i =1, 2, ..., k. Si cet ensemble de vecteurs
n’est pas linéairement indépendant, il existe alors des constantes b, ..., b,, qui ne sont pas toutes nulles,
de sorte que Zikzlbiei =0, et que pour tout c e R, v = Zik:l(ai +¢h ) £,. Soit ¢ = —miny.0a /b ;
alors a, + cb, > 0 pour i =1, ..., k mais pour au moins une valeur i, a; + cb, = 0. Nous avons ensuite
écrit v sous la forme d’une combinaison linéaire positive d’un sous-ensemble approprié des vecteurs. Si

ce sous-ensemble reste linéairement dépendant, le processus peut étre répéte.

Lemme 2. Si A est une matrice irréductible m x D et B est une matrice non singuliére D x D, alors
A = AB est aussi irréductible.

Démonstration. Supposons A’ ¢ = 0 pour certains ¢ € R™, ¢ > 0. Alors B'A'c = 0 implique que
A'c = 0 par la non-singularité de B. Parce que A est irréductible, nous devons avoir ¢ = 0, afin que
I’origine ne soit pas une combinaison linéaire positive de lignes de A. Supposons ensuite que I’une des
lignes de A est une combinaison linéaire positive d’autres lignes de A. Cela signifie que nous pouvons
écrire A'b = 0, ou b, = —1 pour certains j € {1, ..., m} etb >0, i = j. Mais A'b = 0 implique que
B'A'b = 0 implique que A'b = 0 par la non-singularité de B. Parce que nous ne pouvons pas avoir
A'b = 0 pour cette valeur de b, nous ne pouvons pas avoir de ligne de A qui soit une combinaison
linéaire positive d’autres lignes de A. Par conséquent, A est irréductible.

Lemme 3. Soit A une matrice m x D. De plus, soit S, et S, des matrices diagonales D x D
comportant des éléments non nuls sur la diagonale. Pour tout ensemble J < {1, 2, ..., m}, soit V,
I’ensemble de vecteurs dans les lignes J de A, = AS,, i =1, 2. Ensuite, pour tout J* < J,

[(Vl’f) = [(VU) = [(Vw) = [(V“).

Démonstration. Soit A, ; = A;S;,i =1, 2; ou A, désigne la sous-matrice de A qui contient les lignes
dans les positions J. Supposons tout d’abord que [(V1 J*) = [(VH). Puisque J* < J, on constate
aisément que [(VM) c £(V,,). Ensuite, considérons tout v € £(V, ) de sorte que v = A; ;a =
S, Ala pour un certain vecteur a. Nous obtenons alors S, S,'v = S, A} ae[(VLJ ) Par hypothese, il
existe un vecteur b tel que S,S;'v =S, Al.b. Par conséquent, v =S,A.b EZ(VzJ*)' Alors,
£L(V,,) < [(Vz,f)' De facon analogue, il s’ensuit que [(Vw) = £(V,,) implique [(Vw) =
£(\V,,).

Lemme 4. Selon les hypothéses Al & A5, les énoncés suivants s appliquent :

(i)  Les N7'f, sont bornés uniformément.

(i) Les N'N, possédent une borne supérieure uniforme et une borne inférieure strictement
positive uniformément.

(iiiy var(N7,) = 0(n)etvar(N'N,) = O(n?).

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



186 Oliva-Aviles et coll. : Estimation et inférence des moyennes de domaine soumises a des contraintes qualitatives

) E[(N, - ru) | =0(n) et E[(N’ll\]d -, )2] =0o(n?).
Démonstration.

(i)  Notons que
f

d
N

Y

N

AN

_ ‘ Zkesd yk/ﬂ-k
- N

qui ne dépend pas de s, et qui est borné indépendamment de N selon I’hypothése A2.

(ii) A partir des hypothéses A4 et A5, nous constatons que

_n<nd

d — <
DN = N

—4 = N*Y> 1Yz <ANTNg <27,

N kesy
ou la borne inférieure et la borne supérieure ne dépendent pas de s, et sont bornées pour tous
les N par les hypotheses Al et A4.

(iii)  Notons que

e . D Ve n
nvar(N ltd) ) nvar(N lkezsd yk/ﬁk) - }kbz—ulil(ﬁ " nk,lemu?(kﬂ'Akl |]

qui est borné selon les hypothéses A2, A4 et A5. En établissant y, =1 et en suivant un
argument analogue, on peut montrer que nvar(N’lNd) = 0(1).

(iv) Puisque
2 N 2
E[(N’ltd — Tylty) ] = var(N7', ) + (Wdyud - I’dudj ,

I’hypothese A3 et (iii) nous conduisent & la conclusion souhaitée. De maniére analogue, nous
obtenons

E[(NlNd - )1 = o(n™).

Démonstration du théoréme 1. Supposons tout d’abord que H(Z|Q°) =T1(z|£(V,)) = 0. Dans ce cas,
tout sous-ensemble J* < J tel que V, est linéairement indépendant satisfait H(z|[(VJ,)) =0e 7.
Il suffit alors de choisir J° < J de sorte que V. soit linéairement indépendant et couvre £ (V,).
Supposons maintenant que TT(z|Q°) = 0. Etant donné que TI(z|Q°)=TI(z|£(V,)) e 7,
H(z|[(VJ )) peut étre écrit comme la combinaison linéaire positive des vecteurs v;, j € J. De plus,
<z - (z|£(Vy)), yj> =0 pour jeJ. A partir du lemme 1, on a J, = J de sorte que V, soit
linéairement indépendant et que 1‘I(z|[(VJ )) puisse étre écrit comme une combinaison linéaire
positive des vecteurs dans V, , ce qui implique que 1‘[(2|[(VJ )) € f]o. En outre, puisque
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(z-11(z| £(V,)),v;)=0 pour i€ 3o, TI(z|£(V,,))=T1(z| £(V,)). Alors, TI(z|Q°) =TI(z| £ (V,, ))-
Si [( ), ) £ (Vy) alors J° = J; satisfait toutes les conditions requises. Supposons maintenant que
L(Vy) € £(V;). Le fait que II(z|£(Vv,))=TM(z[£(V,)) implique que I(z|£(V,))=
H(z|[( ) )) pour tout ensemble J, de sorte que J, < J, < J. En outre, puisque H(z|[(VJO))ej?JO
alors T1(z|£(V,)) e A . Il suffit alors de choisir J° de sorte que J, = 3" < J et V. soit
linéairement indépendant et couvre £'(V;).

Démonstration du théoréme 2. Pour prouver le théoréme, nous commengons par un ensemble J ¢ G, et
trouvons les conditions nécessaires pour que cet ensemble appartienne a &,. Ces conditions nécessaires,
exprimeées sous forme d’inégalités en termes de fonctions lisses et continues de Nd/N et de f,/N,
servent ensuite a borner la probabilité d’intérét. Enfin, nous utilisons le théoréme 5.4.3 qui se trouve dans
Fuller (1996) pour montrer que cette probabilité converge vers zéro a un taux de O ( n’l).

Soit A,, A, et v, les versions analogues de A, A, ; et vy, obtenues en remplacant . et W,
d ' d
respectivement par p et W,. Le lemme 2 permet que A, et A, soient tous deux irréductibles puisque A
Iest.

Supposons tout d’abord que & ¢ G, etque J = . Ensuite, & partir des conditions de (2.8), & € &,
si et seulement si <ZS, Ys,.> <0 pour j=1,2, ..., m Par ailleurs, supposons que <z#, Yﬂ,-> <0 pour
j=1,2,...,m Alors, D e @ ce qui contredit notre choix de J. Par conséquent, il existe une valeur
j, telle que <z#, Yum> > 0. Nous obtenons alors

P(@eg,)< P(O > <25, ysj0>)

P(< z,, ijo> —(Zs, Ys 2 z,, Y/”Jo )

|| (2 ) = (oo 1, }
Yon)

(20 vﬂ,o

= (2, ﬁl,ﬂ Y {(< (7 y*’m>”

ou la derniere inégalité est obtenue par I’application de I’inégalité de Markov (voir par exemple Casella et
Berger (2002), section 3.6.1). Nous montrons ensuite que la valeur espérée pour le dernier terme est
O(n‘l). Notons que I’expression contenue dans la valeur espérée dans I’inégalité ci-dessus est une
fonction du vecteur X, = (N’lﬁ, o N, NN, L, N’lND)T. Soit f,(-) une fonction (qui ne dépend
pas de N) et X, = (h, ooy Tolip, T, ..., Ty). Pour appliquer le théoréme 5.4.3 de Fuller (1996) avec

=1,s=2 et a, = O(n’”z), nous devons d’abord montrer que les conditions suivantes sont
satisfaites :

A 2 -
@ E[(% -x,) | =0(n")
(b) f, estuniformément bornée dans une sphere fermée et bornée §'.

© f®%(x) estcontinue dans x sur §, o
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(d) x, estun point intérieur de .

(e) Il existe un nombre fini K tel que

‘ fl(‘l"z)(x)‘ < K pour tous les x €.,

‘ fl(il) ( X )

<K et |fi(x,)] <K

La condition (a) est directement satisfaite par le lemme 4 (iv). De plus, le lemme 4 (i)-(ii) garantit qu’il
existe une constante M > 1 telle que |N'f,[ <M et M~ < NN, < M. Il existe donc une sphere
fermée et bornée § qui est contenue dans ces bornes constantes. De plus, a partir de I’hypothese A3,
nous pouvons conclure que X, € .5, par conséquent la condition (d) est satisfaite. Pour montrer que la
condition (b) est satisfaite, notons que f, est une fonction continue dans .§" puisque W.¥? et y,, existent
tous deux pour tout X € 5. Par conséquent, le théoréme de la valeur extréme (voir le théoréme 4.15 dans
Rudin (1976)) garantit que f, est uniformément bornée dans . Les conditions (c) et (e) sont satisfaites
puisque f, est une fonction rationnelle continue dans .$', ce qui implique que f, est différenciable a
I’infini et que ses dérivées sont bornées dans .§". Enfin, toutes les conditions (a) & (e) sont satisfaites. Par
conséquent, a partir du théoreme 5.4.3 de Fuller (1996), nous pouvons conclure que E[fl(x)]:
O(n’l), puisque f, et sa premiére dérivée par rapporta N't, et N‘ll\]d sont évaluées a zéro a X,,.
Prenons maintenant J = & tel que J ¢ G, et supposons que J € G,. Le théoreme 1 garantit que
nous pouvons toujours choisir un sous-ensemble J" < J tel que J° eg;,vsyf est linéairement
indépendant, et [(V *):[(v )- Notons que H(z £ (v, *)):AT ,(A Al *)’IAS .Z,. Soit b_|
(A AL ) A2,
que b . >0, et <Z - Alb_ ., Ys,.> <0 pour tout j. Definissons b . = (AM*AL’J*)f A, 2z, e
. >0, et <z” — ALYJ*bM*, y”j> <0 pour j=1,2,...,m Ces conditions

Par conséquent, a partir des conditions de (2.8), nous obtenons que J € G, |mpI|que

supposons  que bﬂ ,
impliqueraient que J~ € G, ce qui contredit I’hypothése originale selon laquelle J ¢ G, puisque
[(V ) = £(V,,,) selon le lemme 3. Par conséquent, soit un élément de b . qui est strictement négatif,
7] Hy u,J

soit il existe une valeur j, telle que <zy - A b Yﬂjo> > 0. Par conséquent, si P(J e G]) = o(n?)
est démontré dans un de ces deux scénarios, la preuve sera concluante.

Supposons que le j° élément de bw* est strictement négatif. C’est-a-dire que e}obm* <0, ou e,
désigne le vecteur indicateur qui est 1 pour I’entrée j et 0 sinon. Nous obtenons alors

PUeg)< ( > o) = p(e}oﬁsyf ~eb .2 _egobw)
< ﬁ]ﬂ[(e}oﬁw* - e}obw*)z}.
Jo w3
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Soit f2(>”<s) I’expression a I’intérieur de la valeur espérée ci-dessus. On peut appliquer un argument
analogue a celui utilisé pour la fonction f, a la fonction rationnelle continue f, sur ', pour conclure
que E[f2(§<S )] = O(n‘l). Notons que nous avons également utilisé le fait que AS,J*A;J* est une matrice
inversible pour tout x € .

Enfin, supposons qu'il existe j, de sorte que «, | = <z” ~ A’ b

u
= T g
<zs - Alb v, > Nous obtenons alors

P(J € é;) < P(O > K‘zs‘jo) = P(szjo - Ky, 2 KZ/”J-O)

1
e E[(Kzsyjo - KZ”O)Z}.

w Jo

b#vJ*' ’Yﬂj0> > 0! et Solt K'z# .=

<

Soit f3(§<3) I’expression a I’intérieur de la valeur espérée ci-dessus. On applique un argument analogue a
celui utilisé pour les fonctions f,, f, pour conclure que E[ f,(&,)] = O(n™).

Démonstration du théoréme 3. Prenons tout J € &, et tout domaine d. Notons que la condition Ap > 0
implique que & € G,,. Nous pouvons alors écrire ésd — Yy, comme suit
ésd - yud = (ysd _yud )1J:® + Z (ésd,JG _Vud)lJG:J + z (ésd,JG _Vud)lJG:J'
lseG\D g ey
ou nous avons utilisé Qm = ¥,,. Nous pouvons maintenant écrire un estimateur de variance irréalisable
VA(@, ,) comme suit

VA(G, ,) = VA(Y, )0 + 2 VA(G, ) )1, + 2 VA(G, )12y

Io G\ JoeGt

Par conséquent,

VA(éSu J )_]/2 ( ~Sd - _Ud ) = VA(ySd )_]/2 (’S:lsd - —Y/L;d )}J =90
+ VA(asd,JG) (gsd Js yud ) J=Jg
Jg €G,\D
~ 2
+ Z VA(esvae)]/ (0511 Je Vud) J=Jg
Jsegy

Y VA, ) (00 - Gy )ea,
+ Z VA(HNsd,JG )71/2 (ésd,JG - eud,JG )1J:JG

+{ > VA(ésmJG )*VZ(QU“G - yUd)lJ:JG:|
Jo€G,\D

+ [ > VA(Q‘,,JG )WZ(HUU,JG = Vo, )1J:JG]
JGE§;‘1:
= Cy + Cyy + Cgys
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ou §,, ;. estlaversion de la population de ésd'JG. Un développement en séries de Taylor du premier ordre
de ésd o et I’hypothése A6 permettent de conclure que chaque terme de forme

va(a, )" (@

sgds gud,JG)

converge dans la distribution vers une distribution normale standard. Par conséquent, c,,, converge aussi
vers une distribution normale standard. Notons que pour chaque J; € G,

-\ _ N _
VA(Hsd,JG) (HUG,JG - YUd) = [nVA(Hsd,JG )} [nm(eud,JG — Y, )J = 0o(n*?),

tandis que 1,_, = O,(n™) selon le théoréme 2 (puisque J € &). Alors, ¢, = O,(n™*). Notons

maintenant que 6, , — ¥, = O(N™) quand J, € G,\@ selon I’hypothése A3. Par conséquent, pour

tout Jg € G\,

VA = 7)< [T [ -] =0 [ )

ce qui implique que c,, = O(\/%) (terme de biais). Ainsi, en combinant ces propriétés de c,,, C,, et
C;y» NOUS pouvons conclure que

VA(G, ) (6, - W) > (B 1),

Sd
ou B = O(\/%)
Ecrivons maintenant I’estimateur de la variance réalisable V (éw ) comme suit

v(~sd,J) :v(ysd)1J=® + z v(ésd,JG)1J=JG + Zv(ésd,JG)1J=JG'

Je €G\D Jg €G!
Selon I’hypothése A6, nous obtenons que V (4, , ) - VA(G, , ) =o,(n™) pour tout Jq, ce qui
implique que \7(53“)]/2 - VA(QM)]/2 = op(n*J/Z). Par conséquent, une application du théoréme de
Slutsky permet de remplacer VA(4, )W par V (4, )7]/2.

Pour prouver la derniére partie du théoréme, il suffit de constater que Ap > 0 implique &, = {J}.
Ainsi, le terme c,, n’existe pas et le terme de biais disparait.
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Ajustement de pondération hiérarchique bayésienne et
inférence d’enquéte

Yajuan Si, Rob Trangucci, Jonah Sol Gabry et Andrew Gelman?

Résumé

Nous combinons pondération et prédiction bayésienne dans une approche unifiée pour I’inférence d’enquéte.
Les principes généraux de I’analyse bayésienne impliquent que les modéles pour les résultats d’enquéte
devraient étre conditionnés par toutes les variables influant sur les probabilités d’inclusion. Nous intégrons
toutes les variables servant a 1’ajustement de pondération dans un cadre de régression multiniveau et de
poststratification pour obtenir un sous-produit générant des poids basés sur un modéle apreés lissage. Nous
améliorons 1’estimation sur petits domaines en traitant les divers problémes complexes que posent les
applications dans la vie réelle pour obtenir une inférence robuste a des niveaux plus fins pour les sous-
domaines d’intérét. Nous examinons les interactions profondes et introduisons des distributions a priori
structurées pour le lissage et la stabilisation des estimations. Le calcul se fait par Stan et avec le paquet
rstanarm du code source libre R, disponible pour utilisation publique. Nous évaluons les propriétés selon le
plan de la procédure bayésienne. Nous recourons a des études en simulation pour illustrer comment la
prédiction basée sur un modeéle et I’inférence pondérée peuvent donner de meilleurs résultats que la
pondération classique. Nous appliquons la méthode & la New York Longitudinal Study of Wellbeing (LSW). La
nouvelle approche produit des poids lissés et rend plus efficace une inférence robuste de population finie, plus
particuliérement pour des sous-ensembles de la population.

Mots-clés :  Pondération; prédiction; régression multiniveau et poststratification; distribution a priori structurée.

1 Introduction
1.1 Contexte

En recherche dans le domaine des enquétes, les méthodes par plan et les méthodes par modele sont depuis
longtemps mises en contraste (Little, 2004). Les premieres tiennent automatiquement compte du plan de
sondage et les secondes peuvent donner lieu a une inférence robuste dans une estimation de petit échantillon.
Rao (2011) présente son appréciation des méthodes fréquentistes et bayésiennes dans la pratique de
I’échantillonnage d’enquéte. Dans les méthodes classiques par plan, nous recourons a la pondération pour
aligner 1’échantillon sur la population. On trouvera dans Chen, Elliott, Haziza, Yang, Ghosh, Little, Sedransk et
Thompson (2017) un examen de divers estimateurs pondérés d’une moyenne de population. II reste que, en
temps normal, la pondération classique d’enquéte fait appel a de nombreux choix définis par I’utilisateur, de
sorte que le processus de pondération peut se révéler difficile a codifier dans les enquétes de la vie réelle
(Gelman, 2007). La méthode bayésienne pour I’inférence de population finie (Ghosh et Meeden, 1997) permet

d’intégrer I’information antérieure s’il y a lieu, mais des erreurs de spécification de modéle sont possibles.

Dans cet article, nous combinons la prédiction bayésienne et la pondération dans une approche unifiée
pour P’inférence d’enquéte en appliquant des modéles extensibles et robustes de régression bayésienne pour
prendre en compte des caractéristiques complexes de plan de sondage dans un cadre de régression
multiniveau et de poststratification (RMP, Gelman et Little (1997); Park, Gelman et Bafumi (2005); Ghitza

1. Yajuan Si, Survey Research Center, Institute for Social Research, Université du Michigan a Ann Arbor. Courriel : yajuan@umich.edu;
Rob Trangucci, département de statistique, Université du Michigan; Jonah Sol Gabry, département de statistique, Université Columbia;
Andrew Gelman, départements de statistique et de sciences politiques, Université Columbia.
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et Gelman (2013); Si, Pillai et Gelman (2015)). La méthode RMP est adaptée a des mécanismes complexes
d’échantillonnage et de réponse et vient améliorer 1’estimation sur petits domaines (Fay et Herriot, 1979;
Rao et Molina, 2015). Nous traitons avec différentes questions complexes liées aux applications réelles et a
des niveaux bien plus fins d’inférence de sous-domaine. Notre méthode permet une inférence efficace et
valide de population finie, plus particulierement pour des sous-groupes; elle construit des poids basés sur un
modeéle aprés lissage.

Le présent article apporte une double contribution : 1) en innovant en méthodologie bayésienne, nous
développons un nouveau cadre structuré apriori pour le traitement des termes d’interaction d’ordre
supérieur; 2) pour améliorer la recherche et I’exécution d’enquéte, nous combinons la prédiction bayésienne
et la pondération en un mode unique d’une approche unifiée pour I’inférence d’enquéte en tenant compte des
caractéristiques du plan de sondage dans la modélisation bayésienne. Nous généralisons la méthode de
régression multiniveau et de poststratification pour une inférence de population finie et construisons une
pondération stable et calée par modéle pour résoudre les problémes de la pondération classique. Nous
employons le paquet rstanarm en R pour que les méthodes proposées entrent dans le domaine public et
nous préconisons 1’adoption de méthodes par modele dans la recherche et I’exécution d’enquéte. Aspect plus
important encore, nous innovons de maniere a employer le cadre RMP en ajustement de pondération
d’enquéte et en intégration de données, par exemple, en vue d’une inférence avec des enquétes non
probabilistes. Les méthodes que nous proposons donnent un important outil d’ordre pratique pour la
conception et la pondération d’échantillons d’enquéte (Valliant, Dever et Kreuter, 2018).

1.2 Cadre

Pour une population finie de N unités, nous désignons la variable d’intérét par y = (y,, ..., Yy) €tla
variable indicatrice d’inclusion par I = (I, ..., Iy), ou I, = 1 sil’unité i est incluse dans I’échantillon
et I, = 0 dans les autres cas. Ici, inclusion signifie sélection et réponse. Le cadre général d’inférence
considére la codistribution de | et y. Dans une inférence par plan, nous regardons la distribution de | et
traitons y comme fixe. Dans un échantillonnage probabiliste, I’inférence par modeéle peut étre fondée sur la
seule distribution de vy, car les variables qui influent sur les mécanismes d’inclusion sont comprises dans le
modele (Royall, 1968), c’est-a-dire dans le mécanisme d’inclusion ignorable lorsque la distribution de |

étant donné y est indépendante de la distribution de y (Rubin, 1976, 1983).

Pour tenir compte des facteurs influant sur I’inclusion, la pondération classique par plan ajustée pour les
probabilités inégales d’échantillonnage, avec ajustements subséquents a la pondération pour tenir compte des
problémes de couverture et de la non-réponse lors de la collecte ou du nettoyage des données. La
pondération classique est donc le produit de facteurs d’ajustement multiples: probabilité inverse de
sélection, score inverse de propension de réponse, poststratification (aussi appelée calage ou étalonnage;
Holt et Smith (1979)). Chacun de ces ajustements peut étre approché en cas d’estimation de la probabilité de
sélection, de la probabilité de réponse ou des totaux de population a partir des données. Par-dela les

questions d’approximation et méme si le modele d’inclusion est parfaitement connu, des valeurs extrémes de
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pondération causeront une haute variabilité et donc des problémes d’inférence, surtout lorsque les poids sont
en faible corrélation avec la variable de résultat d’enquéte (Rao, 1966a, b; Hajek, 1971; Sarndal, Swensson
et Wretman, 1992). Quand le mode de pondération fait intervenir une poststratification ou une correction de
non-réponse — ou les poids sont eux-mémes des variables aléatoires —, 1’estimation de la variance ne sera pas
la méme que dans les cas ou la pondération par plan est simplement fixe. 1l ne va pas de soi de dégager par
I’analyse un estimateur de variance avec un ajustement de pondération a plusieurs degrés ou un plan
complexe de sondage.

Dans la pratique, la construction d’une pondération d’enquéte exige des décisions quelque peu arbitraires
en ce qui concerne la sélection des variables et des interactions, le regroupement de cellules de pondération
et I’¢élagage des poids. On ne voit pas toujours clairement s’il convient d’intégrer de I’information auxiliaire
et comment le faire (Groves et Couper, 1995). Dans 1’examen de la question du lissage et de I’élagage dans
les études consacrées a la pondération d’enquéte (voir, par exemple, Potter, 1988, 1990; Elliott et Little,
2000; Elliott, 2007; Xia et Elliott, 2016), on s’est attaché a I’estimation d’un total ou d’une moyenne de
population finie et on s’est moins intéressé aux estimations de sous-domaine. Beaumont (2008) propose
d’opérer la régression des poids sur les variables d’enquéte et de se servir des valeurs prédites comme poids
lissés. Cette orientation est inspirante, mais tangentielle a I’objectif d’une inférence aux bonnes propriétés
recherchées pour la variable d’intérét de 1’enquéte par opposition a la pondération. En empruntant de

I’information aux résultats d’enquéte, on peut accroitre I’efficacité et faire appel a un cadre général.

Gelman (2007) recommande des modéles de régression avec comme covariables des variables influant
sur la sélection et la réponse, dont des variables de stratification, des grappes et de I’information auxiliaire.
Toutes ces approches peuvent étre sensibles a la spécification a priori pour une estimation stable. C’est 1a la
contrepartie par modéle aux décisions nécessaires au lissage ou a 1’élagage d’une pondération classique
d’enquéte. On a proposé des techniques souples de prédiction comme les fonctions spline, les modeles de
régression a pénalité et les modeles a arborescence aux fins de I’estimation d’enquéte assistée par modele
(Sérndal et coll., 1992; Wu et Sitter, 2001; Breidt et Opsomer, 2017; McConville et Toth, 2018).

Les modes d’ajustement de pondération par modele ou assistés par modele pour une estimation de total
de population finie ont été mis en comparaison par Henry et Valliant (2012). Les méthodes de pondération
par modéle dans une perspective de superpopulation (Valliant, Dorfman et Royall, 2000) recourent aux
prédictions de modéles de régression pour obtenir une pondération de cas ou les prédictions reposent sur des
modeles de régression linéaire hiérarchique avec diverses corrections de biais (Chambers, Dorfman et
Wehrly, 1993; Firth et Bennett, 1998). A partir de I’estimation de total de population finie, les méthodes
assistées par modéle tirent une pondération de cas principalement d’un calage sur variables d’étalonnage
(Kott, 2009) par I’estimateur de régression généralisé (GREG, Deville et Sarndal (1992)). 1l reste que la
pondération de cas tirée de prédictions de régression peut étre hautement variable et méme négative et risque
de dégrader certaines estimations de domaine. Les méthodes par modele jouent un réle primordial dans

I’estimation sur de petits domaines, mais s’exposent aux erreurs de spécification et doivent étre développées
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plus avant lorsque les domaines sont nombreux et que le mécanisme d’inclusion n’est pas simplement

aléatoire.

Pour se garder des erreurs de spécification de modeéle, Little (1983) recommande de modéliser les
différences de répartition des résultats entre des classes définies par des probabilités différentielles
d’inclusion. Si et coll. (2015) construisent des cellules de poststratification fondées sur les valeurs uniques de
probabilité d’inclusion et édifient des mode¢les hiérarchiques pour lisser les estimations des cellules, comme
le préconise Little (1991, 1993).

Nous proposons d’employer des modéles hi¢rarchiques bayésiens tenant compte du plan de sondage pour
produire une pondération pouvant servir & une inférence fondée sur le plan de sondage. L’inférence est bien
calée et valide et offre de bonnes propriétés fréquentistes (Little, 2011). Dans le cas des grands échantillons,
elle sera & mettre en parallele avec I'inférence par plan. Dans le cas des petits, le lissage par modele

hiérarchique stabilisera I’estimation de domaine et produira un ajustement de pondération robuste.

Nous utilisons les variables intrinséques servant a la construction d’une pondération par plan, a la
correction de non-réponse et au calage en supposant qu’elles sont discontinues et nous construisons des
cellules de poststratification en tableau croisé. Nous tirons les poids d’une régression des résultats d’enquéte
par rapport aux variables de pondération étant donné la poststratification. L’inclusion de la variable de
résultat dans la pondération et la poststratification permet d’éviter les erreurs de spécification de modéle et
est de nature a accroitre 1’efficacité (Fuller, 2009). Les estimations de modéle multiniveau rétrécissent les
estimations des cellules a la dimension des prédictions venant du modéle de régression. Le cadre RMP tient
compte des caractéristiques de plan de sondage dans le paradigme bayésien et est alors bien armé pour traiter
les caractéristiques complexes de plan d’échantillonnage. Notre proposition se distingue de la pondération
par modéele dont parlent les études spécialisées en employant la structure des cellules de poststratification et

en améliorant le tout par lissage, ce qui permet d’éviter les valeurs négatives de pondération.

Si et coll. (2015) intégrent la pondération au cadre RMP et accroissent la souplesse et 1’efficacité par
rapport a un traitement en pseudo vraisemblance (Pfeffermann, 1993). Nous allons plus loin ici en prenant
pour point de départ les variables servant a la pondération et en construisant une pondération par modele
comme sous-produit de la régression multiniveau et de la poststratification. Nous concevons une nouvelle
spécification antérieure en régularisation pour pouvoir traiter ce qui peut étre une abondance de cellules de
poststratification. La construction d’une distribution a priori permet de choisir des variables et de conserver
la structure hiérarchique pour les effets principaux et les termes d’interaction d’ordre supérieur de variables
catégoriques. En d’autres termes, si une variable n’est pas prédictive, les interactions d’ordre supérieur avec
cette variable ne devraient pas 1’étre non plus, ce qui facilitera I’interprétation du modéle. McConville et
Toth (2018) emploient des méthodes a arborescence pour sélectionner automatiquement des poststrates
fondées sur des variables auxiliaires en corrélation possible avec les résultats d’enquéte. La distribution
a priori structurée que nous proposons joue un méme role avec 1’algorithme récursif de partition en
facilitant la sélection de poststrates, mais en améliorant en méme temps 1’efficacité par un regroupement

partiel. Nous utilisons les poids lissés et des estimations plus stables que 1’estimateur de régression a
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arborescence; le cadre bayésien propage toutes les sources d’incertitude 1la ou McConville et Toth (2019)
écartent la variance pour I’arborescence et se servent de 1’erreur quadratique moyenne pour approcher
cette variance.

Pour le calcul, nous avons employé le paquet rstanarm en R (Goodrich et Gabry, 2017). Une inférence
pleinement bayésienne est réalisable par Stan (Stan Development Team, 2018, 2017), plateforme qui utilise
un échantillonnage de Monte Carlo hamiltonien avec segments de chemin adaptés (Hoffman et Gelman,
2014). Stan favorise des approches robustes par modéle en allégeant la charge de calcul que comportent la
construction et I’essai de nouveaux modeles. Le paquet rstanarm permet une modélisation hiérarchique
bayésienne et une inférence pondérée efficaces. Les codes appartiennent au domaine public et sont
reproductibles. Notre logiciel perfectionné de calcul procure une plateforme accessible et est de nature a

favoriser 1’adoption d’un cadre unifié d’inférence d’enquéte.

A la section 2, nous posons le probléme motivant de la pondération servant aux enquétes permanentes en
sciences sociales. Nous examinons la méthode en détail a la section 3. Nous décrivons a la section 4
I’évaluation statistique d’une inférence a prédiction et a pondération par modéle et démontrons les gains
d’efficacité a en attendre par rapport a la pondération classique. A la section 5, nous appliquons notre
proposition a une enquéte de la vie réelle. A la section 6 enfin, nous résumons les éléments d’amélioration et
analysons ce qui devrait suivre.

2 Motivation de ’application

La recherche méthodologique que nous avons faite a pour motivation la pratique opérationnelle de
pondération des enquétes permanentes. Notre but immédiat est de construire une pondération pour la New
York City (NYC) Longitudinal Study of Wellbeing (LSW; Si et Gelman (2014); Wimer, Garfinkel, Gelblum,
Lasala, Phillips, Si, Teitler et Waldfogel (2014)), enquéte organisée par le Population Research Center de
I’Université Columbia et qui vise a évaluer ’insuffisance du revenu, les difficultés matérielles et le bien-étre

de I’enfance et de la famille chez les citadins.

Pour nous, la LSW illustre les questions pratiques de pondération et 1’amélioration que nous proposons
en sachant que des problemes semblables se posent dans d’autres enquétes. La LSW comporte un
échantillon téléphonique & composition aléatoire et un échantillon en personne et en adaptation au répondant
qui est formé des bénéficiaires des services philanthropiques de 1’organisme Robin Hood ainsi que de leurs
connaissances. Nous nous intéressons ici a une enquéte téléphonique en guise d’illustration. Dans la LSW,
on interroge au téléphone 2 002 résidents adultes de la ville de New York, 500 par téléphone cellulaire et
1502 par téléphone ordinaire. La moitié des unités échantillonnées du volet « téléphone ordinaire » viennent
de secteurs & faible revenu délimités par les codes zip. Les échantillons de base observés font I’objet d’un
suivi aux trois mois. Nous alignons ces échantillons sur les enregistrements de 1’American Community
Survey (ACS) de 2011 pour la ville de New York. Les écarts tiennent principalement a un
suréchantillonnage des quartiers a faible revenu et a la non-réponse.
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Le mode de pondération de base (Si et Gelman, 2014) tient compte des probabilités inégales de sélection,
du biais de couverture et de la non-réponse. La pondération classique s’obtient par les probabilités inverses
d’inclusion estimées et par la méthode itérative du quotient (Deville, Sérndal et Sautory, 1993). Toutefois,
les praticiens doivent faire des choix arbitraires ou subjectifs au moment d’opérer leur sélection de facteurs
de pondération avec leurs valeurs. S’il s’agit, par exemple, de construire une pondération pour des gens
d’age adulte, nous devons majorer le poids des répondants des ménages de grande taille, car un seul adulte
figurera dans 1’échantillon par ménage échantillonné. Gelman et Little (1998) recommandent de prendre la
racine carrée du rapport entre taille de ménage et taille de famille pour cet ajustement de pondération, parce
qu’une pondération par taille de ménage (ACS Weighting Method, 2014, par exemple) tend & produire une
surcorrection dans les enquétes téléphoniques. Dans la pratique, la méthode itérative du quotient tient
compte des facteurs sociodémographiques sans adaptation précise aux particularités des enquétes.

Les organisateurs d’enquétes s’intéressent aux aspects de la qualité de vie des citadins et regardent, par
exemple, la proportion d’enfants en butte a la pauvreté et aux difficultés matérielles. Il importe donc de
dégager des estimations exactes pour des sous-populations. Nous souhaitons concevoir une procédure
objective et laisser les données d’enquéte recueillies déterminer le mode de pondération. Le principe
fondamental est de prendre en compte dans la pondération toutes les variables susceptibles d’influer sur la
sélection et la réponse. Idéalement, nous nous attendrions a ce que les variables servant a la pondération
tiennent compte de la disponibilité de téléphones (nombre de téléphones cellulaires ou ordinaires et durée
d’interruption du service téléphonique), de la structure des familles et des ménages, des caractéristiques
sociodémographiques et peut-étre de leurs termes d’interaction d’ordre supérieur. Les enregistrements de
I’ACS nous renseignent seulement sur la taille de la famille, I’age, 1’origine ethnique, le sexe, I’éducation et
I’écart de pauvreté (mesure de la pauvreté des familles). Les organisateurs d’enquétes recommandent
d’inclure ce qui suit dans la pondération pour combler I’écart de distribution avec la population : objet de
I’analyse de fond, variables du nombre de personnes dgées et d’enfants dans la famille et de la taille de

I’unité familiale, interactions de ces facteurs avec les écarts de pauvreté.

Pour construire une pondération classique, nous choisissons les facteurs de proportion qui, dans la
méthode itérative du quotient, peuvent influer sur la sélection et la réponse comme le sexe, 1’age,
I’éducation, I’origine ethnique, I’écart de pauvreté, le nombre d’enfants, de personnes dgées et de personnes
en age de travailler dans la famille, les interactions binaires entre 1’écart de pauvreté, d’une part, et I’age et
les nombres respectifs de membres, d’enfants et de personnes dgées dans la famille, d’autre part. Nous
prenons les distributions marginales de I’enquéte ACS et procédons a un ajustement par la méthode itérative

du quotient. Les poids ainsi produits doivent étre élagués a cause d’un certain nombre de valeurs extrémes.

Il est néanmoins possible que 1’ajustement de pondération a caractére subjectif comporte un certain
nombre de variables ou d’interactions non essentiellement prédictives ou ne tienne pas compte de tous les
facteurs d’un intérét fondamental par la suite. Dans I’ajustement par la méthode itérative du quotient, nous
posons que ces facteurs sont indépendants. Il s’ensuivra un biais d’inférence de domaine en tableau croisé si

la structure de corrélation n’est pas la méme dans 1’échantillon et dans la population. Idéalement, il devrait y
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avoir appariement par la codistribution de ces variables liées de pondération. Il reste que des cellules petites
ou vides pour les interactions profondes créeront des poids extrémement importants qui obligeront a
regrouper des cellules.

Les problémes que pose la pondération classique pour I’enquéte de base LSW sont le reflet des
problémes que pose le plus souvent la pratique de la pondération dans I’exécution des enquétes réelles,
lesquelles sont souvent compliquées a cause de plans de sondage complexes, d’une structure longitudinale
ou de mécanismes de réponse a plusieurs degrés. Les décisions spéciales qui doivent fréquemment étre
prises avec les régimes classiques de pondération peuvent avoir pour résultat que la pondération variera
selon les praticiens pour une méme enquéte. Pour prévenir toute subjectivité, il importe de proposer une
procédure de pondération par modéle permettant de laisser aux données le choix des facteurs de pondération.
Nous aimerions intégrer les variables de pondération dans le modéle des résultats d’enquéte pour des gains
d’efficacité, modéliser leurs termes d’interaction d’ordre supérieur dans une distribution a priori régularisée
et produire des poids se prétant a un méme traitement que dans la pondération classique. Un grand nombre
de variables de pondération et d’interactions profondes apporteront de petites cellules de pondération en

tableau croisé. Les petites cellules demandent un ajustement statistique de lissage et de stabilisation.

La régression multiniveau avec poststratification a eu du succes dans I’estimation de domaine a des
niveaux bien plus fins. En empruntant la puissance d’un cadre hiérarchique de modélisation avec une
distribution a priori informative, nous devrions pouvoir estimer apres lissage des cellules éparses. Une
poststratification par I’information du recensement permettra un appariement de [’estimation entre
I’échantillon et la population. La combinaison d’une régression et d’une poststratification rappelle le concept
de poststratification endogene (Breidt, 2008; Dahlke, Breidt, Opsomer et Keilegom, 2013). Nous décrirons
en détail le cadre de régression multiniveau et de poststratification.

3 Méthode

3.1 Régression multiniveau et poststratification

Dans une configuration de base, nous nous proposons d’estimer la distribution de population du résultat
d’enquéte y. Avec un mode de pondération transparent, nous pouvons directement inclure la variable
auxiliaire X dans la modélisation de régression pour y. Ici, X est un vecteur g -dimensionnel de variables
influant sur le plan de sondage, la non-réponse et la couverture. Conditionnée par X, la distribution de la

variable indicatrice d’inclusion | est ignorable.

La sélection de variables auxiliaires et la disponibilité de leurs codistributions dans la population sont la
clé du succes pour la méthode RMP et pour toutes les autres méthodes s’il s’agit de tenir compte du biais de
sélection d’échantillon et de non-réponse et d’obtenir des inférences valides de population. Nous

recommandons d’inclure toutes les variables susceptibles d’influer sur I’inclusion dans 1’échantillon, qu’il
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soit question de I’information de plan de sondage, des paradonnées ou des caractéristiques
sociodémographiques. Un avantage avec la méthode RMP réside dans la possibilité de choisir les variables
et de stabiliser les poids par opposition a une pondération classique entachée de bruit.

Un autre probléme d’ordre pratique est que la distribution de population des variables de calage peut étre
inconnue. Nous obtenons la codistribution de I’ACS comme variable de contréle de population dans notre
étude d’application. Wang, Rothschild, Goel et Gelman (2015), Zhang, Holt, Yun, Lu, Greenlund et Croft
(2015) et Yougov (2017) se sont respectivement servis de données agrégées de sortie, de données de secteurs
de recensement et des données de la Current Population Survey pour obtenir directement 1’information
nécessaire a 1’ajustement de poststratification. Dans la pratique, nous recommandons de tirer I’information
de population directement du recensement ou de grandes études aux erreurs minimales ou encore de
I’estimer a I’aide de I’information disponible d’études apparentées. La distribution de population de certaines
variables auxiliaires pourrait ne pas étre disponible dans la base des données du recensement comme le
nombre d’appareils téléphoniques, et nous pouvons estimer cette variable a partir d’autres enquétes comme
échantillons de référence. Reilly, Gelman et Katz (2001) ont appliqué des modéles pour prédire
I’information inconnue de population en poststratification. La ou des distributions marginales sont
disponibles, Little et Wu (1991) proposent une modélisation équivalente pour la méthode itérative du
quotient et Si et Zhou (2020), une estimation bayésienne par cette méme méthode du quotient pour
I’estimation de taille des cellules de population. Nous proposons de pousser cette démarche et de mettre au
point un cadre d’intégration pour I’incertitude de I’estimation de I’information de contrdle inconnue a la
section 6. La disponibilité d’une information de contréle de population d’une grande qualité et d’une

puissance prédictive influe directement sur la validité de I’inférence par modéele ou par plan.

Dans le cadre RMP, les variables auxiliaires X sont discontinues; nous construisons en tableau croisé les
cellules de poststratification j avec la taille de cellule de population N; et la taille de cellule d’échantillon
n;, pour j=1..,J, ot J estle nombre total de cellules de poststratification (Little, 1991, 1993;
Gelman et Little, 1997; Gelman et Carlin, 2001). La taille totale de population est alors N = Zjl N; etla
taille d’échantillon, n = Z;:ln i

L’inférence poststratifiée différe de Iinférence par plan d’échantillonnage stratifi€ du fait que les n; sont
maintenant des fonctions aléatoires de la distribution d’échantillonnage |. Dans 1’échantillonnage répété de
I, la probabilité est non nulle que n; = 0 pour certains j. On résout habituellement ce probléme avec un
conditionnement par les n; observés dans I’échantillon réalisé, mais I'inférence d’échantillon n’est pas
exempte d’un biais de plan de sondage conditionné par les n;. Le cadre de régression multiniveau et de
poststratification pose qu’un modéle pour les n; tiendra compte déja des caractéristiques du plan de

sondage.

Dans la poststratification, nous supposons implicitement que les unités sont équiprobables dans les
diverses cellules. Si @ est I’estimande de population comme la moyenne d’ensemble ou de domaine et qu’il

peut s’exprimer comme somme pondérée sur tout sous-ensemble ou domaine D des poststrates,
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ou @, est I’estimande correspondant de la cellule j. L’estimateur poststratifié proposé sera de la forme
générale

0 = (3.1)

ors = M, (3.2)
ZjeDNj

ol 9 ; est I’estimation correspondante dans la cellule j. Diverses méthodes de modelisation sont possibles
pour établir les estimations des cellules comme les modeles bayésiens non paramétriques souples et les
algorithmes d’apprentissage machine (Rasmussen et Williams (2006); Hastie, Tibshirani et Friedman

(2009)). Nous emploierons ici un modéle de régression hiérarchique en guise d’illustration.

Dans la pratique, un poids d’enquéte s’attache a chaque unité, bien que les poids ne soient pas des
attributs individuels des unités. Il est naturel de produire une pondération au niveau des unités en se fondant
sur tout le plan de sondage et d’utiliser les moyennes pondérées de cette forme comme @ =
ZL W, Y, / Z:ﬂ w; . Notre but ici est d’obtenir un jeu équivalent de poids w; au niveau des unités a I’aide
d’une procédure par modéle d’estimation de @°° pour lier pondération et poststratification. Les modeéles de
régression peuvent donc servir a obtenir des comptes de poststratification éj pour I’information de
population; la pondération par modeéle est alors recalculée par I’expression en (3.2).

Dans les modeles classiques de régression, une poststratification intégrale demeure un cas d’espéce ou les
estimations se calculent séparément pour les diverses cellules sans effet collectif et, par conséquent, sans
regroupement de cellules. Si nous nous intéressons, par exemple, a la moyenne de population, la moyenne
des cellules sera alors notre estimation. En régle générale, les modeles classiques de régression s’exécutent
sur les caractéristiques des cellules sans un ajustement extréme de modele pour chaque cellule. Si plus
d’interactions entre les caractéristiques sont prévues, la pondération résultante devient plus variable. Par
ailleurs, un regroupement intégral fait fi de I’hétérogénéité entre cellules. Des modeles hiérarchiques de

régression se trouveront a lisser les estimations des variables dans un regroupement partiel.

Gelman (2007) prend le modéle normal échangeable pour illustrer et montre que 1’estimation 6 en
poststratification de la moyenne de population peut s’exprimer comme moyenne pondérée entre la moyenne
des cellules et la moyenne d’ensemble, ce qui donne les poids unitaires, tout comme en moyenne pondérée

entre des poids intégralement lissés, w; = 1, et des poids en poststratification intégrale, w; =

]
(N;/N)/(n;/n). La poststratification hiérarchique équivaut en gros a un rétrécissement des poids par un
rétrécissement des estimations des parameétres. Le degré de rétrécissement tend vers zéro a mesure que croit
la taille d’échantillon, d’ou I’implication que les estimations du mode¢le seront proches des valeurs réelles par
le plan de sondage. Il faudra cependant développer 1’approche pour le traitement d’un grand nombre de
cellules et d’interactions profondes, ainsi qu’évaluer rigoureusement le rendement d’une pondération par

modeéle.
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Dans notre application de 1’étude LSW, les variables servant a la pondération sont notamment 1’age (cinq
catégories), 1’origine ethnique ou la race (cinq catégories), I’éducation (quatre catégories), le sexe (deux
catégories), la mesure de la pauvreté (cinq catégories), la taille de la famille (quatre catégories), le nombre de
personnes agées (trois catégories) et d’enfants (quatre catégories) dans la famille, ce qui donne
J = 5x5x4x2x5x3x4x4 = 48000 poststrates. Les cellules de poststratification sont en majeure
partie vides ou éparses en raison de la taille limitée d’échantillon (2 002 unités). Les tailles des cellules
d’échantillon sont en déséquilibre. Souvent, les cellules sont arbitrairement regroupées ou combinées (Little,
1993) sans que la chose se justifie en théorie. Les procédures récentes de lissage par modele des poids entre
les cellules ne pouvaient traiter ces cellules éparses (Elliott et Little, 2000). Xia et Elliott (2016) ont introduit
une distribution a priori laplacienne pour le lissage des poids sur un nombre modeste de poststrates en
fonction des probabilités d’inclusion, mais en écartant les variables servant a la pondération et leur structure
hiérarchigue. Avec le cadre RMP, nous tenons compte de la structure hiérarchique des variables pour lisser
et regrouper les estimations sur les tailles de cellules éparses et déséquilibrées en employant un ensemble
nouveau de distributions a priori.

3.2 Distribution a priori structurée

Nous présentons ici une distribution a priori structurée pour améliorer la régression multiniveau et la
poststratification dans le cas des structures de cellules éparses et déséquilibrées, ce qui donne une
pondération stable d’enquéte par modéle qui tient compte de I’information du plan de sondage. Supposons
que la distribution de population de X est connue et que nous pouvons tirer les N; de données externes
pour décrire une codistribution des variables servant a la pondération. L’extension a des N; inconnus est
examinée a la section 6. Dans la pratique, les cellules de poststratification J peuvent &tre nombreuses; leur
nombre peut méme 1’emporter trés largement sur la taille de I’échantillon n. Les variables de pondération
pourraient influer sur I’inclusion a cause d’une relation complexe ou d’un mécanisme différentiel de réponse.
Les interactions profondes sont essentielles dans une structure de relation complexe, mais nous ne pouvons
les inclure toutes et devons choisir ce qui sera prédictif comme interactions et effets principaux.

Posons que la réponse d’enquéte recueillie est continue, y; pour i = 1, ..., n. Nous nous intéressons ici
a lestimation Y de la moyenne de population. Nous employons (X', ..., X°7)" pour représenter la
matrice de prédiction J x q dans la population avec le cadre de poststratification. Pour illustrer, posons
une distribution normale,

Yi ~ Ny 07), (3:3)

ou j[i] désigne la cellule j a laquelle appartient ’unité i. Nous pouvons aussi penser a des variances
inégales et nous laisserons 1’échelle de cellule o, varier entre les cellules en indexation par o;. Pour la

spécification de distribution a priori de &, un choix possible est &; = X I8 ol B recoit une certaine

jl
distribution a priori. Dans I’exemple de régression hiérarchique de Gelman (2007), une distribution

normale a plusieurs variables est considérée, y, ~ N(X;5,Z,) et B~ N(0,Z,), ou les covariables
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tiennent compte de tous les effets principaux et de quelques interactions binaires choisies dans X et ou la
matrice des covariances X, est diagonale et a échelles différentes. Ce modele peut étre mal spécifie et
certains poids produits pourraient étre négatifs.

Comme X! consiste en indicateurs a niveaux différents des q variables auxiliaires discontinues, nous
pouvons exprimer la moyenne de cellule de population &; par
Hj = a, + Zaflz+ ZO!EZK)++ Za}f‘k), (3-4)
kes® kes(?) kes(®
ol S est I’ensemble des termes d’interaction | -multiples possibles et ol «{') représente le k° des I -
multiples termes d’interaction de I’ensemble S pour la cellule j. Ainsi, les a!! avec k e S®
correspondent aux effets principaux et les a3 avec k € S® aux termes d’interaction binaire pour la
cellule j. Cette décomposition rend compte de toutes les interactions possibles des q variables. Avec une
structure de cellules éparses, une sélection de variables est nécessaire. Dans la pratique, nous
recommandons d’inclure initialement les covariables et les termes d’interaction d’importance
fondamentale et d’intérét scientifique dans le mod¢le (3.4) et de procéder a une sélection bayésienne de
variables dans ce que nous proposons comme distribution a priori structurée.

Nous induisons des distributions a priori structurées pour pouvoir traiter les interactions profondes et
tenir compte de leur structure hiérarchique; les termes d’interaction d’ordre supérieur seront exclus si un des
effets principaux correspondants n’est pas choisi. Plus augmentent les effets principaux, plus augmentent
aussi les effets des termes d’interaction en question. Idéalement, il devrait y avoir plus de rétrécissement sur
les interactions d’ordre supérieur que sur les effets principaux et la distribution a priori devrait traduire la
structure d’imbrication. Ce défi est le probléme qui se pose en inférence bayésienne pour les parametres de
variance au niveau du groupe dans une structure d’analyse de variance (Gelman, 2005, 2006). VVolfovsky et
Hoff (2014) présentent une classe de distributions a priori hiérarchiques pour des ensembles d’interactions
en adaptation a une similarité possible entre niveaux adjacents, la ou la matrice des covariances pour les
interactions d’ordre supérieur est posée comme le produit de Kronecker des matrices des covariances des
effets principaux apres rajustement des grandeurs relatives. Nous développons notre proposition en induisant
plus de structure entre les parametres de variance, plus de rétrécissement et un effet de lissage de maniere a
pouvoir traiter un nombre extrémement grand de cellules aux tailles déséquilibrées par rapport a la structure
généralement équilibrée de Volfovsky et Hoff (2014), ce qui permet un calcul d’un meilleur rendement.

Nous prenons comme point de départ des distributions a priori indépendantes sur les parametres de
régression o :

al ~N(0, (2"0)),

In

ou A" représente I’échelle locale et ou o est I’échelle d’erreur globale pour k € SV et | =1, ..., q.

L’échelle d’erreur est la méme pour les effets principaux et les interactions d’ordre supérieur, alors que les
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échelles locales sont différentes. L’effet de rétrécissement est induit par la spécification des échelles
locales. Nous posons que I’échelle locale des interactions d’ordre supérieur est le produit des échelles
locales des effets principaux correspondants apres rajustement des grandeurs relatives :

A0 =50 T A0,

1pem(K)
ou 5" est le rajustement de grandeur relative et M (¥) I’ensemble d’effets principaux correspondants qui
construisent la k® interaction |-multiple dans I’ensemble S". Ainsi, 1’échelle locale de I’interaction
trinaire de 1’age, du sexe et de 1I’éducation chez les hommes d’4dge moyen ayant fait des études collégiales
sera le produit des échelles locales des effets principaux sur 1’age, le sexe et I’éducation, c’est-a-dire le
produit des parameétres d’échelle locale respectivement pour les hommes d’age moyen ayant fréquenté le

college.

Nous utilisons les hyperdistributions a priori suivantes pour les paramétres d’échelle :

échelle d’erreur : o ~ Cauchy. (0,1)
échelle locale des effets principaux : 2% ~ N_ (0, 1)

échelle locale des interactions d’ordre supérieur : A" = 5")1—[' 0 /I,(Ol) (3.5)
0€
grandeur relative des interactions d’ordre supérieur : 5" ~ N, (0, 1), pour I = 2,..., q.

Dans ce cas, Cauchy. et N, désignent la partie positive des distributions de Cauchy et normale
respectivement. Gelman (2006) propose une distribution a priori semi-Cauchy pour le paramétre d’échelle
des modeles hiérarchiques, une propriété intéressante étant que 1’on peut obtenir des valeurs d’échelle
arbitrairement proches de 0 avec de lourdes queues aux valeurs importantes lorsqu’elles sont confirmées
par les données. Avec A" proche de 0, les échantillons a posteriori de !') sont en rétrécissement vers .
Le paramétre d’échelle des termes d’interaction d’ordre supérieur sera nul si un des paramétres d’échelle
liés des effets principaux est également nul. L’effet global de régularisation est déterminé par 1’échelle
d’erreur et les paramétres d’échelle multiplicative des effets principaux correspondants. Nous attribuons
une distribution a priori non informative au terme a 1’origine et des distributions a priori faiblement

informatives aux deux paramétres d’échelle d’erreur globale (o, o), ou o, ~ Cauchy- (0, 5).

La distribution a priori en rétrécissement global-local peut stabiliser la modélisation d’effets aléatoires
dans I’estimation sur petits domaines (Tang, Ghosh, Ha et Sedransk, 2018). La spécification de distribution
a priori que nous proposons se caractérise par ce rétrécissement global-local et une sélection de groupe pour
tous les indicateurs de niveau possibles de la méme variable dans ce qui ressemblera a un « lasso de groupe »
(Yuan et Lin, 2006). Nous parvenons a sélectionner des variables selon la méme spécification avec la
distribution a priori horseshoe (Carvalho, Polson et Scott, 2010) et nous améliorons le tout par une sélection
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de groupe et des échelles multiplicatives pour les interactions d’ordre supérieur, d’ou des gains en matiére de
cellules éparses. Nous prenons des distributions a priori semi-Cauchy faiblement informatives pour les
échelles d’erreur et des distributions a priori semi-normales informatives pour les parametres d’échelle
locale, ce qui améliore 1’estimation de rétrécissement des parametres et 1’efficacité du calcul. Si I’estimation
a posteriori du parametre d’échelle est proche de 0, indice que la variable n’est pas prédictive, on peut en
post traitement exclure cette variable de la construction des cellules de poststratification pour une réduction
de dimension. Cette classe de distributions a priori permet une sélection de variables de forte dimension. Elle
permet en outre de conserver la structure hiérarchique entre effets principaux et interactions.

Piironen et Vehtari (2016) recommandent le choix a priori d’hyperparamétres de rétrécissement global en
fonction de ce qu’on croit antérieurement étre le nombre de coefficients non nuls dans le modele. Une
configuration hiérarchique avec des variables corrélées exige plus d’investigation. Nous prenons par défaut
le choix de la distribution de Cauchy: (0, 1) et soumettons & une vaste analyse de sensibilité la spécification
des hyperparamétres o les résultats ne changent pas.

3.3 Pondération par modeéle

Nous pouvons reformuler (3.4) et (3.5) comme modéle normal échangeable :

0, ~ N(a,, o)) zq: Z (Ao (3.6)

[

eS

Conditionnée par les paramétres de variance, la moyenne a posteriori est une fonction linéaire des données
dans le modele normal avec distribution normale a priori. Ainsi, nous pouvons déterminer des poids
équivalents w; de maniére a pouvoir reformuler 1’estimation lissée z N / NH comme maoyenne
pondérée classique, ZI" Y /Z. 1w En combinant les estimations de moyenne a posteriori pour &,
et I’estimation par modéle donnée par I’expression en (3.2), Gelman (2007) calcule les poids unitaires
équivalents pouvant étre utilisés sur le mode classique dans la cellule j :

/ol N./N 1/ o}
S n;/o-y _ . J/ + 2/0'9 : 1 3.7)
n, /ol + 1o} n;/n n, /ol + 1o}

ou le poids par modéle est une moyenne pondérée entre une poststratification intégrale sans regroupement
(poids de (N;/N)/(n;/n)) et un regroupement intégral (équipondération unitaire). Le facteur de
regroupement ou de rétrécissement est 1 / (1 + njo, / o ) et dépend du groupe et des variances
individuelles, tout comme de la taille d’échantillon dans la cellule. Les poids par modéle sont des
variables aléatoires et une inférence pleinement bayésienne propagera la variabilité correspondante. Nous
recueillons les valeurs de moyenne a posteriori et les traitons comme des poids pouvant aussi étre utilisés
comme des poids classiques.
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3.4 Calcul

La procédure d’inférence par prédiction bayésienne hiérarchique et pondération est reproductible et
extensible. Nous appliquons les distributions a priori structurées que nous proposons dans le paquet
rstanarm du code source libre R (Goodrich et Gabry, 2017). Le code de ce calcul est disponible en ligne
(Si, Trangucci et Gabry, 2020) au public. Nous présentons comme exemple le code de I’application en
données réelles a I’annexe A pour faire la démonstration d’une interface de calcul conviviale et efficace que
les praticiens des enquétes peuvent utiliser et adapter en toute simplicité. L’inférence pleinement bayésienne
s’effectue a I’aide de Stan, logiciel convivial de code source libre qui contribue a I’application généralisée de
la modélisation bayésienne. Les praticiens des enquétes résistent aux approches par modélisation
principalement a cause de la charge de calcul. Il reste que les méthodes par modele sont prétes a relever les
nouveaux défis des mégadonnées d’enquéte (structures déséquilibrées de cellules, combinaisons d’enquétes,
analyses de flux de données, etc.). Le développement de Stan peut venir bonifier la généralisation de
I’approche par modélisation et apporter la plateforme de calcul nécessaire a un cadre unifié d’inférence
d’enquéte.

Dans notre application, les échantillons de Monte Carlo a chaine de Markov se dosent bien et les chaines
convergent rapidement. La rapidité du calcul élargit I'utilité des modes d’inférence d’enquéte par modéle. La
spécification de distribution a priori que nous proposons rend plus stable la pondération lissée avec un
regroupement partiel. Nous comparons la pondération par modéle a la pondération classique aux sections 4
et 5 pour démontrer ce qu’est le calage pour les propriétés de plan de sondage (Little, 2011). De plus, nous
illustrons 1’amélioration proposée de I’estimation de domaine dans des structures de cellules d’échantillon

déséquilibrées et éparses.

4 Etudes en simulation

Nous évaluons la procédure bayésienne par les propriétés de plan de sondage et en démontrons la
validité. Nous regardons deux grands scénarios de simulation, soit une structure Iégérement déséquilibrée
avec un nombre modéré de cellules de poststratification et une structure trés déséquilibrée avec un grand
nombre de cellules de poststratification. Nous évaluons la validité statistique de 1’estimation pondérée par
modele de population finie et de I’inférence de domaine pour démontrer le gain de capacité de solution des
problemes de la pondération classique. Pour illustrer la capacité de sélection de variables et de maintien de la
hiérarchie avec les gains d’efficacité qui s’ensuivent, nous comparons 1’estimation a posteriori a celle d’une
distribution a priori indépendante, mais sans la contrainte d’échelle multiplicative, ce qui ressemblera a la
distribution a priori horseshoe sous spécification de groupe comme distribution a priori indépendante dans
notre exposé : A" ~ N (0, (c(")?).

Nous examinons les prédictions par modéle avec distribution a priori structurée (Str-P) et distribution
a priori indépendante (Ind-P). Pour une inférence pondérée, nous évaluons I’estimation apres avoir appliqué
la pondération par modéle avec distribution a priori tant structurée qu’indépendante, la pondération avec
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méthode itérative du quotient (Rake-W), la pondération classique de poststratification (PS-W) et la
pondération a probabilités inverses de sélection (IP-W). Nous présentons les outils graphiques de diagnostic

permettant de comparer les poids et I’inférence pondérée.

Nous nous reportons a ’ACS de 2011 aupres des résidents adultes de la ville de New York comme
« population » et en tirons au hasard des échantillons par le modele préspécifié de sélection sans non-
réponse. Nous prenons les covariables de I’ACS et simulons la variable de résultat afin d’obtenir la
distribution réelle comme étalon. Les détails des spécifications de modéle sont donnés a I’annexe B pour les
scénarios qui suivent. Nous appliquons la méthode itérative du quotient en équilibrant les distributions
marginales des variables de calage dans le modele de sélection et produisons la pondération par cette méme
méthode du quotient. Nous obtenons les poids classiques de poststratification N; /n; en appariant les
indices des cellules de 1’échantillon et des cellules de la population. Le modéle de sélection peut nous donner
des poids en probabilité inverse de sélection par appariement des indices des unités de 1’échantillon. Nous
produisons aussi une pondération par modele avec des distributions a priori indépendantes pour les effets
principaux et les termes d’interaction d’ordre supérieur des variables de I’ACS. Nous normalisons les poids
produits a la moyenne 1 pour faciliter la comparaison.

4.1 Structure légerement désequilibrée

Nous traitons d’abord une structure légérement déséquilibrée ou le nombre de cellules de
poststratification et la taille des cellules de I’échantillon sont modérés. Nous procédons par échantillonnage
répété pour examiner les propriétés fréquentistes des prédictions par modele et des inférences pondérées.
Comme il n’y a guére d’effet de rétrécissement sur les interactions d’ordre supérieur, la prédiction et la
pondération par modele avec des distributions a priori structurées sont d’un méme rendement qu’avec des
distributions a priori indépendantes, tout en dépassant le rendement de la pondération classique.

Posons que trois variables sont incluses dans les modéles de sélection et de résultat, a savoir 1’age,
’origine ethnique et 1’éducation. Nous employons les trois variables de I’ACS en discontinu avec age (18—
34, 35-44, 45-54, 55-64, 65+), eth (Blancs non hispanophones, Noirs non hispanophones, Asiatiques,
Hispanophones et autres) et edu (moins que I’école secondaire, école secondaire, années de college,
baccalauréat ou études supérieures). Le nombre de cellules de poststratification est de 5 x 5 x 4 = 100.
Nous posons que le résultat dépend des interactions profondes avec tous les effets principaux et les termes
d’interaction binaire et trinaire entre les trois variables. Nous posons aussi que la variable indicatrice de
sélection dépend des trois effets principaux. Les valeurs spécifiques des coefficients figurent aux
tableaux B.2 et B.3 a I’annexe B. Nous fixons les valeurs de maniére a traduire 1’étroitesse de la corrélation
entre les covariables et les variables dépendantes. Et les effets ne sont pas nécessairement les mémes entre
les niveaux adjacents des facteurs, ce qui differe des scénarios dans Volfovsky et Hoff (2014). Nous fixons a
1 I’échelle d’erreur du modele de résultat, la valeur réelle étant toujours intégralement tirée de I’estimation
a posteriori. Le modéle de génération de données différe du modéle d’estimation, mais ce dernier est assez
souple pour comprendre le premier, puisque la structure de dépendance est recouvrée par 1’estimation. Notre
proposition est robuste a I’égard des erreurs de spécification de modele.
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Nous répétons 1’échantillonnage 500 fois. Les tailles d’échantillon varient de 2 141 & 2 393 et la médiane
est de 2 288. Nous relevons des cellules vides dans I’échantillon avec des probabilités de sélection (variant
de 0,001 a 0,269) étalées sur le processus d’échantillonnage répété. Le nombre de cellules occupées dans
I’échantillon est de 80 a 93 pour une médiane de 87. Une structure légerement déséquilibrée des cellules est
fréquente dans les enquétes pratiques dont le plan de sondage est simple et propre. Les quantités de
population d’intérét sont la moyenne générale, la moyenne de domaine sur les 13 (=5 + 4 + 4) niveaux
marginaux des trois variables et la moyenne de domaine pour les jeunes non blancs (un exemple
d’interaction entre I’age et ’origine ethnique/race). Nous examinons la valeur absolue du biais d’estimation,
la racine de I’erreur quadratique moyenne (REQM), I’erreur-type (ET) approchée par la valeur moyenne des
écarts-types (e.-t. moyen) et le taux nominal de couverture des intervalles de confiance a 95 %.

Les résultats a la figure 4.1 indiquent que les prédictions par modéle se caractérisent entre toutes les
méthodes par le REQM et ’ET les plus bas avec des taux raisonnables de couverture et un biais comparable.
Toutes les variables influant sur le mécanisme de résultat et de sélection sont comprises dans le modele
suivant le principe bayésien d’un mécanisme d’échantillonnage ignorable. Le modele prédira toutes les
estimations des cellules, y compris des cellules vides de 1’échantillon, dans ce qui représente une utilisation
intégrale de I’information de population et de la structure des cellules de poststratification. L’inférence
pondérée est conditionnelle aux unités observées dans les cellules occupées et est donc moins efficace que
les prédictions par modéle. Généralement parlant, I’inférence sur pondération par mod¢le présente des
valeurs REQM et ET moindres, mais des taux de couverture plus raisonnables que dans la pondération
classique. L’ajustement par la méthode itérative du quotient ne vaut pas pour 1’estimation de domaine avec
un biais et une REQM importants et une piétre couverture, bien que le mécanisme de sélection dépende
seulement des effets principaux. L’inférence sur pondération a probabilités inverses de sélection tend a
présenter des ET élevées mais des taux de couverture faibles, plus particuliérement pour 1’estimation de
domaine. L’inférence sur pondération de poststratification est proche de 1’estimation pondérée par modéle,
car les tailles de domaine sont modestement grandes. L’effet de rétrécissement des cellules vers des poids
nuls est ténu (de 0 a 0,19 pour une moyenne de 0,05) lorsque le plan de sondage est Iégérement déséquilibré.
Le nombre de cas ayant moins que les études secondaires est petit (80 environ) d’ou un grand biais
d’estimation et une ET importante pour les inférences pondérées, mais non dans les prédictions par modele.
Ces prédictions stabilisent I’estimation sur petits domaines par lissage, comme on peut le voir au tableau 4.1

qui présente la comparaison numérique pour I’inférence de sous-domaine.

La prédiction par modele fonctionne bien et de la méme maniére avec une distribution a priori structurée
et une distribution a priori indépendante. C’était a prévoir a cause du léger effet de rétrécissement. La
structure des cellules est peu déséquilibrée et les modéles de résultat et de sélection dépendent de 1I’ensemble
des effets principaux et des termes d’interaction d’ordre supérieur. Toutefois, la distribution a priori
structurée permet une inférence plus efficace que la distribution a priori indépendante avec une ET moindre.
Cette amélioration est manifeste lorsque le plan de sondage est tres déséquilibré, comme on peut le voir dans
la simulation a la section 4.2.
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Figure 41 Comparaison des rendements de la prédiction et de la pondération pour la validité de I’inférence de
population finie avec un plan de sondage légerement déséquilibré. L’axe des y désigne les différents
groupes pour I’estimation de moyenne. L’axe des x comprend deux méthodes de prédiction par
modele (Str-P et Ind-P), deux méthodes de pondération par modele (Str-W, Ind-W) et trois
méthodes de pondération classique (PS-W, Rake-W et IP-W). Str-P : prédiction par modele avec
distribution a priori structurée; Ind-P: prédiction par modéle avec distribution apriori
indépendante; Str-W : pondération par modele avec distribution a priori structurée; Ind-W :
pondération par modéle avec distribution a priori indépendante; Rake-W : pondération avec
méthode itérative du quotient; PS-W : pondération de poststratification; IP-W : pondération a
probabilités inverses de sélection. Les graphiques indiquent que les prédictions par modéle sont d’un
meilleur rendement que les pondérations avec les plus petites valeurs REQM et ET, des taux
raisonnables de couverture et un biais comparable entre toutes les méthodes. L’inférence pondérée
par modéle présente des valeurs REQM et ET moindres mais des taux de couverture plus
raisonnables que dans la pondération classique.
Tableau 4.1

Comparaison des rendements de la prédiction et de la pondération pour la moyenne de sous-groupe des
jeunes non blancs avec un plan de sondage légerement déséquilibré

Str-P Ind-P Str-W Ind-W PS-W Rake-W IP-W

Biais absolu 0,02 0,02 0,05 0,05 0,04 0,03 0,02
REQM 0,07 0,07 0,11 0,11 0,10 0,17 0,17

ET moyenne 0,08 0,08 0,13 0,13 0,13 0,13 0,13
Couverture 0,97 0,98 0,94 0,94 0,94 0,88 0,86
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De plus, nous avons examiné neuf cas avec différents modeles de résultat d’enquéte et de sélection
d’échantillon et selon divers prédicteurs comme au tableau B.1 a I’annexe B. Les valeurs spécifiques des
coefficients figurent dans les tableaux B.2 et B.3. La conclusion qui revient est que la prédiction et la
pondération par modéle permettent une inférence plus efficace et précise que la pondération classique, plus

particuliérement dans le cas de I’estimation de domaine.

4.2 Structure tres déséquilibrée

La complexité des plans de sondage et des mécanismes de réponse tend a créer des structures de données
trés déséquilibrées ou la plupart des cellules de poststratification sont éparses ou vides. La distribution
a priori structurée que nous proposons produit un fort effet de régularisation qui stabilise la prédiction par
modele et améliore 1’efficacité de 1’estimation, surtout de I’estimation de domaine; son rendement se révéle
supérieur a celui de la distribution a priori indépendante. L’inférence a posteriori portant sur les parametres
d’échelle peut éclairer la sélection des variables et ainsi améliorer I’interprétation du modéle. Si les effets
principaux ne sont pas prédictifs, les interactions liées d’ordre supérieur ne le seront pas non plus. Il reste
gue I’inférence a posteriori avec des distributions a priori indépendantes déforme la structure hiérarchique
entre les effets principaux et les interactions d’ordre supérieur et n’éclaire guére la sélection des variables.

Les inférences par pondération classique sont d’une haute variabilité dans un scénario de cellules éparses.

Comme on le fait dans la LSW, nous puisons dans les données de I’ACS de 2011 pour la ville de New
York huit variables qui influent sur I’inclusion dans 1’échantillon : age (18-34, 35-44, 45-54, 55-64, 65+),
eth (Blancs non hispanophones, Noirs non hispanophones, Asiatiques, Hispanophones, autres), edu (moins
que I’école secondaire, école secondaire, années de collége, baccalauréat ou études supérieures), sexe
(masculin, féminin), pov (ménage a un revenu ou mesure de la pauvreté, écart de pauvreté de moins de 50 %,
de 50 a 100 %, de 100 a 200 %, de 200 a 300 % et de plus de 300 %), cld (0, 1, 2, 3+ jeunes enfants dans la
famille), eld (0, 1, 2+ personnes agées dans la famille) et fam (1, 2, 3, 4+ membres dans la famille). Le
nombre de cellules uniques occupées par les éléments de cette classification est de 8 874 et le nombre de

cellules de poststratification construites en tableau croisé intégral s’éléve a 48 000.

Dans la simulation décrite aux tableaux B.4 et B.5, la probabilité de sélection dépend des effets
principaux de toutes les variables et le résultat, des effets principaux de cing variables. Les probabilités de
sélection des cellules sont en grappe, c’est-a-dire que certaines cellules présenteront la méme probabilité de
sélection. L’échelle d’erreur est fixée a 1 dans le modéle de résultat. Les probabilités de sélection vont de 0 a
0,90 pour une moyenne de 0,12. Nous sélectionnons 6 374 unités. Bien que les tailles d’échantillon soient
importantes, la simulation crée une structure trés déséquilibrée. La majorité des cellules sont vides et
1 096 cellules sélectionnées sur 1 925 comportent une seule unité. A partir d’un modéle d’estimation avec
cellules éparses, nous posons que le modele en (3.4) des estimations des cellules comprend les effets
principaux des huit variables, huit interactions binaires et deux interactions trinaires. Ces termes peuvent étre
des facteurs importants en pondération du point de vue de 1’organisateur d’enquéte. Notre proposition peut

éclairer la sélection des variables et donc faciliter la réduction de dimension.
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Lorsque seuls les effets principaux sont prédictifs, les valeurs de médiane a posteriori avec la distribution
a priori structurée pour les échelles de cld, eld et fam sont petites (0,002, 0,003 et 0,000); pour les échelles de
toutes les interactions d’ordre supérieur, elles sont proches de 0 (et d’une grandeur inférieure ou a peu pres
égale a 0,0001). La moyenne a posteriori de I’échelle d’erreur est de 0,99 avec une ET de 0,008, ce qui est
proche de la valeur réelle 1. Cela s’accorde avec ce que laisse prévoir le plan de sondage en simulation. Avec
la distribution a priori indépendante cependant, la structure hiérarchique entre les effets principaux et les
termes d’interaction d’ordre supérieur est écartée. Les échantillons a posteriori des paramétres d’échelle des
interactions d’ordre supérieur peuvent I’emporter sur ceux des effets principaux. On ne sait au juste quelle
est leur puissance prédictive, et il est alors difficile de choisir des termes d’interaction. Les échantillons
a posteriori des paramétres de variance avec les distributions a priori indépendantes tendent & une haute
variabilité avec de lourdes queues. Ainsi, les variances des effets principaux de 1’age et du sexe présentent
des valeurs échantillonnées extrémement grandes (14 496 et 390 000) et les distributions sont asymétriques.
Dans le cas des variables a peu de niveaux comme la variable du sexe, 1’estimation de variance au niveau du
groupe est sensible a la distribution a priori; la distribution a priori indépendante ne peut bien se régulariser
dans ce cas. La distribution a priori structurée donne un meilleur résultat, car nous supposons que les
distributions a priori ont un certain paramétre en commun et exploitent plus d’information aux fins de
I’estimation, d’ou la capacité de stabiliser 1’estimation de variance. La distribution a priori structurée rend
I’inférence plus stable que la distribution a priori indépendante et se trouve en plus a pouvoir faciliter la
sélection des variables.

Ce que nous proposons comme distribution a priori structurée nous aménerait a exclure les effets
principaux et les interactions d’ordre supérieur non prédictifs dans le modele de régression des estimations
des cellules, soit par un post traitement a 0 des échantillons a posteriori des échelles et des coefficients
correspondants, soit par un nouvel ajustement du modele modifié. Dans le plan de sondage en simulation,
trois variables influent sur les probabilités de sélection, mais ne sont pas liées au résultat. L’inclusion de ces
variables dans le mode¢le de régression accroitra la variabilité de I’inférence. La structure des cellules de
poststratification tient compte des huit variables, de sorte que I’hypothése d’échantillonnage ignorable soit
respectée. Une autre modification pourrait étre 1’exclusion des trois variables de la poststratification, ce qui
pourrait rendre vulnérable I’hypothése d’ignorabilité, mais en offrant des gains d’efficacité. C’est 1 un
arbitrage entre efficacité et robustesse qui doit se faire en fonction de I’'intérét de fond de 1’étude. Nous
devons examiner plus avant la sélection de variables de résultat d’enquéte dans le processus de pondération,
ce que nous ferons a la section 6. Nous avons comparé cette inférence a 1’inférence aprés exclusion des
termes non prédictifs et nous avons obtenu des résultats semblables pour 1’estimation de population finie et
de domaine, car les estimations des parametres sont proches de O pour les termes non prédictifs. Ici, nous
présentons les résultats en gardant ces variables dans la construction des cellules de poststratification et dans
le modéle de régression.

D’abord, nous comparons les poids produits en pondération par mod¢le et en pondération classique. Nous

observons les échantillons a posteriori des poids produits et présentons la moyenne a posteriori comme base
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de pondération par modéle. La pondération par modéle est d’une variabilité et d’une étendue inférieures a
celles de la pondération classique, comme on peut le voir a la figure 4.2. La procédure itérative d’ajustement
proportionnel ne converge pas aprés les 10 itérations par défaut et leur nombre doit augmenter. Nous
examinons la distribution du résultat apres prise en compte des poids et la comparons a la distribution de
population et d’échantillon dans la partie droite de la figure 4.2. La distribution d’échantillon différe de la
distribution de population par une sous-estimation des valeurs de résultat. La distribution pondérée
s’infléchit en direction de la population réelle. Les distributions de résultat apres pondération se ressemblent
entre la pondération par modele et la pondération classique. La pondération par modéle crée une distribution
lisse des résultats, ce qui est raisonnable puisque nous nous attendons a ce que cette pondération soit d’un
méme rendement que la pondération classique dans I’estimation ponctuelle, mais en améliorant I’efficacité
par une moindre variabilité. L’effet de rétrécissement avec la distribution a priori structurée est marqué et
varie de 0,86 a 1,00 pour une moyenne de 0,90. La structure trés déséquilibrée des cellules nécessite un fort
effet de lissage entre cellules. La pondération par modéle avec les distributions a priori structurée et
indépendante est d’une méme répartition avec les poids de poststratification, d’ot I’omission des deux

derniers ensembles de poids a la figure 4.2.
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Figure 4.2 Comparaison des poids produits aprés une transformation logarithmique et des distributions
pondérées de résultat avec un plan de sondage trés déséquilibré. Str-W : pondération par modéle
avec distribution a priori structurée; Rake-W : pondération avec méthode itérative du quotient; IP-
W : pondération avec probabilités inverses de sélection. Echantillon : distribution d’échantillon des
résultats; POP : distribution de population des résultats. La pondération par modéle est plus stable
et donne une distribution plus lisse des résultats aprés pondération que la pondération avec méthode
itérative du quotient et par probabilités inverses de sélection.

Nous examinons I’inférence de la moyenne d’ensemble et de la moyenne de domaine sur les niveaux
marginaux et pour les jeunes adultes non blancs. Les conclusions sont les mémes qu’a la section 4.1. La
prédiction par modéle donne un meilleur résultat que ’inférence pondérée et le biais et I’erreur-type sont les
plus bas. Cet avantage peut s’expliquer du fait que le modele exploite 1’information de population pour

prédire les cellules vides en régularisation. L’inférence sur pondération par modéle présente des ET
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inférieures a celles de ’inférence par pondération classique. Lors méme que les probabilités de sélection
dépendraient seulement des effets principaux, la méthode itérative du quotient laisse un petit biais, mais
fonctionne mal avec une ET élevée.

Dans un plan de sondage trés déséquilibré, I’inférence pondérée par modele avec distribution a priori
structurée est plus efficace qu’avec une distribution a priori indépendante ou dans une pondération de
poststratification. Nous mettons en comparaison les ET des estimations de moyenne marginale des huit
variables pour les trois méthodes de pondération et nous mettons en graphique les ratios relatifs dans la
partie gauche de la figure 4.3. L’inférence pondérée par modele présente des ET inférieures a celles de
I’estimation par pondération de poststratification. C’est la pondération avec distribution a priori structurée
qui comporte les ET les plus basses. Comme les tailles d’échantillon et de domaine sont importantes et que
le modéle de génération des données est a cellules éparses, 1’inférence sur pondération par modéle représente
une légére amélioration sans plus sur 1’inférence par pondération de poststratification en raison d’un léger

effet de lissage.

La prédiction et I’inférence par modéle sont plus efficaces avec une distribution a priori structurée
qu’avec une distribution a priori indépendante. Les ET sont moins élevées avec la premiére qu’avec la
seconde dans la partie droite de la figure 4.3. Pour démontrer le gain d’efficacité, nous considérons les
erreurs-types des estimations de population des cellules. En général, I’'inférence bayésienne est d’une
moindre variabilité avec une distribution structurée qu’avec une distribution indépendante, plus
particulierement dans les scénarios a cellules éparses.
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Figure 4.3 Comparaison d’efficacité dans les rendements de prédiction et de pondération pour I’inférence de
population finie et de domaine avec un plan de sondage trés déséquilibré. Le graphique de gauche
porte sur I’estimation de la moyenne sur les marges définies par les huit variables. Le graphique de
droite présente Dl’estimation de population de la moyenne des cellules. La prédiction et la
pondération par modéle donnent des erreurs-types moindres avec la distribution a priori structurée
qu’avec la distribution a priori indépendante. La pondération par modele se caractérise par des
erreurs-types inférieures a celles de la pondération de poststratification.

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



214 Si et coll. : Ajustement de pondération hiérarchique bayésienne et inférence d’enquéte

Nous posons différents modeles de résultat et de sélection avec diverses covariables dans les scénarios

résumés au tableau B.4 et parvenons aux mémes conclusions en matiére d’évaluation.

5 Application a I’étude longitudinale du bien-étre

Dans le contexte décrit a la section 2, nous appliquons I’inférence par prédiction et pondération a la
Longitudinal Study of Wellbeing (LSW) de la ville de New York. Nous apparions la LSW et la population
d’age adulte par ’ACS. Nous désirons procéder a une inférence de population finie et de domaine et
produire des poids se prétant a une utilisation en analyse générale. Le résultat d’intérét est la cote
autodéclarée de satisfaction dans la vie sur une échelle de 1 & 10. Nous modélisons le résultat en distribution
normale, ce qui n’est pas tout a fait juste si nous considérons que les réponses sont discontinues, mais ce qui
devrait convenir en pratique pour I’estimation des moyennes. Nous prenons d’abord les huit mémes
variables pour construire les cellules de poststratification et employons le méme modéle d’estimation qu’a la
section 4.2 avec une distribution a priori structurée. L’inférence a posteriori indique que les variables sex,
cldx, eldx et psx ne sont pas prédictives, pas plus que les interactions liées d’ordre supérieur. Les estimations
d’échelle de ces termes ont des valeurs de médiane a posteriori proches de 0 et plusieurs valeurs importantes
sont & longue queue. Les échantillons a posteriori d’échelle de plusieurs interactions d’ordre supérieur parmi
les quatre variables restantes se concentrent autour de 0, ce qui montre que les valeurs ne sont pas
prédictives. Un autre facteur de complexité est que, pour les cellules de 1’échantillon de la LSW, les cellules
correspondantes de population ne sont pas disponibles dans les données de I’ACS, ce qui pourrait
s’expliquer par le fait que la base de sondage n’est pas I’enquéte ACS. L’information de population est
inconnue pour les cellules en question et des hypothéses invérifiables doivent étre posées. L’ajustement du
modéle s’améliore apres la sélection des variables lorsque nous vérifions les erreurs de prédiction dans les
estimations des cellules.

Nous employons, par conséquent, quatre variables aprés sélection, soit age, eth, edu et pov, ce qui permet
de construire 500 cellules de poststratification. Les 2 002 unités de la LSW se répartissent entre 359 cellules.
La cellule la plus grande de 1’échantillon compte 86 unités et 92 cellules comportent une seule unité. Les
covariables du modéle en (3.4) pour les estimations des cellules sont les effets principaux des quatre
variables, cing interactions binaires (age * eth, age * edu, eth * edu, age * inc et eth * inc) et deux
interactions trinaires (age * eth * edu et age * eth * inc). Nous effectuons une inférence pleinement
bayésienne avec les distributions a priori structurées. Nous désirons estimer la cote moyenne de satisfaction
dans la vie pour I’ensemble et certains sous-groupes de la population adulte de la ville de New York et nous
construisons une pondération a des fins d’analyse générale a I’aide de la LSW.

La meédiane a posteriori de 1’échelle des unités a I’intérieur des cellules o, est de 1,93 pour un intervalle
de crédibilité a 95 % [1,87, 1,99]. La médiane a posteriori de 1’échelle de groupe o, est de 0,79 pour un
intervalle de crédibilité a 95 % [0,65, 1,02]. Cela donne des effets de rétrécissement modérément importants

qui varient de 0,11 a 0,90 pour une moyenne de 0,30 entre cellules. L’effet modéré de rétrécissement est
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logique en cas d’inclusion des quatre variables et des interactions jusqu’aux interactions trinaires. Nous
présentons les valeurs de moyenne a posteriori des poids par modele dans la partie gauche de la figure 5.1.
Nous pouvons produire la pondération avec la méthode itérative du quotient aprés ajustement en fonction
des distributions marginales des quatre variables et la pondération de poststratification avec les données de

I’ACS. Nous obtenons I’information de population aprés application des poids des personnes de I’ACS.

A comparer a la pondération classique, la pondération par modéle est d’une moindre variabilité avec 0,32
comme écart-type et 3,87 comme rapport maximum-minimum; ces valeurs sont bien inférieures a celles de
la pondération avec méthode itérative du quotient et de la pondération de poststratification, comme le montre
le tableau 5.1. La partie droite de la figure 5.1 présente la distribution aprés pondération des cotes de
satisfaction dans la vie. Les distributions pondérée basée sur un modéle et pondérée classique se ressemblent
comme on pouvait s’y attendre et s’accordent avec les résultats a la section 4.2. Le processus de pondération
tient compte de la distribution d’échantillon en majorant la pondération des cotes hautes et en minorant celle
des cotes basses. La LSW suréchantillonne les résidents pauvres qui sont généralement insatisfaits dans la

vie et ’ajustement de pondération comble 1’écart.

Str-w

Str-W
— Rake-W

PS-W
Echantillon
Rake-W

PS-W

4
JT W

N

3 2 1 0 1 2 00 25 50 75 100
Distributions logarithmiques (poids) dans la LSW Distribution pondérée des cotes de satisfaction
dans la vie dans le cadre de la LSW

Figure 5.1 Comparaison des poids produits aprés transformation logarithmique et des distributions pondérées
des cotes de satisfaction dans la vie dans le cadre de la LSW. Str-W : pondération par modéle avec
distribution a priori structurée; Rake-W : pondération avec méthode itérative du quotient; IP-W :
pondération a probabilités inverses de sélection; échantillon: distribution d’échantillon des
résultats. Les distributions pondérées se ressemblent entre pondération par modéle et pondération
classique, mais la premiére de ces pondérations est plus stable que la seconde.

Le tableau 5.1 et la figure 5.2 présentent I’inférence de population finie et de domaine. La cote moyenne
de satisfaction dans la vie des adultes dans la ville de New York s’établit a 7,24 et ’erreur-type est de 0,05

selon les prédictions du modéle structurel. L’estimation est la méme pour la pondération par modéle que
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pour la pondération avec méthode itérative du quotient, mais elle est moindre que dans le cas de la
pondération de poststratification, mais sans que la différence soit significative. Ainsi, le modéle structurel
prédit la cote moyenne de satisfaction dans la vie chez les Blancs d’dge moyen ayant fait des études
collégiales et dont le revenu est plus de trois fois le seuil de pauvreté avec une valeur de 7,40 pour une
erreur-type de 0,10. Ce sont des valeurs supérieures a celles des inférences pondérées. Cependant, les cotes
prédites pour les personnes agéees au revenu relativement bas (7,37, ET de 0,15) et pour les New-Yorkais
noirs a faible revenu (7,01, ET de 0,18) sont inférieures a celles des inférences pondérées. La différence
pourrait s’expliquer par la non-représentativité de la LSW et par les interactions profondes incluses par le
modele. Le sous-groupe des Blancs d’age moyen ayant fréquenté le collége peut étre sous-observé dans la
LSW (cellules de poststratification vides). Il y aurait en revanche surobservation des Noirs pauvres et agés.
La pondération des échantillons observés ne permet ni inférence ni extrapolation sur les gens absents de
I’enquéte. Les différences ne sont pas significatives, mais les inférences conditionnées par les échantillons
prélevés ne sauraient restituer la vérité, surtout dans le cas des estimations de cellules vides. La figure 5.2
indique que la prédiction par modele livre, par rapport aux inférences pondérées, des cotes supérieures pour
les jeunes adultes hautement instruits et hispanophones de la ville de New York, mais inférieures pour les

citadins correspondants dont 1’écart de pauvreté est de moins de 50 %.

Tableau 5.1

Comparaison du rendement de la prédiction et de la pondération dans ’estimation de diverses moyennes de
domaine pour la satisfaction dans la vie dans le cadre de la LSW. Str-P : prédiction par modele avec
distribution a priori structurée; Str-W : pondération par modéle avec distribution a priori structurée; Rake-
W : pondération avec méthode itérative du quotient; PS-W : pondération de poststratification

Str-P Str-W Rake-W PS-W
Ecart-type des poids/moyenne des poids 0,32 0,66 0,80
Rapport maximum/minimum des poids 3,87 81,28 274,65
Moyenne générale pour les adultes de la ville de New York (n = 2 002)
Estimation 7,24 7,23 7,24 7,30
ET 0,05 0,05 0,05 0,06
Moyenne pour les Blancs d’age moyen ayant fréquenté le collége et dont 1’écart de pauvreté est de > 300 % (n = 222)
Estimation 7,40 7,34 7,34 7,34
ET 0,10 0,11 0,11 0,11
Moyenne pour les personnes dgées dont 1’écart de pauvreté est de < 200 % (n = 154)
Estimation 7,37 7,52 7,49 7,53
ET 0,15 0,18 0,19 0,22
Moyenne pour les Noirs dont 1’écart de pauvreté est de < 50 % (n = 57)
Estimation 7,01 7,16 7,30 7,16
ET 0,18 0,26 0,28 0,29

Les ET sont semblables pour I’estimation de moyenne générale entre les prédictions et diverses
inférences pondérées en raison de la grande taille de 1’échantillon. Dans le cas de I’estimation de domaine, la
prédiction et la pondération par modele sont plus efficaces que la pondération avec méthode itérative du
quotient et la pondération de poststratification; la prédiction par modele présente I’erreur-type la plus basse.
L’estimation de moyenne de domaine pour les cotes de satisfaction dans la vie sur les niveaux marginaux

des quatre variables (voir la figure 5.2) témoigne encore plus des gains d’efficacité qu’offrent la prédiction et
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la pondération par modéle. Celles-ci améliorent particuliérement 1’estimation sur petits domaines et

accroissent I’efficacité.

Les praticiens des enquétes comparent souvent la distribution pondérée des caractéristiques
sociodémographiques a la distribution de population pour vérifier 1’effet de la pondération. Les diagnostics
de pondération doivent étre mieux étudiés et gerés, mais nous y faisons appel et mettons en comparaison la
pondération par modéle et la pondération classique. Nous calculons les distances euclidiennes entre les
distributions pondérées et la distribution de population pour les effets principaux et les interactions d’ordre
supérieur en ce qui concerne les quatre variables de la LSW (voir le tableau B.6 a I’annexe B). Les
distributions pondérées sont généralement proches des distributions réelles. La méthode itérative du quotient
permet un ajustement en fonction des distributions marginales des variables de calage, mais elle déforme les
codistributions la ou la structure de dépendance est uniquement déterminée par 1’échantillon hors de tout
calage. La pondération de poststratification tient compte de la codistribution, mais les cellules vides dans
I’échantillon empéchent un parfait appariement. La structure déséquilibrée des cellules rend 1’inférence
instable. La pondération par modele lisse les poids de poststratification et réussit mieux que la pondération
avec méthode itérative du quotient a apparier les distributions des termes d’interaction trinaire et quatrinaire.
Souvent, les praticiens s’appuient sur les distributions marginales pour évaluer le rendement en pondération,
favorisant ainsi la méthode itérative du quotient. 1l reste que cette méthode donne lieu a des inférences
hautement variables et potentiellement biaisées (voir la section 4), méme 1a ou I’ajustement qu’elle permet
est correct. Un pas en avant dans ce domaine sera d’intégrer des contraintes en modifiant la pondération par

modele dans un désir d’appariement des distributions marginales.

écart de pauvreté 300 %+ _ écart de pauvreté 300 %+
écart de pauv. 200-300 % écart de pauv. 200-300 %
écart de pauvreté 100-200 % écart de pauvreté 100-200 %
écart de pauvreté 50-100 % écart de pauvreté 50-100 %
écart de pauvreté <50 % écart de pauvreté <50 % _
>=collége f ] ﬁ >=collége
années de college années de college
école secondaire | Est école secondaire ET
<école secondaire - W50 <école secondaire - Jo2s
autre race/ethnicité - 725 autre race/ethnicité - g:ig
Hispanophones - Zgg Hispanophones - m 010
Asiatiques - Asiatiques -
Noirs non Hisp. - Noirs non Hisp. -
Blancs non Hisp. ﬁ Blancs non Hisp. -
age : 55-64 - age : 55-64 -
age : 45-54 - age : 45-54 -
age : 35-44 - age : 35-44 -
age:18-34 | 77T 00 age 1834
Str.P Str.wW PS Raking Str.P Str.wW PS Raking

Figure 5.2 Comparaison du rendement de la prédiction et de la pondération dans I’estimation des cotes de
satisfaction dans la vie sur les distributions marginales de quatre variables de la LSW. Str-P:
prédiction par modéle avec distribution a priori structurée; Str-W : pondération par modéle avec
distribution a priori structurée; Rake-W : pondération avec méthode itérative du quotient; PS-W :
pondération de poststratification. La prédiction et la pondération par modéle donnent des
estimations différentes pour plusieurs sous-ensembles et sont généralement plus efficaces que la
pondération classique.
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6 Analyse

Nous combinons la prédiction bayésienne et la pondération en une approche unifiée pour I’inférence
d’enquéte. La régression multiniveau avec distributions a priori structurées et la poststratification appliquée a
I’inférence de population permettent une estimation efficace si elles tiennent compte des caractéristiques du
plan de sondage. Le calcul se fait au moyen de Stan et est rendu disponible dans le paquet rstanarmen R
pour le public. L’évolution des logiciels favorise les approches par modele dans la recherche et I’exécution
d’enquéte. Nous construisons une pondération par modéle stable et calée pour résoudre les problémes de la
pondération classique. Dans le présent article, nous développons le cadre de prédiction et de pondération par
modele et apportons une premiére contribution a I’évaluation des propriétés statistiques de la pondération par
modele. Nous mettons en comparaison cette pondération et la pondération classique. Les poids par modéle

font 1’objet d’un lissage sur les cellules de poststratification et améliorent I’estimation sur petits domaines.

La distribution a priori structurée exploite la structure hiérarchique entre les effets principaux et les
termes d’interaction d’ordre supérieur pour introduire des contraintes multiplicatives sur les paramétres
d’échelle correspondants. Elle vient informer la sélection des variables. 11 est possible d’améliorer le modéle
apres le post traitement des inférences a posteriori. Le modéle structurel bayésien rend I’inférence plus stable
qu’avec les distributions a priori indépendantes. L’hypothése posée d’une hiérarchie pourrait ne pas étre
valide dans certains cas spéciaux comme pour le probléme «ou exclusif » ou deux variables n’ont pas
d’effets principaux, mais une parfaite interaction. Nous n’avons néanmoins aucune preuve solide dans les
études d’application a opposer a la notion de vraisemblance d’un traitement hiérarchique. Qui plus est, un
cadre unifié de prédiction et de pondération est bien armé pour traiter les cas de plans de sondage complexes

et de mégadonnées dans les enquétes, qu’il s’agisse des données de flux ou des combinaisons d’enquétes.

Le cadre général de la régression multiniveau et de la postratification (RMP) se préte a I’adoption de
stratégies souples de modélisation. Dans cet article, nous illustrons la chose par un modele de régression
avec I’ensemble des variables d’intérét et les interactions d’ordre supérieur et intégrons des distributions
apriori structurées a des fins de régularisation. D’autres méthodes (modéles non paramétriques, outils
d’apprentissage automatique, etc.) peuvent s’appliquer dans ce méme cadre et s’averent robustes a 1’égard
des erreurs de spécification de modéle. Si et coll. (2015) se servent de modeles de régression a processus
gaussien pour emprunter de I’information & la structure de cellules de poststratification selon les distances
entre les poids a probabilités inverses d’inclusion. D’autres possibilités consisteraient a appliquer de telles

approches souples au lissage des poids et au calcul d’une pondération par modéle.

Les vastes possibilités d’application qui s’offrent ne vont pas sans un certain nombre de défis a étudier.
La pondération par modéle est dépendante des résultats, d’ou un gain d’efficacité mais une perte possible de
robustesse. Les organisateurs d’enquétes préfeérent un ensemble de poids pouvant servir a une analyse
générale sans une sensibilité a la sélection des résultats. Nous pouvons comparer différentes pondérations
construites selon plusieurs résultats importants et procéder a une analyse de sensibilité. La ou la pondération
par modele donne des conclusions d’inférence différentes, nous recommandons de choisir la pondération qui
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donne les résultats les plus raisonnables en appliquant la science, tout comme de s’aligner sur I’inférence de
population.

Les distributions marginales pondérées des variables de calage different quelque peu des inférences de
population (voir la section 5), lesquelles ne respectent pas la norme habituelle de diagnostic de pondération
des organisateurs d’enquétes. La pondération par mod¢le tend a apparier la distribution conjointe a celle dans
la population, mais le lissage des poids peut introduire un biais. Il est possible d’inclure des contraintes
optionnelles au modele pour rencontrer les distributions marginales.

Un autre défi d’ordre pratique est que la distribution de population des variables de calage peut étre
inconnue. Dans ce cas, les tailles N ; des cellules de poststratification de population ne seront pas connues. II
nous faut un modele supplémentaire pour 1’estimation de cette information dans 1’échantillon. Il nous faut
I’intégrer au cadre RMP pour propager toutes les sources d’incertitude en complément, comme dans le cadre
de Si et Zhou (2020), par I’incorporation dans le modéle des distributions marginales connues. Les
inférences par prédiction et pondération par modele doivent encore étre développées de maniére a pouvoir
traiter les résultats discrets, ’inférence sur coefficients de régression et les plans de sondage non
probabilistes ou informatifs (Kim et Skinner, 2013). Il serait bon de faire le lien entre ces idées sur
I’inférence d’enquéte et les études biostatistiques et économétriques sur les scores inverses de propension et
la pondération a double robustesse (Kang et Schafer, 2007).
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Annexes
A. Exemple de code

Nous présentons ici le code de 1’application décrite dans les données. Nous avons formulé une fonction
model based cell weights pour calculer la pondération par modele dans le cas d’un modele
rstanarm ajusté.

model based cell weights <- function(object, cell table) {
stopifnot (
is.data.frame (cell table),
colnames (cell table) == c("N", "n")
)
draws <- as.matrix (object)

Sigma <- draws[, grep(""Sigma\\[", colnames (draws)), drop = FALSE]
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sigma theta sgq <- rowSums (Sigma)
sigma y sq <- draws[, "sigma"]"2
Ns <- cell table[["N"]] # population cell counts

ns <- cell table[["n"]] # sample cell counts

J <- nrow(cell table)

N <- sum(Ns)

n <- sum(ns)

# implementing equation 7 in the paper (although i did some algebra first to
# simplify the expression a bit)

Nsy2 <- N * sigma y sq

ww <— matrix (NA, nrow = nrow (draws), ncol = J)

for (3 in 1:J) {

wwl, 3] <-
(Nsy2 + n * Ns[j] * sigma theta sq) / (Nsy2 + N * ns[j] * sigma theta sq)

}

return (ww)
}
# prepare population data: acs ad has age, eth, edu and inc
acs_ad %>%

mutate (

cell id = paste0(age, eth, edu, inc)

) —> acs_ad
acs_design <- svydesign(id = ~1, weights = ~perwt, data = acs_ad)
agg_pop <-

svytable( ~ age + eth + edu + inc, acs design) %>%

as.data.frame () %>%
rename (N = Freq) %>%
mutate (
cell id = paste0(age, eth, edu, inc)
) %>%
filter(cell id %in% acs ad$cell id)
# prepare data to pass to rstanarm
# SURVEYdata has 4 variables used for weighting: age, eth, edu and inc; and outcome Y
dat rstanarm <-
SURVEYdata %>%
mutate (
cell id = paste0(age, eth, edu, inc)

o©

>

o©

)
group by (age, eth, edu, inc) %>%
summarise (

sd cell = sd(Y),

n=n(),

Y = mean(Y),

cell id = first(cell id)
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o\

>

o

)
mutate (sd cell = if else(is.na(sd cell), 0, sd cell)) %>%
left join(agg pop[, c("cell id", "N")], by = "cell id")
# Stan fitting under structured prior in rstanarm
fit <=
stan glmer (
formula =
Y~1+ (1| age) + (1 | eth) + (1 | edu) + (1 | inc) +
(1 | age:eth) + (1 | age:edu) + (1 | age:inc) +
(1 | eth:edu) + (1 | eth:inc) +
(1 | age:eth:edu) + (1 | age:eth:inc),
data = dat rstanarm, iter = 1000, chains = 4, cores = 4,
prior covariance =
rstanarm: :mrp_structured(
cell size = dat rstanarm$n,
cell sd = dat rstanarm$sd cell,
group level scale = 1,
group level df =1
)
seed = 123,
prior aux = cauchy(0, 5),
prior intercept = normal (0, 100, autoscale = FALSE),
adapt delta = 0.99
)
# model-based weighting
cell table <- fit$datal,c("N","n")]
weights <- model based cell weights(fit, cell table)
weights <- data.frame(w unit = colMeans (weights),
cell id = fitSdata[["cell id"]],
Y fitsdatal["Y"]11,
fitsdatal["n"]1]) %>%

n
mutate (
w = w unit / sum(n / sum(n) * w unit), # model-based weights
Yw=Y*w
)

with(weights, sum(n * ¥ w / sum(n)))# mean estimate

B. Plans des simulations

Nous présentons ici les plans des simulations, les valeurs des coefficients et une comparaison portant sur
les distributions pondérées des caractéristiques sociodémographiques en complément d’information aux
sections 4 et 5.
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Tableau B.1

Si et coll.

: Ajustement de pondération hiérarchique bayésienne et inférence d’enquéte

Covariables dans les modeles de résultat et de sélection pour un plan de sondage légérement déséquilibré

Casl

Cas 2 Cas 3 Cas4

Cas5h

Cas 6 Cas7

S

age
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edu

age*eth
age*edu
eth*edu
age*eth*edu

222222210

22 2|0
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\

<. 2=21wn

222222210

222222 2 W

\/
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2. =2 2]o
222w

2. =2 2]0
2 2z2ln

Tableau B.2

Coefficients hypothétiques de régression dans le modele de résultat pour la simulation avec un plan de
sondage Iégerement déséquilibré

Ensemble Effets principaux Deux variables
age | (0,5;1,375; 2,25; 3,125; 4) (0,5; 1,375; 2,25; (0,5; 1,375; 2,25; 3,125;
3,125; 4)
eth| (-2;-1;0;1;2) (2;-1;0;1;2) 0
edu| (3;2;1;0) (32,10 3210
age*eth | (4;2;1;1;3;3;2;1;1;1;2;3;2;2;1;4,4;3,2;3;2;4;| 0 0
1,41)
age*edu | (-2;-1;2;2;1;-2;2;1;0;-2;1;-2;-1; 2; 1;-1;-1;2;0; | © (2;0;-2;-2;1;1;-1; -2;
2) -2,-1,-1,1,0;-1;-1; 2; 2;
1;-1;0)
eth*edu | (1;-2;0;-3;-1;0;-1;-2;0; -1; -3; -3; 0; -1; -1;0; 0;-1; | O 0
0;-1)
age*eth*edu | (-1;-0,5;0,5; -1; -1;-0,5; -1; 0; -1; 0; -1; 0; 1; 1;0,5; 1; | © 0
1;-1;-1;0;-1;-0,5; -0,5; -1; 1; -1, -0,5; -1; 1; 0; 0,5;
05;1,05;1;1;1;0,5; 1;0; 0; -0,5; 0; 1; -1; -1; 0; -1; -1;
-1;-0,5;-0,5;01; -1, 0; 0; -0,5; 1, -0,5; 0,5; -1; 1; 0; 1;
0;-1,0;-05; 1,-0,5; -1; -0,5; 0; 0,5; -0,5; 1; 0,5; -0,5;
0,5;0;1;0;1;0,5; 0,5; 0,5; 0; 0; -0,5; 1; -1; 0; 1; 1; 1; 1;
-0,5; -1; -1)
Tableau B.3

Coefficients hypothétiques de régression dans le modéle de sélection pour la simulation avec un plan de
sondage Iégerement déséquilibré

Ensemble Effets principaux Deux variables
Valeur a I’origine | -2 -2 -2
age | (-2; -1,75; -1,5; -1,25; -1) (0;0,5;1;1,5; 2) (-2;-1,5;-1;-0,5; 0)
eth | (-1; -0,25; 0,5; 1,25; 2) (-2;-1,5;-1;-0,5;0) | (-1;-0,5;0;0,5; 1)
edu | (0; 0,67; 1,33; 2) (0;1;2;3) 0
agexeth|(1;1;-1;1;-1;1; -1;0;0; -1; 0; 0; -1; 1, 0; O; -1; 1; 1, 0 (-1;1;1;1;-1;-1; -1, C; -1,
-1;-1;0; 1;-1; 1) -1;-1;-1; 1;-1; -1; 0; 1; 1;
-1;1;-1;-1;1; 0; 0)
age x edu ((i; 1;-1;-1;0;1;1;0;1;0;1;-1;-1;1;1;-1; 0; -1; 1; 0 0
1
ethx edu | (-1; 1) 0;-1;-1;1;1;1;1;0;-1;0;-1;0; -1; 1; O; -1; 0 0
-1;-1
age x eth x edu 0 0

(0,8; -0,4; 0,6; -0,2; 0,8; 0,2; 0,4; 0,8; 0,4; -0,6; -0,8;
-0,4 0,8 0,4 0,4 1 0,6; - 8 ; ;0,2;
6

-0,8, 0,2, 0,4, 1, 0,8, 1; -0,2,
-0,2;-0,8; 1; 0,8; 0,8; -0,4; - ,8
-0,6; -0,2: 1: 1: -0,2; 1; 0,6; 0.4;
0,8;-0,4;0,4; 0,4; 0,6; -1; -0,8; -
08)
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Tableau B.4
Covariables dans les modeles de résultat (O) et de sélection (S) pour un plan de sondage trés déséquilibré

Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas4

age
eth

edu

sex

pov

cld

eld

fam

age*eth
age*edu
eth*edu
eth*pov
age*pov
pov*fam
pov*eld
pov*cld
age*eth*edu
age*eth*pov

222220
2222222 2|ln
2222222 2|
2222222 2|0

22 2l 222220
L2 22222222222l 2O
22 2l 222220
L2 22222222222l 2l

Tableau B.5
Coefficients hypothétiques de régression dans les modeles de résultat (O) et de sélection (S) pour un plan de
sondage tres déséquilibré

0] S
age (2;0;-2;-2;1) (0; 0,75; 1,5; 2,25; 3)
eth 1;-1;-2;-2; -1) (-1;-0,5;0;0,5; 1)
edu (-1;1;0; -1) (0;0,67;1,33;2)
sex (-1; 2) (-1;0)
pov (2;1;-1,0;-1) (01,234
cld 0 (-1;-0,33; 0,33; 1)
eld 0 (-2; -1; 0)
fam 0 (-1; -0,67; -0,33; 0)

Tableau B.6

Distances euclidiennes entre les distributions pondérées et la distribution de population. Str-W : pondération
par modele avec distribution a priori structurée; Rake-W : pondération avec méthode itérative du quotient;
PS-W : pondération de poststratification

Str-w PS-wW Rake-W
age 0,04 0,02 0,00
eth 0,08 0,06 0,00
edu 0,08 0,03 0,00
inc 0,02 0,02 0,00
age * eth 0,05 0,03 0,05
age * edu 0,05 0,02 0,05
age *inc 0,03 0,01 0,03
eth * edu 0,06 0,04 0,05
eth * inc 0,04 0,04 0,03
edu * inc 0,06 0,03 0,04
age * eth * edu 0,03 0,02 0,05
age * eth *inc 0,03 0,02 0,04
age * edu * inc 0,03 0,01 0,04
eth * edu * inc 0,04 0,02 0,04
age * eth * edu * inc 0,02 0,01 0,04
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La vraisemblance pénalisée de Firth pour les régressions a
risques proportionnels en cas d’enquétes complexes

Pushpal K. Mukhopadhyay?

Résumé

Le présent article propose une méthode de mise a 1’échelle des poids pour la vraisemblance pénalisée de Firth
pour des modeles de régression a risques proportionnels. La méthode calcule une relation entre la
vraisemblance pénalisée utilisant des poids mis a 1’échelle et la vraisemblance pénalisée utilisant des poids non
mis a 1’échelle, et elle montre que la vraisemblance pénalisée utilisant des poids mis a ’échelle possede
certaines propriétés souhaitables. Une étude par simulations indique que la vraisemblance pénalisée utilisant
des poids mis a I’échelle produit des biais plus petits dans les estimations ponctuelles et les erreurs-types que
les biais produits par la vraisemblance pénalisée utilisant des poids non mis a 1’échelle. La vraisemblance
pénalisée pondérée est appliquée a I’estimation des taux de risque pour les crises cardiaques au moyen d’un
ensemble de données a grande diffusion provenant de la National Health and Epidemiology Follow up Study

servant a estimer les taux de risque a I’aide de données d’enquétes complexes.

Mots-clés:  Vraisemblance monotone; jackknife avec suppression d’une UPE; mise a 1’échelle de poids.

1 Introduction

Le modele de régression a risques proportionnels de Cox (Cox, 1972) est couramment utilisé dans
I’analyse des données de survie. Il s’agit d’un modéle semi-paramétrique qui explique 1’effet des variables
explicatives sur les taux de risque. Le modéle suppose que I’effet des variables explicatives a une forme
lindaire, mais il permet que la fonction de survie sous-jacente ait une forme non spécifiée. On estime les
paramétres du modele en maximisant une vraisemblance partielle (Cox, 1972, 1975).

Pour estimer les parametres canoniques dans les distributions de la famille exponentielle, Firth (1993)
a propose de multiplier la vraisemblance par la loi a priori de Jeffreys afin d’obtenir une estimation par le
maximum de vraisemblance qui soit du premier ordre sans biais. La vraisemblance pénalisée prend la
forme

L,(B) = LB P)I°

ou L(B) est la vraisemblance non pénalisée, | est la matrice d’information et B est un vecteur des
paramétres de régression. La vraisemblance pénalisée de Firth est une technique tres utile en pratique, non
seulement aux fins de réduction du biais, mais aussi de correction des vraisemblances monotones.

Souvent, les modéles de régression a risques proportionnels souffrent de vraisemblances monotones,
dans lesquelles la vraisemblance converge vers une valeur finie, mais un parametre au moins diverge
(Heinze, 1999). La vraisemblance pénalisée de Firth sert également a corriger les vraisemblances
monotones et a obtenir des estimations de parameétres qui convergent (Heinze, 1999; Heinze et Schemper,
2001; Heinzel, Rudiger et Schilling, 2002).

1. Pushpal K. Mukhopadhyay, ~ Advanced Analytics Division, SAS Institute Inc., Cary (NC), Etats-Unis.  Courriel :
pushpal.mukhopadhyay @sas.com.
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Bien que la vraisemblance pénalisée de Firth soit utile aux fins de réduction des biais et d’obtention
d’estimations a partir de vraisemblances monotones, elle n’a pas été étudiée sur des enquétes complexes
comportant des poids inégaux. Il est raisonnable d’utiliser une vraisemblance pondérée pour les enquétes
complexes afin de compenser la pondération inégale (Fuller, 1975; Binder et Patak, 1994). Les ensembles
de données d’enquéte comprennent couramment des poids de sondage ou des poids d’analyse pour
lesquels la somme des poids est un estimateur de la taille de la population. Toutefois, ces pondérations non
mises a 1’échelle ne mettent pas adéquatement a I’échelle la matrice d’information utilisée dans le terme
de pénalité. Il est souhaitable que les paramétres d’une régression a risques proportionnels pour données
d’enquéte aient les deux propriétés suivantes.

e Invariance : les estimations ponctuelles et les erreurs-types pour les paramétres de
régression doivent étre invariantes par rapport a 1’échelle des poids.

e Précision : la variance linéarisée de Taylor pour les paramétres de régression estimés doit
&tre proche de la variance du jackknife avec suppression d’une UPE.

Dans I’article, nous montrons d’abord que si I’on n’utilise pas la correction de Firth, alors I’invariance
et la précision sont satisfaites, mais que si la correction de Firth est utilisée avec les poids non mis a
I’échelle, alors les estimations ponctuelles et les erreurs-types ne sont pas invariantes par rapport a
I’échelle des poids. Autrement dit, si les poids sont multipliés par une constante et que la correction de
Firth est utilisée, les estimations ponctuelles et les erreurs-types seront différentes. Nous proposons ensuite
une méthode de mise a 1’échelle des poids de sens commun pour démontrer que la correction de Firth
utilisant des poids mis a I’échelle possede les deux propriétés souhaitables. La seule différence entre les
poids mis a 1’échelle et ceux non mis a 1’échelle est que la somme des poids mis a I’échelle est égale a la
taille de I’échantillon, alors que la somme des poids non mis a 1’échelle est un estimateur de la taille de la

population.

1.1 Exemple d’utilisation de poids non mis a I’échelle

Nous avons utilisé un ensemble de données tiré d’une étude portant sur 65 patients atteints de myélome
qui ont été traités au moyen d’agents alkylants (Lee, Wei et Amato, 1992) pour démontrer les propriétés
de la vraisemblance pénalisée de Firth utilisant des poids non mis a I’échelle. Les durées de survie en mois
ont été enregistrées pour chaque patient. Les patients qui étaient vivants apres la période de I’étude étaient
considérés comme des données censurées. Nous disposions des variables suivantes pour chaque patient :

e Durée [Time] : durée de la survie en mois,

e Statut vital [Vstatus] : état du patient, zéro ou un, indiquant respectivement si le patient était
vivant ou mort,

e LogBUN : log du niveau d’azote uréique sanguin,

e HGB : taux d’hémoglobine dans le sang.

Pour créer une vraisemblance monotone, nous avons ajouté une nouvelle variable explicative,

Contrived [Artificielle], telle que sa valeur a tout moment de 1’événement est la plus grande de toutes les
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valeurs de 1’ensemble de risques (voir I’exemple « Correction de Firth pour vraisemblance monotone »
dans « The PHREG Procedure » [La procédure PHREG] dans SAS Institute Inc. (2018)). La variable
Contrived [Artificielle] a la valeur 1 si la durée de survie observée est inférieure ou égale a 65; sinon, elle
a la valeur 0.

Pour démontrer I’effet des poids dans la vraisemblance pénalisée de Firth, nous avons créé trois
variables de poids, wl, w3 et w5, avec respectivement des valeurs de 1, 1 000 et 100 000 pour chaque
observation. On estime les parametres de régression a risques proportionnels en maximisant une
vraisemblance pondérée comme cela est décrit dans la section 1.2. Parce que w1 a la valeur 1 pour toutes

les observations, 'utilisation de Wl dans I’analyse équivaut a I’exécution de 1’analyse non pondérée.

Nous avons ajusté les deux modeles a risques proportionnels suivants a I’aide de la procédure PHREG
dans SAS/STATMP (voir « The PHREG Procedure » dans SAS Institute Inc. (2018) :

A(t, Z) = 2,(t)exp(B,LogBUN + B,HGB)
A(t, Z) = A,(t)exp(B,LogBUN + B,HGB + p,Contrived)

ou A(t) et A,(t) sont respectivement la fonction de risque et la fonction de risque de référence. La
vraisemblance pénalisée de Firth n’est pas requise pour ’ajustement du premier modéle sans la variable
Contrived (la probabilité converge en trois étapes d’itération), mais le deuxiéme modéele contenant la
variable Contrived ne converge pas sans la pénalité de Firth dans la vraisemblance. Le tableau 1.1
présente la valeur de la vraisemblance et les trois coefficients de régression pour 14 itérations. Bien que la
fonction objective et les coefficients de LogBUN et HGB convergent vers une valeur finie aprés la
quatriéme itération, ceux de Contrived divergent. Il s’agit d’un exemple de vraisemblance monotone pour
la variable Contrived. En raison de cette monotonie, il faut utiliser la vraisemblance pénalisée de Firth
pour ajuster le deuxieme modele contenant Contrived.

Tableau 1.1
Historique de l’itération du maximum de vraisemblance montrant une vraisemblance monotone pour la
variable Contrived

Nombre d’itérations Valeur de la LogBUN HGB Contrived
vraisemblance

1 -140,693405 1,994882 -0,084319 1,466331
2 -137,784163 1,679468 -0,109068 2,778361
3 -136,971190 1,714061 -0,111564 3,938095
4 -136,707893 1,718174 -0,112273 5,003054
5 -136,616426 1,718755 -0,112370 6,027436
6 -136,583520 1,718829 -0,112382 7,036445
7 -136,571515 1,718839 -0,112384 8,039764
8 -136,567113 1,718841 -0,112384 9,040985
9 -136,565495 1,718841 -0,112384 10,041434
10 -136,564900 1,718841 -0,112384 11,041600
11 -136,564681 1,718841 -0,112384 12,041660
12 -136,564601 1,718841 -0,112384 13,041683
13 -136,564571 1,718841 -0,112384 14,041691
14 -136,564560 1,718841 -0,112384 15,041694
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Si Contrived n’est pas utilisée comme variable explicative, les trois ensembles de poids produisent des
estimations ponctuelles et des estimations de variance linéarisées de Taylor identiques (tableau 1.2). Les
estimations de la variance du jackknife avec suppression d’une UPE sont également identiques pour les
trois ensembles de poids. Ainsi, les estimations ponctuelles et les erreurs-types sont invariantes par rapport

a I’échelle des poids quand la correction de Firth n’est pas utilisée.

Tableau 1.2

Estimations des parametres et erreurs-types sans correction de Firth pour les trois ensembles de poids
Estimation Erreur type

LogBUN 1,674 0,583

HGB -0,119 0,060

En revanche, si I’on utilise des poids non mis a 1’échelle, les estimations ponctuelles pour Contrived ne
sont pas invariantes par rapport a 1’échelle des poids. Le tableau 1.3 présente les estimations des
paramétres pour trois ensembles de poids quand Contrived est utilisée comme variable explicative (et que
la vraisemblance pénalisée de Firth est appliquée). Parce que la vraisemblance n’est pas monotone
(tableau 1.1) pour LogBUN et HGB, les estimations ponctuelles pour ces deux coefficients ne sont pas

affectées par 1’échelle des poids.

Tableau 1.3
Estimations des parameétres avec correction de Firth et poids non mis a I’échelle
Poids w1l Poids w3 Poids w5
Estimation Erreur type Estimation Erreur type Estimation Erreur type
LogBUN 1,722 0,584 1,719 1,85E-2 1,719 1,85E-3
HGB -0,112 0,061 -0,112 1,93E-3 -0,112 1,93E-4
Contrived 3,815 1,558 10,629 1,38 14,633 1,02

Si Contrived n’est pas utilisée comme variable explicative, le rapport entre les erreurs-types du
jackknife et les erreurs-types de la linéarisation de Taylor est de 1,13 et 1,10 pour les trois ensembles de
poids des variables LogBUN et HGB, respectivement. Ainsi, le rapport entre la variance par la méthode
du jackknife et la variance linéarisée de Taylor pour la vraisemblance non pénalisée est invariant par
rapport a I’échelle des poids, et il est raisonnable de penser que le rapport est invariant quand on utilise la
vraisemblance pénalisée.

1.2 Bref examen des estimations ponctuelles et des estimations de variance
pour les parametres de régression de populations finies

Avant de discuter de la méthode de mise a I’échelle des poids, nous examinerons brievement les
estimations ponctuelles et les estimations de variance pour les paramétres de régression dans une
régression a risques proportionnels sur des enquétes complexes comportant des poids inégaux. Lin et Wei
(1989), Binder (1990, 1992), Lin (2000) et Boudreau et Lawless (2006) ont traité de 1’estimation par la
méthode du pseudo-maximum de vraisemblance des parametres de régression a risques proportionnels
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pour les données d’enquéte. On trouve une description plus générale de 1’estimation des parameétres de
régression pour les enquétes complexes dans Kish et Frankel (1974); Godambe et Thompson (1986);
Pfeffermann (1993), Korn et Graubard (1999, chapitre 3), Chambers et Skinner (2003, chapitre 2) et Fuller
(2009, section 6.5). Wolter (2007) a décrit plusieurs techniques d’estimation de la variance pour les

données d’enquéte.

Soit 7/, = {1, 2, ..., N} I’ensemble des indices et 7, I’ensemble des valeurs pour une population
finie de taille N. On suppose que la durée de survie de chaque membre de la population finie suit sa
propre fonction de risque, 4, (t), exprimée comme suit :

A1) = At Z,(1) = 4, (1) exp(Z; (1) B)

ou 4, (t) est une fonction de risque de référence arbitraire et non spécifiée, Z, (t) est un vecteur de taille
P des variables explicatives de I'unité i°® au temps t, et p est un vecteur de parametres de régression
inconnus.

La fonction de vraisemblance partielle introduite par Cox (1972, 1975) élimine le risque de référence
inconnu A, (t) et tient compte des durées de survie censurées. Si toute la population est observée, cette
fonction de vraisemblance partielle peut servir a estimer p. Soit B, I’estimateur souhaité.

En supposant un modéle de travail avec des réponses non corrélées, on obtient B, en maximisant la
log-vraisemblance partielle,

Iy (B) = Z log {L(B; Z; (1), t,)}

i€l
par rapporta B, ou L(B; Z, (t), t;) est la fonction de vraisemblance partielle de Cox.

Supposons qu’un échantillon probabiliste A, est sélectionné dans la population finie 7. Soit z; la
probabilité de sélection et w, (= 7, ") le poids d’échantillonnage pour I’unité i. Supposons ensuite que les
variables explicatives Z, (t) et la durée de survie t; sont disponibles pour chaque unité de 1’échantillon
A, . Un estimateur sans biais par rapport au plan pour la log-vraisemblance de la population finie est

IB) = 3 2t log (L(B: Z, (1), 1)) = 3w, log {L(B: Z, (1), t)}.

ieAy ieAy

On peut obtenir un estimateur basé sur un échantillon f,, pour la quantité finie de population B, en
maximisant la pseudo-log-vraisemblance partielle | (B; Z, (t), t;) par rapporta p. On obtient la variance
fondée sur le plan pour ﬁN en supposant que I’ensemble de valeurs de la population finie _#,, est fixe.

La vraisemblance de Breslow pondérée peut étre exprimée comme suit :
K exp (B’zﬂk W, Z; (t))

= , Z Wi
k=1 {Zﬁk w, exp (B'Z, (t))} >

L(B) =

ou A& est ’ensemble de risques juste avant le k°® temps d’événement ordonné t,,, Z), est I’ensemble
des personnes qui fait defaillance au temps t, ), et K est le nombre de temps d’événements distincts.
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On obtient les estimations ponctuelles pour p en maximisant 1(g) = log[L(B)].

Bien que les poids suffisent aux fins d’estimation des coefficients de régression pour la population
finie, on doit aussi utiliser les données de stratification et de corrélation intra-grappe pour estimer la
variabilité d’échantillonnage. Afin d’estimer la variabilité¢ d’échantillonnage, on peut utiliser la méthode
de linéarisation en séries de Taylor ou une méthode de rééchantillonnage.

1.2.1 Estimateur de la variance analytique par la méthode de linéarisation en séries
de Taylor

La méthode de linéarisation en séries de Taylor utilise la somme des carrés des scores résiduels

pondérés pour estimer la variabilité d’échantillonnage.

e = = (1) N
Définissons Z (B, t) = %’;‘3 ol

SO, = D wl(t, > t)exp(BZ, (1))

et

SY B, 1) = D wl(t 2t)exp(BZ,(1))Z (1).

Le score résiduel pour le i® sujet est
u (B) = AH{Z, (1) - Z(B, t,)}

-3 |, O IA B 7 1) - 2.,

ou A, est I’indicateur d’événement.

Alors, I’estimateur de variance linéaris¢ de Taylor est

A

V(p) = 7 (B) G7(B)

ol 7 (B) est la matrice d’information observée et la p x p matrice G est définie comme étant

6. v Amom(b L)oo g
i jeAyiic] T T 7T i T

ou 7;; sont les probabilités d’inclusion conjointe pour les unités i et j.

En particulier, pour les plans d’échantillonnage en grappes stratifiés dans lesquels les UPE sont
sélectionnées au moyen d’un échantillon aléatoire simple sans remise, la p x p matrice G se réduit a

i . (1 f )Z(ehH eh ) (eh|+ - )

h=1 -

ou e, estlasomme pondérée des scores résiduels, Q,,, dans la strate h et I’"UPE i; &, est la moyenne

hij
de e, ; N, estle nombre d’UPE; et f, est la fraction d’échantillonnage dans la strate h.
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Ces estimateurs sont largement étudiés par la littérature sur les enquétes-échantillons. Par exemple,
Binder (1992) et Lin (2000) fournissent des conditions en vertu desquelles p et V() sont convergents.
Chambless et Boyle (1985) ont calculé la variance fondée sur le plan et la normalité asymptotique pour
des modeles a risques proportionnels discrets.

1.2.2 Estimateur de la variance par répligques au moyen de la méthode du jackknife
avec suppression d’une UPE

La méthode du jackknife est une méthode d’estimation de la variance par répliques couramment
utilisée en cas d’enquétes complexes. Pour créer des rééchantillonnages, elle supprime (en lui attribuant
un poids nul) une UPE a la fois de I’échantillon complet. Dans chaque rééchantillonnage, les poids
d’échantillonnage des UPE restantes sont modifiés par le coefficient du jackknife « . Les poids modifiés
sont appelés poids de rééchantillonnage.

Supposons que I’UPE i, dans la strate h, soit omise du r® rééchantillonnage, alors les poids de
rééchantillonnage et les coefficients du jackknife sont donnés par

0 i=i et h=h,
wi) = Swy Ja, i =i et h=h
Wy h=h,

nhr

- - respectivement, pour toutes les unités d’observation j dans la strate h et 'UPE i. Le

et a, =
nombre d’UPE dans la strate h estde n, .

On peut appliquer la méthode du jackknife pour estimer les variances des paramétres de régression
estimés pour le modéle de Cox parce que les paramétres du modele sont les solutions d’un ensemble
d’équations d’estimation qui sont des fonctions lisses de totaux (les fonctions de score correspondantes
sont données dans la section 2). Les propriétés des estimateurs de la variance par la méthode du jackknife
pour les modéles de régression a risques proportionnels sont étudiées dans Shao et Tu (1995, section 8.3).

Pour appliquer la méthode du jackknife, on estime les paramétres du modéle au moyen de 1’échantillon
complet et en utilisant chaque échantillon répété. Soit B les coefficients de régression & risques
proportionnels estimés a partir de 1’échantillon complet et soit f}r les coefficients de régression estimés a
partir du re rééchantillonnage. Alors, la matrice de covariance de f est estimée par

A R A AN /A N
V() = 2o (B, -B)B, -B) .
r=1
Si les fractions de sondage ne sont pas ignorables, la matrice de covariance de p est estimée par

N N

V) = Yo, 016, - D6 -5

ou f, = 3= est la fraction de sondage dans la strate h, .

r

En pratique, on utilise les estimations de la variance par linéarisation de Taylor et les estimations de la
variance par la méthode du jackknife pour construire les intervalles de confiance t de Wald avec R — H
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degrés de liberté, ol R est le nombre d’UPE (ou le nombre de rééchantillonnages) et H est le nombre de
strates.

On montre facilement que I’estimateur de la variance par la méthode du jackknife équivaut
algébriquement a I’estimateur linéarisé de Taylor pour les estimateurs linéaires du plan de sondage. En
revanche, pour ce qui est des estimateurs non linéaires du plan de sondage, comme les coefficients de
régression pour les modeles de régression a risques proportionnels, la méthode du jackknife tend a
produire des estimations de la variance legerement plus élevées que la méthode linéarisée de Taylor
(Fuller, 2009).

Notons que si I’estimation de 1’échantillon complet présente une vraisemblance monotone, il est tres
probable que la plupart des échantillons répétés présentent également des vraissmblances monotones. Il en
résultera de nombreuses estimations par répliques « inutilisables ».

Les procédures d’analyse des données d’enquéte dans SAS/STAT prennent en charge a la fois les
méthodes d’estimation de la variance linéarisée de Taylor et d’estimation de la variance par répliques
(Mukhopadhyay, An, Tobias et Watts, 2008).

2 Mise a I’échelle des poids
Soit w; le poids de I'unité i. Nous proposons d’utiliser W, = (ZA 1/2:A Wi) w, = (n/ZA Wi) w,

comme poids mis a 1’échelle. Par construction, les poids mis a 1’échelle sont invariants par rapport a
1’échelle du poids. C’est-a-dire que W' = (n/ZAN YW;) yw, = (n/ZAN wi) w, = W, pour tous les y # 0.

La vraisemblance pénalisée de Firth est donnée par L, (B) = L(B)|Z (B)|*°, ot L(B) et 7 () sont
respectivement la probabilité non pénalisée et la matrice d’information. La log-vraisemblance pénalisée
est

I, (B) =1(B) +05log (|7 (B)])-

En particulier, quand les poids mis a I’échelle sont utilisés, la log-vraisemblance partielle non pénalisée
de Breslow (Breslow, 1974) est

K

I (B) = ;{B’I; V~viZi (tk) - (I;WI) Iog i; Wi eXp (B,Zi (tk))}

ol w; est le poids non mis a I’échelle de I’unité i.

Notons
S (B) = Y W, exp(B'Z; (t))[Z; (t)]™°
e
ol k est le k® temps d’événement ordonné, a = 0,1, 2, [Z, (t,)]%° est 1, [Z, (t,)]** est le vecteur

Z.(t,), et [Z, (t,)]* estlamatrice [Z, (t,)][Z; (t,)] -

La fonction de score est alors donnée par
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!

UB) =U(B),....U(B,))
_am)
op

K S(l) (B)}
Z. (t
RAREIE
et la matrice d’information de Fisher est donnée par
Sy 1500 _{SS)(B)}[S(E)(B)H
kzz;‘iepk W‘{S&” ®) L[SO®ILSY®)] )

(a) B = ZJ"k L exp(B'Z; (8))Z; , (t)I[Z, (t)1

Notons

ola=0,1,2p=1..P et Z(t)=(Z,(1),..., Z ,(1)). Alors,

a/(ﬁ) K Q' B) QB S (B)}
ZZD ﬂ SO®) S (B) S (B)
[ QY(B) ”NB)SﬂKB)MS&“(ﬁ)]
SO@) SO S”B) ]S

_{S&“ (B)HQ&J ® QY@ sy (B)”
sSO@IsO® k°>(s) 5 (B)

Les estimations ponctuelles et les erreurs-types linéarisées de Taylor pour la vraissmblance pénalisée
sont obtenues a partir des fonctions de score et de la matrice hessienne comme le décrit la section 1.2. Les
erreurs-types « jackknife » sont obtenues par la maximisation de la vraisemblance pénalisée dans chaque
échantillon répété.

ou p=1,..., P

L’annexe 1 montre que dans certaines conditions de régularité, les estimateurs ponctuels obtenus par la
maximisation de la vraisemblance pénalisée de Firth convergent par rapport au plan de sondage.

2.1 Vraisemblances pénalisées et échelle des poids

Dans la présente section, nous calculons une relation entre la log-vraisemblance pénalisée utilisant des
poids mis a 1’échelle et la log-vraisemblance pénalisée utilisant des poids non mis a 1’échelle, et nous
démontrons que la vraisemblance pénalisée de Firth utilisant des poids non mis a 1’échelle ne posséde pas
la propriété d’invariance.

W, et soit |(B,,; w) la log-vraisemblance
utilisant des poids w, ou W, = aw, pour tous les i et a # 0. La log-vraisemblance de Breslow peut

Soit 1 (B,; W) la log-vraisemblance utilisant des poids

s’écrire comme suit :
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(B W) = Z{ 3w, )~ (3w log 3w exp (B2, (1)
= ZK:{B:I\IQZ WZ; (t,) - ( Z )IOg Z aWw; €Xp (ﬁwZ (t, ))}
k 1K ic2), D, ek,
= aZ{Bw_Z WZ, (1) = (3 w)log 3w, exp (ByZ, (t, ))}
1 ieZ), =7 =7
- 2, (ai; Wi)loga
= al (B,; w) - Z(ai; Wi)log a.

Parce que le deuxieme terme du deuxiéme membre ne contient pas B, la dérivée et la matrice
hessienne de la log-vraisemblance ne sont qu’un multiplicateur de o et les estimations des parameétres et
les erreurs-types sont invariantes par rapport a 1’échelle des poids.

Cependant, la relation suivante montre que les estimations ponctuelles obtenues par la maximisation de
la log-vraisemblance pénalisée ne sont pas invariantes par rapport a I’échelle des poids :

Ly (Bas W) = 1(By: W) + 0,510g]1 (B,; W)l
= al (B,; w) + 0,5log|al (B,; w)| - Z(az wi)loga

=1\ €D,

= al (B,; w) + 0,5{log|l (B,; w)| + ploga} — EK:(“Z wi)loga

k=1 \ i),

= {1(B; W) + 051og]1 (B, W} - (T wloga

k=1 \ ic2),

+05{ploga + (L - a)log|l (B,; w)|}

= al, (B W) - ZK:(O‘Z Wi)loga

k=1 ieZ
+0,5{ploge + (1 —Dka)log|l (B W)}
Le terme supplémentaire du deuxiéme membre de 1’équation précédente comporte les paramétres de
régression. Par conséquent, les estimations ponctuelles et les erreurs-types ne sont pas invariantes par
rapport a 1’échelle des poids.

Par construction, les estimations ponctuelles qui utilisent la log-vraisemblance et les poids mis a

’¢échelle sont invariantes par rapport a 1’échelle des poids.

2.2 Exemple d’utilisation de poids mis a I’échelle

Examinons 1’étude du myélome décrite a la section 1.1. Nous avons ajusté de nouveau le méme
modele de régression a risques proportionnels en utilisant les variables explicatives LogBUN, HGB et
Contrived, mais en prenant maintenant des poids mis a I’échelle pour construire la vraisemblance
pénalisée de Firth.

Le tableau 2.1 présente les estimations ponctuelles et les erreurs-types avec une vraisemblance
pénalisée de Firth utilisant des poids mis a 1’échelle et I’estimateur de variance linéarisé de Taylor. Ces
statistiques sont invariantes par rapport a 1’échelle des poids.
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Tableau 2.1
Estimations des parameétres et de leurs erreurs-types au moyen de la méthode linéarisée de Taylor avec
correction de Firth et poids mis a I’échelle

Poids w1l Poids w3 Poids w5
Estimation Erreur type Estimation Erreur type Estimation Erreur type
LogBUN 1,722 0,564 1,722 0,564 1,722 0,564
HGB -0,112 0,064 -0,112 0,064 -0,112 0,064
Contrived 3,815 0,458 3,815 0,458 3,815 0,458

Les erreurs-types utilisant des répliques jackknife sont également invariantes par rapport a 1’échelle des
poids. Pour les méthodes d’estimation de la variance par répliques, chaque ensemble de poids de
rééchantillonnage doit &tre mis a 1’échelle au moyen du facteur d’échelle qui a servi a mettre a 1’échelle
les poids de I’échantillon complet. Le tableau 2.2 présente les estimations ponctuelles et les erreurs-types
de la vraisemblance pénalisée de Firth utilisant des poids mis a 1’échelle et de I’estimateur de la variance
par répliques jackknife.

Tableau 2.2
Estimations des parameétres et de leurs erreurs-types au moyen de répliques jackknife avec correction Firth et
poids mis a ’échelle

Poids w1l Poids w3 Poids w5
Estimation Erreur type Estimation Erreur type Estimation Erreur type
LogBUN 1,722 0,653 1,722 0,653 1,722 0,653
HGB -0,112 0,074 -0,112 0,074 -0,112 0,074
Contrived 3,815 0,642 3,815 0,642 3,815 0,642

Les estimations de la log-vraisemblance pénalisée utilisant des poids mis a I’échelle posseédent
également la propriété de précision. Les rapports entre les erreurs-types jackknife et les erreurs-types
lindarisées de Taylor sont de 1,16, 1,17 et 1,40 pour les trois ensembles de poids pour les variables
LogBUN, HGB et Contrived, respectivement (tableaux 2.1 et 2.2).

3 Applications sur des enquétes complexes

Souvent, les données d’enquétes complexes contiennent des poids, des strates et des grappes inégaux.
Il est recommandé d’utiliser les poids et d’autres caractéristiques du plan a 1’étape de 1’analyse. Les
données pondérées fournissent une meilleure représentation de la population étudiée que les données non
pondérées. Dans la présente section, nous comparons les poids mis a 1I’échelle et non mis a I’échelle pour
estimer les coefficients de régression a risques proportionnels au moyen d’une étude par simulations, et
nous appliquons la vraisemblance pénalisée de Firth utilisant des poids mis a 1’échelle pour estimer les

durées de survie a partir d’un ensemble de données de la NHEFS.
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3.1 Etude par simulations

Nous avons réalisé une petite étude par simulations pour comparer les biais dans les estimations des
parameétres et les erreurs-types avec et sans mise a I’échelle des poids au moyen de la probabilité pénalisée
de Firth. Nous avons utilisé deux méthodes d’échantillonnage pour sélectionner des échantillons a partir
d’une population finie fixe : un échantillonnage aléatoire simple (EAS) sans remise dans lequel un poids
égal est attribué a chaque unité d’observation, d’une part, et un échantillon avec probabilité
proportionnelle & la taille (PPT) sans remise dans lequel le poids de sondage pour une unité d’observation
dépend de la valeur de la mesure de taille associée a la fonction de risque pour cette unité, d’autre part.
Aux fins de I’inférence de la population finie, nous traitons les paramétres de régression a risques
proportionnels estimés dans la population finie comme les « vraies » valeurs des paramétres. Les biais
sont mesurés a partir de ces valeurs vraies.

Des populations finies de taille 10 000 sont générées comme suit :
o Z72,2,,...,Z, ~ Bernoulli(0,75),
e h=exp(-0,69Z, — 0,69Z, —--- — 0,69Z,,),
e u ~ uniform(0, 1),
e t=log(u)/h,
e ¢~ Bernoulli(v),
e m ~ uniform(10h, 10h + 0,1)

ou h est la fonction de risque, t est la durée de survie, ¢ est un indicateur de censure et m est une
mesure de taille pour chaque unité. Six populations finies sont générées au moyen de différentes valeurs
de censure (v =0,1; 0,3; 0,5; 0,7; 0,8; 0,9). Voir Bender, Augustin et Blettner (2005) a propos des
méthodes de génération de durées de survie. On genére dix variables explicatives (Z,, Z,, ..., Z,,) au
moyen de distributions de Bernoulli pour créer des vraisemblances monotones, surtout quand la taille de

I’échantillon est petite et que le taux de censure est élevé.

On sélectionne les échantillons dans chaque population finie au moyen de deux méthodes
d’échantillonnage : un échantillonnage aléatoire simple sans remise et des échantillons avec probabilité
proportionnelle a la taille sans remise, ou la variable m est utilisée comme mesure de la taille. Quatre
tailles d’échantillon sont utilisées pour chaque méthode d’échantillonnage : 50, 100, 500 et 1 000. Les
poids de sondage de toutes les unités pour I’EAS dépendent uniquement de la taille de I’échantillon, alors
que le poids de sondage d’une unité pour 1’échantillonnage avec PPT dépend a la fois de la taille de
I’échantillon et de la valeur observée de la variable m pour cette unité correspondante. Pour que la
distribution des observations censurées soit identique dans les données échantillonnées et dans la
population, on sélectionne les échantillons indépendamment des unités censurées et non censurées de la
population.

Enfin, les paramétres de régression du modele de régression a risques proportionnels
/I(I, Z) = ﬂ“o (t)eXp (ﬂlzl + ﬁzzz +oet ﬁlozlo)
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sont estimés a partir de chaque ensemble de données échantillonnées, ou A, (t) est le risque de référence,
t est la durée de survie et ¢ est I’indicateur censuré. Les paramétres de régression sont estimés par
maximalisation de la vraisemblance pénalisée de Firth pondérée. Notons que la vraisemblance non
pénalisée ne converge pas dans la plupart des cas en raison de la monotonie de la vraisemblance dans les
données simulées. Quand la vraisemblance n’est pas monotone, nous avons constaté que les estimations
ponctuelles obtenues au moyen de la vraisemblance pénalisée sont trés proches des estimations
ponctuelles obtenues au moyen de la vraisemblance non pénalisée. Heinze et Schemper (2001) ont fait état
de résultats semblables en cas de données non pondérées.

Nous comparons les biais relatifs des estimations ponctuelles et des erreurs-types a 1’aide de la
méthode du jackknife pour les poids mis a I’échelle et non mis a I’échelle. Les biais relatifs (BR) sont
définis ci-dessous (Sitter, 1992).

Soit S, I’estimation ponctuelle et V¥, I’estimation de la variance pour une composante de B tirée de
I’ensemble de données s. Définissons ce qui suit :

Biais relatif pour les estimations ponctuelles, ﬂ

BR (§) = Slz: |(ﬂs|ﬂ— ,|3T)|

Biais relatif pour les estimations de la variance, V

S, |(v, — EQM
BR(\')):S—lzl'( SEQl\f T)|

ou la vraie EQM est
EQM, (8) =Y (B, - 4,)°

et S, est la valeur «vraie » du paramétre obtenue par I’ajustement du modeéle de régression a risques
proportionnels utilisant toutes les unités de la population finie. Le rapport des BR est défini comme étant
le rapport entre le BR utilisant des poids non mis a 1’échelle et le BR utilisant des poids mis a I’échelle.

La médiane des rapports des BR sur plus de 5 000 répétitions est présentée dans la section. Nous
indiquons la médiane en raison de certains « mauvais » échantillons dans lesquels les convergences sont
douteuses, y compris en cas de correction de Firth. Ces « mauvais » échantillons produisent un petit
nombre d’estimations comportant de trés grands biais. En raison de ces biais importants, la moyenne du
rapport des BR est une statistique plus instable que la médiane. Sans « mauvaises » répliques, la moyenne
et les médianes sont tres proches. Nous avons aussi constaté que la log-vraisemblance pénalisée qui utilise
des poids non mis a I’échelle produit davantage de ces « fausses » convergences.

Les résultats de toutes les variables explicatives Z,, Z,, ..., Z,, sont semblables. Pour simplifier la
lecture, nous présentons les résultats de seulement deux variables explicatives, Z, et Z,.

Les rapports des BR dans les estimations des parameétres avec poids non mis a I’échelle et mis a

I’échelle pour les variables Z, et Z, sont présentés dans les figures 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4. En cas
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d’échantillons de petite taille et de grand nombre d’observations censurées, les BR utilisant des poids mis a
I’échelle sont nettement plus petits que les BR utilisant des poids non mis a I’échelle. En cas de grandes
tailles d’échantillon, les BR des deux sortes de poids sont semblables principalement parce que 1’option Firth

n’est pas nécessaire, puisque la convergence ne pose pas probléme en cas de grands ensembles de données.

Rapport des BR
w
1

o
A
P @ #| Ratio = 1
0 )
T T T T
50 100 500 1000

Taille de I’échantillon

010% * 30% + 50% % 70% < 80% A 90 %

Figure 3.1 Rapport des biais relatifs dans les estimations des paramétres avec échantillons EAS pour Z3.
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Figure 3.2 Rapport des biais relatifs dans les estimations des paramétres avec échantillons EAS pour Z8.
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Figure 3.3 Rapport des biais relatifs dans les estimations des paramétres en cas d’échantillons avec PPT
pour Z3.
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Figure 3.4 Rapport des biais relatifs dans les estimations des paramétres en cas d’échantillons avec PPT
pour Z8.

Les rapports des biais relatifs dans les erreurs-types avec poids non mis a I’échelle et mis a 1’échelle
pour les variables Z, et Z, sont présentés dans les figures 3.5, 3.6, 3.7 et 3.8. Les BR des erreurs-types
suivent la méme tendance que les BR des estimations ponctuelles. Les premiers sont toutefois plus élevés
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que les BR des estimations ponctuelles. En cas d’échantillons de petite taille et de grand nombre
d’observations censurées, les BR utilisant des poids mis a 1’échelle sont nettement plus petits que les BR
utilisant des poids non mis a I’échelle. En cas de grandes tailles d’échantillon, les BR avec poids mis a
I’échelle et non mis a 1’échelle sont semblables principalement parce que I’option Firth n’est pas
nécessaire, puisque la convergence ne pose pas probleme en cas de grands ensembles de données.
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Figure 3.5 Rapport des biais relatifs dans les erreurs-types avec échantillons EAS pour Z3.
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Figure 3.6 Rapport des biais relatifs dans les erreurs-types avec échantillons EAS pour Z8.
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Figure 3.7 Rapport des biais relatifs dans les erreurs types en cas d’échantillons avec PPT pour Z3.
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Figure 3.8 Rapport des biais relatifs dans les erreurs types en cas d’échantillons avec PPT pour Z8.

Le tableau 3.1 présente le premier quartile, la médiane et le troisiéme quartile pour le rapport des BR
dans les estimations ponctuelles et les erreurs-types en cas de taille d’échantillon de 50. Le tableau donne
les résultats pour la variable Z, en cas de censure de 10 % et de 90 %. Nous avons observé que pour
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toutes les variables, les premier et troisieme quartiles pour le rapport des BR ne contiennent pas 1 quand la
taille de I’échantillon est petite et que le pourcentage de censure est élevé. Toutefois, comme prévu, en cas
de grands échantillons et de petit nombre d’observations censurées, la différence entre les BR avec poids

mis a I’échelle et non mis a I’échelle est faible.

Tableau 3.1
Rapport des BR dans les estimations ponctuelles et les erreurs-types pour la taille d’échantillon de 50
(variable Z,)

Rapport des BR dans les estimations ponctuelles

Conception Censure de 90 % Censure de 10 %

Premier Troisieme Premier Troisieme

quartile Meédiane quartile quartile Médiane quartile
EAS 1,81 4,38 7,37 1,00 1,03 1,06
PPT 3,36 5,73 11,54 0,99 1,03 1,08

Rapport des BR dans les erreurs-types

Conception Censure de 90 % Censure de 10 %

Premier Troisiéme Premier Troisiéme

quartile Médiane quartile quartile Médiane quartile
EAS 9,03 17,26 40,87 1,03 1,15 1,33
PPT 5,57 12,13 29,92 1,00 1,15 1,33

3.2 Application sur les données de la NHEFS

Nous avons étudié la durée avant la survenue d’une crise cardiaque et son lien avec le cholestérol
sanguin et le tabagisme au moyen d’un ensemble de données de la NHEFS.

La NHEFS est une enquéte longitudinale nationale aux Etats-Unis qui sert a délimiter les relations
entre les facteurs cliniques, nutritionnels et comportementaux, a déterminer les utilisations de 1’hopital, et
a surveiller I’évolution des facteurs de risque pour une cohorte initiale qui représente la population
NHANES | (National Health and Nutrition Examination Survey I). Une cohorte de 14 407 personnes a été
sélectionnée pour la NHEFS. Les données sur le statut vital et le tracage, les données d’entrevue, les
données sur les séjours dans les établissements de soins de santé et les données sur la mortalité de 1987
sont accessibles au public. Pour en savoir plus sur I’enquéte et les ensembles de données utilisés dans la
présente section, consultez le site Web des Centers for Disease Control and Prevention
(https://www.cdc.gov/).

Nous avons utilisé 4 673 observations tirées des données des entrevues publiques de 1987 de la
NHEFS pour étudier I’occurrence de la premicre crise cardiaque dans la population de I’enquéte en 1987
et son lien avec le cholestérol sanguin et le tabagisme. Les variables suivantes ont été employées :

e Stratum, identification de la strate;
e ObservationWeight, poids d’échantillonnage associé a chaque unité d’observation;
e PSU, identification de 1’unité primaire d’échantillonnage;
e Age, variable temps-événement, définie comme suit :
= ]’age du sujet quand la premicre crise cardiaque a été déclarée pour les sujets
ayant déclaré une crise cardiaque;
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= J’age du sujet indiqué lors de I’entrevue pour les sujets qui n’ont jamais
déclaré de crise cardiaque;
e HeartAttack, indicateur de crise cardiaque (1 = crise cardiaque déclarée);
e Income, revenu du ménage normalisé a une moyenne nulle;
¢ HighBloodChol, indique si un sujet a un taux de cholestérol sanguin élevé ou bas;
e Smoker, habitude de fumer du sujet (1 =fumeur actuel, 2 =ancien fumeur, —1 = non-
fumeur);
e Race, race du sujet (1 = noire, 2 = blanche, 3 = autre);
e Gender, genre du sujet.

On utilise la procédure SURVEYPHREG dans SAS/STAT (Mukhopadhyay, 2010) pour ajuster un
modele de régression a risques proportionnels pour I’dge selon le revenu, le cholestérol sanguin,
I’habitude de fumer, la race, le genre et I’interaction entre race et genre. La crise cardiaque sert
d’indicateur censuré. Les poids d’observation varient de 1 164 a 121 040 avec une moyenne de 16 036,51,
une médiane de 12 321 et un coefficient de variation de 74,35. Les sujets sont divisés en 644 grappes et 35
strates.

Dans la présente section, on utilise PROC SURVEYPHREG au lieu de PROC PHREG parce que la
NHEFS utilise un plan de sondage complexe comportant une stratification, une corrélation intra-grappe et
des poids inégaux. PROC SURVEYPHREG prend en charge les instructions STRATA, CLUSTER et
WEIGHT pour tenir compte respectivement de la stratification, de la corrélation intra-grappe et des poids
inégaux. De plus, PROC SURVEYPHREG prend en charge la linéarisation en séries de Taylor et les
estimations de la variance par la méthode du jackknife pour les données d’enquéte (Mukhopadhyay,
2010). Aux fins de I’étude, nous avons choisi I’estimation de la variance par la méthode du jackknife. Les

instructions SAS ajustées au modéle sont présentées a I’annexe 2.

Les 4 673 sujets de 1’échantillon représentent prés de 74,9 millions de personnes dans la population
étudiée de 1987. Parmi les sujets, 213 ont déclaré au moins une crise cardiaque, et les 4 460 autres sujets
sont considérés comme censurés. Les 213 observations d’événements dans 1’échantillon représentent
environ 3,2 millions d’unités de population, et les 4 460 observations censurées dans 1’échantillon
représentent environ 71,7 millions d’unités de population. 95,44 % des observations dans 1’échantillon
n’ont pas déclaré de crise cardiaque, ce qui correspond a 95,68 % d’individus dans la population
(tableau 3.2) qui n’ont pas déclaré de crise cardiaque.

Tableau 3.2
Nombre d’observations censurées et non censurées et leur somme de poids
Total Evénement Censuré Pourcentage de censure
Nombre d’observations 4673 213 4 460 95,44
Somme des poids 74938 614 3239653 71698 961 95,68
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Sans la pénalité de Firth, I’optimisation de Newton-Raphson converge en satisfaisant le critére de
convergence du gradient relative (GCONV = 1E-8), mais les coefficients des variables Smoker et Race ne
convergent pas. Les coefficients pour Smoker = 2 sont 7,47, 10,87 et 11,83 et ceux pour Race =1 sont
7,55, 10,95 et 11,17 dans les trois derniéres itérations, respectivement. Ce phénomene est trés courant en
cas de vraisemblance monotone (voir le tableau 1.1). Sur 644 échantillons répétés (= 644 UPE), on
observe une vraisemblance monotone dans 542 répliques. La vraisemblance pénalisée de Firth est une
bonne solution de rechange en cas de vraisesmblances monotones.

Nous utilisons I’option FIRTH dans PROC SURVEYPHREG (voir « The SURVEYPHREG
Procedure » dans SAS Institute Inc. (2018)) pour maximiser la vraisemblance pénalisée de Firth. L option
FIRTH dans PROC SURVEYPHREG utilise des poids mis a I’échelle. L’optimisation de la
vraisemblance pénalisée converge avec GCONV = 1E-8, ainsi qu’avec une convergence raisonnable dans
tous les coefficients. La convergence est également atteinte dans les 644 échantillons répétés avec la
pénalité de Firth.

Le tableau 3.3 présente les rapports des risques estimés ainsi que leurs intervalles de confiance de
Wald de 95 % pour les taux de cholestérol sanguin et le tabagisme. Dans la population étudiée de 1987, le
risque estimé de crise cardiaque chez un sujet ayant un taux de cholestérol sanguin bas est de 0,6 fois le
risque estimé de crise cardiaque chez un sujet ayant un taux élevé de cholestérol sanguin. Etant donné que
I’intervalle de confiance de 95 % ne contient pas 1, on peut raisonnablement conclure que le risque de
crise cardiague pour un sujet ayant un taux de cholestérol sanguin bas est significativement moins élevé
gue le risque de crise cardiaque pour un sujet au taux de cholestérol sanguin élevé aprés ajustement du
tabagisme, de la race et d’autres variables explicatives dans la population étudiée de 1987.

Les rapports des risques estimés pour les non-fumeurs, les fumeurs actuels et les anciens fumeurs sont
respectivement de 0,59, 0,64 et 1,1. Le risque estimé de crise cardiaque pour les non-fumeurs est inférieur
au risque estimé pour les fumeurs actuels ou les anciens fumeurs. Nous ne possédons toutefois pas de
données probantes suffisantes pour conclure que les rapports des risques associés au tabagisme sont
considérablement différents a 95 % apres correction pour tenir compte du cholestérol sanguin, de la race et

d’autres agents régulateurs dans la population étudiée en 1987.

Tableau 3.3
Rapport des risques pour le cholestérol sanguin et le tabagisme ainsi que leurs intervalles de confiance de
Wald de 95 %

Intervalle de confiance
Estimation ponctuelle Inférieur Supérieur
HighBloodChol 0 vs 1 0,643 0,469 0,882
Smoker -1vs 1 0,590 0,259 1,345
Smoker -1 vs 2 0,641 0,361 1,140
Smoker 1 vs 2 1,087 0,359 3,290
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4 Résumé

La vraisemblance pénalisée de Firth est utile pour 1’obtention d’estimations par le maximum de
vraisemblance a partir d’une vraisemblance monotone dans des modéles de régression a risques
proportionnels. Nous avons proposé une méthode de mise a 1’échelle des poids et montré que la
vraisemblance pénalisée de Firth utilisant des poids mis a I’échelle présente certaines propriétés
souhaitables quand on étudie des enquétes complexes. Au moyen d’une étude par simulations, on a montré
que les biais estimés dans les estimations ponctuelles et les erreurs-types utilisant des poids mis a 1’échelle
sont inférieurs aux biais estimés quand les poids ne sont pas mis a I’échelle. Bien que la vraisemblance
pénalisée de Firth produise de « bonnes » estimations sur la plupart des ensembles de données simulés,
elle n’a pas produit de « bonnes » convergences pour certains ensembles de données. La vraisemblance
pénalisée de Firth utilisant des poids mis a 1’échelle est parvenue a corriger pour une vraisemblance
monotone quand nous avons estimé les taux de risque de crise cardiaque a partir d’un ensemble de
données de la NHEFS. Bien que les résultats numériques soient trés encourageants, il faut approfondir les
recherches pour calculer les distributions asymptotiques des estimateurs obtenus au moyen de la
vraisemblance pénalisée de Firth.

Nous recommandons d’utiliser une vraisemblance non pénalisée quand la convergence ne pose pas
probléme. En revanche, la vraisemblance pénalisée de Firth utilisant des poids mis a ’échelle est
préférable en cas de vraisemblance monotone dans 1’ajustement des modeles de régression a risques

proportionnels pour les enquétes complexes.
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Annexe 1

Convergence de I’estimateur par la vraisemblance pénalisée de Firth

Les estimateurs de la section 2 sont définis comme la solution & un systéme d’équations construites au
moyen des fonctions de score des modeles de régression a risques proportionnels. Dans la présente
annexe, nous montrons que, dans certaines conditions de régularité, ces estimateurs sont convergents par
rapport au plan de sondage. Les propriétés des estimateurs qui sont des solutions a un ensemble
d’équations d’estimation sont largement étudiées dans la littérature sur les enquétes. Voir par exemple
Binder (1983), Godambe et Thompson (1986) et Fuller (2009, section 1.3.4).
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Toutefois, les équations d’estimation pour les modéles de régression a risques proportionnels sont plus
complexes que les équations d’estimation pour les modéles linéaires généralisés, car les fonctions de score
impliquent des sommes pondérées sur les unités échantillonnées. Binder (1992) et Lin (2000) ont montré
que les estimateurs obtenus par la résolution d’équations d’estimation pour les modeles de régression a
risques proportionnels sont convergents. Dans la présente annexe, nous adoptons des arguments
semblables a ceux de Lin (2000) et d’ Andersen et Gill (1982).

Il faut plusieurs hypothéses techniques pour démontrer que les estimations ponctuelles sont cohérentes.
Nous avons besoin d’hypothéses sur les équations d’estimation, la population finie et le plan de sondage
selon lesquelles :

e les fonctions définissant les équations d’estimation doivent étre lisses et convexes;

o la population finie doit étre telle que les moments des quantités de population qu’on utilise

pour définir les équations d’estimation existent;

e |e plan de sondage doit étre tel que les estimateurs de Narain-Horvitz-Thompson (NHT)
(Rao, 2005) pour les totaux de population se comportent raisonnablement.

Toutes ces hypothéses sont courantes dans la littérature sur les enquétes-échantillons comme dans
Fuller (2009). Les fonctions de score pour les modeles de régression a risques proportionnels comportent
des rapports de moyennes de fonctions exponentielles qui sont différenciables a 1’infini.

Soit 7/, et _#, qui désignent respectivement ’ensemble d’indices et les valeurs pour la N°
population finie dans une séquence de populations indexées par N, et soit A, un échantillon de taille n
tire de 7/,. Afin d’étudier les propriétés des grands échantillons pour les estimateurs basés sur un
échantillon, nous supposons des séquences de population et des échantillons tels que N — « et
(N —n) — oo, en gardant la fraction de sondage, &, fixe.

Supposons que _#y = {(t;, A;, Zi(-))}iN:l est un échantillon aléatoire simple de taille N de la
distribution conjointe de (T, A, Z(+)), ou t est le temps de défaillance ou le temps de censure, s’il est
inférieur; A =1 si le temps de défaillance est inférieur au temps de censure et O sinon; et Z (-) est un

vecteur de variables explicatives susceptibles de varier avec le temps.

Soit B un ensemble de paramétres de régression pour la superpopulation qui est définie par la
distribution conjointe de (T, A, Z(+)). Soit B, un ensemble de paramétres de population finie obtenus
par la résolution des équations d’estimation quand toutes les unités N de la population sont observées, et
soit ﬁN un estimateur de P, qui est obtenu par la résolution des équations d’estimation pondérées
seulement au moyen des unités échantillonnées. Notre objectif est de montrer que fiN se rapproche de B,
et que les deux se rapprochent de B a mesure que la taille de I’échantillon et la taille de la population
augmentent.

Examinons les équations d’estimation qui correspondent a la vraisemblance pénalisée de Firth décrite a

la section 2. Par souci de simplicité, nous écrivons ces equations pour un cas sans événements liés. Afin de
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simplifier encore la notation, nous écrivons séparément chaque composante des €équations d’estimation.

Les paramétres de population finie, B, sont une solution a la fonction de score de la vraisemblance
partielle pénalisée, U, (B) = (U, (B), ..., Uy » (B)) , Ol

S(l) ’ti
U0 =N T 20 - S0

B 5(2) (B, ti) S ('3, ti) s® (B, ti) N1
HOS I INT 24, {sm B.t) [S“’) (8, ti)j(S“” (B, ti)J }

QU (B, t) QW (B, 1) SV (B.t,)
STTB.t) S (B t) S (B 1)

QY (B.t) Qi (B.t) SV (B.1) (S (B. 1))
: (3“”(& RIS R ti)](sm(ﬁ, tJj

B [S(l) (B’ ti)](Q(pl) (B, ti) ~ QéO) (B’ ti) S(l) (B, ti)J'

SO t)\SOMB ) SOBL)STPB L)
ou
S (B, 1) = N‘liEZUNI (t, > )exp(B'Z; ()[Z, (t)]™
Q' (B, ) = N‘li;%' (t 2 exp(B'Z; (1) Z, , (D[Z, ()]
et o a=0,1,2 Z/(t)=(Z,,(t),.... Z, ,(1));SUB, 1) = (S (B, 1), ..., S (B, ) tr (-)
désigne la trace d’une matrice; | (-) désigne la fonction indicatrice; p =1, 2, ..., P; et P est le nombre

de paramétres de régression. Notons que S (B, t) et Q' (B, t) dépendent de N, bien que la notation
ne I’indique pas par souci de simplicité.

En définissant la fonction de score pour la vraisemblance pénalisée, nous supposons que la matrice
d’information pour la population finie, I (B, t), est toujours définie positive.

Il faut toutefois rappeler que dans une situation réaliste, toutes les unités de la population finie ne sont
pas disponibles. Soit un échantillon A, sélectionné au moyen d’un plan de sondage probabiliste qui
attribue une probabilité de sélection non nulle, z;, & chaque unité de la population. Soit w, = z;* le poids
de sondage. On obtient un estimateur basé sur un échantillon, BN, en résolvant les équations de score
estimées par la vraisemblance partielle pénalisée. En supposant que N est connu, on obtient comme
estimateur basé sur un échantillon pour U,  (B)
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ieAy §(0) ('3, tl)

. $(2) (B’ ti) ~ S (B’ ti) S (B’ ti) N7t
+Oﬁ{%.§WA{ww&m &WmmJ&mmiJH

{[wa&n)QSW&tJéQW&to]

Uy, (B) = N7 wa, [ZI (t) - Sy (B, 1)

SO, t) SOMt) SOt

QP BY) QPB 1) SV (B.t))(SVB.t))
SOMt) SOMt)SOMB t) SO L)

(5B (QY B ) QB 1) SVt
SOB )\ SOBt) SOMBt)SOBt)

S@ (B, 1) = N_l_z w,l (t; > t)exp (B'Z, (1)[Z, ()]

ieAy

ou

Q¥ (B, ) = N7 D wil (t; =2 )exp(B'Z, (1) Z; , (1)[Z; ()]

ieAy

sont les estimateurs de NHT pour S (B, t) et Q\*) (B, t), respectivement.

Parce que S (B, t) et Q(* (B, t) utilisent des sommes pondérées sur des unités échantillonnées,
nous avons besoin de techniques définies dans Lin (2000) pour étudier les propriétés des grands
échantillons de ces estimateurs. Définissons G, (t) = Al (t; <t), G(t) = N*lzid/N G, (t) et G(t) =

ZieA w,G; (t). Nous pouvons alors écrire les fonctions de score de population finie au moyen de
N

I’intégration stochastique,

- SW (B, t,
Uy ,(B) = Nfli; _[0 [Z. (t) - S(p°)$ '[;

Lo ) SP B t) (SYB ) SV B )Y ’
+ 0,5tr[ {N i;AN .[o {S(O) (B, t,) - (S(o) (B, ti)][s(o) 0 ti)J }dG (tl)}

Q¥ (B t) QO (B t)S?(B.t)

SOMB.t) SOMBt)SO®t)
QW@ t) QY (B.t)SY B t))(SY B t))

_(S(”(B,n)_'S<“(B,h)S<“(ﬁ,h)j(3(“(ﬂ’ﬁ)]

_(S(l) (B, ‘i)j QY (B.t) _ Qi (B t) SV (B 1)) | || 4o (t)
SOBt))(STB L) SOBL)STB L) |

et les fonctions de score basées sur 1’échantillon sont
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A Lo SU(B.t)
Uy, () =N i;{i IO (ieA)W, {Zi(ti ) - SOP.L,)
+05tﬂN ZJ I (ic AW,
SP(B.t) (8U(B.1))(SV(B.1)) 71
{gwan>(éwxﬁon(éwxﬁon}dG‘D}
OP(B.L)  OP(B.1)S (L)
SOB.t)  S(B.t)S(B.L)
QU(B.L)  Q(B.) SU(B.L))(SUB. 1))
- §(0)(ﬁ,ti)_§(0)(thi)§(0)(ﬁ’ti) SO, 1)
~ é(l)([i,ti) Q(pl)(ﬁ’ti)_(jéo)(ﬁ’ti)S(D(B’ti) , dG,(1)
SOB.1))(SOB.t) SOB.1) St o

Notons que les quantités S® et Q(pa) sont simplement des moyennes sur des quantités de population
finie. Définissons les limites de ces moyennes comme suit :

s (B, t) = limS'™ (B, 1)
= ||m N - Zl(t > t)exp (B'Z, (1))[Z, ()]
qy (B, t) = Q‘a) (B, t)
= N Zutﬂnmwzanlﬂnw(mm
g(t) = IlmN ZG (t)
a = limN 1;[ Z, (1)dG, (t).

Ainsi, la fonction de score de la population finie, U, , (B), converge vers la fonction de score de la
superpopulation uy , (B), ou

(1)
umgm=a—L(m$3d(0

Jeefso @ (sr@oys @0yl ]
+%{Lhmeo(wwwMNWﬁ””“ﬂ

a” B 1) ay” (B 1) s (B 1)
s @ 1) s )sYB Y

D@, t) a® B, t) s B 1)) sV 1)
’&mmek@mﬂmmmAJﬁmme

_meojqwmw_%waan&o’d(w
ST 0SB SOEOSO@0) [ |
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Supposons maintenant que les quantités de population, Z,, qui servent a définir les fonctions des score
ont des moments finis et que la séquence des plans de sondage est telle que toutes les fonctions lisses des
estimateurs de NHT convergent. Parce que U  (B) est une fonction lisse des totaux de population, et que
chaque total est estimé au moyen d’un estimateur de NHT, U v (B), est convergent par rapport au plan de
sondage pour U (B). Par conséquent, (U, (B) — U, ([i))|j”N = 0(1). Ainsi, en utilisant des arguments
semblables a ceux de Lin (2000) et d’Andersen et de Gill (1982), on peut montrer que B, et ﬁN
convergent vers la méme limite.

Parce que n/N est fixe, ZAN w, est I’estimateur de NHT pour N, et que U () est un estimateur
convergent (pas nécessairement sans biais) de 0, U () et (n/N)U (B) convergent vers la méme limite
avec un ordre de convergence identique. On peut facilement montrer que (n/N)U () et
(n / z N Wi)U (B), les équations d’estimation qui utilisent les poids mis a 1’échelle, ont une espérance
identique.

Annexe 2

Programme SAS pour I’obtention d’estimations par la vraisemblance
pénalisée de Firth

Les instructions SAS a la fin de la section sont ajustées a un modéle de régression a risques
proportionnels utilisant des poids mis a 1’échelle dans une vraisemblance pénalisée de Firth. L’instruction
PROC invoque la procédure et I’option VARMETHOD =JK lance une requéte d’estimation de la
variance par la méthode du jackknife. On peut aussi spécifier VARMETHOD = TAYLOR,
VARMETHOD = BRR ou VARMETHOD = BOOT pour lancer une requéte de méthode d’estimation de
la variance par linéarisation en séries de Taylor, par répliques répétées équilibrées ou par
rééchantillonnage bootstrap, respectivement. La sous-option DETAILS de 1’option VARMETHOD = JK
imprime les estimations de chaque échantillon répété ainsi que I’état de convergence. L’instruction
WEIGHT spécifie les poids d’échantillonnage, I’instruction STRATA spécifie les strates et I’instruction
CLUSTER spécifie les UPE. L’instruction MODEL spécifie le modele d’analyse. L option FIRTH dans
I’instruction MODEL lance une requéte de vraisemblance pénalisée de Firth. Les deux instructions
HAZARDRATIO lancent des requétes de rapports des risques pour le cholestérol sanguin et le tabagisme,
respectivement. L’instruction ODS OUTPUT stocke les estimations par répliques et I’état de convergence
de chaque réplique dans I’ensemble de données SAS RepEstimatesFirth. Cet ensemble de données est
utile aux fins de vérification de I’état de convergence de chaque échantillon répété.

proc surveyphreg data = NHEFS varmethod=jk (details);

class GenderHighBloodChol Race Smoker;

weight ObservationWeight;

strata Stratum;

cluster PSU g

model EventTime*HeartAttack (2) = Income HighBloodChol

Smoker Race Gender Race*Gender / firth;
Hazardratio HighBloodChol;
Hazardratio Smoker;
ods output repestimates=RepEtimatesFirth;
run;
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Echantillonnage d’ensembles ordonnés avec probabilité
proportionnelle a la taille dans des populations stratifiées

Omer Ozturk?

Résumé

Le présent article construit un échantillon d’ensembles ordonnés avec probabilité proportionnelle a la taille
(PPT) a partir d’une population stratifiée. Un échantillon d’ensembles ordonnés PPT partitionne les unités d’un
échantillon PPT en groupes d’observations semblables. La construction de groupes semblables repose sur des
positions relatives (rangs) d’unités dans de petits ensembles de comparaison. Ainsi, les rangs induisent plus de
structure (stratification) dans 1’échantillon en plus de la structure de données créée par des probabilités de
sélection inégales dans un échantillon PPT. La structure de données ajoutée rend 1’échantillon d’ensembles
ordonnés PPT plus informatif qu’un échantillon PPT. On construit 1’échantillon d’ensembles ordonnés PPT
stratifié en sélectionnant un échantillon d’ensembles ordonnés PPT a partir de chaque strate de la population.
L article construit des estimateurs sans biais pour la moyenne de la population, le total de la population et leurs
variances. On applique le nouveau plan d’échantillonnage & des données sur la production de pommes pour
estimer la production totale de pommes en Turquie.

Mots-clés :  Echantillonnage PPT; PPT stratifi¢; échantillon d'ensembles ordonnés; répartition de I'échantillon.

1 Introduction

Dans les études par échantillonnage, le choix du plan de sondage dépend de la structure de la
population. Dans cet article, nous considérons une structure de population présentant deux caractéristiques
principales. Elle doit contenir une variable de taille X et une variable d’intérét Y. Les valeurs de la
variable de taille doivent étre approximativement proportionnelles aux valeurs de la variable Y, et les
valeurs de la variable X doivent étre disponibles pour toutes les unités de population avant
I’échantillonnage. La deuxiéme caractéristique de la structure de la population est qu’un petit pourcentage
d’unités de population doit produire des valeurs extrémes dans les variables Y et X avec des constantes
de proportionnalité différentes. Ces unités produisent habituellement des moyennes et des variances plus
grandes que les autres unités de la population dans les variables Y et X . Cette structure de population est
trés courante en pratique. Dans 1’échantillonnage de données agricoles, la population agricole d’un Etat ou
d’un pays peut contenir deux variables, les cultures agricoles Y et la taille des exploitations agricoles X
en acres. Les exploitations agricoles peuvent étre divisées en deux groupes, celles de tailles petites ou
normales et les mégafermes qui ont des valeurs extrémement grandes pour les variables X et Y. Le
pourcentage de mégafermes serait petit, mais elles pourraient avoir des moyennes et des variances plus
grandes pour les variables Y et X, et la constante de proportionnalité entre les valeurs Y et X peut étre
plus grande.

La structure de la population dans 1I’Enquéte mensuelle sur le commerce de détail réalisée par le
Census Bureau des Etats-Unis en serait un exemple. Dans ce cas, la population est définie comme étant les
établissements commerciaux ayant un numéro d’identification d’employeur (NIE). Le Census Bureau
utilise un plan trés complexe dans lequel les revenus annuels des années précédentes servent a construire
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une variable de taille. La structure de la population convient a la configuration examinée dans I’article.
Les revenus des années précédentes seraient approximativement proportionnels aux revenus actuels. Les
revenus de la plupart des entreprises seraient des valeurs typiques, tandis que les revenus d’un certain
pourcentage d’entreprises seraient extrémement élevés, ce qui donnerait une moyenne et une variance plus
grandes et une constante de proportionnalité différente. La constante de proportionnalité différente peut
étre causee par le fait que les grandes entreprises soient plus productives ou moins productives que les
autres entreprises.

Nous donnons un troisieme exemple a partir des données de la production de pommes en Turquie en
2002. L’ensemble de données a été recueilli par 1’Institut turc de la statistique et rapporté dans Kadilar et
Cingi (2003) ainsi qu’Ozturk et Bayramoglu-Kavlak (2018). Il contient deux variables : la production de
pommes (Y) (en milliers de kg) et le nombre de pommiers (X) dans les cantons (ou localités). Les unités
d’échantillonnage sont les 851 localités de I’ensemble de données. Les valeurs de X de tous les cantons
sont disponibles dans la base de sondage avant 1’échantillonnage. La figure 1.1 fournit le diagramme de
dispersion des valeurs de Y et de X, ou nous voyons que la valeur de la variable Y est une fonction
croissante de la valeur de X. Nous constatons également que les points rouges indiqués par « X » dans le
graphique ont de grandes valeurs pour les deux variables X et Y et que leur constante de proportionnalité
est différente de celle des autres points. Par conséquent, cette population convient a notre structure de
population.

Les données sur la production de pommes ont des structures supplémentaires. L’ensemble de la
population est stratifiée en sept régions géographiques différentes : Marmara, Egée, Méditerranée, Anatolie
centrale, Mer Noire, Anatolie orientale et Anatolie du Sud-Est. Ces régions ont des régimes climatiques
différents et la production de pommes varie significativement d’une région a ’autre. Les observations
extrémes indiquées par « X » dans la figure 1.1 proviennent des régions Marmara, Egée, Méditerranée et
Anatolie centrale. Il s’agit d’une configuration naturelle pour la construction d’un échantillon d’ensembles
ordonnés avec probabilité proportionnelle a la taille (PPT) a partir de chaque sous-population.

| 1 | 1 1
X

50000 100000 150000 200000 250000 300000
x

Production de pommes (en milliers de kg)

T T T T T T
0 500000 1000000 1500000 2000000 2500000 3000000
Nombre de pommiers

Figure 1.1 Diagramme de dispersion de la production de pommes.
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La variable X dans notre configuration de population fournit de I’information sur la taille relative des
unités dans toute la population. Comme la variable Y est approximativement proportionnelle & la variable
X, la taille de I’unité indique I’importance de sa contribution a la variable d’intérét Y. Par conséquent,
les unités importantes doivent avoir une plus grande probabilité d’étre incluses dans 1’échantillon.
L’échantillonnage avec probabilité proportionnelle a la taille (PPT) impose délibérément des probabilités
de selection plus élevées pour les unités importantes afin de produire des estimateurs sans biais et trés
efficaces pour la moyenne ou le total de la population. La principale contribution de 1’article est
d’introduire un nouveau plan de sondage qui combine I’information de classement dans un échantillon
d’ensembles ordonnés (EEO) avec I’avantage des probabilités de sélection inégales utilisées dans un
échantillon PPT.

Un échantillon PPT type contient les triplets (Y;, 7;, u;), i =1,...,n, ou Y, et z; sont la valeur de Y
et la probabilité de sélection de ’unité u; pour chaque tirage selon un échantillonnage par sélection avec
remise. Bien que ’échantillonnage PPT puisse étre effectué sans remise, ici toutes les références a un
échantillonnage PPT renvoient a un échantillonnage avec remise. Les lecteurs trouveront dans Thompson
(2002, page 53) une présentation plus détaillée des échantillonnages PPT. Dans un échantillon PPT, la
variable de taille n’est pas nécessairement utilisée directement dans la construction des estimateurs. Par
ailleurs, les valeurs de la variable X sont disponibles pour toutes les unités de population, y compris pour
les unités non incluses dans 1’échantillon PPT. Par conséquent, la variable X pourrait nous aider a
emprunter de D’information supplémentaire a partir d’un ensemble de comparaison d’unités non
mesurées H.

Aux fins de la construction d’un point de données type (Y;, 7;, U;) dans un échantillon d’ensembles
ordonnés PPT, nous sélectionnons des unités H dans la population au moyen d’un échantillonnage PPT
avec remise pour former I’ensemble de comparaison {u,, ..., u,, }. Nous classons ces unités sans mesure
en fonction de la variable X sans co(t supplémentaire. Nous mesurons ensuite la valeur de la variable Y
pour une seule unité, I’unité ayant le rang R;, et nous obtenons (Yg, 7y, Ugr) OU €t Y, et 75, sont
la valeur de la variable Y et la probabilit¢ de sélection de 'unité U, a chaque tirage. Un point de
données dans I’ensemble de comparaison, (Y, 7gys Uy), fournit plus d’information qu’un point de
données dans un échantillon PPT, (Y,, 7;, u;), puisque le rang R, emprunte des renseignements
supplémentaires aux autres unités non mesurées H —1 dans I’ensemble de comparaison. Dans I’article,
nous nous appuyons sur cette idée pour construire un échantillon d’ensembles ordonnés PPT plus
informatif qu’un échantillon PPT. Les détails de la procédure d’échantillonnage seront donnés dans la
section 2.

On utilise ’information sur la position dans un contexte légérement différent dans les échantillons
d’ensembles ordonnés (EEO) et les plans de sondage poststratifié au jugé (PSJ) pour emprunter de
I’information aux unités de population non mesurées. La construction d’un échantillon d’ensembles
ordonnés de taille n en nécessite de déterminer les deux nombres entiers d et H, n = dH, ou H et d

sont respectivement la taille de 1’ensemble et celle du cycle. La taille de I’ensemble H contréle la
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quantité de renseignements qui peuvent étre empruntés aux unités des ensembles de comparaison. La taille
du cycle d sert a augmenter la taille totale de 1’échantillon dans un EEO. Une fois que H et d sont
choisis, on sélectionne nH unités dans la population et on les partitionne en n ensembles de comparaison
disjoints, ayant chacun H unités. Les unités de chaque ensemble de comparaison sont classées sans
mesure au moyen de la variable X et la valeur de la variable Y (Yy,;; j =1,..., d) associée avec la
valeur de X se trouvant au h® rang est mesurée dans d ensembles de comparaison différents,
h=1,...,H. Les valeurs mesurées Yy ;,h=1..,H;j=1..d sont appelées échantillon

d’ensembles ordonnés.

La construction d’un échantillon PSJ de taille n commence par un échantillon aléatoire simple de taille
n et mesure tous les Y,,i =1, ..., n. Pour chaque unité mesurée dans cet échantillon, on sélectionne
ensuite H —1 unités supplémentaires dans la population pour former un ensemble de comparaison de
taille H. On détermine le rang R, de I'unité mesurée Y, dans chaque ensemble de comparaison. Les
paires de (Y;, R;), i =1, ..., n, constituent un échantillon PSJ.

Les échantillons de type EEO et PSJ créent des statistiques d’ordre induites pour la variable Y avec
les rangs de la variable X dans les ensembles de comparaison. Par conséquent, la variable aléatoire Y
(Y, étant donné que R, = h pour I’échantillon PSJ) est stochastiquement plus petite que la variable
aléatoire Vil (Y; étant donné que R; = h') pour h < h'. Cette propriété d’ordre stochastique induit une
stratification implicite entre les unités d’échantillon mesurées. On peut anticiper des améliorations de
I’efficacité des échantillons EEO et PSJ comparativement a un échantillon aléatoire simple a partir de la
partition de la variation totale en variation entre strates et variation a I’intérieur des strates. Pour connaitre
plus en détail ces plans d’échantillonnage, se reporter a I’article de synthése de Wolfe (2012) et ses
références. Les échantillons EEO et PSJ utilisent tous deux I’information sur la position des unités dans
les ensembles de comparaison, mais ils n’utilisent pas complétement 1’information donnée par les
probabilités de sélection dans un échantillon PPT. Toutes les unités des ensembles de comparaison pour
les échantillons EEO et PSJ sont sélectionnées avec des probabilités égales. Par conséquent, elles
pourraient ne pas convenir a la structure de population étudiée dans I’article.

MacEachern, Stasny et Wolfe (2004) ont introduit le plan de sondage PSJ dans une configuration de
population infinie. Dans le contexte d’une population finie, les constructions des échantillons PSJ et EEO
dépendent de si les ensembles de comparaison sont sélectionnés avec ou sans remise. Patil, Sinha et
Taillie (1995) ont considéré un plan EEO dans une population finie, ou aucune des unités d’un ensemble
de comparaison n’est remise dans la population avant la sélection de 1’ensemble de comparaison suivant.
Deshpande, Frey et Ozturk (2006) ont étendu le plan de sondage EEO en y ajoutant trois scénarios de
sélection sans remise différents et ont construit des intervalles de confiance non paramétriques pour les
quantiles de population.

L’échantillonnage probabiliste a également suscité un trés grand intérét pour 1’échantillonnage EEO et
PSJ. Al Saleh et Samawi (2007), Ozdemir et Gokpinar (2007 et 2008), Gokpinar et Ozdemir (2010),
Ozturk et Jafari Jozani (2013), Frey (2011) et Ozturk (2014) ont calculé les probabilités d’inclusion et ont
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construit des estimateurs de type Horwitz-Thompson pour la moyenne et le total de la population a partir
d’un échantillon d’ensembles ordonnés. Ces documents de recherche montrent qu’un plan EEO permet
d’améliorer considérablement [’efficacité par rapport a un plan d’échantillonnage aléatoire simple
habituel. Ozturk (2016) a établi des estimateurs pour la moyenne de la population en se fondant sur un
échantillon PSJ, et a ainsi montré que I’estimateur a besoin d’un facteur de correction pour population
finie semblable a celui utilisé dans un échantillon aléatoire simple.

Un petit nombre de chercheurs ont appliqué la méthodologie EEO aux plans de sondage existants.
Muttlak et McDonald (1992) ont incorporé le plan de sondage EEO a une méthode d’échantillonnage
linéaire. Sroka (2008) I’a utilisé dans un échantillonnage stratifié en construisant un échantillon EEO a
partir de chaque strate. Wang, Lim et Stokes (2016) ont examiné le plan EEO dans un plan randomisé par
grappes avec un modele a effet mixte, ou I’effet de grappe est traité comme étant aléatoire. Ils ont montré
que I’utilisation d’un plan EEO au niveau des grappes a des effets beaucoup plus importants sur
I’efficacité que son utilisation a I’intérieur des grappes. Nematollahi, Salehi et Aliakbari Saba (2008) ont
utilisé le plan EEO dans un contexte de population finie seulement au deuxiéme degré d’un
échantillonnage a deux degrés selon un plan de sélection avec remise. Parce qu’ils utilisent le plan EEO
seulement au deuxieme degré avec remise, ’amélioration de 1’efficacité de leur estimateur par rapport a
un estimateur pour un échantillon aléatoire simple a deux degrés est minime. Sud et Mishra (2006) ont
également utilisé un échantillon par grappes a deux degrés avec plan d’échantillonnage d’ensembles
ordonnés dans un contexte de population finie en supposant que les tailles de population des grappes sont
toutes égales. Ozturk (2019a) a élaboré une inférence statistique fondée sur le plan pour un échantillon
d’ensembles ordonnés groupé a deux degrés dans un contexte de population finie.

Dans le présent article, nous élaborons une inférence statistique pour le plan d’échantillonnage
d’ensembles ordonnés PPT dans un contexte d’une population ou les valeurs de la variable de taille sont a
peu pres proportionnelles aux valeurs de la variable d’intérét et ol un petit pourcentage d’unités de
population produit de grandes valeurs X et Y avec une constante de proportionnalité différente. Nous
motivons le nouveau plan de sondage au moyen de données sur la production de pommes. La section 2
présente ’échantillon d’ensembles ordonnés PPT dans un contexte de population finie. Il permet de
construire des estimateurs sans biais pour la moyenne de population, son total et leurs variances. Nous
montrons que I’estimateur pour un échantillon d’ensembles ordonnés PPT a une variance plus petite qu’un
estimateur pour un échantillon PPT. La section 3 étend 1’échantillon d’ensembles ordonnés PPT a une
population stratifiée et construit des estimateurs sans biais pour la moyenne de la population, son total et
leurs variances. La section 4 examine quatre procédures différentes de répartition de taille d’échantillon
pour minimiser la variance de 1’estimateur sous un modéle de codt et différentes structures de strates de
population. La section 5 présente une comparaison de I’efficacité de I’estimateur calculé pour
I’échantillon d’ensembles ordonnés PPT de la moyenne de population par rapport a des estimateurs
concurrents. La section 6 illustre I’utilisation de données de 1’échantillon d’ensembles ordonnés PPT dans
I’estimation de la production de pommes en Turquie. Enfin, a la section 7, nous formulons quelques

observations finales. Toutes les démonstrations se trouvent dans ’annexe.
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2 Echantillon d’ensembles ordonnés par échantillonnage avec
probabilité proportionnelle a la taille

Nous considérons une population finie de taille N, 22" = {u,, ..., u,}. Supposons que chaque unité
de la population posséde deux caractéristiques Y et X. Les valeurs de X sont disponibles pour toutes les
unités et les valeurs de Y sont approximativement proportionnelles aux valeurs de X. Un faible
pourcentage des unités de population peut produire des valeurs extrémes pour les deux variables Y et X
avec une constante de proportionnalité différente. Soit z; la probabilité que I'unité u, soit sélectionnée
dans 2", pour chaque tirage.

p I’unité u; est sélectionnée a partir de 2" selon un
T = . 7 - - - 1
' échantillonnage par sélection avec remise pour chaque tirage

ou z; est proportionnel a la taille de X pour 'unité u,. Les valeurs de la variable Y dans la population

2" sont indiquées par v, ..., Y. On définit la moyenne et la variance de cette population comme suit :
1 Q , 1y )
ﬂNz_zyk etGN:_Z(yk_luN)
N k=1 N k=1

Nous commengons par présenter briévement la notation d’un échantillon PPT. Soit n la taille de
I’échantillon. Nous considérons un échantillon PPT, (Y;, 7;, u;),i =1, ..., n, construit & partir de la
population ™ selon un échantillonnage par plan de sélection avec remise avec une probabilité de
sélection 7z,. La fonction de masse de probabilité (FMP) et la fonction de distribution cumulative (FDC)
de la variable aléatoire Y, sont données par

N y N
P, =y) =t =27l(y;=y), F( =22 7l(y; =2).
j=1 z=y; =1
Nous constatons qu’étant donné que les unités d’échantillonnage u,, i =1, ..., n, sont sélectionnées avec
remise, les valeurs Y,,i=1,...,n, sont indépendantes et identiquement distribuées. Considérons
maintenant les statistiques d’ordre Y., dans un échantillon de taille n. La FDC des statistiques du h*
ordre dans un échantillon de taille n est donnée par

n

Finon (¥) = thFr(y) L-F(y}" '
fonim (V) = Fim (V) = Foom (¥7), (2.1)

ou F., (y) estlalimite a gauche a y.

Nous construisons maintenant un échantillon d’ensembles ordonnés PPT qui combine 1’information de
classement dans les ensembles de comparaison avec I’information fournie par les probabilités de sélection

dans un échantillon PPT. Soit H la taille de I’ensemble. Au moyen d’un plan de sondage PPT, nous
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sélectionnons H unités de la population avec remise pour former un ensemble de comparaison
S ={U,, ..., U, } avec probabilités de sélection, {z,, ..., 7, }. Les unités de cet ensemble sont classées
de la plus petite a la plus grande a partir des valeurs de la variable de taille X, ce qui produit
S™ = {(Yuy» s Upaps X1)) s - (Ypups g Uy X))o OU Yy, est la valeur de la variable Y et 7,
est la probabilité de sélection de 'unité uy,; qui correspond a la h® plus petite valeur de X (X,,) dans
I’ensemble. La plus petite unité classée dans I’ensemble S~ est sélectionnée et mesurée pour la variable
Y, Yy, et sa probabilité de sélection, 7z, est enregistrée. Les unités restantes H —1 ne sont pas
mesurées. On les utilise seulement pour obtenir le rang de u, en se fondant sur le classement des mesures
de X. Nous construisons un autre ensemble de comparaison au moyen d’un échantillon PPT et nous
classons les unités selon la variable X. Cette fois, nous mesurons la variable Y sur 1’unité qui correspond
a la deuxiéme plus petite valeur de X et enregistrons sa probabilité de sélection, (Y,;, 7). Nous
continuons de construire des ensembles de comparaison et de mesurer les variables Y jusqu’a ce que nous
ayons la mesure de I'unité qui correspond a la plus grande valeur de X, (Y[H], E[H]). Les valeurs
mesurées (Yp,;, 71n), h =1, ..., H, sont appelées cycle. Pour augmenter la taille de 1’échantillon a
n = Hd, tout le processus est répété pour d cycles. Les valeurs mesurées Y;, 7y, h =1, ..., H,
j =1, ..., d sont appelées échantillon d’ensembles ordonnés PPT, ou Y[h] iv pny sont lamesurede Y et
la probabilit¢ de sélection de I'unité uy,, qui correspond a la h® plus petite valeur de la variable X dans
’ensemble h et le cycle j. Nous appelons Y, statistique du h® ordre induit puisque sa position est
induite par les valeurs de X dans I’ensemble. Nous remarquons que la statistique d’ordre induit Yy, et
Iunité d’ordre induit U, sont définies dans des ensembles de comparaison avec la taille d’ensemble H.
Pour simplifier la notation, nous omettons la taille d’ensemble H et écrivons Y =Yy, .y
Urhgi = Urhomgie

L’échantillon des ensembles ordonnés PPT est illustré dans le tableau 2.1 pour la taille d’ensemble
H = 3 et lataille de cycle d = 2. Pour chaque cycle, le tableau contient trois ensembles de comparaison
(lignes). Chaque ensemble comporte trois unités. Les unités de chaque ensemble sont classées selon la
variable X. Les unités de la diagonale (en gras) sont mesurées pour les valeurs des variables Y, et leurs
probabilités de sélection sont enregistrées. La derniére colonne contient les valeurs mesurées des unités de
I’échantillon d’ensembles ordonnés PPT. Chaque point de données mesuré dans le tableau 2.1 donne trois
éléments d’information : (1) la valeur de Y, (2) la probabilité de sélection de I'unité selon un
échantillonnage avec remise, et (3) la position relative de 1’unité dans son ensemble de comparaison. On
peut établir une comparaison intuitive entre I’échantillon d’ensembles ordonnés PPT et d’autres plans de
sondage décrits dans la littérature. Par exemple, un échantillon aléatoire simple fournit 1’information du
point (1), un échantillon d’ensembles ordonnés fournit I’information des points (1) et (3), et un échantillon
PPT fournit I’information des points (1) et (2). Selon nos anticipations (que nous démontrons dans le
théoréme 1), I’échantillon d’ensembles ordonnés PPT est plus informatif que ces trois plans de sondage et

présente donc une variance plus petite, puisqu’il fournit I’information des points (1), (2) et (3).
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Tableau 2.1
Ilustration de I’échantillon d’ensembles ordonnés PPT pour la taille d’ensemble H = 3 et la taille de cycle
d=2
Cycle |Ensemble Unités classées dans les ensembles de comparaison Mesures
1 ! e T X Yoo Zow Xonfs Vans Zian Xonf (N
{Y[l ame (m} {Y[zn' Ti2qs X(M}, {Y[3]1' Tisno x(sn} (Y[z 1 7[2) 1)
3 Mo T X s Yeons Zaw Xonts Yisns Bragr Xan (Yis» 7ian)
2 1 NYager Mg Xaohs Mearer T Xoof o Yisger Tiser X o) (Yo 7ap0)
2 Mo 720 Xoh s Yeorer Tparer Xiopoh s Vispor Zpspor Xisyo) (Yizo: 71210)
3 Mzr Zes Xaa) s Yoo 7o X g} Vs Mpsger Xiaa (Yearer 7is2)

Nous constatons que Y, n’est pas nécessairement identique a la valeur de Y de I'unité ayant la h°®
plus petite valeur de Y (Y,,) puisque son rang est induit selon la variable de taille X. Les crochets
servent a noter la possibilité d’une erreur de classement & I’intérieur de ’ensemble. En 1’absence d’erreur
de classement, les crochets sont remplacés par des parentheses. Dans ce cas Y, devient la statistique du
h® ordre dans un ensemble de taille H.

Dans une étude récente, Ozturk (2019b) a utilisé les rangs induits de fagon post-expérimentale dans un
échantillon poststratifi¢ par choix raisonné PPT. La principale différence entre un échantillon d’ensembles
ordonnés PPT et un échantillon poststratifi¢ par choix raisonné PPT est la mise en ceuvre du processus de
classement. Les rangs dans un échantillon d’ensembles ordonnés PPT sont obtenus avant la mesure de la
variable Y, alors que les rangs dans un échantillon poststratifié par choix raisonné PPT sont obtenus de
maniére post-expérimentale apres la mesure des variables Y dans un échantillon PPT.

Dans I’ensemble de I’article, notre procédure de classement satisfait & la condition de cohérence

HF(y) = hi:l:F[h:H](Y)v (2.2)

o0 Fy, .4, (y) estla FDC de Y,;;. La démonstration de I’équation (2.2) se trouve dans Presnell et Bohn
(1999). La cohérence du processus de classement indique que la méme procédure de classement, aussi
imparfaite soit-elle, est appliquée dans tous les ensembles de comparaison. Par conséquent, 1’égalité dans
I’équation (2.2) se veérifie pour les méthodes de classement qui utilisent la variable de taille X.

Nous construisons un estimateur pour la moyenne de la population a partir de I’échantillon

d’ensembles ordonnés PPT :

L’estimateur pour le total de la population est donné par T, = NY_OP,N' L’estimateur PPT standard,
souvent appelé estimateur de Hansen-Hurwitz, avec la taille d’échantillon n = dH a la méme forme que

I’estimateur Y,,, mais il n’utilise pas I’information de classement :

op’
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Dans les manuels classiques, la variance de Y,  est (voir, par exemple, Thompson, 2002, page 52)

Y, )1 i Vi ?
T | — — :
7 E =S A
Theoréme 1. Soit (Yy,y, 7p0y), h =1, ..., H, i =1, ..., d un échantillon d’ensembles ordonnés PPT de
la population ™. Dans tout scénario de classement cohérent satisfaisant [’équation (2.2), [’estimateur
Yor.n (Top, ) €st sans biais pour la moyenne de la population (total). Leurs variances sont égales a

2 2
O-VOP‘N et GTOP,N

ol =Var(Yy )=

YP, N

O-\%op.u = szz Z{Z meng (Vi) _{z% f[h:H](yk):| }

h=1 k=1 k=1 7T,

—_ 1 g 2 —_ 2 1 H 2 2

= ToyT hZ:;o-[h:H] =07 - W;(”WH] - Ngyy)™ < oy
O'szN = N?% YopN’

2 -
Ol ) = E(ﬂ) et o) = E(22) — g,y sont la moyenne et la variance de Y, /7, -

ThL h

Nous notons que les deux derniéres valeurs attendues du théoréme 1 sont calculées au moyen d’une
distribution aléatoire. Le théoréme 1 montre que I’estimateur Yy, , a toujours une variance plus petite que
la variance de la moyenne d’un estimateur PPT dans la mesure ou il y a des renseignements significatifs
pour classer les unités de 1’échantillon dans un ensemble de comparaison. Dans les contextes ou
I’échantillon PPT convient, I’information de classement serait disponible puisque la variable de taille X
est approximativement proportionnelle a la variable Y. Il donne par conséquent de fagon raisonnablement
exacte le classement des unités dans les ensembles de comparaison.

La fonction de masse de probabilit¢ dans le théoreme 1, f, ., (y,), est donnée pour un classement
parfait comme dans 1’équation (2.1). Selon un classement imparfait, f;,..,;(y,) est la FMP de la
statistique d’ordre induit Y, et sa forme est inconnue. Dans le prochain théoreme, nous donnons un
estimateur sans biais pour Géopv ) (O_Tzop, . ) quelle que soit la qualité de I’information de classement.
Théoreme 2. Soit (Y[h]i, ﬁ[h]i), h=1,...,H;i=1,..., d, un échantillon d’ensembles ordonnés PPT de
la population 2VN. Dans tout scénario de classement cohérent satisfaisant [’équation (2.2),
estimateurs sans biais de o¢ et of  sontdonnés par

2
1 H d d Y Y

6 = L d >l

Yor, 2d?(d —1)H?N? Zf.zl“;{”[h]i [hh}

i, =N
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Pour les échantillons de taille moyenne, nous pouvons utiliser 1’approximation normale pour fournir
des intervalles de confiance approximatifs de 100 % (1 — «) pour la moyenne et le total de la population,
a savoir :

va A2 = A2
OP, N itan,oz/zo_Y},,,va Tor n i_tan,a/ZGfop‘N’

<

out, , ,estle a® quantile supérieur d’une distribution-t ayant des degrés de liberté df =n — H. On
propose df =n — H pour tenir compte de I’hétérogénéité entre les classes de classement par choix
raisonné. Pour les échantillons de petite taille, on peut estimer les degrés de liberté au moyen de

I’approximation de Satterthwaite.

Nous étudions maintenant 1’efficacité de I’estimateur pour un échantillon d’ensembles ordonnés PPT
en utilisant plusieurs populations qui correspondent & la structure présentée dans la section 1. Des
populations finies sont générées au moyen du modéle ci-dessous.

I Pour une taille de population fixe N, on génére la variable de taille X a partir d’une
distribution exponentielle avec une moyenne de 100 et on ordonne ces N nombres aléatoires
du plus petit au plus grand, X, <... < X, 0U X, estla i¢ plus petite valeur des valeurs
de X.

[I.  Soit N" le plus grand nombre entier de sorte que N” < N (1 — w). On génere les valeurs de

Y apartir de
Xg +7e i=1.., N
Yig = . . (2.3)
ﬂxm +7e; 1=N +1,..., N,
ou
Xaiy ¥ T Xp& =1, N7
Yig = (2.4)

X+ 7 X6 i=N"+1,..., N,
(i) (i)<i

ol &; est généré a partir d’une distribution normale avec moyenne zéro et variance 1 et Yy,

est la valeur de la variable Y qui correspond a la valeur de X;,.

Pour un nombre entier donné N, ce modéle génére N paires de mesures de (Y, X), pour lesquelles
les valeurs de la variable Y sont proportionnelles aux valeurs de la variable X. Pour les unités de
population produisant le plus grand 100(1 — @) % des valeurs de Y, la pente de la droite de régression
entre les variables Y et X est B plus grande que la pente de la droite de régression pour les autres
unités. La variance de la variable Y est constante dans le modele (2.3) et augmente avec les valeurs de X
dans le modéle (2.4).

Nous avons réalisé une étude par simulations pour étudier I’efficacité de 1’estimateur pour un
échantillon d’ensembles ordonnés PPT. Des populations finies de taille N =2 000 sont générées a partir
des modeéles (2.3) et (2.4). On sélectionne le paramétre de pente # comme étant 2 ou 3. Le paramétre ¢
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contrdle la corrélation entre les variables Y et X, p =cor(X,Y), et il est sélectionné pour étre
7 = 3; 8; 20. Le parametre @ controle le pourcentage d’unités de population ayant une constante de
proportionnalité plus élevée pour les unités ayant des valeurs de Y extrémes. Nous considérons « valeurs
de 0,05; 0,10 et 0,20. Dans ce contexte de population, nous comparons 1’efficacité de 1’estimateur pour un
échantillon d’ensembles ordonnés PPT avec les estimateurs PPT et par le ratio de la moyenne de la
population. Les échantillons PPT avec remise ont été générés au moyen de la méthode de Lahiri (1951),
qui ne sélectionne aucune des unités avec une probabilité de un dans la population, et donne & chaque
unité de la population une probabilité positive d’étre sélectionnée dans 1’échantillon. Pour chaque
échantillon, la taille de 1’échantillon est fixée a n = dH, avec d =5 et H = 5; 10. On utilise des tailles
d’échantillon relativement plus petites (n = 25; 50) pour évaluer les comportements des petits
échantillons des probabilités de couverture des intervalles de confiance de la moyenne de population. La
taille de la simulation est de 20 000. Comme 1’estimateur par le ratio n’est pas un estimateur sans biais par
rapport au plan, nous utilisons I’erreur quadratique moyenne (EQM) de I’estimateur par le ratio pour
comparer son efficacité avec I’estimateur pour un échantillon d’ensembles ordonnés PPT. L’EQM de

I’estimateur par le ratio est calculée ainsi :

20 000

oy
Z R,i /UN 'YR,i _XTIUX’

EQM
QM 20000.

ou Y; et X, sont les moyennes d’échantillon des variables Y et X, respectivement, dans la i° itération
de la simulation, et x, estla moyenne de la population de la variable X.

Tableau 2.2
Efficacité relative de ’estimateur pour un échantillon d’ensembles ordonnés PPT et de la probabilité de
couverture (COV) de I’intervalle de confiance associé pour la moyenne de la population

Modeéle de variance constante, éq. 2.3 Modeéle de variance croissante, éq. 2.4
EQM, o} EQM, o?

yij ) P H 2 X cov | B o P H 2 - CcoVv

Yor, N O-VOP N Yor, n o-Vop N
2 0,05 0,933 5 5,385 1,657 0939 | 2 0,05 0,918 5 3,335 1,348 0,949
2 0,05 0,933 10 7,281 2,231 0,936 | 2 0,05 0,918 10 4,012 1,587 0,950
2 0,05 0,932 5 4,338 1523 0945 | 2 0,05 0,844 5 1,607 1,090 0,950
2 0,05 0,932 10 5,389 1907 0944 | 2 0,05 0,844 10 1,731 1,144 0,950
2 0,05 0,926 5 2,093 1,235 0,952 | 2 0,05 0,611 5 1,128 1,018 0,947
2 0,05 0,926 10 2,158 1,358 0,951 | 2 0,05 0,611 10 1,167 1,035 0,949
2 0,10 0,951 5 5,136 1900 0,930 | 2 0,10 0,939 5 3,404 1,533 0,952
2 0,10 0,951 10 6,982 2,567 0,938 | 2 0,10 0,939 10 4,017 1,778 0,949
2 0,10 0,951 5 4,283 1,748 0,941 | 2 0,10 0,875 5 1,660 1,157 0,952
2 0,10 0,951 10 5,339 2,188 0,945 | 2 0,10 0,875 10 1,718 1,181 0,949
2 0,10 0,946 5 2,227 1,372 0,953 | 2 0,10 0,648 5 1,134 1,040 0,950
2 0,10 0,946 10 2,273 1,490 0,950 | 2 0,10 0,648 10 1,129 1,029 0,948
2 0,20 0,975 5 4,005 1989 0,939 | 2 0,20 0,965 5 2,888 1,631 0,948
2 0,20 0,975 10 5,253 2,764 0,941 | 2 0,20 0,965 10 3,316 1,941 0,952
2 0,20 0,974 5 3,419 1843 0942 | 2 0,20 0,911 5 1,581 1,210 0,950
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Tableau 2.2 (suite)
Efficacité relative de I’estimateur pour un échantillon d’ensembles ordonnés PPT et de la probabilité de
couverture (COV) de ’intervalle de confiance associé pour la moyenne de la population

Modele de variance constante, éq. 2.3 Modele de variance croissante, éq. 2.4
EQM, ol EQM, o2
B o p H — —— COoV|f o p H —  —— Cov
Yor, n Yor. n Yop, N Yor. n
2 0,20 0,974 10 4,100 2,370 0,947 | 2 0,20 0,911 10 1,598 1,238 0,949
2 0,20 0,970 5 1,873 1,442 0950 | 2 0,20 0,711 5 1,151 1,067 0,951
2 0,20 0,970 10 1,819 1585 0954 | 2 0,20 0,711 10 1,123 1,047 0,949
3 0,05 0,873 5 5,560 1,679 0,936 | 3 0,05 0,867 5 4,700 1,551 0,945
3 0,05 0,873 10 7,596 2,286 0,935 | 3 0,05 0,867 10 6,130 1,998 0,945
3 0,05 0,873 5 5,220 1,636 0,940 | 3 0,05 0,832 5 2,697 1,253 0,950
3 0,05 0,873 10 6,973 2,178 0,938 | 3 0,05 0,832 10 3,121 1,414 0,950
3 0,05 0,870 5 3,862 1,462 0947 | 3 0,05 0,687 5 1,416 1,062 0,949
3 0,05 0,870 10 4,610 1,774 0,946 | 3 0,05 0,687 10 1,504 1,100 0,950
3 0,10 0,914 5 5,274 1,924 0,926 | 3 0,10 0,909 5 4,601 1,786 0,944
3 0,10 0,914 10 7,257 2,632 0,937 | 3 0,10 0,909 10 5,969 2,289 0,945
3 0,10 0,914 5 5,005 1,877 0934 | 3 0,10 0,880 5 2,791 1,402 0,953
3 0,10 0,914 10 6,717 2,505 0,940 | 3 0,10 0,880 10 3,144 1,551 0,950
3 0,10 0,912 5 3,875 1,674 0945 | 3 0,10 0,747 5 1,451 1,111 0,951
3 0,10 0,912 10 4,635 2,027 0,946 | 3 0,10 0,747 10 1,479 1,119 0,949
3 0,20 0,957 5 4,090 2,009 0,936 | 3 0,20 0,953 5 3,694 1,886 0,944
3 0,20 0,957 10 5,434 2,825 0,940 | 3 0,20 0,953 10 4,664 2,497 0,948
3 0,20 0,957 5 3,919 1,968 0,940 | 3 0,20 0,929 5 2,446 1,490 0,950
3 0,20 0,957 10 5,073 2,703 0,942 | 3 0,20 0,929 10 2,680 1,680 0,952
3 0,20 0,956 5 3,125 1,768 0,946 | 3 0,20 0,815 5 1,414 1,155 0,950
3 0,20 0,956 10 3,588 2194 0,949 | 3 0,20 0,815 10 1,409 1,162 0,949

Le tableau 2.2 présente les résultats de I’efficacité et les probabilités de couverture (COV) des
intervalles de confiance d’environ 95 % pour la moyenne de population selon la moyenne de 1’échantillon
d’ensembles ordonnés PPT. Les résultats de I’efficacité montrent que ’estimateur pour un échantillon
d’ensembles ordonnés PPT est plus efficace que I’estimateur PPT et que I’estimateur par le ratio pour tous
les paramétres de simulation dans le tableau 2.2. L’efficacité augmente avec chacun des parameétres de
simulation p, H, S pour les valeurs fixes de tous les autres paramétres. Par exemple, dans le modéle de
variance constante, pour les valeurs fixes de S =2, » =0,05 et H =5, les valeurs d’efficacité par
rapport aux estimateurs par le ratio et PPT sont de 2,093 et 1,235 pour p =0,926 et 5,385 et de 1,657
pour p =0,933, respectivement. Les mémes valeurs d’efficacité dans le modele de variation croissante
sont de 1,128 et 1,018 pour p = 0,611 et de 3,335 et 1,348 pour p = 0,918, respectivement. On peut faire

des observations similaires pour d’autres combinaisons de parametres de simulation.

Les probabilités de couverture des intervalles de confiance pour la moyenne de population sont
relativement proches de la probabilité de couverture nominale de 0,95 pour les modeles de variance
constante et ceux de variance croissante.

3 Echantillon d’ensembles ordonnés PPT en populations stratifiées

Dans cette section, nous construisons un échantillon d’ensembles ordonnés PPT a partir d’une

population stratifiée. L’ensemble de la population est divis¢é en L populations de strates,

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



Techniques d’enquéte, décembre 2020 269

2% ={u;,, ..., Uy}, ot N, est la taille de la population de la I° population de strate, 1 =1, ..., L.
Les moyennes, variances et totaux de la population de strate sont donnés par

1 N, 1 N,
Hy, :_Zyi,li oy, :_Z (Yin = #y) 4= Ny, 121,000 L
N i=1 N| i=1

ou y,, estlavaleurde Y surl'unité¢ u; , dans la population 2™ . La moyenne, le total et la variance de
la population globale sont définis comme suit :

1 1LN|

:Wiiy"’ ty = Nuy, of ZZ y" N '

1=1 i=1 =1 i=1

ou N = Zlel N,. On peut écrire la population totale comme étant t = N z,,. A partir de cette population

stratifiée, nous construisons 1’échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifi¢ (OPS)
NMgir Zpgiafs 1=14,..,d; h=1,,H; =1 .., L

ou d, et H, sont respectivement la taille du cycle et la taille de ’ensemble, dans 1’échantillon de strate de
la population I. Soit n, = d,H, la taille d’échantillon pour la strate I, | =1, ..., L. Les estimateurs de la
moyenne et du total de la population sont donnés ensuite par

N, -~ N, ] h]||

L L
OPSN ZWYOP,M:ZWNI Z

1=1 1=1 | h=1 i=1 hli, 1

et
Tops N = NY_OPS, N

Si I’on ignore I’'information de classement et qu’on utilise 1’échantillonnage PPT, I’échantillon PPT

stratifié peut étre noté comme suit :
Mooz b, i=4..,n, =1, L
L’estimateur de la moyenne de la population basé sur I’échantillon PPT stratifi¢ (PS) est donné par

N,

L L .
—Y L —_—
N TN N &

1=1

Les manuels classiques décrivent la variance de Y

L

o2 le o Yy toe N/,
\7 Z Z Ty 72'_ - NI/uN| = Z N2 pr N, * (31)

1=1 | | k=1

Le prochain théoréme montre que Yqps €t Tops  SONt des estimateurs sans biais pour respectivement la
moyenne et le total de la population.
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Théoréme 3. Soit {Y[h]i,ll ﬂ[h]i',}, i=1,..,d:;h=1 .., H,;1=1.., L, un échantillon d’ensembles
ordonnés PPT stratifié d’une population stratifiée. Dans tout modéle de classement cohérent satisfaisant
I"équation (2.2), les estimateurs Yops \ €t Toos  SONt SANS biais pour la moyenne de la population ()
et son total (t, ), respectivement, et leurs variances sont données par UYEOPS‘N et UTZOPS,N ,

L, N/ L, N/? 1 al 2
: ooy NC e e N ( 12l < o2
Yors, n ; 2 O-VOP Ny ; 2 19PN, N2n H = Hinh) 1A, = O-YPS N
- = 1T h=
2 —_ 2 __2
Tops, N N Yops, N

La démonstration du théoreme 3 suit celle du théoréme 1. Le théoréme 3 indique que la variance de la
moyenne de I’échantillon Yo, \ basée sur un échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié est toujours
inférieure ou égale a la variance de la moyenne de I’échantillon Yoq  basée sur I’échantillon PPT stratifié

dans les contextes ou I’échantillonnage PPT convient.

A partir du théoréme 2, I’estimateur sans biais de la variance oéops _ est.donne par

ZL: N HZdZZ Yo | d >1 1=1,..., L
opsm = 2 d (d —1)H Nz 7Z'[h]| ’ | y — 4, ...y .

h=1 i=1 j=i ”[h]j,l

Cet estimateur de la variance sans biais donne un moyen de construire un intervalle de confiance
approximatif pour la moyenne de la population g, , a savoir :

Y +t

ops, N T Lat, /20,

ou df = zlel n, — ZIL:l H,. Pour les échantillons de plus petite taille, on peut aussi obtenir les degrés de
liberté approximatifs au moyen de 1’approximation de Satterthwaite afin de tenir compte de ’effet des
variances de population de strates inégales. On peut écrire une expression semblable pour un intervalle de
confiance du total de la population t,.

4 Détermination de la taille de I’échantillon

L’un des objectifs d’un plan de sondage stratifié consiste a maximiser le contenu informationnel de
I’échantillon. Comme notre plan de sondage comprend la sélection d’échantillons de chacune des
populations de strates, la répartition de taille d’échantillon aux populations de strates devient un enjeu
important et a une grande incidence sur le contenu de I’information de I’échantillon. Nous examinerons
quatre méthodes de répartition différentes : égale, proportionnelle, de Neyman et optimale pour un modéle
de cofit donné. La répartition de taille d’échantillon (pour ce qui est I’efficacité de I’estimateur) dépend
fortement de la structure de coit de la procédure d’échantillonnage et de I’ampleur des variances au
niveau de la strate. Par conséquent, ces quatre procédures de répartition donnent différents résultats
d’efficacité, puisqu’elles cherchent a réduire au minimum le colt de 1’échantillonnage ou la contribution
des variances au niveau de la strate.
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Notons que le nombre de strates L est fixe et que la taille d’échantillon de la population de strate | est
n,. Pour une répartition égale, toutes les tailles d’échantillon de strate sont égales a n, =n/L,
I =1,..., L, ol n estla taille d’échantillon totale dans 1’échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié.
Pour la répartition proportionnelle, la taille d’échantillon n, est sélectionnée de facon a étre
proportionnelle & la taille de la population de strate N, | =1, ..., L, a savoir :

N
n=—n, I=1..,L
N

Une fois que n, est déterminé de cette maniere, on peut établir d, = n,/H, pour une taille d’ensemble
donnée H,. Dans les contextes ou un échantillonnage PPT convient, le classement dans les ensembles de
comparaison est effectué en fonction de la variable de taille X. Comme la variable X est proportionnelle
a la variable Y, nous nous attendons a ce que les variables X et Y soient fortement corrélées. Par
conséquent, nous sélectionnons une valeur moyennement élevée de H, pour une valeur n, donnée, par
exemple H, =5; 6 ou 10. Selon une répartition proportionnelle, la variance deY,s ,, est obtenue par

2 (P) YL S o 4.1
o< = O . = y .
Yors.n .le NN,nH, hZ; () .le NN;n @D
N H;
ou 57 = H% h:la[zh:H|]'

La répartition de Neyman minimise la variance de 1’estimateur pour ce qui est de la taille d’échantillon
n, soumise a la contrainte que la somme des tailles d’échantillon de strate soit égale a n. La méethode des
multiplicateurs de Lagrange permet de montrer que
NG,

L _
12191

n =

minimise la variance de Y. . Dans une répartition de Neyman, la variance de Yo, , est réduite a la
forme simple

2 c 5!Z|L:15|
GVOPS,N (N) = ; N 2n ' (42)

Si I’étude de I’enquéte a une contrainte budgétaire, on peut optimiser la répartition de taille
d’échantillon en minimisant la variance de I’estimateur par une contrainte budgétaire dans une fonction de

colt. On obtient une fonction de colit simple pour un échantillon d’ensembles ordonnés stratifiés PPT par

C;,=C, + ZL:(C, +r)n, (4.3

ou C; estle colt total, C, est le colt indirect, c, est le cout de la mesure d’une seule observation de la
strate |, et r, est le colt du classement de H, observations dans I’ensemble de comparaison dans une

strate 1. Dans les contextes pour lesquels un échantillonnage d’ensembles ordonnés PPT convient, nous

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



272 Ozturk : Echantillonnage d’ensembles ordonnés avec PPT dans des populations stratifiées

nous attendons a ce que r, soit nul ou trés petit. Selon cette fonction de codt, la répartition optimale des
tailles d’échantillon est donnée par

EI/ G +h , 1= .., L.
Z|L=15|/"/CI +r

Selon le modéle de codt (4.3), la variance de Y. , €st obtenue par

o2 (C)= ZL,‘E,/\/C, +1 Y 5 /e +, |

Ye 2
oPs, N i N 2n

n, =n

Nous comparons maintenant I’estimateur pour un échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifi¢ selon
les procédures de répartition égale, proportionnelle et de Neyman. Selon une répartition égale, chaque
échantillon de strate a la méme taille d’échantillon n, = n/L,1 =1, ..., L. La variance de Y. , selon
la répartition égale est donnée par

o, (E)=3 = (4.4)

La différence entre les variances de Yps  selon les répartitions égale et proportionnelle peut s’écrire
comme suit :

L L&2 (N, -N
O-YEOPS N (E) - O-YEOPS N (P) = Z I { I }. (4'5)
' ' =1 Nn
Nous nous attendons a ce que cette différence soit positive dans les contextes ou les grandes populations
de strate présentent de grandes variances. Dans ce cas, une répartition proportionnelle augmente la taille
d’échantillon pour une grande population de strate afin de réduire la contribution de cet échantillon de

strate a la variance de I’estimateur.

Selon la répartition de Neyman, nous obtenons

Q
|
Ql
\%
o

o2 (E)-o (N)=Y

Ye Ye 2
ops, N ops, N = N 2n

et

YOPS‘ N YOPS‘ N

ot (P)-o2 (N)=Y-Z —ia'z'f'

- i L5|2 i 512;5'
NNn = N7
L&?
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ou &% = ZIL:lﬁ,Z/L. Comme prévu, la répartition de Neyman produit toujours une variance inférieure a
celle des répartitions égale et proportionnelle, mais elle nécessite de connaitre la variance des statistiques
d’ordre induit avant la construction de 1’échantillon. Dans un contexte ou les tailles d’ensemble H, = H

pour tous les échantillons de strate et les variances de population de strate sont connues (ou peuvent étre

estimées) a partir d’études antérieures, on peut obtenir la répartition de Neyman comme suit :

A

nGg,  Noy
[ L . !
1= 91 Z|=1GN|

oU &y est I’estimation de la variance, oy, , de la population de strate |.

n = I=1,.., L,

5 Comparaison de ’efficacité du nouveau plan de sondage et de
Pestimateur

Dans cette section, nous examinons I’efficacit¢ des estimateurs calculés pour un échantillon
d’ensembles ordonnés PPT stratifié. Considérons une population stratifiée avec trois strates (L = 3).
Pour voir les effets de la taille et des variances de la population de la strate sur les procédures de
répartition, nous avons produit des populations stratifiées ayant des tailles de population et des variances
différentes. A des fins de clarté dans la notation, nous définissons les proportions de tailles de population
et de variances comme sulit :

N, o = oy,
~L . oy, T ~—L !
|:1N| Z|:16NI

Notons que les répartitions proportionnelle et de Neyman sélectionnent respectivement des tailles

Py, = I=1,..., L

d’échantillon de strate proportionnelles a p, eta p, .
N

Dans cette partie de la simulation, les valeurs de population des variables Y et X sont générées par un
modeéle différent des modeles des équations (2.3) et (2.4). Pour la population de strate I, nous produisons
X7 = (Xg sy Xy, ) & partir de

X =F(i/(N+1);01); i=1,..,N,

ou F (; A) est la fonction de distribution cumulative de la distribution exponentielle avec une moyenne de
10 (taux A =0,1). Pour simplifier la construction des valeurs de la variable X a partir de la population de
strate, nous avons remis a I’échelle X; | par
X - X:' H—

===, 1=1,...,N.

' min (X7)
Les valeurs de la variable Y dans la population de strate | sont générées a partir des quantiles d’une
distribution normale au moyen de la variable X, ,, i =1, ..., N,. Premiérement, nous calculons
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&, =G ({/(N,+1);06,7); i=1,..., N,

ou G(;a,b) estla FDC d’une distribution normale avec une moyenne a et un écart-type b. Les valeurs
de la variable Y sont alors construites a partir de

Yiio = Xig&n 12100 N,

Dans cette construction, on constate clairement que les valeurs de la variable Y sont proportionnelles aux
valeurs de la variable X. L’utilisation de 1’échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié convient donc
ici.

Dans I’étude par simulations, la taille totale de la population N, la taille de 1’échantillon n et le
paramétre d’emplacement 6, (I =1; 2; 3) sont sélectionnés de facon a ce qu’ils soient égaux
respectivementa N =700, n =90 et 6, =5. Les valeurs N, et 7, sont variées pour établir les valeurs de
Py, € P, dans les tableaux 5.1 et 5.2. Pour les quatre premiéres lignes, les tailles de population et les
écarts-types sont sélectionnés de fagon a ce qu’ils soient respectivement de N, =100, N, =200, N, =
400 et Oy, =35, oy, =10, oy, =5. Pour les quatre dernieres lignes, les tailles de population et les
écarts-types sont selectionnés comme étant respectivement N, =400, N, =200, N, =100 et oy, =35
oy, =10, o\, =5. Afin de faciliter la comparaison, on utilise une taille d’ensemble identique H
(H =2; 3; 5; 6) dans toutes les populations de strate pour toute combinaison de choix particuliers de
Py, et p, . 1=1..., L

L’estimateur sans biais de la variance de la moyenne de I’échantillon nécessite que d, > 2, pour
I =1,..., L Dans la répartition de Neyman et la répartition proportionnelle, il se peut que cette
hypothese ne se vérifie pas dans certains échantillons de strate quand la valeur de p, ou P, esttrop
petite. Dans ce cas, nous avons modifié la répartition de Neyman et la répartition proportionnelle pour que
d, > 2 en réduisant la valeur maximale de d, et en augmentant toute valeur de d, inférieure a 2. Il se
peut que ces procédures de répartition ne soient pas optimales avec cette modification.

Tableau 5.1
Efficacités relatives de I’échantillon PPT stratifié (PS) par rapport a ’échantillon d’ensembles ordonnés PPT
stratifié (OPS); E : Répartition égale; P : Répartition proportionnelle; N : Répartition de Neyman

Proportion de N, Proportion de o Efficacités

N T A A G I R

S T I Y o Y )
2 0,143 0,286 0,571 0,726 0,161 0,113 1,472 1,408 2,007
3 0,143 0,286 0,571 0,726 0,161 0,113 1,927 1,850 2,627
5 0,143 0,286 0,571 0,726 0,161 0,113 2,803 3,001 3,823
6 0,143 0,286 0,571 0,726 0,161 0,113 3,229 3,059 4,402
2 0,571 0,286 0,143 0,945 0,047 0,008 1,468 1,496 1,506
3 0,571 0,286 0,143 0,945 0,047 0,008 1,915 1,917 1,965
5 0,571 0,286 0,143 0,945 0,047 0,008 2,769 2,715 2,689
6 0,571 0,286 0,143 0,945 0,047 0,008 3,180 3,358 2,440
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Le tableau 5.1 présente les efficacités relatives de la moyenne de I’échantillon d’ensembles ordonnés
PPT stratifi¢ par rapport a la moyenne de I’échantillon PPT stratifié¢ selon les procédures de répartition
égale, proportionnelle et de Neyman. Les efficacités sont calculées au moyen des équations (3.1), (4.1),
(4.2) et (4.4). On constate clairement que la moyenne de I’échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié
est plus efficace que la moyenne de I’échantillon PPT stratifié selon toutes les procédures de répartition.

L’amélioration de I’efficacité augmente avec la taille d’ensemble H.

Tableau 5.2

Efficacités relatives de ’estimateur pour un échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié par rapport a la
répartition de Neyman et aux probabilités de couverture des intervalles de confiance; E : Répartition égale;
P : Répartition proportionnelle; N : Répartition de Neyman

Proportion de N, Proportion de o2 Efficacités Probabilité de couverture
|

H | P P P P P P % (E) % (P) E P N

N,y N, N3 Iy N, TNy o.éops ( N ) O.éops ( N ) g. rop. eyman
2 | 0143 028 0571 | 0,726 0,161 0,113 1,021 1,358 0,951 0,947 0,946
3 | 0143 028 0571 | 0,726 0,161 0,113 1,021 1,354 0,950 0,945 0,948
5 | 0143 028 0571 | 0,726 0,161 0,113 1,021 1,214 0,949 0,950 0,953
6 | 0143 028 0571 | 0,726 0,161 0,113 1,021 1,372 0,950 0,933 0,948
2 | 0571 0,286 0143 | 0,945 0,047 0,008 2,327 1,357 0,941 0,947 0,945
3 | 0571 0,28 0143 | 0,945 0,047 0,008 2,325 1,381 0,944 0,949 0,951
5 | 0571 028 0143 | 0,945 0,047 0,008 2,201 1,334 0,939 0,946 0,949
6 | 0571 0,28 0143 | 0,945 0,047 0,008 1,739 0,979 0,941 0,943 0,944

Le tableau 5.2 présente les efficacités des procédures de répartition et des probabilités de couverture de
I’intervalle de confiance approximatif pour la moyenne de population construite a partir des échantillons
d’ensembles ordonnés PPT stratifiés. On calcule encore une fois les efficacités a partir des expressions
analytiques des équations (3.1), (4.1), (4.2) et (4.4), alors qu’on calcule les probabilités de couverture a
partir d’une étude par simulations en générant 5 000 échantillons d’ensembles ordonnés PPT stratifiés. Les
échantillons PPT sont produits au moyen de la fonction « lahiri.design » dans le module R SDaA, Verbeke
(2014). Les efficacités des répartitions égale et proportionnelle sont comparées a celles de la répartition de
Neyman. Comme la répartition de Neyman est optimale, nous constatons que toutes les entrées, sauf 0,979
dans la derniére ligne de la colonne 9, sont supérieures a 1, comme prévu. Dans la derniére ligne, la
répartition proportionnelle est plus efficace que celle de Neyman, car la répartition de Neyman y est
modifiée. La répartition de Neyman donne d, =14, d, =1, d, = 0. Cette répartition est modifiée en
d, =11,d, = 2, d, = 2 pour que la taille du cycle de chaque échantillon de strate soit supérieure & 1. La
répartition proportionnelle de la derniére ligne n’a pas nécessité de modification. Etant donné que la
répartition de Neyman n’est plus optimale dans ce cas, elle n’est pas aussi efficace que la répartition
proportionnelle.

En revanche, la répartition de Neyman reste préférable a la répartition égale y compris quand la
premicre a ¢été modifiée pour les tailles de cycle. On peut obtenir l’efficacité de la répartition
proportionnelle par rapport a la répartition égale en divisant la colonne 8 du tableau 5.2 par la colonne 9.
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Si le ratio des entrées des colonnes 8 et 9 est supérieur a 1, la répartition proportionnelle est plus efficace
que la répartition égale.

Il apparait clairement que, dans les quatre premiéres lignes du tableau 5.2, la répartition égale est
préférable a la répartition proportionnelle. En effet, dans ces populations, les populations de strate plus
petites présentent des variances plus grandes. Par conséquent, la répartition proportionnelle sélectionne
moins de données de la strate ayant une grande variance et plus de données de la strate ayant une petite
variance. Dans les quatre derniéres lignes du tableau 5.2, dans lesquelles de grandes populations ont de
grandes variances, la répartition proportionnelle est plus efficace que la répartition égale, car elle attribue
des tailles d’échantillon plus grandes aux strates ayant des variances plus grandes. Ces résultats
concordent avec le résultat de 1’équation (4.5), selon lequel la répartition proportionnelle est plus efficace
quand de grandes populations de strate ont de grandes variances.

Les trois dernieres colonnes du tableau 5.2 présentent les probabilités de couverture des intervalles de
confiance pour la moyenne de population selon les procédures de répartition égale, proportionnelle et de
Neyman. On constate nettement que toutes les probabilités de couverture sont trés proches de la
probabilité de couverture nominale de 0,95.

6 Exemple

Dans cette section, nous appliquons le plan d’échantillonnage d’ensembles ordonnés PPT stratifi¢ aux
données relatives a la production de pommes. Nous considérons que les données sur la production de
pommes fournies par I’Institut turc de la statistique sont une population finie. Les exploitations de
pomiculture de cette population sont divisées en sept régions géographiques différentes (L = 7). Les
exploitations de chaque région sont considérées comme une population de strate. Le tableau 6.1 montre
que les tailles de population (N,), les moyennes (u, ) et les écarts-types (o, ) varient
significativement. Il est par conséquent naturel d’utiliser un échantillonnage stratifié pour réduire la
variation due a I’échantillonnage. Etant donné que le nombre de pommiers (X ) de chaque canton est
disponible et que les coefficients de corrélation (p,) entre les variables X et Y sont relativement élevés
dans les populations de strate, 1’échantillon d’ensembles ordonnés PPT dans chaque population de strate
serait un choix raisonnable.

Tableau 6.1

Caractéristiques de population des données sur la production de pommes (en tonnes, 1 tonne = 1 000 kg)
Strate (1) H o N, 2
Marmara (I =1) 1536,8 6 425 106 0,816
Egée (I =2) 22337 11 604,9 105 0,856
Méditerranée (I = 3) 9 384,31 29907,5 94 0,901
Mer Noire (I = 4) 967 2389,7 204 0,713
Anatolie centrale (1 =5) 5588 28643,4 171 0,986
Anatolie orientale (I = 6) 631,4 11711 103 0,885
Anatolie du Sud-Est (I =7) 72,4 111,3 68 0,917
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Nous avons traité les données sur la production de pommes comme une population stratifiée et nous
avons simulé des échantillons d’ensembles ordonnés PPT stratifiés (OPS) pour la taille d’échantillon n =
210 et les tailles d’ensemble H = 2; 3; 5; 6. Afin de comparer 1’échantillonnage OPS avec les plans de
sondage concurrents, nous avons aussi produit des échantillons au moyen d’un échantillon aléatoire
simple stratifié (EASS) et d’un échantillon PPT stratifié (PS). Les échantillons sont sélectionnés selon des
procédures de répartition égale (E), proportionnelle (P) et de Neyman (N) dans les trois plans de sondage.

Pour la répartition de Neyman et la répartition proportionnelle, quand la taille du cycle de strate d, est
inférieure a 2, on modifie les répartitions de Neyman et proportionnelle en changeant toutes les valeurs
d, <2 en 2 etenréduisant la valeur maximale de d, afin que la taille totale de 1’échantillon reste égale a
n. Cette modification nous permet d’obtenir un estimateur sans biais pour la variance de la moyenne de

I’échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié.

Tableau 6.2
Efficacités relatives des plans de sondage avec échantillon d’ensembles ordonnés PPT, PPT et EAS stratifiés et
les probabilités de couverture de ’intervalle de confiance approximatif pour la moyenne de population des

données sur la production de pommes; E : Répartition égale; P : Répartition proportionnelle; N : Répartition
de Neyman

EAS stratifié PPT stratifié EEO-PPT stratifiés Probabilité de
couverture
H o; (E) o7 (P) o (N)|o;(E) o7 (P) o7 (N)|o; (E) of (P) 20 Prop. Neviman
o2 (E) ot (P) o (N) |of (E) o2 (P) oi (N)|of (N) o (N)| o "0 7%
2 1,139 1,154 1,321 1,143 1,158 1,259 1,777 1,901 0,943 0,939 0,948
3 1,254 1,251 1,447 1,243 1,243 1,351 1,759 1,872 0,945 0,943 0,952
5 1,399 1,371 1,464 1,399 1,470 1,326 1,566 1,668 0,947 0,942 0,949
6 1,475 1,454 1,434 1,437 1,435 1,294 1,434 1,580 0,944 0,938 0,947

Le tableau 6.2 présente les efficacités relatives de la moyenne de I’échantillon d’ensembles ordonnés
PPT par rapport aux estimateurs concurrents. Ces entrées sont obtenues a partir d’une simulation
comportant 10 000 rééchantillonnages. Il apparait clairement que la moyenne de 1’échantillon OPS est
plus efficace que les moyennes de I’échantillon EASS et PS selon toutes les procédures de répartition. En
général, les efficacités augmentent avec la taille de I’ensemble H quand les tailles du cycle de strate
(d, =n,/H >1) ne sont pas trop petites (H n’est pas grand). Quand la valeur de H est grande, la
répartition de Neyman est modifiée de sorte que d, > 2. Dans ce cas, la répartition de Neyman modifiée
perd ses propriétés optimales, mais elle reste plus performante que les autres procédures de répartition.

A la section 4, nous avons observé que si les grandes populations ont de grandes variances, la
répartition proportionnelle est préférable a la répartition égale. Le tableau 6.1 montre que certaines des
petites populations de strate présentent des variances trés importantes. Par exemple, la population de la
région méditerranéenne (soit la deuxiéme plus petite population) compte 94 exploitations, mais son écart-
type est le plus grand dans les 7 populations de strate. Par conséquent, les efficacités des répartitions
proportionnelle et égale dans les échantillons EASS et PS semblent étre identiques par rapport aux
échantillons OPS (colonnes 2, 3 pour EASS et colonnes 5, 6 pour PS).
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Pour I’¢échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié, la répartition de Neyman apporte une
amélioration considérable par rapport aux répartitions égale et proportionnelle. L’amélioration de
Pefficacité est une fonction décroissante de la taille d’ensemble H, mais cette réduction est due a
I’utilisation d’une répartition de Neyman modifiée pour les grandes tailles d’ensemble (c’est-a-dire ayant
une petite valeur de d,).

Dans 1’échantillon d’ensembles ordonnés PPT stratifié, la répartition égale est plus efficace que la
répartition proportionnelle. On le voit dans le ratio des colonnes 8 et 9. Si nous divisons la colonne 8 par
la colonne 9, toutes les entrées seraient inférieures a 1, ce qui indique que la répartition égale a une
variance moindre que la répartition proportionnelle. Encore une fois, cela concorde avec 1’équation (4.5),
qui montre qu’une répartition égale est préférable si les grandes populations de strate présentent de petites
variances.

Le tableau 6.2 donne aussi les probabilités de couverture d’intervalles de confiance d’environ 95 %
pour la moyenne de la population. On constate nettement que les probabilités de couverture selon toutes
les procédures de répartition sont trés proches de la probabilité de couverture nominale de 0,95.

7 Conclusions

Un échantillonnage avec probabilité proportionnelle a la taille donne des estimateurs trés efficaces
pour la moyenne et le total de la population quand il existe une mesure de la taille pour chaque unité de la
population. La mesure de la taille contient de I’information significative sur I’importance de chaque unité
incluse dans I’échantillon. Elle fournit également des renseignements importants sur la position relative
(rang) des unités de population. En conjuguant ces deux éléments d’information de fagon significative, on
obtient un nouveau plan d’échantillonnage, 1’échantillonnage d’ensembles ordonnés PPT stratifié.
L’échantillonnage d’ensembles ordonnés PPT stratifié¢ conjugue les gains d’efficacité de 1’échantillonnage
probabiliste et 1’information sur la position (rang) de I'unité de 1’échantillon dans un ensemble de
comparaison.

Nous avons construit des estimateurs sans biais pour la moyenne de la population, son total et leurs
variances. La répartition de taille d’échantillon a chaque strate joue un réle significatif dans I’efficacité
des estimateurs. Le choix de la répartition de taille d’échantillon dépend du cott de 1’échantillonnage, des
tailles de population des strates et des variances. Si les populations plus grandes présentent des variances
plus importantes, la répartition proportionnelle fonctionne raisonnablement bien. Le nouveau plan de
sondage est appliqué aux données sur la production de pommes dans une population stratifiée.

Annexe

Démonstration du théoréme 1. Notons d’abord que (Y, 7pnyi), 1 =1, ..., d sont des variables iid
aléatoires. Puis, nous écrivons
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_ 1 H Y H N P(Yh - y)
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En utilisant la cohérence de la procédure de classement de 1’équation (2.2), hous écrivons

E (Vo ) = HlN Z(yijf( k)__z(ykaﬂ (v = Y, =%gyk _

k=1 \ 7Ty k=1

Afin de démontrer la variance, considérons

Var (Y L SRV Rl
o (Vor.n) = frzgane & Vo' 7

ann

2 2
H*dN* = Zinp T
2
Al
nHNZZ (ﬂ[h]lj nHNZZ”h " Ay

En nous appuyant encore une fois sur la cohérence de la procédure de classement a l’intérieur de

I’ensemble de 1’équation (2.2), nous écrivons

2 2 2
1 Y. 1 Y 1 Y
[h11 _ 1 _ 1 1
( J _nNZE(nj _nszar[szrnNz{E(;rj}
Tihp 1 1 1

= Var(YPPT) + ui /.

Nous insérons maintenant ce résultat dans 1’équation (A.1) pour écrire

Var(Yop N) :Var(Y_PPT)‘*‘/Uﬁ/n HNZZ#

1

H
= Var (Yo ) — nHN 2 hZ;('u[h H] N'UN)

< Var( PPT)

Le théoréme est démontré.

Démonstration du théoréme 2. On constate aisément que
2
e/ 2d?(d ~)N°H? =\ 7y, ) 2d°(d —)NH? £ n[h]l ;zmz

2 2
T Ty dH N2 &
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Classification semi-automatisée des réponses a des questions
ouvertes a etiquettes multiples

Hyukjun Gweon, Matthias Schonlau et Marika Wenemark?!

Résumé

Dans les enquétes, les réponses textuelles a des questions ouvertes ont de I’importance, puisqu’elles permettent
aux répondants de livrer plus de renseignements sans contrainte. Dans une classification automatique des
réponses & des questions ouvertes en apprentissage supervisé, la précision souvent n’est pas assez grande.
Comme autre possibilité, une stratégie de classification semi-automatisée peut étre envisagée : les réponses
sont classifiées automatiquement dans le groupe facile a classer et classifiées manuellement dans le reste. Nous
présentons ici une méthode de classification semi-automatisée des réponses a des questions ouvertes a
étiquettes multiples pour les cas ou les réponses textuelles peuvent appartenir simultanément a plusieurs
classes. La méthode que nous proposons se trouve a combiner de multiples chaines de classification
probabiliste en évitant des codts de calcul prohibitifs. L’évaluation du rendement sur trois ensembles de
données démontre I’efficacité de cette méthode.

Mots-clés :  Classification semi-automatisée; questions ouvertes; donnée a étiquettes multiples.

1 Introduction

Les réponses aux questions ouvertes dans les enquétes sont souvent classifiées manuellement selon
différentes classes ou catégories. Si les données sont nombreuses, cette classification manuelle prend du
temps et colte cher, en ce sens qu’il faut faire appel a des codeurs humains professionnels aux
connaissances suffisantes en la matiere. Il est important par ailleurs d’analyser les réponses textuelles aux
questions ouvertes, parce que les répondants n’ont pas de contraintes a respecter au moment de répondre

et peuvent donc livrer une information plus précise qu’avec des questions fermées (Schonlau et Couper,
2016).

Le perfectionnement des techniques d’apprentissage statistique peut étre mis au service de la
classification automatique de données textuelles fournies en réponse a des questions ouvertes. Des
modeles d’apprentissage statistique comme les machines a vecteurs de support (SVM) (Vapnik, 2000) ou
les foréts d’arbres décisionnels (Breiman, 2001) peuvent fonctionner avec des données d’apprentissage et
servir a prédire de nouvelles données. L’analyse de données textuelles fournies en réponse a des questions
ouvertes effectuée par les méthodes d’apprentissage statistique recoit de plus en plus d’attention en
sciences sociales (Matthews, Kyriakopoulos et Holcekova, 2018; Ye, Medway et Kelley, 2018).

Si le recours aux méthodes d’apprentissage statistique réduit le cofit total de la tdche de codage, une
classification entiérement automatisée des réponses a des questions ouvertes demeure un défi. Dans bien
des cas, il est difficile avec une telle classification de parvenir dans 1’ensemble a une précision égale a
celle d’un codage humain et acceptable a des fins de recherche. Une classification semi-automatisée fait
appel aux méthodes statistiques, en ce sens que les réponses faciles a classer le sont automatiquement et

1. Hyukjun Gweon, Department of Statistical and Actuarial Sciences, Western University, Londres (Ontario), N6A 5B7, Canada. Courriel :
hgweon@uwo.ca; Matthias Schonlau, Department of Statistics and Actuarial Science, University of Waterloo, Waterloo (Ontario), N2L 3G1,
Canada; Marika Wenemark, Centre for Organisational Support and Development, Linkping University, région d’Ostergotland, Suéde.
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que les autres sont classifiées manuellement (Gweon, Schonlau, Kaczmirek, Blohm et Steiner, 2017;
Schonlau et Couper, 2016).

Fréguemment, les réponses a des questions ouvertes se voient attribuer plusieurs catégories
simultanément. Dans le monde de 1’apprentissage automatique, des données de cette nature sont dites a
étiquettes multiples. Ce cas différe du cas multi-classes classique ou une réponse textuelle peut seulement
appartenir a une classe ou une étiquette unique. Récemment, Schonlau, Gweon et Wenemark (2019) ont
évalué I'utilisation des algorithmes existants d’apprentissage automatique dans un codage entiérement
automatisé des réponses a des questions ouvertes a étiquettes multiples.

Notre exposé portera sur la classification semi-automatisée de données textuelles a étiquettes multiples
en réponses a des questions ouvertes. Autant que nous sachions, aucune étude n’a été publiée sur la
classification semi-automatisée de données a étiquettes multiples. Le gros du travail sur la classification
semi-automatisée avait a voir avec des données multi-classes. Ajoutons que la plupart des analyses qui, en
apprentissage automatique, portent sur des données a étiquettes multiples présupposent une classification
entierement automatisée. Nous nous attacherons ici aux algorithmes existants pour des données a
étiquettes multiples pouvant se préter a une classification semi-automatisée. Nous proposerons en outre
une nouvelle méthode pour améliorer le rendement classificatoire des méthodes en place dans le contexte
bien précis de la classification semi-automatique a étiquettes multiples. C’est ce que nous allons illustrer
par trois exemples de données textuelles a étiquettes multiples en réponse a des questions ouvertes. Nous
démontrerons que la méthode proposée peut &tre d’une plus grande précision que les méthodes a
application binaire (BR), a grand ensemble d’étiquettes (LP) et a chaines de classification probabiliste
(Dembczynski, Cheng et Hullermeier, 2010) dans le cas de la classification semi-automatisée.

Voici comment se structure le reste de notre exposé : a la section 2, nous passons en revue les éléments
d’une classification semi-automatisée des réponses a des questions ouvertes; a la section 3, nous couvrons
les méthodes de classification a étiquettes multiples; a la section 4, nous détaillons I’approche proposée; a
la section 5, nous évaluons la méthode proposee ainsi que d’autres algorithmes courants bases sur des
données textuelles a étiquettes multiples en réponse a des questions ouvertes; a la section 6, nous
concluons le tout par une analyse.

2 Classification semi-automatisée de données textuelles

Dans cette section, nous décrivons comment s’opére la conversion de réponses textuelles a des
questions ouvertes en variables ngrammes et comment [’algorithme d’apprentissage s’évalue en

classification semi-automatisée.

2.1 Conversion de réponses textuelles en variables ngrammes

Pour que des réponses textuelles servent de données d’entrée a un algorithme d’apprentissage, nous

devons transformer les chaines textuelles d’origine et leur donner une nouvelle représentation par les

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



Techniques d’enquéte, décembre 2020 285

méthodes d’exploration textuelle. Une transformation courante consiste a créer des variables indicatrices
dont chacune indique la présence ou 1’absence d’un mot (unigramme) ou d’une suite de mots (bigrammes
ou, plus généralement, ngrammes) (Sebastiani, 2002; Schonlau, Guenther et Sucholutsky, 2017). Avec
cette technique, nous pouvons exprimer toute réponse textuelle en vecteur dont chaque élément est binaire
et correspond a un mot (ou a une suite de mots). Il est également possible d’utiliser des variables a
fréquence de mots (Manning, Raghavan et Schitze, 2008; Guenther et Schonlau, 2016) au lieu de
variables indicatrices.

En temps normal, il y aura plusieurs milliers de variables ngrammes, y compris de mots redondants.
Nous pouvons en réduire le nombre en appliquant des techniques de prétraitement comme la réduction a la
racine (racine grammaticale), I’application d’un seuil (retrait des mots se présentant moins qu’un certain
nombre de fois) ou 1’élimination de mots trés usuels (comme les mots vides) (Manning et coll., 2008;
Guenther et Schonlau, 2016).

2.2 Taux de production

La classification semi-automatisée demande une cote ou une probabilité exprimant le degré de
confiance dans une prédiction. Une cote ou une probabilité seuil divise les réponses textuelles selon
qu’elles sont faciles ou difficiles a classer. Toutes les nouvelles réponses textuelles dont la cote est bien
supérieure a la valeur seuil peuvent étre mises en classification automatique et toutes les autres, en
classification manuelle. Le seuil est une valeur que spécifie 'utilisateur selon ce qu’il vise comme
combinaison de précision prédictive dans le groupe facile a classer et de nombre acceptable de réponses
d’un classement difficile a mettre en codage manuel. Le taux de production est la proportion de réponses
textuelles faciles a classer. En d’autres termes, il s’agit de la proportion d’observations qui peuvent se
mettre en classification automatique. En général, taux de production et précision sont en rapport inverse.
Si nous optons pour un bas taux de production, seules les réponses les plus limpides seront considérées
comme faciles a classer et la précision de la classification automatique sera grande. Si nous élevons le
taux de production, des réponses plus compliquées seront mises en classification automatique et la
précision tendra a décroitre.

Dans le cas des données a étiquettes multiples, la définition de la précision n’a plus rien d’évident. 1l

sera question & la section 3.1 des mesures d’évaluation applicables aux données multiclassifiables.

3 Classification a étiquettes multiples

Considérons un ensemble d’étiquettes possibles de sortie £ = {1, 2, ..., L}. Dans une classification a
étiquettes multiples, chaque cas a vecteur d’éléments X € R? est associé a un sous-ensemble de ces
étiquettes. D’une maniére équivalente, nous pouvons décrire le sous-ensemble comme Y =(y,, ¥,,-.-, Y, ),
ou y, =1 sil’étiquette i est attribuée au cas et y, = 0 autrement. Un classifieur a étiquettes multiples h
apprend par ses données d’apprentissage a prédire h(x) = Y = (§,, ¥,, ..., §,) pour un x quelconque.
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Nous passerons ensuite en revue certains algorithmes courants a étiquettes multiples dans leur relation

avec un critére d’évaluation, a savoir la précision de sous-ensemble.

3.1 Evaluation des algorithmes & étiquettes multiples en classification semi-
automatisée

Il est facile d’évaluer I’attribution d’une étiquette unique a une réponse textuelle : I’étiquette est la
bonne ou non et la précision correspond a la proportion de réponses bien classées; le corollaire est que
I’erreur est la proportion de réponses mal classées. Avec des réponses multiclassifiables, il y a plusieurs
facons de combiner la précision de chacune des étiquettes a une mesure générale d’évaluation de
I’ensemble des étiquettes. Ces mesures ont notamment pour objet la précision de sous-ensemble, la perte
de Hamming, la mesure F ou la perte logarithmique. Pour un ensemble prédit d’étiquettes, la précision de
sous-ensemble est 1 si toutes les étiquettes L sont bien prédites et 0 autrement. La perte de Hamming est
la proportion d’étiquettes mal attribuées. La mesure F est la moyenne harmonique des valeurs de précision
et de remémoration. La perte logarithmique est I’incertitude de la prédiction en moyenne sur les étiquettes
lorsque chacune a recu une cote de probabilité.

Nous concevons ici une méthode d’évaluation de la précision de sous-ensemble (il s’agit
corrélativement d’une perte 0/1). Cette mesure est rigoureuse, car une juste attribution de toutes les
étiquettes sauf une recoit la cote zéro. Il reste que la méthode de la précision de sous-ensemble convient a
une classification semi-automatisée, parce que, si un algorithme peine a attribuer méme une seule
étiquette, toute 1’observation devra étre mise en classification manuelle. Ainsi, il n’y aurait classification
automatisée que si le modele se distinguait par une haute confiance dans tout ’ensemble d’étiquettes
prédit.

Comme il faut dans ce cas que toutes les étiquettes soient bien attribuées simultanément, nous
voudrons trouver ’ensemble d’étiquettes Y~ qui maximise la coprobabilité conditionnellement a une
réponse textuelle x :

Y" = argmax, P (Y|x) = argmax, P (y,, ..., y_|X).

Dans la prochaine section, nous examinerons les méthodes courantes d’estimation de la coprobabilité

comme elle est proposée par la communauté de I’apprentissage automatique.

3.2 Méthodes a éetiquettes multiples qui optimisent la précision de sous-
ensemble

Diverses méthodes de prédiction de résultats multiclassifiables ont été proposées. Comme notre
mesure est celle de la précision de sous-ensemble, nous nous attacherons aux méthodes qui visent a
maximiser la codistribution conditionnelle.

La technique la plus simple, la méthode a application binaire (BR), décompose un probleme a
étiquettes multiples en problémes binaires. Elle construit un modéle de classification binaire pour chaque
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étiquette indépendamment. Pour une observation indirecte, 1’ensemble prédictif d’étiquettes s’obtient
simplement par combinaison des résultats binaires individuels. En d’autres termes, 1’ensemble d’étiquettes
prédit est I’union des résultats prédits des L modéles binaires. Si chacun de ces modéles produit une
sortie probabiliste, la méthode BR peut établir une estimation pour P (y,|X)P(y,|X)...P(y,_|x). A

noter qu’il s’agit la de la coprobabilit¢ P(y,, ...,y |X) si les étiquettes sont indépendantes
(conditionnellement & x), d’ou I’implication que le produit des probabilités issues de cette méthode
estimera P(y,,..., y_|x) avec précision seulement si les étiquettes sont conditionnellement

indépendantes. La coprobabilité peut étre entachée d’imprécision si les étiquettes sont largement corrélées
étant donné x.

Une autre méthode de mesure de la précision de sous-ensemble est celle de I’apprentissage sur grand
ensemble d’étiquettes (LP). Elle transforme une classification a étiquettes multiples en un probléme
classifiable (multinomial) en traitant comme classe unique chaque ensemble d’étiquettes Y qui existe
dans les données d’apprentissage. Avec L =3 par exemple, il pourrait y avoir jusqu’a 2° classes c,,
(i=1,...,8) observées dans les données d’apprentissage. Tout algorithme applicable aux problémes
classifiables peut alors s’appliquer par classes c; transformées. L’apprentissage par classifieur de données
classifiables tient compte des éléments de dépendance entre étiquettes. Pour une nouvelle observation, la
méthode prédit la classe la plus probable (c’est-a-dire 1’ensemble d’étiquettes le plus probable). Si
I’algorithme de données classifiables donne des sorties probabilistes (certains traitent les données sans
calculer de probabilités), la méthode LP estime directement les probabilités de classe (c’est-a-dire la
coprobabilité P(Y |x)). Il reste qu’elle ne peut estimer la coprobabilité d’un ensemble d’étiquettes pour
des observations indirectes dans les données d’apprentissage. Dans ce cas, si I’ensemble réel d’étiquettes
s’applique a une nouvelle observation indirecte cette fois, la prédiction ne saurait étre juste. Un autre
inconvénient avec la méthode a grand ensemble d’étiquettes est que le nombre de classes pour le probléme
transformé peut croitre exponentiellement (et étre de jusqu’a 2% nombre de classes). Le hic avec un L
élevé est que chaque combinaison d’étiquettes peut étre présente pour seulement une ou quelques
observations dans les données, ce qui rend difficile le processus d’apprentissage.

Une troisieme méthode d’apprentissage a étiquettes multiples est celle des chaines de classification ou
CC (Read, Pfahringer, Holmes et Frank, 2009, 2011). Comme la méthode a application binaire, la
méthode CC est a ajustement du modéle binaire pour chaque étiquette. Toutefois, le traitement CC ajuste
les modeles binaires séquentiellement et se sert des sorties binaires des étiquettes par les modeles
antérieurs comme prédicteurs supplémentaires dans les modéles qui suivent. En d’autres termes, le modéle
de la i® étiquette y, emploie x et y,, ..., y;, comme éléments. (Ainsi, le modéle pour y, utilise X
comme élément, le modéle pour y,, X et y,, et ainsi de suite.) La transmission de I’information des
étiquettes entre les classifieurs binaires permet a la méthode CC de tenir compte des liens de dépendance
entre étiquettes. Au stade de la prédiction, elle prédit les étiquettes une a la fois. Les sorties prédictives des
étiquettes antérieures servent a prédire les étiquettes qui suivent dans la chaine.

Cette idée a été étendue aux chaines de classification probabiliste (PCC) (Dembczynski et coll., 2010).
La méthode PCC est I’expression de la méthode CC en modéle probabiliste. Plus précisément, la
codistribution conditionnelle peut se décrire comme
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P(Yirn YL [X) = P(y, |x)le(yj | Y10 eees ¥ian X). (3.1)

La méthode PCC estime les probabilités P (y, |X), P (Y, [X, Y1), -y P(Y_ X Yoo Vou ooy Vig)-

Elle trouve I’ensemble d’étiquettes qui maximise le c6té droit de 1’équation (3.1). Il n’existe toutefois
pas de solution unique pour dégager cet ensemble. Une poignée de solutions ont été proposées.
Dembczynski et coll. (2010) recourent a une recherche exhaustive, c’est-a-dire qui épuise les
combinaisons possibles. Cependant, une recherche exhaustive peut ne pas étre pratique avec un L élevé,
puisque le nombre de combinaisons possibles (2") croit exponentiellement. Pour résoudre ce probléme,
on a avancé des stratégies d’optimisation fondées sur une recherche a colt uniforme (UCS)
(Dembczynski, Waegeman et Hillermeier, 2012) et I’algorithme A" (Mena, Montafiés, Quevedo et
Del Coz, 2015). D’abord, la coprobabilité conditionnelle estimée peut étre représentée par un arbre binaire
probabiliste. Ensuite, un algorithme de recherche trace le chemin optimal (qui ici donne la coprobabilité la
plus élevée) entre le noeud radical et le nceud terminal. A comparer a la recherche exhaustive, la recherche
a cout uniforme réduit largement le cott de calcul de la méthode PCC pour le dégagement d’un ensemble
d’étiquettes de la plus haute coprobabilité (Dembczynski et coll., 2012).

En théorie, lorsqu’on applique la regle du produit, I’ordre des catégories Y,, ..., Y, N’importe pas.
Ainsi, tant P (y, [X)P (Y, |Yy;, X) que P(y,|x)P(y,|y,, X) égalent P(y,, y, |x). Dans la pratique, les
deux chaines peuvent mener a des estimations différentes. Le fonctionnement de la méthode PCC subirait

donc I’incidence de 1’ordre des étiquettes dans la chaine.

Pour remédier a I’influence de I’ordre classificatoire, une méthode ensembliste (EPCC) (Dembczynski
et coll., 2010) combinant des chaines multiples de classification probabiliste a été proposée. En premier
lieu, on met des modeles PCC en apprentissage, chacun des modéles reposant sur un ordre randomisé des
étiquettes. Au stade de la prédiction, on calcule la coprobabilité conditionnelle moyenne sur les m
modeles PCC pour chaque ensemble d’étiquettes possible. L’ensemble d’étiquettes prédit est alors
I’ensemble dont la probabilité prédite moyenne est la plus haute. Soit If’j (Y|x) la coprobabilité
conditionnelle estimée par le j® modele PCC. Cette stratégie ensembliste prédit I’ensemble d’étiquettes
Y tel que

: STAYIN (v|x>

Y = argmax.

A noter que le traitement EPCC ne combine pas les ensembles d’étiquettes prédits, mais les coprobabilités
conditionnelles. Pour dégager la probabilité moyenne la plus élevée de m modéles PCC, toutes les
probabilités individuelles doivent étre 1a, d’ou I’obligation de procéder a une recherche exhaustive pour
calculer la coprobabilité conditionnelle de toutes les 2- combinaisons d’étiquettes de la totalité des m
modéles PCC. Bien que le traitement EPCC réduise le probléme de I’incidence de I’ordre des étiquettes, la
méthode sera vaine avec un grand nombre d’étiquettes ou un m élevé. Pour diminuer le codt de calcul
pour des combinaisons de modéles PCC, nous proposerons a la prochaine section un nouveau traitement
ensembliste de ces modéles.
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4 Ensemble de chaines de classification probabiliste a vote majoritaire
en classification semi-automatisee

La méthode que nous proposons traite un ensemble de modéles PCC a un codt bien moindre en calcul.
Comme nous I’avons mentionné a la section 3.2, le meilleur ensemble d’étiquettes (dont la coprobabilité
est la plus élevée) pour une seule chaine de classification probabiliste (PCC) peut se dégager a I’aide
d’une stratégie de recherche rapide. Nous employons ici la recherche a colt uniforme qui est facile a
mettre en ceuvre et dont 1’algorithme trouve toujours la solution optimale. Avec 1’UCS, nous obtenons
ainsi \?j (j =1,..., m), soit ’ensemble d’étiquettes prédit par le j¢ modéle PCC, et Isj, soit la
probabilité estimée que Y ; soit ’ensemble d’étiquettes réel. Entre les m ensembles d’€étiquettes predits,
la méthode proposée choisit ’ensemble le plus fréquent comme prédiction finale. En d’autres termes,
Y = mode({Y,, ..., Y,}). En cas d’égalit¢ modale, nous choisissons I’ensemble d’étiquettes dont la
probabilité moyenne estimée est la plus haute.

La classification semi-automatisée demande une cote de facilité/difficulté de la prédiction. Qu’une
réponse textuelle soit mise en classification automatique ou manuelle dépend de cette valeur. Voici la cote
proposée : soit J I’ensemble contenant tous les indices j (1< j <m) pour lesquels \?j est le plus
fréquent (J = {j : ¥, = Y}). Lavaleur proposée aux fins de la prédiction est

(B

Zie.] Pj ) (42)

m

Le premier facteur dans 1’équation (4.1) est la coprobabilité moyenne de I’ensemble d’étiquettes prédit. Le
second est la proportion de modéles PCC qui prédisent I’ensemble d’étiquettes parmi les m modéles. 1l
est logique de multiplier les deux facteurs : une prédiction sera plus précise si la probabilité (moyenne) de
I’ensemble d’étiquettes choisi est grande (premier facteur) et que plus de modeles individuels de chaines
votent pour le méme ensemble (second facteur). C’est ce que nous appelons la méthode ensembliste des
chaines de classification probabiliste & vote majoritaire (MEPCC). Nous démontrerons empiriquement
que, en combinant les deux facteurs, on se trouve en fait a améliorer le rendement par rapport a un
traitement avec un seul de ces facteurs. Le tableau 4.1 donne un exemple pour cing étiquettes (L = 5) et
sept modeles PCC (m = 7). La méthode ensembliste MEPCC enregistre la probabilité¢ d’un ensemble
d’étiquettes par modele PCC. Comme elle combine les probabilités correspondant au meilleur ensemble
d’étiquettes par les différents modeles PCC, elle peut tirer parti de la stratégie de recherche & codt
uniforme (ou de toute autre). A noter qu’une stratégie comme celle de la recherche UCS ne peut servir au
traitement ensembliste de chaines de classification probabiliste (EPCC) ou on a besoin de I’ensemble des
probabilités individuelles de toutes les combinaisons d’étiquettes. Pour 1’exprimer en bref, le traitement
MEPCC combine les probabilités maximales de chaque chaine de classification probabiliste et le
traitement EPCC maximise les probabilités moyennes, ce qui exige une évaluation de toutes les
probabilités individuelles. Nous résumons la procédure MEPCC dans 1’algorithme 1.
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Tableau 4.1
Exemple du traitement MEPCC d’une seule observation avec L=5¢et m =7
Modeéle PCC Prédiction v, Y, Vs Y. Vs P(Y1, -y Y5 [X)
1 Y, 1 1 0 0 1 0,875
2 Y, 1 1 0 0 1 0,921
3 Y, 0 0 1 1 0 0,743
4 Y, 0 0 0 1 0 0,882
5 A 0 0 0 1 0 0,643
6 A 0 1 0 1 0 0,739
7 v, 1 1 0 0 1 0,824
Prédiction finale \% 1 1 0 0 1 0= 0875+ 0'321 + 0824 = 0,374

Algorithme 1 Algorithme MEPCC

Entrée : Nombre de modeles m, vecteur de cas x, modeles PCC correspondants h;, algorithme de recherche a co(t
uniforme U

pour j=1am
() Avec h, et U, obtenir \?j = argmax, P (Y |x)
(b) Enregistrer P, = P(Y,|x)
fin:
Obtenir I’ensemble d’étiquettes Y = mode ({V,, ..., ¥, })
Obtenir J = {j: Y, = ¥}

ZisJ |5]_

m

Obtenir la cote 9 =

Retourner Y et

5 Expériences

5.1 Données

Nous avons évalué le rendement de I’algorithme MEPCC avec trois ensembles de données sur la
désobéissance civile, I’'immigration et le bonheur (on peut se procurer ’ensemble de données sur le
bonheur en s’adressant a Marika Wenemark, marika.wenemark@liu.se. Les données sur I’immigration et
la désobéissance civile sont disponibles dans le « GESIS Datorium », http://dx.doi.org/10.7802/1795).
Pour chaque ensemble de données, une question ouverte a été posée aux enquétés et leurs réponses ont fait

I’objet d’un codage manuel a étiquettes multiples.

L’ensemble de données sur la désobéissance civile est issu d’une étude d’équivalence transculturelle
sur ce théme. Behr, Braun, Kaczmirek et Bandilla (2014) ont d’abord posé aux enquétés une question
fermée venant de I’ISSP (ISSP Research Group, 2012). A quel point importe-t-il que les citoyens puissent
se livrer & des actes de désobéissance civile lorsqu’ils s’opposent aux actions du gouvernement ? (1 « pas
du tout important » & 7 « trés important »). Nouvelle question aux enquétés : Quelles idées associez-vous a
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I’expression « désobéissance civile » ? Veuillez citer des exemples. Les réponses pouvaient recevoir
12 étiquettes : action improductive, violence, troubles, action pacifique, écoute, largeur du geste, atteinte
aux lois, atteintes aux regles, insatisfaction a 1’égard du gouvernement, clivage profond avec le
gouvernement, imitation par Internet, autre. Les données d’enquéte ont été recueillies dans différentes
langues, et nous avons utilisé un ensemble de données fusionnées (en espagnol, allemand et danois)
comptant 1 029 observations.

L’ensemble de données sur I’immigration a été constitué en vue d’une étude d’équivalence
transnationale sur le théme de la xénophobie. Dans le programme de 2003 d’enquéte sociale internationale
sur I’identité nationale, le questionnaire comportait quatre énoncés sur la perception des immigrants
comme volant les emplois des gens nés en Allemagne. Apres s’étre prononcés sur chaque énoncé, les
enquétés devaient répondre & une question ouverte : A quel type d’immigrants pensiez-vous lorsque vous
avez répondu & la question ? L’énoncé qui précédait était : [texte de la question correspondante]. Braun,
Behr et Kaczmirek (2013) ont attribué 14 étiquettes aux réponses : immigration improductive, positive,
négative, neutre/pour le travail, générale, pays musulmans, Europe de I’Est, Asie, ex-Yugoslavie, Europe
des 15, pays subsahariens, Roms et Sintis, 1égalité/illégalité, autre. Dans cet article, nous employons 1 006

observations de 1’enquéte allemande.

L’ensemble de données sur le bonheur a été constitué pour I’étude des relations entre les facteurs
positifs et les besoins en santé mentale et en soins. Wenemark, Borgstedt-Risberg, Garvin, Dahlin,
Jusufbegovic, Gamme, Johansson et Bjrn (2018) ont demandé aux enquétés: « Nommez des choses
positives dans votre vie qui vous réconfortent ou vous rendent heureux (vous pouvez en mentionner
plusieurs). » Les réponses ont regu 13 étiquettes : aucune, relation (familiale ou sentimentale), travail ou
études, santé, estime de soi, joie/bonheur, bien-étre (boissons, aliments, drogues et sexe), spiritualité,
argent, nature, passe-temps, culture, exercice. Cet ensemble de données compte 2 350 observations.

Le tableau 5.1 présente des statistiques sommaires sur les trois ensembles de données.

Tableau 5.1
Statistiques sommaires des ensembles de données : nombre total d’observations, éléments, étiquettes, nombre
moyen d’étiquettes applicables, pourcentage d’observations recevant plusieurs étiquettes (P, . ,)

Données NPre d’observations  NP'¢ d’éléments L NPre moyen P
d’étiquettes

Désobéissance civile 1029 305 12 1,15 13,80 %

Immigration 1006 273 14 1,19 13,72 %

Bonheur 2 350 492 13 2,77 87,40 %

5.2 Parametres experimentaux

Nous avons comparé la méthode MEPCC proposée aux méthodes a application binaire (BR), & grand
ensemble d’étiquettes (LP) et a chaines de classification probabiliste (PCC). Dans ce dernier cas, nous
avons procédé par recherche a colt uniforme pour dégager un ensemble d’étiquettes prédit et une
probabilité estimée a 1’équation (3.1) pour le degré de confiance de la prédiction. Nous avons exclu la
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méthode ensembliste a chaines de classification probabiliste (EPCC) de cette comparaison, parce que le
co(t de son calcul rend la prédiction impraticable pour nos ensembles de données (dans notre expérience
sur les données de I’'immigration avec 14 étiquettes, il a fallu un ordinateur complet (UCT Intel Core i7 et
8 Go de mémoire vive) pendant 30 minutes pour une recherche exhaustive PCC sur 1 modele et pour une
seule prédiction; I’implication est qu’il faudrait plus de 1 000 heures pour une prédiction EPCC (m = 10)
de 200 observations. Nous avons pris les machines a vecteurs de support (SVM) (Vapnik, 2000) comme
classifieur de base sur des variables non a I’échelle avec noyau linéaire et parameétre de réglage C = 1.
Pour la sortie probabiliste, nous avons transformé les valeurs SVM en probabilités par la méthode de Platt
(Platt, 2000). L’ analyse s’est faite en R (R Core Team, 2014) avec le paquet e1071 (Meyer, Dimitriadou,
Hornik, Weingessel et Leisch, 2014) pour le modele SVM.

Nous avons fait une validation croisée quintuple sur chaque ensemble de données, c’est-a-dire que
nous avons divisé aléatoirement les données en cing parties de méme taille et employé les quatre
premiéres comme données d’apprentissage et la derniere comme données de test. L’évaluation de
rendement a porté uniquement sur les données de test. Les cing parties ont apporté tour a tour les données
de test et les résultats ont été mis en moyenne.

5.3 Rendement du traitement MEPCC

Nous avons d’abord étudié le rendement de la méthode MEPCC. La cote a 1’équation (4.1) est a deux
composantes. Pour démontrer 1’utilité des deux, nous évaluons la cote proposée et deux cotes ou manque
respectivement une composante. Ainsi, nous avons fait la comparaison avec trois valeurs 4, 6, and 6, :

(MEPCC) ¢ = | &=L P"J (MJ
NIYAN

P,
(MEPCC - 1) 6, = ITJIJJ

J
(MEPCC - 2) 6, = U).
m

Si nous privilégions les réponses textuelles avec 6,, nous obtenons un grand nombre d’égalités. Nous
avons réordonné aléatoirement les réponses a égalité pour pouvoir calculer la précision de sous-ensemble
a chaque taux de production. La figure 5.1 indique la précision de sous-ensemble de chaque traitement en
fonction du taux de production. Nous avons d’abord mis en classification les réponses textuelles aux cotes
plus élevées. Un taux de production de 0,2, par exemple, signifie que seulement 20 % des données de test
aux cotes les plus élevées ont été mises en classification automatique par les modeéles. A un taux de
production de 1, nous ne relevions aucune différence entre les modéles MEPCC, parce que les ensembles
d’étiquettes prédits sont toujours les mémes. La différence réside dans la fagon d’établir 1’ordre de priorité
des réponses textuelles des plus faciles aux plus difficiles a classer. A un taux de production de moins de
1, MEPCC donnait un meilleur résultat que MEPCC-1 et MEPCC-2 pour les trois ensembles de données.
Les résultats indiquent que les deux composantes a I’équation (4.1) aidaient a fixer la priorité des
observations.
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Figure 5.1 Précision de sous-ensemble de trois variantes MEPCC en fonction du taux de production.

5.4 Effet du nombre de modeéles PCC

Nous avons éetudié dans quelle mesure le nombre de modéles PCC influe sur le rendement prédit de la
méthode MEPCC. La figure 5.2 indique ce rendement pour certains nombres de modéles PCC (m).
Quand m est bas, toute majoration se traduit par un énorme gain de précision de sous-ensemble dans le
traitement MEPCC. Avec un nombre suffisant de modeles PCC cependant (m =10, par exemple), une
majoration n’améliore plus la précision de sous-ensemble. Les résultats empiriques montrent que la

méthode MEPCC n’a pas besoin d’une abondance de modéles PCC pour donner de bons résultats.
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Figure 5.2 Effet du nombre de modéles PCC (m) utilisés dans la méthode MEPCC.

Nous avons enfin étudié le rendement de la méthode MEPCC (m =10) au regard des méthodes
établies (a application binaire (BR), a grand ensemble d’étiquettes (LP) et a chaines de classification
probabiliste (PCC)). Dans toutes les méthodes, un taux de production de x % représente le pourcentage
des données a la cote la plus élevée. Avec la méthode MEPCC, nous prenions & comme cote; avec
chacune des autres méthodes, nous prenions la probabilit¢ de 1’ensemble d’étiquettes prédit qu’elle
estimait. Quand m =1, MEPCC et PCC ont des valeurs identiques; la valeur @ correspond a la

probabilité de I’ensemble d’étiquettes prédit par la méthode PCC.
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Les figures 5.3 et 5.4 illustrent respectivement la précision de sous-ensemble et la perte de Hamming
dans les méthodes en fonction du taux de production sur les ensembles de données du bonheur, de
I’immigration et de la désobéissance civile. Dans le cas des ensembles de I’immigration et du bonheur, la
précision de sous-ensemble la plus grande pour la plupart des taux de production s’obtenait par la méthode
MEPCC. Dans le cas des données sur la désobéissance civile, les méthodes MEPCC et LP donnaient les
meilleurs résultats. Pour la perte de Hamming, la méthode MEPCC présentait 1’erreur la plus basse a la
plupart des taux de production pour I’intégralité des données.
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Figure 5.3 Résultats de la mise en traitement semi-automatisé (précision de sous-ensemble) pour les trois
ensembles de données en validation croisée quintuple.
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Résultats de la mise en traitement semi-automatisé (perte de Hamming) pour les trois ensembles

de données en validation croisée quintuple.

Regardons maintenant le rendement de chaque méthode compte tenu des valeurs de précision prédictive
visées. Pour dégager la proportion a mettre en classification automatique, le praticien fixera normalement
un seuil de probabilité au-dessus duquel les réponses textuelles seront mises en codage automatique. Dans

le cas de la méthode MEPCC, nous avons estimé par validation croisée sur les données d’apprentissage le

rapport entre la précision réelle et la cote de confiance (). Nous avons pris la méthode d’échelle de Platt
pour convertir les cotes de confiance en valeurs de probabilité. Comme cette méthode peut améliorer le
degré de calage (Niculescu-Mizil et Caruana, 2005), nous avons appliqué la méme technique aux
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méthodes a application binaire (BR), a grand ensemble d’étiquettes (LP) et a chaines de classification
probabiliste (PCC).

Le tableau 5.2 illustre ce qu’est I’arbitrage entre les proportions en prédiction automatisée et la
précision de sous-ensemble correspondante pour chaque méthode et divers seuils. Les seuils en question
sont le degré minimal de précision prédite de sous-ensemble pour une mise en classification automatisée.
Cette précision minimale nous aide a décider des réponses textuelles & mettre en classification
automatique ou manuelle. Si le client juge, par exemple, qu’il faut au moins une précision de 80 % pour la
mise en classification automatisée, il y aura approximativement 39,3 % des données sur la désobéissance
civile, 42,5 % des données sur I’immigration et 27,6 % des données sur le bonheur qui seront mises en
traitement automatique par la méthode MEPCC pour des valeurs respectives de précision de sous-
ensemble de 0,891, 0,916 et 0,857. On notera qu’il y a la un énorme gain par rapport a la méthode BR qui
mettait en classification automatique seulement 9,3 % des données sur la désobéissance civile, 12,8 % des
données sur I’immigration et 8,7 % des données sur le bonheur pour des valeurs inférieures de précision
de sous-ensemble. Le tableau 5.3 montre le rapport entre la précision prédite et la précision réelle par une
agrégation sur les plages de valeurs de prédiction pour chaque méthode et chaque ensemble de données.
Dans le cas de la méthode MEPCC, la précision réelle se situe le plus souvent dans la plage des valeurs de

précision prédite et le résultat est bien meilleur qu’avec les autres méthodes.

Tableau 5.2

Résultats de la mise en traitement semi-automatisé des trois ensembles de données pour différents seuils de
précision (P représente la proportion en prédiction automatisée et SA, la précision de sous-ensemble de ces
résultats)

BR LP PCC MEPCC

P SA P SA P SA P SA

Désobéissance civile 09 0,7% 0,667 165% 0,967 0,0% NA 130% 0,978
0,8 9,3 % 0,893 | 343% 0,898 151% 0,787 393% 0,891
0,7 184% 0,846 | 466% 0,852 364% 0817 | 458% 0,860
0,6 254% 0,768 | 506% 0,831 521% 0,771 529% 0,820
Immigration 09 3,7% 0,858 111% 0,959 13% 0,558 315% 0,947
0,8 128% 0,779 | 304% 0890 | 27,7% 0859 | 425% 0,916
0,7 266% 0,743 | 386% 0863 | 424% 0,829 551% 0,862
0,6 417% 0,715 | 536% 0,806 505% 0,795 | 627% 0,839
Bonheur 0,9 1,3% 0,592 8,9 % 0,850 0,1% 0,750 1,0% 0,830
0,8 8,7% 0,734 143% 0,802 72% 0,726 276% 0,857
0,7 328% 0,776 177% 0,793 299% 0,767 | 43,7% 0,817
0,6 532% 0,745 | 222% 0,761 | 492% 0,744 | 520% 0,790

Données Seuil
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Tableau 5.3

Résultats de la mise en traitement semi-automatisé des trois ensembles de données pour différentes plages de
valeurs seuils (P représente la proportion en prédiction automatisée et SA, la précision de sous-ensemble de
ces résultats)

BR LP PCC MEPCC
Données Précision prédite
P SA P SA P SA P SA
Désobéissance civile [0,9;1,0] 0,7% 0,667 | 165% 0,967 | 0,0% NA 130% 0,978
[0,8; 0,9) 87% 0896 | 178% 0,834 | 151% 0,787 | 26,2% 0,846
[0,7;0,8) 90% 0,769 | 122% 0,710 | 213% 0,828 | 65% 0,681
[0,6; 0,7) 70% 0566 | 41% 0584 | 157% 0,655 | 7,1% 0,563
Immigration [0,9;1,0] 37% 0858 | 111% 0959 | 1,3% 0,558 | 31,5% 0,947
[0,8; 0,9) 91% 0,750 | 193% 0,843 | 264% 0,869 | 11,0% 0,829
[0,7; 0,8) 138% 0,710 | 82% 0,747 | 147% 0,757 | 125% 0,688
[0,6; 0,7) 151% 0602 | 150% 0659 | 81% 0623 | 7,7% 0,670
Bonheur [0,9;1,0] 13% 0592 | 89% 0850 | 01% 0,750 | 1,0% 0,830
[0,8; 0,9) 74% 0,755 | 54% 0,717 | 7,1% 0,730 | 265% 0,858
[0,7; 0,8) 240% 0,792 | 34% 0,751 | 227% 0,779 | 16,2% 0,749
[0,6; 0,7) 204% 0,693 | 46% 0615 | 193% 0,703 | 83% 0,647

Le tableau 5.4 indique la durée d’exécution de chaque méthode pour 1’apprentissage du modéle et la
prédiction de tous les cas dans les données de test (UCTIntel Core i7 et 8 Gode mémoire vive). On ne
s’étonnera pas que le temps d’exécution de la méthode MEPCC a m = 10 soit environ décuple de celui de

la méthode PCC aux étapes tant de I’apprentissage que de la prédiction.

Tableau 5.4

Durée d’exécution (en secondes) de chaque méthode pour les trois ensembles de données

Données Etape BR LP pPCC MEPCC

Désobéissance civile |Apprentissage 1,688 0,641 1,128 11,787
Prédiction 0,269 0,044 37,142 374,611

Immigration Apprentissage 1,363 0,510 0,894 8,724
Prédiction 0,200 0,056 35,369 334,075

Bonheur Apprentissage 11,160 16,164 7,371 78,293
Prédiction 0,567 3,691 177,847 1 746,529

6 Analyse

A I’aide de trois exemples, nous avons étudié plusieurs méthodes de mise en classification automatisée
pour tout taux de production désiré avec des données a étiquettes multiples. Pour ce qui est de la précision
de sous-ensemble et de la perte de Hamming, la méthode proposée, MEPCC, donnait les meilleurs
résultats pour la plupart des taux de production dans les trois ensembles de données.

Il 'y avait des arbitrages a opeérer entre le rendement prédictif et le taux de production dans toutes les
méthodes. Lorsque les taux de production étaient bas, nous obtenions une forte précision de sous-
ensemble et une faible perte de Hamming pour un petit nombre de réponses faciles a classer. Toutefois, la
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précision (la perte) tendait a décroitre (croitre) avec 1’inclusion de réponses plus difficiles (augmentation
du taux de production).

Nous pouvons fixer soit la précision de sous-ensemble soit le taux de production a une valeur cible qui
détermine la seconde mesure. Par exemple, pour une précision de sous-ensemble minimale de 80 % qui
est visée pour une prédiction automatisée, la méthode MEPCC met en classification automatique 39,3 %
des données sur la désobéissance civile, 42,5 % des données sur I’immigration et 27,6 % des données sur
le bonheur. Cette baisse est considérable. Dans un cadre de recherche appliquée, réduire le besoin de
codage manuel de 50 % dans un ensemble de données avec 5 000 observations peut faire épargner
plusieurs semaines en temps de codage. Si le taux de production est fixe a 80 %, la méthode MEPCC
pourrait donner une précision de sous-ensemble de 70 % (désobéissance civile), de 75 % (immigration) et
de 68 % (bonheur).

La perte de Hamming correspond 4 la proportion d’étiquettes mal classifiées. A la figure 5.4, on peut
voir que le gain que la méthode MEPCC permettait de réaliser par rapport a la méthode BR était tout a fait
évident a des taux inférieurs de production, mais relativement modeste a un taux de 100 %.

La méthode MEPCC était d’un meilleur rendement que la méthode PCC a la plupart des taux de
production pour les trois ensembles de données. C’est dire qu une combinaison de modeles PCC améliore
grandement les résultats. Comme nous pouvons le voir a la figure 5.2, méme la combinaison de
cing modeles faisait faire un gain appréciable sur toute la plage des taux de production. La différence avait
tendance a s’accentuer a des taux inférieurs de production. Ainsi, la méthode MEPCC est encore plus a
préférer dans une mise en classification semi-automatisée, ot on recherche une grande précision plut6t
qu’un haut taux de production. La performance de la méthode MEPCC convergeait & mesure que m
augmentait dans les trois ensembles de données. La différence entre les modeles MEPCC était négligeable
lorsque m était supérieur a 10. C’est la un résultat souhaitable dans la pratique, puisqu’il est inutile

d’employer trop de modé¢les PCC pour un modéle ensembliste.

Pour les trois ensembles de données, nous avons constaté que la méthode proposée n’était pas sensible
au choix d’un algorithme de recherche pour chaque modele PCC (les résultats et les figures ne sont pas
présentés). Ainsi, les résultats de mise en classification de la méthode MEPCC étaient semblables avec la
recherche a colt uniforme et avec ’algorithme glouton. Si la méthode proposée fait appel au premier de
ces modes de recherche, 1’algorithme glouton peut aussi étre pris en considération, plus particulierement Ia
ou la rapidité de la prédiction entre en ligne de compte.

La figure 5.3 indique que la méthode a grand ensemble d’étiquettes (LP) I’emporte sur la méthode a
application binaire (BR) pour les ensembles de données sur la désobéissance civile et I’'immigration et que
I’inverse est vrai avec I’ensemble de données sur le bonheur pour ce qui est de la précision de sous-
ensemble. Nous y voyons deux raisons: 1) la méthode LP fonctionnait bien lorsque le nombre
d’ensembles d’étiquettes uniques était relativement bas (désobéissance civile : 39; immigration : 59). En
revanche, elle manquait d’efficacité avec les données sur le bonheur & ou le nombre correspondant
d’ensembles d’étiquettes uniques était grand (346); 2) la méthode BR ne tient pas compte des corrélations
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entre étiquettes. Elle est meilleure que la méthode LP la ou la corrélation & deux variables est ténue
(données sur le bonheur); le contraire est vrai lorsque la corrélation s’accroit (données sur la
désobéissance civile et I'immigration). A comparer aux méthodes BR et LP, la méthode MEPCC semble
robuste a ces égards (nombre d’ensembles d’étiquettes uniques et ordre de grandeur des corrélations entre
étiquettes).

Le traitement semi-automatisé que nous présentons ici donne les meilleurs résultats dans le cas de
questions d’enquéte répétées ou les résultats des cycles antérieurs ont été étiquetés ou encore de questions
ponctuelles avec une grande taille d’échantillon. Quelle devrait étre la taille des données d’apprentissage ?
Nous avons procédé par validation croisée quintuple pour évaluer 1’algorithme, mais une telle validation
ne convient pas dans un environnement de production. Si une question a été posée dans un cycle antérieur,
on entraine I’algorithme avec toutes les données étiquetées de tous les cycles qui ont précédé. Si elle n’a
pas été posée, on met de c6té un nombre « suffisamment grand » de réponses textuelles pour étiquetage et
apprentissage et met le reste des données en traitement semi-automatique. Ce nombre « suffisamment
grand » dépend de la tache a accomplir. Pour les taches a étiquettes uniques, nous avons constaté que,
dans bien des cas, 500 échantillons d’apprentissage suffisent (Schonlau et Couper, 2016). Un arbitrage
entre alors en jeu, puisque des données plus nombreuses assurent une prédiction plus précise, mais
permettent moins d’épargner du temps, car il reste moins d’observations non étiquetées. En se fondant sur
des hypotheses raisonnables, Schonlau et Couper (2016) ont fait voir qu’on pouvait épargner 14 (133)
heures en temps de codage humain dans des traitements semi-automatiques a étiquettes uniques de 1 000
(9 500) réponses textuelles; 133 heures équivalent a 16,6 journées de travail de huit heures. On pourra
juger au mieux si cette économie suffit a justifier ’adoption d’un traitement semi-automatique en
connaissant la tache précise a entreprendre et en tenant compte du contexte propre a 1’environnement de

production.

Si certaines combinaisons d’étiquettes ne peuvent se présenter dans divers ensembles de données, de
telles contraintes sur ces combinaisons d’étiquettes pourraient s’ajouter. Dans le cas des données sur le
bonheur par exemple, si I’étiquette « aucune » est ouverte, toutes les autres étiquettes doivent étre fermées.
Pour savoir que « aucune » est incompatible avec les autres étiquettes, il faut une certaine connaissance du
domaine. Il serait simple de modifier I’algorithme pour tenir compte d’une telle contrainte. Bien sir,
toutes les méthodes sauf la méthode a application binaire (BR) exploitent déja les éléments de dépendance
entre les étiquettes et ’emploi de cette contrainte pourrait ne pas influer outre mesure sur le rendement.
Nous n’avons pas introduit de telles restrictions dans notre article pour éviter de donner I’impression que
les algorithmes sont largement tributaires des contraintes.

Notre étude était limitée, parce que nous avons mené notre travail expérimental avec seulement trois
ensembles de données textuelles. Bien que rien ne garantisse que le rendement sera tout aussi bon avec
d’autres ensembles de données, ceux que nous avons utilisés traitent de différents thémes en différentes
langues, ce qui fait ressortir I’intérét de la méthode MEPCC. Ajoutons que tous les algorithmes a

étiquettes multiples dans cet article employaient le méme programme d’apprentissage de base (SVM) pour
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la classification. L’algorithme SVM est un des plus performants, mais d’autres méthodes d’apprentissage
a résultats probabilistes pourraient étre choisies.

Concluons en disant que nous avons examiné la mise en classification semi-automatisée des réponses a
des questions ouvertes avec des données a étiquettes multiples en utilisant les algorithmes existants a
étiquettes multiples. Nous avons proposé un nouvel algorithme de classification semi-automatisée qui
combine efficacement plusieurs modéles PCC. Les résultats expérimentaux pour nos trois ensembles de
données indiquent que la méthode que nous recommandons I’emporte sur les méthodes BR, LP et PCC
pour la précision de sous-ensemble et la perte de Hamming a la plupart des taux de production. Nous nous
sommes attachés aux données issues de questions ouvertes d’enquéte, mais la méthode proposée pourrait
s’appliquer a d’autres types de données a étiquettes multiples lorsqu’une classification semi-automatisée
est désirée. Une analyse exhaustive pourrait étre envisagée avec une diversité de données dans le contexte
d’une mise en classification semi-automatisée.
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ANNONCES

Demande de candidatures pour le prix Waksberg 2022

La revue Techniques d’enquéte a mis sur pied une série annuelle de communications sollicitées en
I’honneur de Joseph Waksberg, en reconnaissance des contributions exceptionnelles qu’il a faites a la
statistique et méthodologie d’enquéte. Chaque année, un éminent statisticien d’enquéte est choisi pour rédiger
un article ou il examine I’évolution et I’état actuel d’un théme important du domaine de la statistique et
méthodologie d’enquéte. L’article refléte le mélange de théorie et de pratique caractéristique des travaux de
Joseph Waksberg.

Le lauréat du prix Waksberg recevra une prime en argent et présentera la communication sollicitée
Waksberg 2022 au Symposium de Statistique Canada prévu a I’automne 2022. L’article paraitra dans un
numéro futur de Techniques d’enquéte (prévu pour décembre 2022).
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Techniques d’enquéte et I’American Statistical Association. Les candidatures ou les suggestions de themes
doivent étre envoyées avant le 28 février 2021 au président du comité, Jean Opsomer, courriel :
JeanOpsomer@westat.com.

Les gagnants et articles précédents du prix Waksberg sont :

2021 Sharon Lohr, Sujet de I’article a 1’étude.

2020 Roger Tourangeau, “Science and survey management”, Techniques d'enquéte (prévu pour le
vol. 47, 1).

2019 Chris Skinner.

2018 Jean-Claude Deville, « De la pratique a la théorie : ’exemple du calage a poids bornés ». 10°™
Colloque francophone sur les sondages, Université Lumiere Lyon 2.

2017 Donald B. Rubin, « Le calage conditionnel et le sage statisticien ». Techniques d’enquéte, vol.
45, 2,199-210.

2016 Don A. Dillman, « Inciter les participants aux enquétes a mode mixte a répondre sur le Web : les
promesses et les défis ». Techniques d’enquéte, vol. 43, 1, 3-34.

2015 Robert M. Groves, « Vers un cadre de qualité pour les mélanges de données congues et de
données organiques ». Recueil : Symposium 2016, Croissance de ['information statistique : défis
et bénéfices.

2014 Constance F. Citro, « Des modes multiples pour les enquétes a des sources de données multiples
pour les estimations ». Techniques d’enquéte, vol. 40, 2, 151-181.

2013 Ken Brewer, « Trois controverses dans I’histoire de 1’échantillonnage ». Techniques d’enquéte,
vol. 39, 2, 275-289.

2012 Lars Lyberg, « La qualité des enquétes ». Techniques d’enquéte, vol. 38, 2, 115-142.

2011 Danny Pfeffermann, « Modélisation des données d’enquétes complexes: Pourquoi les
modéliser ? Pourquoi est-ce un probleme ? Comment le résoudre ? ». Techniques d’enquéte, vol.
37,2, 123-146.

2010 Ivan P. Fellegi, «L’organisation de la méthodologie statistique et de la recherche
méthodologique dans les bureaux nationaux de la statistique ». Techniques d’enquéte, vol. 36, 2,
131-139.

2009 Graham Kalton, « Méthodes de suréchantillonnage des sous-populations rares dans les enquétes
sociales ». Techniques d’enquéte, vol. 35, 2, 133-152.

2008 Mary E. Thompson, « Enquétes internationales: motifs et méthodologies ». Techniques
d’enquéte, vol. 34, 2, 145-157.

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue


mailto:JeanOpsomer@westat.com

306 Annonces

2007 Carl-Erik Sérndal, « La méthode de calage dans la théorie et la pratique des enquétes ».
Techniques d’enquéte, vol. 33, 2, 113-135.

2006 Alastair Scott, « Etudes cas-témoins basées sur la population ». Techniques d’enquéte, vol. 32, 2,
137-147.

2005 J.N.K. Rao, « Evaluation de I’interaction entre la théorie et la pratique des enquétes par
sondage ». Techniques d’enquéte, vol. 31, 2, 127-151.

2004 Norman M. Bradburn, « Comprendre le processus de question et réponse ». Techniques
d’enquéte, vol. 30, 1, 5-16.

2003 David Holt, « Enjeux méthodologiques de 1’élaboration et de [’utilisation d’indicateurs
statistiques pour des fins de comparaisons internationales ». Techniques d’enquéte, vol. 29, 1, 5-
19.

2002 Wayne A. Fuller, « Estimation par régression appliquée a 1’¢chantillonnage ». Techniques
d’enquéte, vol. 28, 1, 5-25.

2001 Gad Nathan, « Méthodes de téléenquétes applicables aux enquétes-ménages — Revue et
réflexions sur ’avenir ». Techniques d’enquéte, vol. 27, 1, 7-34.

Membres du comité de sélection de I’article Waksberg (2020-2021)

Jean Opsomer, Westat (Président)

Jack Gambino, Statistique Canada

Giovanna Ranalli, University of Perugia

Elizabeth Stuart, John Hopkins Bloomberg School of Public Health

Présidents précédents :

Graham Kalton (1999 - 2001)
Chris Skinner (2001 - 2002)
David A. Binder (2002 - 2003)

J. Michael Brick (2003 - 2004)
David R. Bellhouse (2004 - 2005)
Gordon Brackstone (2005 - 2006)
Sharon Lohr (2006 - 2007)
Robert Groves (2007 - 2008)
Leyla Mojadjer (2008 - 2009)
Daniel Kasprzyk (2009 - 2010)
Elizabeth A. Martin (2010 - 2011)
Mary E. Thompson (2011 - 2012)
Steve Heeringa (2012 - 2013)
Cynthia Clark (2013 - 2014)
Louis-Paul Rivest (2014 - 2015)
Tommy Wright (2015 - 2016)
Kirk Wolter (2016 - 2017)

Danny Pfeffermann (2017 - 2018)
Mike Hidiroglou (2018 - 2019)
Robert E. Fay (2019 - 2020)

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



307

JOURNAL OF OFFICIAL STATISTICS

An International Review Published by Statistics Sweden

JOS is a scholarly quarterly that specializes in statistical methodology and applications. Survey methodology and
other issues pertinent to the production of statistics at national offices and other statistical organizations are
emphasized. All manuscripts are rigorously reviewed by independent referees and members of the Editorial Board.

Contents
Volume 36, No. 2, June 2020

Letter to the Editors
Luca Di GENNAIO SPIENUOIE ......c.vueuririerieirieiree ettt bbb bbb bbbt 229

Confidence Intervals of Gini Coefficient Under Unequal Probability Sampling
Yves G. Berger and Iklim Gedik Balay..........ccoocencieeeceieeieeee e 237

Estimating Literacy Levels at a Detailed Regional Level: an Application Using Dutch Data
Ineke Bijlsma, Jan van den Brakel, Rolf van der Velden, and Jim AllEN ... 251

Analysing Sensitive Data from Dynamically-Generated Overlapping Contingency Tables
Joshua J. Bon, Bernard Baffour, Melanie Spallek, and Michele Haynes..........c.cocovevnenninnenneenneesseenes 275

Switching Between Different Non-Hierachical Administrative Areas via Simulated
Geo-Coordinates: A Case Study for Student Residents in Berlin
Marcus GroB, Ann-Kfristin Kreutzmann, Ulrich Rendtel, Timo Schmid, and Nikos Tzavidis..........c..cccue..... 297

Controlling for Selection Bias in Social Media Indicators through Official Statistics: a Proposal
Stefano M. lacus, Giuseppe Porro, Silvia Salini, and Elena Siletti...........c.cccocoeevevivcceiiicceieeece e 315

Exploring Mechanisms of Recruitment and Recruitment Cooperation in Respondent Driven Sampling
Sunghee Lee, Ai Rene Ong, and Michael EHIOtt.............cccceiiiiiceiiccceeee e 339

Measuring the Sustainable Development Goal Indicators: An Unprecedented Statistical Challenge
SEEVE MACFEEIY ... bbbt 361

Explaining Inconsistencies in the Education Distributions of Ten Cross-National Surveys — the Role
of Methodological Survey Characteristics
VEIENA OFTIMANNS ...ovvveiiieieteeiste ettt sttt sttt b b etk se bbb st e bRt e b b et se b bR st et ene s e b ene s 379

Investigating the Effects of the Household Budget Survey Redesign on Consumption
and Inequality Estimates: the Italian Experience
Nicoletta Pannuzi, Donatella Grassi, Achille Lemmi, Alessandra Masi, and Andrea Regoli...........c.c.......... 411

On Accuracy Estimation Using Parametric Bootstrap in small Area Prediction Problems

TOMASZ ZGAT0 ... 435
Book Review
PEEEE STIUTIS ...ttt sttt bbb s bbb bbb 459

All inquires about submissions and subscriptions should be directed to jos@scb.se


mailto:jos@scb.se

308

JOURNAL OF OFFICIAL STATISTICS

An International Review Published by Statistics Sweden

JOS is a scholarly quarterly that specializes in statistical methodology and applications. Survey methodology and
other issues pertinent to the production of statistics at national offices and other statistical organizations are
emphasized. All manuscripts are rigorously reviewed by independent referees and members of the Editorial Board.

Contents
Volume 36, No. 3, September 2020

Preface
Edith de Leeuw, Annemieke Luiten, and INEKE StOOP .......cvcueveiiricieniiiece ettt seseeens 463

Survey Nonresponse Trends and Fieldwork Effort in the 21st Century: Results of an International
Study across Countries and Surveys
Annemieke Luiten, Joop HOX, and Edith de LEEUW ........cceveceeeeriiecees et sesssssssssesssssnesenns 469

Continuing to Explore the Relation between Economic and Political Factors and Government
Survey Refusal Rates: 1960-2015
Luke J. Larsen, Joanna Fane Lineback, and Benjamin M. REISt.........cccocvvrernirennnneeceivenesesesesesessesssenenns 489

Evolution of the Initially Recruited SHARE Panel Sample Over the First Six Waves
Sabine Friedel and Tim BirkENDACK ... 507

The Action Structure of Recruitment Calls and Its Analytic Implications: The Case of Disfluencies
Bo Hee Min, Nora Cate Schaeffer, Dana Garbarski, and Jennifer DyKema.........ccocoueevvenereenineneesennenenenns 529

Measurement of Interviewer Workload within the Survey and an Exploration of Workload Effects
on Interviewers’ Field Efforts and Performance
Celine Wuyts and Geert LOOSVEIUL ..........ccoveerieriicierisciessesets st sssssssssesnenes 561

Assessing Interviewer Performance in Approaching Reissued Initial Nonrespondents
Laurie Peeters, David De Coninck, Celine Wuyts, and Geert LOOSVEIdL...........cccccevvereeveeivnenscnreseseesenenns 589

Implementing Adaptive Survey Design with an Application to the Dutch Health Survey
Kees van Berkel, Suzanne van der Doef, and Barry SChOULEN ........cccvevveceirnicss e 609

The Effects of Nonresponse and Sampling Omissions on Estimates on Various Topics in
Federal Surveys: Telephone and IVR Surveys of Address-Based Samples
Floyd J. Fowler, Philip Brenner, Anthony M. Roman, and J. Lee Hargraves ...........ccocoevveeeenenensesesnesenenns 631

Working with Response Probabilities
JEIKE BEINIENEIM ... bbb bbb bbb bbb 647

A Validation of R-Indicators as a Measure of the Risk of Bias using Data from a Nonresponse
Follow-Up Survey
Caroline Roberts, Caroline Vandenplas, and Jessica M.E. HEIZING.......ccccuevrrrrnnenieininneeeesseseesesseseneens 675

Proxy Pattern-Mixture Analysis for a Binary Variable Subject to Nonresponse
Rebecca R. Andridge and ROUEICK J.A. LITHE ...t 703

All inquires about submissions and subscriptions should be directed to jos@scb.se


mailto:jos@scb.se

309

The Canadian Journal of Statistics La revue canadienne de statistique

CONTENTS TABLE DES MATIERES

Volume 48, No. 1, March/mars 2020

RO [l (0] 4T o TR 1

Editorial
Special issue on Stochastic Models, Statistics and Finance: Guest Editor's Introduction

(@000 )Y V{20 1 1T SRS 4
Original Articles

Price bias and common practice in option pricing
Jean-Francois Bégin and GeNnevIeve GaULhIEr .........c.ccvciiiiiicse e 8

Common-factor stochastic volatility modelling with observable proxy
Yizhou Fang, Martin Lysy and Don MCIEISH ........c.oiiiiiieece e 36

Inference for a change-point problem under an OU setting with unequal and unknown volatilities
Fugi Chen, Rogemar Mamon and SEVErien NKUIUNZIZA .........ccccveivereeesienienieiese s seerese e seee e e seens 62

Goodness-of-fit for regime-switching copula models with application to option pricing

Bouchra R. Nasri, Bruno N. Rémillard and Mamadou Y. ThioUD.........ccccceeveieiiiiii i 79
The entropic measure transform

Renjie Wang, Cody Hyndman and Anastasis KratSIOS...........coueererrrieiinienenieise e 97
Acknowledgement

Acknowledgement of Referees' Services Remerciements aux lecteurs CritiqUeS..........coovreveierieneneeesnsenienens 130


https://onlinelibrary.wiley.com/action/doSearch?ContribAuthorStored=Lysy%2C+Martin

310

The Canadian Journal of Statistics La revue canadienne de statistique

CONTENTS TABLE DES MATIERES

Volume 48, No. 2, June/juin 2020

ISSUB INTFOIMIBLION ...eveeiieieiee ettt ettt et e e ettt e s st e e s eab et e esabbeeessab et e e saaseeeessbeeeeasbesessaseeeensabeeeenanraeessarrenens 135

Original Articles

Validity and efficiency in analyzing ordinal responses with missing observations
Xichen She and Changbao WU ..ot sre e 138

Partial order relations for classification comparisons
0T 7 = T 152

A new distribution-free k-sample test: Analysis of kernel density functionals
V1 =T o FO SR 167

Direct estimation of differential networks under high-dimensional nonparanormal graphical models
L@ 101V LaTo 17 o - Vo o TR 187

Estimating prediction error for complex samples
Andrew Holbrook, Thomas Lumley and Daniel Gillen............cccccooce i 204

Semiparametric regression methods for temporal processes subject to multiple sources of censoring
Tianyu Zhan and Douglas E. SChAUDEL .............cooeiiiiiii e 222

Functional measurement error in functional regression
Sneha Jadhav and ShUANGOE Ma.........ooiieiiiieee et sre e 238

Improved methods for moment restriction models with data combination and an application
to two-sample instrumental variable estimation
Heng Shu and Zhigiang Tan ........ooeieiieieese ettt st esestesreseeneas 259

Optimal design for classification of functional data
08 T I I 1210 U o1 T Lo RSO URTRRPRT 285

High-dimensional covariance matrix estimation using a low-rank and diagonal decomposition
Yilei Wu, Yingli Qinand MU ZNU.......ccooveiiiiiieieiie st 308



DIRECTIVES CONCERNANT LA PRESENTATION DES TEXTES
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points ci-dessous. Les articles doivent étre soumis sous forme de fichiers de traitement de texte, préférablement Word et
MathType pour les expressions mathématiques. Une version pdf ou papier pourrait étre requise pour les formules et

graphiques.

1 Présentation

11 Les textes doivent étre écrits & double interligne partout et avec des marges d’au moins 1% pouce tout autour.

1.2 Les textes doivent étre divisés en sections numérotées portant des titres appropriés.

13 Le nom (écrit au long) et I’adresse de chaque auteur doivent figurer dans une note au bas de la premicre page du
texte.

14 Les remerciements doivent paraitre & la fin du texte.

15 Toute annexe doit suivre les remerciements mais précéder la bibliographie.

2. Résumé
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expressions mathématiques dans le résumé.

3. Rédaction
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5. Bibliographie
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