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ABSTRACT 

On s'intéresse dans ce rapport à une analyse statis-

tique d'un réseau de télécommunication destiné à: 

a- desservir une population d'utilisateurs formée par des 

groupes de faible dimension 

b- chaque groupe génère son propre trafic 

c- l'affectation des lignes se fait suivant un protocole 

prioritaire avec 

d- réjection d'un appel de plus basse priorité à l'arrivée 

d'un autre de plus haute priorité quand tous les canaux 

sont occupés 

En admettant que les distributions des temps inter-

arrivée des appels et des temps de services soient exponentiels, 

on démontre que le réseau peut être représenté par un processus 

de mort et de naissance multidimensionnel avec coefficients va-

riables suivant l'état du système. On calcule à partir de la dis-

tribution des états en régime permanent les indices de performan-

ce du système tels que: 

a- le trafic écoulé 

b- la probabilité de congestion des lignes pour des appels 

d'une priorité donnée 

c- les probabilités de réjection et 

d- de non admissibilité d'un appel de priorité prédéterminée 

reliant deux sous-populations quelconques. 

Le modèle obtenu englobe ceux connues dans la litté-

rature comme cas particulier. 
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Un programme pour le calcul numérique des résultats 

a été développé. Le programme est conçu pour économiser au 

maximum le temps de calcul étant donné la complexité du modè- 

le. Il se base sur deux sous-programmes qui assurent la généra-

tion rapide des vecteurs d'état. Un exemple numérique illustre 

les résultats théoriques et leur exploitation numérique. 
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INTRODUCTION 

Dans l'ensemble d'une étude de faisabilité d'un nou-

veau réseau gouvernemental de communication, entreprise par le 

Centre de Recherche en Communication, nous nous proposons d'é-

tudier le comportement statistique d'un réseau spécial destiné 

à : 

a;-. desservir une population d'utilisateurs formée par des 

groupes de faible dimension 

b- chaque groupe a un trafic qui lui est propre 

c- l'affectation des lignes se fait suivant un protocole 

prioritaire 

la réjection d'un appel en cours à l'arrivée d'un appel 

de plus haute priorité est permise 

L'étude statistique d'un réseau de télécommunication 

possédant les quatre caractéristiques mentionnées ci-dessus 

constitue l'essence de ce contrat entre le CRC et l'Université 

de Sherbrooke, Sherbrooke, Québec. 

Le présent rapport final présente le travail, en en-

tier, réalisé pendant lapériode du début d'avril 1974 jusqu'à 

mars 1975. Le travail rapporté se compose de deux parties: 

Partie I : Développements théoriques 

Partie II: Exploitation des résultats 
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La partie I est essentiellement une mise au point des 

résultats théoriques qui ont déjà été présentés au CRC dans un 

rapport préliminaire, au mois d'octobre 1974. On y a ajouté une 

brève note sur l'historique du problème et un résumé succinct 

des travaux ayant trait au problème sous considf7ation. 

En admettant que chaque liaison entre deux sous-popu-

lations est un processus de Poisson, il est clair que les ap-

pels entre deux sous-populations sont générés suivant un pro-

cessus de Poisson dont le paramètre est proportionnel au nom-

bre de liaisons inactives. Cette observation nous permet de te-

nir compte de la dimension des groupes d'utilisateurs dans le 

modèle. Comme d'habitude on admet aussi que les temps de servi-

ce des appels sont expohentiellement distribués. Sous ces hypo-

thèses on obtient pour le système un modèle multi-dimentionnel 

de mort et de naissance. 

Il est évident que le comportement d'un système sans 

réjection des appels de basse priorité à l'arrivée d'un autre 

de plus haute priorité ne se différencie de celui d'un système 

avec réjection que quand tous les canaux sont occupés. Alors, 

on démontre que la probabilité de trouver le système avec réjec-

tion dans un état donné, est identique à celle d'un système sans 

réjection, dans le même état, en admettant que les paramètres 

définissant ces deux systèmes sont identiques. Pourtant, on dé- 

montre que le système avec réjection doit satisfaire à une con-

dition d'équilibre, qui exprime la probabilité qu'un appel de 
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priorité donnée soit admis dans le système par suite de la ré-

jection d'un appel de plus basse priorité présent dans le sys-

tème à son arrivée. 

On trouve facilement que notre modèle inclut aussi le 

cas d'une population de dimension infinie comme un cas particu-

lier. Les résultats obtenus sont identiques avec ceux trouvés 

(4) 
récemment par Brandt . 

On définit quatre inaices de performances caractéri- 

sant le système: 

a- le trafic écoulé 

b- la probabilité de congestion des canaux 

c- la probabilité de réjection d'un appel de priori-

té donnée reliant deux sous-populations quelcon-

ques 

d- la probabilité de non-admissibilité d'un appel de 

priorité donnée reliant deux sous-populations 

quelconques 

Clairement ces indices de performance intéressent les 

Utilisateurs de réseaux aussi bien que ceux qui les exploitent 

ou ceux qui les concoivent. Ces paramètres caractéristiques sont 

exprimés en fonction de la distribution des états du système. 

Pour le cas d'un système desservant une population infinie, les 

résultats obtenus sont comparables avec ceux connus dans la lit-

térature technique. 

Dans la deuxième partie, on s'intéresse aux problè- 
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relatifs au calcul numérique des indices de performance du sys-

tème. Le problème principal dans ce calcul est la génération de 

l'ensemble des vecteurs d'état. Comme le nombre de ces vecteurs 

croît excessivement vite avec les dimensions du système, il est 

nécessaire de trouver un moyen de générer sans répétition des 

vecteurs d'état pour minimiser le temps de calcul et la lon-

gueur de la mémoire du calculateur. Cette technique se base sur 

deux algorithmes: 

a- la génération des partitions d'un nombre donné 

b- la permutation des multi-ensembles. 

Les principes généraux de ces algorithmes sont intro-

duits par des exemples simples. Finalement, on donne des exem-

ples numériques illustrant les résultats théoriques obtenus 

dans la première partie en travaillant sur un réseau hypothé- 

- tique de dimension réduite. 

On termine le rapport en suggérant deux problèmes in-

téressants et en passant en revue leur méthode de solution qui 

est une généralisation du modèle multi-dimensionnel développé 

dans ce travail. 



PREMIERE PARTIE 

DEVELOPPEMENT THEORIQUE 

Sommaite  

La première partie de ce rapport se compose de cinq 

chapitres. 

Le chapitre I présente brièvement l'historique du pro-

blème et une revision très succincte des travaux publiés trai-

tant des questions ayant des traits communs avec notre problème. 

La définition analytique du problème est donnée dans 

le chapitre II. Le système à l'étude est décrit par un ensemble 

de C canaux desservant S sous-populations qui génèrent chacune 

ses propres trafics tant du point de vue des priorités que des 

destinations. L'état du système est défini par un vecteur, dont 

le nombre des composantes est égal au nombre de liaisons de dif-

férentes priorités entre les sous-populations et même entre deux 

utilisateurs d'une même sous-population. Supposons que le sys-

tème se trouve dans un état correspondant à un vecteur donné. 

La valeur d'une composante de ce vecteur indique le nombre de 

canaux occupés dans le système par les appels d'une priorité 

donnée entre deux sous-populations déterminées qui sont asso-

ciées avec la dite composante. 

La mise en équation du système est discutée dans le 
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chapitre III. On tient compte de l'influence de la dimension 

des sous-populations en admettant que: 

a- les distributions des temps inter-arrivée entre les 

appels et des temps de service de ces appels sont ex-

ponentielles, et 

b- le paramètre du processus de Poisson entre deux sous-

populations données est proportionnel au nombre des 

liaisons non occupées 

Le système est ainsi modelé par un processus multi-

dimentionnel de mort et de nai-sance dont les coefficients sont 

fonctions de l'état du système. On s'intéresse particulièrement 

au système avec réjection d'un appel de plus basse priorité à 

l'arrivée d'un appel de plus haute priorité. 

Le chapitre IV traite en détail la résolution des équa-

tions d'état en régime permanent. Le cas d'un système sans ré-

jection et le cas d'une population infinie d'utilisateurs ne 

sont que des cas particuliers de notre modèle. 

Les indices de performance du système sont définis 

.dans le chapitre V et sont des indices intéressant l'utilisateur 

et l'exploiteur du système. On étudie en détail le calcul de: 

a-. trafic écoulé 

b- la probabilité de congestion des canaux 

c- la probabilité de réjection d'un appel 

d- la probabilité de non-admissibilité d'un appel 

La simplification des résultats obtenus conduit aux 

résultats connus de cas particuliers d'un système servant une 

population infinie. 



CHAPITRE 1 

HISTORIQUE 

L'étude statistique d'un système de télécommunication 

basé sur un mode d'affectation prioritaire et desservant un 

groupe limité d'utilisateurs fait partie d'une étude de faisa-

bilité d'un réseau de communication privé qu'entreprend le 

Centre de Recherche en Communication (CRC). Ce problème a été 

reconnu comme un problème nouveau (2) . En effet, notre recher-

che bibliographique montrait que ce problème a été attaqué par-

tiellement dans les cas particuliers plus simples. 

L'étude de l'occupation des canaux d'un système de 

communication desservant une population infinie est identifia-

ble au problème de "l'Interférence des machines" (3). L'affec-

tation prioritaire des lignes est cependant ignorée en utili-

sant ce dernier modèle. 

Plus récemment, le cas d'une population finie d'utili-

sateurs, tenant compte de l'affectation prioritaire des lignes, 

était l'objet d'une étude publiée par Brandt (4) en appliquant 

la théorie des promenades aléatoires. Le modèle de Brandt n'est 

pas non plus utilisable pour le problème en cours, car d'une 

part la population est supposée infinie et d'autre part il n'y 

a pas la réjection d'un appel de basse priorité à l'arrivée 

d'un appel de plus haute priorité. On verra plus tard que les 

résultats de Brandt peuvent être obtenus comme un cas particu- 

lier de notre modèle. 
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La théorie des processus multi-dimensionnels de mort 

et de naissance a été appliquée avec succès à la résolution 

des "problèmes d'échange", dans l'étude des systèmes télépho-

niques . Cette technique sera appliquée pour la résolution 

de notre modèle. 

Finalement, d'autres travaux théoriques concernant 

l'étude de la superposition des trafics ont été publiés par 

Palm (6) , Cox et Smith (7) , Newland (8)  et O'Dell (8) . Ces•  

travaux formaient la base mathématique de la théorie de con-

gestion multi-dimentionnelle. 



CHAPITRE 2 

DEFINITION DU PROBLEME 

L'étude entreprise dans ce travail, telle que spéci-

fiée dans le contrat, se situe dans le contexte d'une analyse 

mathématique d'un réseau de communication par satellite ayant 

les particularités suivantes: 

a- un nombre restreint d'utilisateurs 

b- les utilisateurs forment des groupes de faible dimen-

sion, chaque groupe générant un trafic qui lui est 

propre 

c- les appels possèdent différentes priorités de service 

et cette priorité permet la réjection d'un appel de 

plus faible priorité lorsque nécessaire. 

L'objet de ce chapitre est le développement d'un mo-

dèle mathématique représentant le système spécifié ci-dessus. 

2.1 Sou4-pomaation4 d'utiti4ateu1L4  

Soit M le nombre total d'utilisateurs du réseau. Ces 

utilisateurs se groupent en S sous-populations, désignées res-

pectivement par Si , i = 1,2,...,S. Le nombre d'utilisateurs 

faisant partie de la sous-population S i  est indiqué par mi , i 

1, 2,...,S. On a évidemment: 

Mm. 
i=1 

(1) 



1,2,...,P i,j  
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2 .1 —CeicictikUatieri d'Un amjet  

Chaque appel est caractérisé par trois paramètres: 

- sa priorité k k =  

- son origine i i  

- sa destination j j =  

Il y a P différentes catégories de priorités, la ca-

tégorie k = 1 étant la priorité de plus grand poids. Plus gé-

néralement, lorsque nécessaire, un appel de priorité p peut 

interrompre le service d'un appel de priorité q, à condition 

que: 

4).3  
P 

,f • 1 • ru; e 41 4 l'e*oe 

La réjection d'un appel de basse priorité à l'arrivée 

d'un appel de plus haute priorité aura lieu quand ious les ca-

naux du système sont occupés. 

2.3 Canacténi4at2on du txueie de4 4ou4 - popuZation4  

On base tout ce qui suit sur les deux hypothèses sui- 

vantes: 

A-1 

•• 

Chaque liaison . libre entre les clients des sous-popu-
lations S et g génère des appels, de priorité k, 

suivant un processus de Poisson de paramètre 

• -k ' 



11 

A-2 Les temps de service des appels de priorité k, géné- 

rés par des clients de la sous-population i et desti-

nés à un utilisateur de la sous-population j, sont 

exponentiellement distribués avec paramètre 

uk (i,j) 

k = 1,2,...,P i,j =  

Note: La condition i = j , dans la définition du trafic d'une 

sous-population, indique le fait qu'il y a des connections via-

satellite entre deux clients d'une même sous-population. 

PXotcicote .cte: Ueàe4  

A- 3 Le protocole de lignes en vigueur dans le système est 

la priorité absolue. En d'autres termes, un appel de 

priorité k, sans distinction de son origine et de sa 

destination, est admis dans le système quand: 

a- il existe un canal disponible 

b- tous les canaux sont occupés mais il y a au moins 

un canal occupe par un appel de priorité plus bas-

se, k'(k' > k) 

c- s'il y a plusieurs appels de même priorité, sans 

distinction de leurs origines et destinations, qui 

sont susceptibles d'être rejetés à l'arrivée d'un 

appel de plus haute priorité, ces appels ont la 

même probabilité d'être rejetés. 

Ve-cteiX  

Sur le plan opérationnel, le système étudié n'est ni 

2.4 

2.5 



(2) 
n  =  

k=1 ]=1 
nk  
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plus ni moins qu'un ensemble de C canaux bilatéraux(duplex). 

L'état du système, à chaque instant, est défini par un ensem-

ble de nombre de canaux reliant deux utilisateurs appartenant 

à deux sous-populations distinctes i et j et qui communiquent 

entre eux avec une priorité k. On désigne par: 

nk  

k = 1,2,...,P i,j =  

le nombre de canaux occupés par des messages de priorité k, re-

liant nk (i ' j) utilisateurs de la sous-population i au même nom-

bre d'utilisateurs de la sous-population j. 

Posons: 

P S S 

n désigne ainsi le nombre total des canaux du réseau occupés 

par des appels sans distinction de priorités, d'origines et de 

destinations. 

Pour décrire mathématiquement l'état du système, on 

introduit le vecteur d'état: 

Nk;i,i (n) = {n;...,hk (i,i),•••} 

(3) 
k = 1, 2,...,P ; i,j = 1, 2,...,S 
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Soit C le nombre des canaux du système. On voit nettement que: 

Q.4 n 4 C 

de même 

nk (i =  0, 1,...,C 

Pour nk
(i,j) = 0, il.n'y_a pas d'appel de priorité 

k entre les clients des sous-populations i et j. Par contre 

pour nk (i ' j) = C, tous les canaux sont occupés par les C ap-

pels de priorité k entre les clients des sous-populations i et 

j. 

Quand n = C tous les canaux sont occupés et pour 

n = 0 , on trouve le système à vide. 

2.6 Dimen4ion du vecteut d'état 

La dimension du vecteur d'état est définie par le nom-

bre des composantes de ce vecteur. D'après la définition de 

nk ' (i j) on voit aisément que le vecteur d'état a pour dimension: 

D = PxSxS ( 4 ) 

Etant donné un nombre n, 0 < n < C, le nombre des vec-

teurs d'état dans lesquels on a n canaux occupés est égal au 

nombre obtenu par l'occupation de n objets identiques des D 

cases différentes. Ce nombre de vecteurs d'état est donc(1) 

n +  D1 _  

D - 1  (D-1)! (s) 



= m - (8) 
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Ainsi on voit aisément que le nombre total de vec- 

teurs d'état est: 

F = (n + D - 1 ) 
D - 1 n= 

2.7 Canactexi4tique4 d'un vecteux d'etat  

Soit un vecteur d'état tel que défini par l'équatton 

(3). De chaque vecteur d'état on peut déduire deux paramètres 

caractérisant des sous-populations associées avec cet état. 

D'abord la somme: 

P S 
mi = nk (i ' j) +  

k=1 j=1 

donne le nombre total des appels, sans distinction de priori-

té, destinés à la station i ainsi que ceux générés par la sta-

tion i. Donc m' représente bien le nombre d'utilisateurs de la 

sous-population i qui sont actifs, étant donné que le système 

est dans l'état considéré. Ensuite la différence: 

(6) 

(7) 

définit le nombre des utilisateurs libres de la sous-popula-

tion i, associé avec un état donné du système. On voit claire-

ment que: 

0 4 m. 4 C 
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et 

1 1 1 

Dans les situations réelles, on peut supposer que le nombre 

des utilisateurs d'une sous-population est supérieur au nom-

bre des canaux du système: 

C > mi  

Le produit mï . m? représente le nombre de liaisons 
7 , 

entrelessous-populationss.et quand il y a m? ucilisa- 
i 1 

teurs libres dans S i 
et ml utilisateurs libres dans S,

. 

 Cha-

cune de ces liaisons est une source d'appel, car correspondant 

à une liaison, il faut deux utilisateurs de deux sous-popula-

tions distinctes, ou d'une même sous-population. 

-* Lecasoùfft....0 4 0 n'est pas réaliste, et cette condition 

n'entraîne aucun changement dans la mise en équation du mo-

dèle et la solution des équations d'état dans ce cas n'est 

simplement qu'un cas particulier de celui que nous dévelop-

pons dans ce qui suit. 



CHAPITRE 3 

EQUATIONS D'ETAT 

Dans ce chapitre, on s'intéresse à une méthode géné-

rale d'établir les équations d'état. On considère que le sys-

tème sous considération peut être modelé par un processus mul-

ti-dimentionnel de mort et de naissance. 

3.1 Tau. x de ' entikati dé.6 .  'cippe.e4  

Selon l'assomption A-1, il est clair que pour 

0 4 n C-1, le taux de génération des appels de priorité k, 

d'origine i et destination j, est donné par: 

k (ij) xn x m" 

On notera aussi que, quand tous les canaux du systè-

me sont occupés par des appels de priorité, la plus basse éga-

le à ko' tout appel de priorité k < ko ne sera plus admis dans 

le système. Posons: 

ko 
n(k0 ) Enk (i,i) 

k= 

on a: 

(9) 

0 quand n(ko) = C, et k < ko  

; 

• •( c) ; i,j = 
 

k
(ij) x m? x m? pour k > k a. 3 o 

(10) 
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3.2 Equation4 d'état en Aegime txan4itoine et 4an4  

kéjection. 

Etant donné un vecteur d'état Nk;i,j(n),  nous appe-

lonsvecteursd'étatadjacentsdecevecteur. Nk;i (n) les ,3  

deux vecteurs qui se déduisent de Nico.,i (n) par: 

a- l'admission d'un nouvel appel de priorité k, d'origi-

ne i et destination j dans le système. On désigne ce 

nouveau vecteur par Nic;i,j (n+1) , et 

b- la terminaison du service d'un des appels en cours, 

supposé de priorité x, d'origine i et destination j. 

Ce nouveau vecteur est désigné par  Nk;i,i  

On constate aisément que les seules composantes et 

paramètres caractérisant des vecteurs adjacents sont donnés 

par le tableau suivant. Tous les autres composantes et paramè-

tres caractérisant ces vecteurs restent identiques. 

Tableau 1: Les seules différences entre les composantes et pa-

ramètres des vecteurs d'état adjacents. 

Ni j  (n) Nk;i,j (n-1) Nk;i,j (n+1)  

nk (i ' j) 
nk (i ' j) - 1 nk (i ' j) + 1 

m " m" + 1 m"1  - 1 3. 1  

m  II m" + 1 m" - 1 
j 



1 

(11) 
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Soit P[Nk;i,j(n);  t] la probabilité de trouver le système à 

l'état Nk;i,j(n), 
 à l'instant t. Par suite des hypothèses A-3-1 

et A-3-2, on trouve facilement la probabilité que le système 

soit au même état à l'instant t + dt; 

k;i,j
(n); t + dt] = P[bik;i,j (n); t] 

ir:{-
k (Nk;i,j (n);i, j ) k u ( ) ( . -i ' i- -nk i ' i)  dt P Nk ; i ,(n); IJ 

Xk (Nk;i,j (n-1);i,j) dt p Nk;i,j (n-1); t 

(l+nk (i,j)) pk (i,j) dt PINk;i,j (n+1); t 

avec 

On  e C-1, 1 k P, i = j = 1, 2,...S 

La sommation dans le second membre se compose de D=PxSxS 

termes, chaque terme étant l'expression figurée dans les acco-

lades définie par rapport à une composante des vecteurs d'état. 

Transposant P[Nk;i,j (n); ti du second membre au premier, divi-

sant ensuite par dt et faisant tendre dt à zéro, on obtient 

les équations d'état en régime transitoire sans réjection, dé-

finies pour tout vecteur d'état associé avec 0 4 n C-1. 



; k;1,3 [14k;1,3 

,j) P (n+1) ; ti Nk;i,j  + (12) 

;1 
. 
.3 
 .(n); t] 

E ._. , k (Nk „ ,; (n);i,i) + Pk (i,j) nk (iii) liNk;i,j (n); t 

Ic•i•i 
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3.3 —E4iiatïon4 d'état—  én ' négiirié tnanàïtoïné .atféd né- 
. fédtion  

Nous allons d'abord étudier l'effet de la réjection 

d'un appel en cours par un appel de plus haute priorité. Soit 

à l'instant t + dt le vecteur d'état 

Nk . k ;i j (c) = { C;...nk (ij) + 1,...nk (i',j'), 0..0} (13) 
o ' 

où l'indice k est introduit pour indiquer la priorité la plus 

basse des appels présents. Supposons que N k  4,i (C) résulte de 
o 

de la réjection d'un appel de priorité s, causée par l'arrivée 

d'un appel de priorité k, k < s. A l'instant t, c'est-à-dire 

avant la réjection, le système est à l'état 

Nk,s;i (C) = {C;...nk (ifj),..nk ,j')..ns (i",j"), 0..0} ",j" 

(14) 

On voit bien que les composantes des vecteurs (13) et 

(14) doivent être identiques sauf pour les deux cas suivants: 
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Cas 1: 

k s 

ns (in ' j") dans le vecteur (14) doit être égale à 1. 

Cas 2:  

ko = s 

la composante nk (i,j) dans le vecteur (14) doit être égale à 

nk (i ' j) + 1. De plus, il est clair que l'appel qui vient d'être 

admis dans le système doit être de priorité la plus basse 

(égale à ko ); ainsi on a: 

k 4 ko  

ko  4 s 

< s 

Cette remarque nous permet de trouver tous les états 

Nk ,s;i 0 ,
3
•.(C) étant donné un vecteur Nk,k (C). 

0:ipi 

Supposons que 'le système soit à l'état Nk,s;in,j ,(C) 

au temps t, la transition de cet état à l'état Nk,k (C), 
o;i,j 

pendant l'intervalle de temps infiniment petit dt, est déter- 

minée par les deux évènements suivants: 

E1 : l'appel de priorité s ne termine pas son service 

E2 : un appel de priorité k arrive 

et 

Les deux évènements sont indépendants; donc la proba- 



[ 1 -  
] 

(C);i'ildt i",j") dt X ic  Nk,s;i . d . 
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bilité qu'ils se produisent simultanément pendant l'interval-

le (t, t + dt) est donnée par: 

et en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur de 

dt, on obtient: 

[1%1 . 11  ..(C);i,j] dt  
k k,s;a. ,3 

La probabi1it de trouver le système dans 1'tat k,k0;1,j )  

à l'instant t + dt peut être déterminée sans difficulté comme 

Suit: 

P[Nk,k (C) ; t + dt] = P[bik,k (C); t] + 
o,i,j o,i,j 

(15) 

,j1dt x 
'o,i,j E[xk[Nk ,k . (c) Pk(i , j )  

lça,j  

(C-1);i,j] dt (C-1); t] 
Àk'14k,k0,i,j 

f:X147k 
dt x P Nk,s;ii ,; (C); t 

j'6 1 s=k0  

s>k 

( 16 ) 
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De l'équation (16) on obtient facilement l'équation différen- 

tielle en: 

11.7„. . .(C); t] i.e. PIN, = 
K: 1 ,7 x;1,3 

-[

X

k[  Nk (c);i,l+ P[7k,k . ,i (C); t 
i i i

,k0 ;i 0;1,3 

+ X i( [Nk,ko;i,j (C-1);iii  [Nk,k0;i,j (C-1); t + 

S o 

XI<.7k,s; P Nk,s;ij .(C); t 
3 =;.;;0  

s>k 
La triple sommation dans les accolades de l'équation 

(17) s'appelle le terme de réjection. 

3.4 Equatian4 d'état  en A.egime penmanent  

On constate aisément que le système possède un régi- 

me permanent. Posons: 

lm P[Nk;i,j (n); = P[Nk;i,j (n)] 
t ce 

Cette limite s'appelle la probabilité stationnaire de l'état 

N
k; 

. .(n). 
1,3 

Pour t 4  œ  , les dérivées s'annulent dans les équations (12) 

et (17). On a alors: 

(17) 



ii)nk(i,j p (ri) : 1 .3 

(18) 

(19) 
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Elx k (nk;i,j (n);iii) 1-1  
k,i,j 

PINk;i,j (n-1) 

+ (1 + nk P (n+1)] = 0 

pour O 4 n 4 C-1. 

et 

:E: - ptk kk (N (C);i,j) Pk(i,j)nk(ifi PElk , k (Cl , . 
o,1,3 o;i,j 

(C-1);iej) 117k,k .(C-11 o;117 o;i,j 

Exk [Nki„);ii p[N ki; ; "(c)] = 0 
"=1 s=ko 

s>k 
3.5 Equation4 d'état du 4y4tème 4an4 nejection  

Il est intuitivement clair que pour les mêmes sous-

populations générant les mêmes trafics et pour le même nombre 

de canaux 0 e n 4 C-1, les fonctionnements des systèmes avec 

et sans réjection semblent analogues. La différence entre ces 

deux systèmes se manifeste seulement quand tous les canaux sont 

occupés. Cette remarque nous conduit directement aux équations 

d'état du système sans réjection comme ci-dessus, pour n = C. 
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(20) 

P [Nk;i,j (Cl 
k,i, 

k[Nk;i,j (C-1);i 1 P [Nk;i,j (C-1)] 

L'équation (20) s'obtient de l'équation (19) en: 

- égalant le terme de réjection à zéro, et 

- substituant X [14 ...(C);i,j] = 0 pour tout k,i,j k k:i,j 

car quand le système est entièrement occupé aucun appel n'est 

admis dans le système. Pour 0 n C-1, les équations d'état 

correspondantes sont données par l'équation (18). 

On verra plus tard que l'étude du système sans réjec-

tion nous servira de guide dans la résolution du système avec 

réjection. 

3.6 Equation4 d'état du 4y4te„me utn4 néjection de43etvant  

une poputation inéinie. 

Dans le cas particulier d'un système sans réjection 

desservant une population infinie, on peut obtenir les équations 

d'état simplement en substituant dans les équations (18) et (20), 

les taux de génération des appels par des constantes. Ce cas 

a été traité par Brandt 
(4). Les détails des calculs seront 

donnés dans la section 4.3. 



p[N, . .:1,7 (n1 p(e) 
K k,i,j 

pkk ' • .% (117) 
m? i! (21) 

k ' ' 

CHAPITRE 4 

RESOLUTION DES EQUATIONS D'ETAT EN REGIME PERMANENT 

Dans ce chapitre on s'intéressera tout d'abord à la 

résolution des équations d'état des systèmes sans réjection. 

Le résultat obtenu nous sera bien utile dans la résolution 

des équations d'état de notre modèle. 

4.1 Sy4tème 4an3 nejection  

On trouvera sans peine que la solution des équations 

(18) et (20) est de la forme: 

avec k = 1,2,...P, i,j = 1,2,...P. 

où 

Xk (i .j ) 
 Pk (ij) Pk 

désigne l'intensité du trafic àe priorité k, d'origine i et 

destination j. 

P(s) représente la probabilité que le système soit à l'état 

vide, en régime permanent. 

(22) 



(24) Pk (i,j) 
int! a. 3  
 +1  P[N (n+1)] k;1,3 P. (n)] k;1,3 

et 

P . (n-11 1.7k;i,j 
n k ' 

pk (i ' ïr(rrC + 1 ) (nC 
3 

;TT  P [Nk;i,i  (ri)] (25) 

P(s) se détermine par la normalisation habituelle: 
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1 _1 
 

m., 
1.  p nk (i,j) 

13(e)=ELE: u  n (i,j)!  e  i,j,k k 
(23) 

Le résultat énoncé ci-dessus se justifie simplement en utili-

sant l'équation (21) et en appliquant la définition des vec-

teurs d'état adjacents on a, pour 

0 4neC 

Substituant les équations (24) et (25) dans les équations 

(18) et (20), on voit aisément que les dernières sont iden-

tiquement vérifiées. 

Retournons maintenant au système avec réjection. 

4.2 Sy4tème avec néjection  

La résolution des équations d'état du système avec 

réjection est beaucoup plus laborieuse. Pour commencer, nous 

réécrirons l'équation (18) pour 



(0) ;i,j) P [ (01 
;1,3 

Nk;i,3 LE: 
k,i,j 

(27)  

(28)  

n = 0, 1,...2, C-1 
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P [Nk;i,i (1)1} = 0 (26) 

{_[,, k (Nk;i , ; (1);i,i) p k (i,j)nk (i,j)] P (1/ 

k,i,j 

X [N . (0) ;iii]P • ( O k k;1,3 [Nk;2.,3 

(l+nk (i,j)) p k (i,j)[P Nk;i,j (2)] = 0 

ENxoNk;id (C-2);±,i) P k (i,j)nk (i,j)] P [Nji(C-2) 
k,i,j 

X k (Nk;i,  (C-3) ;i,j) P [ Nk;id  (C-3)] 

(l+nkk [ (C-1)11 = 0 

E{-[)■ k (Nk;i,i (C-1);i,j) + p k (i,j)nk (i,j)] P [Nk;i,i (C-1)] 

k,i,j 

X141.1ki,j (C-2) ;i,j1 P [Nk;i,  (C-2)] 

(l+nk (i ' j))p k (i ' j) P [Nk;D(C) I = 0 

Et pour n = C 

(29) 
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-X147k,k (C);i iii + (C)  
0 :ifi 

[N. (c...1) ; i1111,71c,.. (C-11 k 
ko;1,] 

EX4Nk;s;ivi . ) (C);id P Nki ,;j . (C) = 0 

i" j" s=k0  
s>k 

En ajoutant ces équations on obtient: 

(C)-i j] P [Nk , . . (C) i E4k,k0;i,i ko;1.7 k,ià 

P 

I: 1: EXIci.7k;s;i';j H(C);i,j P Nk,s;i'h" (C) = ° 
i" j" s=k0  

s>k 
En substituant l'équation (31) dans l'équation (19), on trou- 

ve: 

E {-pk (i,j)nk (i,j) P [Nk k (c)] 
k,i,j ' 0 :irj 

Àk(Nk,k 
o;1 

.
. 3

(C-1 );ifi P [14k,k o;1 
. /3 

. (C-1)] = ° 

On voit nettement que l'équation (32) est identique avec l'é-

quation (20), et que l'équation (31) relie le taux de généra-

tion des appels des sous-populations, à un état donné quand 

tous les canaux sont occupés, avec ceux des états qui peuvent 

transformer à cet état par une transaction avec réjection. 

(30)  

(31)  

(32)  
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est maintenant évident que: 

1- la distribution des probabilités de l'occupation des 

canaux du système avec réjection est identique avec 

celle du système sans réjection. Cette distribution 

est déterminée par les équations (21) et (23). 

2- quand les canaux sont tous occupés dans le système 

avec réjection, les taux de génération des appels 

n'est plus proportionnel avec les liaisons mais doit 

satisfaire l'équation. 

]) 1  

-Xk 
[Nk'ko;i,j(C);i'i]  Prik (i,j) x '(m? + 1)(m" + 1) 

P s (j-

ti j
") p s tif J 

x 
k [N .”..(C);i,j] m" (ns  (i",j") +1) k,s;1,7 j  7V 

s>k 

L'équation (33) s'obtient en substituant l'équation 

(21) dans l'équation (31), et avec la convention: 

Àk[7k;ko;i,j E 0 (34) 

pour k ko en tenant compte du fait que tout appel de priorité 

égale ou plus basse que celle de priorité la plus basse présen-

te dans le système, avec tous ses canaux occupés, n'est pas ad-

mis dans le système. L'équation (33) exprime clairement la con-

dition d'équilibre du système avec réjection. 

Nous allons terminer ce chapitre en considérant le 

cas intéressant d'une population infinie. 
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4.3 Ca4 d'une poputation inetnie  

Pour le cas où la population est infinie, on a le 

tauxdeenérationeappel,entrelessous-populationsS.et 

S et de priorité k, indépendant du nombre de liaison. 

Précisément pour: 

n C-1 

on obtient: 

k [blk; . .(n)-"i = k (ij) 1,3  

Les équations d'état dans ce cas sont, pour 0 4 n < C-1 

P[Nk;i,j (n )] 

k (i ' j) P[Nk,i,j (n-1)] 

(l+nkk P k;i,j (n+1)]j = 0 

et pour n = C on n'a qu'a reprendre l'équation (19). Répétons 

l'opération faite à la section 4.3, on trouve que: 

1- la distribution de la probabilité d'occupation des 

canaux, pour 0eneC 

(35) 
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(36) 

[Nk i ko;j,j  (C) •  
• • 

k ' 

•") 
+Z Xk[Nk,s;i,:j"(C);iel n

s i n ) +1 

s>k
o  

n•n (37) 

'  

nl,(i fj )  

nl> n () [Nk = P ( ) i,j 
,k k 1, ]  

2- l'équation reliant les taux de génération des ap- 

E 
pels, quand n = C, devient: 

et de même on a toujours la condition d'admission (35). Il 

est intéressant de noter que dans ce cas, on peut calculer ex-

plicitement la valeur de  

En effet, par le théorème des monomes multiples on 

a: (12, p. 92). 

•
117k;i,j (n1 = :E: k  ) Pk( 1 ,3) 

c(n) 

Posons: 

(38) 

P  E Pk (i 'j )  (39) 
i,j,k 

L'équation (38) devient: 

P[Nk;i,j (n)] = 

C (n) 



P(0) - 

• • 1 
 = 
C n En 

n! 

(40) 

où 

En 
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Où e(n) désigne l'ensemble des états du système contenant n 

appels. Alors applicant la formule (23) on a: 

n=o 



CHAPITRE 5 

INDICES DE PERFORMANCE 

Ce chapitre a pour objet la définition des princi- 

paux indices de performance du système. 

5.1 Tta4ic ecouti  

Le trafic écoulé est égal à la moyenne des canaux 

occupés en régime permanent. 

= n p{n} 
n=o 

où 144 est la probabilité d'avoir n appels dans le réseau 

sans distinction de priorité, d'origine et de destination. 

Ainsi pour une valeur de n 

p{n} = P (n1 
k,i,j 

La sommation dans l'équation (42) s'étend sur les n+D-1 
D-1 

vecteurs d'état dans lesquels il y a n canaux occupés, 

(n = 0, 1, 2,...,C) 

5.2 PnobabiZite de conge4tian de4 canaux d'un appei de  

ptiaxite k o  

Te (41) 

(42) 

La probabilité de congestion des canaux pour un ap- 
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pel de priorité k sans distinction de son origine et de sa 

destination est égale à la probabilité que le système soit com-

plètement occupé par des messages de priorité la plus basse 

égale â ko. Donc: 

ko 

Ck k k;1 o ' • (C)] , , j   

igi 

La sommation s'étend sur le sous-espace des vecteurs 

d'état N .(C). Il est évident que la probabilité de con- 
o. k;k 3 

gestion est commune pour toutes les sous-populations, car la 

priorité ne dépend pas des sous-populations. 

5.3 PxobabiZite de Aejection d'un appel de toxionité 4 et  

tetiant te4 4ou4-poputation4 i,j  

Prenons pour origine du temps le moment où le systè- 

me est à l'état Nks;i1;j'  ,(C) dans lequel n 5 (13j") est non ,  

nul. Soit t l'instant où la réjection d'un message de priorité 

s et reliant les sous-populations i; j" a lieu. Cette réjection 

se produit si les trois évènements suivants se produisent simul-

tanément pendant (0,t): 

El : le système se trouve e l'état N iuju (C) 

(43) 

E2 : aucune terminaison de service des n s (i;j") appels 

en cours de priorité s et reliant les sous-popula-

tions i j" 

E3 : exactement un appel de priorité k < s-1 arrive 
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P{E31 On a: (44) , ï jk s;irj . (c)  

=4471c,s;irj"(C1 exp [-p s (Nk,s;i7j ,(C)) (45) 

=(N :11.0(C)) t exp [-X s k,s;1,3 • s N . (C)) t k,s;ir3" (47) 

[

4s Nk,s ; i-j- ( c )  

où 

(46) 

et 

avec 

s-1 
(N s k:j") =Nk,s;irj" (C" i 'i mi mj 

La probabilité de réjection d'un appel de priorité s et re-

liant les sous-populations (irj") est donnée par: 

1  
Qs (iri n ) = 4111c,s;irj" (i x  ns (irj") 

E S 

CO 

[Nk,s;irj" À s[Nk,s;irj ,,(C) t x 

•  ex t dt (49ex[_  lishc ,s;irj" (C 1 À  shc,s;irj"(C1] 

En effectuant l'intégrale on a: 

(48) 
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1. . • P. [Nk 
• s 

Rs Uri") = s (irj ) 17' (C + [ig ... n (1} 2  
trds) { s  N 

• s (50) 

La sommation dans l'équation (50) s'étend sur un sous-ensem-

ble des vecteurs d'état caractérisés par le fait que la prio-

rité s sont la priorité la plus basse présente dans le systê-

me et qu'il y a au moins un appel de priorité s reliant les 

sous-populations irj". 

Il est aussi intéressant de calculer la probabilité de réjec-

tion d'un appel de priorité s sans distinction de son origine 

et de sa destination. En répétant le raisonnement ci-dessus, 

on trouve: 

1 
Rs = . — x k,s;1,3 ns 

c' (s) 

1.t [14 . .(C)1 x X. . . , 
s k,s11,3 • sIN  k,s;1,3  

[ P s[Nk,s;i,j (C 1 À s[Nki,j (C ) ] 2  

s-1 

ns 
 =k  l';; ,J 

=  
k=1 I,j 

= 
ra l! m" X [N 1 k k,s;i,j (C);i ' i] 

et c'(s) désigne le sous-ensemble des vecteurs d'état dont les 
appels sans distinction d'origine et destination, présent dans 

le système sont de priorité s. 

(51) 

où 

s- 1 

k=1 i,j k=1 
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5.4 PiwbabiZité 'cte non udini44ibititî poux Uri 'appel  

k . '( * ) 

La probabilité de non admissibilité pour un appel de 

priorité ko  se définit de la même manière que la probabilité 

de réjection d'un appel de priorité s. Prenons pour origine 

du temps le moment où le système est à l'état (C). 
Nkts ;irj 

Supposons que l'appel (k ,i*,j*) o arrive à l'instant t. Cet 

appel ne serait pas admis dans le système si les trois évène-

ments suivants se produisent pendant le temps (o,t): 

E le système est à l'état N .(C) 1 • • k,s;i,] 

E2 • • aucune terminaison de service des C appels en cours 

E3  : exactement un appel (k 0;i*,j*) arrive 

On a: 

P[E1] = P  [Nk,s;i, j 

J.(Cl exp 11E2] (Nk,s;ifi 
(C)) t] dt 

otl  

p (N . (C) ) :E:  k k,s:i,j =  
k,i,j 

où la sommation est définie par rapport à l'état Nk,s0. (C) ,i  

et 



f P ko  (Nki,j (c) ) x 
-ko (Nk,s;1  . ,3  .(C);iej*) 
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P[E3] = XIC 
(Cbilil [qtk  Nk (C) 

O 

o,sli,i 1 t 
O [Nk 

eXp 
0,8;irj 

La probabilité de non admissibilité de l'appel (kod.„ *)  est 

donnée par: 

Rko (iej*) = x 
c(k0 ) 

CO 

t. dt (C);i 1/1 (CI) • -k [Nk  exP[-Pic (N .s_,. 
° 0,s;1,j 

o k,s;',3 

où la sommation s'étend sur tout le sous-ensemble e(ko ) des 

(C) tels que s ko + 1. En effectuant l'inté- états Nk,s;i,j 

grale on a: 

Rho (iej ec ) = 

{ liko [Nk _ ko . ( C1 + 
' il.]  

P[ N ko,s;i,j 
(Cl 

o h Xk N (C);ieji [ 
ors:i,j  

Xko [N
ko , s ; j 

)(
.
0 2  

(52) 

avec 
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(C) définie par l'équation (19). 
kO iNko,s;i,j 

5.5 Taux« d'a.ppet4 acdépté4  

L'acceptation d'un appel (k;i,j) dépend de l'état 

du système. Aussi le taux d'appels acceptés est défini par: 

= 
k;1 

.14E: 

 n 

P[N . . (n)] 
k 
[N
k;1 

.(n)i,j] k;i,] ,7 

où le taux de génération des appels satisfait les équations 

de restriction (10) et la condition d'admission quand le sys-

tème est saturé, définie par l'équation (33), et la sommation 

s'étend sur tout l'ensemble des états. 

5.6 Cas  d'une population inéinie  

Nous allons terminer ce chapitre en simplifiant les 

expressions des quelques indices de performance du système 

desservant une population infinie. 

5.6.1 Ttaéic ecou.t.é. Eééicacité  

En appliquant l'équation (41). et les équations (36) 

et (40), nous avons par la formule des monomes multiples: 

(53) 
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1=0 
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(54) 

nk (ij) 

1: K  E n 
n=o k,i,j 

1 • E Teœ 
n=o 

..• C-1 
 . p n Ec  (p) '1' Ir , .-1  

È—TPT h./ Fr • C Ec (P) 
n=o 

où 

Ec (p) 

P  =  
k,i,j 

D'après la définition de Ec ( p) on peut écrire: 

'C _ _ P' /C! = 1-E(C,$) 

Comme d'habitude P est connu sous le nom de trafic offert. Ain-

si le rapport E(p) , du trafic écoulé au trafic offert, est l'ef-

ficacité du système. Il est intéressant de noter que le deuxiè-

me membre de l'équation (54) n'est autre chose que la probabi-

lité de non congestion des canaux du système. On en déduit donc 

que: 

1- "L'efficacité du système est égale à la probabilité 

de non congestion des canaux". 

2- "Le trafic écoulé est égal au produit du trafic offert 

par l'efficacité du système".. 

3- Le deuxième terme dans le deuxième membre de l'équa- 

tion (54) est reconnu comme la formule classique 

d'Erlang (13) , exprimant la perte du système. 

.T. 
E = = 1 



C(k0 ) 
p(ko ) C/C! 

41. 

5.6.2 PtobabiZité de conge4tion du. canaux pou  t un appei  

de ptioxite k o  

Notons que pour un appel de priorité k ir) , sans dis-

tinction de destination et d'origine, il n'y aurait de conges-

tion de canaux que si tous les canaux du système étaient occu-

pés par des appels de priorité la plus basse égale à ko . Alors 

cette probabilité est donnée par: 

tr 
J=1 

ko 
•• 1 Tr x C(ko ) • = 
E(p) k=1 

(Pk  irj) nk (iii)  

Posons: 

o s 
p(k0) = 

:E: 
k=1 i,j=1 

et appliquons la formule des monomes multiples. On trouve aisé- 

ment que: 

et en exprimant en fonction de la formule de perte d'Erlang, 

on a: 

C(k0 ) [ e elk l  (ko) - 

c 

• E(C,$) (55) 



42 

C - 
E(C,$) = P EiTFT 

désigne la perte d'Erglang. 

L'équation (55) peut se réduire comme suit: 

C(k0 ) = expEC  log 741 . E(C,$) 
" 

On voit aisément que la perte des appels de priorité 1(0  décroît 

exponentiellement en fonction du nombre de canaux C. 

L'équation (55) est une généralisation de la formule 

d'Erlanq au cas d'un système de communication desservant une 

population infinie avec une affectation prioritaire des lignes 

et avec réjection des appels de basse priorité â l'arrivée d'un 

appel de plus haute priorité. 



DEUXIEME PARTIE 

EXPLOITATION DES RESULTATS 

I NTRODUCTI ON  

Dans cette deuxième partie de ce rapport, l'exploi- 

tation des résultats obtenus dans la précédente sera traitée. 

,Elle comprend .deux sections. Le chapitre 6 contient 

les techniques de base du calcul numérique des paramètres de 

performance du système. Le chapitre 7 illustre les résultats 

théoriques par un exemple numérique dont les calculs sont ef-

fectués suivant un programme développé dans le chapitre 6. Les 

résultats concernant un système avec une population infinie 

sont illustrées par des courbes représentatives. 



CHAPITRE 6 

TECHNIQUES DE CALCUL NUMERIQUE DES INDICES DE PERFORMANCE 

Les résultats théoriques obtenus dans la première 

partie ne sont pas directement implémentables sur ordinateur. 

On voit nettement que dans le calcul des indices de 

performance on a besoin des probabilités de trouver le système 

dans chacun de ses états. Il est évident que l'on doit d'abord 

générer l'ensemble des vecteurs d'état du système. Ceci est un 

problème très complexe si on considère le nombre des vecteurs 

d'état qui croIttrès rapidement en fonction des dimensions du 

système. Pour que l'exploitation des résultats théoriques soit 

réalisable dans le cas d'un système de dimension rgelle, il 

faut prendre des précautions pour limiter le temps de calcul 

aussi bien que la longueur de la mémoire nécessaire du calcula-

teur. 

6.1 Génital:ion de Ven6emble de4 vectediu'd'etat  

La génération de l'ensemble  des vecteurs d'état s'ef-

fectue en deux opérations fondamentales. Rappelons en premier 

lieu la définition du vecteur d'état. . 

Chaque état du système est défini par un vecteur de 

dimension D=PxS2 où P est le nombre des classes de priorité du 



système et S le nombre de sous-populations desservies par le 

système. Chaque composante nk (i,j) avec k=1,2,..., P et 
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i,j = 1,2,..., S est un nombre entier. La somme n= nk  (i j) . ' 
,7 

représente le nombre des appels en cours dans le système. Le 

nombre n est inférieur ou égal au nombre C des canaux du systè- 

me. 

Soit n un nombre entier tel que 1 4,n4 C. Les deux 

opérations fondamentales de la génération de l'ensemble des vec-

teurs d'état sont: 

a) la génération des partitions du nombre n et 

b) la permutation des multi-ensembles. 

L'opération (a) nous donne les valeurs des composantes 

nk (ij) non nulles d'un vecteur d'état, étant donné que l'on trou-

ve n appels présents dans cet état. 

Etant donné le nombre n, il y a plusieurs états cor-

respondant à un nombre n. L'opération (b) nous permet de trouver 

tous ces états en permutant les sous-ensembles des nk (i,j) non 

nulles obtenues par l'opération (a) parmi les D composantes .clu 

vecteur d'état. 

Nous allons maintenant étudier en détail ces deux 

opérations. 
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6.2., - Legénétectiôn:deS 'parititicin'eun . neete . entièk n . 

La génération des partitions d'un nombre entier n con-

siste à trouver toutes les collections de nombres entiers plus 

petits que n dont la somme est égale à n. Prenons pour exemple 

n = 4. Les partitions de n sont: 

4, 3 + 1, 2 + 2, 2 , + 1 + 1, 1 + 1 + 1 + 1. 

On peut classer ces partitions comme dans le tableau 

ci-dessous: 

0 0 0 4 

0 0 3 1 

0 2 0 2 

0 2 1 1 

1 1 1 1 

Tableau 2- Liste des partitions 
de n=4 

Considérant chaque ligne comme un nombre, on voit 

clairement que ces partitions sont classées dans l'ordre crois-

sant. 

Le premier de ces nombres est égal àu nombre à par-

titionner et le dernier est formé par une suite de 1. Ceci nous 

conduit donc à représenter l'opération de partition par un ar- 
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bre comme l'indique la figure ci-dessous. 

1
A

O 
• / 21\Q 

/ H\ 1 1 03 0 

/ / 11  
1 1 

\ 
21 4 

Figure 1- L'arbre de partition de 4 

On vérifie sans peine que les observations ci-dessus 

sont applicables pour la partition d'un nombre n quelconque. 

L'implémentation de la génération des partitions sur l'ordina-

teur s'effectue suivant l'algorithme représenté par la figure 

2. Sur la figure 2, on voit clairement que l'on n'a besoin, com-

me mémoire, que d'un seul régistre pour contenir la partition 

B. qui vient d'être engendrée. 

6.3 Là peAmutation d'un mutti-en4embte  

La permutation d'un multi-ensemble nous sert à en-

gendrer le sous-ensemble de vecteurs d'état associés à une par-

tition donnée B i . Il est préférable d'illustrer cette technique 

par un exemple simple. 



i1  

B. .4-  n 
1 

P. 4 B. 
1 a 

i i - 1 

B. 4 
1 

Bi 

Imprimer 
4 (3=1, i), 

Fin ) 

4 B
i 

Bi -1  

i+  

N -B. 
1-1 

P..4 B. 
1 ,  

48 

Début ) 

Figure 2- L'organigramme de la génération des partitions 
. d'un nombre n Bi  

régistreconterlantlavaleurd""eli  1 vient d'être engendrée 
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Considérons par exemple le sous-ensemble des vecteurs 

d'état, de dimension D=4, associés avec la partition 

B= 1 1 3 

du nombre n=5. Ces vecteurs sont donnés dans le tableau 3. 

0 1 1 3 

0 • 1 3 1 
0 3 1 1 
1 0 3 1 
1 1 0 3 
1 1 3 0 
1 3 0 1 
1 3 1 0 

3 0 1 1 
3 1 0 1 
3 1 1 0 

Tableau 3- Liste des vecteurs d'état de dimension D=4, 
associés avec la partition B= 1 1 3 
du nombre n=5 

Considérons chaque ligne dans ce tableau comme un nom-

bre. On voit que ces nombres sont classés dans l'ordre croissant. 

Le sous-ensemble de ces vecteurs est représentable par 

un arbre montré dans la figure 3. La première branche de l'arbre 

est associée avec le nombre le plus petit possible que l'on peut 

former avec les digits de la partition donnée.On passe d'une bran-

che à l'autre en formant un nouveau nombre le plus petit possible 

mais plus grand que celui associé avec la branche que l'on vient 

de quitter tout en employant les digits de la partition donnée. 
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3 

1 

Racine 

Figure 3- L'arbre représentant la permutation d'un 

multi-ensemble pour la génération des vec-

teurs d'état ayant D=4, et associés à la 

partition B= (1 1 3) du nombre n=5. 
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On continue ainsi jusqu'à la dernière branche qui correspond 

au plus grand nombre que l'on peut former avec les digits de 

la partition initiale. Le nombre de digits contenus dans le 

nombre maximum est égal à la dimension D des vecteurs d'état. 

La technique de génération des vecteurs d'état asso-

ciés avec une partition donnée décrite ci-dessus nous conduit 

au sous-programme de permutation d'un multi-ensemble illustré 

à la figure 4. Les notations employées dans ce sous-programme 

sont maintenant définies. 

Considérons Une partition donnée, par exemple: 

B = 1 1 1 2 2 3 

Admettons que la dimension du vecteur d'état est 

D = 9. Le plus petit nombre que l'on peut former avec les di-

gits de B est donc: 

A = 000  111  22 3 

Notons que A est un vecteur d'état associé avec la 

partition B. Les éléments A.(i=1, D) se groupent en quatre grou- 

pes dans notre exemple: 

C1  : 000 avec M = 3 éléments  1 

C2 : 111 avec M2 = 3 éléments 

C3 : 22 avec M3 = 2 éléments 

C4  : 3 avec M4 = 1 élément 



\  Lecture de: 
D,N,Mk (k=1 a N) 
et Ck (k=1 à N) 

/ 

Fig. 4- L'organigramme de l'opération de génération de 
l'ensemble des vecteurs d'état associé avec 
une partition donnée B i . 

52 
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Nous désignons en plus: 

Rk  : compteur des éléments de C k  déjà utilisés (11“N) 

rgistre  contenant la valeur de A  dj engendrée 

Qi  : régistre contenant le nombre d'éléments de C k  utili- 

sés lorsque i éléments de A sont engendrés. 

6.4 Le ptogitamme puncipat  

Les techniques développées dans les sections 6.1 et 

6.2 sont appliquées dans le programme principal pour le calcul 

des indices de performance du système défini dans le chapitre 

5, précisément: 

1- Le trafic écoulé 

2- La probabilité de congestion des canaux d'un appel 

de priorité k 

3- La probabilité de réjection d'un appel de priorité 

$ d'origine i et destination j 

La probabilité de non-admissibilité pour un appel 

d'origine i et destination j et de priorité k. 

Il est évident que le programme a été conçu pour le 

cas le plus général d'un système de C canaux, P classe de prio-

rité et S sous-populations avec C, P et S quelconques. 

L'organigramme de ce programme est donné dans la fi-

gure 5. Le fait saillant est que chacun des paramètres caracté-

ristiques du système est calculé partiellement au fur et à mesu-

re qu'un vecteur d'état est engendré. Ceci nous permet de calcu- 



Augmenter les 
compteurs, 
sommation de 
SP(N) 

( Début 
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Lecture LI,LJ,LK,IC 
FLAMDA,FMU,M4) 

ICalcul  124),L 
Initialisation 
des compteurs et 
des sommations 

Fig. 5a- Organigramme du programme principal 



Appel PARTIT 

KQ + LK 

alcul SR(I,J,K0 

Appel PERMUT 

Appel EQUIV 

Appel FONC 

Augmenter les 

compteurs. Som-

mation de SP(N) 

oui 

I Sommation de PROD 

Calcul 5C(KO) 

Calcul SQ(I,J,K0) 
et SC(KO) 

oui 

oui 
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N IC 

Fig. 5b- Organigramme du programme principal (suite) 



Sommation des 
SP(N), 

N = 1 àIC 

Calcul PO 

Calcul TE 

Multiplier les ma-

trices SC, SQ et 
SR par le coeffi-
cient PO 

\ 
Lister les 

résultats 

56 

Fig. 5c- Organigramme du programme principal (suite et fin) 
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ler les indices de performance avec le minimum possible de 

temps de calcul et avec une longueur de mémoire minimale. Ainsi, 

en dépit de la dimension du problème, on peut obtenir les va-

leurs numériques des indices de performance d'un système réel 

dans un temps raisonnable. Les détails de calcul seront illus-

trés par un exemple numérique donné dans le chapitre suivant. 

Les données sont: 

1- C : nombre de canaux du système; 

2- P : nombre de classes de priorité; 

3- S : nombre de sous-populations 

4- 11X (i' j)11 k : matrice des taux de génération des 

appels entre la sous-population i et la sous-popula-

tion j de priorité k; (i,j = 1,2,...,S, 1 e k <P); 

5- : matrice des taux de service des appels 

entre la sous-population i et la sous-population j 

et de priorité k, (i,j = 1,2,...,S, s k 
6- N: vecteur des nombres des utilisateurs des sous-

populations (1 s S) 
Catcta intexmediaite  

IIPk (i ' j)11 : matrice des intensités de trafic de priorité k 

entre les sous-populations  i et j 

(i,j = 1,2,...,S, leke P) 

Les résultats sont calculés partiellement au fur et 

à mesure qu'un vecteur d'état est engendré par les formules 

correspondantes comme l'indique le tableau 4 ci -dessous: 
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Résultats du calcul No. d'équation 

Probabilité de trouver le système à 

vide (23) 

Trafic écoulé (41) 

Probabilité de congestion des canaux 

pour les appels de priorité k (43) 

Probabilité de réjection d'un appel de 

priorité so  entre les sous-populations 

i et , j" (50) 

Probabilité de non-admissibilité d'un 

appel de priorité 1 ko P-1 entre 

les sous-populations i* et j* (52) 

Tableau 4- Paramètres à calculer et leur équation correspon-

dante. 

Sow4 - ptogxamme4  

Le programme principal englobe les sous-programmes 

• ci-dessous: 

1- Sous-programme PARTIT 

2- Sous-programme PERMUT 

3- Sous-programme EQUIV 

4- Sous-programme FONCT 
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Les sous-programmes PARTIT et PERMUT sont écrits sui-

vant les algorithmes discutés dans la section précédente. Le 

sous-programme PARTIT, chaque fois qu'il est appelé produit une 

nouvelle partition d'un nombre 1 N 4 C. Le sous-programme 

PERMUT, chaque fois qu'il est appelé engendre un nouveau vec-

teur d'état à partir de la nouvelle partition générée par le 

premier. 

Le sous-programme EQUIV regroupe les composantes d'un 

vecteur d'état donné en P matrices de dimension S x S. Cette 

opération est nécessaire pour le calcul des probabilités de ré-

jection et de non admissibilité d'un appel de priorité prédéter-

minée et d'origine et destination spécifiées. 

Le sous-programme FONCT calcule pour chaque vecteur 

d'état: 

a- le vecteur M2 des utilisateurs libres dans les sous-po-

pulations 

b- la constante: 

FMU1 = pk (i,j)nk (i,j) 
k,i,j 

dont on a besoin dans le calcul de la probabilité de non-

admissibilité d'un appel 

c- le produit: 
nnk ' (i j) 

m.  k ' 
PROD =  U .  k,1,3 nk (i ' j) 
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Sommation pantietZe  

Les sommations dans le calcul du trafic écoulé et 

dans le calcul de la probabilité de trouver le système à l'é-

tat vide se calculent partiellement en trouvant: 

a- la somme 

P = 1: PROD 
V 

où V désigne le sous-ensemble des vecteurs d'état engen- 

drés à partir d'une partition ,d'un nombre 1 N C et 

b- la somme 

SP(N) = 

où V' est le sous-ensemble des vecteurs d'état associés 

avec toutes les partitions d'un nombre 1 N C. 



CHAPITRE 7 

RESULTATS NUMERIQUES 

Ce chapitre illustre les résultats obtenus dans la 

première partie par un exemple numérique sur un système de 

dimension réduite qui satisfait les conditions spécifiées dans le 

contrat et par une série de courbes représentatives de la for-

mule d'Erlang généralisée obtenue dans le cas d'un système des-

servant une population infinie avec priorité absolue. 

7.1 Exempté numetïque  

L'exemple numérique ci-dessous représente un systè-

me de communication desservant une population de M = 24 utili-

sateurs groupés en S = 3 sous-populations comme l'indique le 

tableau 5. 

m1 m2 m3 
,  

10 6 8 
- 

Tableau 5- Répartition des utilisateurs 

parmi les sous-populations 

Le vecteur = 0 6 8] 

On suppose que le nombre des canaux utilisés dans le 

système est C = 5. 
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'Pxtecite t =' 1  • 

* 1 2 3 .  . 

1 18 16 20 

2 15 15 21 

3 15 18 26 

X1 ' (i j) = 
M 

62 

Le système peut être illustré par la figure 6. On suppose qu'il 

y a dans le système P = 2 classes de priorité. La dimension du 

vecteur d'état est alors: 

D = PxSxS = 18. 

La génération poissonnienne des appels suivant les 

priorités sont spécifiés dans les matrices suivantes: 1,  

4).-, V 
*A; v-' 

Ptionité k = 2 

X2(ifi) = 

i.j 1 2 3 

1 12 16 20 

2 13 13 21 

3 15 18 26 

On a choisi les valeurs numériquee de Xk (i,j) de tel- 

le manière que pour tout i,j 

< 

Ce qui implique que le temps moyen inter-arrivée des appels 
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Sous-population No. 3 
m3  = 8 utilisateurs 

Sous-population No. 1 
m = 10 utilisateurs 1 

Lr - - - 
F 

C = 5 canaux 

tummy 

1.1-1 

Sous-population No. 2 
m2 = 6 utilisateurs 

Fig. 6- Schéma du système hypothétique étudié dans 

l'exemple numérique 
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de priorité k = 1 est plus grand que celui des appels de prio- 

rité k = 2. 

Les matrices des temps de services des appels selon 

les priorités sont données comme suit: 

. rictoxite  k' ' 1 

, j) = 

i.j 1 2 3 

12 4 10 

2 5 15 7 

3 7.5 6 26 

alti 4J 

Ptioitité k = 2  

11 2 (i , j) = 

ifj 1 2 3 

1 3 2 5 

2 3 5 3 

3 3 3 2.5 

De ces deux matrices on voit nettement que le temps 

moyen des appels de priorité k = 2 est plus long que celui des 

appels de priorité k = 1. 

On trouve facilement les matrices de trafic généré 

ci-dessous: 
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•PxieltitÉ ' ' 1 

P l (i 'i )  = 

i,j 1 2 3 

1 1.5 4 

2 3 1 3 

3 2 3 1 

Tvtiotité k = 2  

Pf(i,j) = 

i,j 1 2 3 

1 4 8 4 

2 5 3 7 

3 5 6 10 

En utilisant un programme conçu à cet effet, on trou- 

ve: 

1- nombre total de vecteur d'état: 33,648 

2- probabilité de trouver le système à vide 

p
o 

. 0.44737187 x 10-17 

3- trafic écoulé 

Te = 0.45007095 

4- - la probabilité de congestion des.lignes pour les appels 

de priorité k = 1,2 sont trouvés dans le tableau 6. 
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C(1) C(2) 

.13137739 x 10 -2 .64153010. 

Tableau 6- Probabilités de congestion des lignes 
pour les appels de priorité k = 1,2 

4- les probabilités de réjection d'un appel de priorité 

k = 2 sont données dans le tableau 7. 

SQ2 (i,j) 1 2 3 

1 .32487893 x 10 -4 .10564305 x 10 -3 .38868500 x 10 -4 

_  

2 .11115836 x 10 -3 .21940311 x 10 -3 .10702867 x 10
-3 

3 .50606905 x 10
-4 .12066442 x 10 -3 

.41916079 x 10
-4 

Tableau 7- Probabilités de réjection d'un appel entre les 
tt / sous-populations (i,j) et de priorité k = 2 7 

0% .  

5- Les probabilités de non admissibilité d'un appel k = 1 

sont données dans le tableau 8. 

SR1 (i ' j) 1 2 3 

1 .28917869 x 10 -3 .19270895 x 10 -3 .48215478 x 10 -3 

2 .28917869 x 10 -3 .48215478 x 10
-3 .28917869 x 10 -3 

3 .28917869 x 10 -3 .28917869 x-10 -3 .24091822 x 10 -3 

Tableau 8- Probabilités de non admissibilité pour les appels 
de priorité k = 1 

? 
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1.2 Counbe4 nepte4entative4 de ta lionmute d'Entang  
aenütatiée  

Les courbes représentatives de la formule de perte 

d'Erlang sont classiques. On peut les trouver par exemple à la 

page 254 de la référence [12]. 

Les courbes peuvent être utiles dans le calcul des 

pertes, sans distinction des priorités, d'un système desser-

vant une population infinie avec affectation prioritaire des 

lignes et avec réjection d'un appel de basse priorité à l'ar-

rivée d'un autre de plus haute priorité à condition qu'on rem-

place le trafic p par le trafic total, précisément: 

p =EP 

k=1 
Pk (i ' j) 

Il est intéressant de calculer les pertes des appels 

d'une priorité donnée en appliquant la formule (55). Les cour-

bes de la figure 7 représentant les pertes des appels de prio-

rité 1  Z  ko e P dont le trafic partiel des appels de priorité 

1 k < ko est exprimé en fonction du trafic total par la rela- 

tion: 

P(ko ) = x(k0) . p 

où  x(k0 ) exprime le rapport du trafic partiel au trafic total. 

Dans la figure 7 on fait varier le trafic total de 

0.05 à 15 en supposant que pour toute valeur de p on a 

x(k0) = .1, .3, .5 et ce pour C .= 2, 10, 15 . 
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10-  

Fig. 7a- Probabilité de congestion des canaux pour 
C = 2 canaux et x = 1,0.5,0.3,0.1 
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Trafic total p 

Fig. 7b- Probabilité de congestion des canaux pour 
C=10 canaux et x=1,0.5,0.3,0.1 
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C=15 
x=1 
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Fig. 7c- Probabilité de congestion vs trafic total pour 
C=15 canaux et x=1,0.5,0.3 



CONCLUSION 

Un modèle a été construit pour représenter un systè-

me de communication ayant les traits caractéristiques spéci-

fiés par le contrat, précisément: 

1- desservant une population qui se compose de groupes 

de dimension finie 

2- ayant un protocole de lignes prioritaire absolu, c'est-

à-dire avec réjection d'un appel de basse priorité à 

l'arrivée d'un autre de plus haute priorité. 

En décrivant l'état du système par un vecteur dont les 

composantes représentent le nombre d'appels d'une priorité don-

née présent dans le système et reliant deux sous-populations 

prédéterminées, et en partant des hypothèses que la génération 

des appels entre deux sous-populations est poissionnienne et 

que la distribution des temps de service des appels est expo-

nentielle, on a démontré que le système se comporte comme un 

processus multi-dimensionnel de mort et de naissance, dont les 

paramètres sont fonctions de l'état du système. Ce modèle en-

globe ceux des systèmes prioritaires sans réjection et des sys-

tèmes desservant une population infinie comme cas particuliers. 

La résolution du système d'équations d'état en régime 

permanent a montré que le système prioritaire avec réjection se 

comporte identiquement comme un systàme sans réjection, excep-

té que la réjection implique que le taux d'admission des ap-

pels de hautes priorités aux moments où tous les canaux sont 

occupés doit satisfaire une équation d'équilibre. 
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Les indices de performances qui intéressent celui qui 

concet ou celui qui exploite le système aussi bien que l'uti-

lisateur sont définis et calculés en fonction de la distribu-

tion des états du système. Les résultats obtenus dans les cas 

particuliers sont identiques avec ceux donnés dans la littéra-

ture sous les mêmes hypothèses. 

Les techniques de calcul numérique des indices de 

performance ont été introduites. Elles se basent sur deux opé-

rations fondamentales: 

1- la génération des partitions d'un nombre donné et 

la permutation sans répétition des multi-ensembles 

Des algorithmes pour programmer ces deux opérations 

ont été développés dans le but de minimiser le temps de cal-

cul et la longueur de mémoire de l'ordinateur. 

Un exemple d'exploitation des résultats a été donné 

en détail, en utilisant un réseau hypothétique. Les résultats 

essentiels concernant le cas d'un système desservant une popu-

lation infinie, qui est considéré comme la limite de notre mo-

dèle, ont été représentés graphiquement pour illustrer l'effet 

de quelques paramètres, tels que le nombre des canaux et le 

trafic total, sur le comportement du système. 

Le rapport se termine en suggérant la généralisation 



73 

de la technique développée ci-dessus à l'étude des deux pro- 

blèmes intéressants suivants: 

Problème I:  Etude du cas d'un système dans lequel on impose, 

en plus des deux conditions précitées, une attribution parti-

culière des canaux parmi les S sous-populations. Cette nouvel-

le hypothèse est introduite pour étudier le cas réaliste des 

systèmes où, soit par des contraintes d'ordre de sécurité de 

transmission, soit par des contraintes sur la capacité des 

appareils de transmission, une sous-population donnée ne peut 

utiliser qu'une sous-bande de fréquence prédéterminée parmi 

les C canaux du système. 

Problème II:  Etude d'un réseau de transmission des données 

dans lequel la circulation des messages d'origine et destina-

tion prédéterminés se fait suivant une route déterminée, selon 

un protocole de ligne prioritaire absolu. 

La mise en équation du problème I demande une nouvel-

le définition du vecteur d'état, et sa résolution devrait être 

sujette aux conditions limites nouvelles. 

Pour le problème II, on peut appliquer un modèle multi-

dimensionnel pour représenter chaque noeud de transmission du 

réseau. Pour que le modèle soit utilisable dans l'étude analy-

tique de l'ensemble du réseau, on prévoit que le signal sur 

chaque sortie d'un noeud doit obéir à un processus poissonnien. 



74 

Ceci est une généralisation du théorème de Burke (14).  Le 

calcul de la probabilité de débordement de la mémoire dans 

chaque noeud de transmission du réseau, sous ces conditions, 

peut se faire par l'application de la théorie des fonctions 

génératrices composées. 
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ANNEXE A 

PROGRAMME PRINCIPAL POUR LE CALCUL 
NUMERIQUE DES RESULTATS 

On trouvera dans cette annexe le programme principal 

pour le calcul numérique des résultats.Dans l'application de 

ce programme à l'étude d'un système réel, on changera suivant 

les paramètres du système les dimensions des variables indi-

quées ci-dessous dans: 

- le programme principal 

- la sous-routine FONC 

- la sous-routine EQUIV 

Al Vatiabte4 4pecidiant te 4y4 tème  

LI = LJ = S : nombre de sous-populations 

LK = P : nombre de priorités 

IC = C : nombre de canaux 

L =SxPxC: dimension du vecteur d'état 

A2 Vimen4ion de4 vatiabte4 à changer. 4uivant  £e4  
panamètite4 detiini44ant te 4y4tème  

LJ, LK) 

M2(LI) 

M(1) ("LI) 

FLAMDA(LI, LJ, LK) 
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FMU(LI, LJ, . LK) 

M(IC) 

SAA(LI, 1J, LK) 

NA (L)  

NPS(L) 

NQ(L) 

NB(IC) 

NC(IC) 

NR(IC) 

NP(IC) 

SP(IC) 

SC(LK) 

SQ(LI, LJ, LK) 

SR(LI, LJ, LK .) 

4 3 FOtiliat de.4 dokiteed .  kujriekïcit.ted  

Les formats des données numériques du programme sont 

listés dans le tableau ci-dessous: 

Variable Format 

LI, LJ, LK, IC (10I5) 

- 144)(I) = mi (101.5) 

FLAMDA(LI, LJ, LK) = Xk (i,j) (10F5.3) 

FMU(LI, LJ, LK) = (10F5.3) 

Tableau Format des données numériques 
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A4 'e0oàïe4  

En plus des cinq principaux paramètres suivant 

1- probabilité de trouver le système à l'état vide 

2- le trafic écoulé 

3- le vecteur des probabilités de congestion des lignes 

suivant les priorités 

4- les matrices des probabilités de réjection d'un appel 

de priorité lekePentre les sous-populations 

5- les matrices de problbilité de non admissibilité d'un 

appel de priorité 2ekePentre les sous-populations 

le programme imprime aussi les paramètres intermédiaires sui- 

vants: 

1- NB: liste des partitions d'un nombre lene C 

2- La sommation: 

SP  

sur le sous-ensemble des vecteurs d'état associés avec 

une partition donnée d'un nombre n 

3- La sommation: 

SSP  
V' 

sur le sous-ensemble des vecteurs d'état associés avec 

toutes les partitions obtenues des partitions d'un 

nombre n. 
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ANNEXE A 
PROGRAMME PRINCIPAL 

oimFNsioN R0(4,403),M2(4),M0(4),FLAMDA(4,4,3) , FMU( 4,4, 3) ,M(5), - TES00010 
1 N44(4,4,3),NA(48),NPI(48),N0(48),NB(5),NC(5) , NR(5),NP(5) , SR( 5 ) , TES00020 
2 SC(3),S0(4,4,3),SR(4,4,3) TES00030 
COMMON /C10/LI,LJ,LK TES00040 
COMMON /C20/MO,RO,NAA,FMU TES00050 
DATA SC,SG,SR/99*0./ TES00060 
READ(5,1)1I,LJ,LK,IC TES00070 

1 FORMATI10I5) TES00080 
READ(5,2)(((FLAMDA(I,J,K),I=1,LI),J=1,LJ),K=1ILK)  TES00090 
READ45,3)1((FMU(11,J,K),I=1,LI),J=1,LJ),K=1,LK) TES00100 

FORMAT(10F5.3) TES00110 

FORMAT(10F5.1) TES00120 

READ(511)(M0 ( 1),1=1,LI) TES00130 

DO 10 I=1,LI TES00140 

_ DO 10 J=1,1-J TES00150 _____ 
DO 10 K=1,LK 

____ _  
TES00160 

10 ROLI,J,K)=FLAMDA(I,J,K)/FMU(I,J1K) TES00170 

L=LI*LJ*LK     TES00180 

WRITE(6,11)LI,LJ,LK,IC TÉS00190 

11 FORMAT(' LI,LJeLK,IC=1,4131 TES00200 

WRITE(6,12)(1(FLAMDA(I,J,K),I=1,LI),J=1,LJ),K=1,LK) TES00210 _ 

12 FORMAT( FLAMDA= 1/(10E5.3)). TES00220 

WRITE(6,13)(f(FMMI,J,K),I=1,L1),J=1,LJ),K=1,LK) 7E500230 

13 FORMAT(' FMU= '/(10F5.1)) TES00240 

ICI=IC-1 TES06250 

SSP=0. TES00260 

 KON=0 TES00270 

DO 100 N=1,1C1 TES00280 I 

SP(N)=0. TES00290 

KON1=0 T ES 00300  

CALL PARTIT(N,IFINeNC,MINGIL,NBINIINP) 
_ 

— TES00310 

20 IF(IFIN.E0.1)GOTO 90 TES00320 

 WRITE(6,21)(N8(I),I=1,NI) TES00330 1 

21 FORMAT(/' NB=',5I2) TES00340 - 

P=0. TES00350 

 KON2=0   TES00360 _  _ 
CALL PERMUT(NC,M,NG,IFININAIrL,NPI,NQ,NR) TES00370 

40 IF(IFIN.E0.1)G0TO 60 TES00380 

KON2=KON2+1 ___ TES00390 .   
CALL EQUIV(NA,NAA) TES00400 - 

CALL FONC(M2,PROD,FMU1) TES00410 

P=P+PROD TES 00420  _ 
CALL PERMU(IFIN,NA) 

_ , 
TES00430 

. GOTO 40 TES00440 

60 SP(N)=5P(N)+P TES00450 

KON1=KON1+KON2 TES00460 

KON=KON+KON2 TES00470 

WRITE(6,61)KON2,1)  TES00480 . 
61 FORMAT(I60 P= 1 ,E15.13) TES00490 

CALL PARTI(IFIN,NC,M,NG,NB,NI) TES00500 

_GOTO 20 TES00510 

—90 SSP=SSP+SP(N) TES00520 - 

100 WRITE(6,62)KON1,SP(N) TES00530 
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62 FORMATII60 SP= ',E15.8/ 
SP5=0.  
N=IC 
SP(N)=0. 
KON1=0  
CALL PARTIT(NtIFIN,NCvM,NG,LINB,NIINP) 

120 IF(IFIN.E0.1)GOTO 200 
WRITE(6,21)(NB(I),1=1INI)  
P=0. 
P3=0. 
KON2=0  
CALL PERMUT(NC,MING,IFIN,NAIL,NPI,U,NR) 

140 IF(IFIN.ECo.1)GOTO 190 
KON2=KON2+1  
CALL EOUIV(NA,NAA) 
CALL FONC(M2,PROD,FMU1) 
P=P+PROD  
KO=LK 
SC(K0)=SC(K0)+PROD 

150 on 151 J=1,LJ  
'DO 151 I=1, 1 I 
IF(NAMI,J,K0).NE.0)G070 160 

151 CONTINUE  
KO=K0-1 
SC(K0I=SC(K0)+PROD 
DO 155 J=1,LJ  
DO 155 I=1,LI 
TI=M2(1)*M2(.1)*FLAMDA(I,J,K0) 
72=T1+FMU1  
T2=T2*T2 

155 50(I,J,K0)=SQ(I,J,K0)+PROD*T1*FMU1/T2 . 
IF(KO.GT.1)G0TO 150  
GOTO 180 

160 K1=K0-1 
FLMD=0.  
DO 161 K=1,K1 
DO 161 J=1,LJ 

--
DO 161 I=1,LI  

161 -FLMD=FLMD+M2II/*M2(J)*FLAMDA(I,J,K) 
DO 165 J=1,LJ 
DO 165 I=1,LI  
T1=FMU(I,J,K0) 
T2=T1+FLMD 

165  _SR(I/J!K0)=SR(I,J,K0)+PROD*T1*FLMD/(T2*T2)  
180 CALL PERMU(IFIN,NA) 

GOTO 140 
1.90 SP(N)=SP(N)+P  

KON=KON+KON2 
KON1=KON1+KON2 
 WRITE(6,61)K0N2,P 
CALL PARTI(IFIN,NCIM,NG,NB,NI) 
GOTO 120 

ZOO WRITE(6,62)KON1,5P(N)  

TES00540 
TES00550 
TES00560 
TES00570 
7E500580 
TES00590 
TES00600 
TES  00610 

 TES0062-6-  
TES00630 
7E500640 
TES00650 
TE500660 
7E500670 
TES00680 
TES00690 
7E500700 

--7É-5-00710 - 
 TES00720 

TES00730  
TESOO740 
TES00750 
7E500760 
TEStibi70 
TES 00780 
TES 00790 
TES00800 
TES00810 
TES00820 
Ti506-830-  
TES00840 
7ES00850 

- TES0(5-860 
TES00870 
7ES00880 
TES00890 
TES00900 
7ES00910 

- TES -00920 -  
TES00930 
TES00940 

--T-ESOO950 -  
TES 00960 

 TES00970 
T-ES-00980 -  
TES 00990 

 TES01000 
TES01010 
TES01020 
TES01030 
TES01040 
TES01050 
7ES01060 

0g0Q9P 
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SSP=SSP+SP(N) TES01070 
P0=1./(1.+SSP) TES01080 
WRITE(6,201)KON,SSP S TES01090 

201 FORMAT(/' NOMBRE TOTAL DE VECTEURS =  1 1161' SSP=',E15.8) TES01100 
S=0. TES01110 
DO 210 N=1,IC TES01120 

210 S=S+N*SP(N) TES01130 
TF=PO*S TES01140 
WRITE(6,211)PO,TE TES01150 

211 FORMAT(/' P0=',E16.81 , TE=',E16.8/) TES01160 
WRITE(6,219) TES01170 

219 FORMAT(/' VECTEUR SC:'!) TES01180 
DO 220 K=1,LK TES01190 

220 SC(K)=SCIK)*P0 TES01200 
WRITE(6,221)(SC1K),K=1,LK1 TES01210 

221 FORMAT(10E16.8) TES01220 
WRITE(6,222, TES01230 

222 FORMAT(/' MATRICE SQ:'/) TES01240 

LK1=LK-1 1ES01250 

DO 230 K=1,LK1 TES01260 
DO 230 J=1,LJ S TES01270 
DO 225 I=1,LI TES01280 

225 SO(I,J,K)=S0(I,J,K)*P0 . TES01290 

230 WRITF(6,231)(S0(I,J,K),I=1,LI) TES01300 

231 FORMAT15F16.8) TES01310 
WRITE(6,232) TES01320 

232 FORMAT(/' MATRICE SR:'/) TE-S01330 
DO 240 K=2,LK TES01340 

- DO 240 J=1,LJ - TES01350 
DO 235 I=1, 1 I TES01.7360 

235 SR(I.J.KI=SR(I,J,K)*P0 1ES01370 
240 WRITE(6,231)(SR(11J,K),I=1,LI) TES01380 

STOP TES01390 

END TES01400 

SUBROUTINE FONC(M2,PROD,FMU1) TES01410 

DIMENSION M2(4),M0(4),R0(4.4.3),N4A(4,4,3),FMU(4,4,-3) S --- TE-Sb-1420 
COMMON /C10/LI,LJ,LK TES01430 
COMMON /C20/M0,RO,NAA,FMU TES01440 

FMU1=0. TES-014-50- 
PROD=1. TES01460 

DO 50 1=1,11 TES01470 

NS=0 TES01480- 
00 30 J=1,LJ TES01490 

DO 30 K=1,LK _ - - ,. - • - . - TES01500 
NA1=NAA(I,J,K) 
IF(NAl.E0.0)GOTO 30 
FMUI=FMU1+FMU(1,J,K)*NA1  
NS=NS+NA1 
PROD=PROD*RO(I,J,K)**NAl/FACT(NA1) 

30_ CONTINUE  
M1=M0(I)-NS 
M2(I)=M1 

25JD PROD=PROD*FACT(M1)  

TES01)10 
TES01520 
TES01530 
TES01540 
TES01550 
TES01560 
TES01570 
TES01580 
TES01590 
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RETURN 
END 

 SUBROUTINE EQUIV(NA,NAA) 
DIMENSION NA(48),NA4(4;4,3) 
COMMON /C10/LI,LJ,LK  
N=0 
DO 10 K=1,LK 
DO 10 J=1,LJ  
DO 10 I=1,LI 
N=N+1 

10 NAA(I,J,K)=NA(N)  
RETURN 
END 
FUNCTION FACT(N1)  
N=N1 
IF(N.E0.0)GOTO 10 
FACT=N  

5 IF(N.LE.2)GOTO 20 
N=N-1 
FACT=FACT*N  
GOTO 5 

10 FACT=1 
20 RETURN  

END 
SUBROUTINE PARTIT(NO,IFIN,NCIMIKIL,NB,I,NP) 
DIMENSION NB(1),NP(1),NC(1),M(1)  
I=1 
N8(1 )=N0 
NP(1)=NO  

20 IFIN=0 
J=I 
K=2  

21 NC(K)=NB(J) 
M(K)=1 

22_ J=A_ -_-_1 
IF(J.LT.1)GOTO 25 
IFINB(J).E0.NC(K)) GOTO 23 
K=K+1 
Gorn 21 

23 M(K)=M(K)+1 
GOTO 22  

25 J=0 
DO 26 J1=2,K 

26 J=J+M(J1)  
M(1)=L-J 
NC(1)=0 
RETURN    _  
ENTRY PARTI(IFIN,NC,M,K,NBII) 

50 IF(48(1).NE.1)GOTO 60 
IF(I.E0.1)GOTO 100  
I=I-1 
GOTO 50 

_40 N=NP(I)  
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N8(1)=NB(I)-1 
65 1=1+1 

N8(I)=N-NB(I-1) 
NP(I)=NB(I) 
IF(NB(I).LE.N8(I-1))GOTO 20  
N=NB(I) 
NB(I)=NB(I-1) 
GOTO 65  

100 IFIN=1 
RETURN 

• END  
§-11BROUTINE PERMUT(NC,M,N,IFININA,L,NPIINO,NR) 
DIMENSION NC(1),M(1),NA(1),NP1(1),N7(1),NR(1) 
DO 10 I=1.N  

10 NR(I)=0 
I=1 

50 K=1  
60 IFINR(K).LT.M(K))GOTO 70 

K=K+1 
GOTO 60  

70 NPI(I)=K 
NACI)=NC(K) 
NR(K)=NR(K)+1  
NO(I)=NR(K) 

GOTO 100 
I=I+1  
GOTO 60 

100 IFIN=0 
RETURN  
ENTRY PERMUIIFIN,NA) 

200 K=NPI(I) 
NR(K)=N(J(I)-1  
I=I-1 
IF(1.E0.0)GOTO 300 
K=NPI(I)+1  

210 IF(K.GT.N1 GOTO 200 
IF(NR(K).LT.M(K))GOTO 220 
K=K+1 •  
GOTO 210 

220 K1=NPI(I) 
NR(K1)=NO(I)*1  
NPI(I)=K 
NR(K)=NR(K)+1 
NO(1)=NR(K)  
NA(I)NC(K) 
1=1+1 

_GOTO 50  
300 IFIN=1 

RETURN 
END  
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