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Série Waksberg d’articles sollicités 
 

 

La revue Techniques d’enquête a mis sur pied en 2001 une série annuelle d’articles sollicités en l’honneur de 

Joseph Waksberg, en reconnaissance de ses contributions exceptionnelles à la statistique et méthodologie 

d’enquête. Chaque année, un éminent statisticien d’enquête est choisi par un comité de sélection composé de 

quatre personnes désignées par Techniques d’enquête et l’American Statistical Association. Le statisticien 

sélectionné est invité à rédiger un article pour Techniques d’enquête qui passe en revue l’évolution et l’état 

actuel d’un thème important du domaine de la statistique et méthodologie d’enquête. L’article reflète le 

mélange de théorie et de pratique caractéristique des travaux de Joseph Waksberg. Le lauréat du prix Waksberg 

est également invité à présenter la communication sollicitée Waksberg, habituellement au Symposium de 

Statistique Canada, et reçoit une prime en argent. 

Veuillez consulter la section annonces à la fin de la revue pour des informations sur le processus de 

nomination et de sélection du prix Waksberg 2024. 

Ce numéro de Techniques d’enquête commence par le 22e article de la série du prix Waksberg. Le comité de 

rédaction remercie les membres du comité de sélection, composé de Jean Opsomer (président), Jack Gambino, 

Maria Giovanna Ranalli et Elizabeth Stuart, d’avoir choisi Roderick J. Little comme auteur de l’article du prix 

Waksberg de 2022. 

 

Communication sollicitée pour le prix Waksberg 2022 

Auteur : Roderick J. Little 
 

Roderick Little a publié de nombreux travaux sur les méthodes pour l’analyse des données associées à 

des valeurs manquantes et sur les modes d’inférence d’enquête basée sur un modèle, ainsi que sur 

l’utilisation des statistiques dans divers domaines scientifiques, notamment la médecine, la démographie, 

l’économie, la psychiatrie, le vieillissement et l’environnement. Il est actuellement un professeur éminent 

de biostatistique Richard D. Remington à l’Université du Michigan, où il occupe également des postes au 

département des statistiques et à l’Institut de recherche sociale. Il a présidé le département de 

biostatistique dans cette université pendant 11 ans. De 2010 à 2012, Little a été le tout premier codirecteur 

de la recherche et de la méthodologie au Bureau du recensement des États-Unis, en plus d’y avoir joué le 

rôle de scientifique en chef. Ses contributions en matière de recherche lui ont valu des prix de distinction 

comme le prix du fondateur de l’American Statistical Association et la médaille Wilks. Il a également 

prononcé le message annuel du président en plus d’avoir été conférencier Fisher du COPSS lors des Joint 

Statistical Meetings. Little est un membre élu de l’Institut international de statistique, un Fellow de 

l’American Statistical Association et de l’American Academy of Arts and Sciences, ainsi qu’un membre de 

la National Academy of Medicine des États-Unis. 
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1. Roderick J. Little, Département de biostatistique, University of Michigan. Courriel : rlittle@umich.edu. 

 

Bayes, étayé par des idées fondées sur le plan, est le meilleur 

paradigme global pour l’inférence en enquête par 

échantillonnage 

Roderick J. Little1 

Résumé 

Des arguments conceptuels et des exemples sont présentés qui suggèrent que l’approche d’inférence 

bayésienne pour les enquêtes permet de répondre aux défis nombreux et variés de l’analyse d’une enquête. 

Les modèles bayésiens qui intègrent des caractéristiques du plan de sondage complexe peuvent donner lieu à 

des inférences pertinentes pour l’ensemble de données observé, tout en ayant de bonnes propriétés 

d’échantillonnage répété. Les exemples portent essentiellement sur le rôle des variables auxiliaires et des 

poids d’échantillonnage, et les méthodes utilisées pour gérer la non-réponse. Le présent article propose 

10 raisons principales de favoriser l’approche d’inférence bayésienne pour les enquêtes. 
 

Mots-clés : Inférence bayésienne calée; inférence fondée sur le plan de sondage; modèles de mélange de schémas 
d’observation; modèles de superpopulation; pondération d’enquête; post-stratification; échantillonnage avec 

probabilité proportionnelle à la taille; propension à répondre; splines pénalisés. 

 

 

1. Introduction 
 

À mon avis, les inférences bayésiennes constituent le meilleur paradigme inférentiel pour l’inférence 

statistique à partir d’enquêtes, qu’il s’agisse d’échantillonnages probabilistes ou non probabilistes. 

Consultez, à titre d’exemple, Ericson (1969), Binder (1982), Rubin (1987), Ghosh et Meeden (1997), 

Little (2003ab, 2004, 2012, 2015), Sedransk (2008) et Fienberg (2011). Cependant, les propriétés fondées 

sur le plan des inférences bayésiennes sont importantes parce que « tous les modèles sont incorrects » et 

qu’une vaste acceptation des résultats nécessite des inférences ayant de bonnes caractéristiques 

d’exploitation dans un échantillonnage répété. En particulier, les modèles bayésiens doivent intégrer des 

caractéristiques complexes du plan de sondage pour donner lieu à des inférences approximativement 

calées, c’est-à-dire des intervalles de crédibilité qui sont près des niveaux nominaux lorsqu’ils sont traités 

comme des intervalles de confiance dans un échantillonnage répété (Rubin, 1984, 2019; Little, 2006). 

Dans les grands échantillons, les modèles de travail flexibles permettent d’éviter les hypothèses fortes au 

sujet des paramètres qui mèneraient à des estimations potentiellement biaisées. 

Pour orienter les propos, considérons le problème de dérivation d’une estimation ponctuelle q  d’une 

quantité de population finie ,Q  et d’une estimation par intervalles à 95 % ( )0,95 ,I l u=  qui saisit une 

incertitude de ;q  l’intervalle pourrait avoir une interprétation fréquentiste comme un intervalle de 

confiance à 95 %, ou une interprétation bayésienne comme un intervalle de crédibilité a posteriori à 95 % 

pour .Q  Je crois que les scientifiques qui ne sont pas statisticiens ont l’habitude d’interpréter l’intervalle 

I  de manière bayésienne, en tant qu’intervalle fixe saisissant l’incertitude à propos de .Q  Je ne me 
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concentre toutefois pas indûment sur les différentes interprétations de 
0,95I  selon les deux paradigmes. La 

valeur nominale de 95 % est établie par convention, et d’autres niveaux peuvent être choisis. 

L’échantillonnage de la population finie présente une caractéristique intéressante qui consiste à 

travailler avec des quantités réelles (bien qu’inconnues). En cas d’inférence par enquête « analytique » où 

l’accent est mis sur les paramètres des modèles idéalisés de la population, comme les coefficients de 

régression dans un modèle de régressions multiples, établissons la quantité de population finie Q  en tant 

qu’estimation du paramètre d’intérêt si le modèle était ajusté aux données pour toute la population, selon 

une certaine méthode d’ajustement convenue comme les moindres carrés ou le maximum de 

vraisemblance. Une des caractéristiques utiles de cette construction est que Q  est une quantité réelle au 

lieu d’être la caractéristique d’un modèle hypothétique simplifié de la population (par exemple Little, 

2004). 

Dans le paradigme bayésien, l’inférence pour Q  repose sur sa distribution prédictive a posteriori en 

fonction des données, pour des choix judicieux de modèle et de distribution a priori concernant des 

paramètres inconnus. Par conséquent, q  pourrait constituer la moyenne prédictive a posteriori de ,Q  et 

0,95 ,I  la valeur du 2,5e au 97,5e centile de la distribution prédictive a posteriori, ou les limites de la 

fourchette de valeurs de Q  pour la densité a posteriori la plus élevée, en supposant que la distribution 

prédictive a posteriori est unimodale. Une des caractéristiques utiles de l’approche bayésienne est 

l’intégration automatique des « corrections de la population finie » dans la distribution prédictive 

a posteriori des quantités de population finie – à mesure que l’échantillon converge vers une population 

finie, la variance a posteriori tend vers zéro. 

L’accent est mis sur la création de modèles appropriés et de distributions a priori. Le calcul était 

autrefois un défi majeur et demeure une considération pratique, même si c’est moins le cas aujourd’hui, 

avec l’avènement des méthodes de Monte-Carlo par chaîne de Markov et les progrès rapides accomplis en 

matière de calculs bayésiens. Par conséquent, il s’avère plus difficile qu’il y a, disons, 30 ans de soutenir 

l’idée que Bayes est intéressant sur le plan conceptuel, mais trop difficile à mettre en œuvre. 

Voici la structure de la suite du présent article. Dans la section 2, je présente une notation et je décris 

officiellement les modèles et les distributions a priori qui sont nécessaires dans l’approche bayésienne 

relative aux données d’enquête, avec et sans non-réponse. Je décris à la section 3 les caractéristiques 

habituellement souhaitables d’une inférence à propos de Q  et j’indique les raisons qui me font croire que 

le paradigme bayésien pour des modèles choisis de manière appropriée peut se révéler plus efficace que 

l’approche fondée sur le plan de sondage pour obtenir ces caractéristiques. Je présente dans la section 4 

une variété d’exemples visant à illustrer les points de la section 3. À titre de conclusion, dans la section 5, 

je propose 10 raisons d’adopter Bayes dans le cadre d’échantillonnage. 
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2. Notation et article fondamental 
 

Dans la présente section, je présente la notation et un article fondamental qui sous-tend en grande 

partie la réflexion à l’origine du présent article. Supposons que ( )1, , NY y y=  et ( )1, , ,NS S S=  où 

N   est le nombre d’unités dans la population, iy  est l’ensemble de variables d’enquête et ,iS  

l’indicateur de sélection pour la ei  unité, dont la valeur est 1 si l’unité ei  est sélectionnée, et 0 autrement. 

Supposons que Z  correspond à l’information du plan de sondage, comme une strate ou des indicateurs de 

grappe, et que iz  correspond à la valeur de Z  pour l’unité .i  Examinons l’inférence à propos de la 

quantité de population finie ( ), ,Q Y Z  par exemple le total de la population ( )
1

, ,
N

ii
Q Y Z y

=
=  où 

( )1, , .NY y y=  Une approche générale fondée sur un modèle traite S  et Y  comme des variables 

aléatoires, dont la distribution conjointe en fonction de Z  est : 

 ( ) ( ) ( ), ,
, , , , , , ,

S Y Z Y Z S Y Z
f S Y Z f Y Z f S Z Y   =  (2.1) 

où 
Y Z

f  représente la densité des variables d’enquête Y  indexée par des paramètres   inconnus, et où 

,S Y Z
f  représente le modèle pour l’inclusion indexée par des paramètres   inconnus. Dans le cas d’un 

échantillonnage probabiliste sans non-réponse, la distribution de l’échantillonnage est connue et ne dépend 

pas de ,Y  c’est-à-dire que : 

 ( ) ( ),
, , ;

S Y Z S Z
f S Z Y f S Z =  (2.2) 

les méthodes fondées sur le plan de sondage fondent les inférences sur la distribution des statistiques dans 

un échantillonnage répété tiré de cette distribution. 

Pour une enquête comportant de la non-réponse totale, une inclusion se produit lorsqu’une unité est 

sélectionnée, et puis répond, si sélectionnée. Ainsi, supposons que 1iR =  si l’unité sélectionnée i  répond, 

et que 0iR =  dans le cas contraire. L’approche fondée sur un modèle modélise la distribution conjointe de 

,S  R  et Y  compte tenu de Z  sous la forme suivante : 

 ( ) ( ) ( ), , , , ,
( , , , , ) , , , , , , ,

S R Y Z Y Z S Y Z R S Y Z
f S R Y Z f Y Z f S Z Y f R Z Y S    =  (2.3) 

en ajoutant à l’équation (2.1) un modèle correspondant à une non-réponse totale ayant une densité 

, ,
.

R S Y Z
f  La modélisation des indicateurs pour les schémas de non-réponse partielle traite également les 

données manquantes partielles (par exemple Little, 2003b). 

Le traitement de ,S  R  et Y  comme des variables aléatoires est une des principales caractéristiques de 

Rubin (1978) qui est, selon moi, un des articles phares de l’histoire de la statistique. L’article présente des 

conditions selon lesquelles les données manquantes et les mécanismes de sélection sont ignorables, c’est-

à-dire qu’ils n’ont pas à être modélisés pour une inférence fondée sur la vraisemblance, en élargissant les 

définitions de l’ignorabilité aux données manquantes, dans Rubin (1976), tout en procurant un cadre pour 
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l’inférence en cas de sélection ou de données manquantes non ignorables. L’importance de l’article pour 

l’échantillonnage passe facilement inaperçue, puisque son axe principal est le rôle du mécanisme 

d’attribution de traitement en cas d’inférence relative à des effets de causalité. Le mécanisme d’attribution 

est ignorable dans une attribution de traitement aléatoire, comme dans des essais cliniques aléatoires. 

L’article expose ensuite le cadre général des inférences causales en comparant les traitements, 

caractéristique qui a valu à l’article sa popularité. Toutefois, il fournit également une justification 

bayésienne de l’échantillonnage aléatoire, en tant que moyen pour éviter le recours à un modèle pour 

procéder à la sélection. 

Dans la modélisation de superpopulation fréquentiste (par exemple Valliant, Dorfman et Royall, 2000), 

les paramètres des modèles sont traités comme étant fixes; dans une modélisation bayésienne pour les 

enquêtes, ces paramètres sont attribués dans le cadre d’une distribution a priori, et les inférences pour 

( )Q Y  reposent sur sa distribution prédictive a posteriori en fonction des données. Dans les grands 

échantillons, la distribution a priori joue un rôle mineur, et les deux méthodes procurent des réponses 

semblables pour des modèles comparables; plus particulièrement, l’estimation du maximum de 

vraisemblance d’un paramètre constitue essentiellement le mode de distribution a posteriori dans le cas 

d’une distribution a priori uniforme, et a donc une interprétation bayésienne. Dans les petits échantillons, 

l’incertitude entourant les paramètres du modèle se propage lorsqu’ils sont intégrés à la distribution 

a posteriori. Cette approche de la propagation de l’erreur dans les paramètres permet aux inférences 

bayésiennes des modèles et des distributions a priori judicieusement choisis d’être mieux étalonnées que 

les inférences issues de la modélisation de superpopulation, dans le sens où elles ont de meilleures 

propriétés fréquentistes dans un échantillonnage répété (Rubin, 1978). Ainsi, à mon avis, la « modélisation 

de superpopulation est super, mais Bayes la surpasse ». 

 
3. Inférence fondée sur le plan de sondage et inférence fondée sur un 

modèle 
 

Les ouvrages portant sur l’échantillonnage font l’objet de nombreuses controverses (par exemple 

Smith, 1976, 1994; Kish, 1995; Brewer, 2013; Little, 2014) entre l’inférence « fondée sur le plan de 

sondage » qui repose sur la distribution de l’échantillonnage (2.2) et l’inférence « fondée sur un modèle » 

qui repose sur la distribution du modèle ( ),
Y Z

f Y Z   si la sélection est ignorable, ou sur la distribution 

complète du modèle (2.1) ou (2.3) si la sélection est non ignorable ou en présence de non-réponse. Je 

cherche des inférences fondées à la fois sur le plan et sur un modèle, par le fait qu’elles découlent de 

modèles bayésiens, mais qui ont de bonnes propriétés fondées sur le plan. 

Rubin (1984) fait une distinction entre une inférence statistique pour un ensemble de données 

particulier, et les propriétés de cette inférence – convergence, couverture de confiance – dans un 
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échantillonnage répété. Pour être généralement crédible, l’inférence doit aussi afficher de bonnes 

propriétés d’échantillonnage répété. L’objectif de l’approche « fondée sur le plan de sondage » doit aussi 

en être un pour les modèles bayésiens pour les enquêtes – il faut choisir le modèle et la distribution 

a priori de façon à obtenir des inférences ayant de bonnes propriétés fondées sur le plan. Pour y parvenir, 

les caractéristiques du plan d’échantillonnage probabiliste complexe doivent faire partie du modèle – 

stratification et pondération intégrées à l’aide de covariables, échantillonnage à plusieurs degrés intégré à 

l’aide de modèles hiérarchiques. L’inclusion d’une distribution a priori dans la modélisation bayésienne, 

décriée par certains comme constituant une autre hypothèse à ajouter au modèle, me fournit un outil 

complémentaire à la modélisation de superpopulation. Elle procure une plus grande souplesse que la 

modélisation de superpopulation, ce qui restreint efficacement le nombre de distributions a priori 

uniformes possibles. 

En plus d’avoir de bonnes propriétés fréquentistes, l’inférence qui repose sur q  et I  doit être 

appropriée – Rubin (2019) emploie le mot « pertinente » – à l’ensemble de données réalisé. Supposons 

que D  désigne les données à la base de l’inférence et ,D  la réalisation particulière de ,D  les valeurs 

réellement obtenues de l’échantillon et du répondant. Que q  et I  découlent d’un modèle bayésien formel, 

d’une équation estimative ou d’une procédure algorithmique, ils doivent fournir une bonne inférence pour 

les données ,D  pas d’autres ensembles de données D  qui seraient possiblement obtenus. Les méthodes 

bayésiennes ont tendance à présenter cette propriété en raison des conditions de distribution a posteriori 

appliquées à ;D  mais il faut également un intervalle de confiance approximativement valide s’il est 

considéré comme un intervalle crédible qui conditionne ,D  ne serait-ce que parce qu’il s’agit de la façon 

dont un non-statisticien aurait tendance à l’interpréter. Cette perspective manque parfois aux intervalles de 

confiance fondés sur le plan, comme le montrent les exemples 2 et 4 ci-dessous. 

En somme, l’un des objectifs communs de l’inférence fondée sur le plan de sondage et de celle fondée 

sur un modèle consiste à obtenir une valeur de q  qui utilise à bon escient les données, présente certaines 

propriétés comme la convergence par rapport au plan qui suppose qu’elle n’est pas trop éloignée de ,Q  et 

un intervalle I  qui est aussi étroit que le permettent les renseignements contenus dans les données, tout en 

incluant Q  selon une probabilité près de la valeur nominale de 95 %. Rubin (2019) associe ces propriétés 

à un statisticien « rempli de sagesse », dans son discours Waksberg. 

Les méthodes fondées sur le plan sont souvent simplifiées pour éviter le recours à un modèle, parce 

que les propriétés comme la convergence par rapport au plan ne reposent pas sur un modèle, pour les 

données. Cependant, le rendement des méthodes fondées sur le plan dépend souvent d’un modèle 

implicite, et la modification de l’estimation reposant sur un modèle plus réaliste peut améliorer 

l’inférence, selon une perspective fondée sur le plan de sondage ou sur un modèle. Ce point est illustré 

dans les exemples 3 à 5 ci-dessous. 
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La question de l’ensemble de références approprié pour les propriétés d’un échantillonnage répété, 

comme les intervalles de confiance, est truffée de difficultés, surtout en ce qui concerne l’adéquation 

d’appliquer un conditionnement sur des statistiques ancillaires ou sur celles s’en rapprochant (par exemple 

Birnbaum, 1962; Berger et Wolpert, 1988; Ghosh, Reid et Fraser, 2010). L’évaluation des propriétés 

d’une inférence bayésienne pour un échantillonnage répété soulève également ces questions, mais ces 

dernières ne s’appliquent pas à l’inférence elle-même parce que la distribution a posteriori conditionne 

.D  

L’approche fondée sur le plan de sondage, pour l’inférence pour les enquêtes par échantillonnage, 

comporte une portée trop limitée, ce qui empêche de traiter adéquatement bon nombre des problèmes liés 

à ce type d’enquêtes, dans la pratique. Elle comporte les limites suivantes : 

 

1. L’inférence fondée sur le plan de sondage est asymptotique, et elle ne procure pas d’inférences 

valides dans de petits échantillons. Examinons l’exemple simple qui suit. 
 

Exemple 1. Inférence concernant la moyenne de la population par échantillonnage aléatoire 

simple. Considérons l’inférence concernant la moyenne de la population d’une variable Y  tirée 

d’un échantillon aléatoire simple de taille n  à partir d’une population de taille .N  L’intervalle de 

confiance type à 95 %, fondé sur le plan, prend la forme suivante 

           ( )1,96 1 1 ,y s n N −  (3.1) 

où y  est la moyenne de l’échantillon et ,s  l’écart-type de l’échantillon. Cet intervalle est 

asymptotique et ne fournit pas d’inférences valides avec petit échantillon. Si, notamment, Y  est 

continu, on obtient habituellement une meilleure inférence en remplaçant 1,96, le 97,5e centile de la 

distribution normale, par le 97,5e centile d’une distribution qui tient compte de l’incertitude à 

propos de l’estimation de la variance, comme la distribution t comportant 1n −  degrés de liberté. 

La procédure présume toutefois une distribution normale pour Y  et ainsi elle n’est pas fondée sur le 

plan. Si Y  est binaire, avec les valeurs 0 et 1, alors y  est la proportion de l’échantillon, 

( )1s y y= −  et (3.1) est l’intervalle de Wald asymptotique, qui a un très mauvais rendement avec 

les petits échantillons, surtout lorsque la proportion réelle se rapproche de 0 ou de 1. L’intervalle 

bayésien crédible pour l’a priori de Jeffreys ou uniforme présente de bien meilleures propriétés 

fréquentistes. Consultez les travaux de Dean et Pagano (2015) et de Franco, Little, Louis et Slud 

(2019) qui présentent des comparaisons des intervalles de Wald avec des solutions de rechange 

pour les plans de sondage complexes. L’inférence fondée sur le plan de sondage est souvent une 

mauvaise option pour les petits échantillons, plus particulièrement pour l’estimation sur petits 

domaines où on fait appel à un modèle pour Y  afin d’« obtenir un renforcement par emprunt de 

données » aux différents domaines. 
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2. Une inférence fondée sur le plan de sondage ne gère pas d’unité d’enquête, de non-réponse partielle 

ou d’erreur de réponse, parce que ces problèmes nécessitent des modèles qui génèrent 

habituellement des résultats satisfaisants. 

3. Une inférence fondée sur le plan de sondage n’est pas normative, d’une manière permettant de 

prescrire un choix approprié de méthode d’inférence pour les données à traiter. Le choix approprié 

d’un estimateur nécessite effectivement un modèle implicite, comme dans l’estimation « assistée 

par un modèle » (par exemple Särndal, Swensson and Wretman, 1992). L’estimateur de régression 

ou par quotient, par exemple, l’intégration d’information auxiliaire, ou l’estimateur de Horvitz-

Thompson ou de Hájek pour l’insertion de poids d’enquête, reposent tous sur des modèles 

implicites, et si ce modèle est loin d’être réaliste, ces méthodes se révéleraient très sous-optimales – 

les éléphants de Basu (1971) constituant un exemple extrême et satirique. L’inférence bayésienne 

fondée sur des modèles plus souples tend à donner de meilleurs résultats, comme il sera établi dans 

l’exemple 5 ci-dessous. 

4. Une inférence fondée sur le plan de sondage ne traite pas de la manière de générer des inférences 

pour des échantillonnages non probabilistes, qui sont de plus en plus utilisés en raison du coût et 

des difficultés liées à l’obtention de vrais échantillons aléatoires. 

 

Le point 4 ne permet pas d’exclure le recours à des méthodes fondées sur le plan pour obtenir q  et ,I  

parce que nous pouvons toujours prétendre que nous disposons d’un échantillon probabiliste en adoptant 

un modèle pour les indicateurs de sélection S  qui définit l’inclusion dans l’échantillon, et en estimant les 

paramètres inconnus dans ce modèle (par exemple Elliott et Valliant, 2017). Les statisticiens qui 

emploient des méthodes fondées sur le plan pour une inférence tirée d’échantillons aléatoires ont tendance 

à privilégier cette méthode de « quasi-randomisation ». Cette méthode comporte toutefois les mêmes 

limites que l’approche fondée sur le plan de sondage concernant les échantillons probabilistes, à savoir 

l’incapacité à gérer de petits échantillons, les données manquantes ou les erreurs de réponse; la boîte à 

outils bayésienne est beaucoup mieux garnie pour traiter ces problèmes. 

 
4. Exemples 
 

Une variété d’exemples sont présentés, certes plutôt axés sur mes propres travaux réalisés avec des 

collègues. J’évite les sujets comme l’estimation de petits domaines ou de séries chronologiques, parce que 

le besoin de modélisation est bien établi, dans ces cas. 

 

Exemple 1 (suite). Échantillon aléatoire normal. Une des critiques souvent entendues à propos des 

méthodes fondées sur un modèle soutient que « si mon inférence repose sur un modèle et que ce modèle 

est incorrect, l’inférence le sera également. Puisque (pour paraphraser George Box) tous les modèles sont 
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incorrects, toutes les inférences fondées sur un modèle sont par conséquent incorrectes. Je préfère donc 

une inférence fondée sur le plan de sondage, qui ne demande pas d’hypothèses de modélisation ». Le 

raisonnement, quoique plausible, n’est pas si simple. La validité des méthodes fondées sur un modèle 

dépend du plan, de même que du degré et de la nature de l’erreur de spécification du modèle; le fait que 

les méthodes fondées sur le plan ne dépendent pas nécessairement des modèles ne constitue pas un signe 

incontestable de leur supériorité par rapport à ceux qui en dépendent. 

Supposons qu’un échantillon aléatoire simple de taille n  est prélevé à partir d’une distribution 

continue ayant une moyenne   inconnue et un écart-type .  Examinons trois estimations d’intervalle 

pour la moyenne de la population : 
 

(i) L’intervalle A est l’intervalle de confiance type à 95 %, fondé sur le plan, équation (3.1). 

(ii) L’intervalle B remplace le 97,5e centile normal dans l’équation (3.1), à savoir 1,96, par le 

97,5e centile de la distribution t  avec 1n −  df. 

(iii) L’intervalle C est l’intervalle de crédibilité a posteriori à 95 % fondé sur un modèle normal, avec 

une distribution ( ), 1p     selon l’a priori de Jeffreys. 
 

D’un point de vue fréquentiste, lequel de ces intervalles est le plus juste ? L’intervalle A ne s’appuie 

sur aucune hypothèse de distribution pour ,Y  et B s’appuie sur une hypothèse normale – faut-il en déduire 

que A est supérieur ? Si n  est grand, les intervalles seront presque les mêmes, et si n  est petit, alors B est 

sans doute mieux que A, même si les données ne sont pas normales, puisqu’il tient compte de l’incertitude 

à propos de la variance. 

Dans une enquête informelle, les deux tiers d’une classe récente de nos étudiants de troisième cycle 

bien formés ont préféré B à C, faisant valoir qu’il évite de choisir une distribution a priori et, par 

conséquent, fait moins d’hypothèses. Mais B et C sont également bons ou mauvais, puisqu’il s’agit de la 

même procédure! Que l’intervalle de confiance à 95 % soit précis selon la normalité et qu’il soit un 

intervalle de crédibilité à 95 % pour le choix d’a priori mentionné constitue simplement deux propriétés 

de la procédure. Juger une méthode par ses hypothèses apparentes est un excès de simplification. 

 

Exemple 2. Échantillon aléatoire simple avec borne inférieure sur la variance (Little, 2006). 

Supposons dans l’exemple précédent que 7,n =  1, 1.y s= =  L’intervalle t  normal (en ignorant les 

corrections d’une population finie) serait 

 6 975 1 2,447 7 1 0,925y t s n =  =   (4.1) 

si, en fait, nous savons que  = 1,5, nous aurions un meilleur intervalle en 

 0,975 1 1,96 1,5 7 1 1,11,y z n =   =   (4.2) 
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l’intervalle le plus vaste tenant compte du fait que   est plus grand que la valeur particulière de s  pour 

cet échantillon. L’intervalle t  (4.1) a une couverture de confiance exacte, mais compte tenu de ce que 

nous savons à propos de ,  il s’agit de la mauvaise inférence pour cet ensemble de données en 

particulier : nous ne devrions pas le retenir au détriment de (4.2) parce qu’il est plus étroit! 

Supposons maintenant que nous savons que   1,5, en raison d’une certaine source de variation 

additionnelle dont on n’a pas tenu compte. L’approche bayésienne intègre ensuite ce renseignement à la 

distribution a priori pour ,  ce qui génère un intervalle crédible plus large que dans (4.2). Quelle est la 

réponse fréquentiste ? L’intervalle de confiance t  a toujours une couverture exactement nominale dans un 

échantillonnage répété, mais il est nettement trop étroit en tant qu’inférence pour l’ensemble de données 

observé parce qu’il ne tient pas compte de ce qui est connu à propos de .  L’intervalle (4.2) est 

anticonservateur, malgré le fait qu’il soit plus grand que (4.1) pour l’ensemble de données réalisé – une 

propriété qu’il est possible d’observer pour des intervalles de confiance, mais pas pour des intervalles de 

crédibilité selon un modèle particulier. Des méthodes fréquentistes asymptotiques ne sont d’aucune aide 

dans le cas présent, alors quelle est la solution de rechange à Bayes dans cet exemple ? 

Un exemple connexe apparaît dans une analyse de variance à effets aléatoires au sein d’un groupe, 

lorsque l’estimation des moindres carrés de la variance entre les groupes est négative – une analyse 

bayésienne aborde ce problème à l’aide d’une distribution a priori pour la variance entre les groupes qui 

ne permet pas d’obtenir des valeurs négatives. Les modèles à effets aléatoires et à effets mixtes sont 

importants pour traiter la mise en grappe dans les enquêtes, milieu dans lequel les méthodes bayésiennes 

fonctionnent mieux que le maximum de vraisemblance. 

 

Exemple 3. Poststratification sur une covariable catégorique. La prévision (dans une modélisation) 

constitue une approche générale plus fiable de l’inférence que la pondération (dans une inférence fondée 

sur le plan de sondage). J’illustre cet énoncé général à l’aide d’un simple exemple de poststratification sur 

une seule variable .Z  Vous trouverez ci-dessus un exemple plus complexe (exemple 7). 

Examinons un échantillonnage probabiliste à probabilité égale comportant une seule variable 

catégorique de poststratification ,Z  pour laquelle le chiffre de population connu hN  est disponible pour 

chaque strate a posteriori ,h  1, 2, , .h H=  Supposons que hy  est la moyenne de l’échantillon dans une 

strate a posteriori ,h  d’après une taille d’échantillon de ,hn  et 
1

,
H

hh
n n

=
=  

1
.

H

hh
N N

=
=  L’estimation 

normale de la moyenne de la population est la moyenne poststratifiée : 

 PS

1

,
H

h h

h

y P y
=

=   (4.3) 

où h hP N N=  et N  correspond à la taille de la population. Cela peut être vu comme une moyenne 

pondérée 
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 PS

1 1

,
hnH

i i

h i

y w y
= =

=    

où ( )i h hw N Nn=  est le poids de poststratification pour les unités échantillonnées dans une strate 

a posteriori .h  Ces poids peuvent être très importants dans les strates « a posteriori » avec des petites 

tailles d’échantillon ,hn  qui, contrairement à un échantillonnage stratifié qui repose sur ,Z  ne relèvent pas 

du contrôle de l’échantillonneur. Ces poids imposants peuvent entraîner une variabilité excessive dans 

PS .y  En fait, à proprement dit, PSy  n’a pas de distribution dans un échantillonnage répété, car avec une 

probabilité positive, les tailles d’échantillon dans certaines strates a posteriori peuvent être nulles. Cela 

demeure vrai en cas de modification des strates a posteriori visant à assurer une valeur positive aux 

dénombrements d’échantillon des strates a posteriori de tout l’échantillon observé, par exemple par la 

combinaison de strates adjacentes. 

L’approche type fondée sur le plan de sondage pour une variabilité excessive de PSy  consiste à 

modifier les poids  ,iw  par exemple en éliminant les plus grands. Cependant, d’un point de vue 

prévisionnel, cette stratégie n’est pas une bonne idée. Le problème ne se situe pas au niveau des poids – 

les proportions de la population  hP  de chaque strate a posteriori sont connues, après tout – mais bien 

dans le manque de données de l’échantillon dans certaines strates a posteriori qui rend les estimations 

 hy  peu fiables. Ce sont les estimations des strates a posteriori ayant peu de données qu’il faut modifier, 

non les poids  iw  rattachés aux unités échantillonnées. Selon les principes, le moyen de modifier  hy  

consiste à adopter un modèle qui relie Y  et .Z  L’approche fondée sur le plan de sondage, en évitant 

d’adopter ce modèle, mène au mauvais principe – modifier les poids au lieu des prévisions de valeurs non 

échantillonnées. 

Point connexe, une approximation courante fondée sur le plan (Kish, 1992) mesure l’augmentation 

proportionnelle de la variance par rapport à la pondération en tant que ( )1+ cv ,iw  où ( )cv iw  est le 

coefficient de variation des poids; un élagage des poids réduit ( )cv iw  ce qui entraîne par conséquent une 

augmentation proportionnelle. Cependant, cette règle empirique n’est valide que lorsque Y  et Z  ne sont 

pas liés, auquel cas une poststratification est inutile. Si Y  et Z  sont liés et que la taille de l’échantillon 

n’est pas trop petite, la variance de la moyenne poststratifiée est plus petite, non plus grande, que la 

variance de la moyenne non pondérée de l’échantillon (Holt et Smith, 1979; Little et Vartivarian, 2005). 

La règle empirique ne fonctionne pas parce que la relation entre Y  et Z  n’est pas modélisée. 

Quelle est l’approche bayésienne face à une variabilité excessive de PS ?y  Cette dernière représente la 

moyenne a posteriori du modèle normal stratifié 

 ( ) ( )
iid2 2~, , ,hi h hy G     (4.4) 

 ( ), 1 ,hp     (4.5) 
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où ( )2,G a b  désigne la distribution normale (gaussienne) ayant une moyenne ,a  une variance 2b  et 

l’équation (4.5) est la distribution a priori de Jeffreys sur la moyenne et l’écart-type pour chaque strate 

a posteriori. Puisque l’échantillon compte quelques strates a posteriori ayant peu de données, la 

distribution a priori doit être modifiée afin de permettre un renforcement par emprunt d’information tirée 

d’autres strates. Une des méthodes consiste à adopter un modèle normal à effets aléatoires 

 ( ) ( ) ( )
iid 2 1~, , , , , , ,hp G p          −  (4.6) 

qui traite les moyennes de strate comme des effets aléatoires. Il serait aussi possible de traiter les variances 

dans chaque strate a posteriori comme des effets aléatoires distincts et les soumettre à une distribution 

a priori, au lieu de les regrouper. La moyenne a posteriori de Y  pour la distribution a priori (4.6) déplace 

le poids iw  des unités échantillonnées dans la strate a posteriori h  vers la valeur 1, avec un degré de 

rétrécissement qui dépend de la taille relative des estimations de   et de   (Lazzeroni et Little, 1998). 

La distribution a priori (4.6) donne lieu à l’hypothèse non négligeable que les moyennes des strates 

a posteriori sont échangeables. Il est possible de la modérer en limitant le modèle à effets aléatoires à un 

sous-ensemble de strates a posteriori ayant peu d’unités échantillonnées; ou en remplaçant la moyenne 

constante   dans (4.6) par une régression des caractéristiques hC  connues des strates a posteriori, 

comme dans : 

 ( ) ( ) ( )
ind 2 1

0 1 0 1 0 1
~, , , , , , , , , ,h h hp c G c p             −+   (4.7) 

qui limite l’hypothèse de l’échangeabilité aux erreurs de la régression de h  sur .hc  Pour des 

généralisations complètes de cet exemple de base, consultez les travaux de Gelman et Little (1997), 

d’Elliott et Little (2000), d’Elliott (2007), de Gelman (2007) et de Si, Trangucci, Gabry et Gelman (2020). 

 

Exemple 4. Estimateur par la régression de la moyenne, compte tenu d’une variable auxiliaire de la 

population. Si la variable auxiliaire Z  de l’exemple précédent est continue, une façon habituelle de 

l’intégrer à l’inférence consiste à utiliser une estimation par régression de la moyenne : 

 ( )REG 1
ˆ ,q y y Z z= = + −   

où 1̂  est l’estimation des moindres carrés de la pente de Y  sur Z  dans l’échantillon, alors que z  et Z  

correspondent respectivement à la moyenne de l’échantillon et de la population de .Z  Dans une étude de 

simulation de cinq populations réelles, Royall et Cumberland (1981, 1985) évaluent les inférences axées 

sur ,q  avec (a) l’erreur type fondée sur le plan reposant sur un échantillonnage aléatoire simple, à savoir : 

 ( ) ( ) ( )0,95 reg .
ˆ ˆˆ ˆ= 1,96se , se 1 ,D D D Y ZI y f s n  = −   

où 2

.Y Zs  est la variance résiduelle de l’échantillon et ,f n N=  la fraction d’échantillonnage; et (b) 

l’erreur type de la prévision, reposant sur le modèle de régression linéaire normal ayant une variance 

constante, à savoir : 
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( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

0,95 reg 0,975, 2

2 2

1

ˆˆ= 1,96se ,

ˆ ˆˆ ˆse se 1 1 .

M n M

n

M D ii

I y t

z Z f z z n



 

−

=



= + − − −
  

Les intervalles de confiance fondés sur le plan 
0,95DI  affichent une très faible couverture de confiance 

conditionnelle lorsque le z  observé dévie nettement de .Z  L’intervalle de confiance fondé sur un modèle 

0,95MI  tient compte du manque d’équilibre concernant ,z  mais est sensible à une erreur de spécification 

du modèle, surtout à un manque de linéarité dans la relation entre Y  et Z  ou à une variance résiduelle 

non constante. De solides estimations de l’erreur type, reposant sur l’estimateur sandwich ou l’estimateur 

jackknife, procurent des intervalles ayant de meilleures propriétés de couverture conditionnelle, même si 

on observe encore parfois une déviation par rapport aux taux de couverture nominaux. Une démarche de 

rechange serait l’inférence bayésienne, reposant sur un modèle plus souple reliant Y  à ,Z  comme le 

modèle de spline pénalisée : 

 

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

ind2 2

0

1 1

iid 2

0

~, , spline , , ,

spline , ,

~ 0, , 1, , ; , , , , , 1 , 0 2,

i i i i

p m
pj

i j i p i

j

l p p

y z G z z

z z z

N l m p

   

    

         

+ +
= =

+

= + + −

=   

   

(4.8)

 

où les constantes 1 m    sont des nœuds fixes sélectionnés, et ( )p pu u+ =  si 0u   et 0, dans les 

autres cas (consulter, à titre d’exemple, Ruppert, Wand et Carroll, 2003). Le paramètre   permet d’avoir 

une variété de formes courantes d’hétéroscédasticité. Les erreurs types bayésiennes tiennent alors compte 

du déséquilibre de la distribution de Z  dans l’échantillon et la population, alors que la souplesse du 

modèle limite le biais causé par une erreur de spécification du modèle. 

Supposons que la quantité ciblée n’est pas la moyenne de la population de ,Y  mais la pente de la droite 

des moindres carrés de Y  sur Z  dans la population. Une démarche judicieuse consiste à imputer des 

valeurs non échantillonnées de Y  à l’aide du modèle (4.8), puis d’estimer la pente de la droite de Y  sur 

Z  en tant que pente de la droite des moindres carrés pour les données sur la population insérées au 

préalable. Il est possible de propager l’incertitude grâce à une imputation multiple (Rubin, 1987), une 

méthode qui repose sur des principes bayésiens. Dans ce contexte, Little (2004) fait une distinction entre 

le « modèle ciblé » qui détermine la quantité de la population cible présentant un intérêt, la régression 

linéaire de Y  sur X  dans le cas présent, et le « modèle de travail » (4.8) qui constitue le fondement d’une 

inférence et sert à prévoir les variables d’enquête pour les unités non échantillonnées et non répondantes 

de la population. La distinction entre ces deux modèles procure une solide forme d’inférence bayésienne 

pour les enquêtes. 

Szpiro, Rice et Lumley (2010) appliquent un principe semblable dans le réglage d’une régression de la 

superpopulation, et Little (2019) avance que cela se révèle plus simple que de modifier l’interprétation du 

paramètre, la démarche adoptée par Buja, Berk, Brown, George, Pitkin, Zhan et Zhang (2019). Szpiro 
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et coll. (2010) montrent que la démarche mène à une interprétation bayésienne de l’estimateur sandwich 

de la variance dans une régression, qui équivaut sur le plan asymptotique aux estimations de la variance 

par réutilisation de l’échantillon, comme le bootstrap ou le jackknife, qui sont souvent appliquées dans le 

cadre d’une enquête par échantillonnage. 

 

Exemple 5. Inférence pour des échantillons ayant des probabilités inégales de sélection. En ce qui 

concerne les plans ayant des probabilités inégales de sélection, les articles classiques critiquant la méthode 

de modélisation des enquêtes (Kish et Frankel, 1974; Hansen, Madow et Tepping, 1983) n’incluent pas les 

probabilités de sélection dans le modèle, ce qui donne lieu à des inférences sensibles à une erreur de 

spécification du modèle. Les probabilités de sélection jouent un rôle de premier plan dans la solidité d’une 

inférence fondée sur un modèle, mais en tant que covariables du modèle plutôt que poids 

d’échantillonnage. 

Examinons, par exemple, une inférence relative à la moyenne de la population .Y  Si iy  est la valeur 

de la variable d’enquête Y  et i  est la probabilité de sélection de l’unité ,i  l’estimateur habituel de la 

moyenne de ,Y  fondé sur le plan, pondère les unités échantillonnées (disons les unités 1, , )i n=  par 

l’inverse de i  qui nous donne l’estimation de Horvitz-Thompson (Horvitz et Thompson, 1952) 

 1

HT

1

,
n

i i

i

y N y −

=

=   (4.9) 

si la taille de la population N  est connue, ou l’estimation de Hájek (1971) 

 HK

1 1

1 ,
n n

i i i

i i

y y  
= =

   
=    
   
   (4.10) 

si N  est estimé. La pondération est une démarche universelle où les unités échantillonnées obtiennent le 

même poids, sans tenir compte de la relation entre i  et .iy  Cela se révélera possiblement inefficace – si 

la relation est faible, la pondération aura simplement pour effet de réduire la précision de l’estimation en 

l’absence d’une réduction compensatoire du biais. 

La méthode de modélisation intègre les probabilités de sélection en procédant à une régression de iy  

sur .i  La force de la relation entre iy  et i  modère ensuite l’effet qu’aura la probabilité de sélection sur 

l’estimateur – si la relation est faible, le coefficient de régression de i  est modeste et le poids 

d’échantillonnage a peu d’incidence. Cela procure des estimations plus efficaces. 

Une régression linéaire de iy  sur i  est sensible au biais en cas d’erreur de spécification de la 

linéarité, mais on peut réduire l’incidence de cette erreur en choisissant un modèle aboutissant à une 

estimation convergente par rapport au plan. De nombreux modèles satisfont à cette exigence. À titre 

d’exemple, voir Firth et Bennett (1998). 

En cas d’échantillonnage stratifié à l’aide d’une variable de stratification ,Z  le modèle de régression 

naturel comporte des covariables qui consistent en variables indicatrices pour la strate. L’estimation 

résultante de la moyenne de la population d’une variable d’enquête continue Y  est la moyenne stratifiée, 
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qui prend la même forme que dans l’équation (4.3), mais pour laquelle Z  forme des strates au lieu de 

strates a posteriori. Dans cette situation, la pondération par l’inverse de la probabilité de sélection de 

chaque strate et la régression par variable indicatrice aboutiront toutes deux à l’estimateur (4.3). Les 

méthodes bayésiennes de réduction de la variance décrites dans l’exemple 3 tendent à être moins rentables 

dans le cas d’un échantillonnage stratifié qu’en poststratification, parce que l’échantillonneur a le contrôle 

sur la taille des échantillons de chaque strate. 

Dans un échantillonnage de probabilité proportionnelle à la taille (PPT), la covariable Z  correspond à 

la taille de l’unité et de ( )min ,1 .i icz =  Maintenant, puisque Z  est une variable continue, la pondération 

et la régression pourraient donner des réponses différentes. On pourrait unifier les méthodes en prenant en 

considération les modèles qui procurent des estimations pondérées selon le plan de sondage lorsqu’ils sont 

utilisés pour prévoir les unités non échantillonnées. Plus particulièrement, en ignorant les corrections de la 

population finie, l’estimation de Horvitz-Thompson (4.9) est la moyenne a posteriori pour le « modèle 

Horvitz-Thompson ». 

 ( ) ( ) ( )
ind2 2 2~, , , , , 1 ,i i i iy z G z z p        (4.11) 

et l’estimation Hájek (4.10), la moyenne a posteriori pour le « modèle Hájek » : 

 ( ) ( ) ( )
ind2 2~, , , , , 1 .i i iy z G z p        (4.12) 

Ces modèles sous-jacents décrivent des situations dans lesquelles les estimations fondées sur le plan 

correspondantes sont optimales. Ils comportent toutefois de fortes hypothèses paramétriques. Une bonne 

méthode de modélisation bayésienne intègre ces modèles dans un modèle plus vaste, comme le modèle de 

spline pénalisée (4.8), comme l’ont proposé Zheng et Little (2003). Zheng et Little (2005) et Chen, Elliott, 

Haziza, Yang, Ghosh, Little, Sedransk et Thompson (2017) présentent des études de simulation indiquant 

que cette méthode de modélisation peut procurer des gains substantiels par rapport à une estimation de 

Horvitz-Thompson ou de Hájek, à la fois sur le plan de l’efficacité et du rapprochement de la couverture 

de confiance nominale (fréquentiste) dans des échantillons modérés – rappelons-nous que les résultats 

fondés sur le plan sont asymptotiques. Le modèle (4.8) s’agrandit facilement pour permettre l’insertion 

d’autres variables auxiliaires mesurées pour toutes les unités de population, et la souplesse des inférences 

de petits échantillons s’accroît grâce à l’inclusion de distributions a priori qui conviennent pour les 

paramètres du modèle. 

Leon-Novelo et Savitsky (2019) examinent des modèles bayésiens pour la distribution conjointe de iy  

et ,i  en appelant les modèles qui corrigent i  des méthodes « d’extension ». Cependant, l’attribution 

d’une distribution à i  me semble à la fois artificielle et inutile dans ce réglage; si on enregistre i  pour 

toutes les unités de population, il peut être conditionné dans le modèle, comme dans des méthodes de 

régression classiques qui traitent les covariables comme des valeurs fixes. Même si les valeurs de i  pour 

les unités non échantillonnées ne sont pas fournies aux analystes, il est possible de prévoir leurs valeurs à 

l’aide d’un théorème bayésien, comme dans Zangeneh et Little (2015). 

 

Exemple 6. Spline pénalisée de modèles de propension de réponse. Examinons la non-réponse totale 

pour une variable d’enquête ,Y  dans le cadre de l’observation d’un ensemble de variables, disons 
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1, , pX X  concernant les répondants et les non-répondants de l’échantillon. La propension de réponse 

pour l’unité ,i ( )1Pr 1 , , , ,i i i ipR x x = =  où   représente des paramètres inconnus, joue un rôle 

important dans les méthodes de pondération et de prévision relatives à la non-réponse à l’enquête. Dans le 

cas de la pondération de la non-réponse, le poids d’échantillonnage est multiplié par le poids de non-

réponse, de la façon suivante 

 

Pr l’unité est sélectionnée et répond

sélectionnée Pr   répond sélectionnée)  

poids d’échantillonnage × poids de réponse. 

1 ( )

(1 Pr ( )) (1 ( )

i

i

iw

i=

=

   

Contrairement au poids d’échantillonnage, le poids de réponse est inconnu, et il faut indiquer 

clairement ce sur quoi la probabilité dépend. Little (2022) avance qu’elle doit conditionner les variables 

auxiliaires et d’enquête, mais pas d’autres variables qui pourraient avoir un effet sur elle. Comme pour les 

poids d’échantillonnage, une pondération par l’inverse de la propension de réponse estimée est une 

méthode universelle qui ne tient pas compte de la force de la relation entre R  et .Y  Une spline pénalisée 

de prévision de la propension (Zhang et Little, 2009) fait régresser Y  sur la spline pénalisée de la 

propension de réponse estimée, alors que d’autres variables observées pour les répondants et les non-

répondants apparaissent sur le plan paramétrique. La spline modélise une relation souple entre la 

propension de réponse et ,Y  ce qui donne de la robustesse à une erreur de spécification du modèle. La 

propriété équilibrante du score de propension procure également une double propriété de robustesse, en 

cela que la forme paramétrique de la régression des autres prédicteurs peuvent comporter une erreur de 

spécification sans entraîner de biais, à condition que la spline pénalisée saisisse la relation entre la 

propension et .Y  Cette méthode fonctionne bien avec les méthodes de pondération, dans les simulations 

(Zhang et Little, 2009; Yang et Little, 2015), et la version exclusivement bayésienne avec distributions 

a priori sur les paramètres propage l’erreur dans l’estimation des propensions. 

 
Figure 4.1 Structure des données dans l’exemple 7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

Non couplées 
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Exemple 7. Non-réponse totale avec poststratification. Un autre exemple dans lequel les approches 

bayésiennes et les approches fondées sur le plan de sondage qui ont trait à l’inférence diffèrent est celui de 

la non-réponse totale avec poststratification. Examinons le scénario de la figure 4.1, où Y  est une variable 

d’enquête assujettie à une non-réponse, X  est une variable observée pour toutes les unités de l’échantillon 

et où ( )aux

1, , KZ Z Z=  est constitué d’un ensemble de variables auxiliaires catégoriques. La distribution 

conjointe de auxZ  est observée pour les répondants de l’enquête, et les distributions marginales de ,kZ

1, , ,k K=  sont aussi observées pour la population ou l’échantillon provenant de sources externes. Les 

unités des données auxiliaires ont une caractéristique distinctive, celle de ne pas être couplées aux unités 

de l’enquête. Ce scénario apparaît souvent dans les réglages où une poststratification sert à ajuster la non-

réponse. Définissons iR  en tant qu’indicateur de réponse pour ( ),i iy z  dans une unité d’échantillonnage ,i  

et supposons que 

 ( ) ( ),Pr =1 , , , Pr =1 , ,i i i i i i iR x z y R x z =  (4.13) 

faisant en sorte que cette probabilité ne dépende pas de .iy  Il convient de souligner que si cette probabilité 

dépend de ,iz  le mécanisme de réponse n’est pas manquant au hasard dans le sens de Rubin (1976), parce 

que les valeurs de iz  sont manquantes pour les non-répondants de l’enquête. Zangeneh et Little (2022) 

prennent en considération l’estimation bayésienne et l’estimation par maximum de vraisemblance pour les 

données présentant ce modèle. En considérant, pour simplifier, des modèles de type i.i.d. pour les unités ,i  

la distribution conjointe de ,X  ,Z  Y  et R  est prise en compte de la façon suivante 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

, , , , ,, ,

selon l'éq. (4.13)

, ,, ,
,

, , , ,  , , , , ,

, , , ,

X Z Y R i i i i i i i i i X Z R i i iY X Z R

i i i X Z R i i iY X Z R

f x z y r f y x z R r f x z r

f y x z f x z r

   

 

= =

=

  

où   et   sont des paramètres distincts (Little et Rubin, 2019, chapitre 6). Il est ensuite possible 

d’estimer les paramètres   de cette factorisation à partir des données d’enquête des répondants 1,iR =  de 

même que les paramètres de la distribution conjointe de X  et Z  par la combinaison des données des 

répondants et des données auxiliaires pour ces variables. 

Voici deux cas particuliers examinés par Zangeneh et Little (2022) : 

(1) Aucune covariable X  et une seule variable de stratification a posteriori .Z  L’hypothèse 

relative aux données manquantes de l’équation (4.13) se réduit ensuite à ( )Pr 1 , ,i i iR Z Y = =  

( ).Pr 1 ,i iR Z =  L’estimation des paramètres de la distribution conditionnelle de Y  compte 

tenu de Z  est réalisée à partir des répondants de l’enquête, et celle des paramètres de la 

distribution marginale de ,Z  à partir des données auxiliaires sur .Z  Si notamment Z  est 

multinomial avec ( )Pr ,i jz j  = =  l’estimation à l’aide du maximum de vraisemblance de j  

est tout simplement la proportion des chiffres auxiliaires dans la strate a posteriori .j  Si, en 

outre, Y  compte tenu de Z j=  est présumé normal, avec une moyenne j  et une variance 2 ,j  

l’estimation par maximum de vraisemblance de la moyenne de la population Y  qui en découle 
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est simplement la moyenne stratifiée a posteriori obtenue dans l’équation (4.3). Cet exemple 

simple est intéressant sur le plan théorique parce que le mécanisme de réponse n’est pas 

manquant au hasard, mais ignorable en ce qui a trait à l’inférence de vraisemblance; le fait 

d’être manquant au hasard est une condition suffisante, mais pas toujours nécessaire en matière 

d’ignorabilité. 

(2) X  est une seule variable catégorique et ,Z  un stratificateur catégorique a posteriori. 

Maintenant, la distribution conjointe de ,X  Z  et R  n’est pas mentionnée dans un modèle 

saturé et nécessite d’autres hypothèses afin d’établir le modèle. Un modèle « RAKE » restreint, 

avec données manquantes non au hasard, part de l’hypothèse que les distributions marginales de 

1Z  et 2Z  sont différentes pour les répondants et les non-répondants, mais les rapports de cotes 

de 1Z  et 2Z  sont les mêmes pour les uns et les autres. Il en résulte un modèle exactement 

identifié. Le ratissage du tableau de fréquences des répondants de 1Z  et 2Z  jusqu’aux marges 

auxiliaires de 1Z  et 2Z  procure des estimations selon le maximum de vraisemblance de ,  

selon ce modèle RAKE (Little et Wu, 1991; Little, 1993). L’estimateur poststratifié de la 

moyenne de Y  est alors 

                     ( ) ( )
rake

1 1

ˆ ˆ ,
J K

jk jk

j k

Y P Y 
= =

=    

où ( )ˆ
jkP   est la proportion de la population pour ,X j Z k= =  tirée du ratissage des 

fréquences de répondants jusqu’aux marges, et ( )ˆ
jkY   est la moyenne estimée de Y  compte 

tenu de ,X j Z k= =  tirée du modèle pour Y  compte tenu de X  et .Z  

 

Voici quelques commentaires concernant cette démarche : 

(1) Il convient de souligner ici aussi qu’il s’agit d’un modèle avec des données manquantes non au 

hasard, et que ce modèle est moins fiable qu’un modèle ayant des données manquantes au 

hasard qui présume que la réponse dépend de ,X  mais pas de .Z  Ce faisant, la méthode a 

tendance à afficher moins de biais que d’autres méthodes alternatives qui reposent sur une 

hypothèse de données manquantes au hasard pour obtenir des estimations convergentes. 

(2) Comme dans le cas de l’exemple 4, la méthode du maximum de vraisemblance qu’emploie ce 

modèle ne comporte pas de modification des poids appliqués aux données dans une cellule 

,X j Z k= =  à l’aide de fonctions de distance arbitraires – les estimations selon le maximum de 

vraisemblance sont pleinement efficaces dans le modèle théorique. 

(3) Il est possible de pallier la rareté de données dans les cellules par l’ajout de distributions 

a priori appropriées pour les paramètres et par l’application de méthodes bayésiennes. À titre 

d’exemple, pour l’inférence ayant trait aux paramètres   de la distribution de Y  compte tenu 

de , ,X j Z k= =  il serait possible de présumer d’une distribution a priori uniforme sur les 
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principaux effets de X  et ,Z  mais d’une distribution a priori normale sur les interactions, en 

les faisant rétrécir jusqu’à zéro. Cela permet d’obtenir un rétrécissement de la moyenne de la 

cellule jky  jusqu’aux moyennes ajustées tirées du modèle additif. Dans la terminologie 

fréquentiste, on parlera d’un modèle mixte d’analyse de la variance à effets principaux fixes et 

interactions aléatoires. 

(4) Le principe de ratissage des marges X  et Z  est bien connu, mais il convient de souligner que 

si X  est un stratificateur et ,Z  un stratificateur a posteriori, la démarche habituelle consiste à 

effectuer une itération du ratissage, en couplant d’abord la marge ,X  puis la marge :Z  dans le 

modèle théorique, un ratissage itératif constitue la bonne procédure. Le ratissage correspond 

dans le cas présent à un maximum de vraisemblance, mais les formes bayésiennes de ratissage 

peuvent aussi servir à propager l’incertitude du paramètre. 

 

Exemple 8. Analyse indirecte par modèles de mélange de schémas d’observation. Une analyse 

indirecte par modèles de mélange de schémas d’observation est une méthode d’évaluation du biais de non-

réponse pour la moyenne d’une variable d’enquête Y  assujettie à une non-réponse, en présence d’un 

ensemble de covariables observées pour les non-répondants et les répondants. Dans le passé, la quantité de 

données manquantes, mesurées en tant que taux de réponse, constituait la mesure la plus souvent utilisée 

pour évaluer la qualité d’une enquête. Mais les taux de réponse font abstraction des renseignements que 

renferment des covariables auxiliaires observées pour les non-répondants. Des méthodes reposant sur la 

probabilité estimée de non-réponse, comme l’indicateur R (Schouten, Cobben et Bethlehem, 2009) et la 

mesure q2 (Särndal et Lundström, 2010), ne tiennent pas compte de la solidité de l’association de la 

variable d’intérêt de l’enquête et de la probabilité de réponse, qui devrait sans doute être prise en compte 

dans l’évaluation du biais. Ces mesures supposent la présence de données manquantes au hasard, mais si 

des variables auxiliaires sont disponibles pour l’ajustement de la non-réponse, ce sont les déviations par 

rapport aux données manquantes au hasard qui entraînent un biais. 

Andridge et Little (2011) proposent une analyse indirecte par modèles de mélange de schémas 

d’observation, méthode qui repose sur un modèle de mélange de schémas d’observation pour les non-

réponses dans lequel sont combinées de manière simple et intuitive les principales caractéristiques de 

l’ajustement des non-réponses. Supposons que iY  désigne la valeur d’un résultat d’enquête continu et 

( )1 2, , , ,i i i ipZ Z Z Z=  la valeur des covariables p  pour l’unité i  dans l’échantillon. Seulement r  des n  

unités échantillonnées répondent, de sorte que les données observées correspondent à ( ),i iY Z  pour 

1, ,i r=  et à iZ  pour 1, , .i r n= +  Supposons que R  désigne l’indicateur de réponse, de sorte que 

pour l’unité i 1iR =  si iY  est observé et 0iR =  si iY  est manquant. Afin de réduire la dimensionnalité, 

nous remplaçons Z  par une seule variable substitut X  ayant la plus forte corrélation avec Y  dans 

l’échantillon de répondants. Il est possible d’estimer cette variable substitut en effectuant une régression 
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de Y  sur Z  à l’aide des données des répondants, en incluant d’importants prédicteurs de ,Y  de même que 

des interactions et des termes non linéaires, si cela convient. Nous adoptons plus précisément le modèle de 

régression ( ) 0, 1 ,E Y Z R Z = = +  et supposons .X Z=  La distribution conjointe de ,X  Y  et R  à 

l’aide du modèle de mélange de schémas d’observation suivant, qui prend une forme comparable à celle 

présentée dans Little (1994) : 

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

2

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

, ~ ( , ),

~ Bernoulli

r r r

x y

r r r r

xx xx yyr

r r r r

xx yy yy

X Y R r G

R

 



   

   

= 

 
  =
 
 

  

où 2N  désigne la distribution bivariée normale. Nous nous intéressons au biais apparaissant dans la 

moyenne marginale de ,Y  que nous pouvons inscrire de cette façon : ( )(1) (0) .1y y y   = + −  Andridge et 

Little (2011) présument que 

 ( ) ( )*Pr 1 , ,R Y X f X Y= = +   

pour une certaine fonction non spécifiée f  et une constante connue .  Dans le cas présent, 
* (1) (1)

yy xxX X  =  est le substitut X  proportionné de manière a obtenir la même variance que pour ,Y  

ce qui facilite l’interprétation de   grâce au positionnement de X  et de Y  à la même échelle. Ce 

mécanisme fait appel à des données manquantes au hasard lorsque 0, =  et dévie progressivement de 

celles-ci à mesure que   augmente. Dans cette hypothèse, les paramètres sont exactement identifiés et 

l’estimation selon le maximum de vraisemblance de la moyenne de ,Y  en faisant la moyenne des schémas 

d’observation, correspond à 

 ( )1 0 1

ˆ
ˆ ,

ˆ 1
y

n r
y x x

n

 




 − + 
= + −  

+  
  

où 1 1,x y  sont les moyennes de répondants de X  et Y  et 0 ,x  la moyenne de X  pour les non-répondants. 

L’indice de biais correspond alors à l’ajustement de la moyenne de l’échantillon 1y  considérée dans cette 

estimation, à savoir 

 ( )0 1

ˆ
,

ˆ 1

n r
x x

n

 



 − + 
−  

+   
 (4.14) 

où ̂  est la corrélation de l’échantillon de répondants. Cet ajustement intègre de manière simple et 

intuitive trois facteurs clés qui influent sur le possible biais – le taux de non-réponse ( ) ,n r n−  la 

corrélation ̂  entre X  et ,Y  et la déviation de 0x  par rapport à 1.x  L’indice croît notamment en fonction 

du taux de non-réponse et de l’écart de moyenne de X  pour les répondants et les non-répondants. 
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Les données ne fournissent aucun renseignement à propos du paramètre   – ce qui est habituellement 

le cas dans l’emploi de méthodes qui modélisent des déviations du mécanisme de données manquantes au 

hasard. À la suite de Little (1994), Andridge et Little (2011) proposent une analyse de la sensibilité dans 

laquelle on génère des estimations pour une fourchette de valeurs de   entre 0 et l’infini, particulièrement 

0, 1 et l’infini; le choix de 0 correspond à des données manquantes au hasard, celui de 1 présuppose que le 

biais de Y  est le même que le biais de la variable substitut * ,X  alors que le choix de l’infini correspond à 

la déviation la plus marquée par rapport aux données manquantes au hasard; dans ce cas, les estimations 

présentent la variance la plus élevée. Puisque   varie de 0 à l’infini, le facteur mitoyen ( ) ( )ˆ ˆ 1  + +  

varie de ̂  (quand ˆ
y  correspond à l’estimateur par la régression classique de la moyenne) à ˆ1   (quand 

ˆ
y  correspond à l’estimateur par la régression inverse proposée par Brown [1990]). La sensibilité de 

l’estimation pour le choix de   est faible lorsque ̂  se situe près de 1, ce qui indique la présence d’une 

variable substitut robuste, et forte lorsque ̂  se situe près de 0, auquel cas, la variable substitut est faible. 

Il s’avère donc essentiel de disposer de variables auxiliaires constituant de bons prédicteurs des résultats 

de l’enquête. 

Des versions bayésiennes du modèle de mélange de schémas d’observation sont déjà au point, ce qui 

permet la propagation de l’erreur dans les paramètres du modèle. Il est en outre possible d’appliquer le 

modèle de manière à créer des imputations multiples de valeurs de non-répondants, ce qui permet 

d’intégrer à l’indice les éléments d’un plan d’échantillonnage complexe. 

Plus récemment, le modèle a été utilisé pour développer des indices d’écart par rapport à 

l’échantillonnage aléatoire, en l’appliquant à la sélection du modèle plutôt qu’à la non-réponse (Little, 

West, Boonstra et Hu, 2020; Boonstra, Little, West, Andridge et Alvaredo-Leiton, 2021). Le 

perfectionnement de ces travaux vise (a) à remplacer le paramètre   par ( )1 ,  = +  qui constitue une 

meilleure paramétrisation parce que   va de 0 (données manquantes au hasard) à 1, et (b) (avec l’ajout 

d’autres hypothèses) à permettre aux données manquantes de dépendre également de variables auxiliaires 

orthogonales à .X  L’expansion de la méthode a aussi permis de gérer des résultats binaires (Andridge, 

West, Little, Boonstra et Alvarado-Leiton, 2019) et des indices de biais potentiels dans les coefficients de 

régression (West, Little, Andridge, Boonstra, Ware, Pandit et Alvarado-Leiton, 2021). 

 
5. Conclusion : 10 raisons d’adopter Bayes pour les inférences 

d’enquête 
 

Mes exemples visent à donner une idée de l’ampleur des possibilités de la modélisation bayésienne 

pour les données d’enquête, sans pour autant se révéler un tant soit peu exhaustifs. Bayes est aussi utile 

dans des domaines que je n’ai pas abordés, notamment l’échantillonnage à plusieurs degrés, les séries 

chronologiques, modèles d’analyse de classes latentes et de facteurs, les erreurs de mesures, la 
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combinaison de données issues de différentes sources, la création de données synthétiques pour prévenir la 

divulgation, et ainsi de suite. Je termine par un résumé des raisons qui m’amènent à favoriser l’approche 

d’inférence bayésienne pour les enquêtes : 
 

1. L’approche fondée sur le plan de sondage est asymptotique et trop limitée pour gérer les divers 

problèmes relatifs aux inférences tirées d’enquêtes, qu’elles soient de nature probabiliste ou non 

probabiliste. 

2. L’approche bayésienne est à la fois unifiée et suffisamment souple pour gérer les divers problèmes 

rencontrés dans les enquêtes, en plus de comprendre une modélisation de la superpopulation sous 

forme d’inférence tirée d’un vaste échantillon. 

3. Des modèles bayésiens choisis avec soin peuvent fournir des intervalles crédibles qui possèdent de 

bonnes propriétés fondées sur le plan de sondage dans un échantillonnage répété. Il est notamment 

possible de modéliser la pondération, la stratification et la stratification a posteriori à l’aide de 

covariables et d’intégrer la mise en grappes à partir de modèles bayésiens hiérarchiques. Des modèles 

souples qui incorporent des caractéristiques du plan rendent inutiles des démarches hybrides comme 

l’estimation assistée par un modèle (par exemple Särndal, Swensson et Wretman, 1992). 

4. Les premières critiques de la méthode de modélisation portent sur des modèles n’intégrant aucune 

caractéristique du plan et, par conséquent, qui sont sensibles à l’erreur de spécification du modèle. Il 

est possible, voire souhaitable d’éviter le recours à ces modèles. 

5. Les calculs bayésiens d’intégration de paramètres de nuisance aboutissent à des inférences ayant de 

bonnes propriétés fréquentistes à partir de petits comme de grands échantillons. 

6. L’approche fondée sur le plan de sondage pour traiter certains problèmes et fondée sur un modèle 

dans d’autres situations donne lieu à des incohérences logiques (voir, par exemple, Little, 2012, 

section 4.3); l’approche bayésienne fournit des inférences unifiées et logiquement cohérentes. 

7. Dans l’approche bayésienne, la spécification des distributions a priori constitue un point fort, non une 

faiblesse, parce qu’elle donne une plus grande souplesse à la modélisation. Pour certains problèmes, 

des a priori « objectives » faibles aboutissent à des résultats équivalant à ceux obtenus de solutions 

fréquentistes conventionnelles. Pour d’autres problèmes, des a priori « subjectives » plus robustes 

donnent des réponses utiles dans le cas de modèles non identifiés, comme la non-réponse des données 

manquantes non au hasard. 

8. Les récentes avancées méthodologiques et l’augmentation de la puissance informatique ont 

grandement réduit les difficultés de calcul dans l’approche bayésienne. 

9. La modélisation inscrit la recherche par enquête dans le processus principal de la modélisation 

statistique pour d’autres types de données. Le paradigme bayésien gère aisément les caractéristiques 

particulières de la recherche par enquête – complexité du plan de sondage et accent sur des quantités 

de population finie. 
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10. L’approche bayésienne ne nie pas l’utilité de l’échantillonnage probabiliste pour le plan, elle qui se 

révèle extrêmement précieuse pour l’obtention des inférences robustes limitant le recours à des 

hypothèses contestables concernant la représentativité de l’échantillon. 
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Inférence statistique avec des échantillons d’enquête non 
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Résumé 

Nous offrons un examen critique et quelques discussions approfondies sur des questions théoriques et 

pratiques à l’aide d’une analyse des échantillons non probabilistes. Nous tentons de présenter des cadres 

inférentiels rigoureux et des procédures statistiques valides dans le cadre d’hypothèses couramment utilisées 

et d’aborder les questions relatives à la justification et à la vérification d’hypothèses sur des applications 

pratiques. Certains progrès méthodologiques actuels sont présentés et nous mentionnons des problèmes qui 

nécessitent un examen plus approfondi. Alors que l’article porte sur des échantillons non probabilistes, le rôle 

essentiel des échantillons d’enquête probabilistes comportant des renseignements riches et pertinents sur des 

variables auxiliaires est mis en évidence. 
 

Mots-clés : Information auxiliaire; estimateur de la variance bootstrap; méthode de calage; estimateur doublement 

robuste; équations d’estimation; pondération de la probabilité inverse; prédiction fondée sur un modèle; 

poststratification; pseudo-vraisemblance; score de propension; enquête par quotas; analyse de sensibilité; 
estimation de la variance. 

 

 

1. Introduction 
 

Le domaine de l’échantillonnage se distingue des autres domaines de la statistique en raison d’un 

certain nombre de caractéristiques uniques. La population cible est constituée d’un nombre fini d’unités et 

les paramètres de population peuvent être déterminés sans erreur, du moins conceptuellement, en menant 

un recensement. Les contraintes opérationnelles et l’avantage sur le plan administratif pour la collecte des 

données rendent nécessaire d’envisager la stratification, la catégorisation des résultats et la sélection à 

probabilités inégales. Depuis le document précurseur de Neyman (1934), les méthodes d’échantillonnage 

probabiliste sont devenues l’un des outils de collecte de données primaires pour les statistiques officielles 

et les chercheurs dans les domaines des sciences de la santé, des études sociales et économiques, des 

affaires et de la commercialisation, des stocks de ressources agricoles et naturelles, et autres domaines. 

Des échantillons d’enquête probabilistes ont également été utilisés pour effectuer des études analytiques 

comportant des modèles et des paramètres de modèles; voir, par exemple, Binder (1983), Godambe et 

Thompson (1986), Thompson (1997), Rao et Molina (2015), entre autres. Des échantillons d’enquête 

probabilistes et une inférence fondée sur le plan ont constitué une mesure couronnée de succès dans le 

cadre des sciences statistiques au cours des 80 dernières années. 

Toutefois, au cours des dernières années, « on a observé un vent de changement et on considère de plus 

en plus d’autres sources de données » (Beaumont, 2020). Le succès des échantillons d’enquête 

probabilistes a mené à des plans d’études ambitieux, à de longs questionnaires compliqués et à un fardeau 

accru sur les répondants. Les taux de réponse ont diminué et le coût de la collecte des données a grimpé en 

flèche au fil des ans. Compte tenu des progrès de nouvelles technologies et de l’explosion de l’information 
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sur Internet, il existe également un fort désir d’accéder à des statistiques en temps réel. Statistique Canada 

a lancé les initiatives dites de modernisation appelée « Aller au-delà de l’approche fondée sur les données 

d’enquête pour adopter de nouvelles méthodes et intégrer des données provenant de diverses sources 

existantes ». 

Les échantillons non probabilistes représentent l’une de ces sources des données qui ont gagné en 

popularité au cours des dernières années. Les échantillons non probabilistes ne sont pas nouveaux dans le 

domaine de l’échantillonnage. Ils ont été utilisés depuis les débuts de la réalisation d’enquêtes. 

Par exemple, les enquêtes par quotas ont donné des échantillons non probabilistes et la méthode est 

largement utilisée et peut réussir dans certaines conditions; voir la section 5 pour consulter d’autres 

analyses. Les échantillons non probabilistes n’ont jamais pris un véritable élan dans le passé dans la 

pratique des enquêtes en raison de l’absence d’un cadre de travail théorique mature pour l’analyse des 

données. Néanmoins, il existe des données accessibles qui sont moins chères et plus rapides à obtenir et 

qui sont devenues courantes pour la recherche en ligne. Les entreprises commerciales d’enquête créent et 

tiennent à jour une longue liste de personnes, appelées « panels volontaires », qui ont accepté que l’on 

communique avec elles pour participer à des enquêtes comme volontaires ou grâce à des incitatifs. Les 

mécanismes précis d’inclusion des personnes dans le panel sont habituellement inconnus, se traduisant par 

des échantillons d’enquête non probabilistes fondés sur des panels. 

Le principal problème des échantillons non probabilistes est qu’il s’agit d’échantillons biaisés et que 

ceux-ci ne sont pas représentatifs de la population cible. On peut soutenir que, outre les échantillons à 

unités indépendantes et identiquement distribuées, la plupart des échantillons sont biaisés, et même les 

échantillons d’enquête probabilistes le sont. Les probabilités d’inclusion connues du plan d’enquête sont 

la raison pour laquelle nous ne nous inquiétons pas de la nature biaisée des échantillons d’enquête 

probabilistes, car elles mènent à des méthodes d’estimation valides par l’entremise de procédures 

appropriées de pondération. Le principal enjeu véritable des échantillons non probabilistes est donc 

l’aspect inconnu de l’inclusion dans un échantillon ou des mécanismes de participation. Il ressortira 

clairement des analyses présentées à la section 4 que la nature biaisée des échantillons non probabilistes 

ne peut être corrigée au moyen de l’échantillon lui-même. Cela nécessite des renseignements auxiliaires 

sur la population cible. 

Le présent article offre un examen critique et quelques discussions approfondies sur des questions 

théoriques et pratiques à l’aide d’une analyse d’échantillons non probabilistes. La section 2 brosse un 

tableau du contexte général, des hypothèses communément utilisées ainsi que des cadres inférentiels 

employés dans les procédures statistiques traitées dans l’article. La section 3 présente une approche de 

prédiction des échantillons non probabilistes fondée sur un modèle. La section 4 aborde l’estimation de 

scores de propension et la construction d’estimateurs fondés sur les scores de propension. La section 5 

illustre les liens entre les estimateurs pondérés de probabilité inverse et les enquêtes par quotas avec des 

extensions à la poststratification. La section 6 met l’accent sur les techniques ainsi que sur les enjeux liés à 
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l’estimation de la variance. La section 7 aborde l’importante question touchant la manière de contrôler et 

de vérifier les hypothèses requises dans la pratique. Quelques conclusions sont présentées à la section 8. 

 
2. Hypothèses et cadres inférentiels 
 

Supposons que la population cible  = 1, 2, ,U N  est constituée de N  unités étiquetées. Associées à 

l’unité ,i  on retrouve les valeurs x i  et iy  pour les variables auxiliaires x  et la variable étudiée .y  Les 

discussions portent sur un seul ,y  mais les ensembles de données sont plus susceptibles de contenir de 

multiples variables étudiées. Soit 1

1
,

N

y ii
N y −

=
=   la moyenne de la population, laquelle est le paramètre 

d’intérêt. Soit  ( , ), ,xi i Ay i S  l’ensemble de données pour l’échantillon non probabiliste AS  avec An  

unités participantes. Pour la plupart des scénarios pratiques, la moyenne simple de l’échantillon 
1=

A
A A ii S

y n y−

  est un estimateur biaisé de y  et, par conséquent, il n’est pas valide. 

 

2.1 Hypothèses 
 

Soit = ( ),i AR I i S  la variable indicatrice pour l’unité i  comprise dans l’échantillon non probabiliste 

.AS  Il convient de souligner que la variable iR  est définie pour tous les i  dans la population cible. 

Supposons que : 

 ( ) ( )= , = =1 , , =1, 2, , .x x
A

i A i i i i iP i S y P R y i N    

Nous appelons la A

i  les scores de propension, un terme emprunté aux ouvrages publiés sur les données 

manquantes (Rosenbaum et Rubin, 1983). Certains auteurs utilisent le terme « probabilités de 

participation ». Voir, par exemple, Beaumont (2020) et Rao (2021), entre autres. Les scores de propension 
A

i  caractérisent l’inclusion dans un échantillon et les mécanismes de participation. Ils sont inconnus et 

nécessitent des hypothèses appropriées du modèle pour l’élaboration de méthodes d’estimation valides. 

Chen, Li, et Wu (2020) ont utilisé les trois hypothèses de base suivantes, lesquelles ont été adaptées à 

partir de la littérature sur les données manquantes. 

A1 L’inclusion dans l’échantillon et l’indicateur de participation ,iR  ainsi que la variable étudiée 

iy  sont indépendants compte tenu de l’ensemble de covariables ,xi  c’est-à-dire ( ) .xi i iR y⊥  

A2 Toutes les unités dans la population cible ont des scores de propension non nuls, c’est-à-dire

0,A

i   =1, 2, , .i N  

A3 Les variables indicatrices 1 2, , , NR R R  sont indépendantes compte tenu de l’ensemble de 

variables auxiliaires, ( )1 2, , , .x x xN  

 

L’hypothèse A1 est semblable à l’hypothèse de répartition au hasard des données manquantes pour 

l’analyse des données manquantes. Selon A1, cela donne ( ) ( ) ( )= =1 , = =1 = .x x x
A

i i i i i i iP R y P R   

L’hypothèse A2 peut être problématique dans la pratique. Voir la section 7 pour obtenir d’autres analyses. 

L’hypothèse A3 se vérifie habituellement quand les participants sont approchés un à la fois, mais peut être 
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discutable lors de l’utilisation de sélections en grappes. Il est démontré à la section 4 que l’estimation de 

( )= x
A

i i   selon l’hypothèse A1 nécessite une information auxiliaire sur la population cible. Le scénario 

idéal est que l’information auxiliaire complète ( )2, , ,1x x x
N

 soit disponible. Le scénario le plus 

pratique est que l’information auxiliaire peut être obtenue d’une enquête probabiliste existante. 

A4 Il existe un échantillon d’enquête probabiliste BS  de taille Bn  avec des renseignements sur les 

variables auxiliaires x  (mais pas sur )y  disponibles dans l’ensemble de données 

 ( , ), ,x
B

i i Bd i S  où B

id  sont les poids de sondage pour l’échantillon probabiliste .BS  

 

Le BS  est appelé « l’échantillon d’enquête probabiliste de référence ». La partie la plus essentielle de 

l’hypothèse A4 est que l’ensemble de variables auxiliaires x  est observé dans l’échantillon non 

probabiliste AS  et dans l’objet probabiliste .BS  Un échantillon d’enquête probabiliste de référence est 

souvent disponible dans la pratique, mais l’ensemble de variables auxiliaires commun peut ne pas contenir 

toutes les composantes pour satisfaire l’hypothèse A1. 

 
2.2 Cadre inférentiel 
 

Il existe trois sources possibles de variation en vertu du contexte général de deux échantillons AS  et 

:BS  i) Le modèle q  pour le score de propension sur l’inclusion dans l’échantillon et la participation dans 

l’échantillon d’enquête non probabiliste ;AS  ii) le modèle   pour la régression des résultats ( )xy  ou 

l’imputation; et iii) le plan d’échantillonnage probabiliste p  pour l’échantillon d’enquête probabiliste de 

référence .BS  Pour les trois approches de l’inférence qui seront abordées dans les sections 3 et 4, 

l’échantillon probabiliste de référence BS  est toujours mis à contribution. Chacune des trois approches 

nécessite un cadre de randomisation conjoint mettant en jeu p  et un de ( ), .q   

a) Approche de prédiction fondée sur un modèle : le cadre p  sous la randomisation conjointe du 

modèle de régression des résultats   et le plan d’échantillonnage avec probabilités .p  

b) Pondération de la probabilité inverse à l’aide de scores de propension estimés : le cadre qp  

sous la randomisation conjointe du modèle de score de propension q  et le plan 

d’échantillonnage avec probabilités .p  

c) Inférence doublement robuste : le cadre qp  ou le cadre ,p  sans spécification de l’un ou de 

l’autre. 

 

Le cadre inférentiel est la base du développement théorique. La convergence des estimateurs ponctuels 

doit être établie en vertu de la randomisation conjointe appropriée. Les variances théoriques comportent 

habituellement deux composantes, une de chaque source de variation, et le calcul correct des deux 

composantes constitue la clé de la construction d’estimateurs de variance convergents selon le cadre 

inférentiel désigné. 
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3. Approche de prédiction fondée sur un modèle 
 

Les méthodes de prédiction fondées sur un modèle pour les paramètres de population finie nécessitent 

deux ingrédients essentiels : la quantité de renseignements auxiliaires qui sont disponibles à l’étape de 

l’estimation et la fiabilité du modèle théorique d’inférence. En l’absence de toute information auxiliaire, le 

modèle moyen commun ( ) 0= ,iE y   ( ) 2= ,iV y   =1, ,i N  peut être considéré comme raisonnable, 

mais l’estimateur de prédiction fondé sur un modèle 1ˆ = = ,
A

y A A ii S
y n y −

  bien que non biaisé selon le 

modèle depuis ( ) = 0,A yE y −  n’est généralement pas un estimateur acceptable de .y  La variance 2  

pour le modèle moyen commun est habituellement de grande taille et elle rend l’estimateur ˆ =
Ay y  avec 

une variance de prédiction qui est trop importante pour être d’une utilité pratique. 

 

3.1 Modèles de régression des résultats semi-paramétriques 
 

Sans perte de généralité, nous supposons que x  contient 1 comme sa première composante 

correspondant à l’ordonnée à l’origine d’un modèle de régression. Dans les conditions décrites dans la 

section 2, nous considérons le modèle semi-paramétrique suivant pour la population finie, désigné comme 

:  

 ( ) ( )= , ,x x βi i iE y m   et  ( ) ( ) 2= , =1, 2, , ,i i iV y v i N x x  (3.1) 

ou la fonction moyenne ( , )m    et la fonction variance ( )v   ont des formes connues et les iy  sont 

également présumés être conditionnellement indépendants compte tenu des .xi  Soit 0β  et 2

0 ,  les valeurs 

vraies des paramètres β  et 2  du modèle selon le modèle théorique. La première conséquence importante 

de l’hypothèse A1 est que ( ) ( ), =1 =x xi i i i iE y R E y   et ( ) ( ), =1 = .x xi i i i iV y R V y   Le modèle 

(3.1), qui est considéré pour la population finie, se vérifie également pour les unités dans l’échantillon 

d’enquête non probabiliste .AS  L’estimateur par le maximum de quasi-vraisemblance β̂  de 0β  est obtenu 

à l’aide de l’ensemble de données  ( , ),xi i Ay i S  pour l’échantillon d’enquête non probabiliste comme 

la solution des équations de quasi-score (McCullagh and Nelder, 1989) données par : 

 ( )
( )

   
1,

S = ( ) ( , ) = .
A

i

i i i

i S

m
v y m

−




−




x β
β x x β 0

β
 (3.2) 

Le modèle semi-paramétrique (3.1) peut être élargi pour remplacer ( )xiv  par une fonction de variance 

générale ( )iv   où = ( , ).x βi im  La théorie de l’estimation par la méthode du maximum de 

vraisemblance englobe les modèles de régression linéaires et non linéaires comportant des estimateurs par 

les moindres carrés pondérés, le modèle de régression logistique et d’autres modèles linéaires généralisés. 

Soit 0= ( , )x βi im m  et ˆˆ = ( , ),x βi im m  =1, 2, , .i N  

 

3.2 Deux formes générales d’estimateurs de prédiction 
 

Il existe deux estimateurs de prédiction fondée sur un modèle pour y  en présence de renseignements 

auxiliaires complets  1, , ;x xN  voir le chapitre 5 de Wu et Thompson (2020). Notons que 
1

1
( ) = .

N

y ii
E N m  −

=  Les deux estimateurs de prédiction sont établis comme suit : 
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1

1

1
ˆ ˆ=

N

y i

i

m
N


=

   et  
2

1

1
ˆ ˆ ˆ= .

A A

N

y i i i

i S i S i

y m m
N


  =

  
− + 

  
    (3.3) 

L’estimateur 
2

ˆ
y  est établi en fonction de  1

A A
y i ii S i S

N y y −

 
= +   et s’appuie sur

1
ˆ ˆ ˆ=

A A

N

i i ii S i i S
m m m

 = 
−    pour prédire le terme non observé .

A
ii S

y
  Dans un modèle de 

régression linéaire où ( ), ,x β x βm =  les deux estimateurs donnés dans (3.3) se réduisent à : 

 
1

ˆˆ = xβy    et  ( )2

ˆ ˆˆ = ,A
y A A

n
y

N
  − + xx β β  (3.4) 

où 1

1
=x x

N

ii
N −

=  est le vecteur des moyennes de population des variables de x  et 1
x x

A
A A ii S

n−


=   est 

le vecteur de la moyenne simple de l’échantillon de x  de l’échantillon non probabiliste .AS  Si le modèle 

de régression linéaire contient une ordonnée à l’origine et β̂  est l’estimateur des moindres carrés 

ordinaires, nous avons 
2 1

ˆˆ ˆ= = ,xβy y    puisque ˆ = 0x βA Ay −  en raison de la somme nulle des résidus 

prédits. Les estimateurs de prédiction en (3.4) sous le modèle linéaire ne requièrent que la moyenne de 

population x  en plus de l’échantillon non probabiliste .AS  Dans les conditions décrites à la section 2 

comportant des renseignements auxiliaires sur x  fournies par un échantillon probabiliste de référence ,BS  

nous remplaçons simplement 
1

ˆ
N

ii
m

=  par ˆ
B

B

i ii S
d m

  pour les estimateurs en (3.3) et substituons x  par 
1ˆˆ =x x

B

B

B i ii S
N d −

  pour les estimateurs en (3.4), où ˆ = .
B

B

B ii S
N d

  La taille de la population N  

apparaissant en (3.3) ou (3.4) doit également être remplacée par ˆ
BN  même si elle est connue. 

 

3.3 Imputation massive 
 

Les estimateurs de prédiction fondée sur un modèle y  reposant sur un échantillon d’enquête non 

probabiliste sur ( , )xy  et un échantillon d’enquête probabiliste de référence sur x  ont été 

traditionnellement présentés comme l’estimateur d’imputation massive. La variable étudiée y  n’est pas 

observée pour aucune des unités dans l’échantillon de l’enquête de référence BS  et donc peut être perçue 

comme manquante pour tous les .Bi S  Soit * ,iy  une valeur imputée pour ,iy  .Bi S  L’estimateur 

d’imputation massive de y  est ensuite établi comme suit : 

 
*

IM

1
ˆ = ,

ˆ
B

B

y i i

i SB

d y
N




  (3.5) 

où ˆ
BN  est défini comme il l’est précédemment et l’indice « IM » signifie « imputation massive » (et non 

pas « imputation multiple »). Sous l’imputation par la régression déterministe où 
* ˆ= ,x βi iy   l’estimateur 

IM
ˆ

y  se réduit à l’estimateur de prédiction fondée sur un modèle ˆˆ
xβ  comme il est mentionné à la 

section 3.2. 

L’approche de l’imputation massive pour l’analyse d’échantillons d’enquête non probabilistes s’inscrit 

dans le même esprit que les méthodes de prédiction fondées sur un modèle, mais elle ouvre la porte à 

l’utilisation de modèles plus flexibles et de techniques d’imputation qui ont été mises au point dans la 

littérature existante sur les problèmes de données manquantes. Cette approche a été examinée la première 

fois par Rivers (2007) à l’aide de la méthode dite d’appariement d’échantillons. Pour chaque ,Bi S  le iy  
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« manquant » est imputé comme *

i jy y=  pour quelques valeurs ,Aj S  où j  est un donneur apparié de 

AS  sélectionné par la méthode du plus proche voisin, mesuré par la distance entre x i  et .x j  Le modèle 

sous-jacent   pour la méthode d’imputation du plus proche voisin est non paramétrique, c’est-à-dire

( ) ( )x xi i iE y m =  pour une fonction inconnue ( ).m   La valeur d’appariement jy  peut être perçue 

comme la valeur prédite du iy  manquant selon le modèle. Les propriétés théoriques des estimateurs 

fondées sur l’imputation du plus proche voisin ont été abordées par Chen et Shao (2000, 2001) pour les 

problèmes de données d’enquêtes manquantes. 

Le modèle semi-paramétrique (3.1) peut être utilisé pour l’imputation massive par la régression 

déterministe. Dans l’hypothèse A1, un estimateur convergent β̂  de β  est d’abord obtenu de l’ensemble de 

données d’échantillons non probabilistes  ( , ), ,xi i Ay i S  et l’estimateur β̂  est ensuite utilisé pour 

calculer les valeurs imputées ( )* ˆ,x βi iy m=  pour .Bi S  En d’autres mots, l’hypothèse A1 met en jeu 

ladite transportabilité du modèle par Kim, Park, Chen et Wu (2021) : le modèle qui est construit pour 

l’échantillon non probabiliste peut être utilisé pour une prédiction avec l’échantillon probabiliste de 

référence. L’estimateur d’imputation massive résultant IM
ˆ

y  est semblable à l’un des estimateurs de 

prédiction fondée sur un modèle présentés à la section 3.2. Les propriétés asymptotiques et l’estimation de 

la variance pour l’estimateur IM
ˆ

y  réalisée à l’aide du modèle semi-paramétrique (3.1) ont été décrites par 

Kim et coll. (2021). 

Selon l’approche de l’imputation massive, le seul rôle joué par le iy  observé pour Ai S  est d’estimer 

les paramètres du modèle .β  L’estimateur IM
ˆ

y  est établi à l’aide du modèle prédit et des renseignements 

auxiliaires de l’échantillon probabiliste de référence .BS  Il semble que nous n’avons pas pleinement 

utilisé les renseignements sur le iy  observé étant donné que y  est le paramètre principal d’intérêt. Cela a 

mené à la question de recherche décrite au chapitre 17 de Wu et Thompson (2020) sur l’appariement 

inversé d’échantillons. L’estimateur proposé est construit comme suit : * 1 *

A
ˆˆ ( )

A
y i ii S

N d y −


=   en 

utilisant tous les iy  observés dans l’échantillon non probabiliste, où * *ˆ = .
A

ii S
N d

  Le *

id  est un poids 

d’enquête apparié de BS  de sorte que 
* B

i jd d=  avec Bj S  soit le plus proche voisin de ,Ai S  mesuré 

par .x xi j−  Les propriétés théoriques de l’estimateur apparié inverse ˆ
yA  reposant sur le plus proche 

voisin Bj S  pour coupler *

id  avec 
B

jd  n’a pas fait l’objet d’une enquête formelle dans la littérature 

existante. 

Wang, Graubard, Katki et Li (2020) ont proposé une approche de pondération par noyau pour inverser 

l’appariement des échantillons en utilisant * ,
B

i ij jj S
d K d


  où ijK  est une distance entre les noyaux ˆ

ip  

et ˆ ;jp  voir la méthode de pondération par la propension logistique ajustée à la fin de la section 4.1.1 sur 

le calcul de ˆ .ip  Ils ont montré que l’estimateur A
ˆ

y  est convergent dans certaines conditions de régularité. 

Dans un récent document de travail sur arXiv par Liu et Valliant (2021), les auteurs ont traité des 

problèmes avec le biais et la variance de l’estimateur à appariement inverse dans différents cadres de 

randomisation mettant en jeu une source, deux sources ou les trois sources ( ), , .p q   Les auteurs ont 

également proposé une étape de calage sur les poids appariés, ce qui semble être une idée prometteuse. 

Des études supplémentaires sur ce sujet sont nécessaires. 

L’approche par imputation massive pour l’analyse des échantillons d’enquête non probabilistes mène à 

une question de recherche intéressante faisant actuellement l’objet d’une étude par un étudiant au doctorat 
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de l’université de Waterloo : Est-il théoriquement possible et pratiquement utile de créer un ensemble de 

données obtenues par imputation massive  *( , , ),x
B

i i i By d i S  selon l’échantillon d’enquête probabiliste 

de référence qui peut être utilisé pour des inférences statistiques générales ? La réponse dépend clairement 

des types de problèmes inférentiels à effectuer sur les ensembles de données obtenues par imputation. Une 

exigence minimale est que la distribution conditionnelle de la variable étudiée y  compte tenu des 

covariables x  est préservée pour l’ensemble de données obtenues par imputation massive. La méthode 

d’imputation du plus proche voisin et la méthode d’imputation par la régression aléatoire peuvent être 

utiles à cette fin. L’imputation fractionnaire est une autre possibilité, plus particulièrement pour les 

variables étudiées binaires ou ordinales. L’imputation multiple est également potentiellement utile dans ce 

sens pour créer de multiples ensembles de données obtenues par imputation massive. Dans ce cas, l’indice 

« IM » pourrait devoir être changé pour « IM2 », signifiant « imputation massive avec imputation 

multiple ». 

 
4. Approche fondée sur les scores de propension 
 

Les scores de propension ( )=1 ,x
A

i i i iP R y =  pour l’échantillon d’enquête non probabiliste AS  sont 

théoriquement définis pour toutes les unités dans la population cible. L’estimation des scores de 

propension pour les unités dans ,AS  lequel joue le rôle le plus important pour les méthodes fondées sur les 

scores de propension, nécessite un modèle théorique sur les scores de propension et des renseignements 

auxiliaires au niveau de la population. Dans la présente section, nous abordons d’abord les procédures 

d’estimation pour les scores de propension en vertu des conditions et des hypothèses décrites à la 

section 2; nous fournirons ensuite un aperçu des méthodes d’estimation proposées dans la littérature 

récente sur la moyenne de la population y  comportant des estimations de scores de propension. 

 

4.1 Estimation des scores de propension 
 

Dans l’hypothèse A1, les scores de propension ( ) ( )= =1 x x
A

i i i iP R =  sont une fonction des 

variables auxiliaires ,xi  mais la forme fonctionnelle peut être compliquée et est complètement inconnue. 

Trois formes paramétriques populaires ( ),x α
A

i i =  pour traiter une réponse binaire peuvent être 

considérées : i) la fonction logit inverse  
1

1 1 exp( ) ;x α
A

i i
−

= − +  ii) la fonction probit inverse 

= ( ),x α
A

i i   où ( )   est la fonction de distribution cumulative de (0,1);N  iii) la fonction log-log 

complémentaire inverse  =1 exp exp( ) .x α
A

i i − −  Des techniques non paramétriques, sans présumer une 

forme fonctionnelle explicite pour ( ),x  constituent des solutions de rechange intéressantes pour 

l’estimation des scores de propension. 

 

4.1.1 La méthode par pseudo maximum de vraisemblance 
 

Soit ( , ),x α
A

i i =  une forme paramétrique précisée avec des paramètres de modèle inconnus .α  

Dans la situation idéale où l’information auxiliaire complète  1 2, , ,x x x
N

 est disponible avec 

l’hypothèse d’indépendance A3, la fonction du logarithme du rapport de vraisemblance complète sur α  

peut être formulée comme suit (Chen et coll., 2020) : 
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 ( ) ( ) ( ) ( )
1

1=1

log 1 = log log 1 .
1

i i

A

AN N
R R

A A Ai
i i iA

i S ii i


  



−

 =

  
= − + −   

−   
 α  (4.1) 

L’estimateur du maximum de vraisemblance de α  est le maximiseur de ( ).α  Dans les conditions 

actuelles où l’information auxiliaire sur la population est fournie par un échantillon d’enquête probabiliste 

de référence ,BS  nous remplaçons ( )α  par une fonction de pseudo-logarithme du rapport de 

vraisemblance (Chen et coll., 2020) : 

 ( ) ( )* log log 1 .
1

A B

A
B Ai
i iA

i S i Si

d



 

 
= + − 

− 
 α  (4.2) 

L’estimateur du maximum de pseudo-vraisemblance α̂  est le maximiseur de ( )*
α  et peut être obtenu 

comme la solution aux équations de pseudo-score données par *( ) ( ) .U α α α 0=   =  Si la fonction logit 

inverse est présumée pour ,A

i  les fonctions de pseudo-score sont données par : 

 ( ) ( ), .
A B

B

i i i i

i S i S

d 
 

= − U α x x α x  (4.3) 

En général, les fonctions de pseudo-score ( )U α  aux valeurs réelles des paramètres du modèle 0α  ne sont 

pas biaisées dans la randomisation qp  conjointe dans le sens que  0( ) ,U α 0qpE =  laquelle indique que 

l’estimateur α̂  est qp -convergent pour 0α  (Tsiatis, 2006). 

Valliant et Dever (2011) ont tenté plus tôt d’estimer les scores de propension en regroupant 

l’échantillon non probabiliste AS  avec l’échantillon probabiliste de référence .BS  Soit ,AB A BS S S=   

l’échantillon groupé sans retirer toute unité dupliquée potentielle. Soit * 1,iR =  si Ai S  et * 0iR =  si 

.Bi S  Valliant et Dever (2011) ont proposé d’adapter un modèle de régression logistique pondéré 

d’enquête à l’ensemble des données groupées  *( , , ), ,xi i i ABR d i S  où les poids sont définis comme 

1id =  si Ai S  et ( )ˆ1B

i i A Bd d n N= −  si .Bi S  La principale motivation derrière la création des poids 

id  est que le poids total ˆ
AB B

B

i i Bi S i S
d d N

 
= =   pour l’échantillon groupé correspond à la taille de la 

population estimée, et il reste à espérer que le modèle de régression logistique pondéré d’enquête 

entraînera des estimations valides pour les scores de propension. Chen et coll. (2020) ont démontré que 

l’approche de l’échantillon groupé de Valliant et Dever (2011) ne produit pas des estimateurs convergents 

pour les paramètres du modèle de scores de propension à moins que l’échantillon non probabiliste AS  ne 

soit un simple échantillon aléatoire de la population cible. 

La méthode de Valliant et Dever (2011) révèle une difficulté fondamentale avec les approches fondées 

sur l’échantillon groupé .ABS  Si les unités dans l’échantillon non probabiliste AS  sont traitées comme des 

unités échangeables dans l’échantillon groupé ,ABS  comme l’indiquaient les poids égaux = 1id  utilisés 

dans la méthode de Valliant et Dever (2011), les estimations résultantes des scores de propension ne 

seront pas valides à moins que AS  soit un simple échantillon aléatoire. Cette observation a des 

répercussions sur la validité des méthodes non paramétriques ou des méthodes à arborescence de 

régression qui seront abordées à la section 4.1.3. 
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Dans un article récent, Wang, Valliant et Li (2021) ont proposé une méthode de pondération par la 

propension logistique ajustée. La méthode comporte deux étapes de calcul des scores de propension 

estimés. Les estimations initiales, désignées comme ABS  pour = 1,id  sont obtenues en adaptant le modèle 

de régression logistique pondéré d’enquête à l’échantillon groupé ˆ
ip  semblable à Valliant et Dever 

(2011), assorties des poids définis comme suit : Ai S  si B

i id d=  et Bi S  si .Ai S  Les scores de 

propension estimés définitifs sont calculés comme suit : ( )ˆ ˆ ˆ1 .A

i i ip p = −  Le principal argument 

théorique est que l’équation ( )1A

i i ip p = −  où ( ),A

i AP i S U =   ( )* *

i A Ap P i S S U=    et * ,AS  est 

une copie de AS , mais est considéré comme un ensemble différent. Toutefois, les arguments soulèvent des 

questions conceptuelles, car les probabilités ( )A

i AP i S U =   sont définies dans le modèle de scores de 

propension théorique avec la population finie donnée ,U  et le modèle théorique ne mène pas à une 

interprétation significative des probabilités ( )* * .i A Ap P i S S U=    Ces dernières nécessitent un espace 

de probabilité différent et sont conditionnelles au AS  donné. En fait, on peut facilement faire valoir qu’en 

vertu du modèle de scores de propension théorique et conditionnel au AS  donné, on observe = 1ip  si 

Ai S  et 0ip =  autrement. 

 
4.1.2 Estimation de méthodes fondées sur des équations 
 

Les équations de pseudo-score ( )U α 0=  dérivées de la fonction de pseudo-vraisemblance *( )α  

peuvent être remplacées par un système d’équations d’estimation générales. Soit ( , ),h x α  un vecteur 

personnalisé de fonctions avec la même dimension de .α  Supposons que : 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , .
A B

B

i i i i

i S i S

d 
 

= − G α h x α x α h x α  (4.4) 

Il s’ensuit que  0( ) =G α 0qpE  pour tout ( , )h x α  choisi. En principe, un estimateur α̂  de α  peut être 

obtenu en résolvant ( )G α 0=  au moyen de la forme paramétrique choisie ( , )x α
A

i i =  et des fonctions 

choisies ( , ),h x α  et l’estimateur α̂  est convergent. 

L’estimateur α̂  reposant sur des fonctions personnalisées arbitraires ( , )h x α  est habituellement moins 

efficace que celui fondé sur des fonctions de pseudo-score, en raison de l’optimalité de l’estimateur par le 

maximum de vraisemblance (Godambe, 1960). Quelques résultats empiriques limités montrent également 

que la solution à ( )G α 0=  peut se révéler instable pour certains choix de ( , ).h x α  Néanmoins, les 

méthodes fondées sur des équations d’estimation procurent un outil utile pour l’estimation des scores de 

propension dans des scénarios plus restreints. Par exemple, si nous avons ( , ) ( , ),h x α x x α=  les 

fonctions d’estimation données en (4.4) réduisent à : 

 ( )
( )

.
,

A B

Bi
i i

i S i Si

d
 

= − 
x

G α x
x α

 (4.5) 

La forme de ( )G α  en (4,5) ressemble à la version « déformée » des fonctions de pseudo-score données en 

(4.3) sous un modèle de régression logistique pour les scores de propension. Toutefois, la différence la 
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plus importante en pratique entre les deux versions est le fait que le ( )G α  donné en (4.5) ne nécessite que 

des totaux de population estimés pour les variables auxiliaires .x  Il existe des scénarios où les totaux de 

population des variables auxiliaires x  peuvent être consultés ou estimés à partir d’une source existante, 

mais les valeurs de x  au niveau des unités pour l’ensemble de la population ou même juste un échantillon 

probabiliste ne sont pas disponibles. Grâce à l’utilisation des fonctions d’estimation ( )G α  données (4.5), 

il a été possible d’obtenir des estimations valides des scores de propension pour les unités de l’échantillon 

non probabiliste. La section 6.3 donne un exemple dans lequel l’approche fondée sur des équations 

d’estimation mène à un estimateur de variance valide pour l’estimateur doublement robuste de la moyenne 

de la population. 

 
4.1.3 Méthodes non paramétriques et méthodes fondées sur un arbre de régression 
 

Les scores de propension ( )1 x
A

i i iP R = =  sont la fonction de moyenne ( ) ( )x xq i i iE R =  pour la 

réponse binaire .iR  Les méthodes non paramétriques pour l’estimation ( )x  peuvent constituer une 

solution de rechange intéressante. Le principal défi est d’élaborer des procédures d’estimation qui 

procurent des estimations valides des scores de propension. Comme il est mentionné à la section 4.1.1, les 

méthodes d’estimation fondées sur l’échantillon groupé AB A BS S S=   peuvent mener à des estimations 

invalides. Des stratégies semblables à celle utilisée par Chen et coll. (2020) peuvent être justifiées 

théoriquement dans le cadre qp  conjoint, où les procédures d’estimation sont calculées d’abord à l’aide de 

données de l’ensemble de la population finie et où les quantités de populations inconnues sont ensuite 

remplacées par des estimations obtenues de l’échantillon probabiliste de référence. 

Nous examinons l’estimateur par la régression par noyau de ( ).x
A

i i =  Supposons que l’ensemble 

de données  ( , ), 1, 2, ,xi iR i N=  est disponible pour la population finie. Soit ( ) ( ),hK t K t h=  un 

noyau choisi ayant une largeur de bande .h  L’estimateur par la régression par noyau Nadaraya-Watson 

(Nadaraya, 1964; Watson, 1964) de ( )x  est donné par : 

 ( )
( )

( )
=1

1

.

N

h j jj

N

h jj

K R

K


=

−
=

−





x x
x

x x
 (4.6) 

Un estimateur par noyau dans la forme de ( )x  donnée en (4.6) ne possède généralement pas de valeurs 

pratiques, car nous n’avons pas de renseignements auxiliaires complets pour la population finie. Il s’avère 

que, pour l’estimation des scores de propension, le numérateur en (4.6) n’a besoin que d’observations de 

l’échantillon non probabiliste provenant de la variable binaire ,jR  et le dénominateur est un chiffre de 

population et peut être estimé en utilisant l’échantillon probabiliste de référence. L’estimateur par la 

régression par noyau non paramétrique des scores de propension est donné par (Yuan, Li et Wu, 2022) : 

 ( )
( )

( )
ˆ ˆ , .A

B

h i jj SA

i i AB

j h i jj S

K
i S

d K
 





−
= = 

−





x x
x

x x
 (4.7) 
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L’estimateur ˆ A

i  donné en (4,7) est convergent en vertu du cadre qp  conjoint et le modèle q  pour les 

scores de propension est très flexible en raison de l’hypothèse non paramétrique sur ( ).x  Les scores de 

propension estimés sont faciles à calculer quand la taille de x  n’est pas trop élevée. Les problèmes avec 

un x  de grandes dimensions et les choix du noyau ( )hK   et de la largeur de bande h  subsistent, comme 

dans les applications générales des méthodes d’estimation à base de noyaux. Les résultats d’une 

simulation rapportés par Yuan et coll. (2022) montrent que la méthode de l’estimation par la méthode des 

noyaux donne de solides résultats pour les scores de propension à l’aide du noyau normal et de choix 

populaires pour la largeur de bande. 

Chu et Beaumont (2019) ont examiné les méthodes fondées sur un arbre de régression. Leur méthode 

TrIPW proposée est une variante de l’algorithme CART (Breiman, Friedman, Olshen et Stone, 1984) et 

repose sur des données de l’échantillon combiné de l’échantillon non probabiliste et de l’échantillon 

probabiliste de référence. La méthode vise à construire un arbre de classification, les nœuds terminaux de 

l’arbre final étant traités comme des groupes homogènes en matière de scores de propension. L’estimateur 

de y  est construit en fonction de l’arbre final et de la poststratification. La section 5 contient d’autres 

renseignements sur les estimateurs stratifiés a posteriori. 

Les techniques d’apprentissage statistique comme les arbres de classification et de régression et les 

forêts aléatoires d’arbres décisionnels ont été élaborées principalement à des fins de prédiction. Leur 

utilisation pour estimer les scores de propension d’échantillons non probabilistes nécessite des travaux 

supplémentaires. Il ne s’agit pas d’une approche souhaitable pour naïvement appliquer les méthodes sur 

l’échantillon groupé ABS  sans justification théorique sur la convergence des estimateurs finaux. Il faut 

encourager d’autres études dans ce sens. 

 
4.2 Pondération de probabilité inverse 
 

Soit ˆ ,A

i  une estimation de ( )x
A

i A iP i S =   selon une méthode choisie pour l’estimation des scores 

de propension. Deux versions de l’estimateur pondéré de la probabilité inverse (PPI) de y  sont établies 

comme suit : 

 
PPI1

1
ˆ =

ˆ
A

i

A
i S i

y

N




   et  
PPI 2

1
ˆ = ,

ˆ ˆ
A

i

AA
i S i

y

N




  (4.8) 

où N  est la taille de la population et 1ˆ ˆ( )
A

A A

ii S
N  −


=  est la taille estimée de la population. 

L’estimateur 
PPI1

̂  est une version de l’estimateur de Horvitz-Thompson et 
PPI 2

̂  correspond à l’estimateur 

Hájek comme en fait état la théorie de l’estimation fondée sur le plan. Il y a suffisamment de données 

probantes des justifications théoriques et des observations pratiques que l’estimateur Hájek 
PPI 2

̂  donne de 

meilleurs résultats que l’estimateur Horvitz-Thrompson et qu’il doit être utilisé en pratique même si la 

taille de la population N  est connue. 

La validité des estimateurs PPI 
PPI1

̂  et 
PPI 2

̂  dépend de la validité des scores de propension estimés. 

Selon les hypothèses A1 et A2 et le modèle paramétrique 
0( , ),x α

A

i i =  la convergence de 
PPI1

̂  suit un 
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argument standard en deux étapes. Soit 
PPI

1 ,
A

A

i ii S
N y −


=   lequel n’est pas un estimateur calculable, 

mais un outil analytique utile à des fins asymptotiques. Il s’ensuit que ( )PPIq yE  =  et l’ordre 

( ) ( )PPI

1

q AV O n −=  se vérifient à la condition que A

A in N  ait une borne de inférieure strictement positive. 

Par conséquent, nous avons 
PPI y →  en probabilité quand .An →  Dans le modèle correctement 

indiqué ( )0,x α
A

i i =  pour les scores de propension, l’ordre type n -racine ( )1 2

0α̂ α p AO n−− =  se vérifie 

pour les scénarios fréquemment rencontrés. Nous pouvons montrer qu’en traitant 
PPI1

̂  comme une 

fonction de α̂  et en utilisant un développement en série de Taylor que ( )
PPI1 PPI

1 2ˆ
p AO n  −= +  dans 

certaines conditions peu contraignantes de moments finis. La convergence de 
PPI2

̂  peut être établie en 

utilisant des arguments standard pour un estimateur par le ratio (section 5.3, Wu et Thompson, 2020) où 

( )
1

1 =1 (1).
A

A

i pi S
N o

−
−


+  

 
4.3 Estimation doublement robuste 
 

La dépendance de l’estimateur PPI sur la validité du modèle de scores de propension théorique est 

perçue comme une faiblesse de la méthode. Le problème n’est pas propre aux estimateurs PPI et se pose 

pour de nombreuses autres approches comportant un modèle statistique théorique. Les procédures robustes 

d’estimation qui procurent un certain degré de protection contre les erreurs de spécification du modèle ont 

été poursuivies par des chercheurs et lesdits estimateurs doublement robustes ont eu du succès depuis les 

travaux de Robins, Rotnitzky et Zhao (1994). 

L’estimateur doublement robuste (DR) de y  est établi à l’aide du modèle de score de propension q  

et du modèle de régression des résultats .  L’estimateur DR avec les scores de propension donnés ,A

i  

Ai S  et les réponses moyennes ( ),xi i im E y=  1, 2, ,i N=  présente la forme générale suivante : 

 
DR

1

1 1
= .

A

N
i i

iA
i S ii

y m
m

N N


 =

−
+   (4.9) 

Le second terme du côté droit de l’équation (4.9) est la prédiction modéliste de .y  Le premier terme est 

un ajustement fondé sur le score de propension reposant sur les erreurs i i iy m = −  du modèle de 

régression des résultats. L’importance du terme d’ajustement est négativement corrélée à la « qualité de 

l’ajustement » du modèle de régression des résultats. Il est possible de démontrer que 
DR

  est un 

estimateur exactement sans biais de y  si l’un des deux modèles q  et   est correctement précisé et ainsi 

doublement robuste. L’estimateur 
DR

  possède une structure identique à l’estimateur par la différence 

généralisée de Wu et Sitter (2001). Il convient de souligner que la propriété de double robustesse de 
DR

  

ne nécessite pas de savoir lequel des deux modèles est correctement précisé. Il est également évident que 

l’estimateur 
DR

  donné en (4.9) n’est pas calculable dans des applications pratiques. 

Soient ˆ A

i  et ˆ ,im  les estimateurs de A

i  et q  respectivement, selon les modèles théoriques   et .im  

Dans le contexte de deux échantillons décrit à la section 2, les deux estimateurs DR de y  proposés par 

Chen et coll. (2020) sont donnés par : 
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DR1

ˆ1 1
ˆ ˆ=

ˆ
A B

Bi i
i iA

i S i Si

y m
d m

N N


 

−
+   (4.10) 

et 

 
DR 2

ˆ1 1
ˆ ˆ= ,

ˆ ˆˆ
A B

Bi i
i iAA B

i S i Si

y m
d m

N N


 

−
+   (4.11) 

où B

id  sont les poids déterminés par le plan d’échantillonnage pour l’échantillon probabiliste 
B

S , 

( )
1

ˆ ˆ=
A

A A

ii S
N 

−

  et ˆ = .
B

B B

ii S
N d

  L’estimateur 
DR 2

̂  fondé sur la taille estimée de la population offre 

un meilleur rendement en matière de biais et d’erreur quadratique moyenne et devrait être utilisé dans la 

pratique. 

Le plan d’enquête probabiliste p  fait partie intégrante du cadre théorique pour évaluer les deux 

estimateurs 
DR 1

̂  et 
DR 2

ˆ .  On suppose que AS  et BS  sont sélectionnés indépendamment, ce qui signifie que 

( ) 1
ˆ ˆ= .

B

NB

p i i ii S i
E d m m

 =   La convergence des estimateurs 
DR1

̂  et 
DR 2

̂  peut être établie en vertu de qp  

ou du cadre .p  Il convient de souligner que même l’échantillon non probabiliste AS  est un simple 

échantillon aléatoire avec ,A

i An N =  l’estimateur doublement robuste dans la forme de (4.9) ne se réduit 

pas à l’estimateur de prédiction modéliste 
2

ˆ
y  donné en (3.3). 

 

4.4 L’approche de la pseudo-vraisemblance empirique 
 

Les méthodes de la pseudo-vraisemblance empirique (PEL pour Pseudo Empirical Likelihood) pour les 

échantillons d’enquête probabilistes sont en cours d’élaboration depuis deux décennies. Deux articles sur 

le sujet sont ceux de Chen et Sitter (1999) sur l’estimation ponctuelle intégrant de l’information auxiliaire, 

et celui de Wu et Rao (2006) sur les intervalles de confiance du rapport de PEL. Les approches de la PEL 

sont en outre utilisées pour des enquêtes à bases multiples (Rao et Wu, 2010a) et les inférences de 

Bayesian pour des données d’enquête (Rao et Wu, 2010b; Zhao, Ghosh, Rao et Wu, 2020b). L’utilisation 

des méthodes de la PEL pour des problèmes inférentiels généraux avec des enquêtes complexes a été 

étudiée dans deux articles récents (Zhao et Wu, 2019; Zhao, Rao et Wu, 2020a). 

Chen, Li, Rao et Wu (2022) ont démontré que la PEL offre une solution de rechange intéressante à 

l’inférence avec des échantillons d’enquête non probabilistes. Soit ˆ ,A

i  Ai S  étant les scores de 

propension estimés sous un modèle paramétrique ou non paramétrique théorique, .q  La fonction de PEL 

pour l’échantillon d’enquête non probabiliste AS  est définie comme suit : 

 ( )PEL
( ) log ,

A

A

A i i

i S

n d p


= p  (4.12) 

où 1= ( , , )p
Anp p  est une mesure de probabilité discrète sur les unités An  sélectionnées dans ,AS  

1 ˆˆ= ( )A A A

i id N −
 et 1ˆ ˆ= ( )

A

A A

jj S
N  −

  qui est définie précédemment dans la section 4. Sans utiliser de 

renseignements supplémentaires, maximiser ( )PEL
p  sous la contrainte de normalisation suivante : 
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 = 1
A

i

i S

p


  (4.13) 

donne ˆ = ,A

i ip d  .Ai S  L’estimateur du maximum de PEL de y  est donné par 
PEL

ˆ ˆ= ,
A

i ii S
p y

  lequel 

est identique à l’estimateur PPI 
PPI 2

̂  donné en (4.8). 

L’approche de la PEL pour les échantillons d’enquête non probabilistes procure une flexibilité en 

combinant des renseignements du fait de contraintes supplémentaires et en construisant des intervalles de 

confiance et en menant des tests d’hypothèses à l’aide de statistiques sur le rapport de PEL. L’estimateur 

du maximum de PEL 
PEL

ˆ ˆ=
A

i ii S
p y

  est doublement robuste si ( )1
ˆ ˆ, ,

Anp p  est le maximiseur de 

( )PEL
p  sous la contrainte de normalisation et la contrainte de calage de modèle donné par : 

 ˆ ,B

A

i i

i S

p m m


=  (4.14) 

où ( )
1

ˆ ˆ
B

B B B

i ii S
m N d m

−


=   est calculé à l’aide des valeurs prédites ˆ ,im  Bi S  d’un modèle de régression 

des résultats théorique, .  L’équation (4.14) est une version modifiée de la contrainte de calage de modèle 

originale de Wu et Sitter (2001) reposant sur l’échantillon probabiliste .BS  L’étude de Chen et coll. (2022) 

contient d’autres données détaillées sur les répartitions asymptotiques des statistiques sur le rapport de 

PEL et des études de simulation sur le rendement des intervalles de confiance du rapport de PEL sur une 

proportion de population finie. 

 
5. Enquête par quotas et poststratification 
 

Les enquêtes par quotas représentent l’une des plus vieilles méthodes d’échantillonnage non 

probabiliste qui sont encore utilisées en pratique de nos jours. Pour une taille globale prédéterminée 

d’échantillon ,An  les quotas des tailles d’échantillons sont établis pour des sous-populations qui sont 

définies par des variables démographiques et des indicateurs de l’état socioéconomique ou d’autres 

variables des caractéristiques appropriées pour la population cible. Les processus de collecte des données 

se poursuivent jusqu’à ce que les quotas pour chacune des sous-populations soient remplis. Les unités de 

la population sont habituellement abordées par tous les moyens pratiques existants, et il y a peu ou pas de 

contrôle sur la manière de sélectionner les unités pour l’échantillon définitif autre que des quotas 

prédéterminés. 

La théorie des estimateurs PPI pour les échantillons d’enquêtes non probabiliste offre une occasion 

d’examiner des scénarios où les enquêtes par quotas peuvent réussir ou échouer. Pour faciliter la notation 

sans perte de généralité, supposons que AS  est l’échantillon d’enquête par quotas et que x  est l’ensemble 

de variables catégoriques utilisé pour définir les sous-populations et fixer les quotas. L’échantillon global 

peut être divisé en 1= ,A A AKS S S   ce qui correspond au classement recoupé des unités 

échantillonnées au moyen des combinaisons de niveaux des variables .x  Par exemple, si ( )1 2= , ,x x x   1x  

ayant deux niveaux et 2x  ayant trois niveaux, nous avons au total = 2 3 = 6K   sous-populations définies 

par .x  Supposons que kn  est la taille prédéterminée de AkS  et que kN  est la taille de la sous-population 
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correspondante. Selon l’hypothèse A1, les scores de propension ( )x
A

i i =  deviennent une constante 

pour des unités dans la même sous-population et sont donnés par A

i k kn N =  pour la ek  sous-population. 

L’estimateur PPI 
PPI 2

̂  donnée en (4.8) se réduit à : 

 
PPI 2

1 1

1 ˆˆ = = ,
ˆ ˆ

Ak

K K
i

k kAA
k i S ki

y
W y

N


=  =

    (5.1) 

où 1 .
Ak

k k ii S
y n y−


=   ˆ ˆ ˆ ,A

k kW N N=  ˆ
kN  est la taille de la ek  sous-population obtenue ou estimée à partir 

de sources externes, et 
1

ˆ ˆ .
KA

kk
N N

=
=  Dans les conditions actuelles et compte tenu de la disponibilité 

d’un échantillon probabiliste de référence ,
B

S  nous formons la même subdivision, recoupée selon les 

niveaux de x  et obtenons 1 .B B BKS S S=    Nous pouvons alors utiliser ˆ = .
Bk

B

k ii S
N d

  

L’estimateur donné en (5.1) est l’estimateur stratifié a posteriori standard de .y  Il nécessite 

l’information sur les « poids de strate » ˆ ,kW  1, , ,k K=  qui n’est pas disponible à partir des données 

échantillon elles-mêmes. Les enquêtes par quotas, associées à l’utilisation de l’estimateur stratifié 

a posteriori, peuvent produire avec succès des estimations de population valides pour la variable de 

l’étude y  si les conditions suivantes sont maintenues : 

i) Les variables catégoriques x  utilisées pour définir les sous-populations et établir des quotas 

offrent des caractérisations du comportement de participation des unités pour les enquêtes à 

participation volontaire. 

ii) L’inclusion d’unités dans l’enquête est quelque peu aléatoire au sein de chaque sous-population 

et aucun groupe précis n’est exclu intentionnellement de l’enquête. 

iii) L’information sur les poids de strate correspondant aux classements recoupés dans 

l’établissement des quotas peut être obtenue de manière fiable de sources externes. 

iv) Les non-répondants irréductibles dans la population qui ne remplissent jamais d’enquêtes à 

participation volontaire présentent des traits semblables à ceux des répondants en ce qui a trait à 

la variable étudiée .y  

 

Les estimateurs PPI 
PPI1

̂  et 
PPI 2

̂  donnés en (4.8) peuvent être sensibles à des petites valeurs de scores 

de propension estimés. L’estimateur stratifié a posteriori dans la forme de (5.1) sert de solution de 

rechange fiable dans des scénarios généraux où la dimension de x  n’est pas faible et où certaines 

composantes de x  sont continues. Les strates K  sont formées en fonction de groupes homogènes en 

matière de scores de propension. Supposons que ˆˆ ( , ),x α
A

i i =  Ai S  est calculé en fonction d’un 

modèle paramétrique, .q  Supposons également que A An m K=  avec le K  choisi où Am  est un nombre 

entier. Supposons que (1) ( )
ˆ ˆ

A

A A

n    représente les scores de propension estimés en ordre croissant. 

Supposons que 1AS  est l’ensemble des premières unités Am  dans la séquence, 2AS  représente les 

deuxièmes unités Am  dans la séquence, et ainsi de suite. L’estimateur stratifié a posteriori de y  est 

calculé comme 
PST 1

ˆˆ ,
K

k kk
W y

=
=  qui a la même forme que l’estimateur donné en (5.1). Les estimations 

des poids de strate ˆ ,kW  1, 2, ,k K=  peuvent être obtenues en utilisant l’échantillon probabiliste de 
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référence BS  comme suit. Supposons que  ˆmax : ,A

k i Akb i S=  1, 2, , 1.k K= −  Supposons que 

0 0b =  et que 1.Kb =  

a) Calculer ˆˆ ( , ),x αi i =  .Bi S  

b) Définir  1
ˆ, ,Bk B k i kS i i S b b−=     1, 2, , .k K=  

c) Calculer ˆ ,
Bk

B

k ii S
N d


=  1, 2, , .k K=  

 

Il est évident que 1B B BKS S S=    et 
1

ˆ ˆ .
B

K B B

k ik i S
N N d

= 
= =   Les poids de strate estimés sont 

donnés par ˆ ˆ ˆ .B

k kW N N=  

Le choix de K  doit refléter l’équilibre entre l’homogénéité des unités au sein de chaque strate 

a posteriori (en matière de scores de propension) et la stabilité de l’estimateur stratifié a posteriori (en 

matière de tailles d’échantillons de strate). Quand la taille de l’échantillon An  est petite ou modérée, il 

faut utiliser un petit nombre comme 5.K =  Pour des scénarios où An  est grand, un plus grand K  doit être 

utilisé de sorte que les unités au sein du même échantillon stratifié a posteriori AkS  ont des scores de 

propension estimés similaires. Un guide pratique pour le choix de K  est de s’assurer que 30Am   pour 

les échantillons stratifiés a posteriori. Pour ceux qui sont assez vieux, vous souvenez-vous du bon vieux 

temps quand « la taille de l’échantillon est grande » signifiait « 30n   » ? 

 
6. Estimation de la variance 
 

L’estimation de la variance dans la configuration de deux échantillons AS  et BS  comporte au moins 

deux sources différentes de variation. Le plan d’échantillonnage avec probabilités pour l’échantillon de 

référence BS  reste l’une des sources employées, et ce, indépendamment des approches utilisées pour les 

échantillons d’enquête non probabilistes. L’estimation de la composante de variance provenant de 

l’utilisation de BS  nécessite des formules appropriées d’approximation de la variance ou des poids de 

rééchantillonnage comme faisant partie de l’ensemble de données de l’échantillon probabiliste de 

référence. Dans la présente section, notre analyse suppose que l’estimateur de variance fondé sur le plan 

pour l’estimateur ponctuel pondéré de l’enquête fondé sur BS  est disponible. 

 
6.1 Estimation de la variance pour les estimateurs d’imputation massive 
 

L’estimation de la variance pour l’estimateur de prédiction basé sur un modèle ˆ
y  comporte d’abord le 

calcul de la formule de la variance asymptotique pour ( )ˆVar y y − selon le modèle de régression des 

résultats théorique ou le modèle d’imputation   et le plan d’échantillonnage avec probabilités ,p  et 

ensuite l’utilisation des diverses quantités inconnues de population. 

L’estimateur d’imputation massive 1 *

IM
ˆˆ

B

B

y B i ii S
N d y −


=   donné en (3.5) est un type spécial 

d’estimateur de prédiction basé sur un modèle, où le modèle   fait référence à celui utilisé pour 

l’imputation et n’est pas nécessairement le même que le modèle de régression des résultats. La méthode de 
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l’imputation joue un rôle clé dans le calcul de la formule de la variance asymptotique et l’estimateur de la 

variance doit être établi en conséquence. Il convient de souligner que IM
ˆ

y  est un estimateur de type Hájek 

en raison de l’utilisation de la taille de population estimée ˆ
B

N  et que les calculs de la formule de la 

variance asymptotique commencent en mettant la valeur réelle N  en premier et en traitant ensuite IM
ˆ

y  

comme un estimateur par le ratio. Kim et coll. (2021) ont examiné l’estimation de la variance pour 
1 *ˆ ,

B

B

y i ii S
N d y −


=   où ( )* ˆ,x βi iy m=  est la valeur imputée pour iy  selon le modèle semi-paramétrique 

(3.1). La formule de la variance asymptotique est élaborée en deux étapes. Premièrement, une version 

linéarisée de ˆ
y  est obtenue en utilisant un développement en série de Taylor à *,β  où *

β  est la limite de 

probabilité de β̂  de sorte que ( )* 1 2ˆ .β β p AO n−= +  Deuxièmement, deux composantes de variance sont 

calculées pour ( )ˆVar y y −  en fonction de la version linéarisée en utilisant le modèle semi-paramétrique 

(3.1) et le plan d’échantillonnage pour .BS  Le processus est fastidieux, ce qui est le cas pour la plupart des 

méthodes d’estimation de la variance basées sur un modèle. Un estimateur de la variance bootstrap se 

révèle être plus attrayant pour des applications pratiques. Voir Kim et coll. (2021) pour obtenir d’autres 

renseignements détaillés. 

 
6.2 Estimation de la variance pour les estimateurs PPI 
 

L’estimateur PPI couramment utilisé 
PPI 2

̂  donné en (4.8) est valide dans le modèle théorique q  pour 

les scores de propension. Une formule de variance asymptotique pour 
PPI 2

̂  peut être obtenue selon le 

cadre qp  conjoint quand les scores de propension sont estimés à l’aide de la méthode du pseudo-

maximum de vraisemblance ou d’une méthode fondée sur une équation d’estimation comme en fait état la 

section 4.1. L’outil théorique est la formule de variance de type sandwich pour les estimateurs ponctuels 

définis comme la solution à un système combiné d’équations d’estimation pour y  et 0 .α  

Examinons la forme paramétrique ( ),x α
A

i i =  pour les scores de propension, où les paramètres du 

modèle α  sont estimés à l’aide des équations d’estimation (4.4) avec des fonctions personnalisées 

( , ).h x α  La première étape majeure dans le calcul de la formule de la variance asymptotique pour 
PPI 2

̂  est 

de formuler le système des équations d’estimation conjointes pour y  et 0 .α  Soit ( ), ,η α =  le vecteur 

des paramètres combinés. L’estimateur ( )PPI 2
ˆ ˆ ,η α =  est la solution au système d’équations d’estimation 

conjointes ( ) ,Φ η 0n =  où : 

 ( )
( )

( ) ( )

1

=1

1 1

1

= .
, ,

B

N A

i i ii

n N B A

i i i i ii i S

N R y

N R N d

 



−

− −

= 

 −
 
 −
 



 
Φ η

h x α h x α
 (6.1) 

Le facteur 1N −  est redondant, mais utile pour faciliter les ordres asymptotiques. Les fonctions 

d’estimation définie par (6.1) sont sans biais selon le cadre qp  conjoint, c’est-à-dire  0( ) ,Φ η 0qpE =  où 

( )0 0, .η αy
=  Il y a deux conséquences majeures à l’absence de biais du système d’équations 

d’estimation. Premièrement, on peut soutenir la convergence de l’estimateur η̂  en utilisant la théorie des 

fonctions d’estimation générales semblables à celles présentées à la section 3.2 de Tsiatis (2006). 
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Deuxièmement, la matrice de covariance-variance asymptotique de ˆ ,η  désignée comme ( )ˆAV ,η  a la 

forme standard en sandwich et est donnée par : 

 ( )      
1

1

0 0 0
ˆAV ( ) Var ( ) ( ) ,η η Φ η η n n nE E

−
−  =      

  

où ( ) ( ) ,η Φ η ηn n=    laquelle dépend des formes de ( , )x α
A

i i =  et ( , ).h x αi  Le terme 

 0Var ( )Φ ηn  comporte deux composantes, une en raison du modèle du score de propension q  et l’autre 

en raison du plan d’échantillonnage avec probabilités pour .
B

S  Plus particulièrement, nous avons 

 0 1 2Var ( ) = ( ) ( ),Φ η A An q pV V+  où ( )qV   désigne la variance sous le modèle du score de propension q  

et ( )pV   représente la variance fondée sur le plan sous le plan d’échantillonnage avec probabilités ,p  et 

 1 2

1

0( )1 1
, = .

( , )( , )
A A

h x αh x α
B

AN
Bi i

i i A
i i S i ii

y
R d

N N

 

= 

 −  
=    

  
    

L’expression analytique pour 1( )AqV  découle immédiatement de ( ) (1 )A A

q i i iV R  = −  et l’indépendance 

parmi 1, , .
N

R R  La composante de variance fondée sur le plan 2( )ApV  nécessite des renseignements 

supplémentaires sur le plan d’enquête pour BS  ou une formule d’approximation de la variance appropriée 

avec le plan donné. 

La formule de la variance asymptotique pour l’estimateur PPI 
PPI 2

̂  est le premier élément en diagonale 

de la matrice ˆAV( ).η  L’estimateur définitif de la variance pour 
PPI 2

̂  peut alors être obtenu en remplaçant 

diverses quantités de population par des estimateurs des moments fondés sur l’échantillon. Dans leur 

étude, Chen et coll. (2020) ont présenté l’estimateur de la variance avec des expressions explicites quand 

( , )x α
A

i i =  sont modélisés par la régression logistique et α̂  est obtenu par la méthode du pseudo-

maximum de vraisemblance. 

 
6.3 Estimation de la variance pour les estimateurs doublement robustes 
 

Il s’avère que l’estimation de la variance pour l’estimateur doublement robuste est un problème 

difficile. Alors que la double robustesse est une propriété souhaitable pour l’estimation ponctuelle, elle 

pose un dilemme pour l’estimation de la variance. L’estimateur 
DR 2

̂  donné en (4.11) est convergent si le 

modèle de score de propension q  ou le modèle de régression des résultats   est correctement précisé. Il 

n’existe aucun besoin de savoir quel modèle est correctement précisé, ce qui constitue la partie la plus 

cruciale derrière la double robustesse. Toutefois, cette caractéristique ambiguë devient un problème pour 

une estimation de la variance. La formule de la variance asymptotique selon le modèle q  est 

habituellement différente de celle selon le modèle   et, par conséquent, il est difficile de concevoir un 

estimateur de variance cohérent avec des scénarios inconnus sur les spécifications du modèle. 

Plusieurs stratégies ont été proposées dans les ouvrages portant sur l’estimation de la variance pour les 

estimateurs doublement robustes. Une approche naïve consiste à utiliser l’estimateur de la variance dérivé 

dans le modèle de score de propension théorique q  et de prendre le risque qu’un tel estimateur de la 
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variance puisse avoir des biais non négligeables dans le modèle de régression des résultats. Une bonne 

nouvelle est que, dans le modèle de score de propension, l’estimation des paramètres β  pour le modèle de 

régression des résultats n’a aucune incidence asymptotiquement sur la variance des estimateurs 

doublement robustes. Nous pouvons observer cela en utilisant 
DR1

̂  de (4.10) comme un exemple. Soit 

( )ˆˆ , ,x βi im m=  où β̂  est obtenu en fonction du modèle de travail (3.1) qui n’est pas nécessairement 

correct. Soit *,β  la limite de probabilité de β̂  de sorte que ( )* 1 2
β̂ β p AO n−= +  indépendamment du vrai 

modèle de régression des résultats (White, 1982). Supposons que ( )* *,x βi im m=  et que 

( , ) ( , ) .a x β x β βm=    Nous pouvons constater que : 

 ( )  ( ) ( )
*

* * * 1 2ˆ1 1 1 1 ˆˆ ,
ˆ ˆ

B β β β
B A B A

B Bi i
i i i i p AA A

i S i S i S i Si i

m m
d m d m o n

N N N N 

−

   


− = − + − +      

où 

 ( ) ( )
( )*

* *
,1 1

, .
ˆ

B A

iB

i i A
i S i S i

d
N N  

= − 
a x β

B β a x β  (6.2) 

Comme les deux termes sur le côté droit de (6.2) sont tous les deux des estimateurs de ( )1 *

=1
, ,a x β

N

ii
N −   

nous concluons que ( )* = (1)B β po  et 

 ( )
*

* 1 2ˆ1 1 1 1
ˆ = .

ˆ ˆ
B A B A

B Bi i
i i i i p AA A

i S i S i S i Si i

m m
d m d m o n

N N N N 

−

   

− − +      

Il s’ensuit que : 

 ( )DR1

*
* 1 21 1

ˆ .
ˆ

A B

Bi i
i i p AA

i S i Si

y m
d m o n

N N




−

 

−
= + +    

Les mêmes arguments s’appliquent à 
DR 2

ˆ .  Nous pouvons traiter ˆ ,β  car il est fixe dans le calcul de la 

variance asymptotique pour 
DR1

̂  et 
DR 2

̂  sous le modèle de score de propension théorique. Les techniques 

décrites à la section 6.2 peuvent être utilisées directement lorsque la première fonction d’estimation dans 

(6.1) est remplacée par celle servant à définir 
DR1

̂  ou 
DR 2

ˆ .  Voir le théorème 2 de Chen et coll. (2020) 

pour obtenir d’autres renseignements détaillés. Toutefois, l’estimateur de la variance calculé selon le 

modèle du score de propension théorique présente généralement un biais dans le modèle de régression des 

résultats. 

Dans l’étude de Chen et coll. (2020), on a également décrit une technique faisant appel à une idée 

originale présentée par Kim et Haziza (2014) pour la construction du soi-disant estimateur de variance 

doublement robuste. Cette technique est délicate et présente un certain attrait théorique, mais pose divers 

problèmes pour des applications pratiques. Nous utilisons 
DR1

̂  comme un exemple pour illustrer les 

étapes de la construction de l’estimateur de variance doublement robuste. Supposons que : 
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 ( )
( )

( )
( )

=1

,1 1
ˆ , , .

,

x β
α β x β

x α
B

N
i i B

i i i

i i Si

y m
R d m

N N


 

−
= +    

Il s’ensuit que 
DR1

ˆˆˆ ˆ= ( , )α β   si α̂  et β̂  sont les méthodes d’estimation originales. La première étape 

consiste à modifier l’estimation de α  et de β  de manière à obtenir α̂  et β̂  comme solutions à : 

 
( )ˆ ,

=
α β

0
α




  et  

( )ˆ ,
.


=



α β
0

β
 (6.3) 

Dans le modèle de régression logistique q  où  logit ( , )x α x αi i =  et le modèle de régression linéaire   

où ( ), ,x β x βi im =  le système d’équations (6.3) devient : 

 
( )

( )
=1

1 1
1 ,

,

N

i i i i

i i

R y
N 

  
− − = 

  
 x β x 0

x α
 (6.4) 

 
( )=1

1 1
.

,
B

N
Bi i
i i

i i Si

R
d

N N 

− = 
x

x 0
x α

 (6.5) 

Les équations d’estimation dans (6.5) sont sans biais selon le cadre qp  conjoint. Elles sont identiques à 

l’équation (4.5) abordée à la section 4.1.2. Les équations d’estimation en (6.4) sont également sans biais 

dans le modèle de régression des résultats, mais elles sont différentes des équations de quasi-score qui 

figurent à l’équation (3.2). Les estimateurs α̂  et β̂  obtenus comme solutions à (6.4) et (6.5) sont moins 

stables que ceux des méthodes standard. En outre, le système d’équations (6.4) et (6.5) n’aura pas de 

solution si α  et β  n’ont pas la même dimension, car le nombre d’équations en (6.4) est déterminé par la 

dimension de α  et le nombre d’équations en (6.5) est le même que la dimension de .β  L’estimateur 

définitif ( )
DR

ˆˆˆ ˆ ,α β =  subit également des pertes d’efficacité quand α  et β  sont estimés en résolvant 

(6.4) et (6.5). 

La raison expliquant l’utilisation du système d’équations (6.3) est purement technique. Cela peut être 

démontré par une expansion de premier ordre de Taylor que les estimateurs α̂  et β̂  tirés de (6.3) n’ont pas 

d’effet asymptotiquement sur la variance de ( )
DR

ˆˆˆ ˆ , .α β =  Cette manœuvre technique permet que des 

expressions explicites simples pour la variance ( )DR
ˆ

qpV   selon le cadre qp  et pour la variance de 

prédiction ( )DR
ˆ

p yV  −  selon le cadre p  puissent aisément être obtenues. La construction d’un 

estimateur de variance doublement robuste pour 
DR

̂  commence par l’estimateur par substitution pour 

( )DR
ˆ

qpV   dans le modèle de scores de propension .q  Un terme de correction de biais est ensuite ajouté 

pour obtenir un estimateur valide pour ( )DR
ˆ

p yV  −  dans le modèle de régression des résultats .  

L’aspect positif est que le terme de correction du biais possède une forme analytique 

( )2 2

=1
1

N A

i i ii
N R  − −  où ( )2 ,xi i iE y =  lequel est négligeable dans le modèle de scores de 

propension .q  L’estimateur de variance corrigé pour le biais est valide dans le modèle de scores de 

propension ou le modèle de régression des résultats. 
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Un estimateur de variance doublement robuste pour le 
DR 2

̂  couramment utilisé ne figure pas dans la 

littérature. Une solution pratique est d’utiliser des méthodes bootstrap. Chen et coll. (2022) ont démontré 

que les procédures bootstrap standard avec remise appliquées séparément à AS  et à BS  procuraient des 

intervalles de confiance doublement robustes en utilisant une approche fondée sur la pseudo-

vraisemblance empirique à des échantillons d’enquête non probabilistes quand l’échantillon de référence 

est sélectionné par des plans d’échantillonnage avec probabilités inégales à un seul degré. Des 

complications surviennent quand l’échantillon probabiliste BS  s’appuie sur des méthodes 

d’échantillonnage à plusieurs degrés, un défi connu pour l’estimation de la variance dans le cadre 

d’enquêtes complexes. La construction d’estimateurs de variance doublement robustes pour l’estimateur 

doublement robuste 
DR 2

̂  dans des conditions générales mérite que l’on y consacre des efforts dans de 

futurs travaux de recherche. 

 
7. Hypothèses réexaminées 
 

Nos commentaires portant sur les procédures d’estimation pour des échantillons d’enquête non 

probabilistes figurent dans la section sur les hypothèses A1 à A4 et l’accent est mis sur la validité et 

l’efficacité des estimateurs pour la moyenne de population finie selon trois cadres inférentiels. Les 

résultats théoriques sur la prédiction fondée sur un modèle, la pondération de probabilité inverse et une 

estimation doublement robuste ont été rigoureusement établis dans le cadre de ces hypothèses. Il semble 

que les chercheurs ont du succès lorsqu’ils traitent du domaine émergent des sources de données non 

probabilistes. Toutefois, comme l’a souligné le président de l’ASA 2021 Robert Santos dans sa tribune 

intitulée « Utiliser nos superpouvoirs pour contribuer à l’intérêt public » (en anglais, Armstat News, 

mai 2021), « Nos superpouvoirs ne sont aussi fiables que leurs hypothèses sous-jacentes, hypothèses qui 

sont trop souvent acceptées avec assurance, sans pourtant pouvoir être prouvées » [traduction]. La façon 

de vérifier les hypothèses A1 à A4 dans des applications pratiques des méthodes est une question à 

laquelle on ne peut jamais répondre complètement et ils restent des étapes à suivre pour renforcer la 

confiance en utilisant les résultats théoriques. Il est également important de comprendre les conséquences 

possibles quand certaines hypothèses deviennent très discutables. 

 
7.1 Hypothèse A1 
 

L’hypothèse A1 stipule que ( ) ( )=1 , 1 .x x
A

i i i i i iP R y P R = = =  Il s’agit de l’hypothèse la plus 

importante pour la validité de l’estimateur du pseudo-maximum de vraisemblance de Chen et coll. (2020) 

et l’estimateur obtenu par lissage par la méthode du noyau non paramétrique présenté à la section 4.1.3 

pour les scores de propension, bien que toutes les autres hypothèses soient également en cause. Elle est 

équivalente à l’hypothèse des données manquantes au hasard pour les ouvrages publiés sur les données 

manquantes. Il est bien compris que l’hypothèse des données manquantes au hasard ne peut être testée à 

l’aide des données elles-mêmes de l’échantillon. Le même énoncé vaut pour l’hypothèse A1 comportant 

des échantillons d’enquête non probabilistes. 
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En résumé, l’hypothèse A1 indique que les variables auxiliaires x  comprises dans l’échantillon non 

probabiliste caractérisent complètement le comportement de participation ou le mécanisme d’inclusion des 

échantillons pour des unités dans la population. Une attention suffisante doit être donnée à l’étape de 

conception de l’étude avant la collecte des données, si une telle étape existe, afin d’examiner les facteurs 

et les caractéristiques potentiels des unités qui peuvent être liées à la participation et à l’inclusion des 

échantillons. Pour des populations humaines, les facteurs et les caractéristiques peuvent comprendre des 

variables démographiques, des indicateurs sociaux et économiques ainsi que des variables géographiques. 

L’hypothèse A1 mène à la conclusion que la répartition conditionnelle de y  étant donné x  pour des 

unités de l’échantillon non probabiliste est la même que la répartition conditionnelle de y  étant donné x  

pour les unités de la population cible. Cela suppose que les variables auxiliaires x  doivent comprendre 

des prédicteurs pertinents pour la variable étudiée .y  Pour ce qui est des ensembles de données établis AS  

et ,BS  une analyse de sensibilité par comparaison des répartitions marginales et des modèles 

conditionnels peut être utile pour renforcer la confiance à l’égard de l’hypothèse A1. Pour les variables qui 

sont présentées dans AS  et ,BS  on peut comparer les fonctions de répartition empirique (ou moments) de 

AS  aux fonctions de répartition empirique pondérés de l’enquête (ou moments) de .BS  Des différences 

marquées entre les deux indiquent que AS  est un échantillon non probabiliste avec des scores de 

propension inégaux. Une analyse de sensibilité possible sur l’hypothèse A1 consiste à sélectionner une 

variable z  qui présente certaines similarités avec ,y  et un ensemble de variables auxiliaires u  avec z  et 

u  disponibles de AS  et de .BS  Nous avons ajusté un modèle conditionnel uz  en utilisant des données 

de AS  et un modèle conditionnel pondéré d’enquête uz  en utilisant des données de .BS  Si u  comprend 

toutes les variables auxiliaires principales pour l’hypothèse A1, nous devrons voir que les deux versions 

des modèles ajustés sont semblables. D’importantes différences entre les deux modèles ajustés 

représentent un fort signe que le z  est lui-même une variable auxiliaire importante de l’hypothèse A1 ou 

que l’hypothèse est discutable. 

 
7.2 Hypothèse A2 
 

Un coup d’œil à l’hypothèse A2 peut donner à penser qu’elle pourrait facilement être satisfaite en 

pratique, car une hypothèse similaire est largement utilisée dans les analyses sur les données manquantes 

et les inférences causales. Il s’avère que l’hypothèse peut se révéler très problématique et pour des 

scénarios où l’hypothèse ne peut se vérifier, la population cible est différente de celle supposée pour les 

méthodes d’estimation. Elle est semblable au sous-dénombrement incomplet de la base de sondage et à 

des problèmes de non-réponse, lesquels sont longuement étudiés dans l’échantillonnage probabiliste. 

L’hypothèse A2 stipule que ( )1 , 0x
A

i i i iP R y = =   pour tous les .i  Elle équivaut à déclarer que 

chaque unité de la population cible présente une probabilité non nulle d’être incluse dans l’échantillon non 

probabiliste. Si l’échantillon était prélevé par une méthode d’échantillonnage probabiliste, il s’agirait d’un 

scénario où la base de sondage est complète et où il n’y a pas de non-répondants irréductibles. Pour la 

plupart des échantillons non probabilistes, le concept de « base de sondage » est souvent non pertinent ou 
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simplement, une liste pratique et le processus de sélection et d’inclusion d’unités pour l’échantillon peut 

se révéler non structuré. Dans sa présentation à l’atelier CANSSI-NISS de 2021, Mary Thompson 

mentionnait que « l’énoncé que l’indicateur d’inclusion d’un échantillon R  est une variable aléatoire est 

lui-même une hypothèse » [traduction] pour les échantillons d’enquête non probabilistes. 

Supposons que U  est l’ensemble de N  unités pour la population cible. Soit 

 0 et 0 .A

iU i i U =    Il est évident que 0U U  et 0U U  quand l’hypothèse A2 n’est pas 

respectée. On retrouve deux scénarios types en pratique. On peut appeler le premier un sous-

dénombrement stochastique, où l’échantillon non probabiliste AS  est sélectionné d 0U  et 0U  lui-même 

peut être perçu comme un échantillon aléatoire de .U  Par exemple, la liste de personnes à joindre d’une 

enquête probabiliste existante est utilisée pour approcher des unités de la population pour une participation 

dans l’échantillon non probabiliste. Dans ce cas, 0U  est constitué d’unités de l’échantillon probabiliste. 

Un autre exemple est une enquête auprès de volontaires où la population cible est constituée d’adultes 

dans une ville ou une région particulière, mais où les participants sont recrutés parmi les visiteurs de 

grands centres commerciaux de la région au cours d’une période donnée. La sous-population 0U  

comprend des visiteurs aux emplacements choisis au cours de la période d’échantillonnage et il est 

raisonnable de supposer que 0U  est un échantillon aléatoire de la population cible. Soit 1,iD =  si 0i U  et 

0iD =  autrement, 1, 2, , .i N=  Nous observons : 

 ( )1 , , 1 0xi i i iP R y D= =    et  ( )1 , , 0 0xi i i iP R y D= = =   

pour 1, 2, , .i N=  Si la sous-population 0U  est formée avec un mécanisme stochastique sous-jacent tel 

que ( )1 , > 0xi i iP D y=  pour tous les ,i U  nous avons : 

 ( ) ( ) ( )1 , 1 , , 1 1 , 0x x x
A

i i i i i i i i i i iP R y P R y D P D y = = = = = =    

pour 1, 2, , .i N=  En d’autres mots, l’hypothèse A2 est valide selon le scénario du sous-dénombrement 

stochastique pour les échantillons non probabilistes. 

Le second scénario est appelé sous-dénombrement déterministe où les unités présentant certaines 

caractéristiques ne seront jamais incluses dans l’échantillon non probabiliste. Supposons que la 

participation dans l’enquête non probabiliste nécessite un accès à Internet et une adresse de courriel 

valide, et que 20 % de la population n’a pas accès à Internet ni à une adresse de courriel, nous avons un 

exemple où 20 % de la population aura des scores de propension nuls. Il n’existe pas de solution simple 

aux procédures inférentielles élaborées sous l’hypothèse A2. La thèse de doctorat de Yilin Chen de 

l’université de Waterloo (Chen, 2020) contenait un chapitre traitant de certains aspects précis du scénario. 

 
7.3 Hypothèse A3 
 

Parmi toutes les hypothèses, celle-ci est la moins essentielle à la validité des procédures inférentielles 

proposées. Dans l’hypothèse A3, la fonction de vraisemblance complète pour les scores de propension est 
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donnée dans (4.1). Pour tout modèle paramétrique sur ( ), ,x α
A

i i =  la fonction de logarithme du rapport 

de quasi-vraisemblance *( )α  donnée en (4.2) mène aux fonctions de quasi-scores *( ) ( ) ,U α α α=    

lesquelles restent sans biais même si l’hypothèse A3 n’est pas respectée. Il pourrait y avoir certaines pertes 

d’efficacité sans l’hypothèse A3 lors de l’estimation des paramètres du modèle ,α  mais les méthodes 

d’estimation sont encore valides dans les trois autres hypothèses. 

 
7.4 Hypothèse A4 
 

Il n’est pas difficile de trouver un échantillon probabiliste existant de la même population cible. 

Toutefois, il peut s’avérer très difficile d’avoir un échantillon d’enquête probabiliste qui contient les 

variables auxiliaires souhaitables. Des enquêtes probabilistes existantes sont conçues à des fins précises et 

des objectifs scientifiques, et les variables auxiliaires comprises dans l’enquête ne sont pas nécessairement 

adaptées à l’analyse d’un échantillon d’enquête non probabiliste particulier. L’objectif ultime pour 

satisfaire l’hypothèse A4 est d’établir et d’avoir accès à un échantillon d’enquête probabiliste existant 

avec une riche collecte de variables démographiques, d’indicateurs sociaux et économiques et de variables 

géographiques. 

Un problème des personnes riches (quand une personne a trop d’argent) pour l’hypothèse A4 peut 

également survenir quand au moins deux échantillons d’enquête probabilistes sont disponibles. La façon 

de combiner toutes ces données pour réaliser une analyse efficace des échantillons d’enquête non 

probabilistes est un sujet de recherche qui mérite plus d’attention. Certains conseils pratiques sur le choix 

d’un échantillon probabiliste de référence de solutions de rechange possibles comprennent les éléments 

suivants. 

i) Vérifier la disponibilité de variables auxiliaires importantes qui présentent un intérêt pour la 

caractérisation du comportement de participation ou pour donner un pouvoir prédictif à l’étude 

des variables dans l’échantillon non probabiliste; 

ii) Accorder la priorité à l’un d’un plus grand ensemble de variables qui sont communes à 

l’échantillon non probabiliste; 

iii) Attribuer une seconde préférence à l’échantillon probabiliste ayant une plus grande taille 

d’échantillon; 

(iv) Finalement, utiliser l’échantillon probabiliste pour lequel le mode de collecte des données est le 

même que celui pour l’échantillon non probabiliste. 

 

Chen et coll. (2020) ont démontré que deux échantillons d’enquête probabilistes de référence ayant le 

même ensemble de variables auxiliaires communes ont tendance à produire des estimateurs PPI très 

similaires, mais que celui ayant la plus grande taille d’échantillon mène à de meilleurs estimateurs 

d’imputation massive. 
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8. Conclusions 
 

Au début du 21e siècle, les enquêtes en ligne ont commencé à être populaires, ce qui a suscité un 

intérêt important pour la recherche sur ce sujet (Tourangeau, Conrad et Couper, 2013). Les enjeux et les 

défis posés par les échantillons d’enquête en ligne et autres enquêtes non probabilistes ont mené à la 

publication de « Summary Report of the AAPOR Task Force on Non-probability Sampling » par Baker, 

Brick, Bates, Bataglia, Couper, Dever, Gile et Tourangeau (2013). Entre autres, le rapport indiquait que i) 

contrairement à l’échantillonnage probabiliste, il n’y avait pas de cadre unique qui englobait adéquatement 

tous les échantillonnages non probabilistes; ii) faire des inférences pour toute enquête probabiliste ou non 

probabiliste nécessitait de s’appuyer sur des hypothèses de modélisation; iii) si les échantillons non 

probabilistes devaient être mieux acceptés chez les spécialistes de la recherche sur les enquêtes, il devait y 

avoir un cadre plus cohérent et des ensembles de mesures d’accompagnement pour évaluer leur qualité. 

Les spécialistes de l’échantillonnage ont répondu à l’appel en menant des études accrues sur 

l’inférence statistique avec des échantillons d’enquête non probabilistes. La configuration actuelle de deux 

échantillons AS  et ,BS  avec l’échantillon non probabiliste AS  ayant des mesures sur la variable étudiée y  

et les variables auxiliaires x  et l’échantillon probabiliste BS  fournissant des renseignements sur ,x  a été 

examiné en premier par Rivers (2007) sur un échantillon correspondant à l’imputation du plus proche 

voisin, laquelle est l’idée originale menant à la méthode de l’imputation massive (Kim et coll., 2021). La 

régression logistique pondérée reposant sur l’échantillon groupé pour estimer les scores de propension 

proposés par Valliant et Dever (2011) fut le premier essai sérieux sur le sujet, lequel sert de motivation 

pour la méthode du pseudo-maximum de vraisemblance élaborée par Chen et coll. (2020). Brick (2015) a 

examiné l’inférence du modèle compositionnel dans les mêmes conditions. Elliot et Valliant (2017) ont 

tenu des débats éclairés sur l’inférence des échantillons non probabilistes. Yang, Kim et Song (2020) ont 

traité des problèmes associés à des données de grande dimension en combinant des échantillons d’enquête 

probabilistes et non probabilistes. 

L’inférence statistique avec des échantillons d’enquête non probabilistes fait partie du thème plus 

général sur la combinaison de données de multiples sources. Le terme « intégration des données » est 

fréquemment utilisé dans ce contexte. Combiner les renseignements d’échantillons d’enquête probabilistes 

indépendants a été longuement étudié dans les ouvrages publiés portant sur les enquêtes; voir, 

par exemple, Wu (2004), Kim et Rao (2012) et les références connexes. L’inférence avec des échantillons 

de l’enquête à base multiple représente un autre sujet qui a été étudié en profondeur par les statisticiens 

d’enquête; voir Lohr et Rao (2006) et Rao et Wu (2010a) et les références connexes. Dans son récent 

article sollicité du prix Waksberg, Lohr (2021) a offert un aperçu des enquêtes à cadres multiples et 

quelques analyses fascinantes de l’utilisation d’une structure à cadres multiples pour servir de principe 

organisateur pour d’autres méthodes de combinaison de données. Compte tenu des nouvelles sources de 

données émergentes et des modifications de la façon dont les sources des données traditionnelles comme 

les dossiers administratifs sont considérés, l’intégration des données est devenue un domaine très vaste qui 

nécessite la poursuite de travaux de recherche. D’autres analyses sont fournies par Lohr et Raghunathan 
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(2017) sur la combinaison de données d’enquête avec d’autres sources de données, ainsi que par 

Thompson (2019) sur la combinaison de sources nouvelles et traditionnelles dans les enquêtes sur les 

populations. Kim et Tam (2021), ainsi que Yang, Kim et Hwang (2021), ont abordé l’intégration des 

données en combinant des mégadonnées et des données d’échantillons d’enquête pour l’inférence de 

population finie. L’article de Yang et Kim (2020) contenait un examen de l’intégration de données 

statistiques dans un échantillonnage. 

Un des messages essentiels que le présent article transmet a trait aux concepts de validité et d’efficacité 

dans l’analyse des échantillons d’une enquête non probabiliste. La validité fait référence à la convergence 

des estimateurs ponctuels, et l’efficacité est mesurée par la variance asymptotique de l’estimateur 

ponctuel. La validité est la principale préoccupation, et la quête de l’efficacité est un objectif secondaire 

quand d’autres approches valides sont disponibles. Les analyses sur la validité et l’efficacité nécessitent un 

cadre inférentiel approprié et la mise au point rigoureuse de procédures statistiques, ce qui constitue un 

autre message principal du présent article. Les échantillons non probabilistes ne conviennent pas au cadre 

inférentiel fondé sur un plan ou fondé sur un modèle pour les échantillons d’enquête probabilistes. 

Toutefois, des concepts statistiques standard et des procédures inférentielles peuvent être conçus dans un 

cadre approprié pour une inférence valide et efficace avec des échantillons d’enquête non probabilistes. 

Les échantillons non probabilistes peuvent avoir une très grande taille. Une grande taille d’échantillon 

constitue une épée à double tranchant : quand les procédures inférentielles sont valides, une grande taille 

d’échantillon mène à une inférence plus efficace; quand les estimateurs sont biaisés, une grande taille 

d’échantillon rend le biais encore plus prononcé. Un échantillon d’enquête non probabiliste présentant une 

fraction de sondage de 80 % par rapport à la population ne procure pas nécessairement de meilleurs 

résultats pour l’estimation qu’un petit échantillon probabiliste (Meng, 2018). 

Une grande taille d’échantillon produit également des échantillons non probabilistes associés aux 

problèmes modernes des mégadonnées. Le rôle des méthodes statistiques traditionnelles dans l’ère des 

mégadonnées a été plaidé de façon convaincante par Richard Lockhart (2018) : « Les ressources massives 

de calcul n’éliminent pas le besoin d’une modélisation soignée, d’une évaluation honnête de l’incertitude, 

ou de la conception d’un bon devis expérimental. Les idées classiques de statistique jouent un rôle crucial 

pour que l’analyse de données demeure honnête, efficace et efficiente » [traduction]. 

Jean-François Beaumont (2020) a soulevé la question suivante : « Les enquêtes probabilistes sont-elles 

vouées à disparaître pour la production de statistiques officielles ? ». La réponse courte est que les 

méthodes d’échantillonnage probabiliste et les échantillons d’enquête probabilistes continueront d’être un 

important outil de collecte des données pour de nombreux domaines, y compris les statistiques officielles, 

et l’inférence fondée sur un plan jouera un rôle crucial pour tout cadre inférentiel en évolution. La 

tendance actuelle qui consiste à utiliser des échantillons non probabilistes et des données d’autres sources 

se poursuivra. Une inférence statistique valide et efficace avec des échantillons non probabilistes nécessite 

une information auxiliaire de la population cible. Quelques enquêtes probabilistes nationales de haute 
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qualité comportant des variables d’enquête soigneusement conçues peuvent jouer un rôle central dans 

l’analyse des échantillons d’enquête non probabilistes. 
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Échantillons non probabilistes : évaluation et voie à suivre 

Michael A. Bailey1 

Résumé 

Les enquêtes non probabilistes jouent un rôle croissant dans la recherche par enquête. L’étude de Wu 

rassemble de façon compétente les nombreux outils disponibles lorsqu’on suppose que la non-réponse est 

conditionnellement indépendante de la variable étudiée. Dans le présent exposé, j’étudie la façon d’intégrer 

les idées de Wu dans un cadre plus large qui englobe le cas dans lequel la non-réponse dépend de la variable 

étudiée, un cas qui est particulièrement dangereux dans les sondages non probabilistes. 
 

Mots-clés : Échantillonnage d’enquête; sondages non probabilistes. 

 

 

1. Introduction 
 

Les enquêtes sont en train de subir des changements importants. Nous sommes loin de l’époque où une 

enquête par composition aléatoire de numéros de téléphone pouvait produire de manière fiable des 

échantillons représentatifs. À l’heure actuelle, peu de gens répondent aux appels téléphoniques ou même 

aux courriels. Les enquêteurs ont réagi en proposant une myriade de nouvelles façons ingénieuses de 

générer des réponses aux enquêtes dans un environnement peu accueillant. 

L’innovation la plus répandue est sans aucun doute l’utilisation d’échantillons non probabilistes, 

souvent par Internet. Bien que la mise en œuvre varie, l’approche consiste habituellement à recueillir les 

coordonnées d’un grand nombre de personnes qui sont disposées à répondre, puis à sélectionner un sous-

ensemble de ce bassin pour une enquête donnée. Ces enquêtes se sont révélées rentables et ont souvent, 

quoique peut-être pas toujours, produit des résultats utilisables. 

Cela dit, ces enquêtes sont-elles crédibles ? La plupart des enquêtes n’ont pas de « vérité 

fondamentale » qui pourrait être utilisée pour évaluer les résultats; l’absence de renseignement de ce genre 

est après tout la raison qui a poussé quelqu’un à mener l’enquête. Les échantillons probabilistes 

permettent de surmonter ce problème en s’appuyant sur la théorie, car les propriétés de ce genre d’enquête 

sont bien comprises. Pour les échantillons non probabilistes, cependant, la pratique a largement dépassé la 

théorie, ce qui signifie que les raisons de se fier aux résultats sont plutôt spéculatives. 

L’étude de Wu est donc une contribution utile à notre compréhension des enquêtes non probabilistes. 

Wu se concentre sur la classe d’estimateurs qui supposent une non-réponse ignorable; il les met en 

contexte les uns par rapport aux autres et il détermine des pistes pour les études à venir. 

Wu soulève un point important en mentionnant qu’« il devait y avoir un cadre plus cohérent et des 

ensembles de mesures d’accompagnement pour évaluer leur qualité » (page 332). Je suis tout à fait 
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d’accord. Dans le présent exposé, j’approfondis ce point de trois façons. À la section 2, j’étudie la façon 

de le faire dans le cadre des travaux sur lesquels portent ses études. À la section 3, je cherche à élargir la 

portée d’un tel cadre, en soulignant que les conséquences des violations des principales hypothèses sont 

tellement plus graves dans un contexte non probabiliste que nous devrions construire notre cadre qui 

comprend les violations des principales hypothèses des données manquantes au hasard (DMH). À la 

section 4, j’étudie ensuite ce que nous pouvons faire, si jamais quoi que ce soit peut être fait. Enfin, à la 

section 5, je présente quelques observations finales. 

 
2. Enquêtes non probabilistes lorsque les données sont manquantes 

au hasard 
 

Wu fonde son analyse sur une présentation claire des quatre hypothèses sous-jacentes aux modèles 

qu’il examine. L’hypothèse la plus importante est que les données sont manquantes au hasard, ce qui 

signifie que pour un ensemble donné de covariables, la variable étudiée est indépendante de la décision de 

répondre. (Bien que la nomenclature soit normalisée dans la littérature, je ne peux pas m’empêcher 

d’exprimer mon malaise à l’égard du terme « données manquantes au hasard ». Bien sûr, les données sont 

manquantes au hasard, ce qui est vrai même pour son « contraire », tout aussi mal nommé, « données non 

manquantes au hasard ». Je rêve d’un jour où la nomenclature correspondra à la définition, peut-être en 

remplaçant DMH par le terme « indépendance conditionnelle », qui serait un meilleur nom. Cependant, je 

reconnais à quel point il est difficile de changer les termes acceptés que les gens utilisent.) 

Compte tenu de ces hypothèses, Wu divise les approches selon celles basées sur des modèles, celles 

basées sur la pondération par l’inverse du score de propension (PISP) et celles en modèles doublement 

robustes. Dans les approches basées sur les modèles, nous voyons la gamme d’efforts à imputer à partir de 

l’échantillon observé, y compris l’imputation de masse qui, au sens large, comprend des approches 

souples d’appariement des échantillons qui nous permettent de représenter une plus grande population en 

fonction des points de données observés qui sont « proches », un mot ayant diverses définitions. La PISP 

s’appuie sur les mêmes hypothèses. Les estimateurs doublement robustes ont tendance à être plus récents 

et attrayants en raison de leur capacité à offrir aux spécialistes deux chances de parvenir à des hypothèses 

correctes. Wu documente habilement les maux de tête que ces modèles provoquent lorsqu’on les utilise 

pour réaliser une inférence. 

Bien que Wu ait montré les différences dans ces approches, il est utile de comprendre qu’après tout, il 

n’a fait que « pêcher dans un seul coin de la mare ». Tous les modèles utilisent des renseignements 

semblables de façons semblables : ils supposent tous que les données sont manquantes au hasard et ils 

fournissent des outils pour modéliser ou imputer le comportement de personnes non observées sous forme 

d’extrapolations directes tirées des données observées. Si les titulaires d’un diplôme collégial diffèrent des 

autres diplômés et que nous avons trop de titulaires d’un diplôme collégial, toutes les approches fondées 

sur l’hypothèse des DMH consisteront à extrapoler à la population générale directement à partir des 
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données de l’échantillon sur deux groupes au prorata de la présence de ces groupes dans la population 

cible. 

Mon intuition me dit que les modèles envisagés par Wu sont à peu près aussi utiles, et aussi plus ou 

moins vulnérables aux violations de l’hypothèse des DMH. Ou y a-t-il des contextes dans lesquels nous 

nous attendons à ce que les différences entre les méthodes soient considérables ? Il n’est pas facile de 

répondre à cette question, certes, mais je serais fasciné d’apprendre le point de vue de Wu sur les 

situations où la principale « action » se trouve dans les échantillons non probabilistes et quels modèles il 

considère les mieux adaptés pour tenir compte de tels problèmes. 

Une des approches possibles serait d’étudier la flexibilité entre les modèles. À ce stade, mon intuition 

me dit que même si, en théorie, ces différences peuvent être substantielles, en pratique, ces différences 

sont relativement modestes. Cela est particulièrement vrai si un spécialiste expérimenté possédant des 

connaissances dans le domaine définit un modèle paramétrique avec doigté, y compris les bonnes 

interactions et ainsi de suite. 

 
3. Enquêtes non probabilistes lorsque les données ne sont pas 

manquantes au hasard 
 

Nous devrions prendre très au sérieux l’appel de Wu en faveur d’un cadre plus cohérent pour analyser 

les échantillons non probabilistes. Et nous devrions viser bien haut, parce qu’un paradigme pour les 

échantillons non probabilistes est, essentiellement, un paradigme pour l’ensemble du champ de recherche 

étant donné l’importance et la trajectoire des échantillons non probabilistes. 

Alors que nous réfléchissons à l’élaboration d’un cadre de sondage, il est utile de se rappeler le célèbre 

aphorisme de George Box : « Puisque tous les modèles sont faux, le scientifique doit être vigilant face à ce 

qu’il y a de plus faux. Il ne convient pas de s’inquiéter des souris quand les tigres sont à l’affût » (Box, 

1976). Le tigre dans les échantillons non probabilistes ne rôde pas entre l’échantillonnage par quotas et les 

modèles de PISP. En fait, le tigre se trouve sans nul doute dans l’hypothèse des DMH. La violation de 

cette hypothèse constitue la faiblesse emblématique des hypothèses de DMH, et tout cadre pour les 

enquêtes non probabilistes devrait donc commencer là. 

Le problème réside dans le fait que, malgré les violations des hypothèses de DMH qui constituent un 

problème dans l’échantillonnage probabiliste (découlant de la non-réponse chez les personnes avec 

lesquelles on communique au hasard), les violations des hypothèses de DMH sont plus graves dans un 

monde non probabiliste. Meng (2018) précise cette idée et définit l’erreur glissée dans une enquête : 

 ,

difficulté des donnéesqualité des données
quantité des données

= .n N R Y Y

N n
Y Y

n
 

−
−  (3.1) 
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Le premier segment de l’équation est , ,R Y  soit la corrélation dans la population entre R  et .Y  Cette 

quantité peut être utilisée pour refléter la qualité de données relatives à l’échantillonnage. Le deuxième 

segment dans l’équation de Meng, ,N n n−  se rapporte à la taille de la population (N  majuscule) et à 

la taille de l’échantillon (n  minuscule). Le troisième segment de l’équation de Meng est ,Y  l’écart type 

de .Y  

Quand , 0,R Y   la moyenne échantillonnée sera non nulle sauf si =n N  (c’est-à-dire que 

l’échantillon représente la population tout entière) ou si = 0Y  (c’est-à-dire que la valeur de Y  est 

pareille pour tous les membres de la population). Dans un cas comme dans l’autre, aucun ne constitue un 

contexte de sondage intéressant. 

Il s’agit d’une identité, par conséquent, même lorsque la valeur prévue de , = 0,R Y  il en résulte un 

certain nombre d’erreurs (comme dans le cas de l’échantillonnage aléatoire). Cependant, lorsque nous 

passons à l’échantillonnage non aléatoire, nous pouvons nous attendre à ce que la corrélation réalisée de 

R  et Y  s’élargisse. Plus la valeur de ,R Y  est grande, plus l’erreur d’échantillonnage est grande, et son 

ampleur exacte interagira avec les autres segments. 

L’implication la plus explosive de l’équation de Meng découle de l’interaction des deux premiers 

segments. Quand des données manquantes non au hasard (DMNH) (c’est-à-dire qu’il y aura une raison 

précise de s’attendre à ce que , 0R Y   parce que R  dépend de ),Y  l’erreur réelle dépend de la population 

totale. Ce résultat est choquant en ce qui concerne le caractère délicat des sondages dans le monde actuel, 

mais il est essentiel d’en tenir compte dans le contexte de l’échantillonnage non aléatoire. 

Nous pouvons construire un monde simple constitué de deux pays pour expliquer en détail le 

fonctionnement. Supposons que les taux d’infection à la COVID-19 représentent notre variable étudiée et, 

pour notre exemple, que les taux d’infection sont les mêmes dans les deux pays. Le premier pays est 

immense (comme la Chine) et l’autre est petit (comme le Luxembourg). Si nous échantillonnions au 

hasard 1 000 personnes dans chaque pays, nous pourrions produire des estimations ayant la même 

précision pour chaque pays, malgré leurs énormes différences sur le plan de la population. 

Que se passe-t-il si nous avons affaire à un échantillon non aléatoire de 1 000 personnes dans chaque 

pays ? Supposons, par souci de simplicité, que l’empressement des gens à se faire tester ne soit qu’une 

fonction de leurs symptômes et que les personnes présentant plus de symptômes soient plus susceptibles 

d’avoir la COVID-19. Cela crée un échantillonnage de DMNH parce que le choix de faire partie de 

l’échantillon sera associé à des valeurs attendues plus élevées pour notre variable étudiée. 

En Chine, nous obtiendrons les 1 000 personnes les plus malades. Ces personnes seront vraiment 

malades, car elles feront partie du 0,00001e centile supérieur ou quelque chose du genre. Au Luxembourg, 

nous aurons aussi les 1 000 personnes les plus malades, mais ces personnes n’ont pas à être aussi malades 

pour faire partie de cet ensemble par rapport à un ensemble d’un pays beaucoup plus grand. Cela signifie 

que les 1 000 personnes les plus malades au Luxembourg seront dans environ le 0,2e centile supérieur; 

elles seront encore très malades par rapport à la population, mais elles ne seront pas aussi biaisées qu’en 
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Chine. En bref, les DMNH produiront une erreur proportionnelle à la taille de la population pour une taille 

d’échantillon donnée. 

(Il convient de noter que les échantillons véritablement aléatoires sont extrêmement rares, étant donné 

la non-réponse parmi les gens avec lesquels on communique au hasard. La pratique réelle des échantillons 

probabilistes peut être décrite comme un contact aléatoire, défini comme des enquêtes dans le cadre 

desquelles on communique avec les gens au hasard, même si la réponse des personnes avec lesquelles on 

communique peut être non aléatoire. Les enquêtes par communication aléatoire peuvent contrevenir à 

l’hypothèse des DMH, mais ont néanmoins de fortes vertus. Bradley, Kuriwaki, Isakov, Sejdinovic, Meng 

et Flaxman [2021] et Bailey [2023] montrent la façon dont l’erreur d’enquête dans les enquêtes par 

communication aléatoire est proportionnelle au taux de réponse plutôt qu’à la taille de la population.) 

Les violations de l’hypothèse des DMH dans l’échantillonnage non probabiliste entraînent des erreurs 

qui sont proportionnelles à la taille de la population. Pour utiliser la métaphore de Box, c’est là que se 

trouvent les tigres. C’est pourquoi, alors que nous poursuivons l’exhortation de Wu concernant une plus 

grande cohérence dans la façon dont nous évaluons les nouvelles formes de sondages, nous devrions nous 

entendre pour adopter un cadre qui comprend la possibilité de violations de l’hypothèse des DMH plutôt 

qu’un cadre qui prétend que ce problème n’existe pas. 

 
4. Que faire au sujet des violations de l’hypothèse des données 

manquantes au hasard ? 
 

Wu suit une grande partie de la littérature en se détournant des modèles des DMNH. Cela est en partie 

en raison de la perception selon laquelle la non-réponse des DMNH est essentiellement insoluble. Par 

exemple, Wu fait remarquer de façon quelque peu pessimiste qu’« il est bien compris que l’hypothèse des 

données manquantes au hasard ne peut être testée à l’aide des données elles-mêmes de l’échantillon » 

(page 328) et que « la nature biaisée des échantillons non probabilistes ne peut être corrigée au moyen de 

l’échantillon lui-même » (page 308). 

Pour ce qui est des conseils aux spécialistes de la recherche sur les enquêtes qui s’inquiètent des 

violations de l’hypothèse des DMH, Wu n’offre qu’un test modeste, qui consiste essentiellement à trouver 

une autre variable semblable à la variable étudiée, mais qui est disponible pour l’ensemble de la 

population. Si seulement c’était si facile! Des générations d’enquêteurs ont passé les données au peigne 

fin pour trouver de telles variables et demeurent néanmoins préoccupées par les DMNH, surtout lorsque la 

réponse est non aléatoire. 

Le cadre de Wu sous-estime ce que nous pouvons faire à propos des violations de l’hypothèse des 

DMH. Ces efforts exigeront des hypothèses, certes, mais au moins nous pourrons assouplir l’hypothèse 

intransigeante imposée par le concept des DMH. Le lien avec les points précédents est essentiel : comme 

nous aurons besoin d’hypothèses, il est important que nous disposions d’un cadre pour réfléchir aux 

hypothèses les plus importantes afin de pouvoir concentrer nos efforts de façon appropriée. L’équation de 
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Meng montre de quelle façon les violations de l’hypothèse des DMH jouent un rôle central dans la 

création d’erreurs dans un monde d’échantillonnage non probabiliste et, par conséquent, nous devrions 

faire tout ce qui est en notre pouvoir pour régler ce problème. 

Le modèle de sélection de Heckman (1979) est un exemple bien connu d’un modèle qui peut s’attaquer 

à l’hypothèse des DMNH. Ce modèle permet de tenir compte des violations de l’hypothèse des DMH et 

d’estimer même leur ampleur. Il n’est pas sans problème, bien sûr. En pratique, une restriction d’exclusion 

est exigée (une hypothèse selon laquelle une ou plusieurs variables ont une incidence sur la réponse, mais 

pas sur la variable étudiée) et de nombreux spécialistes modernes sont naturellement prudents à l’égard de 

la forte hypothèse paramétrique du modèle de Heckman. 

Les spécialistes ont réalisé des progrès considérables au-delà du modèle de Heckman pour traiter les 

violations de l’hypothèse des DMH (Bailey, 2023). Il est facile d’assouplir l’hypothèse paramétrique grâce 

aux fonctions de copule (Gomes, Radice, Brenes et Marra, 2019). Si nous voulons étudier les déterminants 

de ,Y  il existe une documentation abondante et grandissante qui applique des fonctions de contrôle très 

souples aux contextes des DMNH (Das, Newey et Vella, 2003; Liu et Yu, 2022). Et si nous pouvions 

déterminer les variables qui ont une incidence sur la propension à réagir, mais pas sur le résultat d’intérêt, 

plusieurs méthodes permettraient de modéliser et de neutraliser l’échantillonnage des DMNH (Peress, 

2010; Sun, Liu, Miao, Wirth, Robins et Tchetgen-Tchetgen, 2018). 

 
5. Conclusion 
 

Dans son étude, Wu résume de manière compétente et utile l’état de la littérature en ce qui concerne 

l’analyse des données d’enquête non probabilistes selon l’hypothèse des DMH. Il souligne également qu’il 

est grandement nécessaire que le champ de recherche se rallie autour d’un cadre plus cohérent pour 

évaluer ces innovations et d’autres innovations en matière de sondage. 

Dans la présente étude, je me base sur le travail de Wu pour proposer un cadre qui comprend non 

seulement les modèles des DMH qu’il a analysés, mais aussi les modèles des DMNH, car la violation de 

l’hypothèse des DMH est particulièrement pertinente et nuisible aux enquêtes non probabilistes. 
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Commentaires à propos de l’article « Inférence statistique 

avec des échantillons d’enquête non probabiliste » 

Michael R. Elliott1 

Résumé 

Cet exposé vise à approfondir l’examen de Wu sur l’inférence à partir d’échantillons non probabilistes, ainsi 

qu’à mettre en évidence les aspects qui constituent probablement d’autres pistes de recherche utiles. Elle se 

termine par un appel en faveur d’un registre organisé d’enquêtes probabilistes de grande qualité qui visera à 

fournir des renseignements utiles à l’ajustement d’enquêtes non probabilistes. 
 

Mots-clés : Analyse de sensibilité; estimation doublement robuste; pseudo-pondération; score de propension. 

 

 

1. Introduction 
 

Je remercie M. Changbao Wu de son excellent examen des travaux précédents et des questions 

ouvertes pour l’inférence statistique à partir d’échantillons non probabilistes. Étant donné l’ampleur et 

l’évolution rapide des travaux dans ce domaine, il est clair que M. Wu n’a pas été en mesure d’être 

exhaustif. Ma propre analyse comporte elle aussi des limites, mais je vais aborder quelques approches 

supplémentaires qui se rapportent aux sujets examinés par mon confrère. Je me pencherai également sur la 

question de la modélisation par rapport à la pondération pour différentes cibles inférentielles, et me 

servirai de l’analyse et des conclusions de M. Wu pour souligner l’importance cruciale des échantillons 

probabilistes – notamment les études de grande qualité qui portent sur l’estimation de covariables 

pertinentes – dans le but d’améliorer l’inférence pour la profusion des échantillons non probabilistes 

utilisés pour remplacer les échantillons probabilistes traditionnels dans un grand nombre d’études et de 

contextes statistiques officiels. Pour éviter toute confusion de notation, toutes les notations suivront celles 

de Wu, sauf lorsque de nouvelles notations seront nécessaires. 

La section 2 examine d’autres approches pour combiner les données tirées d’enquêtes probabilistes et 

celles d’enquêtes non probabilistes. La section 3 examine brièvement la question de la pondération par 

rapport à la modélisation au moment de rajuster des données d’enquête non probabilistes. La section 4 

examine certaines découvertes récentes liées aux analyses de sensibilité des hypothèses types applicables à 

l’ajustement des données d’enquêtes non probabilistes à l’aide des données d’enquêtes probabilistes. 

Enfin, la section 5 se termine par un appel à concevoir systématiquement un ensemble d’enquêtes 

probabilistes dans le but explicite de rajuster les enquêtes non probabilistes. 

 
2. Approches supplémentaires pour combiner les données d’enquêtes 

probabilistes et les données d’enquêtes non probabilistes 
 

L’article de Wu suit le principe général fondé sur les trois points suivants : 1) appliquer une estimation 

de modèle suivie d’un calibrage des estimations des distributions de covariables d’échantillons 
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probabilistes; 2) élaborer des estimations de scores de propension selon les écarts entre les données 

d’échantillons probabilistes et celles d’échantillons non probabilistes; 3) trouver des méthodes doublement 

robustes qui combinent les points 1 et 2 pour faire en sorte qu’un seul des deux modèles sous-jacents soit 

exact. 

 

2.1 Estimateurs de score de propension 
 

Rivers (2007) semble avoir été le premier à suggérer d’estimer le score de propension en utilisant la 

régression logistique avec l’appartenance à l’échantillon non probabiliste comme résultat et en utilisant 

comme poids d’inclusion la réciproque des scores de propension résultants. Cette approche a été 

systématisée davantage dans Valliant et Dever (2011). Séparément, en utilisant des résultats simples du 

théorème de Bayes et de l’analyse discriminante décrite pour la première fois par Elliott et Davis (2005), 

Elliott, Resler, Flannagan et Rupp (2010) et Elliott (2013) ont élaboré un estimateur quelque peu différent 

prenant la forme  

 ( ) ( ) ( )
( )
( )

ˆ ou , ,
ˆˆ , = .

ˆ ou , ,

A A B iA

i i A B

B A B i

P i S i S i S
P i S P i S

P i S i S i S


  
  

  

x α
x α

x α
 (2.1) 

Le segment ( )ˆ ou , ,A A B iP i S i S i S   x α  peut être obtenu par une régression logistique, ou au moyen 

d’une série d’approches qui reposent sur l’apprentissage automatique, comme les machines à vecteurs de 

support (Soentpiet, 1999), l’estimation pondérée du maximum de vraisemblance (Van Der Laan et Rubin, 

2006) ou les arbres de régression additifs bayésiens (Chipman, George et McCulloch, 2010), et où le 

segment ( )ˆ ou , ,A B B iP i S i S i S   x α  est obtenu en tant que ( )ˆ1 ou , , .A A B iP i S i S i S−    x α  

En principe, le segment ( ) =1 B

B iP i S d  est connu, puisque les probabilités d’échantillonnage sont 

connues pour tous les éléments de la population, y compris ceux de l’échantillon non probabiliste, mais 

dans la pratique, les analystes qui n’ont accès qu’aux données à grande diffusion pourraient aussi avoir 

besoin d’estimer ce paramètre. (En outre, B

id  peut inclure des ajustements de calage et de non-réponse qui 

ne sont pas connus pour les éléments de l’échantillon non probabiliste.) Ce dernier point est essentiel, car 

l’utilisation de l’échantillon probabiliste pour établir des scores de propension en utilisant uniquement les 

écarts entre l’échantillon non probabiliste et l’échantillon probabiliste sera faussée à moins que 

l’échantillon probabiliste ne repose sur un plan à probabilités égales epsem pour equal probability 

selection methods, comme l’a souligné Wu. 

Par contre, Chen, Li et Wu (2020) montrent que l’utilisation d’une approche de pseudo-vraisemblance 

pour estimer ( )ˆ ,A

i i x α  directement à partir de la vraisemblance de population pour les indicateurs 

( )AI i S  en fonction de ix  produit un estimateur qui ne requiert pas le segment ( )BP i S  pour les 

éléments de l’échantillon non probabiliste, à condition que ( ),A

i i x α  suive un modèle linéaire généralisé 

avec un lien canonique, c’est-à-dire une régression logistique. 

(Aucune de ces approches ne fournit la bonne ordonnée permettant d’obtenir un score de propension 

réel. Cependant, comme l’indique l’article de Wu, une estimation pondérée repose généralement sur des 

estimateurs de type Hájek [qui utilisent des poids pour estimer un total de population pour les 
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dénominateurs; Hájek, 1971], de sorte que des scores de propension estimés jusqu’à l’obtention d’une 

constante de normalisation sont suffisants.) 

 

2.2 Estimateurs doublement robustes 
 

Si l’inférence est centrée sur une variable particulière Y  offerte seulement dans l’échantillon non 

probabiliste, on peut alors revenir aux estimateurs assistés par un modèle qui remontent à Cassel, Särndal 

et Wretman (1976) et qui posent comme postulat un modèle d’espérance ( ) = .i i iE y mx  La combinaison 

de ce modèle avec les estimations du score de propension de la probabilité de faire partie de l’échantillon 

non probabiliste (que nous traiterons comme un « échantillon probabiliste inconnu » et que nous 

examinerons plus en détail dans la section sur les hypothèses) permet d’obtenir les estimateurs de la 

formule  

 
ˆ1 1

ˆ
ˆ ˆˆ

A B

Bi i
i iAA B

i S i Si

y m
d m

N N 

−
+   (2.2) 

correspondant au segment DR 2̂  de la formule (4.11) indiquée dans l’article de Wu. On pourrait penser 

que tout biais découlant d’une erreur de spécification du modèle dans l’estimation de im  dans 

1
ˆ

ˆ
B

B

B

i ii SN
d m

  sera égal et de signe opposé à 
ˆ1

ˆ ˆ

i i

A A
A i

y m

i SN 

−

  si le modèle pour A

i  est correctement 

spécifié. À l’inverse, si le modèle pour A

i  est mal spécifié alors que im  est correctement spécifié, 

ˆ
i iy m−  sera iid avec une moyenne nulle et, par conséquent, 

ˆ1
ˆ ˆ

i i

A A
A i

y m

i SN 

−

  aura aussi une moyenne de 

zéro, ce qui donnera un estimateur sans biais. Chen, Valliant et Elliott (2019) ont utilisé la méthode 

LASSO pour les prévisions, de pair avec des estimateurs par la régression généralisée (McConville, 

Breidt, Lee et Moisen, 2017) lorsque X  est de grande dimension. Comme Wu le fait remarquer, Wu et 

Sitter (2001) montrent l’équivalence entre l’estimateur par la régression généralisée appliqué aux valeurs 

prédites et les estimateurs doublement robustes de la formule dans la section (2.2), qui indique que 

l’approche adoptée par Chen et coll. (2019) est équivalente à la formule de la section 2.2 avec estimation 

de la méthode LASSO pour im  et une hypothèse d’échantillonnage aléatoire simple pour l’échantillon 

non probabiliste. 

Un inconvénient d’utiliser la formule (2.1) par rapport à la méthode de Chen et coll. (2020) comme 

estimateur de ,A

i  et donc de ,A

id  tient au fait qu’on doive connaître les poids de l’échantillon probabiliste 

,B

id  ou qu’il faille au moins les estimer pour l’échantillon non probabiliste. L’un des avantages de la 

formule (2.1) est que les modèles non linéaires et les méthodes d’apprentissage automatique peuvent être 

utilisés dans l’estimation. Rafei, Flannagan et Elliott (2020) utilisent les arbres de régression additifs 

bayésiens pour estimer im  et ,A

i  ce qui permet de réduire l’incidence d’une erreur de spécification du 

modèle. Les simulations ont montré une amélioration considérable de la réduction du biais et de la 

variance par rapport à la méthode de Chen et coll. (2020) en cas de spécification erronée des modèles 

linéaires. On peut effectuer l’estimation de la variance en adaptant les règles d’imputation multiple de 

Rubin : à partir de M  tirages indépendants selon les arbres de régression additifs bayésiens, la moyenne 

des variances calculées traitant le tirage de A

id  comme connu reposant sur des estimateurs classiques d’un 
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plan d’échantillonnage complexe et ajouté à 
1M

M

+
 fois la variance des estimations ponctuelles calculées 

pour les tirages de A

id  donne un estimateur de variance approximativement sans biais. 

Une autre approche de l’estimation doublement robuste consiste à utiliser le score de propension 

comme « score d’équilibrage » le plus grossier possible qui contient toute l’information sur l’association 

entre l’indicateur d’échantillonnage et le résultat visé. Cela a mené à la mise au point d’estimateurs de la 

moyenne qui utilisent des fonctions lisses de pondération pour produire des estimateurs convergents 

susceptibles d’être plus efficaces lorsque les poids sont très variables ou faiblement liés au résultat (Elliott 

et Little, 2000; Zheng et Little, 2005). Zhou, Elliott et Little (2019) ont étendu cette idée à l’inférence 

causale dans les études non randomisées, où la probabilité d’attribution à un traitement ou à une 

exposition (score de propension) est estimée comme une fonction des covariables ( ),Z iP x α  utilisant la 

régression logistique, puis les résultats possibles non observés zY  au volet de traitement 
i iz z

  pour le 

traitement observé iz  sont imputés à partir de  

 ( )( ) ( )* * 2ˆ ˆˆ ˆ~ ( , ) ( , ), ,Z

i Z i Z Z i i ZY N s P g P +x α θ x α x β  (2.3) 

où *P  est la transformation logit de ,P  *ˆ( )Z Zs P θ  désigne une spline pénalisée avec nœuds fixes de 

propension (Eilers et Marx, 1996), et *ˆ( , )Z i Zg P x β  représente une fonction générale des covariables, y 

compris les scores de propension. L’estimateur qui en résulte est doublement robuste en ce sens que si 

( ),Z iP x α  ou *ˆ( ) = ( , )z

Z i ZE Y g P x β  est correctement spécifié, ( )zY  sera approximativement sans biais 

(voir Zhang et Little, 2009). Il peut être mis en œuvre dans l’échantillon non probabiliste en remplaçant 

ˆ ( , )Z iP x α  dans le modèle de moyenne pour (2.3) par la valeur ˆ A

i  estimée à l’aide de (2.1) pour obtenir 

un tirage de ( ).b

iY  (Veuillez noter que cela nécessite l’obtention de ˆ A

i  pour les éléments de l’échantillon 

probabiliste nécessitant une prédiction.) L’inférence peut se faire en obtenant des tirages =1, ,b B  à 

partir de la distribution postérieure de la quantité estimée de population étudiée, par exemple pour la 

moyenne de la population  

 
( )( ) ( ) ( )

( ) = R A

b b b

i i i ii S i Sb
N Y y Y

Y
N

 
+ − 

  

où ( )b

iN  est maintenant une estimation de la population représentée par le poids R

id  obtenu à partir du 

bootstrap bayésien en population finie (Little et Zheng, 2007). Des extensions plus complètes du bootstrap 

bayésien en population finie à des plans d’échantillonnage complexes qui comprennent des mises en 

grappes et des stratifications sont consultables dans Dong, Elliott et Raghunathan (2014). 

Comme dans l’estimation de (2.1), la composante non paramétrique (spline) de (2.3) peut être 

remplacée par d’autres estimateurs d’apprentissage automatique; voir le chapitre 4 de Rafei (2021) pour la 

mise en œuvre à l’aide de processus gaussiens. En outre, les applications aux modèles non normaux sont 

directes, bien qu’elles ne soient pas nécessairement faciles à calculer. 
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2.3 Estimateurs poststratifiés 
 

Wu décrit également l’utilisation d’estimateurs poststratifiés dans le contexte d’échantillonnage par 

quota, qui est non seulement une très vieille forme d’échantillonnage non probabiliste, mais en fait la 

norme avant que Neyman défende l’idée de l’échantillonnage aléatoire stratifié (Neyman, 1934). La 

section 5 de l’article de Wu propose une solution de rechange solide aux estimations de score de 

propension obtenues en classant les observations tirées de l’échantillon probabiliste par ˆ ,i  en les 

stratifiant en K  strates fondées sur ce classement, et en calculant la proportion prédite de la population 

appartenant à la ek  strate comme proportion des poids d’échantillonnage kW  de cette strate en utilisant 

l’échantillon probabiliste à l’aide de la formule  

 PST
ˆˆ = k k

k

W y   (2.4) 

où ky  est la moyenne dans la ek  strate de l’échantillon non probabiliste. Wu souligne le compromis entre 

le choix d’un K  suffisamment grand pour conserver l’homogénéité à l’intérieur des unités, mais assez 

petit pour obtenir des estimations stables de ,ky  en indiquant 30 comme ancienne « règle empirique » 

pour les « tailles d’échantillon [suffisamment] grandes ». J’ajouterais qu’une approche plus officielle dont 

il est question dans Little (1986) consiste à adopter une méthode de création de strates (dans un contexte 

d’ajustement pour la non-réponse) qui limite l’erreur quadratique moyenne en maximisant la variance 

entre les strates à la variance dans la strate. Il semblerait qu’une telle approche conviendrait aussi à 

l’estimateur poststratifié des échantillons non probabilistes. 

Une approche plus directe pour obtenir des estimations à l’aide d’un estimateur poststratifié est la 

régression multiniveau et la poststratification (Wang, Rothschild, Goel et Gelman, 2015; Downes et 

Carlin, 2020). Dans le cas présent, seules les données de l’échantillon non probabiliste sont utilisées dans 

le modèle de résultat  

 ( )[ ] 0 [ ]= T j

k i k l k

j

E Y a + +x β  (2.5) 

où =1, ,k K  indexe la poststrate créée à partir des variables =1, , ,j J  2

[ ] ~ (0, )j

l k ja N   pour 

=1, , jl L  et [ ]l k  met en correspondance la cellule k  de la postrate avec la catégorie l  de la variable j  

appropriée. L’estimateur poststratifié est toujours donné par (2.4), ˆ
kW  étant maintenant remplacé par les 

totaux kW  de population connus; l’inférence postérieure est obtenue par les tirages postérieurs de 0 ,  β  

et [ ]

j

l ka  pour obtenir un tirage de  

 
( ) ( ) ( ) ( )

PST 0 [ ]

1
ˆ = .b b T b j b

k k l k

k i k jk

W a
n

 


  
+ +  

   
  x β   

Bien que cet estimateur ne soit pas doublement robuste au sens strict, il a démontré son bon 

fonctionnement dans certaines applications où J  est suffisamment grand pour saisir tous les écarts 

importants entre un échantillon probabiliste et un échantillon non probabiliste, et lorsque l’échantillon non 
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probabiliste est suffisamment grand pour permettre une estimation plutôt exacte de [ ].
j

l ka  En l’absence de 

distributions conjointes connues de X  à grande dimensionnalité, cette approche présente la faiblesse de 

reposer sur des distributions estimées qui sont instables. Une solution de rechange possible consisterait à 

remplacer ky  par (2.5) dans l’estimateur poststratifié de Wu (2.4), en partant du principe que les poids 

d’échantillonnage R

id  résument l’information au sujet de X  dans l’échantillon probabiliste semblable à 

celle du score de propension pour l’échantillon non probabiliste. 

 
3. Pondération ou modélisation pour l’utilisateur général 
 

L’article de Wu et les addendas ci-dessus ont tendance à suivre les sentiers battus au chapitre du choix 

entre la pondération et la modélisation dans le contexte de l’inférence de population finie, qui remonte au 

moins à Hansen, Madow et Tepping (1983). En pensant à ce choix, je crois qu’il est important de faire la 

distinction entre les modèles utilisés pour en déduire les paramètres dits descriptifs – au sens de Kalton 

(1983) – et les modèles dignes d’intérêt, les paramètres dits d’analyse dans les modèles de régression, 

l’analyse des classes latentes, etc. Dans le premier cas, distinguer une cible descriptive d’intérêt Y  des 

covariables de modélisation potentielles X  présente l’avantage de créer des estimateurs doublement 

robustes qui sont axés sur un seul paramètre descriptif. Cela nécessite également des hypothèses comme 

A1 à la section 2.1 (le score de propension ne dépend pas de la conditionnalité de Y  par rapport à ).X  

Lorsque les modèles eux-mêmes sont les cibles d’intérêt, il est possible que l’élaboration de poids à l’aide 

de scores de propension pour tenir compte du biais de sélection et, comme Wu le fait remarquer, 

l’utilisation d’équations d’estimation pondérées standards soit le choix le plus sensé, étant donné qu’on 

peut habituellement envisager un grand nombre de modèles. Ce choix nécessite une double robustesse, 

puisqu’il n’y a généralement aucune tentative de modéliser directement les paramètres d’analyse. Trouver 

des façons d’étendre la double robustesse à une vaste catégorie d’estimations de paramètres de modèle est 

un exercice qui peut s’avérer fructueux. 

 
4. Hypothèses non vérifiables : découvertes récentes au chapitre de 

l’analyse de sensibilité 
 

Wu pose quatre hypothèses clés nécessaires pour corriger le biais de sélection dans les enquêtes non 

probabilistes en utilisant des données d’enquêtes probabilistes : Il s’agit essentiellement d’une « sélection 

aléatoire » (les covariables des échantillons non probabilistes expliquent la probabilité de sélection dans 

les échantillons non probabilistes); la « positivité » (tous les éléments de la population ont une probabilité 

non nulle de sélection dans l’échantillon non probabiliste); l’« indépendance » (les éléments sont 

sélectionnés de façon indépendante dans l’échantillon non probabiliste); et les « covariables courantes » (il 

existe une enquête probabiliste avec des covariables dont le sous-ensemble correspond aux covariables 

nécessaires pour que l’hypothèse de données manquantes au hasard reste valable). Il conviendrait de 
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mentionner que les deux premières hypothèses nécessitent que l’enquête non probabiliste soit une enquête 

probabiliste « déguisée », c’est-à-dire qu’il y a réellement des probabilités non nulles de sélection, dans 

l’enquête non probabiliste, de tous les éléments de la population, mais en tant qu’analystes, nous ne 

connaissons pas la nature de ces éléments. 

Dans la pratique, il se peut qu’aucune de ces hypothèses ne soit vérifiable avec précision. Certaines 

études récentes ont porté sur l’échec de la première hypothèse, soit celle de la « sélection aléatoire ». 

Certaines mesures existantes tirées de la littérature sur la non-réponse ont été adaptées dans le cas présent, 

comme la mesure de l’indicateur R (Schouten, Cobben et Bethlehem, 2009), qui dans ce contexte est la 

mesure de la variabilité des probabilités de sélection dans l’échantillon non probabiliste :  

 

2

=1 =1

1ˆ ˆ ˆ= 1 2
1

A An n
A A

i j a

i ja

R n
n

 
 

− − 
−  
    

R̂  varie entre 0 et 1, où la valeur 1 est atteinte lorsque la probabilité de sélection est constante, ce qui 

permet de penser à un simple échantillon aléatoire présentant un risque moindre de biais de sélection, et la 

valeur 0 indiquant que tous les éléments sont soit inclus dans la probabilité de 1 ou de 0, ce qui augmente 

le risque de biais de sélection. 

Bien entendu, en l’absence du résultat Y  dans l’échantillon probabiliste, il n’y a aucun moyen 

d’évaluer directement le biais de sélection. De ce fait, des travaux récents ont étendu le champ d’action de 

l’étude de Andridge et Little (2011) qui permet d’élaborer une analyse de sensibilité à l’aide d’un modèle 

de mélange de schémas d’observation, où la sélection dans l’échantillon non probabiliste a la possibilité 

de dépendre entièrement d’une réduction scalaire des covariables ,X  entièrement du résultat ,Y  ou d’une 

combinaison convexe de ces éléments. Little, West, Boonstra et Hu (2020), Andridge, West, Little, 

Boonstra et Alvarado-Leiton (2019), et West, Little, Andridge, Boonstra, Ware, Pandit et Alvarado-Leiton 

(2021) considèrent la sensibilité en lien avec cette hypothèse dans l’estimation de la moyenne d’une 

variable normalement distribuée, la moyenne d’un résultat binaire et les paramètres de régression d’un 

modèle de régression linéaire, respectivement, dans les échantillons non probabilistes. En variant le 

paramètre de mélange convexe ,  il est possible d’évaluer la sensibilité à l’hypothèse de « sélection 

aléatoire ». Boonstra, Little, West, Andridge et Alvarado-Leiton (2021) constatent que ces « mesures 

normalisées du biais » soutiennent favorablement la comparaison avec d’autres solutions, comme R̂  dans 

une étude de simulation. Il est important de mentionner que les méthodes qui complètent l’étude de 

Andridge et Little (2011) ne dépendent pas de l’hypothèse de covariables communes dans un échantillon 

probabiliste. Cela donne à penser que les méthodes qui utilisent les renseignements disponibles dans 

l’échantillon probabiliste pour évaluer l’hypothèse de la « sélection aléatoire » sont un domaine laissant 

place à l’évolution. 

La seconde hypothèse, la positivité, est également peu susceptible d’être applicable avec précision dans 

de nombreux contextes pratiques. Mes propres travaux dans ce domaine ont porté sur des études de 

conduite en situation réelle tirées le plus souvent d’échantillons de commodité dans une région 
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géographique limitée. Par exemple, le Second Strategic Highways Research Program a recruté des 

conducteurs dans six régions géographiques précises des États-Unis (Transportation Research Board de la 

National Academy of Sciences, 2013). Cela correspond au deuxième scénario énoncé par Wu dans la 

section 7.2, où seule une sous-population a la possibilité d’être sélectionnée dans l’échantillon non 

probabiliste, ce qui, comme il le fait remarquer, n’a « pas de solution simple ». En suivant sa notation de 

D  indiquant l’appartenance à une sous-population, il semblerait que si , A

i i i iD Y ⊥ X  – c’est-à-dire, si 

la distribution de , YX  est la même pour = 0D  et =1D  après pondération avec A

i  à l’intérieur de la 

strate =1D  –, alors l’absence de positivité n’aurait aucune incidence sur l’inférence. Il s’agit 

probablement d’un défi de taille dans les contextes les plus généraux, mais la positivité pourrait être plutôt 

bien estimée si l’analyse d’intérêt comprend un sous-ensemble de , YX  qui n’est que faiblement associé à 

,D  même avant ajustement. 

Enfin, en ce qui concerne la quatrième hypothèse, soit l’existence d’un échantillon probabiliste avec 

X  disponible, je suis tout à fait d’accord avec l’observation de Wu voulant que les méthodes permettant 

de tirer parti d’enquêtes probabilistes multiples doivent être développées davantage. Cependant, il reste 

plus probable qu’un chercheur s’efforce de trouver un seul échantillon probabiliste avec suffisamment de 

covariables que de se débattre avec une surabondance d’options (ce que Wu appelle le « dilemme de la 

personne riche »). À cette fin, je terminerai par un appel à l’action lancé par les spécialistes des enquêtes. 

 
5. L’échantillonnage probabiliste au 21e siècle : maintenant plus que 

jamais 
 

J’ai appris les statistiques, plus particulièrement les statistiques issues d’enquêtes, vers la fin du 

20e siècle, lorsque l’échantillonnage probabiliste était la pierre de touche incontestée du plan d’enquête. 

J’ai été initié pour la première fois au problème d’inférence à partir d’échantillons non probabilistes à la 

fin des années 2000, dans un contexte d’analyse des blessures faisant appel aux données du Crash Injury 

Research Engineering Network des États-Unis, où les analystes traitaient un échantillon très restreint de 

personnes accidentées dans des véhicules automobiles comme s’il s’agissait d’un échantillon aléatoire de 

victimes d’accidents de la route et qu’ils obtenaient par conséquent des résultats non réalistes (Elliott 

et coll., 2010). Vers la même époque, la popularité des enquêtes en ligne explosait et les statisticiens 

d’enquête ne savaient pas vraiment comment tirer des conclusions à partir de ces données. J’avoue avoir 

eu une attitude plutôt paternaliste à l’époque; j’ai presque évité de faire de la recherche dans ce domaine 

parce que je pensais que cela ne ferait qu’encourager un « mauvais comportement » à l’égard des plans 

d’échantillonnage. Je ne pensais pas pouvoir arrêter cette tendance à moi tout seul, mais je ne voulais pas 

participer à ce que j’ai perçu comme la dévalorisation de la science. J’en suis néanmoins venu à 

reconnaître que bon nombre de ces nouvelles sources de données présentent des avantages qui vont au-

delà de ce que l’on peut obtenir au moyen d’un échantillon probabiliste traditionnel, surtout avec des 

budgets limités. Cela va bien au-delà des défis croissants que représente la mise en œuvre d’enquêtes 
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probabilistes, notamment auprès de la population générale, en raison des non-réponses, de l’absence de 

bases de sondage adéquates, etc. 

Pour autant, je reste inquiet à l’idée qu’en ayant conçu des méthodes pour faire face aux limites des 

enquêtes non probabilistes, l’échantillonnage probabiliste est devenu chose du passé chez les scientifiques 

et les décideurs dont la formation statistique est limitée, et ce, malgré des efforts comme ceux déployés 

par Bradley, Kuriwaki, Isakov, Sejdinovic, Meng et Flaxman (2021), et Marek, Tervo-Clemmens, Calabro 

et coll. (2022). Cependant, comme Wu le souligne dans son analyse, l’absence d’échantillons probabilistes 

rend l’échantillon non probabiliste moins vulnérable à la possibilité d’un calage même partiel ou d’autres 

méthodes d’ajustement (bien que les analyses de sensibilité comme les approches de « mesures 

normalisées du biais » mentionnées ci-dessus ne nécessitent pas d’échantillons probabilistes de référence). 

Par conséquent, je crois qu’il est de plus en plus essentiel de mettre en place des enquêtes probabilistes 

structurées et idéalement financées par le gouvernement pour les collectes de données courantes. Ce type 

d’enquêtes existe déjà – l’American Community Survey du United States Census Bureau et la National 

Health Interview Survey du National Center for Health Statistics en font notamment partie –, mais à 

l’avenir, je crois qu’il serait utile pour les organismes statistiques de s’entendre sur la nécessité de mettre 

les enquêtes probabilistes de grande qualité à la disposition des enquêtes non probabilistes à des fins 

d’analyse, et non de les diffuser comme de simples publications autonomes. Cela signifie qu’il faut 

réfléchir attentivement aux covariables importantes dans diverses fonctions de santé publique et de 

sciences sociales dans lesquels les données d’enquête jouent un rôle. Il faudra faire des choix compte tenu 

des contraintes budgétaires limitées et, en même temps, prévoir un financement suffisant pour conserver la 

qualité nécessaire aux ajustements. Enfin, bien que certaines méthodes ne nécessitent pas de microdonnées 

et peuvent se servir de mesures agrégées, comme celles qu’on retrouve dans l’American Communities 

Survey, d’autres nécessiteront ce type de données, ce qui signifie que de nouveaux domaines de recherche 

seront à explorer au chapitre des renseignements personnels et de la confidentialité en ce qui concerne la 

combinaison de données tirées d’enquêtes probabilistes et non probabilistes. 
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Résumé 

Des hypothèses solides sont nécessaires pour faire des inférences au sujet d’une population finie à partir d’un 

échantillon non probabiliste. Les statistiques d’un échantillon non probabiliste devraient être accompagnées 

de preuves que les hypothèses sont respectées et que les estimations ponctuelles et les intervalles de confiance 

sont propres à l’utilisation. Je décris certains diagnostics qui peuvent être utilisés pour évaluer les hypothèses 

du modèle, et je discute des questions à prendre en considération au moment de décider s’il convient d’utiliser 

les données d’un échantillon non probabiliste. 
 

Mots-clés : Échantillon de commodité; diagnostic; imputation; échantillon probabiliste; qualité de l’enquête; poids 

d’enquête. 

 

 

1. Introduction 
 

Un grand merci à Changbao Wu pour son examen stimulant et son évaluation des méthodes permettant 

de faire des inférences à partir d’échantillons non probabilistes. J’apprécie particulièrement son examen 

réfléchi des hypothèses solides nécessaires pour établir le biais et la variance des estimations. 

M. Wu passe en revue trois approches pour estimer la moyenne de population finie y  d’une variable 

y  qui est mesurée dans un échantillon AS  non probabiliste de taille .An  Étant donné que cet échantillon 

n’est pas représentatif de la population (et que, par conséquent, la moyenne de l’échantillon Ay  est 

probablement biaisée pour estimer ),y  chaque approche repose sur l’information provenant d’un 

échantillon probabiliste BS  de grande qualité et de taille :Bn  BS  ne mesure pas ,y  mais contient un 

ensemble de variables auxiliaires x  qui sont également observées dans .AS  

Dans l’approche prédictive basée sur un modèle, un modèle est créé sur AS  pour prédire y  à partir de 

.x  L’estimateur d’imputation massive (IM), par exemple, utilise le modèle pour imputer une estimation 
*

iy  de iy  pour chaque membre de l’échantillon probabiliste .BS  Ensuite, le total de la population de y  est 

estimé par *,
B

B

i ii S
d y

  où B

id  est le poids d’enquête de l’unité i  dans .BS  

Dans l’approche de la pondération par l’inverse de la propension (PIP), un modèle est élaboré pour 

prédire la probabilité A

i  que l’unité de population i  apparaisse dans AS  en fonction de .x  L’unité i  dans 

AS  reçoit ensuite la pondération 1 ˆA A

i iw =  et le total de la population est estimé par .
A

A

i ii S
w y

  

M. Wu se penche également sur un estimateur « doublement robuste » de y  qui, en combinant les 

estimateurs prédictifs et de PIP, est approximativement sans biais selon les hypothèses que l’un ou l’autre 

des modèles est correctement indiqué. Dans cet exposé, je me concentrerai sur les approches prédictives et 

de PIP, parce que ces méthodes se généralisent plus facilement pour les analyses multivariées et 

l’estimation des caractéristiques des populations autres que les moyennes. 
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À la section 2, j’examinerai les hypothèses nécessaires à l’inférence à partir d’échantillons non 

probabilistes et des diagnostics pour les évaluer. Ensuite, à la section 3, je me pencherai sur certaines 

questions à poser au moment de décider quelle approche (le cas échéant) utiliser pour l’inférence. 

 
2. Hypothèses et diagnostics de modèle 
 

L’échantillonnage probabiliste a été largement utilisé après l’élaboration de la théorie dans les années 

1930 et 1940 parce qu’il offrait une solution mathématiquement justifiée au problème de la généralisation 

d’un échantillon à une population. Selon des hypothèses minimales, un échantillon probabiliste avec 

réponse complète produit des estimations approximativement sans biais des quantités de population, 

accompagnées d’intervalles de confiance qui ont des probabilités de couverture approximativement 

exactes. C’est la seule méthode qui garantit la création d’intervalles de confiance exacts sans qu’il soit 

nécessaire de poser d’hypothèses sur les membres non échantillonnés d’une population donnée. Un 

échantillon probabiliste est représentatif en raison de la procédure utilisée pour l’établir. 

Toutes les autres méthodes exigent d’énormes hypothèses. Les principales hypothèses applicables aux 

méthodes prédictives et de PIP, qui sont présentées à la section 2.1 de l’article de M. Wu, sont les 

suivantes : (A1) y  et la variable aléatoire indiquant la participation à AS  sont indépendants étant donné 

;x  (A2) chaque unité de la population se caractérise par 0,A

i   et (A3) les variables aléatoires indiquant 

la participation à AS  sont indépendantes étant donnée .x  Ces hypothèses laissent entendre que 

l’information auxiliaire x  est suffisamment riche pour élaborer des poids de propension inverse qui 

éliminent le biais de sélection pour ,y  et qu’un modèle élaboré sur AS  pour prédire y  à partir de x  

s’appliquera également aux unités qui ne sont pas dans .AS  

Les propriétés statistiques des estimateurs sont élaborées en supposant que les hypothèses (A1) à (A3) 

sont vraies et que les modèles adoptés pour la pondération ou l’imputation sont correctement indiqués. 

Dans ces conditions, la moyenne estimée de la population est approximativement sans biais avec la 

variance obtenue par le théorème approprié. Mais, comme M. Wu le souligne dans son article, cette 

estimation de la variance est conditionnelle au respect des hypothèses. Autrement, l’erreur quadratique 

moyenne réelle sera sérieusement sous-estimée et la fiabilité de l’estimation donnera une impression 

trompeuse. Si An  et Bn  sont importants, mais que (A1) n’est pas respectée, le biais pourrait être de 

10 points de pourcentage, mais l’erreur-type déclarée d’une estimation d’IM ou de PIP sera proche de 

zéro. Dans la pratique, de nombreux échantillons non probabilistes ne respecteront pas les hypothèses. 

Mercer, Lau et Kennedy (2018) ont constaté, en pondérant les échantillons d’enquêtes volontaires en ligne 

avec de l’information auxiliaire riche, que « même la stratégie de rajustement la plus efficace n’a permis 

d’éliminer qu’environ 30 % du biais initial ». 

Il est impossible de mettre les hypothèses pleinement à l’essai parce qu’elles se caractérisent pas des 

données manquantes : des membres de la population sont absents de ,AS  et des valeurs y  sont absentes 

de .BS  Toutefois, comme pour les rajustements effectués pour compenser la non-réponse dans les 
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échantillons probabilistes (Lohr, 2022, chapitre 8), il est possible d’effectuer des vérifications et des 

diagnostics de modèle à l’aide des renseignements disponibles, tout en étant conscient que cela risque de 

ne pas déceler toutes les lacunes du modèle. 

 

Comparaison des statistiques de l’échantillon non probabiliste avec celles d’autres sources 

de données 
 

M. Wu suggère de comparer les fonctions de distribution empirique des variables contenues dans x  à 

partir de AS  avec les fonctions de distribution empirique pondérées par des poids d’enquête tirés de .BS  

Les différences peuvent indiquer que les observations dans AS  ont des scores de propension inégaux, ou 

que les variables x  dans AS  et dans BS  sont mesurées de façon distincte (voir la section 3). Il est 

également possible de comparer les distributions empiriques de AS  avec celles de CS  d’une autre enquête 

probabiliste. 

Si l’on utilise la PIP, on peut aussi comparer les fonctions de distribution empirique pondérées par le 

score de propension de AS  avec celles de BS  et d’autres enquêtes. Cela ne devrait être fait que pour les 

variables qui ne sont pas utilisées dans la pondération, puisque les poids des scores de propension ont déjà 

été rajustés pour tenir compte des déséquilibres dans les variables de pondération. Dutwin et Buskirk 

(2017), par exemple, ont construit des poids de propension pour un échantillon non probabiliste en 

ratissant des totaux marginaux, puis en comparant les tableaux croisés de ces variables de ratissage. 

M. Wu suggère également de traiter une variable z  qui est mesurée à la fois dans AS  et BS  en tant que 

variable réponse, et de comparer les modèles conditionnels de z u  ajustés sur AS  et ,BS  où u  est un 

sous-ensemble de x  (à l’exclusion de ).z  Les différences entre les deux modèles peuvent indiquer que z  

est nécessaire en tant que variable auxiliaire, et peuvent également soulever la question de savoir dans 

quelle mesure l’ensemble de variables auxiliaires mesurées répond à l’hypothèse (A1). 

Dans un exemple de Kim, Park, Chen et Wu (2021), le pourcentage estimé de personnes qui s’étaient 

portées volontaires était de 24,8 % selon la Current Population Survey (estimation de référence), mais les 

estimations de l’IM et de la PIP tirées de AS  étaient toutes deux proches de 50 % avec une erreur-type 

déclarée de moins d’un point de pourcentage. L’erreur-type, calculée selon les hypothèses du modèle, n’a 

pas tenu compte du biais de sélection de AS  en lien avec la participation volontaire, un biais qui ne 

pouvait pas être éliminé en utilisant les données démographiques, l’accession à la propriété et l’assurance 

médicale comme covariables du modèle. 
 

Comparer les résultats des approches de la PIP et de l’IM 
 

Une solution de rechange à l’utilisation d’un estimateur doublement robuste aux fins d’analyse 

consiste à utiliser chaque modèle pour déterminer les lacunes possibles de l’autre. Les examens possibles 

consistent à comparer la distribution empirique de y  tirée de AS  (à l’aide des poids de propension 

inverse) avec la distribution empirique de *y  tirée de BS  (en utilisant les valeurs imputées et les poids 

d’enquête). De même, comme l’ont suggéré Chipperfield, Chessman et Lim (2012), on peut comparer les 

moyennes de domaine estimées à partir de AS  et BS  pour un ensemble de domaines 1, , .d D=   On 
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pourrait aussi comparer les imputations pour l’ajustement de y  à l’ensemble de données non pondérées 

AS  avec des imputations élaborées pour AS  avec des poids de propension inverse. 

Les études de simulation sont utiles pour vérifier le comportement d’un petit échantillon lorsque les 

hypothèses sont respectées, mais elles ont un intérêt limité pour étudier la sensibilité aux hypothèses du 

modèle. Ces études permettent d’analyser les écarts entre les modèles conçus par les chercheurs, mais les 

enquêtes réelles peuvent diverger du modèle de nombreuses façons imprévues. 
 

Effectuer des diagnostics de modèle 
 

Bien entendu, qu’il s’agisse de la PIP ou de l’approche prédictive basée sur un modèle, les analystes 

devraient utiliser des diagnostics de régression standard, comme l’examen des résidus et les observations 

influentes pour étudier l’ajustement du modèle et la sensibilité aux valeurs aberrantes, et garder une trace 

des vérifications ainsi effectuées. 

Dans le cas de l’approche de PIP, il est également souhaitable d’examiner les caractéristiques des poids 

finaux. Le coefficient de variation des poids fournit une mesure approximative de l’ampleur des 

ajustements qui ont été nécessaires pour rendre l’échantillon AS  représentatif. Toutefois, un faible 

coefficient de variation ne signifie pas nécessairement que l’échantillon est représentatif; cela peut 

simplement refléter l’insuffisance d’information auxiliaire pour élaborer des poids. Par exemple, 

supposons qu’un échantillon par quota d’un groupe à participation volontaire sur Internet est extrait pour 

le faire correspondre à la population en ce qui concerne les variables auxiliaires. Les poids de propension 

inverse connaîtront peu de variation parce que les variables x  ont été utilisées pour former les catégories 

de quotas, mais l’échantillon peut tout de même produire des estimations biaisées des variables ,y  comme 

l’utilisation d’Internet ou la participation volontaire. 

Les méthodes graphiques proposées par Makela, Si et Gelman (2014) pour évaluer les ajustements de 

poids dans les enquêtes peuvent également être utilisées avec la PIP. Brick (2015) suggère d’examiner 

l’ampleur des ajustements de la PIP dans les classes de pondération. On peut également examiner la 

répartition des poids dans les domaines d’intérêt. 

Les poids de propension inverse peuvent également fournir des renseignements sur l’hypothèse (A2). 

Un domaine qui a des pondérations élevées par rapport à d’autres domaines peut signaler un sous-

dénombrement dans .AS  Dever (2018) a proposé d’examiner l’hypothèse (A2) en identifiant les 

répondants dans BS  qui n’ont pas de correspondance étroite dans .AS  

Bondarenko et Raghunathan (2016) ont examiné et proposé des outils de diagnostic graphiques et 

numériques pour évaluer et améliorer les modèles d’imputation. Cependant, aucun de ces diagnostics ne 

permet de valider l’hypothèse selon laquelle l’ajustement du modèle de régression sur AS  s’applique aux 

unités qui ne sont pas dans .AS  Tout comme Ay  pourrait être un estimateur biaisé de ,y  les coefficients 

de régression dérivés de AS  peuvent également être biaisés, et le modèle construit sur AS  pour prédire y  

à partir de x  pourrait ne pas s’appliquer à d’autres parties de la population. 
 



Techniques d’enquête, décembre 2022 363 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Prendre un petit échantillon probabiliste pour analyser les hypothèses 
 

Les étapes précédentes peuvent permettre de déceler certaines lacunes du modèle, mais ne peuvent pas 

valider entièrement les hypothèses (A1) et (A2). Il est néanmoins possible de mettre à l’essai le modèle 

d’imputation en obtenant des données sur y  à partir d’un sous-échantillon probabiliste de .BS  De même, 

on pourrait prendre un échantillon probabiliste de membres de la population qui ne sont pas présents dans 

AS  pour vérifier les inférences de l’approche de PIP, ou observer y  sur un sous-échantillon d’unités dans 

BS  qui sont semblables à celles assorties d’une pondération élevée dans ,AS  ou qui n’ont pas de 

correspondance étroite dans .AS  

 
3. Quand faut-il utiliser des échantillons non probabilistes ? 
 

M. Wu décrit les méthodes pour combiner l’information des échantillons probabilistes avec celle des 

échantillons non probabilistes après qu’une décision a été prise à cette fin. Or, une première question est 

de savoir s’il faut réellement effectuer cette opération. On pourrait vouloir utiliser un échantillon non 

probabiliste parce qu’il n’existe pas d’échantillon probabiliste de grande qualité pour mesurer ,y  et qu’on 

pense que toute information est préférable à un manque d’information. Mais est-ce vrai ? 

Supposons que, malgré l’ajustement minutieux et la vérification du modèle, les statistiques clés 

demeurent biaisées. La déclaration d’une statistique erronée pourrait-elle être pire que la déclaration 

d’aucune statistique ? Les mauvaises statistiques, une fois publiées, peuvent circuler longtemps, même 

après que des études plus rigoureuses montrent qu’elles sont biaisées. En 1975, la chroniqueuse 

Ann Landers a demandé à ses lecteurs de répondre à la question suivante : « Si c’était à refaire, auriez-

vous des enfants ? » Environ 70 % des 10 000 personnes qui ont envoyé une réponse par la poste ont 

déclaré qu’elles n’auraient pas eu d’enfants si elles en avaient le choix. Cette statistique est toujours citée 

presque 50 ans plus tard, même si elle provient d’un échantillon de commodité et qu’elle a été contredite 

par de nombreuses autres études (Lohr, 2022). Il est également peu probable que la modélisation 

prédictive ou la PIP aurait corrigé le biais de sélection touchant la statistique de Landers, qui porte sur tous 

les groupes démographiques. 

En gardant ces considérations à l’esprit, voici quelques questions qu’il conviendrait de poser au 

moment de décider d’utiliser des estimations d’un échantillon non probabiliste et, le cas échéant, quelle 

méthode statistique il faudrait adopter pour faire des inférences. 
 

• Comment les statistiques seront-elles utilisées ? Les estimations d’un échantillon non 

probabiliste peuvent être utiles à l’élaboration d’une stratégie de marketing ou pour une étude 

sociologique exploratoire, mais elles pourraient ne pas être jugées suffisamment fiables pour 

estimer le chômage ou le nombre de personnes ayant besoin d’aide alimentaire. Les statistiques 

d’un échantillon non probabiliste devraient être accompagnées de preuves que les hypothèses 

sont propres à l’utilisation. 
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• Quelle est la qualité des données dans ?AS  Les dossiers administratifs, comme les dossiers 

fiscaux, ont un profil de qualité différent de celui d’une enquête sur des volontaires recrutés au 

moyen d’une annonce sur Internet. 
 

Si la population de AS  est bien définie (il s’agit par exemple de déclarants fiscaux), il peut être 

préférable de déclarer des statistiques pour cette population plutôt que d’essayer de généraliser 

à la population de .BS  En ce qui concerne les dossiers fiscaux, de nombreuses personnes dont le 

revenu est inférieur aux seuils de revenu préétablis se caractérisent par la valeur 0,A

i =  ce qui 

enfreint l’hypothèse (A2). On pourrait plutôt adopter une approche à bases multiples, où une 

source de données différente est utilisée afin d’estimer y  pour les parties de la population qui 

ne sont pas dans AS  (Lohr, 2021). 

Étant donné que tous les modèles reposent sur des données auxiliaires ,x  il est important que 

AS  et BS  mesurent les variables x  de la même façon. Si le revenu est utilisé comme variable 

auxiliaire, les mêmes questions doivent être utilisées pour définir le revenu dans les deux 

enquêtes, et le revenu doit être mesuré pour la même unité (personne ou ménage). 

Kennedy (2022) indique que certains répondants qui choisissent de participer à des sondages en 

ligne peuvent fournir des renseignements démographiques inexacts ou de fausses réponses aux 

questions et que si cela se produit, les prévisions du modèle seront erronées. Il est même 

possible que des intervenants externes souhaitant obtenir un résultat particulier manipulent les 

données contenues dans .AS  Par exemple, une organisation pourrait s’arranger pour qu’une 

enquête soit attribuée à un ensemble de volontaires dont les caractéristiques démographiques 

prétendues correspondent à celles de la population, mais qui fournissent la réponse 

« souhaitée » pour .y  Certains partisans des échantillons non probabilistes soutiennent que les 

échantillons probabilistes à faible taux de réponse nécessitent également des ajustements de 

poids ou une imputation, mais il y a une différence importante, à savoir que l’enquête 

probabiliste peut se caractériser par des non-réponses, mais l’échantillon initial est sélectionné 

au hasard et ne peut pas être manipulé par des organisations externes. 

Si les données contenues dans AS  sont de faible qualité, vaut-il la peine de construire des 

modèles ? Comme l’a dit Louis (2016), « les procédures de l’ère spatiale ne sauveront pas les 

données de l’âge de pierre ». 

 

• Dans quelle mesure les renseignements auxiliaires sont-ils détaillés ? Si AS  est importante et 

que l’information auxiliaire est suffisamment précise pour permettre de repérer des 

enregistrements précis, alors le couplage des enregistrements entre AS  et BS  serait une 

meilleure méthode pour combiner les données. On se servira de l’imputation ou de la PIP si 

l’information auxiliaire est suffisamment riche pour donner de bonnes prédictions de iy  ou de 

,A

i  mais pas assez riche pour permettre un couplage précis. Cependant, s’il y a peu 

d’information auxiliaire, on peut s’attendre à une faible variation des scores de propension ou 
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des valeurs imputées, et les méthodes peuvent donner de mauvaises prévisions, étant donné le 

peu d’information permettant de diagnostiquer des problèmes éventuels. 

• Quelles sont les analyses souhaitées ? M. Wu discute de l’estimation de la moyenne de la 

population, mais l’analyste pourrait aussi vouloir examiner les relations entre y  et d’autres 

variables, ou estimer les moyennes ou les médianes pour les sous-groupes. Le choix de la 

méthode dépend en partie des variables disponibles dans AS  et .BS  Si AS  contient de 

nombreuses variables de réponse dont la relation présente un intérêt, l’approche de PIP pourrait 

être privilégiée. 

Si l’on souhaite explorer les relations entre y  et les variables mesurées uniquement dans ,BS  

l’imputation pourrait être un meilleur choix. Dans ce cas, cependant, l’analyste doit prendre 

soin de reconnaître l’imputation lorsqu’il présente les résultats. Si, par exemple, la régression 

linéaire est utilisée pour l’imputation, la corrélation calculée sur BS  n’est pas entre les variables

u  et ,y  mais entre u  et .ˆT
x β  

 

• Quelles sont les répercussions sur l’équité des données ? Jagadish, Stoyanovich et Howe (2021) 

ont défini l’« équité en matière de représentation » comme une « augmentation de la visibilité 

des groupes sous-représentés qui ont été historiquement désavantagés ou supprimés dans 

l’enregistrement de données ». 

Les échantillons non probabilistes peuvent améliorer l’équité des données. Ils peuvent accroître 

la taille de l’échantillon et la visibilité des sous-groupes de population rares ‒ un grand 

ensemble de données AS  pourrait contenir 10 000 membres d’un sous-groupe, tandis que même 

une enquête probabiliste à réponse complète de Bn = 60 000 pourrait en contenir seulement 10. 

Ou encore, l’échantillon non probabiliste pourrait contenir des membres de la population qui 

sont sous-représentés dans l’enquête probabiliste parce qu’ils sont hors du champ de l’enquête, 

sous-dénombrés dans la base de sondage ou qu’ils présentent une tendance à la non-réponse. 

Dans ces situations, AS  fournit des renseignements sur les groupes qui ne sont pas aussi bien 

représentés dans l’enquête probabiliste. 

Par ailleurs, les groupes historiquement défavorisés pourraient être sous-représentés dans toutes 

les sources de données, y compris dans .AS  Par exemple, un grand échantillon non probabiliste 

de dossiers de santé électroniques pourra produire des estimations pour un plus grand nombre 

de sous-groupes de population qu’un petit échantillon probabiliste sur la santé. Or, les 

personnes sans assurance-maladie ou qui n’ont pas accès aux soins médicaux seront sous-

représentées. Dans cette situation, le fait d’avoir recours à AS  pour la production d’estimations 

démographiques est susceptible de renforcer les inégalités. Si des estimations sont utilisées pour 

répartir les ressources, alors, au fur et à mesure de la mise en œuvre du programme, davantage 

de données seront recueillies dans les régions qui obtiennent ces ressources et valideront leurs 

besoins, alors qu’aucun suivi ne sera effectué dans les régions qui sont désignées à tort comme 
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ne recevant aucune ressource. La boucle de rétroaction propagera la représentation inéquitable 

dans les sources de données. 

Les méthodes d’IM et de PIP ont des répercussions différentes sur l’équité des données. 

L’imputation attribue une valeur prédite de y  à chaque observation dans ,BS  et la valeur 

imputée y  peut différer de la valeur y  que le répondant aurait fournie si on lui posait la 

question, en particulier si le répondant fait partie d’un sous-groupe qui est sous-représenté ou 

mal représenté dans .AS  Le modèle fournira-t-il des prédictions exactes pour les sous-groupes 

historiquement sous-représentés ? Les répondants de BS  ont-ils donné leur consentement 

éclairé pour permettre l’imputation de ?y  

La PIP part du principe que les scores de propension peuvent être estimés à partir de 

renseignements auxiliaires. Cette information est-elle suffisamment riche pour donner des poids 

exacts ? Certains sous-groupes sont-ils sous-représentés dans ?AS  Il peut être utile de comparer 

les résultats des deux méthodes et d’autres sources de données, si elles sont disponibles, pour 

les sous-groupes de population historiquement sous-représentés.  

 

L’examen critique de M. Wu soulève de nombreuses questions importantes pour les personnes qui 

envisagent d’utiliser des échantillons non probabilistes pour faire des inférences au sujet de la population. 

J’apprécie particulièrement son évaluation des hypothèses solides nécessaires pour les méthodes fondées 

sur des modèles, et je salue l’accent mis sur la résolution de ces problèmes à l’étape des plans d’enquête. 
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Commentaires à propos de l’article « Inférence statistique 

avec des échantillons d’enquête non probabiliste » : La 

miniaturisation de la corrélation due à un défaut des 

données : une stratégie polyvalente de traitement des 

échantillons non probabilistes 

Xiao-Li Meng1 

Résumé 

Il n’est pas possible de tirer parti de la puissante probabilité du plan pour établir l’inférence fondée sur la 

randomisation à partir d’échantillons non probabilistes. Cela nous incite à exploiter une probabilité divine 

naturelle qui accompagne toute population finie. Dans cette perspective, un des paramètres principaux est la 

corrélation due à un défaut des données (cdd), qui est la corrélation de la population finie sans modèle entre 

l’indicateur d’inclusion de l’échantillon de la personne et la caractéristique de la personne échantillonnée. Un 

mécanisme de génération de données équivaut à un échantillonnage probabiliste, en ce qui concerne l’effet de 

plan, si et seulement si la cdd correspondante est de l’ordre (stochastique) N-1/2, où N est la taille de la 

population (Meng, 2018). Par conséquent, les méthodes d’estimation linéaire valides existantes pour les 

échantillons non probabilistes peuvent être converties en plusieurs stratégies de miniaturisation de la cdd 

jusqu’à l’ordre N-1/2. Les méthodes quasi fondées sur le plan permettent d’accomplir cette tâche en réduisant 

la variabilité entre les N propensions d’inclusion au moyen d’une pondération. L’approche fondée sur un 

modèle de superpopulation permet d’atteindre le même objectif par la réduction de la variabilité des 

caractéristiques des N personnes en les remplaçant par leurs résidus issus d’un modèle de régression. Les 

estimateurs doublement robustes doivent la propriété dont ils portent le nom au fait qu’une corrélation est 

nulle chaque fois qu’une des variables corrélées est constante, quelle qu’elle soit. Comprendre les points 

communs de ces méthodes au moyen de la cdd nous aide à voir clairement la possibilité d’une « robustesse 

plus que double », c’est-à-dire une estimation valide qui ne dépend pas de la pleine validité du modèle de 

régression ni de la propension d’inclusion estimée, qui ne sont garanties ni l’une ni l’autre parce que les deux 

reposent sur la probabilité du procédé. Les renseignements générés par la cdd incitent également à un sous-

échantillonnage de contrebalancement, une stratégie visant à créer une miniature de la population à partir 

d’un échantillon non probabiliste, et comportant un compromis de qualité et de quantité favorable parce que 

les erreurs quadratiques moyennes sont beaucoup plus sensibles à la cdd qu’à la taille de l’échantillon, en 

particulier pour les populations de grande taille. 
 

Mots-clés : Biais de non-réponse; estimateurs d’enquête assistés par un modèle; indice de défaut des données; inférence 

fondée sur le plan de sondage; probabilité divine; probabilité du plan; probabilité du procédé. 

 

 

1. Distinguer la probabilité du plan, la probabilité divine et la 

probabilité du procédé 

 
1.1 Que peuvent indiquer les statistiques et les statisticiens au sujet des 

échantillons non probabilistes ? 
 

Le traitement des échantillons non probabilistes est une affaire délicate, particulièrement pour les 

statisticiens. Ceux qui estiment que les statistiques reposent sur le raisonnement probabiliste et l’inférence 

peuvent se demander si les statistiques ont quelque chose d’utile à offrir au monde non probabiliste. Bien 
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que ce questionnement puisse refléter une certaine ignorance, voire de l’hostilité à l’égard des statistiques, 

du point de vue conceptuel, il mérite une introspection et une extrospection de la part des statisticiens. À 

quel genre de probabilité faisons-nous référence quand l’échantillon est non probabiliste ? Toute la théorie 

et toutes les méthodes d’échantillonnage probabiliste reposent sur le caractère aléatoire introduit par de 

puissants mécanismes d’échantillonnage, qui permettent d’obtenir ensuite le magnifique cadre inférentiel 

fondé sur le plan sans qu’il soit nécessaire de concevoir que quoi que ce soit d’autre soit aléatoire (Kish, 

1965; Wu et Thompson, 2020; Lohr, 2021). Quand cette puissance et cette beauté nous sont enlevées, que 

reste-t-il aux statisticiens ? 

La réponse philosophique de certains statisticiens serait de rejeter complètement la question en 

déclarant qu’il n’existe pas d’échantillon probabiliste dans le monde réel. (Andrew Gelman m’a rappelé 

cette opinion quand je lui ai demandé de commenter la présente étude; voir une analyse sur le sujet dans 

https://statmodeling.stat.columbia.edu/2014/08/06.) Quand les données arrivent à notre bureau ou dans 

notre disque dur, même le plan d’échantillonnage probabiliste le mieux conçu est compromis par les 

imperfections de l’exécution, qui vont des défauts (incontrôlables) dans les bases de sondage aux non-

réponses à différentes étapes, en passant par les erreurs de mesure dans les réponses. En ce sens, la notion 

d’échantillon probabiliste est toujours théorique, de la même manière que l’hypothèse de l’efficience du 

marché en économie, qui offre un cadre mathématiquement élégant pour l’idéalisation et les 

approximations, mais qui ne doit jamais être prise au pied de la lettre (par exemple Lo, 2017). 

L’article d’actualité du professeur Changbao Wu (Wu, 2022) fournit une réponse plus pratique, en 

présentant la façon dont les statisticiens ont traité les échantillons non probabilistes dans la longue 

littérature sur les enquêtes par échantillons et (bien entendu) les études d’observation, en particulier 

concernant l’inférence causale; voir Elliott et Valliant (2017) et Zhang (2019) pour obtenir deux aperçus 

complémentaires portant sur le même défi. Pour mieux comprendre l’utilité de la théorie des probabilités 

en présence d’échantillons non probabilistes, il est important de reconnaître (au moins) trois types de 

concepts probabilistes aux fins d’inférence statistique, qui sont présentés dans la section 1.2. Les 

échantillons non probabilistes permettent de n’en retirer qu’un seul des trois, ainsi ils contraignent en 

général les spécialistes à une plus grande dépendance aux deux autres. 

Une fois ces questions conceptuelles clarifiées, les autres sections traitent d’une stratégie unifiée de 

traitement des échantillons non probabilistes. La section 2 porte sur une identité fondamentale pour 

l’erreur d’estimation, qui a mené à l’élaboration de la corrélation due à un défaut des données (Meng, 

2018). La section 3 traite ensuite de la façon dont ce concept peut inspirer une stratégie unifiée. La 

section 4 présente la stratégie pour les configurations qp  et ,p  respectivement, dans l’étude de Wu 

(2022). Dans la section 5, on applique ensuite la stratégie aux deux configurations simultanément pour 

donner un aperçu immédiat de la célèbre double robustesse, laquelle est examinée dans l’étude de Wu 

(2022). À partir de ce même concept, la section 6 repose sur l’échantillonnage de contrebalancement 

comme stratégie de remplacement de la pondération. La section 7 se termine par un appel général à traiter 

la théorie de l’échantillonnage probabiliste comme une aspiration plutôt que comme l’élément central de 

la recherche sur les enquêtes et l’échantillonnage. 
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1.2 Un trio de concepts de probabilité 
 

Le premier des trois concepts nommés ci-dessous, la probabilité du plan, se passe d’explications. Il est 

au cœur de la théorie de l’échantillonnage et il a été réifié par la mise en œuvre pratique, aussi imparfaite 

qu’elle puisse être. Bien que la distinction entre les deux concepts suivants, la probabilité divine et la 

probabilité du procédé, puisse être plus nuancée, en particulier sur le plan pratique, leurs différences 

conceptuelles ne sont pas moins importantes que la distinction entre un paramètre et un estimateur. 

Comme il se doit, l’indicateur d’enregistrement ou d’inclusion des données, lequel représente une quantité 

importante dans la modélisation des échantillons non probabilistes, fournit une illustration concrète des 

trois concepts de probabilité; voir le paragraphe principal de la section 4. 

Probabilité du plan. Les répliques randomisées (Craiu, Gong et Meng, 2022) sont un concept et un outil 

primordiaux pour les statistiques et les sciences en général. En concevant et en exécutant un mécanisme 

probabiliste pour générer des répliques randomisées, nous créons des données probabilistes qui peuvent 

directement servir à faire des énoncés inférentiels vérifiables. De plus, l’échantillonnage probabiliste dans 

les enquêtes, la randomisation dans les essais cliniques, les bootstraps aux fins d’évaluation de la 

variabilité, les tests de permutation pour les vérifications d’hypothèses et les simulations Monte Carlo 

pour le calcul sont tous des exemples de méthodes statistiques élaborées à partir de la probabilité du plan. 

Les échantillons non probabilistes, par définition, n’ont pas de probabilité de plan, du moins pas de 

probabilité de plan définie. Par conséquent, le terme « échantillons non probabilistes » devrait être 

considéré comme une formulation abrégée d’« échantillons sans concept de probabilité du plan défini ». 

Il faut toutefois nous rappeler que les probabilités du plan peuvent reprendre une place importante, 

surtout pour les grands ensembles de données non probabilistes, comme les données administratives, en 

raison de l’adoption de la confidentialité différentielle (Dwork, 2008), par exemple par le Bureau du 

recensement des États-Unis (voir l’éditorial de Gong, Groshen et Vadhan, 2022, et le numéro spécial du 

Harvard Data Science Review qu’il présente). Les méthodes de confidentialité différentielle permettent 

d’introduire du bruit aléatoire bien conçu dans les données dans le but de protéger la confidentialité des 

données sans sacrifier indûment l’utilité des données. Comme la probabilité du plan utilisée pour 

l’échantillonnage probabiliste, le fait que le mécanisme d’introduction de bruit soit conçu par le curateur 

des données et qu’il soit rendu public permet de fournir la transparence essentielle pour que l’utilisateur 

des données produise une inférence statistique valide (Gong, 2022). La question de savoir comment 

analyser correctement les données non probabilistes en cas de protection différentielle de la vie privée est 

largement ouverte. Il est encore plus fascinant de connaître la façon de tenir compte des défauts existants 

dans les données non probabilistes lors de la conception de mécanismes de protection probabiliste pour la 

confidentialité des données, afin d’éviter d’ajouter du bruit inutile. Les lecteurs qui souhaitent avoir une 

vue d’ensemble des problèmes statistiques découlant de la confidentialité des données devraient consulter 

l’excellent article de synthèse de Slavkovic et Seeman (2022) sur le domaine de la confidentialité des 

données en général. 
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Probabilité divine. En l’absence de probabilité du plan pour procéder à l’inférence fondée sur la 

randomisation, nous nous appuyons habituellement sur le concept selon lequel les données à notre 

disposition sont la réalisation d’un mécanisme probabiliste génératif donné par la nature ou par Dieu, afin 

d’effectuer une inférence statistique (classique). (J’ai entendu le terme « modèle de Dieu » pendant ma 

formation de doctorat et je l’ai considéré comme une expression de la foi ou comme quelque chose qui 

échappe au contrôle de l’homme, plutôt que comme le reflet des croyances religieuses d’une personne. 

L’adjectif « divine » est adopté dans la présente étude avec une connotation similaire.) Nous le faisons que 

nous croyions ou non que le monde est intrinsèquement déterministe ou stochastique (par exemple voir 

David Peat, 2002; Li et Meng, 2021). Nous devons supposer cette probabilité divine principalement en 

raison de la nature restrictive du cadre probabiliste auquel nous sommes si habitués. Par exemple, pour 

invoquer l’hypothèse de répartition au hasard des données manquantes, nous devons évoquer un 

mécanisme probabiliste dans lequel le concept de « données manquantes au hasard » (Rubin, 1976) peut 

être mis en forme. Comme l’ont souligné Elliott et Valliant (2017), la méthode de quasi-randomisation, 

qui correspond au cadre qp  de Wu (2022), « suppose que l’échantillon non probabiliste ait en fait un 

mécanisme d’échantillonnage probabiliste, bien que ce soit un mécanisme comportant des probabilités qui 

doivent être estimées selon des hypothèses d’identification ». Cela signifie que nous remplaçons la 

probabilité du plan par une probabilité divine à laquelle nous croyons et qui est alors généralement traitée 

comme la « vérité » ou du moins comme un paramètre. 

Sur le plan conceptuel, nous devons donc reconnaître que l’hypothèse d’une sorte particulière de 

probabilité divine n’est pas involontaire, car sinon nous n’aurions pas besoin de dépendre de notre foi pour 

continuer à travailler. Ce n’est pas non plus toujours nécessaire. Toute population finie fournit un 

histogramme naturel pour toute caractéristique quantifiable, ou un tableau de contingence pour toute 

caractéristique classable de ses éléments et, par conséquent, elle induit une probabilité divine sans faire 

référence à un quelconque caractère aléatoire, conceptualisé ou réalisé, si notre cible inférentielle est la 

population finie elle-même (et non une superpopulation qui permet de la générer, par exemple). La 

méthode de la vraisemblance empirique tire parti de ce cadre de probabilité naturel, qui se révèle 

également fondamental pour quantifier la qualité des données au moyen de la corrélation due à un défaut 

des données (voir Meng, 2018). Zhang (2019), pour qui le critère unifié était fondé sur la même identité 

pour établir la corrélation due à un défaut des données, fait la même constatation; voir la section 2 ci-

dessous. 

Probabilité du procédé. La plupart des probabilités utilisées dans la modélisation statistique sont, de loin, 

des procédés servant à exprimer notre croyance, nos connaissances a priori, nos hypothèses, nos 

idéalisations, nos compromis, voire notre désespoir (comme quand on impose une distribution a priori 

pour assurer l’identifiabilité, puisque rien d’autre ne fonctionne). Bien que la littérature statistique ait 

toujours mis l’accent sur la modélisation de la réalité, nous sommes inévitablement contraints de réaliser 

une variété de simplifications, d’approximations et, parfois, de distorsions délibérées afin de composer 

avec des contraintes pratiques (par exemple l’utilisation de l’inférence variationnelle à des fins d’efficacité 

du calcul; voir Blei, Kucukelbir et McAuliffe, 2017). Par conséquent, pour bon nombre de ces probabilités 
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du procédé, rien ne contraint à ce qu’elles soient réalisables ni même mathématiquement cohérentes 

(par exemple l’emploi de distributions de probabilité conditionnelle incompatibles pour l’imputation à 

chaînes multiples; voir Van Buuren et Oudshoorn, 1999). Il n’est pas non plus facile de valider ces 

probabilités, ni même possible, comme Zhang (2019) l’a étudié et fait valoir dans un contexte 

d’échantillonnage non probabiliste, en particulier avec la méthode de modélisation de superpopulation, qui 

correspond au cadre p  de Wu (2022). Néanmoins, les probabilités de procédé offrent le meilleur 

rendement pour procéder à des inférences statistiques. La méthode de quasi-randomisation et la 

modélisation de superpopulation reposent toutes deux sur des probabilités du procédé pour fonctionner, 

comme le montre Wu (2022) et comme il est expliqué en détail dans les sections 4 et 5 de la présente 

étude. L’absence de probabilité du plan ne peut que favoriser la progression des probabilités de procédé. 

Pour paraphraser une citation célèbre de Box, « tous les modèles sont faux, mais certains sont utiles ». 

Cela signifie que toutes les probabilités de procédé posent des problèmes, mais que certaines permettent 

de résoudre des problèmes. 

 

1.3 La réduction des données inexactes menant à des paquets d’intelligence 

artificielle 
 

Pour résumer, les concepts probabilistes sont plus nécessaires pour les échantillons non probabilistes 

que pour les échantillons probabilistes, précisément parce qu’ils n’ont pas de probabilité de plan. La 

difficulté de traitement des échantillons non probabilistes ne représente pas un nouveau défi pour les 

statisticiens. S’il y a quelque chose de nouveau, il s’agit de la quantité considérable de grands ensembles 

de données non probabilistes, comme les données administratives et les données provenant des médias 

sociaux, et du besoin accéléré de combiner plusieurs sources de données, qui sont pour la plupart 

intrinsèquement non probabilistes parce qu’elles ne sont pas recueillies à des fins d’inférence statistique 

(par exemple Lohr et Rao, 2006; Meng, 2014; Buelens, Burger et van den Brakel, 2018; Beaumont et Rao, 

2021). Contrairement à la croyance courante, la grande taille des « mégadonnées » peut empirer notre 

inférence, en raison du « paradoxe des mégadonnées » (Meng, 2018; Msaouel, 2022), quand nous ne 

tenons pas compte de la qualité des données lors de l’évaluation des erreurs et des incertitudes dans nos 

analyses; voir la section 6.1. 

Il est donc plus urgent que jamais de sensibiliser et d’informer à grande échelle à propos de 

l’importance cruciale de la qualité des données et de la façon dont nous pouvons utiliser les méthodes et 

les théories statistiques pour contribuer à réduire le défaut des données. Dans le cadre de la présente étude, 

la préoccupation centrale va au-delà de la mise en garde habituelle au sujet du dicton « à données 

inexactes, résultats erronés ». En effet, si des données sont reconnues comme étant mauvaises, elles seront 

probablement traitées comme telles (probablement, mais pas toujours, car, comme Andrew Gelman me l’a 

rappelé, « de nombreux chercheurs croient fermement à la procédure plutôt qu’à la mesure, et pour ces 

personnes, le plus important consiste à respecter les règles, et non pas à s’interroger sur la provenance de 

leurs données »). L’objectif est d’empêcher que des données inexactes mènent à un paquet d’intelligence 

artificielle (Meng, 2021), c’est-à-dire que des données de faible qualité sont traitées automatiquement au 
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moyen de procédures génériques afin de créer un paquet d’intelligence artificielle esthétiquement attrayant 

qui serait vendu à des consommateurs non informés, ou pire encore, à ceux qui cherchent des « données 

probantes » pour induire en erreur ou désinformer. De toute évidence, le traitement adéquat des 

échantillons non probabilistes ne résout pas tous les problèmes de qualité des données, mais il contribue 

grandement à régler le problème de plus en plus courant et nuisible du manque de contrôle de la qualité 

des données en science des données. 

Je remercie donc le professeur Changbao Wu pour son analyse opportune et complète des 

« incontournables » de la grande usine de fabrication de saucisses qu’est le traitement d’échantillons non 

probabilistes. Elle apporte des vues beaucoup plus détaillées et nuancées que celles de l’analyse générale 

d’Elliott et Valliant (2017), qui illustrait de manière très fine de nombreuses formes d’échantillons non 

probabilistes ainsi que leurs méfaits. Elle présente également des jalons théoriques et méthodologiques qui 

nous permettront de mieux apprécier ceux exposés dans l’analyse intellectuelle de Zhang (2019), qui met 

les statisticiens et les scientifiques des données en général au défi de mieux comprendre la qualité, ou 

plutôt l’absence de qualité, des produits que nous fabriquons et promouvons. Ensemble, ces trois articles 

de synthèse donnent un aperçu informé à quiconque souhaiterait se joindre aux spécialistes cherchant à 

traiter les difficultés de plus en plus grandes causées par les données non probabilistes. Le mieux serait 

peut-être de commencer par l’étude d’Elliott et de Valliant (2017), qui brosse un portrait général de la 

situation, puis de lire l’étude de Wu (2022), qui s’attache principalement à exposer les méthodologies, et 

de terminer par l’étude de Zhang (2019), qui suscite des réflexions plus profondes sur certains défis 

particuliers. Pour en savoir plus sur d’autres méthodes courantes de traitement des échantillons non 

probabilistes, comme la modélisation multiniveau et la poststratification, nous invitons les lecteurs à lire 

Gelman (2007), Wang, Rothschild, Goel et Gelman (2015) et Liu, Gelman et Chen (2021). 

En tant que chercheur et enseignant, je me suis penché sur ce domaine, mais j’ai souvent été frustré par 

le manque de temps ou d’énergie pour l’étudier en profondeur. Je suis donc particulièrement reconnaissant 

envers le rédacteur en chef, Jean-François Beaumont, de m’avoir invité à contribuer à ce que les messages 

du professeur Wu soient clairement entendus : les données ne peuvent pas être traitées comme si elles 

étaient représentatives à moins que les données observées ne soient véritablement des échantillons 

probabilistes (ce qui est extrêmement rare). De nombreux remèdes ont été proposés et essayés, mais il faut 

en élaborer et en évaluer bien davantage. Parmi ces remèdes, le concept de corrélation due à un défaut des 

données est une mesure générale prometteuse qui doit être étudiée et élaborée, comme nous le montrons 

ci-dessous. 

 
2. Une identité déterministe de population finie pour l’erreur réelle 
 

Pour démontrer la richesse du cadre de population finie, considérons l’estimation de la moyenne de la 

population, indiquée par ,G  de { ( ) : },i iG G X i= N  où {1, , }N=N  indexe une population finie, 

et les iX  sont des données recueillies sur une personne .i  Pour chaque ,i  supposons que 1iR =  si iG  (ou 

plutôt )iX  est enregistré dans notre échantillon, et que 0iR =  sinon. La taille de l’échantillon est alors 
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=1
.

N

R ii
n R=  Nous insistons sur le fait qu’il s’agit d’un indicateur global, qui peut (et devrait) être 

décomposé en (1) ( ), , ,J

i i iR r r=  quand la collecte des données consiste en J  étapes (par exemple (1)

ir  

indique si la ei  personne a été échantillonnée et (2) ,ir  si la personne a répondu ou non une fois qu’elle a été 

échantillonnée). 

Supposons que { , }iW i S  est un ensemble de poids à déterminer où l’indice est paramétré à

{ : 1},iS i R= =  de sorte que 0.ii S
W


  Supposons que 

WG  est la moyenne pondérée de l’échantillon, 

qu’on peut exprimer de trois façons : 

 
=1

=1

E ( )
,

E ( )

N

i i i i ii S i I I I
W N

i I Ii S i ii

W G RW G R G
G

W RRW





= = =
 

 
 (2.1) 

où ,I I IR R W=  et E I  est prise par rapport à la distribution uniforme de l’indice paramétré .N  La 

première expression dans l’équation (2.1) définit simplement une moyenne pondérée de l’échantillon. À 

l’aide de ,iR  la deuxième expression permet de transformer les moyennes de l’échantillon en moyennes 

de population finie. Cette nouvelle expression banale est fondamentale parce qu’elle explique le rôle de 

iR  dans l’influence sur le comportement de 
WG  en tant qu’estimateur de .G  La troisième expression 

révèle une probabilité divine au moyen de ,I  la variable de l’indice de population finie (IPF), grâce au fait 

que le calcul de la moyenne revient à prendre en compte l’espérance d’un indice aléatoire uniformément 

distribué .I  Tous les moments de population finie peuvent alors être exprimés au moyen de E .I  

En particulier, nous pouvons exprimer l’erreur réelle de 
WG  par l’identité suivante, dont la première 

expression remonte à Hartley et Ross (1954), qui l’ont utilisée pour exprimer les biais dans des 

estimateurs par le ratio. La deuxième expression a été donnée dans Meng (2018), mais elle comportait une 

expression légèrement différente (mais équivalente) : 

 
,

Cov ( , )
.

E [ ]

WI I I
W GR G

WI I

N nR G
G G

nR
 

−
− = =    (2.2) 

Dans cette équation, 
,

Corr ( , )I I IR G
R G =  est la corrélation de population finie entre 

IR  et ,IG  2

G  est la 

variance de la population finie de IG  et Wn  est la taille d’échantillon efficace en raison de l’utilisation des 

poids (Kish, 1965), 

 
2

,
1 CV

R
W

W

n
n =

+
 (2.3) 

où CVW  est le coefficient de variation (c’est-à-dire l’écart-type ou la moyenne) de { , }.iW i S  

L’expression de l’équation (2.2) est une identité algébrique parce qu’elle se vérifie pour toute instance 

de  ( , ), .i i iG RW iN  Ainsi, aucune hypothèse de modèle n’est imposée, pas même l’hypothèse que R  

(ou toute quantité) est aléatoire, ce qui rappelle le commentaire de Mary Thompson cité dans l’étude de 

Wu (2022), selon lequel « le fait que l’indicateur d’inclusion dans l’échantillon R  est une variable 

aléatoire est en soi une hypothèse ». La seule exigence est que la valeur de iG  enregistrée soit identique à 

celle de iG  dans la population cible. (Il faut mentionner toutefois que cette exigence comporte deux 
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éléments : 1) il n’y a pas de surdénombrement, c’est-à-dire que chaque personne dans l’échantillon 

appartient à la population cible, par exemple aucun électeur non admissible n’est sondé quand la 

population cible est celle des électeurs admissibles; 2) il n’y a pas d’erreur de mesure. Il peut y avoir des 

extensions de cas comportant des erreurs de mesure, mais elles ne sont pas examinées dans la présente 

étude.) Quand nous utilisons des poids égaux, les trois facteurs du membre de droite de l’équation (2.2) 

représentent, respectivement (de gauche à droite), le défaut des données, l’insuffisance des données et la 

difficulté du problème, comme l’explique Meng (2018) et comme l’illustrent en détail Bradley, Kuriwaki, 

Isakov, Sejdinovic, Meng et Flaxman (2021) dans le contexte des enquêtes sur la vaccination contre la 

COVID-19. 

En particulier, quand tous les poids sont égaux, 
,R G

  est appelée corrélation due à un défaut des 

données (cdd) dans Meng (2018) parce qu’elle permet de mesurer le manque de représentativité de 

l’échantillon en saisissant la dépendance de l’indicateur d’inclusion ou d’enregistrement aux 

caractéristiques : plus la dépendance est élevée, plus la moyenne de l’échantillon est biaisée quand il faut 

estimer les moyennes de population. Quand l’on utilise les stratégies de base de l’échantillonnage 

probabiliste ou de la pondération de probabilité inverse, la cdd est nulle en moyenne parce que 

E( ) 1,i iW R =  et elle est de l’ordre 1 2( )pO N −  parce qu’il s’agit essentiellement d’une moyenne de N  

termes indépendants (Meng, 2018). Notre objectif général est donc de ramener la cdd à 
1 2( )pO N −

 pour 

les échantillons non probabilistes, ce que nous appellerons « miniaturiser la cdd » parce que 1 2N −  est 

généralement un nombre minuscule dans la pratique. 

Quand nous utilisons des poids, le premier terme 
,R G

  saisit le défaut des données qui existe toujours 

après l’ajustement de la pondération, puisqu’aucun poids n’est parfait en pratique. L’identité dans 

l’équation (2.2) montre l’incidence des poids sur la qualité et la quantité des données. L’incidence sur la 

taille d’échantillon efficace nominale Wn  n’est jamais positive, car W Rn n  comme on peut le voir dans 

l’équation (2.3). Par ailleurs, l’exactitude de l’équation (2.3) révèle qu’en fait, cette expression bien 

connue n’est pas une approximation (ce qui est souvent attribué à Kish, 1965), mais une formule exacte de 

réduction de la taille de l’échantillon en raison de la pondération si la pondération n’a pas d’incidence sur 

la cdd. Cependant, la pondération peut avoir une incidence positive importante sur la réduction de l’erreur 

globale quand on choisit judicieusement des poids pour diminuer considérablement la cdd, bien 

qu’apparemment cela se fasse au prix de .W Rn n  Bien entendu, c’est exactement ce que vise le cadre de 

quasi-randomisation dont il est question ci-dessous. Plus important encore, l’équation (2.2) donne un 

aperçu unifié de la variété des méthodes examinées dans l’étude de Wu (2022), notamment une 

explication intuitive de la propriété doublement robuste, qui fait l’objet d’une attention accrue aux fins 

d’intégration des sources de données, concernant à la fois des échantillons probabilistes et non 

probabilistes (par exemple Yang, Kim et Song, 2020). 

En effet, Zhang (2019, section 3.1) a utilisé la première expression dans l’équation (2.2) pour définir 

une hypothèse de non-informativité asymptotique non paramétrique unifiée, qui exige que le numérateur 

Cov ( , )I I IR G  passe à zéro, tout en gardant le dénominateur E [ ]I IR  positif, quand .N →  Cette 
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unification a permis à Zhang (2019) d’évaluer la méthode de quasi-randomisation et la modélisation par la 

régression au moyen d’un critère commun. Comme le montre la section 3, le cadre de la cdd fait écho à 

cette unification. La section 4 met plutôt l’accent sur le message général de Zhang (2019). La section 5 

traite d’un autre avantage simple de la formulation de la cdd qui fournit une explication immédiate de la 

célèbre double robustesse. La section 6 aborde quant à elle le domaine beaucoup plus difficile de 

l‘élaboration d’un sous-échantillon plus représentatif à partir d’un grand échantillon non représentatif, soit 

un compromis précieux, puisque la qualité des données est beaucoup plus importante que la quantité 

(Meng, 2018), comme nous le voyons brièvement ci-dessous. 

 
3. Une stratégie unificatrice fondée sur la corrélation due à un défaut 

des données 
 

Dans la configuration de Wu (2022), pour chaque personne ,i  nous avons un ensemble de 

caractéristiques { , },i i iA y= x  où y  est la caractéristique d’intérêt et x  est une variable auxiliaire, ce qui 

est utile de deux façons. Premièrement, la réduction du biais d’échantillonnage attribuable à 

l’échantillonnage non probabiliste devient possible quand le mécanisme non probabiliste peut être 

(entièrement) expliqué par .x  Deuxièmement, en tirant parti des relations entre iy  et ,ix  nous pouvons 

améliorer l’efficacité de notre estimation. Comme point de départ, Wu (2022) suppose que nous avons 

deux sources de données disponibles, que nous désignons au moyen de deux indicateurs d’enregistrement, 

R  et *.R  La source principale des données est un échantillon non probabiliste dans lequel nous observons 

à la fois iy  et ix  lorsque { : 1},ii S i R  =  mais l’indicateur d’enregistrement iR  est déterminé par un 

mécanisme non contrôlé par une probabilité de plan (connue). La deuxième source est (supposée être) un 

échantillon probabiliste dans lequel nous observons seulement ix  lorsque * *{ : 1}.ii S i R  =  Ce 

deuxième échantillon fournit des renseignements pour estimer des renseignements auxiliaires sur la 

population, qui sont utiles dans l’estimation des quantités de la population de ,y  par exemple sa moyenne. 

Par conséquent, cette configuration est étroitement liée à la configuration où * ;S S =N  voir Tan 

(2013). 

Pour toute fonction ( ),m x  considérons que ( ), .i iz y m i= − x N  Il est clair que nous pouvons 

estimer la moyenne de la population E ( )N I Iy y=  en estimant E ( )I Iz z=  et  E ( ) .I Im m= x  À partir du 

deuxième échantillon, m  peut être estimé sans biais puisqu’il ne concerne que .x  Nous pouvons alors 

nous concentrer sur l’estimation de ,z  tout en reconnaissant qu’une méthode plus fondée sur des principes 

nous amènerait à établir un modèle de probabilité ou un modèle bayésien pour estimer conjointement 

toutes les quantités inconnues (Pfeffermann, 2017). L’application de l’identité dans l’équation (2.2) où 

G z=  nous indique alors que notre tâche centrale consiste à choisir le poids { , }iW i S  ou la fonction m  

pour miniaturiser la cdd, 
,

.
R z

  Dans la présente étude, il est plus facile de tout expliquer au moyen de la 

covariance 

 
,

1

1
Cov ( , ) Cov ( , ( )) ( )

N

I I I I I I I I i i iR z
i

c R z W R y m W R z z
N =

 = − = −x  (3.1) 



378 Meng : Commentaires à propos de l’article de Wu (2022) : La miniaturisation de la corrélation due à un défaut des données... 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

au lieu de la corrélation 
,R z

  parce que Cov ( , )I I IR z  est une fonction bilinéaire dans IR  et .Iz  Toutefois, 

sur le plan théorique et à des fins de modélisation, 
,R z

  est plus attrayante en raison de sa normalisation; 

voir les sections 6 et 7. 

L’expression dans l’équation (3.1) nous indique immédiatement la façon de la rendre nulle dans les 

espérances sur le plan opérationnel, et dans quel sens conceptuel. Quelle que soit la probabilité que nous 

imposions à iR  (à préciser dans les dernières sections), supposons que Pr ( 1 ),i iR = = A  que nous 

assumons dépendra de iA  seulement. Alors, la linéarité de l’opérateur de covariance implique que la 

covariance moyenne pour ce qui est du caractère aléatoire dans iR  est obtenue par 

 ( )
,

E[ ] Cov , ( ) ,I I I I IR z
c W y m= −A x  (3.2) 

où { , }.iA i= A N  De même, si l’on est prêt à postuler un modèle conjoint pour  ( , ),i iR y iN  

conditionné sur X  sous forme d’indépendance ( )1 , ,N

i i i iP R y= x  alors 

 ( ),
E[ ] Cov ,E( ) ( ) .I I I I I IR z

c W y m= −X x x  (3.3) 

De façon très intuitive, on peut assurer une covariance ou une corrélation nulle entre deux variables en 

faisant de l’une des deux une constante. Les deux choix mèneraient alors respectivement à la méthode de 

quasi-randomisation si l’on fait de 1I IW    et à la méthode de la superpopulation si l’on fait de 

E[ ] ( )I I Iy m−x x  une constante (par exemple zéro). La double robustesse naît du fait que l’une ou l’autre 

suffise à rendre la covariance nulle (dans le modèle conjoint), puisque la variable n’a pas d’importance. 

Cependant, il est évident que ce ne sont pas les seules méthodes permettant d’obtenir une corrélation ou 

une covariance nulle, ou une double robustesse, comme le soulignent Kang et Schafer (2007) dans leur 

volonté de démystifier la double robustesse (Robins, Rotnitzky et Zhao, 1994; Robins, 2000; Scharfstein, 

Rotnitzky et Robins, 1999). La question est aussi abordée dans l’étude de Tan (2007, 2010), qui porte sur 

plusieurs estimateurs et leur comparaison, y compris ceux qui correspondent seulement à la méthode de 

quasi-randomisation ou à la méthode de la superpopulation. Certains estimateurs sont doublement 

robustes. 

En effet, parce que la formule (2.2) est une identité pour l’erreur réelle, tout estimateur 

asymptotiquement sans biais (linéaire) de la moyenne de population doit impliquer que la cdd 

correspondante est asymptotiquement sans biais pour les valeurs nulles, et vice versa, pour ce qui est du 

caractère aléatoire dans R  ou dans { , }.R y  Cependant, il est possible que la cdd soit asymptotiquement 

sans biais pour les valeurs nulles, sans supposer que le modèle est correctement précisé, comme l’illustre 

un exemple dans la section 5. (Cette « robustesse plus que double » est différente de la « robustesse 

multiple » de Han et Wang (2013), qui doit encore supposer la validité d’au moins un des modèles 

postulés.) Ces deux observations donnent à penser que toute stratégie générale suffisante et nécessaire qui 

assure des estimateurs asymptotiquement convergents ou sans biais (linéaires) pour la moyenne de la 

population équivaudrait à miniaturiser la cdd. 
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À titre d’exemple d’aperçu unifié qui autrement ne serait pas aussi intuitif, l’expression de l’équation 

(3.2) donne à penser que nous devrions inclure notre estimation de I  comme élément du prédicteur dans 

le modèle de régression ( ),Im x  puisque cela peut aider à réduire la corrélation entre I IW   et 

( ),I I Iz y m= − x  en particulier quand nous utilisons des poids constants .IW  En général, il est difficile de 

motiver l’utilisation de ˆ
I  comme prédicteur pour y  uniquement du point de vue de la régression, surtout 

quand nous supposons que y  et R  sont indépendants étant donné x  (ce qui est habituellement une 

condition nécessaire pour continuer, comme nous l’expliquons dans la section suivante). Cependant, 

l’expression de l’équation (3.2) nous indique que pour estimer la moyenne de ,y  il n’est pas absolument 

nécessaire d’ajuster le bon modèle de régression ( ).m x  En fait, il suffit de s’assurer que le « résidu » Iz  

est autant non corrélé à I IW   quand I  varie. Cependant, il est extrêmement important de reconnaître qu’il 

ne suffit pas d’assurer une corrélation nulle ou faible seulement dans les données observées, car 

Cov ( , 1)I I I I IW z R =  nous informe peu sur Cov ( , 0).I I I I IW z R =  Dans la configuration de Wu 

(2022), notre capacité à extrapoler de 1IR =  à 0IR =  dépend de la disponibilité des données auxiliaires 

(indépendantes) indexées par * 1,IR =  ce qui nous permet d’observer certains Ix  pour lesquels 0.IR =  

La littérature montre les avantages présentés par la stratégie consistant à inclure des estimations de la 

propension comme prédicteur. Par exemple, Little et An (2004) ont inclus le logit de ̂  dans leur modèle 

d’imputation et ils ont constaté que cette inclusion a amélioré la robustesse de la moyenne imputée par 

rapport à la spécification erronée du modèle d’imputation. Zhang et Little (2009) et Tan, Flannagan et 

Elliott (2019) ont mis au point cette méthode et ils l’ont améliorée davantage; ils ont utilisé l’expression 

« robuste au carré » pour souligner la robustesse accrue. Dans un article plus récent portant sur une 

stratégie similaire pour les échantillons non probabilistes, Liu et coll. (2021) ont montré qu’il était 

important d’inclure la propension estimée ˆ
i  « comme prédicteur » dans ˆ( , )m x   (en utilisant la notation 

de la présente étude). De plus, dans la littérature sur l’estimation par la méthode du maximum de 

vraisemblance ciblée (EMVC) pour les modèles semi-paramétriques de traitement des données non 

probabilistes (van der Laan et Rubin, 2006; Luque-Fernandez, Schomaker, Rachet et Schnitzer, 2018) 

(voir aussi Scharfstein et coll., 1999; Tan, 2010), les variables ˆ
I IR   et ˆ(1 ) (1 )I IR − −  sont appelées 

covariables intelligentes et sont utilisées dans les modèles de régression pour .Iy  Les mises en œuvre et 

les théories de l’EMVC et celles de l’EMVC collaborative liée (van der Laan et Gruber, 2009 et 2010), 

sont mathématiquement plus impliquées que celles en contexte de population finie, comme nous le 

verrons plus bas, mais les résultats tirés des équations (3.2) et (3.3) peuvent nous permettre d’avoir des 

raisonnements intuitifs utiles sur la compréhension de l’essence de ces méthodes. 

 
4. Quasi-randomisation ou mises en œuvre de la méthode de la 

superpopulation 
 

En bref, la méthode de quasi-randomisation vise à faire de I IW   une variable constante (induite par 

l’indice de population finie ).I  Lorsque notre échantillon est véritablement sélectionné selon un plan 
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probabiliste intentionnel, alors Pr ( 1 )i i iR = = x  lorsque iN  est une probabilité du plan sans ,iy  

mais elle peut dépendre de ,ix  par exemple quand ix  comprend une variable de stratification. Quand la 

probabilité du plan n’est pas disponible, nous devons d’abord invoquer une probabilité divine. Il pourrait 

s’agir d’une probabilité naturelle donnée par la population finie, comme la propension 

Pr ( 1 )i I I I iR A A = = =  induite par l’IPF, où { , },i i iA y= x  ou d’une probabilité imaginaire de 

superpopulation comme celle où iR  est généré indépendamment de Ber ( ),i  où Pr( 1 ) 0.i i iR A = =   

Cette hypothèse de positivité est nécessaire si la population finie est précisée au préalable, ou si son 

imposition définit la population finie qui peut être étudiée. (Cette considération est pertinente en pratique, 

comme dans le cas des sondages électoraux, où la population finie n’est pas toujours précisée au préalable, 

pas même en théorie.) Étant donné que ces probabilités divines sont inconnues et qu’elles constituent 

notre paramètre, nous devons supposer certaines probabilités de procédé, comme par l’intermédiaire d’un 

modèle linéaire généralisé ( , )i i ig y = x  pour poursuivre, même si nous ne croyons pas vraiment en un 

choix particulier de .g  

Aux fins de notre analyse actuelle, nous supposons que notre probabilité divine est donnée par le 

modèle de superpopulation de Bernoulli, soit 
=1

,
N

R ii
n R=  et ( ) Pr ( 0 ) 1 (1 ),R i N ip n =  = −  −A A  

où { , }.iA i= A N  Étant donné que, dans ce cas-ci, iR  est contrôlé par une probabilité divine, la taille 

de l’échantillon Rn  n’est plus une variable du plan de sondage qui conditionne notre schéma de 

réplication; ce n’est généralement plus une statistique ancillaire. Néanmoins, nous devrions imposer 

comme condition que 0,Rn   ce qui représente une exigence universelle pour l’élaboration d’estimations 

fondées sur des données pour .G  Heureusement, cette condition ne crée pas de complications 

mathématiques à la simplicité accordée par l’indépendance de ,i i N  comme fonctions de .iA  Cela 

est dû au fait que ( ) Pr ( 1 , 0) ( ),i i R iR n p  =  =A A A  mais la constante de normalisation ( ),p A  

qui dépend de la totalité de ,A  n’est pas pertinente pour les besoins de la présente étude, comme 

l’attribution de poids proportionnels à 1( ).i
−

A  

Par conséquent, selon cette probabilité divine, qui correspond au (véritable modèle pour le) scénario du 

modèle q  dans l’article de Wu (2022), nous obtenons, pour chaque IW  choisi selon l’équation (3.1), 

 
,

1

E( , 0) = Cov ( E[ , 0], ( ))

( ) Cov ( , ( )),

R I I I R I IR z

I I I I I

c n W R n y m

p W y m−

  −

= −

A A x

A x
 

(4.1)
 

où E  est choisi par rapport à la probabilité divine (inconnue) en lien avec IR  (pour une valeur I  fixe). 

Ensuite, que nous voulions ou non garantir une espérance nulle dans l’équation (3.2) ou l’équation (4.1), 

nous imposerons 1,I IW    c’est-à-dire 1,I IW  −  la pondération de probabilité inverse bien connue. Par 

conséquent, si notre modèle postulé q  nous permet de saisir i  de façon fiable dans la réalité, alors 
1 2

,
( )pR z

c O N −=  parce qu’il a une moyenne nulle (pour ce qui est de la probabilité divine), et qu’il s’agit 

d’une moyenne pondérée de N  variables de Bernoulli essentiellement indépendantes, comme on le voit 

dans l’équation (3.1). 
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Il s’agit d’une approche axée sur la randomisation parce qu’elle traite toutes les valeurs des 

caractéristiques de la population finie A  comme étant fixes, et les répliques hypothétiques sont générées 

uniquement au moyen de réalisations répétées de l’indicateur d’enregistrement .IR  Bien sûr, les valeurs 

de { , }i i N  sont généralement inconnues, et pire encore, elles ne peuvent pas être estimées à partir 

d’un échantillon non probabiliste sans que l’on formule d’autres hypothèses. Pour poursuivre, nous posons 

des hypothèses comme l’hypothèse de répartition au hasard des données manquantes, c’est-à-dire

Pr( 1 ) Pr ( 1 ),i i i iR A R= = = x  et l’exigence d’un échantillon auxiliaire afin que nous ayons certaines 

valeurs de ix  au moyen de 0.iR =  Nous avons également des choix sur la façon d’estimer la propension 

d’inclusion Pr( =1 ),i i iR = x  de façon paramétrique ou non paramétrique. Ces hypothèses, ces 

exigences et ces méthodes d’estimation sont toutes essentielles à la mise en œuvre pratique, comme Wu 

(2022) en a fait l’évaluation et l’examen avec soin; voir aussi, dans l’article de Tan (2010), une 

comparaison détaillée des différentes stratégies d’estimation. Néanmoins, l’idée générale des méthodes de 

quasi-randomisation est de choisir IW  pour libérer 
I I IR W R=  de I  en espérance selon les répliques 

hypothétiques postulées, pour regagner la liberté garantie par l’échantillonnage probabiliste. 

De façon complémentaire, les méthodes de superpopulation visent à miniaturiser 
,R z

c  en rendant 

l’autre variable dans 
,

,
R z

c  c’est-à-dire ,Iz  exempte de I  en espérance, mais selon un schéma de 

réplication hypothétique différent. Dans ce cas-ci, l’idée est de choisir un ( )im x  qui soit une bonne 

approximation de iy  de sorte que le résidu ( )i i iz y m= − x  sera nul en espérance conditionnellement à .x  

En général, on le fait en considérant un modèle conjoint pour { , }i iR y  étant donné ix  et avec un modèle 

de régression particulier ( ),y x  au moyen de la notation de Wu (2022). Il est important d’admettre que, 

bien que nous ne précisions que le modèle de régression iy  étant donné ,ix  nous devons inclure iR  dans 

les répliques afin de saisir la dépendance possible de iR  à la totalité de { , },i i iA y= x  ce qui est la 

principale préoccupation pour les échantillons non probabilistes. En effet, c’est cette spécification 

conjointe qui permet l’adoption de l’hypothèse de répartition au hasard des données manquantes pour 

réduire ( , ) ( ),i i i i iP y R P y=x x  ce qui nous permet de nous concentrer sur la spécification d’un modèle 

de régression unique ( )i iy x  pour les personnes observées et non observées. Par conséquent, quand 

nous écrivons E ,  nous entendons l’espérance pour ce qui est de 

 
1

( , ) ( ) ( , ) (1 ) ( ),i iR R

i i i i i i i i i i i iP R y P R P y R y  −
= = −x x x x  (4.2) 

où Pr ( 1 )i i iR = = x  n’est pas précisé, contrairement à ce qui se passe dans la méthode de quasi-

randomisation. 

Il s’ensuit alors que, conditionnellement à { , }i i= X x N  et 0,Rn   qui ne modifie pas ( )P y X  

parce que y  et R  sont indépendants étant donné ,X  nous obtenons 

 1

,
E( , 0) [ ( )] Cov ( , E[ ] ( )).R I I I I I IR z

c n p W y m− = −X X x x  (4.3) 

Il est clair que l’équation (4.3) devient nulle quand nous choisissons ( ) E [ ]I I Im y=x x  et que le modèle 

  (de premier ordre) est correctement précisé, c’est-à-dire que E [ ] E[ ].I I I Iy y =x x  Cela résume la 



382 Meng : Commentaires à propos de l’article de Wu (2022) : La miniaturisation de la corrélation due à un défaut des données... 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

méthode de la superpopulation et donne 1 2

,
( )pR z

c O N −=  pour des raisons semblables à celles données 

pour le cadre de quasi-randomisation. 

 
5. Quasi-randomisation et mise en œuvre de la méthode de 

superpopulation 
 

Une fois qu’un modèle conjoint pour { , }i iR y  est configuré, nous pouvons bien sûr l’utiliser pour 

estimer à la fois i  et la fonction de régression ( ).m x  Chaque estimation est rendue possible par la 

disponibilité de l’échantillon probabiliste auxiliaire et l’hypothèse de répartition au hasard des données 

manquantes. Mais comme nous l’avons montré précédemment, il suffit de préciser et d’estimer 

correctement l’une des deux pour miniaturiser 
,

.
R z

c  Cependant, à partir de l’équation (4.3), pour que la 

covariance ou la corrélation soit nulle, ni la correction multiplicative de I  au moyen de IW  ni 

l’ajustement additif de E( )I Iy x  au moyen de ( )Im x  n’ont besoin d’être corrects. Il faut seulement 

qu’après la correction ou l’ajustement, les éléments qui restent ne soient pas corrélés entre eux. Le cadre 

d’EMVC collaborative mentionné précédemment a essentiellement été élaboré à partir de cette 

perspective (par exemple voir la section 3.1 de van der Laan et Gruber, 2009), bien que les traitements 

mathématiques complexes présents dans la littérature aient pu décourager les lecteurs de chercher une 

compréhension aussi intuitive.  

Pour donner un exemple simple, prenons une population finie qui est un échantillon indépendant et 

identiquement distribué d’un modèle de superpopulation :  

 
3

0

E[ ] , ~ (0,1).k

k

k

y x x x N
=

=   (5.1) 

L’échantillon non probabiliste est généré par un mécanisme R  comme ( ) ( )Pr 1 , ,R y x x= =  c’est-à-

dire qu’il est déterminé par l’ampleur de x  seulement. Supposons que nous avons précisé incorrectement 

la forme de fonction pour   (par exemple le modèle divin peut ne pas être monotone dans ,x  mais le 

modèle de procédé, comme le lien logistique classique, l’est), ainsi que le modèle de régression en 

choisissant 2

0 1 2( ) .m x b b x b x= + +  Puisque 2x  n’est corrélé ni avec x  ni avec 3x  selon ~ (0,1),x N  

nous savons que notre estimateur par les moindres carrés pour 2b  serait toujours valide pour 2  même 

dans le modèle de régression incorrectement précisé. Cela suffit pour assurer l’absence de biais 

asymptotique (quand )N →  de l’estimateur « doublement robuste » suivant pour ,Ny =  la moyenne 

de population finie,  

 
( )

( )

*

1 1

*

1 =1

ˆ ˆ( ( )) ( )
ˆ ,

N N

i i i i i ii i

N N

i i ii i

R w x y m x R m x

R w x R


= =

+

=

−
= +
 

 
 (5.2) 

où *R  indique l’échantillon auxiliaire (de x  seulement). Ou encore, de façon équivalente,  
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( ) ( )( )

( )( )
( )( )

( )

*

*

ˆCov , ˆCov ,
ˆ ,

EE

I I I I I I I I

N

I II I I

R w x y m x R m x
y

RR w x
+

−
− = +  (5.3) 

ce qui rend plus clair le fait que tout biais dans ̂+  est contrôlé par la covariance (ou la corrélation) 

comprenant ,R  puisque la covariance comprenant *R  est déjà miniaturisée par l’hypothèse selon laquelle 

l’échantillon auxiliaire est probabiliste (qui, par souci de simplicité, est supposé être un échantillon 

aléatoire simple). 

Dans le cas présent, ( )w x  représente toute fonction de pondération telle que ( )
3

E ,x w x
      où 

l’espérance est prise par rapport à ~ (0,1),x N  et 
2

0 1 2
ˆˆ ( ) ,m x b b x x= + +  où 2̂  est l’estimateur par les 

moindres carrés pour 2  à partir de l’échantillon biaisé, et où 0b  et 1b  peuvent être choisis arbitrairement. 

Parce que la covariance ou la corrélation de la population finie entre ( ) ( )I Ix w x  et k

Ix  est 
1 2( )pO N −

quand 1k =  et quand 3,k =  les parties ajustées de façon erronée pour   ou m  ne contribuent pas 

(asymptotiquement) à la cdd, puisqu’elles ne sont pas corrélées les unes avec les autres dans le modèle de 

la superpopulation, ce qui entraîne une robustesse supplémentaire dépassant la « double robustesse ». Bien 

entendu, cela ne signifie pas que nous pouvons ajuster de façon erronée un modèle arbitrairement et tout 

de même obtenir des estimateurs valides, mais cela implique qu’avoir un modèle correct au moins est une 

condition suffisante, mais pas nécessaire, pour que les estimateurs doublement robustes soient valides. 

Il est aussi intéressant de souligner que, dans la mise en forme du modèle de régression, nous n’avons 

pas nécessairement besoin d’invoquer une probabilité de procédé, par exemple un modèle de régression de 

la superpopulation, parce que la variable d’IPF fournit une régression de la population finie par 

l’application de la méthode des moindres carrés pour exécuter une régression de iy  sur , .i ix N  Cette 

régression qui s’autoajuste ne nous précise pas vraiment si la droite de régression ˆ ( )y m= x  qui en résulte 

est un bon ajustement de ( , )i iy x  ou non. Cependant, l’exemple ci-dessus indique que pour estimer la 

moyenne de population de ,y  l’absence d’ajustement peut ne pas avoir beaucoup d’importance, tant que 

le « résidu » ˆ ( )I I Iz y m= − x  a peu de corrélation avec ,I IW   en tant que deux fonctions de la variable 

d’IPF .I  En effet, comme nous l’avons vu à la section 3, nous pouvons envisager d’inclure ˆ
I  dans le 

modèle de régression ˆ ˆ( , ).I Im x  D’autres recherches devront examiner le degré d’efficacité générale de 

cette stratégie. 

 
6. Sous-échantillonnage de contrebalancement 
 

6.1 L’effet dévastateur du défaut des données sur la taille d’échantillon 

efficace 
 

L’étude de la qualité des données aboutit à une constatation importante qui en a surpris plus d’un, à 

savoir la petite taille de nos « mégadonnées » si l’on tient compte du défaut des données. Pour la prouver 

mathématiquement, nous pouvons établir un rapport d’égalité entre l’erreur quadratique moyenne (EQM) 
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de 
WG  dans l’équation (2.1) et l’EQM d’un estimateur d’échantillonnage aléatoire simple de taille eff .n  

Cela permet d’obtenir (voir le calcul dans l’article de Meng, 2018) :  

 eff 2 2

, ,

1 1
,

1 E[ ] 1

W W

W WR G R G

f f
n

f f 
 

− −
 (6.1) 

où W Wf n N=  et l’espérance E  est choisie par rapport à la distribution conditionnelle de R  étant donné 

.Wn  Il convient de mentionner que cette distribution (conditionnelle) peut comprendre les trois types de 

probabilité abordés à la section 1.2, car les variations dans R  peuvent provenir de sources multiples. À 

titre d’exemple, dans les sondages d’opinion typiques, il y a 1) une probabilité du plan dans l’indicateur 

d’échantillonnage, 2) une probabilité divine dans la formulation du mécanisme de la non-réponse et 3) une 

probabilité de procédé pour l’estimation du mécanisme et des poids. 

L’expression (6.1) est la version pondérée ou l’extension de l’expression fournie dans l’article de 

Meng (2018) comportant des poids égaux, ce qui révèle l’effet dévastateur d’une cdd apparemment 

minuscule. Supposons que notre échantillon représente 1 % de la population et qu’il est miné par une cdd 

de 0,5 %. Si nous appliquons (au moyen des poids égaux) Wf = 0,01 et 
,R G

 = 0,005 à l’expression (6.1), 

nous obtenons effn  404, quelle que soit la taille de l’échantillon .Rn  Dans le cas de l’élection 

présidentielle de 2020 aux États-Unis, 1 % de la population d’électeurs représente environ 1,55 million de 

personnes. La perte de la taille d’échantillon en raison d’une cdd de 0,5 % est ainsi d’environ 1 -

 (404/1 550 000) > 99,97 %. Ces pertes apparemment impossibles ont été relevées dans les études sur les 

élections (Meng, 2018) et les études sur la vaccination contre la COVID-19 (Bradley et coll., 2021). Une 

des conséquences les plus dévastatrices de ces pertes est le « paradoxe des mégadonnées » : plus la taille 

(apparente) des données est grande, plus nous nous leurrons parce que notre fausse confiance (au sens 

technique et littéral) augmente en fonction de la taille erronée des données, alors que la probabilité de 

couverture réelle des intervalles de confiance incorrectement construits devient extrêmement faible 

(Meng, 2018; Msaouel, 2022). 

Cette réalité a tout de même une conséquence positive : nous pouvons échanger la grande quantité de 

données contre des données de qualité et finir par obtenir des estimations statistiquement plus exactes. 

Bien sûr, pour réduire le biais, il nous faudra des renseignements le concernant. Si nous avons des 

renseignements fiables sur la valeur de la cdd, nous pouvons corriger directement le biais dans 

l’estimation de la moyenne de la population correspondant à la cdd, par exemple par une approche 

bayésienne semblable à celle adoptée par Isakov et Kuriwaki (2020) dans leur analyse par scénario. De 

plus, si nous avons suffisamment de renseignements pour construire des poids fiables, nous pouvons 

utiliser les poids pour corriger les biais de sélection comme nous le faisons habituellement. Néanmoins, 

même dans ces cas, il est parfois utile de créer une miniature représentative de la population à partir d’un 

échantillon biaisé à des fins générales. Cela peut, par exemple, éliminer l’anxiété de nombreux spécialistes 

et les erreurs qu’ils sont susceptibles de commettre parce qu’ils ne maîtrisent pas l’utilisation des poids. 

De fait, peu de gens savent vraiment traiter les poids, parce que « la pondération des enquêtes est une 

véritable pagaille! » (Gelman, 2007). 
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Cependant, en général, la création d’une miniature représentative à partir d’un échantillon biaisé est 

une tâche difficile, surtout parce que la cdd peut (et va) varier selon la variable d’intérêt. Néanmoins, tout 

comme la pondération est un outil populaire, malgré toutes ses imperfections, nous étudierons la 

miniaturisation représentative pour voir jusqu’où cette idée peut nous mener. L’exemple suivant nous 

servira donc seulement de piste de réflexion. Nous examinerons un scénario courant, mais difficile, dans 

lequel nous disposons de renseignements ou d’une compréhension raisonnables sur l’orientation du biais, 

c’est-à-dire le signe de la cdd, mais de renseignements plutôt vagues sur son ampleur. Un bon exemple est 

la non-représentativité des sondages électoraux parce que les électeurs ont tendance à ne pas vouloir 

divulguer leurs préférences quand ils prévoient voter pour un candidat impopulaire dans la société. Nous 

connaissons donc l’orientation du biais, mais peu de choses au sujet de son degré, à part quelques 

conjectures (par exemple une fourchette de 10 points de pourcentage). 

 

6.2 La création d’un sous-échantillon moins biaisé 
 

L’idée de base consiste à utiliser ces renseignements partiels au sujet du biais de sélection pour 

concevoir un plan de sous-échantillonnage biaisé afin de contrebalancer le biais de l’échantillon original, 

de sorte que les sous-échantillons qui en résultent aient une forte probabilité d’être moins biaisés que 

l’échantillon original de notre population cible. Autrement dit, nous créons un indicateur de sous-

échantillonnage IS  de façon à obtenir une probabilité élevée de réduction de la corrélation entre I IS R  et 

,IG  comparativement à la valeur originale de , ,R G  à un point tel qu’elle compensera la perte de la taille 

d’échantillon et réduira donc l’EQM de notre estimateur (par exemple la moyenne de l’échantillon). Nous 

parlons de probabilité élevée, dans un sens non technique, car en l’absence de renseignements complets 

sur le mécanisme de réponse ou d’enregistrement, nous ne pouvons jamais garantir qu’un sous-

échantillonnage de contrebalancement (SECB) soit toujours meilleur. Il reste qu’une exécution judicieuse 

peut réduire la probabilité de commettre de graves erreurs. 

À titre d’exemple, prenons le cas où y  est binaire. Soit 1 0 ,r r = −  où yr  est la propension de réponse 

ou de déclaration chez les personnes dont les réponses auront la valeur :y  Pr ( 1 ).y I I Ir R y y= = =  Si 

l’échantillon est représentatif, alors comme , ,R G    est miniaturisé, ce qui signifie qu’il est de l’ordre de 
1 2.N −  Cela se constate le plus clairement au moyen de l’identité facilement vérifiable (voir la formule 

[4.1] dans l’article de Meng, 2018) 

 ,

Cov ( , ) (1 )
= ,

(1 ) (1 )

I I I R R
R y

y R f f

p p p p


−
 =

− −
 (6.2) 

où Pr ( 1)I Ip y= =  et Pr ( 1),R I If R= =  qui est le taux d’échantillonnage original. Un ingrédient clé du 

SECB consiste à déterminer = ( 1 , 1)y I I I Is P S y y R= = =  pour 0,1,y =  c’est-à-dire, les probabilités de 

sous-échantillonnage des personnes qui ont déclaré 1y =  et 0,y =  respectivement. 

Pour déterminer les choix avantageux, supposons que Pr ( 1 1)S I I If S R= = =  est le taux de sous-

échantillonnage et que 1 1 0 0 .S s r s r = −  Ensuite, en appliquant l’équation (2.2) (au moyen de poids égaux) 
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et l’équation (6.2) à la moyenne de l’échantillon et à la moyenne du sous-échantillon, nous constatons que 

l’erreur de magnitude (réelle) du sous-échantillon est plus faible si, et seulement si  

 

2 2 2

2 .S S
S

S R R

f
f f f

      
       

   
 (6.3) 

Si l’on écrit 1 0r r r=  et 1 0 ,s s s=  le deuxième membre de l’expression (6.3) devient  

 

2
2

* * 1
(1 ) ,

1

rs
sp p

r

 −
 + −    

− 
 (6.4) 

où 
* Pr ( 1 1)I I Ip y R= = =  est observé dans l’échantillon original, ce qui devrait nous rappeler que *p  

peut être plutôt différent du p  que nous recherchons, en raison du mécanisme R  biaisé. 

Un choix immédiat pour satisfaire l’expression (6.4) consiste à établir 1,s r−=  ce qui bien sûr est 

généralement irréaliste, car si nous connaissons la valeur de ,r  le problème serait beaucoup plus simple. 

Pour étudier la marge de manœuvre dont nous disposons pour nous écarter de ce choix idéal, nous 

supposons 1r = −  pour ensuite montrer que l’expression (6.4) équivaut à  

  *( 1) [1 (1 ) ] ( 1) 2 0.s p s − + + − +   (6.5) 

Cela indique précisément les choix admissibles de s  sans correction excessive (dans l’ampleur du biais 

qui en résulte) : 

(i) Quand 1,r   c’est-à-dire 0,   nous pouvons prendre tout s  de sorte que  

 
*

*

[1 (1 ) ]
1;

1 (1 )

p
s

p




+− −
 

+ +
 (6.6) 

(ii) Quand 1,r   c’est-à-dire 0,   nous pouvons prendre tout s  de sorte que  

 
*

*

1 (1 )
1 .

[1 (1 ) ]

p
s

p



 +

− −
 

+ +
 (6.7) 

Cette paire de résultats confirme un certain nombre de nos intuitions, mais offrent également des 

quantifications moins évidentes. Étant donné que nous sous-échantillonnons pour compenser le biais de 

l’échantillon original, s  et r  doivent rester du côté opposé à 1, c’est-à-dire ( 1) ( 1) ( 1) 0,s r s − − = −   

comme on le voit dans les expressions (6.6) et (6.7). Pour éviter les corrections excessives, il faut certaines 

limites, mais il est également possible que le biais initial soit si mauvais qu’aucun schéma de sous-

échantillonnage ne puisse empirer les choses, ce qui se reflète dans la fonction de positivité [ ]x +  des deux 

expressions mentionnées ci-dessus. Toutefois, pour les limites comme pour les seuils d’activation des 

fonctions de positivité, les expressions ne sont pas si évidentes. Il n’est pas non plus évident que ces 

expressions dépendent indirectement de la variable inconnue p  par l’intermédiaire de la variable observée 
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*.p  Ainsi, seule la connaissance préalable de r  est requise pour la mise en œuvre ou l’évaluation du 

SECB. 

Cette observation donne à penser que nous pouvons mettre en œuvre un SECB avantageux quand nous 

pouvons emprunter des renseignements provenant d’autres enquêtes (ou études) dans lesquelles les 

comportements de réponse ou d’enregistrement sont de nature semblable. Par exemple, nous pourrions 

apprendre que pour une enquête antérieure semblable, r = 1,5 (par exemple les enquêtes pour lesquelles

1y =  avaient 6 % de chance d’être enregistrées et celles pour lesquelles 0y =  avaient seulement 4 % de 

chance). Compte tenu de l’incertitude de la similarité des deux enquêtes, nous pourrions sans hésitation 

poser (1,2; 1,8) comme fourchette plausible pour r  dans la présente étude. Si nous observons que *p =

0,6, cela signifie que le maximum, selon la fourchette r (1,2; 1,8), de la limite inférieure de la variable 

s  admissible, comme l’illustre l’expression (6.6), est 

 
[1 (1 0,6) ( 1)] [1,4 0,4 ] 1,4 0,4 1,2

= 0,7.
1 1,6( 1) 1,6 0,6 1,6 1,2 0,6

r r

r r

+ +− − − − − 
= 

+ − −  −
 (6.8) 

Par conséquent, tant que nous choisissons [0,7;1),s  il est peu probable que notre correction soit 

excessive. Le prix que nous payons pour cette robustesse est que le sous-échantillon qui en résulte n’est 

pas aussi bon qu’il pourrait l’être, par exemple quand la variable sous-jacente r  de la présente étude est 

effectivement 1,5 (en espérance). Quel que soit le choix de [0,7;1),s  il ne donnera pas la correction 

complète fournie par 1s r= = 0,67, c’est-à-dire que la moyenne du sous-échantillon aura toujours un 

biais positif, mais elle aura une EQM plus petite que la moyenne de l’échantillon d’origine. Il faut bien 

entendu soigneusement étudier la faisabilité et l’efficacité de ce type de SECB avant de pouvoir le 

recommander pour un usage général, en particulier au-delà d’un y  binaire. La littérature sur 

l’échantillonnage inverse (Hinkins, Oh et Scheuren, 1997; Rao, Scott et Benhin, 2003) est d’une grande 

pertinence pour de telles investigations, car elle vise également à produire des échantillons aléatoires 

simples par sous-échantillonnage, bien qu’avec une motivation différente (pour transformer des enquêtes 

complexes en enquêtes simples afin de faciliter l’analyse). 

 
7. L’échantillonnage probabiliste comme aspiration et non comme 

prescription 
 

Comme la définition de la cdd devrait l’indiquer explicitement, il n’est pas possible de l’estimer 

directement à partir de l’échantillon biaisé seulement. C’est la raison pour laquelle on pourrait 

naturellement se demander (et l’on devrait se demander) dans quelle mesure la cdd est utile. En fait, la 

réponse se révèle de plus en plus longue étant donné que la cdd est sans modèle et donc, elle constitue une 

mesure polyvalente de la qualité des données pour les échantillons probabilistes et les échantillons non 

probabilistes. Son utilité pour produire des renseignements théoriques est démontrée par son rôle dans la 

quantification du compromis entre la qualité et la quantité des données au moyen de la taille d’échantillon 
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efficace, comme on l’a vu dans la formule (6.1), par la compréhension des erreurs de simulation dans la 

méthode de quasi-Monte Carlo, comme l’a étudiée Hickernell (2016), et par l’anticipation du phénomène 

de « robustesse plus que double » présenté dans la section 5. Ses emplois méthodologiques sont illustrés 

dans les analyses de scénarios concernant l’élection présidentielle américaine de 2020 (Isakov et 

Kuriwaki, 2020) et dans les évaluations de la vaccination contre la COVID-19 (Bradley et coll., 2021). 

Ses effets pratiques se trouvent dans des études épidémiologiques (Dempsey, 2020), dans des ouvrages sur 

la physique des particules (Courtoy, Houston, Nadolsky, Xie, Yan et Yuan, 2022) et dans des sondages 

politiques (Bailey, 2023). 

Il n’est pas surprenant que, dans le cadre de ces applications pratiques, les spécialistes aient trouvé 

utiles la notion de cdd et la décomposition des erreurs sous-jacentes de l’équation (2.2) en raison des 

échantillons non probabilistes avec lesquels ils doivent composer, soit en raison de distorsions des 

échantillons probabilistes, par exemple celles causées par un mécanisme de non-réponse biaisé, ou en 

raison de biais de sélection, comme dans le cas des tests sélectifs de dépistage de la COVID-19. L’analyse 

du professeur Wu, ainsi que les nombreuses références indiquées dans son article et dans la présente 

étude, devrait clairement montrer que les échantillons non probabilistes sont presque certainement partout. 

Je n’ai pas recours à cette expression fortement probabiliste seulement pour sa valeur humoristique. 

Lorsque nous considérons le nombre inexplicable de valeurs possibles pour la moyenne de la cdd, la 

probabilité (peu importe la façon dont nous la construisons pour saisir le Far West des processus de 

collecte de données) qu’elle soit précisément de zéro doit être nulle. Cette moyenne nulle est une 

condition nécessaire pour que l’échantillon soit un échantillon probabiliste, car un échantillon probabiliste 

laisse entendre que la cdd soit de l’ordre 1 2N −  (Meng, 2018), ce qui est impossible quand sa moyenne 

n’est pas nulle (asymptotiquement). Cette observation nous donne à penser que nous devrions nous 

éloigner de la tradition consistant à traiter l’échantillonnage probabiliste comme une pièce maîtresse, puis 

à essayer de modéliser le monde beaucoup plus vaste des échantillons non probabilistes comme des 

« déviations » de celui-ci. Nous devrions plutôt commencer par étudier les échantillons à l’aide de 

mécanismes de collecte généraux et d’outils ou de concepts comme la cdd, puis nous devrions traiter les 

échantillons probabilistes (de plan) comme un cas idéal très particulier, qui doit toujours rester une 

aspiration, mais jamais la seule prescription à respecter. 
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avec des échantillons d’enquête non probabiliste » 

Zhonglei Wang et Jae Kwang Kim1 

Résumé 

L’inférence statistique avec des échantillons d’enquête non probabilistes est un problème complexe bien 

connu en statistique. Dans la présente analyse, nous proposons deux nouvelles méthodes non paramétriques 

d’estimation des scores de propension pour pondérer les échantillons non probabilistes, à savoir la projection 

d’information et le calage uniforme dans un espace de Hilbert à noyau reproduisant. 
 

Mots-clés : Projection d’information; calage uniforme des fonctions; intégration des données. 

 

 

1. Introduction 
 

Nous tenons à féliciter M. Changbao Wu pour son travail exceptionnel dans le domaine de 

l’échantillonnage non probabiliste. Bien que l’échantillonnage probabiliste ait servi d’outil de référence 

pour l’inférence de population finie au cours des dernières décennies, les faibles taux de réponse et les 

coûts élevés qui y sont associés ont récemment terni sa réputation. En revanche, l’échantillonnage non 

probabiliste gagne en popularité en raison de sa faisabilité et de son faible coût (Couper, 2000; Kaplowitz, 

Hadlock et Levine, 2004). Plus important encore, comparativement à l’échantillonnage probabiliste, 

l’échantillonnage non probabiliste, tel qu’utilisé dans les enquêtes en ligne, permet de recueillir plus 

rapidement les renseignements les plus récents. Cependant, comme le mécanisme de sélection des 

échantillons est inconnu dans le cas de l’échantillonnage non probabiliste, le fait de ne pas corriger le biais 

de sélection lors de l’analyse d’un échantillon non probabiliste peut entraîner une inefficacité, voire une 

inférence erronée. Par conséquent, la correction du biais de sélection dans les échantillons non 

probabilistes est une question fondamentale pour les chercheurs dans le domaine de l’échantillonnage 

d’enquête. Nous aborderons dans cette analyse les travaux les plus rigoureux s’étant penchés sur ce sujet. 

L’article de recherche de Wu, en particulier, comprend un examen approfondi des techniques fondées 

sur les scores de propension. Ces techniques comportent cependant des inconvénients. Tout d’abord, 

même pour un modèle de score de propension correctement spécifié, l’estimateur de pondération de 

probabilité inverse peut être inefficace lorsque les scores de propension estimés sont faibles. Une solution 

de rechange est la poststratification, comme il est indiqué à la section 5 de l’article de Wu, bien qu’il n’y 

ait pas de directives claires sur la façon de choisir .K  De plus, dans la pratique, il est difficile de spécifier 

correctement un modèle de score de propension. Même si l’estimation doublement robuste peut aider à 

corriger un modèle de score de propension erroné, l’estimateur final pose problème lorsque le modèle de 

score de propension et le modèle de régression sont inexacts (Kang et Schafer, 2007). 
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Pour corriger les erreurs de spécification du modèle de score de propension, Wu mentionne plusieurs 

méthodes non paramétriques, y compris une méthode des noyaux et une méthode à arborescence. Dans le 

cadre de la présente analyse, nous aimerions approfondir ces notions et présenter deux autres méthodes 

pour enrichir l’étude. La première est fondée sur un modèle de ratio de densité faisant appel à la projection 

d’information (Csiszár et Shields, 2004), et la deuxième est fondée sur le calage uniforme de fonctions 

dans un espace de Hilbert à noyau reproduisant. Comme l’explique Wahba (1990), au chapitre de 

l’approximation, les espaces de Hilbert à noyau reproduisant sont des espaces de fonctions très souples. 

Plutôt que d’estimer les scores de propension, on tente d’estimer les poids de sondage  1( ) :A

i Ai S −   de 

sorte à éviter le risque d’inefficacité associé aux faibles scores de propension estimés. 

AS  et BS  indiquent les ensembles d’indices de l’échantillon non probabiliste et de l’échantillon 

probabiliste de référence, respectivement, et An  et ,Bn  les tailles d’échantillon correspondantes. Soit 

 ( , ) :i i Ay i Sx  et  ( , ) : ,B

i i Bd i Sx  que l’on suppose être disponibles, où iy  et ix  sont la variable 

étudiée et le vecteur auxiliaire pour la ei  unité et B

id  est le poids de sondage pour .Bi S  

La présente analyse est organisée comme suit. Dans la section 2, nous présentons la méthode fondée 

sur la projection d’information. Dans la section 3, nous définissons la notion de base qu’est le calage 

uniforme. Enfin, dans la section 4, nous présentons quelques conclusions. 

 
2. Méthode fondée sur la projection d’information 
 

Supposons que nous souhaitons estimer le paramètre 0θ  défini par  ( ; , ) = 0,NE U Yθ X  où ( )NE   est 

la valeur attendue par rapport à la distribution empirique de la population   1Pr ( , ) ( , )i iY y N −= =X x  pour 

1, ,i N=  et 0 autrement, et ( ); ,U yθ x  est une fonction d’estimation donnée. Par exemple, 

( ); ,U y y = −x  correspond à 1

=1

N

y ii
N y −=   dans l’article. Nous souhaitons obtenir un estimateur de 

1( ) ,A

i
−  ( )Pr 1 ,A

i i i iR y = = x  et 1iR =  si Ai S  et 0 autrement. 

Pour estimer  1( ) : ,A

i Ai S −   nous pouvons utiliser la relation dans la fonction du ratio de densité. 

Tout d’abord, nous considérons un modèle de superpopulation  et supposons que 0 ( , )f yx  et 1 ( , )f yx  

sont les fonctions de densité de ( , ),yx  si 0R =  et 1,R =  respectivement. Ainsi, nous définissons la 

fonction du ratio de densité comme suit :  

 0

1

( , )
( , ) ,

( , )

f y
r y

f y
=

x
x

x
  

D’après la formule de Bayes, nous avons :  

 1 Pr ( 0)
( ) 1 ( , ).

Pr ( 1)

A i
i i i

i

R
r y

R
 − =

= +
=

x  (2.1) 

Ainsi, il existe un rapport d’un à un entre 1( )A

i
−  et ( , ).i ir yx  
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Dans l’hypothèse A1, nous pouvons montrer que ( , ) ( ).r y r=x x  Dans cette section, nous posons 

l’hypothèse plus générale de l’existence de T

1( ) ( ( ), , ( )) ,Lb b=b x x x  de sorte que  

 ( ).R Y⊥ b x  (2.2) 

Rosenbaum et Rubin (1983) ont défini ( )b x  dans l’équation (2.2) comme un score d’équilibrage. 

Pour estimer la fonction du ratio de densité ( ),r x  nous minimisons la divergence de Kullback-Leibler 

 0 0 1 0( ) = log( ) dQ f f f f   (2.3) 

relativement à 0f  soumis à une certaine contrainte, où 0f  et 1f  sont absolument continus par rapport à 

une mesure  -finie .  Pour ce qui est de la contrainte, nous pouvons utiliser la suivante :  

  1 0Pr( 1) ( ) ( ) (d ) Pr ( 0) ( ) ( ) (d ) = ( ) ,i iR f R f E = + = b x x x b x x x b X  (2.4) 

où ( )E   est la valeur attendue en ce qui concerne le modèle de superpopulation .  Cela signifie qu’à 

partir de 1 ( ),f x  nous pouvons trouver 0 ( )f x  pour minimiser (2.3) à l’aide d’une contrainte de calage par 

rapport à ( ).b x  

Selon le lemme 3.1 de Wang et Kim (2021), la fonction de densité conditionnelle optimisée satisfait à  

 
 

 

T

T

1*

0 1

1 1

exp ( )
( ) ( ) ,

exp ( )
f f

E
=

 
 

λ b x
x x

λ b x
 (2.5) 

où 1λ  est choisi pour satisfaire à la contrainte (2.4). Il convient de souligner que la solution (2.5) est 

équivalente à  

   T

0 1log ( ; ) ( )r = +x λ λ b x  (2.6) 

pour la fonction du ratio de densité ( ),r x  où T T

0 1= ( , ) ,λ λ  et 0  est une constante de normalisation 

satisfaisant à 1( ; ) ( ) (d ) 1.r f  = x λ x x  Par conséquent, la projection d’information permet de trouver le 

meilleur modèle pour la fonction du score de propension. 

Une fois que nous avons déterminé le modèle, comme en (2.6), nous devons en estimer les paramètres. 

En raison des contraintes de moment en (2.4), l’équation d’estimation de la version d’échantillon pour λ  

est l’équation de calage obtenue par  

    T

0 1

=1

1 1
1, ( ) 1 exp ( ) = 1, ( ) .

B

N
BA A

i i i i i

i i SA

n n
R d

N n N




  −
+ +   

   
 b x λ b x b x  (2.7) 

Ici, comme  ( )E b X  est inconnu, nous utilisons 1 ( )
B

B

i ii S
N d−

 b x  pour l’estimer. Une fois 

l’estimation des paramètres λ̂  obtenue, nous pouvons construire  

  T

0 1

1 ˆ ˆˆ = 1 exp ( )A
i i

A

n

n
 

−
+ + λ b x   
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comme poids de score de propension finaux. On peut estimer le paramètre d’intérêt en résolvant 
1 ˆ ( ; , ) = 0

A
i i ii S

N U y−

 θ x  pour .θ  

Wang et Kim (2021) ont élaboré ce cadre dans un contexte d’échantillonnage non probabiliste où ix  

est disponible pour l’ensemble de la population finie. Il est possible d’établir la convergence et la 

normalité asymptotique en posant l’hypothèse selon laquelle  ( ; , )E U Yθ x x  se trouve dans l’espace 

linéaire généré par  1 ( ), , ( ) .Lb bx x  Au lieu de supposer la disponibilité de  : 1, , ,i i N=x  comme 

dans Wang et Kim (2021), on utilise uniquement un échantillon probabiliste de référence 

 ( , ) : .B

i i Bd i Sx  Si l’échantillon probabiliste BS  est un recensement, alors la méthode ci-dessus 

équivaut à celle considérée par Wang et Kim (2021), à l’exception près que nous considérons un 

paramètre de population finie 0 .θ  Dans la section 11.2 de leur ouvrage, Kim et Shao (2021) appliquent la 

méthode fondée sur la projection d’information, qu’ils appellent la méthode d’entropie maximale, au 

problème d’intégration des données. Dans l’étude par simulations présentée à l’exemple 11.1 de 

l’ouvrage, la méthode fondée sur la projection d’information proposée génère de meilleurs résultats que 

les méthodes de Chen, Li et Wu (2020) et d’Elliott et Valliant (2017). 

 
3. Méthode fondée sur le calage uniforme 
 

Le calage est couramment utilisé pour améliorer la représentativité d’un échantillon non probabiliste, 

mais les méthodes existantes, y compris la méthode fondée sur la projection d’information mentionnée à 

la section 2, sont fondées sur le calage d’un ensemble de fonctions prédéfinies. Cependant, en pratique, il 

est difficile de préciser correctement ces fonctions aux fins du calage. Dans la présente section, nous 

proposons un cadre général pour le calage uniforme des fonctions dans un espace de Hilbert à noyau 

reproduisant. Au lieu de considérer une forme paramétrique pour ( )E Y x  dans l’équation (3.1), nous 

supposons seulement que ( ) ( ),i i iE y m =x x  où ( )m x  est une fonction lisse satisfaisant à certaines 

conditions. 

Nous considérons tout de même (2.1) selon l’hypothèse A1. Au lieu de supposer un ensemble de 

fonctions prédéfinies ( ),b x  nous proposons d’estimer  :i Ar i S  au moyen de l’optimisation suivante :  

 

2

1 22 2
0

2 2

( , )
ˆ argmin ( ) ,sup H

A
u H

uS u
Q

u u
 

 

   
 = − + 
    

γ

γ
γ γ  (3.1) 

où ( )1= , , ,Nr rγ  = 0ir  pour ,Ai S  0γ  est équivalent à 0ir   pour 1, , ,i N=  H  est un espace de 

Hilbert à noyau reproduisant,  

 ( )

2
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H
u  est la norme associée à l’espace de Hilbert à noyau 

reproduisant, ( )AQ γ  est une pénalité générale imposée à γ  pour éviter un surajustement, et 1  et 2  sont 
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deux paramètres de réglage. Voir Wahba (1990) pour une introduction détaillée à l’espace de Hilbert à 

noyau reproduisant. 

L’intuition relative à l’optimisation (3.1) y est brièvement abordée. Premièrement, si ir  se rapproche 

suffisamment du ratio de densité réel ( ),ir x  le biais du premier segment dans l’équation (3.1) est 

négligeable pour l’estimation de 1

=1
( )

N

ii
N u−  x  pour .u H  De plus, 1 ( )

B

B

i ii S
N d u−

 x  est sans biais 

par rapport au plan. Ainsi, ( , )S uγ  équilibre deux estimateurs pour 1

=1
( ),

N

ii
N u−  x  et il est faible si ir  

équivaut approximativement à ( )ir x  pour .Ai S  Cependant, ( , )S uγ  n’est pas invariant par rapport à 

l’échelle, et nous avons 2( , ) ( , )S cu c S u=γ γ  pour cℝ. Par conséquent, nous utilisons 
2

2
u  pour en 

assurer l’invariabilité par rapport à l’échelle. Le segment 
2

1 H
u  est utilisé pour pénaliser le lissage de la 

fonction u  pour .u H  En ce qui concerne ( ),AQ γ  nous avons différentes options. Par exemple, nous 

pouvons pénaliser les valeurs extrêmes pour les poids de sondage au moyen de l’équation

 
2

1( ) 1 ( 1) .
A

A A ii S
Q Nn r−


= + −γ  Par ailleurs, Wong et Chan (2018) ont étudié un problème semblable 

en supposant la disponibilité de { : 1, , }.i i N=x  L’optimisation (3.1) peut être considérée comme un 

problème « min-max », et si ,m H  les ratios de densité estimés  ˆ :i Ar i S  peuvent conduire à un 

estimateur raisonnablement bon 

 1ˆ ˆ1 1 .
A

uc i i

i S A

N
N r y

n
 −



   
= + −  

   
  (3.3) 

Le calage uniforme est une nouvelle méthode d’échantillonnage non probabiliste, qui comporte 

certaines difficultés techniques en ce qui a trait à (3.1). Par exemple, la façon d’intégrer les propriétés de 

plan de BS  lors de l’établissement des propriétés théoriques de (3.3) n’a pas été étudiée de façon 

approfondie. Nous venons d’ailleurs de terminer un document de travail sur ce sujet (Wang, Mao et Kim, 

2022). La méthode fondée sur le noyau est vorace en calcul, surtout lorsque la taille des échantillons est 

grande. Il pourrait être intéressant de proposer un algorithme plus efficace sur le plan du calcul pour 

résoudre le problème de calage uniforme. Considérer d’autres espaces fonctionnels, comme celui couvert 

par les B-splines, pourrait être une solution. De plus, il serait intéressant d’étudier la façon d’intégrer plus 

d’un échantillon probabiliste de référence et de formuler un problème de calage uniforme lorsqu’en 

présence de différentes covariables dans différents échantillons probabilistes de référence. 

 
4. Conclusions 
 

La pondération du score de propension est un important outil pour corriger le biais de sélection dans le 

contexte de l’échantillonnage non probabiliste. M. Changbao Wu a grandement contribué à l’avancement 

de la recherche sur ce sujet important. En plus des deux nouvelles méthodes proposées, l’approche de la 

vraisemblance empirique de Qin, Leung et Shao (2002) pourrait être un outil de pondération du score de 

propension utile. En particulier, la méthode de pondération fondée sur la vraisemblance empirique est 

applicable même dans le cadre d’un échantillonnage informatif. Cette approche sera étudiée plus 

amplement dans d’autres travaux. 
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Réponse de l’auteur aux commentaires sur l’article 

« Inférence statistique avec des échantillons d’enquête non 

probabiliste » 

Changbao Wu1 

Résumé 

La présente réponse contient des remarques supplémentaires sur certaines questions soulevées par les 

participants à la discussion. 
 

Mots-clés : Corrélation due à un défaut des données; double robustesse; pondération de probabilité inverse; hypothèses 

de modèle; prédiction fondée sur un modèle; échantillon de validation. 

 

 

Permettez-moi tout d’abord de remercier le rédacteur en chef de Techniques d’enquête, Jean-

François Beaumont, d’avoir organisé les discussions et d’avoir rassemblé un flamboyant ensemble 

d’intervenants. Chaque participant à la discussion s’est penché sur la question des échantillons d’enquête 

non probabilistes et de façon plus générale, sur les sujets de l’intégration des données et de la combinaison 

de données provenant de sources multiples, avec des points de vue uniques. Ces discussions stimulantes 

contribuent, selon moi, de façon importante au traitement des échantillons non probabilistes et d’autres 

types d’échantillons présentant un biais de sélection. Dans les lignes qui suivent, je ferai quelques 

observations supplémentaires sur certaines questions soulevées par les participants à la discussion. 

 

Michael A. Bailey 
 

Michael A. Bailey s’est concentré sur les limites des méthodes d’estimation que j’ai présentées dans le 

cadre des hypothèses A1 à A4, et il a appelé à poursuivre le développement en cas de violation de ces 

hypothèses ainsi que de l’hypothèse dite « de données manquantes au hasard » A1 en particulier. Bailey 

s’est servi de l’exemple du sondage non probabiliste pour soutenir que « la non-réponse dépend (peut en 

effet dépendre) de la variable étudiée » et que le danger de violation de l’hypothèse A1 est réel. 

Bien que les critiques sur les limites des méthodes examinées dans mon article soient justes et 

honnêtes, les énoncés « (Wu) pêche dans un coin très précis de l’étang » et il « s’éloigne des modèles de 

données manquantes non au hasard » semblent montrer une sous-appréciation marquée de l’importance de 

l’élaboration de méthodes selon les hypothèses types A1 à A4, employées par plusieurs auteurs sur des 

échantillons d’enquête non probabilistes. Premièrement, l’hypothèse A1 porte sur le mécanisme de 

participation (ou d’inclusion ou de sélection) pour des échantillons non probabilistes, ce qui n’est pas la 

même chose que la « non-réponse ». Ces hypothèses peuvent se justifier dans de nombreux scénarios, 

surtout pour les enquêtes reposant sur des panels Web ou téléphoniques, dans lesquels la participation 

initiale dépend fortement de certaines variables démographiques. Deuxièmement, le comportement de 
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participation aux enquêtes non probabilistes peut être influencé par des facteurs de confusion, tels que 

certaines variables de l’étude pendant la collecte des données, comme ce que nous constatons dans les 

enquêtes probabilistes sur la non-réponse, ce qui correspond à la façon dont la littérature actuelle sur les 

enquêtes non probabilistes a évolué dans le traitement de ces questions. Troisièmement, toute avancée 

méthodologique dans le traitement des « modèles dits de données manquantes non au hasard » pour les 

enquêtes non probabilistes nécessiterait les fondements et la compréhension approfondie établis selon les 

hypothèses A1 à A4. 

Michael A. Bailey a par ailleurs affirmé que « bien que les violations de l’hypothèse des données 

manquantes au hasard constituent un problème dans l’échantillonnage probabiliste (découlant de la non-

réponse chez les personnes avec lesquelles on a communiqué au hasard), les violations de l’hypothèse des 

données manquantes au hasard sont plus graves dans un monde non probabiliste ». Je suis tout à fait 

d’accord avec cette analyse. De fait, les violations de l’hypothèse de positivité A2 sont aussi graves que 

les violations de l’« hypothèse de données manquantes au hasard » A1, et les deux sont interreliées. Les 

violations de l’hypothèse A2 impliquent que ( , ) 0A

i A i iP i S y =  =x  pour certaines unités de la 

population cible, ce qui entraîne un problème de sous-dénombrement qui est aussi connu que la non-

réponse. S’il y a violation d’A2, mais qu’A1 se vérifie, on croit souvent que les estimateurs de prédiction 

fondés sur un modèle peuvent atténuer les biais dus au sous-dénombrement. Dans l’hypothèse A1, la 

variable de l’indicateur d’inclusion de l’échantillon R  et la variable étudiée y  sont conditionnellement 

indépendantes étant donné ,x  ce qui signifie que : 

 ( , 1) ( ).i i i i iE y R E y= =x x  (1) 

Il s’ensuit qu’un modèle de prédiction valide y x  peut être construit au moyen des données observées 

{( , ), }
Ai iy i Sx  (c’est-à-dire des unités avec 1).iR =  Malheureusement, l’équation (1) exige 

implicitement ( 1 ) 0,i iP R = x  et les estimateurs fondés sur des prédictions ne sont pas à l’abri des biais 

potentiels dus au sous-dénombrement. L’appel de Michael A. Bailey en faveur d’un « cadre qui englobe la 

possibilité de violations de l’hypothèse de données manquantes au hasard » est conforme à certains 

travaux recherche actuels sur le traitement du sous-dénombrement et des mécanismes de participation 

« non ignorables » pour les échantillons d’enquête non probabilistes. Voir notamment Chen, Li et Wu 

(2023), Cho, Kim et Qiu (2022) et Yuan, Li et Wu (2022). En bref, pour obtenir des inférences statistiques 

valides à partir de ces scénarios, il faut des données externes, comme un échantillon de validation, ou des 

hypothèses supplémentaires, comme l’existence de variables instrumentales. 

Je suis exactement sur la même longueur d’onde que Michael A. Bailey à propos de l’étiquette 

« manquant au hasard », puisque le terme pourrait être confondu avec « manquant aléatoirement » (Wu et 

Thompson, 2020, page 195). Le terme « ignorable » est également un mauvais choix de terminologie pour 

les données manquantes et la littérature sur l’inférence causale, car l’analyste des données ne peut 

certainement pas les ignorer (Rivers, 2007). J’utilise le terme courant « scores de propension » pour les 

échantillons non probabilistes, tandis que plusieurs autres auteurs lui préfèrent « probabilités de 

participation », y compris Beaumont (2020) et Rao (2021). 
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Michael R. Elliott 
 

Michael R. Elliott a traité de plusieurs questions en utilisant des documents supplémentaires et une 

liste de références plus longue. Il s’agit d’ajouts importants au sujet actuel, en particulier les examens 

« d’autres approches pour combiner les données tirées d’enquêtes probabilistes et celles d’enquêtes non 

probabilistes » et l’analyse de sensibilité sur des « hypothèses non vérifiables ». 

Les discussions d’Elliott concernant les distinctions entre les paramètres descriptifs et les paramètres 

analytiques ainsi que la pondération par rapport à la modélisation ont soulevé la question délicate de 

l’efficacité des estimateurs de pondération par l’inverse de la propension (PIP) dans la pratique. On sait, 

pour les échantillons d’enquête probabiliste, que l’estimateur de Horvitz-Thompson pondéré par la 

probabilité inverse du total de population yT  est extrêmement inefficace (en termes de grande variance) 

quand les probabilités de sélection de l’échantillon i  sont inégales, mais ont une très faible corrélation 

avec la variable étudiée ,y  bien que l’estimateur demeure sans biais dans de tels scénarios. L’exemple de 

l’éléphant de Basu (Basu, 1971) montrait un « cas convaincant » dans lequel l’estimateur de Horvitz-

Thompson pondéré par la probabilité inverse et sans biais a échoué lamentablement, ce qui a entraîné le 

congédiement du statisticien du cirque. Les discussions sur la pondération par rapport à la modélisation, 

c’est-à-dire les estimateurs pondérés par la probabilité inverse comparativement aux estimateurs de la 

prédiction fondés sur un modèle pour les paramètres descriptifs de la population, sont très pertinentes pour 

les développements théoriques et les applications pratiques. En tant que statisticiens, notre travail de 

traitement des échantillons d’enquête non probabilistes pourrait être très incertain si nous n’élaborons pas 

des lignes directrices et des outils de diagnostic solides nous permettant de choisir des méthodes adéquates 

selon l’ensemble de données à notre disposition et les problèmes d’inférence. 

Michael R. Elliott fait écho à mon appel à réaliser quelques enquêtes probabilistes à grande échelle 

comportant une information riche sur les variables auxiliaires en affirmant « qu’il est de plus en plus 

essentiel de mettre en place des enquêtes probabilistes structurées et idéalement financées par le 

gouvernement pour les collectes de données courantes ». Ses commentaires à propos des nouveaux 

domaines de recherche sur les questions de protection de la vie privée et de confidentialité en raison du 

besoin de microdonnées dans le contexte de l’analyse d’échantillons d’enquêtes non probabilistes 

constituent un appel visionnaire, qui mérite une plus grande attention de la part du milieu de la recherche. 

 
Zhonglei Wang et Jae Kwang Kim 
 

Zhonglei Wang et Jae Kwang Kim présentent deux nouvelles approches de l’estimation fondée sur le 

score de propension : l’une utilise ce qu’on appelle la projection de renseignements au moyen d’un 

modèle de ratio de densité et l’autre emploie le calage uniforme de fonctions dans un espace de Hilbert à 

noyau reproduisant (RKHS, de l’appellation anglaise Reproducing Kernel Hilbert Space). Ces méthodes 

sont de nouvelles aventures dans notre domaine, et Kim et ses collaborateurs ont l’expérience et la 

puissance analytique nécessaires pour faire avancer la recherche dans ce sens. 
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Le point de départ des deux approches est l’équation suivante, qui relie les scores de propension aux 

ratios de densité : 

 0

1

( 0) ( , )1
1 .

( 1 , ) ( 1) ( , )

i i i

i i i i i i

P R f y

P R y P R f y

=
= +

= =

x

x x
  

Les scores de propension ( 1 , )A

i i i iP R y = = x  nécessitent seulement le modèle sur 1iR =  étant donné 

ix  et .iy  Toutefois, la justification de l’équation donnée ci-dessus exige un cadre de randomisation 

conjoint comprenant à la fois le modèle q  pour les scores de propension et le modèle de superpopulation

  sur ( , ).yx  Du point de vue de la cohérence concernant l’estimateur final de la moyenne de population 

finie de ,y  le cadre conjoint impose très peu de restrictions si les ratios de densité sont modélisés de façon 

non paramétrique. Cette méthode a une incidence considérable sur la variance et l’estimation de la 

variance. La variance d’un estimateur dans un cadre de randomisation conjoint comporte plus d’une 

composante, et l’estimation de la variance entraîne d’autres complications en cas de procédures non 

paramétriques. Les comparaisons d’efficacité entre les méthodes proposées et certaines des méthodes 

existantes doivent être effectuées dans des configurations appropriées. J’ai hâte de suivre les progrès à 

venir à partir des méthodes qui ont été avancées. 

 
Sharon L. Lohr 
 

La discussion approfondie de Sharon L. Lohr sur les outils de diagnostic aux fins d’évaluation des 

hypothèses du modèle est très précieuse pour le sujet qui nous intéresse. Ses analyses des idées et des 

méthodes existantes et les adaptations au contexte actuel mettent en évidence les questions apparemment 

différentes, mais profondément liées, auxquelles font face les échantillons d’enquête probabilistes et non 

probabilistes. L’une de ces questions est le problème du sous-dénombrement (c’est-à-dire les violations de 

l’hypothèse A2) et la conjugaison des hypothèses A1 et A2. Sharon L. Lohr était à juste titre préoccupée 

par les estimateurs fondés sur les prédictions dans lesquels le modèle de prédiction de y  étant donné x  

est construit à partir de l’échantillon non probabiliste 
A

S  et l’estimateur d’imputation de masse est calculé 

au moyen du x  observé dans l’échantillon probabiliste de référence, un scénario dans lequel chacune des 

deux hypothèses A1 et A2 n’est pas autonome. Le problème de sous-dénombrement est un exemple où 

« les procédures de l’ère spatiale ne sauveront pas les données de l’âge de pierre ». Sharon L. Lohr a 

préconisé de « prendre un petit échantillon probabiliste pour analyser les hypothèses », ce qui est 

nécessaire en théorie puisqu’il faut des échantillons de validation pour des méthodes rigoureusement 

défendables dans certains scénarios. Cependant, l’élaboration de stratégies de compromis avec les sources 

de données disponibles, bien qu’il s’agisse d’une approche plus attrayante, est plus difficile à mettre en 

pratique. 

L’observation de Sharon L. Lohr selon laquelle « les échantillons non probabilistes peuvent améliorer 

l’équité des données » est importante, car l’inclusion d’unités de groupes susceptibles d’être invisibles 

dans les échantillons probabilistes peut être favorisée relativement facilement pour les échantillons non 
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probabilistes. Elle observe par ailleurs que « les groupes historiquement défavorisés pourraient être 

sous-représentés dans toutes les sources de données, y compris dans les échantillons non probabilistes ». 

Aborder la question de l’équité des données en présence d’échantillons d’enquête non probabiliste 

présente à la fois des possibilités et des défis. 

Il est difficile de répondre à la question de Sharon L. Lohr « quand faut-il utiliser des échantillons non 

probabilistes ? ». Cette même question peut être posée à propos de toute méthode statistique. Il semblerait 

que nous ne remettions pas toujours en question la validité des méthodes et l’utilité des résultats dans de 

nombreux autres scénarios, car nous sommes convaincus que les hypothèses requises semblent 

raisonnables. Pour les échantillons non probabilistes, nous nous retrouvons dans une situation de 

vulnérabilité plus importante en ce qui a trait aux hypothèses, et les évaluations et les diagnostics de ces 

hypothèses sont plus difficiles que les cas présentant des expériences contrôlées ou des données plus 

structurées. De ce point de vue, l’analyse approfondie de Sharon L. Lohr sur l’évaluation des hypothèses 

doit être lue avec attention et reconnaissance. Dans la pratique, un examen scrupuleux de « l’étape 

d’élaboration du plan » est crucial pour renforcer la confiance à l’égard des hypothèses, si cette étape peut 

être conçue avant la collecte des données sur des variables qui pourraient être liées au comportement de 

participation et que l’on inclut ces variables dans l’échantillon en étudiant davantage les sources de 

données existantes contenant ces variables. 

 
Xiao-Li Meng 
 

L’exposé de Xiao-Li Meng, intitulé « La miniaturisation de la corrélation due à un défaut des données : 

une stratégie polyvalente de traitement des échantillons non probabilistes »), devrait être un document de 

travail autonome. Xiao-Li Meng a passé en revue un certain nombre de problèmes dans l’estimation d’une 

moyenne de population finie en cas d’échantillon non probabiliste, et a examiné des stratégies et des 

orientations permettant de construire un estimateur approximativement sans biais au moyen d’un concept 

central dit de corrélation due à un défaut des données (cdd). Ses éléments de discussion fascinants invitent 

à la réflexion et ils susciteront certainement davantage de discussions et de projets de recherche sur les 

implications de la cdd. J’aimerais saisir l’occasion pour commenter brièvement la relation de la cdd avec 

trois concepts de base de l’échantillonnage probabiliste, soit la stratégie d’échantillonnage, le sous-

dénombrement et l’estimation assistée par modèle. Il ne s’agit pas de nostalgie du bon vieux temps où 

l’échantillonnage probabiliste était la norme par excellence, mais plutôt d’une appréciation de l’évolution 

de la recherche sur l’échantillonnage d’enquête et de l’utilité potentielle de la cdd dans le traitement des 

échantillons d’enquête non probabilistes. 

Le terme stratégie d’échantillonnage désigne la paire constituée par le plan de sondage et la méthode 

d’estimation (Thompson, 1997, section 2.4; Rao, 2005, section 3.1). Ces deux composantes qui vont de 

pair constituent la colonne vertébrale de la théorie classique de l’échantillonnage probabiliste. Aux fins 

d’estimation du total de population yT  de la variable étudiée y  au moyen d’un échantillon probabiliste S  

avec les probabilités d’inclusion de premier ordre ,i  l’estimateur de Horvitz-Thompson 
HT

ˆ
y i ii S

T d y


=  
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avec le poids 1

i id  −=  est l’estimateur sans biais unique au sein d’une classe d’estimateurs linéaires (Wu 

et Thompson, 2020). L’argument théorique du résultat est simple en raison des probabilités d’inclusion 

connues i  selon le plan d’échantillonnage donné. Si l’on utilise la notation de Meng, la cdd comprend 

trois variables, à savoir la variable étudiée ,G  la variable de poids ,W  l’indicateur d’inclusion de 

l’échantillon ,R  et elle est définie comme le coefficient de corrélation de la population finie entre 

R RW=  et .G  La cdd pose implicitement R  et W  comme une paire inséparable pour toute stratégie 

d’inférence, R  correspondant au « plan » inconnu et W  à la « méthode d’estimation ». En ayant recours 

au « plan » inconnu caractérisé par les « probabilités divines » inconnues I  pour l’échantillon non 

probabiliste, Meng a montré par son équation (3.3), que 1

I IW  −  est essentiellement une condition 

requise pour une estimation sans biais de G  si rien n’est supposé sur le modèle de régression des résultats. 

Le résultat permet de justifier l’utilisation de l’estimateur de pondération par l’inverse de la propension 

(PIP) pour les échantillons non probabilistes comme seul choix raisonnable s’il n’y a pas de modèle de 

superpopulation de la variable étudiée. 

Le problème du sous-dénombrement a été largement traité dans la littérature portant sur 

l’échantillonnage probabiliste. Pour les échantillons non probabilistes, la question est étroitement liée à la 

violation de l’hypothèse de positivité A2, abordée dans la section 7.2 de mon article et mes commentaires 

sur les discussions de Bailey, Elliott et Lohr. Des précisions supplémentaires sont données dans Chen 

et coll. (2023). Soit 0 1,U U U=   où 1U  est la sous-population non couverte avec ( 1 , )A

i i i iP R y = = =x  

0.  Soit 0 1,N N N= +  où 0N  et 1N  sont respectivement les tailles des deux sous-populations 0U  et 1.U  

Supposons que Cov I  et (0)CovI
 désignent respectivement la covariance par rapport à la distribution 

uniforme discrète sur U  et 0 .U  On peut montrer que : 

  (0)

0 1 1 0 0 0
ˆCov ( , ) Cov ( , ) ( ) ,I I I I I IR G R G G G N N = − −  (2) 

où k kN N =  pour 0,1,k =  0
ˆ ,ii S

N W


=  S  est l’ensemble d’unités pour l’échantillon non 

probabiliste, et 
0G  et 

1G  sont respectivement les moyennes de population de 0U  et 1U  pour la variable 

étudiée .G  L’équation (2) a deux conséquences immédiates. Premièrement, si la méthode d’estimation est 

valide dans le sens où la valeur de (0)Cov ( , )I I IR G  est petite, alors le biais de l’estimateur 
WG  dû au sous-

dénombrement dépend de 1  (c’est-à-dire la taille de la sous-population non couverte 1)U  et 
1 0G G−  

(c’est-à-dire la différence entre 0U  et 1),U  un énoncé qui a déjà été établi selon l’échantillonnage 

probabiliste. Deuxièmement, l’équation révèle un scénario de contrepoids potentiel : Un estimateur biaisé 

WG  pour la « moyenne de la population échantillonnée » 
0G  peut être moins biaisé pour la moyenne de la 

population cible G  si (0)Cov ( , )I I IR G  et 
1 0G G−  ont le même signe plus ou moins. 

Les discussions de Meng sur la quasi-randomisation ou la superpopulation au moyen de la cdd 

apportent une compréhension nettement plus fine de l’estimation doublement robuste. Historiquement, 

l’estimation assistée par un modèle a commencé à apparaître dans l’échantillonnage d’enquête au début 

des années 1970; cette méthode est dans le même esprit que la double robustesse. L’estimateur par la 
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différence généralisée de la moyenne de population 1

=1
,

N

y ii
N y −=   comme le présentent Cassel, 

Särndal et Wretman (1976), est donné par : 

 
GD

=1

1
ˆ ,

N
i i

y i

i S ii

y c
c

N




− 
= + 

 
   (3) 

où S  est un échantillon probabiliste, les i  sont les probabilités d’inclusion de premier ordre et 

1 2{ , , , }Nc c c  est une séquence arbitraire de nombres connus. L’estimateur 
GD

ˆ
y  est exactement sans 

biais pour y  selon le plan d’échantillonnage probabiliste p  pour toute séquence ;ic  il est également sans 

biais par rapport au modèle si nous choisissons ( ).i i i ic m E y= = x  Cassel et coll. (1976) ont présenté un 

résultat théorique principal selon lequel le choix i ic m=  est optimal, ce qui conduit à une espérance 

minimale fondée sur un modèle de la variance fondée sur le plan 
GD

ˆ{ ( )}p yE V   quand le modèle a une 

certaine structure de variance. La première partie des résultats sur l’absence de biais est sous ( p  ou );  la 

deuxième partie sur l’optimalité se trouve sous ( p  et ).  Il convient de souligner que l’estimateur ˆ
y GD

 

avec le choix ˆ
i ic m=  a exactement la même structure que l’estimateur doublement robuste dont il est 

abondamment question dans la littérature sur les données manquantes et l’inférence causale depuis les 

années 1990, les « probabilités divines » i  étant inconnues et estimées dans ces derniers cas. 

Dans la pratique, l’emploi de la cdd nécessite des renseignements supplémentaires tirés de la 

population. La proposition de Meng de créer une miniature représentative à partir d’un échantillon biaisé 

fait écho à la demande d’un échantillon de validation de petite taille, puisqu’un tel échantillon « peut 

(aussi) éliminer l’anxiété de nombreux praticiens et les erreurs qu’ils sont susceptibles de commettre parce 

qu’ils ne maîtrisent pas l’utilisation des poids ». 

« Il n’existe pas d’échantillon probabiliste dans le monde réel » est probablement un énoncé 

défendable pour les populations humaines. Néanmoins, les échantillons probabilistes existent dans 

d’autres domaines, comme les enquêtes-entreprises et les enquêtes auprès des établissements, les enquêtes 

relatives à l’agriculture et à l’inventaire de ressources naturelles; voir Wu et Thompson (2020) pour en 

savoir plus. En revanche, pour les êtres humains, toutes les règles rigoureuses ou les procédures précises 

sont presque certainement une aspiration, mais non une prescription. 
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Les modèles d’apprentissage profond sont-ils plus efficaces 

pour l’imputation de données manquantes dans les 

enquêtes ? Une comparaison empirique fournit des éléments 

de preuve 

Zhenhua Wang, Olanrewaju Akande, Jason Poulos et Fan Li1 

Résumé 

L’imputation multiple est une approche populaire pour traiter les données manquantes découlant de la non-

réponse dans les enquêtes-échantillons. L’imputation multiple au moyen d’équations en séries (MICE) est 

l’un des algorithmes d’imputation multiple les plus utilisés pour les données multivariées, mais son fondement 

théorique est insuffisant et elle exige beaucoup de calculs. Récemment, des méthodes d’imputation des 

données manquantes fondées sur des modèles d’apprentissage profond ont été élaborées, ce qui a donné des 

résultats encourageants dans de petites études. Cependant, peu de recherches ont été menées sur l’évaluation 

de leur rendement dans des contextes réalistes par rapport à la MICE, en particulier dans le cadre de grandes 

enquêtes. Nous menons de vastes études de simulation fondées sur un sous-échantillon de l’American 

Community Survey afin de comparer les propriétés d’échantillonnage répété de quatre méthodes 

d’apprentissage automatique fondées sur l’imputation multiple : MICE avec arbres de classification; MICE 

avec forêts aléatoires; réseaux antagonistes génératifs pour l’imputation; et imputation multiple à l’aide 

d’autoencodeurs débruiteurs. Nous constatons que les méthodes d’imputation fondées sur des modèles 

d’apprentissage profond sont plus efficaces que la MICE en ce qui a trait au temps de calcul. Cependant, étant 

donné le choix par défaut des hyperparamètres dans les progiciels communs, la MICE avec arbres de 

classification dépasse constamment, souvent de loin, les méthodes d’imputation fondées sur l’apprentissage 

profond quant au biais, à l’erreur quadratique moyenne et à la couverture dans une gamme de paramètres 

réalistes. 
 

Mots-clés : Apprentissage profond; données d’enquête; données manquantes; études par simulation; imputation 
multiple au moyen d’équations en séries; sélection des hyperparamètres. 

 

 

1. Introduction 
 

De nombreuses enquêtes-échantillons comportent des données manquantes découlant de la non-

réponse totale, lorsqu’un sous-ensemble de participants ne répond pas à l’enquête, ou de la non-réponse 

partielle, lorsque les valeurs manquantes se limitent à des questions particulières. Dans les sondages 

d’opinion, la non-réponse peut indiquer le refus de révéler une préférence ou l’absence de préférence 

(De Leeuw, Hox et Huisman, 2003). Si elles ne sont pas traitées adéquatement, les données manquantes 

peuvent mener à des analyses statistiques biaisées, surtout lorsqu’il y a des différences systématiques entre 

les données observées et les données manquantes (Rubin, 1976; Little et Rubin, 2019). L’analyse de cas 

complets d’unités pour lesquelles les données sont entièrement observées est souvent impossible et peut 

entraîner un biais important dans la plupart des situations (Little et Rubin, 2019). Par conséquent, de 

nombreux analystes tiennent compte des données manquantes en imputant les valeurs manquantes, puis en 

procédant comme si les valeurs imputées étaient des valeurs réelles. 
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L’imputation multiple (Rubin, 1987) est une approche répandue pour traiter les valeurs manquantes. 

Dans le cadre de l’imputation multiple, un analyste crée 1L   ensembles de données complets en 

remplaçant les valeurs manquantes dans les données de l’échantillon par des tirages plausibles générés à 

partir de la distribution prédictive de modèles probabilistes s’appuyant sur les données observées. Pour 

chaque ensemble de données complet, l’analyste peut ensuite calculer les estimations de l’échantillon pour 

les paramètres de la population d’intérêt et combiner les estimations de l’échantillon pour tous les L  

ensembles de données à l’aide des méthodes d’inférence de l’imputation multiple mises au point dans 

Rubin (1987) et, plus récemment, dans Rubin (1996), Barnard et Meng (1999), Reiter et Raghunathan 

(2007) et Harel et Zhou (2007). Dans l’imputation multiple, la variance estimée d’un paramètre consiste 

en des variances intra-imputation et inter-imputation, et tient donc compte de la variabilité inhérente des 

valeurs imputées. Il convient de prendre note que dans les études fondées sur des données d’enquête, 

l’imputation unique, par exemple par couplage ou régression, demeure courante pour le traitement des 

données manquantes, où la variance est estimée au moyen de la méthode delta ou des méthodes de 

rééchantillonnage (Chen et Haziza, 2019; Haziza et Vallée, 2020). 

 

1.1 Imputation par modèle 
 

Il existe deux stratégies générales de modélisation pour l’imputation multiple. La première stratégie, 

connue sous le nom de modélisation conjointe, consiste à préciser une distribution conjointe pour toutes 

les variables des données, puis à générer des imputations à partir des distributions (prédictives) 

conditionnelles implicites des variables pour lesquelles il manque des valeurs (Schafer, 1997). La stratégie 

de modélisation conjointe s’aligne sur le fondement théorique de Rubin (1987), mais il peut être difficile 

de spécifier un modèle conjoint ayant des variables de grande dimension de différents types. En effet, les 

méthodes de modélisation conjointe les plus reconnues, comme « PROC MI » dans SAS (Yuan, 2011), et 

« AMELIA » (Honaker, King et Blackwell, 2011) et « norm » dans R (Schafer, 1997), formulent une 

hypothèse simplificatrice selon laquelle les données suivent des distributions gaussiennes multivariées, 

même pour les variables catégoriques, ce qui peut entraîner un biais (Horton, Lipsitz et Parzen, 2003). Des 

études récentes ont permis de mettre au point des modèles de modélisation conjointe souples fondés sur 

des modèles bayésiens non paramétriques avancés comme le modèle par mélange selon le processus de 

Dirichlet (Manrique-Vallier et Reiter, 2014; Murray et Reiter, 2016). Cependant, ces méthodes sont 

coûteuses sur le plan des calculs et s’adaptent souvent mal aux cas ayant des variables de grande 

dimension. 

La deuxième stratégie est la spécification entièrement conditionnelle (van Buuren, Brand, Groothuis-

Oudshoorn et Rubin, 2006), où l’on précise séparément une distribution conditionnelle univariée pour 

chaque variable ayant des valeurs manquantes, compte tenu de toutes les autres variables, et où l’on 

impute les valeurs manquantes variable par variable de façon itérative, d’une manière s’apparentant à 
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l’échantillonneur de Gibbs. La méthode de la spécification entièrement conditionnelle la plus répandue est 

l’imputation multiple au moyen d’équations en séries (MICE) (van Buuren et Groothuis-Oudshoorn, 

2011), habituellement mise en œuvre par la spécification des modèles linéaires généralisés (GLM) pour 

les distributions conditionnelles univariées (Raghunathan, Lepkowski, Van Hoewyk et Solenberger, 2001; 

Royston et White, 2011; Su, Gelman, Hill et Yajima, 2011). Des études récentes indiquent que la 

spécification des modèles conditionnels par arbres de classification et de régression (CART) (Breiman, 

Friedman, Olshen et Stone, 1984; Burgette et Reiter, 2010) dépasse largement la MICE par les GLM 

(Akande, Li et Reiter, 2017). Une extension naturelle de la MICE avec CART consiste à utiliser des 

méthodes s’appuyant sur un ensemble d’arbres, comme les forêts aléatoires, plutôt d’utiliser un seul arbre 

(Breiman, 2001; Doove, van Buuren et Dusseldorp, 2014). 

La MICE est intéressante dans les données d’enquête à grande échelle parce qu’elle permet 

l’imputation de différents types de variables de manière simple et souple. Cependant, la MICE présente un 

inconvénient théorique clé, à savoir l’incompatibilité possible des distributions conditionnelles spécifiées, 

c’est-à-dire que les distributions ne correspondent pas à une distribution conjointe (Arnold et Press, 1989; 

Gelman et Speed, 1993; Li, Yu et Rubin, 2012). Malgré cet inconvénient, la MICE fonctionne 

remarquablement bien dans des applications réelles, et de nombreuses simulations ont démontré qu’elle 

est plus efficace que de nombreuses méthodes de modélisation conjointe théoriquement solides; voir 

van Buuren (2018) pour obtenir des études de cas. Cependant, la MICE nécessite aussi de nombreux 

calculs (White, Royston et Wood, 2011) et ne peut généralement pas être mise en parallèle. De plus, les 

progiciels reconnus pour la mise en œuvre de la MICE par les GLM, par exemple mice dans R 

(van Buuren et Groothuis-Oudshoorn, 2011), boguent souvent dans des contextes comportant des 

variables non continues de grande dimension, comme des variables catégoriques comportant de 

nombreuses catégories (Akande et coll., 2017). 

 

1.2 Imputation au moyen de modèles d’apprentissage profond 
 

Les récents progrès de l’apprentissage profond élargissent considérablement la portée des modèles 

complexes pour les données de grande dimension. Ces progrès apportent l’espoir qu’une nouvelle 

génération de méthodes d’imputation des données manquantes fondées sur des modèles d’apprentissage 

profond puisse tenir compte des limites théoriques et computationnelles des méthodes statistiques 

existantes. Par exemple, les modèles génératifs profonds comme les réseaux antagonistes génératifs 

(GAN) (Goodfellow, Pouget-Abadie, Mirza, Xu, Warde-Farley, Ozair, Courville et Bengio, 2014) sont 

naturellement adaptés à la production d’imputations multiples parce qu’ils sont conçus pour générer des 

données qui ressemblent le plus possible aux données observées. Une méthode dans ce volet est le réseau 

antagoniste génératif pour l’imputation (GAIN) de Yoon, Jordon et Schaar (2018). L’imputation multiple 

à l’aide d’autoencodeurs débruiteurs (MIDA) (Gondara et Wang, 2018; Lu, Perrone et Unpingco, 2020) 
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est une autre méthode générative basée sur des réseaux neuronaux profonds formés à traiter des données 

d’entrée corrompues afin de forcer les réseaux à apprendre une représentation de faible dimension utile 

des données d’entrée plutôt que leur fonction d’identité (Vincent, Larochelle, Bengio et Manzagol, 2008; 

Vincent, Larochelle, Lajoie, Bengio, Manzagol et Bottou, 2010). Plusieurs méthodes ont été proposées 

pour l’imputation des valeurs manquantes dans les données chronologiques au moyen d’autoencodeurs 

variationnels (Fortuin, Baranchuk, Rätsch et Mandt, 2020) ou de réseaux neuronaux récurrents (Lipton, 

Kale et Wetzel, 2016; Monti, Bronstein et Bresson, 2017; Cao, Wang, Li, Zhou, Li et Li, 2018; Che, 

Purushotham, Cho, Sontag et Liu, 2018; Yoon, Zame et van der Schaar, 2018). 

Les méthodes d’imputation multiple fondées sur l’apprentissage profond présentent plusieurs 

avantages, du moins théoriquement, par rapport aux modèles statistiques conventionnels, notamment : i) 

elles permettent d’éviter de faire des hypothèses de distribution; ii) elles permettent de facilement traiter 

des types de données mixtes; iii) elles permettent de modéliser des relations non linéaires entre les 

variables; iv) elles sont censées bien fonctionner dans des paramètres de grande dimension; et v) elles 

peuvent tirer parti de la puissance du processeur graphique pour accélérer le calcul. Plusieurs études font 

état d’un rendement encourageant des méthodes d’imputation multiple fondées sur l’apprentissage 

profond par rapport à la MICE (par exemple Yoon, Jordon et Schaar, 2018). Toutefois, les conclusions de 

ces études sont fondées sur des données probantes limitées. Premièrement, les études sont habituellement 

fondées sur de petites simulations ou sur plusieurs ensembles de données de « référence » publics bien 

étudiés, comme ceux décrits à la section 5, qui ne ressemblent pas aux données d’enquête. Deuxièmement, 

les évaluations sont habituellement fondées sur quelques mesures de rendement globales, comme l’erreur 

quadratique moyenne de prédiction globale ou l’exactitude. Il est possible que ces mesures ne donnent pas 

un tableau complet des comparaisons, et elles peuvent même être parfois trompeuses, comme nous le 

verrons plus loin. Troisièmement, étant donné l’incertitude du processus de données manquantes, il est 

essentiel d’examiner les propriétés d’échantillonnage répété des méthodes d’imputation, mais celles-ci ont 

rarement été évaluées. Enfin, le réglage des hyperparamètres est crucial pour les modèles d’apprentissage 

automatique, et différents réglages peuvent donner des résultats radicalement différents, par contre peu de 

renseignements sont fournis sur le réglage des hyperparamètres et ses conséquences sur le rendement des 

méthodes d’imputation. 

Motivés par ces limites, nous effectuons, dans la présente étude, des simulations exhaustives fondées 

sur des données d’enquête réelles afin d’évaluer les méthodes d’imputation multiple au moyen d’une 

gamme de mesures de rendement. Plus précisément, nous effectuons des simulations fondées sur un sous-

échantillon de l’American Community Survey pour comparer les propriétés d’échantillonnage répété de 

quatre méthodes d’imputation multiple mentionnées précédemment : MICE avec CART (MICE-CART), 

MICE avec des forêts aléatoires (MICE-RF), GAIN et MIDA. Nous avons découvert que les méthodes 

d’imputation multiple fondées sur l’apprentissage profond sont plus efficaces que la MICE en ce qui a 
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trait au temps de calcul. Cependant, la MICE-CART dépasse constamment, souvent de loin, les méthodes 

d’apprentissage profond quant au biais, à l’erreur quadratique moyenne et à la couverture dans une gamme 

de paramètres réalistes. Cette observation contredit les constatations antérieures dans la littérature sur 

l’apprentissage automatique et soulève des questions sur les mesures appropriées pour évaluer les 

méthodes d’imputation. Elle fait également ressortir l’importance d’évaluer les propriétés 

d’échantillonnage répété des méthodes d’imputation. Bien que nous mettions l’accent sur l’imputation 

multiple dans la présente étude, nous remarquons que les méthodes d’imputation multiple mentionnées 

précédemment sont facilement applicables pour générer une imputation unique lorsque L  est établi à 1. 

Des preuves empiriques exhaustives indiquent que la variance intra-imputation domine habituellement la 

variance inter-imputation dans l’imputation multiple. Par conséquent, nous nous attendons à ce que les 

schémas entre les différentes méthodes d’imputation observées soient également valables si ces méthodes 

sont utilisées pour une seule imputation. 

Le reste de la présente étude est organisé comme suit. À la section 2, nous examinons les quatre 

méthodes d’imputation multiple utilisées dans notre évaluation. À la section 3, nous décrivons un cadre 

comportant plusieurs mesures pour évaluer les méthodes d’imputation. À la section 4, nous décrivons le 

plan de simulation et les résultats à l’aide de données d’enquête à grande échelle, et à la section 5, nous 

résumons les résultats d’évaluation des ensembles de données de référence utilisés dans la documentation 

sur l’apprentissage automatique. Enfin, à la section 6, nous concluons en présentant un guide pratique 

pour la mise en œuvre dans des applications réelles. 

 
2. Méthode d’imputation des données manquantes 
 

Nous présentons d’abord la notation. Prenons un échantillon ayant n  unités, dont chacune est associée 

à p  variables. Si ijY  correspond à la valeur de la variable j  pour chaque ,i  où =1, ,j p  et 1, , .i n=  

Ici, Y  peut être continu, binaire, catégorique ou binaire-continu. Pour chaque ,i  supposons que 

( )1, , .i i ipY Y=Y  Pour chaque variable ,j  supposons que ( )1 , , .j j njY Y=Y  Supposons que 

( )1, , n=Y Y Y  correspond à la matrice n p  comprenant les données pour tous les enregistrements 

inclus dans l’échantillon. Nous écrivons ( )obs mis, ,=Y Y Y  où obsY  et misY  sont les parties observées et 

manquantes de ,Y  respectivement. Nous écrivons ( )mis mis,1 mis,, , ,p=Y Y Y  où mis, jY  représente toutes les 

valeurs manquantes pour la variable ,j  et 1, , .j p=  De même, nous écrivons ( )obs obs,1 obs,, , p=Y Y Y  

pour les données observées correspondantes. 

Lors de l’imputation multiple, l’analyste génère les valeurs des données manquantes misY  au moyen de 

modèles prédéfinis estimés avec obs ,Y  ce qui donne un ensemble de données complet. L’analyste répète 

ensuite le processus pour générer L  ensembles de données complets, 
( ) : 1, , ,l l L=Y  qui sont 

accessibles aux fins d’inférence ou de diffusion. Pour l’inférence, l’analyste peut calculer des estimations 
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de l’échantillon pour les paramètres de la population dans chaque ensemble de données complet 
( )l

Y  et il 

peut les combiner au moyen des règles d’inférence de l’imputation multiple élaborées par Rubin (1987), 

qui seront examinées à la section 3. 

 

2.1 L’imputation multiple au moyen d’équations en séries et les modèles 

d’arbres de classification 
 

Dans la MICE, l’analyste commence par préciser un modèle conditionnel univarié distinct pour chaque 

variable pour laquelle il manque des valeurs. L’analyste précise ensuite un ordre d’itération dans la 

séquence des modèles conditionnels, au moment de l’imputation. La liste ordonnée des variables s’écrit 

( ) ( )( )1
, , .

p
Y Y  Ensuite, l’analyste initialise chaque ( )mis,

.
j

Y  Les options les plus populaires consistent à 

échantillonner à partir de : i) la distribution marginale de la variable ( )obs, j
Y  correspondante; ou ii) la 

distribution conditionnelle de la variable ( ) ,j
Y  compte tenu de toutes les autres variables, construites 

uniquement à l’aide des cas disponibles. 

Après l’initialisation, l’algorithme de la MICE suit un processus itératif qui parcourt la séquence des 

modèles univariés. Pour chaque variable j  à chaque itération ,t  on fait correspondre le modèle 

conditionnel ( ) ( 1)

( ) obs,( ) ( ) ( )( ,{ : }, { : }).t t

j j k kk j k j− Y Y Y Y  Ensuite, on remplace ( )

( )

mis,

t

j
Y  par des tirages à 

partir du modèle implicite ( ) ( ) ( 1)

mis,( ) obs,( ) ( ) ( )( ,{ : }, { : }).t t t

j j k kk j k j− Y Y Y Y  Le processus itératif se poursuit 

pendant T  itérations totales jusqu’à la convergence, et les valeurs de l’itération finale constituent un 

ensemble de données complet 
( ) ( )( )obs mis, .l T=Y Y Y  L’ensemble du processus est ensuite répété L  fois pour 

créer les L  ensembles de données complets. Nous fournissons un pseudocode détaillant chaque étape de 

l’algorithme de la MICE dans la documentation supplémentaire. 

Dans la MICE-CART, l’analyste utilise un CART (Breiman et coll., 1984) pour les modèles 

conditionnels univariés dans l’algorithme de la MICE. Le CART suit une structure d’arbre décisionnel qui 

s’appuie sur des parties fractionnées binaires récursives pour répartir l’espace de prévision en régions 

distinctes sans chevauchement. La partie supérieure de l’arbre représente souvent sa racine et chaque 

partie fractionnée binaire successive divise l’espace de prévision en deux nouvelles branches au fur et à 

mesure que l’on descend l’arbre. Le critère de fractionnement à chaque feuille est habituellement choisi 

pour réduire au minimum une mesure d’entropie théorique de l’information. Les parties fractionnées qui 

ne diminuent pas l’ajustement insuffisant d’une quantité raisonnable par rapport à un seuil fixe sont 

élaguées. L’arbre est ensuite construit jusqu’à ce qu’un critère d’arrêt soit satisfait; par exemple un 

nombre minimal d’observations dans chaque feuille. 

Une fois l’arbre entièrement construit, on génère ( )

( )

mis,

t

j
Y  en faisant descendre l’arbre jusqu’à la feuille 

appropriée au moyen des combinaisons dans ( ) ( 1)({ : }, { : }),t t

k kk j k j− Y Y  puis en échantillonnant à 

partir des ( )
obs

j
Y  valeurs de cette feuille. Autrement dit, pour toute combinaison dans ( )({ : },t

k k jY  

( 1){ : }),t

k k j− Y  on utilise la proportion de valeurs de obs

jY  dans la feuille correspondante pour estimer la 
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distribution conditionnelle ( ) ( 1)

( ) obs,( ) ( ) ( )( , { : }, { : }).t t

j j k kk j k j− Y Y Y Y  Le processus itératif se poursuit à 

nouveau pendant T  itérations totales, et les valeurs de l’itération finale constituent un ensemble de 

données complet. 

Dans le cadre de la MICE-RF, on utilise plutôt des forêts aléatoires pour les modèles conditionnels 

univariés dans la MICE (par exemple Stekhoven et Bühlmann, 2012; Shah, Bartlett, Carpenter, Nicholas 

et Hemingway, 2014). Les forêts aléatoires (Ho, 1995; Breiman, 2001) constituent une méthode 

s’appuyant sur un ensemble d’arbres qui construit des arbres décisionnels multiples à partir des données, 

plutôt qu’un seul arbre comme le CART. Plus précisément, les forêts aléatoires construisent plusieurs 

arbres décisionnels au moyen d’échantillons bootstrap de l’arbre original, et ne s’appuient que sur un 

échantillon des facteurs prédictifs pour les partitions récursives dans chaque arbre. Cette approche peut 

réduire considérablement la prévalence des arbres instables ainsi que la corrélation entre les arbres 

individuels, puisqu’elle empêche les mêmes variables de dominer le processus de partitionnement dans 

l’ensemble des arbres. En théorie, cette décorrélation devrait se traduire par des prévisions ayant moins de 

variance (Hastie, Tibshirani et Friedman, 2009). 

Pour l’imputation, l’analyste entraîne d’abord un modèle de forêts aléatoires pour chaque ( )jY  à l’aide 

des cas disponibles et compte tenu de toutes les autres variables. Ensuite, l’analyste génère des prévisions 

pour mis, jY  dans ce modèle. Plus précisément, pour toute valeur ( )jY  catégorique, et compte tenu de toute 

combinaison particulière dans ( ) ( 1)({ : }, { : }),t t

k kk j k j− Y Y  l’analyste génère d’abord des prévisions 

pour chaque arbre en fonction des valeurs obs

jY  de la feuille correspondante pour cet arbre, puis il utilise le 

niveau majoritaire le plus courant de toutes les prévisions de tous les arbres. Pour une valeur ( )jY  

continue, l’analyste utilise plutôt la moyenne de toutes les prédictions de tous les arbres. Le processus 

itératif se poursuit de nouveau pour toutes les variables, pendant T  itérations totales, et les valeurs de 

l’itération finale constituent un ensemble de données complet. Un hyperparamètre particulièrement 

important dans les forêts aléatoires est le nombre maximum d’arbres .d  

Pour nos évaluations, nous utilisons le progiciel mice R pour mettre en œuvre la MICE-CART et la 

MICE-RF, et nous conservons le réglage d’hyperparamètres par défaut dans le progiciel pour imiter la 

pratique courante dans des applications réelles. Plus précisément, nous avons fixé le nombre minimum 

d’observations dans chaque feuille terminale à 5 et le seuil d’élagage à 0,0001 dans la MICE-CART. Dans 

la MICE-RF, le nombre maximum d’arbres d  est fixé à 10. 

 

2.2 Réseau antagoniste génératif pour l’imputation  
 

Le GAIN (Yoon, Jordon et Schaar, 2018) est une méthode d’imputation fondée sur les GAN 

(Goodfellow et coll., 2014), qui consiste en une fonction génératrice G  et une fonction discriminante .D  

Pour toute matrice de données ( )obs mis, ,=Y Y Y  nous remplaçons misY  par du bruit aléatoire, ,ijZ  

échantillonné à partir d’une distribution uniforme. La fonction génératrice G  permet d’entrer ces données 
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initialisées et une matrice de masque ,M  dans laquelle  0,1ijM   indique les valeurs observées de ,Y  et 

elle génère les valeurs estimées des données observées et des données manquantes, ˆ .Y  La fonction 

discriminante D  utilise ( )obs mis
ˆ ˆ,=Y Y Y  et une matrice d’indice H  de la même dimension pour 

déterminer les valeurs observées ou imputées par ,G  ce qui donne une matrice de masque prédite ˆ .M  La 

matrice d’indice, échantillonnée à partir de la distribution de Bernoulli dans laquelle p  est égal à un 

hyperparamètre de « taux d’indice », révèle à D  des renseignements partiels à propos de M  afin d’aider à 

guider G  dans l’apprentissage de la distribution sous-jacente de .Y  

Nous entraînons d’abord D  à réduire au minimum la fonction de perte, ( )ˆ, ,DL M M  pour chaque 

mini-lot de taille :in  

 ( ) ( ) ( ) ( )
=1 =1

ˆ ˆ ˆ, log 1 log 1 .
in J

D ij ij ij ij

i j

L M M M M= + − −M M  (2.1) 

Ensuite, G  est entraîné pour réduire au minimum la fonction de perte (2.2), qui se compose d’une 

perte de la fonction génératrice, ( )ˆ, ,GL M M  et d’une perte de la fonction de reconstruction, 

( )ˆ, , .ML Y Y M  La perte de la fonction génératrice (2.3) est réduite au minimum lorsque D  définit 

incorrectement les valeurs imputées en valeurs observées. La perte de la fonction de reconstruction (2.4) 

est réduite au minimum lorsque les valeurs prédites sont semblables aux valeurs observées, et elle est 

pondérée par l’hyperparamètre :  

 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , ,G ML L L= +Y Y M M M M Y Y M  (2.2) 

 ( ) ( )
=1 =1

ˆ ˆ, log 1 ,
in J

G ij ij

i j

L M M= −M M  (2.3) 

 ( ) ( ) ( )rec

=1 =1

ˆ ˆ, , 1 , ,
in J

M ij ij ij

i j

L M L Y Y= −Y Y M  (2.4) 

où 

 ( )
( )

2

rec

ˆ si est continu
ˆ,

ˆlog si est catégorique.

ij ij ij

ij ij

ij ij ij

Y Y Y
L Y Y

Y Y Y

 −
= 
−

 (2.5) 

Dans nos expériences, nous modélisons à la fois G  et D  en tant que réseaux neuronaux entièrement 

connectés, chaque fonction ayant trois couches cachées, et   unités cachées par couche cachée. Les poids 

des couches cachées sont initialisés uniformément au hasard selon la méthode d’initialisation de Xavier 

(Glorot et Bengio, 2010). Nous utilisons une fonction d’activation Leaky ReLU (Maas, Hannun et Ng, 

2013) pour chaque couche cachée, et une fonction d’activation Softmax pour la couche de sortie de G  

dans le cas de variables catégoriques, ou une fonction d’activation sigmoïde dans le cas de variables 



Techniques d’enquête, décembre 2022 415 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

numériques et pour la couche de sortie de .D  Nous facilitons ce choix de couche de sortie pour les 

variables numériques en transformant toutes les variables continues pour qu’elles soient dans la fourchette 

de (0, 1) au moyen de la normalisation MinMax :    * min ( ) max ( ) min ( ) ,ij ij j j jY Y Y Y Y  = − −  où 

min ( )jY  et max( )jY  sont respectivement le minimum et le maximum de la variable .j  Après 

l’imputation, nous ramenons chaque valeur à son échelle d’origine. Nous générons des imputations 

multiples à l’aide de plusieurs exécutions du modèle et d’une imputation initiale variable des valeurs 

manquantes. 

Pour mettre en œuvre le GAIN dans nos évaluations, nous utilisons la même architecture que celle de 

Yoon, Jordon et Schaar (2018). Nous établissons 100, =    étant égal au nombre de caractéristiques des 

données d’entrée, et nous ajustons le taux d’indice dans une seule simulation. Conformément à la pratique 

courante trouvée dans la littérature sur les GAN (Berthelot, Schumm et Metz, 2017; Ham, Jun et Kim, 

2020), nous suivons l’évolution des pertes des fonctions génératrices et discriminantes du GAIN, et nous 

ajustons manuellement le taux d’indice de sorte que les deux pertes soient qualitativement similaires. Plus 

précisément, nous sélectionnons d’abord sommairement le taux d’indice parmi {0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 

0,7; 0,8; 0,9}. Nous déterminons ensuite la valeur finale en réalisant une étape d’ajustement 

supplémentaire. Dans le scénario des données manquantes au hasard (DMH), par exemple, après avoir 

observé que la valeur optimale se situe dans la fourchette (0,1; 0,2), nous effectuons une recherche parmi 

les valeurs {0,11; 0,12; 0,13; 0,14; 0,15; 0,16; 0,17; 0,18; 0,19}. Enfin, nous attribuons une valeur de 0,3 

et 0,13 au taux d’indice optimal des scénarios de données manquantes complètement au hasard (DMCH) 

et de DMH, respectivement. Nous entraînons les réseaux pour 200 périodes au moyen de la descente par 

gradient stochastique et des mini-lots de taille 512 pour apprendre les poids des paramètres. Nous utilisons 

l’optimiseur Adam pour adapter le taux d’apprentissage, lequel se situe initialement à 0,001 (Kingma et 

Ba, 2014). 

 

2.3 L’imputation multiple au moyen d’autoencodeurs débruiteurs 
 

L’imputation multiple au moyen d’autoencodeurs débruiteurs (MIDA) (Gondara et Wang, 2018; Lu 

et coll., 2020) étend l’utilisation d’une classe de réseaux neuronaux, les encodeurs débruiteurs, à 

l’imputation multiple. Un autoencodeur est un modèle de réseau neuronal entraîné à apprendre la fonction 

de lien identité des données d’entrée. Les autoencodeurs débruiteurs corrompent intentionnellement les 

données d’entrée afin d’empêcher les réseaux d’apprendre la fonction de lien identité, pour qu’ils 

apprennent plutôt une représentation de faible dimension utile des données d’entrée. L’architecture de la 

MIDA se compose d’un encodeur et d’un décodeur, chacun étant modélisé comme un réseau neuronal 

entièrement connecté ayant trois couches cachées et   unités cachées par couche cachée. Nous effectuons 

d’abord une imputation initiale des valeurs manquantes en utilisant la moyenne pour les variables 

continues et l’étiquette la plus fréquente pour les variables catégoriques, ce qui donne un ensemble de 
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données complet 0 .Y  L’encodeur introduit 0Y  et corrompt les données d’entrée en éliminant 

aléatoirement la moitié des variables. Les données d’entrée corrompues sont appliquées à une 

représentation dimensionnelle plus grande par l’ajout de   unités cachées à chaque couche cachée 

successive de l’encodeur. Le décodeur reçoit les données de sortie de l’encodeur et ajuste symétriquement 

le codage à la dimension d’entrée d’origine. Toutes les couches cachées s’appuient sur une fonction 

d’activation, la tangente hyperbolique (tanh), tandis que la couche de sortie du décodeur repose sur une 

fonction d’activation Softmax (sigmoïde) dans le cas de variables catégoriques (numériques). Les 

imputations multiples sont générées par plusieurs exécutions dans lesquelles les poids des couches cachées 

sont initialisés sous forme de variable aléatoire gaussienne. 

Selon Lu et coll. (2020), nous entraînons la MIDA en deux phases : une phase primaire et une phase de 

mise au point. Dans la phase primaire, nous transmettons les données initialement imputées à la MIDA et 

nous l’entraînons pendant primeN  périodes. Dans la phase de mise au point, la MIDA est entraînée en 

fonction des données de sortie de la phase primaire pendant tuneN  périodes, et elle produit le résultat. La 

fonction de perte est utilisée dans les deux phases et ressemble étroitement à la perte de la fonction de 

reconstruction dans le GAIN : 

 ( )
( ) ( )

( )

0

0

0

2
ˆ1 si est continu

ˆ, ,
ˆ1 log si est catégorique.

ij ij ij ij

ij ij ij

ij ij ij ij

M Y Y Y
L Y Y M

M Y Y

 − −
= 
− −


Y

 (2.6) 

Pour mettre en œuvre la MIDA dans nos évaluations, nous utilisons la même architecture et nous ajustons 

les hyperparamètres dans une seule simulation, comme dans Lu et coll. (2020). Nous traçons l’évolution 

de la fonction de perte L  et sélectionnons le nombre d’unités supplémentaires   parmi {1; 2; 3; 4; 5; 6; 

7; 8; 9; 10} pour réduire la perte. Dans nos expériences, nous établissons   comme étant équivalent au 

nombre de caractéristiques des données d’entrée et nous ajoutons 7=  unités cachées à chacune des trois 

couches cachées de l’encodeur. Nous entraînons le modèle pendant prime 100N =  périodes dans la phase 

primaire et pendant tune 2N =  périodes dans la phase de mise au point. Comme dans le GAIN, nous 

apprenons les paramètres du modèle à l’aide de la descente par gradient stochastique comprenant des 

mini-lots de taille 512, et nous utilisons l’optimiseur Adam pour adapter le taux d’apprentissage au taux 

initial de 0,001. 

 
3. Évaluation par simulation des méthodes d’imputation 
 

Les méthodes d’imputation des données manquantes sont habituellement évaluées au moyen de 

simulations fondées sur des données réelles (van Buuren, 2018). Plus précisément, on crée des valeurs 

manquantes à partir d’un ensemble de données complet selon un mécanisme de données manquantes 

(Little et Rubin, 2014), on impute les valeurs manquantes à l’aide d’une méthode particulière, puis on 

compare ces valeurs imputées aux « vraies » valeurs originales en fonction de certaines mesures. 
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Nous allons d’abord passer rapidement en revue les règles de Rubin sur les combinaisons de 

l’imputation multiple. Supposons que Q  soit le paramètre cible dans la population, et que 
( )lq  et 

( )lu  

soient, respectivement, l’estimateur ponctuel et l’estimateur de la variance de Q  en fonction du el  

ensemble de données imputé. L’estimateur ponctuel de l’imputation multiple de Q  est 
( )

=1
,

L l

L l
q q L=  

et l’estimateur correspondant de la variance est égale à ( )1 1 ,L L LT L b u= + +  où =Lb  
( )( )

2

=1
( 1),

L l

Ll
q q L− −  et 

( )

=1
= .

L l

L l
u u L  L’intervalle de confiance de Q  est construit à l’aide de 

( ) ( )~ 0, ,L Lq Q t T−  où vt  est une distribution t  ayant ( )  ( )
2

1 1 (1 1 )L LL u L b = − + +  degrés de 

liberté. 

Premièrement, notre procédure d’évaluation par simulation consiste à choisir un ensemble de données 

ayant toutes les valeurs observées, qui est considéré comme la « population ». Nous choisissons ensuite un 

ensemble de paramètres cibles Q  et nous calculons leurs valeurs à partir de ces données sur la population, 

qui sont considérées comme la « réalité du terrain ». Les paramètres sont habituellement des statistiques 

sommaires des variables ou des paramètres dans un modèle d’analyse en aval, par exemple un coefficient 

dans un modèle de régression (Tang, Song, Belin et Unützer, 2005; Huque, Carlin, Simpson et Lee, 2018). 

Deuxièmement, nous tirons au hasard sans remise H  échantillons de taille n  à partir des données de la 

population et, dans chacun des échantillons ( )1, , ,h H=  nous créons des données manquantes en 

fonction d’un mécanisme de données manquantes précis et d’une proportion préétablie de valeurs 

manquantes. Troisièmement, pour chaque échantillon simulé pour lequel il manque des données, nous 

créons L  ensembles de données imputés à l’aide de la méthode d’imputation à l’étude et construisons 

l’estimateur ponctuel et l’estimateur par intervalles de chaque paramètre au moyen des règles de Rubin. 

Enfin, nous calculons les indicateurs de rendement de chaque paramètre à partir des quantités obtenues à 

l’étape précédente. 

Dans l’application empirique, nous sélectionnons un grand sous-échantillon complet à partir de 

l’American Community Survey (ACS), une enquête nationale qui porte sur les caractéristiques distinctives 

de nombreuses grandes données d’enquête et qui constitue notre population. Étant donné que les variables 

discrètes sont répandues dans l’ACS, ainsi que dans la plupart des données d’enquête, nous nous 

concentrons sur les probabilités marginales des variables binaires et catégoriques, par exemple une 

variable catégorique ayant K  catégories possède 1K −  paramètres. Afin d’évaluer dans quelle mesure les 

méthodes d’imputation préservent les propriétés de distribution multivariée, comme dans Akande et coll. 

(2017), nous tenons également compte des probabilités bivariées de toutes les combinaisons 

bidirectionnelles de catégories dans les variables binaires et catégoriques. Une autre mesure utile est la 

corrélation par paires d’échantillons finis entre des variables continues. Pour les variables continues, les 

paramètres communs sont la moyenne, la médiane ou la variance. Pour faciliter des comparaisons 

importantes des résultats entre les variables catégoriques et continues, nous proposons de discrétiser 

chaque variable continue en K  catégories en fonction des quantiles de l’échantillon. Nous évaluons 
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ensuite ces variables continues regroupées en classes en tant que variables catégoriques en fonction des 

paramètres des probabilités marginales et bivariées mentionnés précédemment. 

Pour chaque paramètre ,Q  nous considérons trois mesures. La première mesure met l’accent sur le 

biais. Pour tenir compte des paramètres proches de zéro qui prévalent dans les probabilités des variables 

catégoriques, nous considérons le biais standardisé absolu (BSA) de chaque paramètre Q  comme suit : 

 
( ) ( )

= 1

BSA = ,
H

h

L

h

q Q H Q−   (3.1) 

où 
( )h

Lq  est l’estimateur ponctuel de l’imputation multiple de Q  dans la simulation .h  

La deuxième mesure est l’erreur quadratique moyenne relative (EQMR), qui correspond au ratio entre 

l’EQM de l’estimation de Q  à partir des données imputées et celle de l’estimation à partir des données 

échantillonnées avant l’introduction des données manquantes : 

 

( )( )
( )( )

2

=1

2

=1

EQMR = ,

H h

Lh

H h

h

q Q

Q Q

−

−




 (3.2) 

où 
( )h

Lq  a été défini plus tôt, et 
( )hQ  est l’estimateur prototype de ,Q  c’est-à-dire l’estimateur ponctuel de 

toutes les données échantillonnées dans la simulation .h  

La troisième mesure est le taux de couverture, qui correspond à la proportion des intervalles de 

confiance %  (par exemple 95 %), indiquée par ICh

 ( )=1, , ,h H  dans les simulations H  qui 

contiennent le vrai :Q  

  
=1

Couverture = IC .
H

h

h

Q H1  (3.3) 

Nous recommandons d’effectuer un grand nombre de simulations (par exemple 100)H   pour obtenir 

des estimations fiables de l’EQM et de la couverture. Cela ne poserait pas de problème pour les 

algorithmes d’apprentissage profond, qui peuvent généralement être exécutés en quelques secondes, même 

avec des échantillons de grande taille. Cependant, cela peut être prohibitif sur le plan des calculs d’utiliser 

des algorithmes de la MICE lorsque chacune des données simulées est grande (par exemple =100 000n  

dans certaines de nos simulations). Dans les cas où l’on ne doit se fier qu’à quelques simulations, voire 

une seule, pour réaliser l’évaluation, nous proposons une mesure modifiée du biais. Plus précisément, pour 

chaque variable catégorique ou chaque variable regroupée en classes ,j  nous définissons le biais absolu 

pondéré comme la somme du biais absolu pondéré par la probabilité marginale réelle dans chaque 

catégorie : 

 
( )

= 1

Biais absolu pondéré = ,
K

h

jk jk jk

k

Q q Q−  (3.4) 
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où K  est le nombre total de catégories, jkQ  est la probabilité marginale de la population de la catégorie 

k  dans la variable ,j  et 
( )h

jkq  est son estimateur ponctuel correspondant dans la simulation .h  Nous 

pouvons également calculer la moyenne du biais absolu pondéré en fonction d’un certain nombre 

d’échantillons simulés à plusieurs reprises. 

La procédure et les mesures détaillées ci-dessus diffèrent de la pratique courante dans la littérature sur 

l’apprentissage automatique. Par exemple, dans le cadre de nombreuses études sur l’apprentissage 

automatique qui portent sur l’imputation des données manquantes, des simulations sont effectuées sur des 

ensembles de données de référence, mais ces données ont souvent une structure et des caractéristiques très 

différentes des données d’enquête et sont donc moins informatives selon l’objectif de la présente étude. 

L’un de ces ensembles de données est l’ensemble de données sur le cancer du sein qui se trouve dans le 

Machine Learning Repository de l’Université d’Irvine en Californie (Dua et Graff, 2017), qui ne compte 

que 569 unités d’échantillonnage et aucune variable catégorique. De plus, ces simulations sont 

habituellement fondées sur la création aléatoire et répétitive de valeurs manquantes d’un seul ensemble de 

données plutôt que sur le fait de tirer des échantillons d’une population à plusieurs reprises, ce qui ne tient 

pas compte du mécanisme d’échantillonnage. Ces évaluations reposent sur des mesures axées sur 

l’exactitude des prévisions individuelles plutôt que sur les caractéristiques de distribution. Plus 

précisément, les mesures les plus couramment utilisées sont la racine carrée de l’erreur quadratique 

moyenne (REQM) et l’exactitude (Gondara et Wang, 2018; Yoon, Jordon et Schaar, 2018; Lu et coll., 

2020). Les deux mesures peuvent être définies d’une manière globale ou propre à une variable, mais la 

littérature sur l’apprentissage automatique est habituellement axée sur la version globale. La REQM 

globale est définie comme suit : 

 
( )

2

=1

=1

ˆ

REQM = ,

n

ij ij iji j

n

iji j

M Y Y

M

− 

 
 (3.5) 

où ijY  est la valeur de la variable continue j  pour une personne i  dans les données complètes avant 

l’introduction des données manquantes, et ˆ
ijY  est la valeur imputée correspondante. Pour les valeurs non 

manquantes (c’est-à-dire =1),ijM  ˆ .ij ijY Y=  L’exactitude (globale) est définie pour les variables 

catégoriques, c’est-à-dire la proportion des valeurs imputées étant égale à la « vraie » valeur originale 

correspondante : 
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=1

=1
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1
 (3.6) 

où catS  est l’ensemble des variables catégoriques. 

Un certain nombre de mises en garde s’imposent pour la REQM et les mesures d’exactitude. 

Premièrement, elles sont habituellement calculées selon un seul échantillon imputé comme mesure globale 
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d’une méthode d’imputation, mais cela ne tient pas compte de l’incertitude des imputations. 

Deuxièmement, la REQM et l’exactitude sont des sommaires de valeurs uniques et ne saisissent pas la 

caractéristique de distribution multivariée des données. Troisièmement, la REQM ne tient pas compte des 

différentes échelles de variables et peut facilement être dominée par quelques valeurs aberrantes. De plus, 

elle est souvent calculée sans différenciation entre les variables continues et catégoriques. Enfin, lorsqu’il 

y a plusieurs ( )L  données imputées, une méthode courante consiste à utiliser la moyenne de la valeur 

imputée L  en tant que ˆ
ijY  dans l’équation (3.5), mais la signification statistique des mesures résultantes 

n’est pas claire. Cela est particulièrement problématique pour les variables catégoriques. Pour ces raisons, 

nous exprimons une mise en garde contre l’utilisation de la REQM globale et l’exactitude comme seules 

mesures pour comparer les méthodes d’imputation. Il faut faire preuve de prudence lorsqu’on les 

interprète. 

 
4. Évaluation fondée sur l’American Community Survey 
 

Dans la présente section, nous évaluons les quatre méthodes d’imputation décrites à la section 2 en 

suivant la procédure et les mesures décrites à la section 3. Par souci de simplicité, dans les analyses 

suivantes, nous utilisons l’arbre de classification et de régression (CART) et l’algorithme de forêt aléatoire 

(RF) pour désigner respectivement la MICE-CART et la MICE-RF. 

 
4.1 Les données sur la « population » 
 

Nous utilisons l’échantillon de microdonnées à grande diffusion d’une durée d’un an de l’ACS de 2018 

pour construire notre population. Les données de l’ACS de 2018 contiennent des variables au niveau du 

ménage, par exemple, si une maison est possédée ou louée, et des variables au niveau individuel, par 

exemple, l’âge, le revenu et le sexe des personnes dans chaque ménage. Étant donné que les personnes qui 

vivent dans un ménage sont souvent dépendantes et que les méthodes d’imputation que nous évaluons 

supposent généralement l’indépendance de toutes les observations, nous avons établi notre unité 

d’observation au niveau du ménage, où l’indépendance est plus susceptible de tenir. Nous retirons d’abord 

les unités correspondant aux maisons vacantes. Ensuite, nous supprimons les unités pour lesquelles il 

manque des valeurs, afin de ne conserver que les cas complets. Dans chaque ménage, nous conservons 

également les données au niveau individuel correspondant uniquement au chef de ménage et nous les 

fusionnons avec les variables au niveau du ménage, ce qui donne un ensemble riche de variables 

comportant des relations conjointes potentiellement complexes. 

Il est souvent difficile de générer des imputations plausibles pour des variables ordinales à plusieurs 

niveaux lorsqu’il y a une très faible masse aux niveaux les plus élevés, comme c’est le cas pour certaines 

variables dans les données de l’ACS. Selon Li, Baccini, Mealli, Zell, Frangakis et Rubin (2014), nous 
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traitons les variables ordinales de plus de 10 niveaux comme des variables continues. Nous suivons 

également l’approche d’Akande et coll. (2017) qui consiste à exclure les variables binaires où les 

probabilités marginales ne correspondent pas à 10np   ou à ( )1 10;n p−   ceci permet d’éliminer les 

paramètres là où le théorème de la limite centrale risque de ne pas de tenir. Pour chaque variable 

catégorique comportant plus de deux niveaux, mais moins de 10 niveaux où cela pourrait également poser 

un problème, nous fusionnons les niveaux avec un petit nombre d’observations dans les données sur la 

population. Par exemple, pour la variable de la langue du ménage, nous reprogrammons les niveaux de 

cinq à trois (anglais, espagnol et autres), parce que la probabilité de ne parler ni l’anglais ni l’espagnol 

dans l’ensemble de la population est inférieure à 8,8 %. 

Les données finales sur la population contiennent 1 257 501 unités, avec 18 variables binaires, 20 

variables catégoriques ayant de 3 à 9 niveaux et 8 variables continues. Nous décrivons les variables plus 

en détail dans la documentation supplémentaire. Nous calculons les valeurs de population des paramètres 

Q  décrits à la section 3, y compris toutes les probabilités marginales et bivariées de variables continues 

discrètes et regroupées en classes. Nous faisons varier la taille des échantillons simulés de 10 000 à 

100 000 et simulons les données manquantes soit selon le mécanisme de données manquantes 

complètement au hasard (DMCH), soit selon le mécanisme de données manquantes au hasard (DMH) 

dans chacun de ces scénarios. 

 
4.2 Simulations où n = 10 000 
 

Nous tirons d’abord au hasard H = 100 échantillons d’une taille n = 10 000 et nous déterminons qu’il 

manque 30 % de chaque échantillon selon le mécanisme de DMCH ou selon le mécanisme de DMH. Le 

CART ou la RF prend environ 2,8 et 9,2 heures, respectivement, pour créer L = 10 ensembles de données 

imputés qui comportent des paramètres par défaut sur un ordinateur de bureau standard ayant une seule 

unité centrale de traitement. Les méthodes d’apprentissage en profondeur sont beaucoup plus rapides 

parce qu’elles tirent parti de la puissance de calcul du processeur graphique lorsqu’elles sont mises en 

œuvre dans le cadre logiciel de TensorFlow optimisé pour le processeur graphique (Abadi, Agarwal, 

Barham, Brevdo, Chen, Citro, Corrado, Davis, Dean, Devin, Ghemawat, Goodfellow, Harp, Irving, Isard, 

Jia, Jozefowicz, Kaiser, Kudlur, Levenberg, Mané, Monga, Moore, Murray, Olah, Schuster, Shlens, 

Steiner, Sutskever, Talwar, Tucker, Vanhoucke, Vasudevan, Viégas, Vinyals, Warden, Wattenberg, 

Wicke, Yu et Zheng, 2015). Le GAIN prend environ 1,5 minute et la MIDA prend environ 4 minutes pour 

créer L = 10 ensembles de données complets au moyen d’un processeur graphique GeForce GTX 1660 

Ti. Il convient de mentionner qu’il est impossible d’ajuster manuellement l’hyperparamètre dans chacune 

des 100 simulations de chaque scénario pour les modèles d’apprentissage profond. Donc, pour chaque 

scénario, nous avons choisi au hasard une simulation et nous avons ajusté les hyperparamètres en suivant 

la procédure décrite à la section 2. Nous avons ensuite appliqué ces hyperparamètres sélectionnés à toutes 

les simulations. 
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4.2.1 Scénario des données manquantes complètement au hasard 
 

Pour créer le scénario de DMCH, nous établissons au hasard 30 % des valeurs de chaque variable en 

tant que valeurs manquantes de façon indépendante. Le tableau 4.1 présente les distributions du BSA 

estimé et de l’EQMR de toutes les probabilités marginales et bivariées dans les données imputées selon les 

quatre méthodes d’imputation. 

Dans l’ensemble, pour les paramètres des probabilités marginales et bivariées des variables continues 

catégoriques et regroupées en classes, la MICE avec CART dépasse de façon importante les trois autres 

méthodes, produisant constamment le plus petit BSA et la plus petite EQMR. La RF se classe au 

deuxième rang, dépassant constamment les méthodes d’apprentissage profond. L’avantage des 

algorithmes de la MICE est particulièrement prononcé dans les quantiles supérieurs (par exemple 75 % et 

90 %), ce qui indique que les imputations GAIN et MIDA présentent de grandes variations par rapport à 

des échantillons et des variables répétés. En effet, la MIDA et le GAIN mènent à des queues très longues 

dans l’estimation des statistiques sommaires des variables. Par exemple, pour les probabilités bivariées de 

variables continues regroupées en classes, le centile de 90 % du BSA de la MIDA et du GAIN est environ 

20 et 27 fois plus grand que celui du CART, respectivement. L’écart est encore plus grand pour l’EQMR. 

Il n’y a pas de tendance cohérente lorsqu’on compare la MIDA et le GAIN. Plus précisément, pour les 

variables continues, la MIDA dépasse généralement le GAIN, mais la différence est faible, sauf pour les 

centiles supérieurs, où la GAIN a tendance à produire une EQMR et un biais très importants. Pour les 

variables catégoriques, le GAIN dépasse la MIDA la moitié du temps, mais, encore une fois, entraîne la 

plus grande variation des imputations entre les variables. De plus, une observation intéressante et quelque 

peu étonnante est que la MICE avec CART dépasse constamment la RF, parfois de beaucoup, quel que 

soit le choix du paramètre ou de la mesure. 

 
Tableau 4.1 

Distributions du biais standardisé absolu (BSA) ( 100)  et de l’erreur quadratique moyenne relative (EQMR) 

de toutes les probabilités marginales et bivariées selon les imputations découlant des quatre méthodes 

d’imputation multiple, lorsque n = 10 000 et que 30 % des valeurs sont manquantes complètement au hasard 
 

 Quantiles Probabilités marginales Probabilités bivariées 

CART RF GAIN MIDA CART RF GAIN MIDA 

BSA ( 100)  Cat.  10 % 0,05 0,47 0,76 0,98 0,15 1,14 1,21 1,54 

25 % 0,13 1,25 1,48 2,22 0,40 2,83 3,08 3,93 

50 % 0,27 2,80 3,22 4,69 1,05 6,74 7,14 8,47 

75 % 0,64 5,86 7,18 8,86 2,51 13,59 17,03 15,23 

90 % 1,14 10,01 19,55 14,41 5,34 22,33 26,92 21,90 

Cont.  10 % 0,06 0,24 7,25 2,73 0,19 1,30 6,05 4,80 

25 % 0,10 1,05 12,86 8,36 0,43 3,24 17,61 12,01 

50 % 0,21 3,59 27,30 18,51 1,02 6,61 34,29 24,07 

75 % 0,43 5,43 30,21 26,84 1,90 11,76 49,38 39,54 

90 % 0,81 8,49 46,41 31,36 3,42 20,79 90,90 64,65 
« Cat. » désigne les variables catégoriques et « Cont. » désigne les variables continues regroupées en classes. 

CART = Classification and regression trees; RF = Random forests; GAIN = Generative adversarial imputation network;  
MIDA = Multiple imputation using denoising autoencoders. 
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Tableau 4.1(suite) 

Distributions du biais standardisé absolu (BSA) ( 100)  et de l’erreur quadratique moyenne relative (EQMR) 

de toutes les probabilités marginales et bivariées selon les imputations découlant des quatre méthodes 

d’imputation multiple, lorsque n = 10 000 et que 30 % des valeurs sont manquantes complètement au hasard 
 

 Quantiles Probabilités marginales Probabilités bivariées 

CART RF GAIN MIDA CART RF GAIN MIDA 

EQMR Cat.  10 % 1,05 1,67 2,50 3,38 0,96 1,11 2,75 2,98 

25 % 1,16 2,40 4,97 9,03 1,08 1,61 4,33 4,75 

50 % 1,37 5,99 10,37 14,89 1,25 3,35 7,40 8,16 

75 % 1,49 10,25 27,73 26,16 1,48 9,07 14,87 15,80 

90 % 1,62 16,22 97,33 40,16 1,89 23,91 36,37 27,92 

Cont.  10 % 1,19 1,50 44,06 4,35 0,82 0,86 7,40 2,05 

25 % 1,30 1,77 74,42 13,82 0,92 1,11 14,80 4,90 

50 % 1,44 3,31 139,24 72,57 1,07 1,90 32,26 13,76 

75 % 1,55 6,71 284,00 150,35 1,26 4,09 88,78 47,56 

90 % 1,64 19,69 603,38 451,44 1,54 10,80 282,29 127,15 

« Cat. » désigne les variables catégoriques et « Cont. » désigne les variables continues regroupées en classes. 

CART = Classification and regression trees; RF = Random forests; GAIN = Generative adversarial imputation network;  
MIDA = Multiple imputation using denoising autoencoders. 

 
Toutes les méthodes donnent généralement des estimations moins biaisées (c’est-à-dire de plus petits 

BSA) des probabilités marginales que des probabilités bivariées. Ceci montre que la préservation des 

caractéristiques de distribution multivariée est plus difficile que celle des caractéristiques de distribution 

univariée. L’avantage du CART par rapport aux autres méthodes est comparativement plus important 

lorsqu’on estime des paramètres bivariés par rapport aux paramètres univariés. Fait intéressant, l’EQMR a 

tendance à être plus élevée pour les probabilités marginales que pour les probabilités bivariées. Cela est 

probablement dû au fait que le dénominateur de la définition de l’EQMR vu dans l’équation (3.2) 

correspond à l’EQM des données échantillonnées avant l’introduction des données manquantes, qui ont 

tendance à être plus faibles pour les probabilités marginales que pour les probabilités bivariées. Le CART 

donne des EQM qui sont très proches des EQM correspondantes à partir des données échantillonnées 

avant l’introduction des données manquantes; c’est-à-dire que l’EQMR est proche de 1. Au contraire, les 

deux méthodes d’apprentissage profond, et le GAIN en particulier, peuvent entraîner une EQMR 

extrêmement importante pour plusieurs paramètres. 

Les figures 4.1 présentent les taux de couverture estimés des intervalles de confiance de 95 % pour les 

probabilités marginales et bivariées. Les tendances relatives à la couverture entre différentes méthodes 

sont semblables à celles relatives au biais et à l’EQM. Plus précisément, le CART tend à produire des taux 

de couverture qui se rapprochent du niveau nominal de 95 %, la médiane étant constamment autour de 

95 % et correspondant à un écart interquartile serré. En revanche, les taux de couverture de la RF, du 

GAIN et de la MIDA sont beaucoup plus éloignés du niveau nominal de 95 %. Par exemple, les taux de 

couverture médians pour le GAIN et la MIDA sont tous inférieurs à 0,60, et même inférieurs à 0,30 pour 

les variables continues. Un examen plus approfondi de l’exactitude des prévisions de chaque variable 

révèle que le GAIN et la MIDA ont tendance à générer des imputations biaisées vers les niveaux les plus 

fréquents, et que le GAIN, en particulier, produit généralement des intervalles plus étroits que les autres 
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méthodes. Cela prouve une fois de plus que les méthodes d’apprentissage profond produisent des biais 

importants. Toutes les méthodes ont tendance à produire des taux de couverture médians plus élevés pour 

les probabilités bivariées que pour les probabilités marginales, bien que les queues à gauche soient 

généralement plus longues pour les probabilités bivariées que pour les probabilités marginales. 

 
Figure 4.1 Taux de couverture de l’intervalle de confiance de 95 % pour toutes les probabilités marginales et 

bivariées obtenues à partir des quatre méthodes d’imputation dans les simulations comprenant 

n = 10 000 et 30 % de valeurs manquantes complètement au hasard. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 La ligne pointillée rouge correspond à 0,95. 

 CART = Classification and regression trees; RF = Random forests; GAIN = Generative adversarial imputation network;  
MIDA = Multiple imputation using denoising autoencoders. 

 
4.2.2 Scénario de données manquantes au hasard 
 

Nous considérons également un scénario de DMH, qui est plus plausible que le scénario de DMCH en 

pratique. Nous avons établi six variables à observer en entier : l’âge, le sexe, l’état matrimonial, la race, le 

niveau de scolarité et la catégorie de travailleur. Il serait fastidieux de spécifier un mécanisme de DMH 

différent pour chacune des 40 variables restantes, alors nous les divisons aléatoirement en trois groupes, 

dont un composé de 10 variables et deux composés de 15 variables chacun. Nous précisons ensuite un 

modèle de non-réponse distinct que nous utiliserons pour générer les données manquantes pour les 

variables de chaque groupe. Plus précisément, nous postulons un modèle logistique par groupe, 

          Probabilités marginales des variables catégoriques                                     Probabilités bivariées des variables catégoriques 

 

                 CART                          RF                           GAIN                         MIDA                                          CART                            RF                           GAIN                        MIDA 

 
Probabilités marginales des variables continues regroupées en classes        Probabilités bivariées des variables continues regroupées en classes 

             CART                           RF                           GAIN                         MIDA                                           CART                          RF                           GAIN                        MIDA 
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conditionnel aux six variables entièrement observées, sur la base desquelles nous générons des indicateurs 

binaires de données manquantes pour chaque variable de ce groupe. Ce processus entraîne un taux de 

données manquantes d’environ 30 % pour chacune des 40 variables. Nous décrivons les modèles plus en 

détail dans la documentation supplémentaire. 

Le tableau 4.2 présente les distributions du BSA et de l’EQMR de toutes les probabilités marginales et 

bivariées obtenues à partir des quatre méthodes. Toutes les méthodes donnent un BSA et une EQMR plus 

importants selon le scénario de DMH que selon le scénario de DMCH précédent. C’est normal, car le 

mécanisme de DMH correspond à une hypothèse plus forte que le mécanisme de DMCH, lequel exige le 

conditionnement d’un plus grand nombre de renseignements. Néanmoins, les tendances globales du 

rendement relatif entre les méthodes demeurent les mêmes que celles du mécanisme de DMCH. Plus 

précisément, le CART produit une fois de plus des estimations ayant les plus faibles BSA et EQMR, ce 

qui représente une marge encore plus grande que la méthode selon le mécanisme de DMCH parmi les 

quatre méthodes. Le CART est suivi de la RF, puis de la MIDA et du GAIN. Une observation notable est 

la détérioration du rendement des méthodes d’apprentissage profond, en particulier du GAIN, lors de 

l’imputation de variables continues, ce qui aboutit parfois à une multiplication par plusieurs centaines de 

l’EQMR par rapport au CART. Cela dénote les énormes incertitudes associées au GAIN lors de 

l’imputation de variables continues. 
 

Tableau 4.2 

Distributions du biais standardisé absolu (BSA) ( 100)  et de l’erreur quadratique moyenne relative (EQMR) 

pour toutes les méthodes, lorsque n = 10 000 et que 30 % des valeurs ne sont pas manquantes complètement 

au hasard, selon la totalité des probabilités marginales et bivariées possibles  
 

 Quantiles  Probabilités marginales Probabilités bivariées 

CART RF GAIN MIDA CART RF GAIN MIDA 

BSA ( 100)  Cat.  10 % 0,05 0,13 0,15 0,14 0,15 0,71 0,76 0,89 

25 % 0,11 0,44 0,62 0,61 0,40 2,23 2,55 3,20 

50 % 0,29 2,13 3,05 4,55 1,08 6,06 6,85 8,14 

75 % 1,04 4,98 6,63 10,22 2,49 13,43 16,78 16,19 

90 % 1,80 10,49 18,91 17,00 5,68 24,06 28,04 25,36 

Cont.  10 % 0,07 0,29 0,33 0,33 0,27 1,17 10,87 6,18 

25 % 0,17 1,07 9,64 3,13 0,69 3,49 23,67 16,26 

50 % 0,67 3,14 32,86 23,85 1,58 7,83 38,52 31,17 

75 % 1,20 6,95 39,57 36,09 3,40 15,20 53,59 47,34 

90 % 3,40 12,39 63,45 41,99 5,94 25,16 97,47 85,44 

EQMR Cat.  10 % 1,00 1,00 1,00 1,00 0,97 1,00 1,53 1,93 

25 % 1,08 1,82 2,56 4,75 1,04 1,39 3,78 4,03 

50 % 1,33 4,33 19,03 15,13 1,25 3,00 10,42 8,38 

75 % 1,72 13,08 55,07 33,36 1,59 9,56 27,45 16,95 

90 % 2,27 18,70 101,91 48,44 2,23 27,44 64,01 32,85 

Cont.  10 % 1,00 1,00 1,00 1,00 0,88 0,90 11,19 2,96 

25 % 1,38 1,83 90,98 8,49 1,00 1,16 20,15 6,87 

50 % 1,70 4,57 207,58 96,08 1,18 2,29 45,25 21,33 

75 % 2,12 11,47 692,67 239,69 1,50 6,95 125,39 70,90 

90 % 3,12 50,56 1342,23 806,43 2,12 18,07 459,78 205,14 

« Cat. » désigne les variables catégoriques et « Cont. » désigne les variables continues regroupées en classes. 

CART = Classification and regression trees; RF = Random forests; GAIN = Generative adversarial imputation network;  
MIDA = Multiple imputation using denoising autoencoders. 
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Les figures 4.2 présentent les taux de couverture estimés des intervalles de confiance de 95 % pour les 

probabilités marginales et bivariées, selon chaque méthode. Comme dans le cas du biais et de l’EQM, 

toutes les méthodes entraînent généralement des taux de couverture inférieurs à ceux du mécanisme de 

DMH par rapport au mécanisme de DMCH. Les queues à gauche sont visiblement plus longues dans 

certains cas, mais les tendances globales, lorsqu’on compare les méthodes, demeurent les mêmes. Plus 

précisément, le CART a toujours tendance à donner des taux de couverture supérieurs à 90 %, tandis que 

les trois autres méthodes ont toujours un taux de couverture inférieur. En particulier, le GAIN et la MIDA 

se traduisent par des taux de couverture médians extrêmement bas, en dessous de 7 %, pour les variables 

continues. Ceci est étroitement lié à l’observation précédente de la grande incertitude des méthodes 

d’apprentissage profond dans l’imputation de variables continues. 

 
Figure 4.2 Taux de couverture des intervalles de confiance de 95 % pour toutes les probabilités marginales et 

bivariées obtenues à partir des quatre méthodes dans les simulations comportant n = 10 000 et 

30 % de valeurs manquantes au hasard.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 La ligne pointillée rouge correspond à 0,95. 

 CART = Classification and regression trees; RF = Random forests; GAIN = Generative adversarial imputation network;  

MIDA = Multiple imputation using denoising autoencoders.  

 

                  Probabilités marginales des variables catégoriques                                       Probabilités bivariées des variables catégoriques 

 

 

                   CART                            RF                           GAIN                         MIDA                                          CART                            RF                            GAIN                        MIDA 

 
 Probabilités marginales des variables continues regroupées en classes         Probabilités bivariées des variables continues regroupées en classes 

 

                    CART                           RF                            GAIN                         MIDA                                           CART                           RF                           GAIN                         MIDA 



Techniques d’enquête, décembre 2022 427 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Enfin, pour illustrer le fait qu’il peut être trompeur d’évaluer seulement la REQM et les mesures 

d’exactitude globales, nous présentons les erreurs-types moyennes et empiriques de la REQM globale et 

de l’exactitude globale des 100 simulations au tableau 4.3, où les DMCH se trouvent dans la partie 

supérieure et les DMH, dans la partie inférieure. Dans le cas des deux mécanismes de données 

manquantes, pour les variables continues, la MIDA permet d’obtenir la plus petite REQM globale, suivie 

du CART ainsi que de la RF et du GAIN qui viennent en dernier. Pour les variables catégoriques, le 

CART et le GAIN permettent d’obtenir l’exactitude globale la plus élevée, la MIDA étant tout juste 

derrière et la RF apparaissant en dernier. Ces tendances, qui ne sont pas étonnantes, diffèrent de celles 

déclarées précédemment en fonction de probabilités marginales et bivariées et de mesures différentes. 

Comme nous avons vu à la section 3, la REQM et l’exactitude globales ne saisissent pas les 

caractéristiques de distribution des données multivariées ou les propriétés d’échantillonnage répété des 

méthodes d’imputation. 

 

Tableau 4.3 

Moyennes selon 100 simulations de la racine carrée de l’erreur quadratique moyenne (REQM) globale des 

variables continues et l’exactitude globale des variables catégoriques  
 

Mécanisme Mesure CART RF GAIN MIDA 

DMCH REQM  0,128 (0,002) 0,159 (0,003) 0,161 (0,008) 0,112 (0,002) 

Exactitude 0,785 (0,001) 0,658 (0,003) 0,782 (0,002) 0,752 (0,004) 

DMH REQM  0,130 (0,003) 0,154 (0,004) 0,145 (0,009) 0,110 (0,002) 

Exactitude 0,819 (0,001) 0,704 (0,003) 0,820 (0,002) 0,780 (0,007) 

Les erreurs-types empiriques sont indiquées entre parenthèses.  

Les données manquantes complètement au hasard (DMCH) se trouvent dans la partie supérieure et les données manquantes au hasard (DMH) se 

trouvent dans la partie inférieure, et 30 % de toutes les données sont manquantes. 

CART = Classification and regression trees; RF = Random forests; GAIN = Generative adversarial imputation network;  
MIDA = Multiple imputation using denoising autoencoders. 

 
4.3 Simulations où n = 100 000 et 30 % des valeurs sont manquantes 

complètement au hasard 
 

Les modèles d’apprentissage profond exigent habituellement un échantillon de grande taille pour 

l’entraînement. Par conséquent, pour donner à la MIDA et au GAIN un cadre plus favorable et pour 

étudier la sensibilité de nos résultats aux variations de la taille de l’échantillon, nous générons un scénario 

de simulation de H = 10 échantillons et de n = 100 000 selon le mécanisme de DMCH. Autrement dit, 

nous établissons au hasard 30 % des valeurs de chaque variable en tant que valeurs manquantes 

indépendamment. Dans la présente étude, nous ne générons que 10 simulations en raison des énormes 

coûts liés au calcul selon la MICE pour des échantillons de cette taille. Dans ce scénario, nous omettons la 

RF, car les résultats précédents de la section 4.2 ont montré que la RF est toujours inférieure au CART en 

ce qui a trait au rendement et au calcul. Nous utilisons le CART, le GAIN et la MIDA pour créer L = 10 

ensembles de données complets. 
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Comme il faut habituellement un nombre beaucoup plus grand de simulations pour calculer de façon 

fiable l’EQM et la couverture, nous nous concentrons sur la mesure du biais absolu pondéré (3.4). Le 

tableau 4.4 présente les distributions du biais absolu pondéré estimé (dont la moyenne est établie sur 

10 simulations) des probabilités marginales des variables catégoriques et des variables continues 

regroupées en classes. Dans l’ensemble, les tendances, lorsqu’on compare les quatre méthodes, demeurent 

conformes à celles observées à la section 4.2. Plus précisément, le CART entraîne de nouveau la plus 

petite différence absolue pondérée dans les variables catégoriques et continues, et l’avantage est 

particulièrement prononcé pour les variables continues. Par exemple, pour les variables catégoriques, la 

MIDA et le GAIN donnent une médiane du biais absolu pondéré au moins 9 et 11 fois plus élevée que le 

CART, respectivement. L’avantage du CART augmente à environ 30 et 60 fois par rapport aux variables 

continues avec la MIDA et le GAIN, respectivement. De plus, le CART donne de bons résultats pour 

l’ensemble des variables, comme en témoigne la faible variation du biais absolu pondéré, par exemple 

0,07 pour le centile de 10 % et 0,33 pour le centile de 90 % des variables catégoriques. En revanche, les 

deux modèles d’apprentissage profond entraînent une variation beaucoup plus grande entre les variables, 

par exemple 0,57 pour le centile de 10 % et 2,92 pour le centile de 90 % des variables catégoriques selon 

la MIDA, et encore plus pour le GAIN. En résumé, en dehors du temps de calcul, la MICE avec CART 

dépasse de façon considérable la MIDA et le GAIN en ce qui concerne le biais et la variance, 

indépendamment de la taille de l’échantillon. 
 

Tableau 4.4 

Distributions du biais absolu pondéré ( 100)  et de la moyenne sur 10 échantillons simulés, où pour chacun 

n = 10 000 et 30 % des valeurs sont manquantes complètement au hasard 
 

Quantiles Variables catégoriques Variables continues regroupées par classes 

CART GAIN MIDA CART GAIN MIDA 

10 % 0,07 0,43 0,57 0,10 5,52 1,98 

25 % 0,11 1,11 1,02 0,11 6,65 2,78 

50 % 0,15 1,74 1,40 0,12 7,36 4,04 

75 % 0,24 3,77 2,07 0,13 9,40 6,50 

90 % 0,33 4,63 2,92 0,15 11,31 7,72 

CART = Classification and regression trees; GAIN = Generative adversarial imputation network;  

MIDA = Multiple imputation using denoising autoencoders. 

 
4.4 Rôle des hyperparamètres dans l’imputation multiple au moyen 

d’équations en séries fondée sur l’arborescence 
 

La tendance selon laquelle le CART dépasse la RF est étonnante, car on sait que les méthodes 

d’ensemble sont habituellement supérieures aux méthodes à arbre unique. Cependant, la même tendance a 

également été observée dans une autre étude récente (Wongkamthong et Akande, 2021). Nous étudions le 

rôle de l’hyperparamètre clé dans la RF, à savoir le nombre maximum d’arbres ,d  dans les simulations. 

Nous avons sélectionné au hasard des données simulées de taille n = 10 000 et 30 % des entrées 

manquantes complètement au hasard. Nous utilisons le progiciel mice pour ajuster la RF en fonction des 
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différents nombres d’arbres : 2, 5,10,15, 20,d =  où 10d =  est le paramètre par défaut. L’EQMR des 

variables catégoriques imputées, ajustée à l’aide de chaque valeur ,d  ainsi que celle reposant sur le 

CART, est présentée sous forme de trajectoires à la figure 4.3. Ces trajectoires révèlent une tendance 

constante : les quantiles supérieurs de l’EQMR, en particulier ceux de plus de 50 %, se détériorent 

rapidement à mesure que le nombre maximal d’arbres de la RF augmente, tandis que les quantiles 

inférieurs, par exemple ceux de 10 % et de 25 %, demeurent stables. Nous avons constaté une tendance 

semblable en ce qui a trait à la mesure du biais standardisé et aux variables continues; par conséquent, les 

résultats sont omis dans la présente étude. Cela laisse entendre qu’un plus grand nombre d’arbres dans la 

RF (du moins tel que cela est mis en œuvre dans le progiciel mice) entraîne une queue beaucoup plus 

longue dans la distribution du biais et des EQM. Cela est probablement dû à un surajustement. Nous ne 

pouvons pas exclure la possibilité qu’un ajustement plus personnalisé des hyperparamètres de la RF puisse 

dépasser le CART dans certaines applications. Toutefois, un tel ajustement précis propre à un cas de 

l’algorithme MICE n’est généralement pas accessible à la grande majorité des utilisateurs de l’imputation 

multiple qui se fient à l’ajustement par défaut des progiciels populaires comme mice. 

 
Figure 4.3 Quantiles de l’erreur quadratique moyenne relative (EQMR) pour l’ensemble des probabilités 

marginales et bivariées des variables catégoriques et continues regroupées en classes, selon les 

modèles par arbres de classification et de régression (CART) et l’algorithme de forêt aléatoire 

(RF) comprenant différents nombres d’arbres, pour un échantillon de simulation ayant n = 10 000 

et 30 % des valeurs manquantes complètement au hasard. 
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5. Évaluation fondée sur des ensembles de données « de référence » 
 

Pour vérifier les évaluations dans les études sur le GAIN et la MIDA (Gondara et Wang, 2018; Yoon, 

Jordon et Schaar, 2018; Lu et coll., 2020), nous avons également comparé les deux modèles 

d’apprentissage profond avec le CART en fonction des cinq ensembles de données de référence et de la 

procédure de simulation (différente de notre cadre proposé) utilisés dans ces études. Les précisions 

relatives à ces ensembles de données et à ces simulations sont présentées dans la documentation 

supplémentaire. Les tailles d’échantillon de ces données ne sont généralement pas assez grandes pour être 

considérées comme des données de population à partir desquelles nous pouvons échantillonner à répétition 

sans remise, de sorte que nous ne sommes pas en mesure de les évaluer de façon considérable à l’aide du 

biais standardisé absolu, de l’EQMR ou de la couverture. Nous évaluons donc les méthodes 

principalement en fonction de la mesure du biais absolu pondéré. En résumé, le CART dépasse encore de 

façon constante et importante la MIDA et le GAIN en ce qui concerne le biais absolu pondéré des 

variables catégoriques et continues, et ce, pour les cinq ensembles de données de référence. L’écart de 

rendement est particulièrement prononcé pour les variables continues. Nous avons également calculé 

l’EQM et l’exactitude globales comme les auteurs de ces études l’ont fait. À l’exception d’un ensemble de 

données, nous n’avons pas pu reproduire les résultats présentés dans ces études, même en utilisant le code 

des auteurs. Une raison possible est que la documentation du processus d’ajustement et de sélection des 

hyperparamètres du modèle serait obscure, ce qui est vrai dans le cas présent. Vous trouverez de plus 

amples renseignements dans la documentation supplémentaire en ligne. 

 
6. Conclusion 
 

Ces dernières années, de nombreuses méthodes d’imputation de données manquantes fondées sur 

l’apprentissage automatique ont vu le jour, ce qui a suscité l’espoir qu’il y ait des améliorations par 

rapport aux méthodes d’imputation plus conventionnelles comme la MICE. Cependant, les efforts pour 

évaluer ces méthodes dans des situations réelles demeurent rares. Dans la présente étude, nous adoptons 

un cadre d’évaluation des simulations reposant sur des données réelles. Nous menons de vastes études de 

simulation qui sont fondées sur l’American Community Survey afin de comparer les propriétés 

d’échantillonnage répété de deux méthodes de la MICE et de deux méthodes d’imputation par 

apprentissage profond s’appuyant sur le GAN (GAIN) et les autoencodeurs débruiteurs (MIDA). 

Nous avons découvert que les modèles d’apprentissage profond ont un grand avantage sur le plan des 

calculs par rapport aux méthodes de la MICE, en partie parce qu’ils peuvent exploiter la puissance du 

processeur graphique pour effectuer des calculs de manière très efficace. Cependant, nos simulations ainsi 

que notre évaluation de plusieurs données de « référence » indiquent que la MICE avec la spécification du 

CART des modèles conditionnels dépasse constamment, et habituellement de façon substantielle, les 

modèles d’apprentissage profond en ce qui a trait au biais, à l’erreur quadratique moyenne et à la 
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couverture dans un large éventail de contextes réalistes. En particulier, le GAIN et la MIDA ont tendance 

à générer des imputations instables comportant d’énormes variations des échantillons répétés 

comparativement à la MICE. Une explication possible est que les réseaux neuronaux profonds excellent 

dans la détection de sous-structures complexes de mégadonnées, mais peuvent ne pas convenir aux 

données ayant une structure simple, comme les données simulées utilisées dans la présente étude. Une 

autre possibilité est que la taille des échantillons dans nos simulations ne soit pas suffisante pour former 

des réseaux neuronaux profonds, lesquels exigent habituellement beaucoup plus de données que les 

modèles statistiques conventionnels. 

Ces résultats contredisent les constatations précédentes fondées sur la seule mesure de rendement de 

l’erreur quadratique moyenne globale qui proviennent de la littérature sur l’apprentissage automatique 

(par exemple Gondara et Wang, 2018; Yoon, Jordon et Schaar, 2018; Lu et coll., 2020). Cet écart met en 

évidence les pièges de la pratique courante de l’évaluation des méthodes d’imputation dans la littérature 

sur l’apprentissage automatique. Il démontre également l’importance d’évaluer les propriétés de 

l’échantillonnage répété selon plusieurs paramètres des méthodes d’imputation multiple. Une découverte 

intéressante est que les ensembles d’arbres (par exemple la RF) ne s’améliorent pas selon un seul arbre 

(par exemple le CART) dans le contexte de la MICE, ce qui correspond aux résultats d’une autre étude 

récente (Wongkamthong et Akande, 2021). En combinaison avec le fait que la méthode RF est plus 

intensive sur le plan des calculs que la méthode CART, nous recommandons d’utiliser en pratique la 

MICE avec CART plutôt que la RF. 

Notre étude comporte quelques limites. Premièrement, il existe de nombreuses méthodes 

d’apprentissage profond qui peuvent être adaptées à l’imputation des données manquantes et elles peuvent 

toutes avoir des caractéristiques de fonctionnement différentes. Nous avons choisi le GAIN et la MIDA 

parce que les réseaux antagonistes génératifs et les autoencodeurs débruiteurs sont des méthodes 

d’apprentissage profond extrêmement reconnues, et les méthodes d’imputation fondées sur ces méthodes 

ont été reconnues comme étant supérieures à la MICE. Néanmoins, il serait souhaitable d’examiner 

d’autres méthodes d’imputation fondées sur l’apprentissage profond dans les travaux de recherche futurs. 

Deuxièmement, le rendement des méthodes d’apprentissage automatique dépend fortement de la sélection 

des hyperparamètres. On peut donc soutenir que le rendement inférieur du GAIN et de la MIDA peut être 

attribuable au moins en partie à la sélection d’hyperparamètres sous-optimaux. Cependant, les spécialistes 

s’appuieraient probablement sur les valeurs d’hyperparamètres par défaut pour toute méthode 

d’imputation par apprentissage automatique, ce qui est en fait ce que nous avons adopté dans nos 

simulations et ce qui représente donc la pratique réelle. Troisièmement, nous n’avons pas tenu compte de 

la distribution conjointe entre des variables catégoriques et continues, mais nos évaluations au sein de 

variables catégoriques et continues ont produit des conclusions cohérentes. Enfin, comme pour toute étude 

de simulation, il faut faire preuve de prudence lors de la généralisation des conclusions. En choisissant 
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soigneusement les données et les mesures, nous avons tenté d’imiter de près les contextes représentatifs 

des données d’enquête réelles afin que nos conclusions soient informatives pour les spécialistes qui 

doivent faire face à des situations semblables. D’autres études d’évaluation fondées sur différentes 

données sont souhaitées afin de mieux comprendre les caractéristiques opérationnelles et le rendement 

comparatif des différentes méthodes d’imputation des données manquantes. Les données, les codes et la 

documentation supplémentaire relatifs à la présente étude sont accessibles à l’adresse suivante : 

https://github.com/zhenhua-wang/MissingData_DL (en anglais seulement). 
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Modélisation de séries chronologiques multiniveaux de la 

couverture des soins prénataux au Bangladesh à des niveaux 

administratifs désagrégés 

Sumonkanti Das, Jan van den Brakel, Harm Jan Boonstra et Stephen Haslett1 

Résumé 

Des modèles de séries chronologiques multiniveaux sont appliqués pour estimer les tendances de séries 

chronologiques de la couverture des soins prénataux à plusieurs niveaux administratifs du Bangladesh, 

d’après les cycles répétés de la Bangladesh Demographic and Health Survey (BDHS, Enquête démographique 

et sur la santé du Bangladesh) pendant la période allant de 1994 à 2014. Les modèles de séries chronologiques 

multiniveaux sont exprimés dans un cadre bayésien hiérarchique et ajustés au moyen de simulations Monte 

Carlo par chaînes de Markov. Les modèles tiennent compte des intervalles variables de trois ou quatre ans 

entre les cycles de la BDHS et fournissent aussi des prédictions pour les années intermédiaires. Il est proposé 

d’appliquer les modèles transversaux de Fay-Herriot aux années d’enquête séparément au niveau des districts, 

soit l’échelle régionale la plus détaillée. Les séries chronologiques de ces prédictions pour petits domaines au 

niveau des districts et leurs matrices de variance-covariance sont utilisées comme séries de données d’entrée 

pour les modèles de séries chronologiques multiniveaux. Dans ces modèles, on examine les corrélations 

spatiales entre les districts, la pente et l’ordonnée à l’origine aléatoires au niveau des districts, ainsi que les 

différents modèles de tendance au niveau des districts et aux niveaux régionaux plus élevés pour l’emprunt 

d’information dans le temps et l’espace. Les estimations des tendances au niveau des districts sont obtenues 

directement à partir des résultats des modèles, tandis que les estimations des tendances à des échelons 

régionaux et nationaux plus élevés sont obtenues par agrégation des prédictions au niveau des districts, ce qui 

donne un ensemble cohérent d’estimations des tendances sur le plan numérique. 
 

Mots-clés : Approche bayésienne hiérarchique; enquêtes démographiques et sur la santé; estimation sur petits 

domaines; modèle transversal de Fay-Herriot; simulation par la méthode de Monte Carlo par chaînes de 
Markov (MCMC). 

 

 

1. Introduction 
 

Dans plus de 90 pays, les enquêtes démographiques et sur la santé ont été largement utilisées pour 

estimer des indicateurs nationaux et infranationaux concernant la fécondité, la planification familiale, la 

mortalité infantile, la santé infantile, la santé maternelle et la nutrition des enfants et des femmes (DHS, 

2021). Le plan de sondage de l’Enquête démographique et sur la santé du Bangladesh (BDHS) ne prend 

pas en compte les unités administratives inférieures à l’échelle infranationale (7 divisions), notamment 64 

districts et plus de 450 sous-districts (deuxième et troisième niveaux de hiérarchie administrative 

respectivement). Par conséquent, la taille des échantillons est trop petite pour permettre d’estimer les 

indicateurs sous le niveau de la division au moyen d’estimateurs classiques fondés sur le plan de sondage. 

Au total, sept enquêtes ont été réalisées pour la période allant de 1994 à 2014. Elles ont fourni des séries 

chronologiques d’estimations directes à l’échelle nationale et au niveau de la division concernant les 

indicateurs susmentionnés, qui permettent de suivre les progrès de la diminution de la mortalité maternelle 

et néonatale au Bangladesh. Toutefois, pour optimiser l’affectation des ressources et l’élaboration des 

politiques, des renseignements statistiques plus détaillés et fiables à l’échelle régionale des districts sont 
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nécessaires. C’est à cette fin que des modèles d’estimation sur petits domaines sont élaborés dans le 

présent article. L’estimation sur petits domaines désigne une classe de procédures d’estimation fondées 

sur un modèle qui améliorent l’exactitude des estimations directes pour un domaine en augmentant la 

taille réelle de l’échantillon dans chaque domaine distinct au moyen de l’information de l’échantillon 

observée dans d’autres domaines ou dans la période de référence précédente. Cette méthode est souvent 

décrite comme un emprunt d’information dans l’espace ou dans le temps, respectivement (Rao et Molina, 

2015). 

La BDHS est réalisée de façon répétée avec des intervalles de trois ou quatre ans entre deux enquêtes 

consécutives. La présente étude porte sur sept éditions couvrant la période de 1994 à 2014. Dans le présent 

article, des modèles multivariés de séries chronologiques multiniveaux sont élaborés pour produire des 

estimations fiables des tendances de la couverture des soins prénataux au niveau des districts, des 

divisions et du pays. Ces modèles sont élaborés dans un cadre bayésien hiérarchique et ajustés au moyen 

de simulations Monte Carlo par chaînes de Markov. L’avantage d’une approche multivariée des séries 

chronologiques est qu’elle tire parti de toute l’information disponible en modélisant les corrélations 

transversales et temporelles entre districts et périodes de référence. Étant donné que les modèles sont 

définis à une fréquence annuelle, ils prennent en compte les intervalles variables de trois ou quatre ans 

entre cycles d’enquête. De plus, les modèles de séries chronologiques multiniveaux fournissent des 

prédictions pour les années sans données d’enquête. 

Deux variables de réponses connexes sont examinées dans le présent article : si aucune consultation 

prénatale n’a été reçue ou si au moins quatre consultations prénatales ont été reçues, variables désignées 

respectivement par l’abréviation ANC0 (antenatal care) et ANC4. Les estimations directes et les 

estimations de la variance sont calculées à partir des données transversales des sept enquêtes BDHS à 

l’échelle régionale la plus détaillée des districts et sont utilisées comme données d’entrée dans le modèle 

de séries chronologiques multiniveaux. Cette méthode présente toutefois un inconvénient : d’autres 

renseignements auxiliaires, tirés de deux recensements, ne peuvent pas être inclus dans les modèles de 

séries chronologiques multiniveaux. Le recensement est mené tous les 10 ans. Cela signifie que les mêmes 

valeurs d’information auxiliaire, disponibles dans un recensement donné, sont utilisées dans deux ou 

même trois éditions ultérieures de la BDHS menées après ce recensement, mais avant le prochain. Cela 

produit des chocs dans les prédictions des séries chronologiques multiniveaux pendant les périodes pour 

lesquelles les renseignements d’un nouveau recensement sont publiés. On contourne ce problème en 

élaborant la méthode suivante en deux étapes. Dans un premier temps, on applique des modèles 

transversaux de Fay-Herriot (F-H) (Fay et Herriot, 1979) à chaque cycle d’enquête en utilisant les 

estimations directes au niveau du district et leurs erreurs-types lissées. L’information auxiliaire de 

recensement sert à améliorer ces modèles transversaux de F-H. Dans une deuxième étape, ces estimations 

transversales de F-H sont utilisées comme données d’entrée dans le modèle de séries chronologiques 

multiniveau. Notons que les prédictions transversales de F-H pour une année d’enquête donnée sont 

corrélées. Les modèles de séries chronologiques multiniveaux tiennent compte de cette corrélation en 

utilisant les matrices de variance-covariance complètes des prédictions de F-H transversales comme 

données d’entrée dans le modèle de séries chronologiques multiniveau. Cette approche en deux étapes 

présente l’avantage d’éliminer les grandes erreurs d’échantillonnage des estimations directes et de 
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stabiliser la série de données d’entrée pour les modèles de séries chronologiques multiniveaux. Cela 

repose toutefois sur l’hypothèse que les séries d’entrées des modèles de séries chronologiques ne 

présentent pas de biais en raison d’une erreur de spécification des modèles de F-H transversaux. Pour 

éviter cela, il faut un processus de sélection et d’évaluation minutieux des modèles transversaux de F-H à 

la première étape. 

Les modèles de séries chronologiques multiniveaux empruntent de l’information dans le temps et 

l’espace de plusieurs manières. Les relations transversales sont modélisées au moyen d’effets fixes ainsi 

que de pentes et d’ordonnées à l’origine aléatoires au niveau du district, indépendantes ou corrélées. Les 

corrélations spatiales entre districts sont aussi prises en compte. Les tendances lisses et les tendances 

locales au niveau des districts, des divisions et du pays servent à modéliser les corrélations temporelles et 

transversales. Au lieu que soit définie une matrice de corrélation complète entre les termes de perturbation 

des tendances au niveau du district, les tendances sont définies au niveau de la division, et sont partagées 

par tous les districts sous-jacents. Les écarts par rapport à cette tendance générale sont modélisés au 

moyen des tendances au niveau du district. C’est une façon parcimonieuse de modéliser les relations 

transversales entre districts (Boonstra et van den Brakel, 2019). Les estimations des tendances au niveau 

des districts sont obtenues directement à partir des résultats des modèles, tandis que les tendances au 

niveau des divisions et du pays sont obtenues par agrégation des prédictions au niveau des districts. La 

production d’estimations pour des niveaux d’agrégation plus élevés par agrégation des prédictions à partir 

de l’échelle régionale la plus détaillée permet de disposer de tableaux de publication numériquement 

cohérents par définition. Les estimations relatives aux districts pour les années non couvertes par l’enquête 

et aux districts non couverts l’année de l’enquête sont aussi prédites à partir des modèles de séries 

chronologiques estimés. 

Les modèles de séries chronologiques multiniveaux élaborés dans le présent article sont des extensions 

du modèle de F-H. Rao et Yu (1994) ont étendu le modèle de F-H pour emprunter de l’information dans le 

temps en supposant que les effets aléatoires propres à une zone suivent un modèle autorégressif de 

premier ordre Ar(1) dans le temps, de manière indépendante entre les domaines. Datta, Lahiri, Maiti et Lu 

(1999), et You et Rao (2000) ont généralisé une extension de la série chronologique du modèle de F-H à 

partir de Rao et Yu (1994) dans le cadre hiérarchique de Bayes en considérant que les termes d’erreur 

propres à un domaine suivent un modèle de marche aléatoire de premier ordre dans le temps plutôt qu’un 

processus Ar(1). Datta, Lahiri et Maiti (2002) ont également utilisé un modèle de marche aléatoire pour la 

composante temps afin d’estimer le revenu médian des familles de quatre personnes par État en 

s’appuyant sur des séries chronologiques et des données transversales en fonction de la méthode 

d’estimation empirique de Bayes. Marhuenda, Molina et Morales (2013) ont étendu le modèle de Rao et 

Yu (1994) à une version spatio-temporelle du modèle de F-H en intégrant une hypothèse supplémentaire 

selon laquelle les effets aléatoires au niveau du domaine suivent un processus autorégressif simultané de 

premier ordre (Pratesi et Salvati, 2008) pour inclure la corrélation spatiale entre les données des domaines 

voisins. Ces extensions sont très spécifiques à la seule composante des effets aléatoires au niveau du 

domaine. Dans le modèle spatio-temporel de F-H examiné dans la présente étude, il est possible de 

spécifier les effets aléatoires à divers niveaux de désagrégation à côté des domaines des niveaux détaillés 

cibles afin d’intégrer des corrélations spatiales, temporelles et spatio-temporelles entre données. À cet 
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égard, le modèle bayésien hiérarchique considéré est plus souple que l’autre extension du modèle de F-H. 

D’autres études pertinentes de modèles de séries chronologiques multiniveaux et de modèles d’espaces 

d’état qui étendent le modèle de F-H pour emprunter de l’information dans le temps et l’espace se trouvent 

notamment dans You, Rao et Gambino (2003); You (2008); Pfeffermann et Burck (1990); Pfeffermann et 

Tiller (2006); Bollineni-Balabay, van den Brakel, Palm et Boonstra (2017); Boonstra et van den Brakel 

(2022, 2019) et Boonstra, van den Brakel et Das (2021). 

Le reste du présent l’article s’organise comme suit. La section 2 décrit le besoin de données statistiques 

fiables à un échelon régional peu élevé pour évaluer les objectifs de développement durable liés à la 

mortalité maternelle et néonatale au Bangladesh. La section 3 décrit brièvement les sources de données et 

le calcul des estimations directes et des estimations de la variance à partir des données de l’enquête 

BDHS, ainsi que les transformations des estimations directes et l’approche de la fonction généralisée de 

variance (FGV) aux fins de lissage des estimations de la variance, deux méthodes qui améliorent 

l’ajustement du modèle. La section 4 décrit le cadre bayésien hiérarchique de la modélisation multiniveau 

des séries chronologiques. Les modèles retenus pour ANC0 et ANC4 sont présentés à la section 5, 

accompagnés d’une brève discussion sur le processus de construction des modèles. La section 6 présente 

une analyse des estimations des tendances fondées sur les modèles élaborés et certains résultats 

d’évaluation de modèle sont illustrés à la section 7. Le document se termine par une discussion à la 

section 8. 

 
2. La nécessité de statistiques régionales fiables sur la mortalité 

maternelle et néonatale au Bangladesh 
 

Le Bangladesh a fait des progrès remarquables dans la réduction du taux de mortalité maternelle et du 

taux de mortalité néonatale conformément aux objectifs 4 et 5 du rapport intitulé Objectifs du Millénaire 

pour le développement. Cependant, les indicateurs du taux de mortalité maternelle (170 pour 100 000 

naissances vivantes [OMS, UNICEF et autres, 2014]) et du taux de mortalité néonatale (28 pour 1 000 

naissances vivantes [NIPORT, 2015a]) restent relativement hauts comparativement à l’objectif de 

développement durable (ODD) de réduction du taux de mortalité maternelle à 70 pour 100 000 naissances 

vivantes et du taux de mortalité néonatale à 12 décès pour 1 000 naissances vivantes au Bangladesh (BBS, 

2020). Ces taux de mortalité élevés s’expliquent principalement par le recours insuffisant aux services de 

santé maternelle, comme les soins prénataux, les naissances assistées par du personnel soignant qualifié et 

les soins postnataux (NIPORT, 2016). En effet, il est important de recevoir suffisamment de soins 

prénataux pendant la grossesse, car cela augmente également le recours à du personnel soignant qualifié 

pour l’accouchement et à des soins postnataux (Mrisho, Obrist, Schellenberg, Haws, Mushi, Mshinda, 

Tanner et Schellenberg, 2009). 

L’enquête auprès des ménages la plus récente indique que la majorité des femmes enceintes (75 %) au 

Bangladesh reçoivent des soins prénataux donnés par des fournisseurs ayant reçu une formation médicale. 

Cependant, la proportion de femmes qui reçoivent au moins 4 consultations prénatales comme 

recommandés par l’OMS est nettement moins élevée, soit 37 % (BBS et UNICEF, 2019). Ces données 

donnent à penser que le Bangladesh accuse un retard dans l’atteinte de l’objectif national de 50 % de 
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femmes qui reçoivent au moins 4 consultations prénatales d’ici 2016. Pour combler cet écart et atteindre 

l’objectif 3 de l’ODD, qui consiste à porter à plus de 98 % d’ici 2030 (NIPORT, 2015b) le nombre de 

femmes qui reçoivent au moins 4 consultations prénatales, le pays a besoin d’une stratégie globale et de 

jalons précis. Les tendances nationales de la couverture des soins prénataux indiquent que la proportion de 

femmes n’ayant pas reçu de soins prénataux (ANC0) s’est améliorée pour atteindre seulement 17,2 % en 

2019, comparativement à 85 % en 1994, tandis que la proportion de femmes ayant reçu au moins quatre 

visites de soins prénataux (ANC4) a augmenté à 37 % en 2019, alors qu’elle était de 6 % en 1994. 

L’amélioration des indicateurs pendant cette période varie selon les divisions. L’amélioration la plus 

marquée est observée dans la division de Khulna, où ANC0 et ANC4 sont passés d’environ 70 % et 5 % à 

environ 12 % et 40 %, respectivement. L’évolution la plus faible a été observée dans la division de Sylhet. 

Les installations proposant des services de soins prénataux présentent des variations considérables au 

Bangladesh. On trouve des cliniques communautaires et des centres de protection de la famille au niveau 

des unions (ainsi que des cliniques d’organisations non gouvernementales), des complexes de santé au 

niveau des upazila, qui sont des sous-districts, et des hôpitaux de district et tertiaires au niveau des 

districts. De plus, l’accès aux médecins privés varie selon le degré d’urbanisation ainsi que la distance 

entre le district ou le sous-district et les villes métropolitaines les plus proches, en particulier la capitale 

Dhaka. L’inégalité d’accès aux soins prénataux est aussi explicitement visible au niveau de la division. On 

peut s’attendre à ce que les inégalités soient encore plus grandes aux niveaux administratifs désagrégés, 

comme les districts et les sous-districts. Aucune étude n’a toutefois confirmé cette hypothèse, 

principalement en raison de l’absence de données d’enquête suffisamment détaillées à ces niveaux. Des 

données récentes tirées d’études à des niveaux désagrégés sur la pauvreté, la nutrition des enfants et la 

morbidité indiquent des niveaux élevés d’inégalité au niveau des districts et des sous-districts (Haslett et 

Jones, 2004; Haslett, Jones et Isidro, 2014; Das, Kumar et Kawsar, 2020; Hossain, Das et Chandra, 2020). 

 
3. Sources des données et estimations des entrées 

 
3.1 Sources des données 
 

Depuis 1993-1994, la BDHS est réalisée sous l’autorité de l’Institut national de recherche et de 

formation en démographie (NIPORT) du ministère de la Santé et de la Protection de la famille (MOHFW). 

L’enquête évalue les programmes sociaux et sanitaires en place afin d’élaborer de nouvelles stratégies 

d’amélioration de l’état de santé des femmes et des enfants du pays. En 2018, huit enquêtes BDHS avaient 

été menées : en 1993-1994, 1996-1997, 2000, 2004, 2007, 2011, 2014 et 2017-2018. La présente étude 

s’appuie sur les données d’enquête relatives à la période de 1994 à 2014 puisque l’emplacement au niveau 

du district des grappes sondées n’est pas divulgué dans la BDHS la plus récente de 2017-2018. De 1994 à 

2014, trois recensements de la population et du logement ont été réalisés, en 1991, 2001 et 2011. Les 

données complètes du recensement ne sont pas disponibles : seulement 10 % des données du Recensement 

de 1991, 10 % des données du Recensement de 2001 et 5 % des données du Recensement de 2011 sont 

accessibles au public par l’intermédiaire d’IPUMS-International (https://international.ipums.org). Un 

certain nombre de variables contextuelles au niveau des districts ont été générées et utilisées dans 
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l’élaboration de modèles transversaux de F-H afin de produire des estimations d’entrées pour les modèles 

de séries chronologiques multiniveaux. 

 

3.2 Estimations directes 
 

Les variables analysées dans le présent article sont ANC0 et ANC4. Le Bangladesh est divisé en sept 

régions infranationales appelées divisions. Ces divisions sont ensuite divisées en 64 districts, soit l’échelle 

régionale la plus détaillée examinée dans la présente étude. Dans un premier temps, les estimations et les 

estimations de la variance des deux variables cibles au niveau des districts sont obtenues à partir des 

données au niveau de l’unité de chaque année d’enquête au moyen d’un estimateur d’enquête direct 

classique fondé sur le plan (désigné par DIR ci-après), dans lequel les poids d’enquête servent à prendre 

en compte le plan de sondage et la non-réponse. 

Dans la présente étude, les femmes en âge de procréer qui ont été mariées et qui ont accouché au cours 

des trois années précédant une année d’enquête sont considérées comme la population cible. Étant donné 

qu’on ne dispose pas de ces renseignements sur la grossesse dans la population du recensement, la taille 

de la population par domaine est estimée par le nombre de femmes en âge de procréer ayant déjà été 

mariées qui se trouve dans les trois recensements. Cela signifie que même si les tailles d’échantillon d’un 

domaine reposent sur un recensement, il y a une certaine incertitude à leur sujet, qui est ignorée dans les 

modèles d’estimation sur petits domaines (EPD). Pour une analyse plus détaillée sur la taille des 

populations propres aux divisions et aux districts, voir Das, van den Brakel, Boonstra et Haslett (2021). 

La BDHS utilise un échantillon stratifié des ménages à deux degrés. Les strates sont formées à partir 

des divisions et sous-divisions selon leur caractérisation urbaine-rurale. Les unités primaires 

d’échantillonnage (UPE) sont les secteurs de dénombrement du recensement de la population et du 

logement créés pour comporter en moyenne environ 120 ménages (légère variation par rapport au 

recensement). À la première étape, les UPE sont sélectionnées avec des probabilités proportionnelles à la 

taille de l’UPE, c’est-à-dire au nombre de ménages. À la deuxième étape, le listage complet des ménages 

est effectué dans toutes les UPE sélectionnées, puis une trentaine de ménages sont sélectionnés dans 

chaque UPE au moyen d’un échantillonnage systématique. Le taux de réponse chez les femmes 

admissibles a dépassé 95 % toutes les années de la BDHS. Bien que la taille de l’échantillon des femmes 

qui ont été mariées soit supérieure à 10 000 dans toutes les enquêtes, la taille de l’échantillon de la 

présente étude est plus petite, car seules les femmes déjà mariées qui ont eu un enfant au cours des trois 

années précédant l’année d’enquête sont prises en compte. Au niveau des districts, la taille moyenne des 

échantillons varie entre 60 et 114, et certains districts comptent moins de 10 femmes observées, voire 

aucune. 

Les poids de sondage sont calculés en fonction des probabilités de sélection. On a ensuite ajusté ces 

poids pour tenir compte de la non-réponse des ménages et des personnes. L’estimation directe de la 

proportion de la population dans un domaine i  pour l’année d’enquête t  est calculée comme étant la 

moyenne de l’échantillon.   

 ˆ = ,it

it

ijt ijtj s

it

ijtj s

w y
Y
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 (3.1) 
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où y  est la variable de réponse d’intérêt, its  est l’ensemble des femmes déjà mariées dans le domaine i  

pour lequel y  est observé l’année ,t  et ijtw  est le poids de sondage pour la personne j  vivant dans le 

domaine i  l’année .t  Notons que les poids ijtw  sont mis à l’échelle de façon à ce que la somme sur les 

poids dans l’échantillon soit égale à la taille nette de l’échantillon. Les estimations de la variance 

correspondantes sont obtenues par approximation comme suit :   

 
( )

( )
21ˆ ˆvar ( ) = ,

1
it

it ijt ijt it

j sit it

Y w y Y
n n 

−
−

  (3.2) 

où itn  est le nombre de femmes qui ont été mariées observé dans le domaine i  au cours de l’année de 

l’enquête .t  Au départ, on estimait la variance en calculant la variance parmi les totaux estimés d’UPE 

comme si la sélection avait été réalisée au moyen d’un échantillonnage stratifié avec remise, appelé 

approximation de la variance de l’unité d’échantillonnage finale. Cela a donné des estimations de variance 

nulle pour quelques domaines. L’approximation de la variance (3.2) évite ces estimations de variance 

nulle, et donne des estimations de la variance comparables à l’approximation initiale où l’on supposait que 

les UPE étaient sélectionnées avec remise. Dans le premier modèle de séries chronologiques multiniveaux, 

représenté par MTS-I, ces estimations directes servent de séries de données d’entrée. 

 
3.3 Estimations transversales de Fay-Herriot 
 

Un des problèmes que pose le modèle MTS-I est qu’il utilise des données du recensement comme 

variables auxiliaires dans le modèle de séries chronologiques multiniveau. Étant donné que l’intervalle 

entre deux recensements est de 10 ans, alors que la BDHS est réalisée tous les trois ou quatre ans, les 

covariables du recensement restent identiques jusqu’à ce que de nouvelles données du recensement soient 

disponibles. L’inclusion de ces données de recensement comme covariables dans les modèles MTS-I 

faussera les estimations des tendances et des changements d’une période à l’autre. L’une des façons de 

tirer parti des données du recensement consiste à modéliser les estimations directes au niveau des districts 

dans des modèles transversaux de F-H distincts en utilisant des variables contextuelles pertinentes 

extraites des données de recensement. On s’attend aussi à ce que l’utilisation de variables auxiliaires de 

recensement disponibles à temps dans des modèles transversaux de F-H répétitifs puisse avoir une 

incidence sur les coefficients de régression et l’exactitude des prédictions de modèle de la variable 

dépendante, mais non sur les prédictions de la variable dépendante elle-même. Comparativement aux 

estimations directes utilisées dans MTS-I, ces modèles transversaux de F-H fournissent aussi de 

meilleures estimations parce qu’ils empruntent certaines informations dans les districts. 

Les estimations transversales de F-H et leurs erreurs-types sont utilisées comme données d’entrée pour 

un deuxième modèle, désigné MTS-II. Les estimations transversales de F-H sont corrélées en raison de 

leurs composantes communes à effet fixe, qui sont ignorées dans MTS-II. Par conséquent, un troisième 

modèle de séries chronologiques multiniveaux, désigné MTS-III, est élaboré au moyen des estimations 

transversales de F-H et de leur matrice de covariance complète comme données d’entrée. 
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Les composantes à effet fixe et aléatoire pour les modèles transversaux de F-H spécifiques à l’enquête 

sont présentées dans les tableaux A.2 et A.3 de l’annexe. Pour tous les modèles, on suppose que les effets 

aléatoires suivent une loi normale. On a examiné des modèles non normaux pour les effets aléatoires 

(Laplace et horseshoe) et l’erreur d’échantillonnage (distribution t) comme solutions de rechange à la loi 

normale. Cela n’a toutefois pas amélioré l’ajustement du modèle. 

 
3.4 Fonctions généralisées de variance 
 

Dans les modèles de F-H et de séries chronologiques multiniveaux, les estimations de la variance des 

estimations directes sont en grande partie traitées comme des quantités fixes. Comme ces estimations de la 

variance peuvent présenter un bruit important, elles sont lissées au moyen d’une fonction généralisée de 

variance (FGV) avant d’être utilisées dans les modèles de F-H et de séries chronologiques multiniveaux. Il 

est entendu qu’un district sans données d’échantillon est considéré comme manquant et qu’il n’est donc 

pas pris en compte dans la méthode d’élaboration du modèle. Le modèle de F-H transversal peut produire 

des estimations et des erreurs-types pour ces domaines hors échantillon. On n’utilise toutefois pas ces 

estimations synthétiques dans l’élaboration des modèles MTS-II et MTS-III pour obtenir une meilleure 

comparaison avec le modèle MTS-I. 

Les FGV sont des modèles de régression qui relient les estimations de la variance à des prédicteurs 

comme la taille de l’échantillon, les variables du plan de sondage et les estimations ponctuelles (Wolter 

(2007), chapitre 7). Pour les variables ANC0 et ANC4, on utilise la FGV suivante :   

 ˆlogse( ) = log log( 1) Divisionit it itY Y m   + + + + +∈𝑖𝑡 , (3.3) 

où ˆse( )itY  est l’erreur-type de ˆ
itY  dans (3.1), itm  le nombre d’unités d’échantillonnage contribuant au 

district i  l’année t  et Division est une variable catégorique ayant 7 niveaux. Étant donné que nous ne 

pouvons pas nous fier aux estimations directes pour les valeurs très petites de ,itm  les 
itY  du côté droit de 

(3.3) sont des estimations lissées simples.   
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 (3.4) 

où [ ]d i tY  désigne la moyenne pour la division ( 1d d =  à 7) à laquelle appartient le district ,i  pour l’année 

.t  Comme l’a mentionné un réviseur, un estimateur par la régression composite peut être utilisé comme 

solution de rechange pour (3.4). 

Les erreurs de régression ∈𝑖𝑡 , sont censées être indépendantes et normalement distribuées avec un 

paramètre de variance commun 2.  Les FGV sont ajustées uniquement aux districts pour lesquels les 

erreurs-types des estimations directes ne sont pas nulles. Les erreurs-types prédites (lissées) qui reposent 

sur les modèles ajustés sont   

 ( )2

pred
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆse ( ) = exp log log( 1) Division 2 ,it it itY Y m    + + + + +  (3.5) 
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où ̂  est 0,03 pour ANC0 et 0,003 pour ANC4, respectivement. Les valeurs de R au carré pour les deux 

modèles sont assez élevées : 0,79 pour ANC0 et 0,99 pour ANC4. Notons que la rétro transformation 

exponentielle dans (3.5) comprend une correction de biais qui, dans ce cas, n’a qu’un petit effet. Cette 

méthode sert à obtenir des erreurs-types lissées pour les modèles de F-H transversaux et le modèle MTS-I. 

 
3.5 Transformations des séries de données d’entrée 
 

La transformation par la racine carrée, la transformation logarithmique et la transformation log-ratio 

sont considérées comme une transformation stabilisatrice de la variance, voir Sakia (1992). La 

transformation par la racine carrée est appliquée aux données de ANC4 (les modèles de séries 

chronologiques multiniveaux et les modèles de F-H transversaux), car cette transformation réduit la 

corrélation entre les estimations ponctuelles et leurs erreurs-types des séries de données d’entrée, diminue 

l’hétérogénéité, améliore la convergence de la simulation par la méthode de Monte Carlo par chaînes de 

Markov, et réduit l’asymétrie des données de proportion si elles prennent des valeurs proches de la borne 

inférieure de zéro. Pour ce qui est de ANC0, la transformation par la racine carrée est utilisée uniquement 

pour les modèles transversaux de F-H spécifiques aux années 2011 et 2014. Aucune transformation n’est 

appliquée aux autres années. Dans les trois modèles de séries chronologiques multiniveaux, aucune 

transformation n’est appliquée pour ANC0, car la transformation par la racine carrée des séries de données 

d’entrée augmente la dépendance entre les estimations directes et les erreurs-types. 

Soit ˆ ˆ= ( )it itY +Y  désigne les estimations directes transformées par la racine carrée, où   est un 

petit nombre (0,005), ce qui est nécessaire parce que pour certains districts, les estimations directes sont 

égales à zéro. Au moyen d’une approximation de Taylor du premier degré, on peut montrer que 

( )ˆ ˆ ˆse( ) se( ) 2 .it it itY Y  +Y  

Si la FGV (3.3) est appliquée aux erreurs-types des estimations directes non transformées, alors les 

erreurs-types pour les domaines comportant un très petit nombre d’unités d’échantillonnage peuvent 

devenir excessivement grandes en raison de l’approximation de la linéarisation. On évite ce problème en 

appliquant la FGV aux erreurs-types des estimations transformées, c’est-à-dire ˆse( ).itY  

 
4. Modélisation multiniveau de séries chronologiques 
 

Dans la présente étude, les estimations directes et leurs erreurs-types sont disponibles pour les années 

d’enquête 1994, 1997, 2000, 2004, 2007, 2011 et 2014. Pour tenir compte des intervalles variables de trois 

ou quatre ans entre les années d’enquête, les modèles de séries chronologiques multiniveaux sont définis à 

une fréquence annuelle (c’est-à-dire que les valeurs désignent une période de référence d’un an) à 

l’échelle régionale la plus détaillée des 64 districts. Sur une durée de 21 ans, on a 1 344 combinaisons 

domaine-année. À partir des 7 années d’enquête disponibles, le modèle est adapté aux 448 observations 

domaine-année. Les années entre deux enquêtes consécutives sont définies comme étant manquantes dans 

le modèle. Ainsi, l’évolution de la tendance d’une période à l’autre est précisée correctement et le modèle 

fournit des prédictions pour les combinaisons domaine-année manquantes. 
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Pour plus de commodité, nous désignerons par ˆ
itY  la série d’entrées des modèles de séries 

chronologiques pour ANC0 ou ANC4 pour l’année t  et le domaine .i  Il peut s’agir des estimations 

directes non transformées, des estimations directes transformées par la racine carrée ou des prédictions du 

modèle obtenues au moyen de modèles transversaux de F-H. Dans le cas présent, l’indice de domaine i  

s’exécute de 1 à = 64dM  et l’indice temporel t  de 1 à = 21.T  Nous combinons ensuite ces estimations 

dans un vecteur 11 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , , , ) ,

d dM T M TY Y Y Y Y =  un vecteur de dimension = .dM M T  

 
4.1 Structure du modèle 
 

Les modèles multiniveaux examinés prennent une forme additive linéaire générale   

 
( ) ( )ˆ ,Y X Z v e 



= + +  (4.1) 

où X  est une matrice de plan M p  pour un vecteur d’effets fixes   de dimension p  et les ( )Z   sont 

des matrices de plan ( )M q   pour les vecteurs d’effets aléatoires ( )v   de dimension ( ).q   Dans le cas 

présent, la somme sur   s’exécute sur plusieurs termes possibles d’effet aléatoire à différents niveaux, 

comme le niveau local et des tendances lisses au niveau du district et de la division, le bruit blanc au 

niveau le plus détaillé des domaines ,M  etc. Des explications plus détaillées sont données ci-dessous. 

Dans la formule (4.1), 11 1( , , , )
d dM M Te e e e =  désigne, selon la série de données d’entrée, les erreurs 

d’échantillonnage des estimations directes ou les erreurs de prédiction du modèle transversal de F-H. Les 

erreurs d’échantillonnage sont considérées comme normalement distribuées, soit ~ (0, )e N   où 

=1 .T

t t =   Si les séries de données d’entrée sont les estimations directes non transformées, alors t  est 

la matrice de covariance pour les estimations directes non transformées observées l’année .t  Si les séries 

de données d’entrée sont transformées, alors t  est la matrice de covariance pour les estimations directes 

transformées, comme cela est décrit dans la sous-section 3.5. Si les séries de données d’entrée sont les 

prédictions qui reposent sur des modèles transversaux de F-H, alors t  contient les erreurs quadratiques 

moyennes estimées des prédictions de F-H. Dans MTS-II, t  est diagonale et ignore les corrélations entre 

les prédictions de domaine. Dans MTS-III, t  est une matrice de covariance complète qui prend aussi en 

compte les corrélations entre les prédictions de domaine. 

Selon la répartition des erreurs d’échantillonnage e  dans (4.1), la fonction de vraisemblance 

conditionnelle à des paramètres d’effets fixes et aléatoires peut être définie comme étant   

 ( ) ( )ˆ ˆ, , ,p Y N Y  =   (4.2) 

où ( ) ( )X Z v 


 = +  est le prédicteur linéaire. Pour les erreurs ,e  on peut considérer qu’une loi t de 

Student au lieu d’une loi normale donne moins de poids à un plus grand nombre d’observations 

aberrantes, d’après West (1984). 

La partie à effets fixes de   peut contenir des composantes comme une ordonnée à l’origine, une 

tendance linéaire, les effets principaux pour le niveau de la division et du district et peut-être les 

interactions de second ordre pour les tendances linéaires et la division ou le district. On attribue au vecteur 



Techniques d’enquête, décembre 2022 449 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

  d’effets fixes une loi a priori normale ( ) (0,100 ),pp N I =  avec xI  la matrice d’identité de dimension 

.x x  Cela n’est que très peu informatif, car une erreur-type de 10 est très grande par rapport aux échelles 

des estimations directes (transformées) et des covariables utilisées. 

Le deuxième terme du côté droit de (4.1) consiste en une somme des contributions au prédicteur 

linéaire par des effets aléatoires ou des termes de coefficient variables. On suppose que les vecteurs 

d’effets aléatoires ( )v   pour différents   sont indépendants, mais que les composantes à l’intérieur d’un 

vecteur ( )v   peuvent être corrélées pour tenir compte de la corrélation temporelle ou transversale. Afin de 

décrire le modèle général de chaque vecteur d’effets aléatoires ( ) ,v   nous supprimons l’exposant   dans 

ce qui suit aux fins de simplification de la notation. 

On suppose que chaque vecteur d’effets aléatoires v  est distribué ainsi   

 ~ (0, ),v N A V  (4.3) 

où V  et A  sont les matrices de covariance de dimension d d  et ,l l  respectivement, et A V  désigne 

le produit de Kronecker de A  par .V  La longueur totale de v  est ,q dl=  et ces coefficients peuvent être 

considérés comme correspondant aux effets d  autorisés à varier sur l  niveaux d’une variable de facteur. 

Si, par exemple, V  correspond à la division, alors V  définit 7d =  différents effets aléatoires qui 

correspondent aux 7 catégories de division. Si ensuite A  correspond au temps, alors = 21l  années. Dans 

ce cas, chacun des 7 effets peut varier sur ses 21 niveaux (des années en l’occurrence). Chaque effet 

aléatoire généré pour une combinaison division   année est partagé par tous les districts appartenant à 

cette division pour cette année particulière. 

La matrice de covariance A  décrit la structure de covariance entre les niveaux de la variable de facteur 

et est censée être connue. Au lieu des matrices de covariance, on utilise en fait les matrices de précision 
1,AQ A−=  pour un calcul plus efficace (Rue et Held, 2005). La matrice de covariance V  pour les d  effets 

variables peut être paramétrée de l’une des trois façons suivantes : i) une matrice de covariance 

paramétrée complète; ii) une matrice diagonale avec des éléments diagonaux inégaux; iii) une matrice 

diagonale avec des éléments diagonaux égaux. Une loi a priori de Wishart inversée et mise à l’échelle est 

utilisée comme ce qui est proposé dans O’Malley et Zaslavsky (2008) et recommandé par Gelman et Hill 

(2007) quand on suppose une matrice de covariance complète, tandis que les lois a priori demi-Cauchy 

sont utilisées pour les écarts-types quand la matrice de covariance est supposée diagonale avec des 

éléments égaux ou inégaux. En cas de variances diagonales, les lois a priori demi-Cauchy sont de 

meilleures lois a priori par défaut que les lois a priori gamma inverses plus courantes (Gelman, 2006). 

Les structures d’effet aléatoire suivantes sont examinées dans la procédure de sélection du modèle :   

1. Ordonnées à l’origine aléatoires pour les domaines .dM  Dans ce cas, =
dMA I  et V  est un 

paramètre de variance scalaire. Cela suppose que ,it iv t=   et 2~ (0, ).i IN   

2. Marches aléatoires de premier ou de second ordre à différents niveaux d’agrégation. Une 

marche aléatoire de premier ordre ou une tendance locale au niveau du district est définie 

comme étant ,it itv L=  avec , 1it i t itL L −= +  et 2

1,~ (0, ).it R iN   Une marche aléatoire de second 

ordre ou un modèle de tendance lissée au niveau du district est définie comme étant ,it itv L=  

avec , 1 , 1it i t i tL L R− −= +  et 2

2,~ (0, ).it R iN   Les deux types de tendances peuvent être définis 
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similairement au niveau de la division ou à l’échelle nationale. Voir dans Rue et Held (2005) la 

spécification de la matrice de précision AQ  pour les marches aléatoires de premier et de second 

ordre. On peut considérer une matrice de covariance complète pour les innovations de tendance 

afin de permettre des corrélations transversales en plus des corrélations temporelles, ou une 

matrice diagonale avec des paramètres de variance différents ou égaux pour permettre des 

corrélations temporelles seulement. Dans le cas de variances égales, 2 2

1, 1R i R =  et 
2 2

2, 2 , .R i R i =   Les composantes des marches aléatoires de premier et de second ordre au 

niveau du district sont désignées ci-dessous respectivement par RW1_District  et 

RW2_District.  Au niveau de la division, elles sont désignées par RW1_Division  et 

RW2_Division.  

3. Les marches aléatoires de premier ordre utilisées dans nos modèles ne peuvent pas saisir de 

niveau global, car les effets aléatoires correspondants sont soumis à une contrainte de somme 

nulle dans le temps. De même, les marches aléatoires de second ordre ne peuvent pas saisir à la 

fois le niveau et la tendance linéaire. Cela signifie que le niveau et la tendance linéaire doivent 

être pris en compte par d’autres termes du modèle, comme les effets fixes ou aléatoires. Les 

ordonnées à l’origine au niveau du district ont été traitées au point 1. Pour inclure aussi les 

tendances linéaires par district, cette composante peut être étendue aux ordonnées à l’origine et 

aux pentes aléatoires linéaires dans le temps. Dans ce cas, V  peut être soit une matrice de 

covariance générale 2 2  

             
2

2
= ,I IS I S

IS I S S

V
   

   

 
 
 

  

qui prend en compte les corrélations entre les ordonnées à l’origine et les pentes, ou une matrice 

diagonale avec des éléments diagonaux 2

I  et 2

S  les variances de l’ordonnée à l’origine et des 

pentes aléatoires, respectivement. Cette composante du modèle est désignée par RIS_District  

ci-dessous. 

4. Effets aléatoires spatiaux : ordonnées à l’origine aléatoires qui varient selon l’emplacement 

spatial des districts selon un modèle autorégressif conditionnel intrinsèque (ICAR) (Besag et 

Kooperberg, 1995), défini comme étant ( )2

( )~ ( ) ,i i i nb i i i Sp iv v N v a a −   pour chaque effet 

spatial conditionnel aux autres. Dans le cas présent, ( )nb i  est l’ensemble des domaines voisins 

du domaine i  et ia  le nombre de domaines voisins du domaine .i  Voir dans Rue et Held 

(2005) la spécification de la matrice de précision .AQ  Cette composante spatiale est désignée 

ultérieurement par Spatial_District. 

5. Bruit blanc : pour permettre une variation aléatoire inexpliquée, on peut inclure le bruit blanc au 

niveau de domaine le plus détaillé par année. Dans ce cas MA I=  et V  est un paramètre de 

variance scalaire. Cela suppose que 2~ (0, ).it WN   

 

Nous avons aussi étudié des généralisations de (4.3) en répartitions anormales d’effets aléatoires en 

mettant en œuvre une loi de Student, une répartition a priori horseshoe (Carvalho, Polson et Scott, 2010) 
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et Laplace (Tibshirani, 1996; Park et Casella, 2008). Les queues plus lourdes de ces répartitions de 

rechange permettent de grands effets occasionnels. Cependant, ces répartitions n’ont pas amélioré les 

résultats pour les variables cibles considérées en ce qui concerne les critères d’information du modèle 

ainsi que les prédictions des tendances sous-jacentes. C’est pourquoi la loi normale est utilisée pour toutes 

les composantes à effet aléatoire. La présentation exacte des modèles de séries chronologiques 

multiniveaux définitifs pour ANC0 et ANC4 est précisée respectivement dans les sous-sections 5.1 et 5.2. 

 
4.2 Estimation des modèles 
 

Les modèles sont ajustés au moyen d’un échantillonnage par la méthode de Monte Carlo par chaînes 

de Markov (MCMC), en particulier l’échantillonneur de Gibbs (Geman et Geman, 1984; Gelfand et 

Smith, 1990). Voir dans Boonstra et van den Brakel (2022) la spécification des lois conditionnelles 

complètes. Les modèles précisés dans la sous-section 4.1 sont exécutés dans R (R Core Team, 2015) au 

moyen du progiciel mcmcsae (Boonstra, 2021). L’échantillonneur de Gibbs est exécuté en parallèle pour 

trois chaînes indépendantes avec des valeurs de départ générées aléatoirement. Dans l’étape de 

construction du modèle, 1 000 itérations sont utilisées, en plus d’une période de « rodage » de 100 

itérations. Cela suffisait pour les estimations raisonnablement stables de Monte Carlo des paramètres du 

modèle et les prédictions de tendances. Pour le modèle sélectionné, nous utilisons un cycle plus long de 

1 000 exécutions de rodage plus 5 000 itérations sur lesquelles les tirages d’une itération sur cinq sont 

stockés. Cela donne 3  1 000 = 3 000 tirages pour calculer les estimations et les erreurs-types. On évalue 

la convergence de la simulation par MCMC au moyen de tracés et de graphiques d’autocorrélation ainsi 

que du facteur de réduction d’échelle potentiel de Gelman-Rubin (Gelman et Rubin, 1992), qui décèle le 

mélange de chaînes. Pour la simulation plus longue du modèle sélectionné, tous les paramètres du modèle 

et les prédictions du modèle ont des facteurs de réduction d’échelle potentiels inférieurs à 1,01 et un 

nombre suffisamment efficace de tirages indépendants. 

De nombreux modèles de la forme (4.1) ont été ajustés aux données. Afin de comparer les modèles au 

moyen des mêmes données d’entrée, nous utilisons le critère d’information largement applicable aussi 

appelé critère d’information Watanabe-Akaike (WAIC) (Watanabe, 2010, 2013) et le critère d’information 

de déviance (DIC) (Spiegelhalter, Best, Carlin et van der Linde, 2002). Nous comparons aussi les modèles 

graphiquement selon leurs ajustements et prédictions de tendances à trois niveaux d’agrégation. 

 
5. Modèles sélectionnés et prédiction des modèles 
 

5.1 Modèle de séries chronologiques multiniveaux pour ANC0 
 

Aucune transformation n’est examinée pour les séries de données d’entrée des estimations directes ou 

des estimations de F-H. Les composantes à effet fixe suivantes sont incluses dans les modèles sélectionnés 

pour MTS-I, MTS-II et MTS-III : 

 1 Division . Division * . ,yr c yr c+ + +  (5.1) 
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où .yr c  désigne la variable d’année quantitative standardisée, qui définit une tendance linéaire à effet 

fixe. De même, Division * .yr c  définit une tendance linéaire à effet fixe pour chaque division distincte. Le 

tableau 5.1 présente la partie des effets aléatoires des trois modèles. Si de multiples effets variables sont 

modélisés, il y a donc un choix entre une matrice V  scalaire, diagonale ou de covariance complète dans 

(4.3). Pour les variations au fil du temps, les marches aléatoires de second ordre RW2_Division  et 

RW2_District  ont finalement été sélectionnées. Les composantes de bruit blanc sont considérées, mais ne 

sont pas incluses dans le modèle final, car elles n’amélioraient pas l’ajustement du modèle.   

 
Tableau 5.1 

Résumé des composantes à effet aléatoire pour le modèle de séries chronologiques multiniveau sélectionné 

pour ANC0. Les deuxième et troisième colonnes font référence aux effets variables avec la matrice de 

covariance V  dans (4.3), tandis que la quatrième colonne fait référence à la variable de facteur associée avec 

A  dans (4.3). La dernière colonne contient le nombre total d’effets aléatoires pour chaque composante 
 

Composante du modèle Formule V Structure de la 
variance 

Facteur A Nbre d’effets 

RIS_District  1 .yr c+  complète District 128 

RW2_Division  Division scalaire RW2(année) 147 

RW2_District  District scalaire RW2(année) 1 344 

District spatial  1 scalaire Spatial(District) 64 

 
Le prédicteur linéaire du modèle sélectionné peut être écrit, selon les éléments pour le district i  et 

l’année ,t  comme suit : 

 ( ) ( )

[ ] ,yr div

it it i t i it j i t ix z u u s   = + + + + +  (5.2) 

où   est le vecteur des effets fixes correspondant aux covariables itx  conformément à la spécification 

dans (5.1), i  désigne des ordonnées à l’origine aléatoires variant selon le district, tz  désigne la .yr c

variable pour l’année ,t  et ( )yr

i  les pentes aléatoires correspondantes variant selon le district. Ces 

ordonnées à l’origine et pentes aléatoires sont distribuées conjointement comme suit :   

 

2
iid

( ) 2

0
~ , .

0

i I I S

yr

i I S S

N
   

   

     
      
     

 (5.3) 

Les effets de marche aléatoire de second ordre au niveau du district et de la division sont distribués ainsi :   

 
( )

iid 2

( 1) ( 2) 2

iid( ) ( ) ( ) ( ) 2

[ ] [ ]( 1) [ ]( 2) 2

~2 (0, )

~2 0, ( ) ,

it i t i t R

div div div div

j i t j i t j i t R

u u u N

u u u N





− −

− −

− +

− +
 (5.4) 

où [ ]j i  doit être lu comme la division j  à laquelle le district i  appartient. Enfin, les effets spatiaux is  

sont distribués comme suit :   
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  (5.5) 

où ia  est la taille de l’ensemble ( )nb i  des districts voisins du district .i  Les distributions a priori pour la 

matrice de covariance de (5.3) et les autres paramètres de variance sont choisis de la façon décrite à la 

section 4.1. Pour que les composantes du modèle soient identifiables, les contraintes suivantes sont 

imposées :   

 

=1 =1

( ) ( )

[ ] [ ]

=1 =1

=1

= 0 et = 0 ,

= 0 et = 0 ,

= 0.

pour tous les districts

pour toutes les divisions 

d

T T

it it

t t

T T
div div

j i t j i t

t t

M

i

i

u tu i

u tu j

s

 

 



 (5.6) 

Notons que les tendances de RW2 sont précisées au niveau des divisions et des districts, chaque fois avec 

une structure de variance scalaire. Toute tendance au niveau de la division est partagée par tous les 

districts sous-jacents. Les écarts de chaque district par rapport à cette tendance au niveau de la division 

sont modélisés avec les tendances de la RW2 au niveau du district. Il s’agit d’une solution de rechange 

parcimonieuse permettant d’emprunter de l’information dans le temps et l’espace, comparativement à ce 

qu’apporterait la modélisation des tendances de RW2 au niveau du district seulement avec une matrice de 

covariance complète (Boonstra et van den Brakel, 2019). 

 
5.2 Modèle de séries chronologiques pour ANC4 
 

La transformation par la racine carrée est appliquée aux séries de données d’entrée des estimations 

directes et de F-H de ANC4 pour les modèles MTS-I, MTS-II et MTS-III. Pour MTS-I, on applique la 

FGV (3.3) aux erreurs-types transformées afin d’obtenir la matrice de la variance ,  comme cela est 

expliqué à la fin de la sous-section 3.5. Pour la composante à effet fixe, une variable de facteur appelée 

« Région » a été créée en fonction du degré d’urbanisation d’après Rahman, Mohiuddin, Kafy, Sheel et Di 

(2019). La variable comporte quatre niveaux : 1) pour trois grandes villes, Dhaka, Chittagong et Gazipur; 

2) pour neuf autres grandes villes régionales (Barisal, Bogra, Comilla, Khulna, Mymensing, Narayanganj, 

Rajshahi, Rangpur, Sylhet); 3) pour trois districts vallonnés (Bandarban, Khagrachhari et Rangamati); 

4) pour les districts restants. Cette variable a surtout aidé dans l’ajustement des estimations pour les trois 

districts vallonnés sur lesquels les sept enquêtes examinées comportent très peu (voire pas) d’information. 

Le modèle final comprend les composantes à effets fixes suivantes :   

 1 Division . .Régionyr c+ + +  (5.7) 

On constate que l’interaction entre « Division » et « yr.c » (comme dans le modèle ANC0) est négligeable 

dans le modèle ANC4. Les composantes à effet aléatoire du modèle ANC4 présentées au tableau 5.2 sont 
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très semblables à celles utilisées pour le modèle ANC0 (voir le tableau 5.1). On a considéré une tendance 

au niveau local plutôt qu’une tendance lisse au niveau de la division (RW1_Division dans le tableau 5.2) 

puisque la composante de tendance lisse (RW2_Division, comme dans le tableau 5.1) produisait un certain 

biais dans les tendances à l’échelle du pays et de la division. De plus, le modèle avec la composante 

RW1_Division donne de meilleurs résultats pour les critères d’information que le modèle avec la 

composante RW2_Division. Les composantes de bruit blanc sont considérées, mais ne sont pas incluses 

dans le modèle final, car elles n’amélioraient pas l’ajustement du modèle. 

 

Tableau 5.2 

Résumé des composantes à effet aléatoire pour le modèle de séries chronologiques multiniveau sélectionné 

pour ANC4. Les deuxième et troisième colonnes font référence aux effets variables avec la matrice de 

covariance V  dans (4.3), tandis que la quatrième colonne fait référence à la variable de facteur associée avec 

A  dans (4.3). La dernière colonne contient le nombre total d’effets aléatoires pour chaque terme 
 

Composante du modèle Formule V Structure de la 

variance 

Facteur A Nbre d’effets 

RIS_District  1 .yr c+  complète District 128 

RW1_Division  Division scalaire RW1(année) 147 

RW2_District  District scalaire RW2(année) 1 344 

District spatial  1 scalaire Spatial(District) 64 

 
Par ailleurs, le modèle peut être exprimé comme dans (5.2), où désormais   et itx  correspondent à la 

spécification des effets fixes (5.7). La seule autre différence est que les tendances au niveau de la division 

sont maintenant modélisées comme une marche aléatoire de premier ordre : 

 ( )iid ( ) 2

[ ] [ ]( 1) 1
~ 0, ( ) ,div

j i t j i t Ru u N −−  (5.8) 

où pour des raisons d’identifiabilité, la contrainte ( )

=1
= 0

T div

jtt
u  est imposée pour toute division .j  

Comme dans le cas de ANC0, les tendances de RW1 sont précisées au niveau des divisions et les 

tendances de RW2 au niveau des districts, les deux avec une structure de variance scalaire comme moyen 

parcimonieux d’emprunter de l’information dans le temps et l’espace. 

 
5.3 Estimation des tendances 
 

Les estimations des tendances sont calculées à partir des résultats de la simulation MCMC. Dans une 

première étape, pour chaque réplique de MCMC, un vecteur de dimension M  contenant des prédictions 

au niveau le plus détaillé de toutes les combinaisons année-district est calculé comme suit :   

 ( ) ( ) ( ) ( , )= ,r r rX Z v 



  +   (5.9) 

où l’exposant ( )r  indexe les tirages MCMC retenus. Notons que ( )r  comprend aussi les prédictions pour 

les années sans observations d’enquête. Étant donné qu’une transformation par la racine carrée a été 
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appliquée à aux séries de ANC4, la rétrotransformation suivante pour les vecteurs ( )r  a été examinée, 

d’après Boonstra et coll. (2021) : 

 ( )
2

( ) ( ) 2 ˆ= ( ) se( ) .r r

it  + Y  (5.10) 

Le deuxième terme du côté droit est une correction de biais (relativement petite) utilisant les erreurs-types 

transformées et lissées. La correction du biais découle du fait que l’espérance par rapport au plan de 

sondage des estimations directes peut être écrite comme suit :   

 ( ) ( )2 2 2ˆˆ( ) = ( ) = ( ) = var ( ),E Y E E  + +Y E E   

où E  est le vecteur des erreurs d’échantillonnage après transformation, censé être normalement distribué 

avec des erreurs-types ˆse( ).itY  Le problème posé par les données dont nous disposons est que la 

correction du biais ne peut être appliquée qu’aux années d’enquête, étant donné que les erreurs-types ne 

sont disponibles que pour ces années. L’application de la correction du biais uniquement pour les années 

d’enquête fausse les estimations des tendances, comme le montrent Das, van den Brakel, Boonstra et 

Haslett (2021). Dans le cas du modèle MTS-I, l’effet de cette correction de biais est plus évident pour les 

domaines pour lesquels il n’y a pas d’estimations directes, en particulier pour les districts vallonnés de 

Chittagong. L’effet de la correction du biais est moindre dans le cas des modèles MTS-II et MTS-III, 

puisque les erreurs-types estimées par les estimations de F-H sont déjà suffisamment lissées et 

convergentes. Toutefois, à l’échelle nationale et au niveau de la division, cette correction de biais entraîne 

une certaine surestimation dans certaines années d’enquête pour toutes les tendances qui reposent sur des 

modèles MTS. Par conséquent, la correction du biais pour la transformation par la racine carrée n’est pas 

appliquée dans les estimations de tendances, mais seulement utilisée dans le calcul des estimations 

transversales de F-H. 

On obtient les estimations des tendances avec leurs erreurs-types au niveau le plus détaillé des districts 

pour toutes les années en prenant la moyenne et l’écart-type sur les répliques MCMC ( ) ,r  

respectivement. Pour obtenir les tendances au niveau de la division et du pays, on agrège chaque réplique 

MCMC à partir de l’échelle régionale la plus détaillée des districts, en utilisant le nombre de femmes qui 

ont été mariées comme variable de pondération. Ensuite, on obtient les estimations de tendance et leurs 

erreurs-types en prenant la moyenne et l’écart-type sur ces répliques MCMC agrégées. 

 
6. Résultats 
 

Les tendances de ANC0 et de ANC4 présentées dans les figures comprennent cinq types d’estimations 

dont les intervalles de confiance sont d’environ 95 % : i) les estimations directes pondérées pour l’année 

d’enquête (ligne de barre d’erreur noire); ii) les estimations transversales de F-H pour l’année d’enquête 

(ligne de barre d’erreur verte); iii) les estimations qui reposent sur le modèle MTS-I (ligne rouge); iv) les 

estimations qui reposent sur le modèle MTS-II (ligne verte); v) les estimations qui reposent sur le modèle 

MTS-III (ligne bleue). 
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6.1 ANC0 
 

Les tendances nationales de ANC0 sont présentées à la figure 6.1. La figure montre que les estimations 

directes et de F-H transversales sont très semblables pour les années d’enquête, selon un intervalle de 

confiance (IC) d’environ 95 %. On peut s’y attendre pour les chiffres à l’échelle nationale, puisque le gain 

de précision obtenu avec un modèle de prédiction sur petits domaines pour ce qui est d’un estimateur 

direct diminue à mesure que la taille de l’échantillon augmente. Pendant la première période allant de 

1994 à 2000, la tendance nationale qui repose sur le modèle MTS-I suit les estimations directes et de F-H 

transversales, tandis que les tendances qui reposent sur les modèles MTS-II et MTS-III sont légèrement 

plus élevées. Pour la période allant de 2004 à 2010, la tendance qui repose sur le modèle MTS-I est 

légèrement supérieure aux tendances qui reposent sur les modèles MTS-II et MTS-III. Les différences 

sont cependant très minimes. 

Les tendances au niveau de la division, illustrées à la figure 6.2, indiquent que les tendances dans 

MTS-I sont très semblables à celles qui reposent sur les modèles MTS-II et MTS-III, à quelques petites 

exceptions près dans les divisions de Dhaka, de Khulna et de Rajshahi. Les différences entre les divisions 

de Dhaka et de Khulna peuvent être à l’origine de la plupart des différences observées dans les tendances 

à l’échelle nationale. 

Les tendances qui reposent sur les modèles MTS-II et MTS-III sont presque identiques au niveau du 

pays et de la division. Cela est appuyé par les composantes de la variance estimées de la composante 

aléatoire à tendance lisse au niveau de la division dans les deux modèles élaborés ( )

2
ˆ( :div

R  environ 0,020) 

présentés dans le tableau 6.1. En revanche, on constate des différences plus importantes dans les tendances 

des modèles MTS-II et MTS-III au niveau des districts, comme le montrent les figures 6.3 et 6.4. Voir 

Das, van den Brakel, Boonstra et Haslett (2021) qui présentent des graphiques pour tous les districts. Les 

tendances qui reposent sur le modèle MTS-III sont plus lisses que celles qui reposent sur le modèle MTS-

II, ce qui est le résultat des plus petites valeurs de la composante de la variance estimée 2
ˆ

R  dans MTS-III 

(voir le tableau 6.1). 

 

Tableau 6.1 

Moyennes a posteriori des paramètres d’écart-type des composantes aléatoires des modèles MTS-I, MTS-II, 

MTS-III pour ANC0. L’absence d’exposant fait référence au niveau du district, les exposants (div) font 

référence au niveau de la division 
 

Modèle ˆ (ET)
I

  ˆ (ET)
S

  ˆ (ET)
IS

  ˆ (ET)
Sp

  ( )

2
ˆ (ET)

div

R
  

2
ˆ (ET)

R
  

MTS-I 0,083 (0,013) 0,054 (0,007) 0,168 (0,171) 0,068 (0,032) 0,019 (0,003) 0,024 (0,002) 

MTS-II 0,069 (0,012) 0,033 (0,004) 0,254 (0,180) 0,071 (0,028) 0,020 (0,003) 0,013 (0,002) 

MTS-III 0,062 (0,013) 0,027 (0,013) 0,227 (0,201) 0,067 (0,030) 0,020 (0,003) 0,009 (0,001) 

 

Les tendances au niveau du district ont tendance à suivre la tendance du niveau de leur division 

respective illustrée à la figure 6.2. C’est particulièrement le cas pour les domaines ayant un nombre 

relativement faible d’observations, comme les districts de Bandarban, de Khagrachnari et de Rangamati à 

la figure 6.3, qui appartiennent à la division de Chittagong dans la figure 6.2. Pour réduire cette tendance, 

on a élaboré un modèle de séries chronologiques multiniveau en supprimant la composante de tendance 

lisse RW2_Division  au niveau de la division dans le tableau 5.1. Cela a toutefois entraîné des tendances 
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irréalistes très lisses au niveau du pays et de la division. De même, pour examiner la nécessité d’une 

composante spatiale, on a élaboré des modèles de séries chronologiques multiniveaux en tenant compte et 

en ne tenant pas compte de la composante spatiale (Spatial_District  dans le tableau 5.1). On constate que 

la composante spatiale rend les estimations plus plausibles pour les districts dont l’échantillon est petit ou 

nul. Observons par exemple les tendances des districts de Bandarban et de Rangamati de la division de 

Chittagong. 

Le modèle MTS-I montre des tendances à la hausse pour certains districts pendant la période de 1994 à 

2000. Ces évolutions ne sont pas probables d’un point de vue spécialisé et sont bien corrigées par les 

modèles MTS-II et MTS-III qui utilisent des estimations de F-H comme séries de données d’entrée. Voir 

par exemple les districts de Noakhali, de Bandarban, de Rangamati, de Narayanganj, de Rajbari et de 

Narail dans la figure 6.3. Certains districts présentent des tendances volatiles selon les estimations directes 

et le modèle MTS-I pendant toute la période, principalement en raison de la variation de la taille de 

l’échantillon. Voir par exemple les districts de Bandarban, de Bhola, de Khagrachhari, de Kishoreganj et 

de Rangamati à la figure 6.3, et de Chapai Nababganj, de Feni, de Jhalokati, de Joypurhat et de Pabna à 

la figure 6.4. D’un point de vue spécialisé, on attend une tendance lisse à la baisse pour la couverture de 

ANC0. Plus particulièrement, on ne s’attend pas aux points de retournement visibles dans plusieurs 

districts en 2007 et 2011. Les tendances qui reposent sur les modèles MTS-II et MTS-III ne tiennent pas 

compte de la plupart de ces volatilités et montrent des tendances lisses raisonnables pour ces districts; 

elles sont donc plus réalistes que celles de MTS-I. Néanmoins, les ajustements des trois modèles sont 

compatibles avec les données observées. MTS-II semble être un bon compromis entre les modèles I et III. 

 

Figure 6.1 Tendances nationales d’ANC0 au Bangladesh : i) Estimations directes (ligne de barre d’erreur 

noire); ii) F-H transversale (ligne de barre d’erreur verte); iii) MTS-I (ligne rouge); iv) MTS-II 

(ligne verte); et v) MTS-III (ligne bleue). 
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Figure 6.2 Tendances au niveau des divisions d’ANC0 au Bangladesh : i) Estimations directes (ligne de barre 

d’erreur noire); ii) F-H transversale (ligne de barre d’erreur verte); iii) MTS-I (ligne rouge); 

iv) MTS-II (ligne verte); v) MTS-III (ligne bleue). 
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Figure 6.3 Tendances au niveau des districts d’ANC0 au Bangladesh : i) DIR (ligne de barre d’erreur noire); 

ii) F-H transversale (ligne de barre d’erreur verte); iii) MTS-I (ligne rouge); iv) MTS-II (ligne 

verte); v) MTS-III (ligne bleue). 
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Figure 6.4 Tendances au niveau des districts d’ANC0 au Bangladesh : i) DIR (ligne de barre d’erreur noire); 

ii) F-H transversale (ligne de barre d’erreur verte); iii) MTS-I (ligne rouge); iv) MTS-II (ligne 

verte); v) MTS-III (ligne bleue). 
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Dans la plupart des cas, les modèles MTS-II et MTS-III se comportent de la même manière. Toutefois, 

le modèle MTS-III, qui prend en compte la corrélation dans les estimations de F-H transversales, 

surestime ANC0 pour certains districts (comme ceux de Chapai Nababganj, Lalmonirhat et Shariatpur 

dans la figure 6.4) et, de plus, sous-estime légèrement la tendance dans certains districts (comme ceux de 

Khagrachari, Rangamati et Shirajganj dans la figure 6.3) comparativement aux estimations de F-H 

transversales. Encore une fois, MTS-II cherche un compromis entre les tendances lisses de MTS-III et les 

tendances plus volatiles de MTS-I dans la plupart des districts et semble être le modèle privilégié aux fins 

d’estimation des tendances d’ANC0. 
 

6.2 ANC4  
 

La tendance nationale d’ANC4 illustrée à la figure 6.5 montre une augmentation linéaire de 6 % 

en 1994, à environ 31 % en 2014. Comme pour ANC0, les estimations directes et de F-H transversales 

d’ANC4 sont très semblables pour les années d’enquête, avec un IC d’environ 95 %. Les tendances 

estimées à partir de MTS-I (ligne rouge), MTS-II (ligne verte) et MTS-III (ligne bleue) présentent des 

tendances très similaires. Comparativement aux estimations directes et de F-H transversales, la tendance 

de MTS-I est légèrement inférieure en 2007 et 2014. Dans MTS-II et MTS-III, les tendances de l’année 

d’enquête 2011 sont un peu plus grandes que les estimations directes et de F-H transversales. Les 

tendances au niveau de la division sont présentées dans la figure 6.6. Les trois modèles de MTS donnent 

des estimations de tendance très similaires. Certaines différences sont constatées dans les divisions de 

Chittagong, de Dhaka et de Rangpur. MTS-I donne en effet une tendance légèrement plus élevée que les 

estimations directes et de F-H pour la division de Rangpur dans la période allant de 1994 à 2000. Pour 

MTS-II et MTS-III, la tendance est un peu plus élevée dans la division de Rajshahi dans la période allant 

de 2011 à 2014 comparativement aux estimations directes et de F-H. Les trois modèles de MTS montrent 

des bandes d’IC à 95 % légèrement en forme d’arc entre deux années d’enquête consécutives, ce qui 

indique une incertitude légèrement plus élevée pendant les années sans enquête comparativement aux 

années d’enquête. 

 

Figure 6.5 Tendances nationales d’ANC4 au Bangladesh : i) Estimations directes (ligne de barre d’erreur 

noire); ii) F-H transversale (ligne de barre d’erreur verte); iii) MTS-I (ligne rouge); iv) MTS-II 

(ligne verte); v) MTS-III (ligne bleue). 
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Figure 6.6 Tendances au niveau des divisions d’ANC4 au Bangladesh : i) Estimations directes (ligne de barre 

d’erreur noire); ii) F-H transversale (ligne de barre d’erreur verte); iii) MTS-I (ligne rouge); 

iv) MTS-II (ligne verte); v) MTS-III (ligne bleue). 
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Bien que les tendances qui reposent sur MTS-II et MTS-III soient presque identiques au niveau du 

pays et des divisions, les composantes de la variance estimée dans les deux modèles diffèrent 

considérablement comme le montre le tableau 6.2 ci-dessous. Ces différences entraînent des différences 

importantes dans les estimations des tendances au niveau des districts dans MTS-II et MTS-III. Les 

figures 6.7 et 6.8 présentent des graphiques pour certains districts. Das, van den Brakel, Boonstra et 

Haslett (2021) présentent des graphiques pour tous les districts. Comme pour ANC0, les tendances 

d’ANC4 dans MTS-III sont plus lisses que celles dans MTS-II. Les composantes de variance les plus 

petites de MTS-III entraînent aussi des bandes de confiance plus étroites que MTS-II. 
 

Tableau 6.2 

Moyennes a posteriori des paramètres d’écart-type des composantes aléatoires des modèles MTS-I, MTS-II, 

MTS-III pour ANC4. L’absence d’exposant fait référence au niveau du district, les exposants (div) font 

référence au niveau de la division 
 

Modèle ˆ (ET)
I

  ˆ (ET)
S

  ˆ (ET)
IS

  ˆ (ET)
Sp

  ( )

1
ˆ (ET)

div

R
  

2
ˆ (ET)

R
  

MTS-I 0,060 (0,010) 0,033 (0,005) 0,428 (0,178) 0,047 (0,026) 0,012 (0,004) 0,009 (0,001) 

MTS-II 0,046 (0,007) 0,022 (0,003) 0,501 (0,162) 0,035 (0,018) 0,016 (0,003) 0,004 (0,001) 

MTS-III 0,038 (0,006) 0,018 (0,006) 0,522 (0,165) 0,027 (0,016) 0,014 (0,003) 0,002 (0,001) 

 

Les estimations de tendance dans MTS-I sont volatiles et montrent des tendances à la baisse 

inattendues pour certains districts, voir par exemple les districts de Bhola et de Pirojpur de la division de 

Barisal, Gazipur, Kishoreganj et Manikganj de la division de Dhaka, Bogra, Chapai Nababganj et 

Rajshahi de la division de Rajshahi, et le district de Habiganj de la division de Sylhet dans la figure 6.7. 

D’un point de vue spécialisé, on n’attend pas de mouvements brusques ni de points de retournement dans 

la couverture d’ANC4. Il semblerait donc que MTS-I suive trop rigoureusement les estimations directes. 

Les tendances de MTS-II ignorent généralement ces volatilités et présentent des tendances 

raisonnablement stables pour ces districts. Dans MTS-III, les tendances sont encore plus lisses pour 

certains de ces districts, notamment les districts de Bogra et de Habiganj dans la figure 6.7, et les districts 

de Mymensingh et de Sylhet dans la figure 6.8. 

La principale difficulté se pose pour les trois districts vallonnés de la division de Chittagong, à savoir 

Khagrachhari, Rangamati et Lakshmipur (les deux premiers districts sont représentés graphiquement dans 

la figure 6.8). MTS-I donne des estimations de tendance très médiocres pour ANC4 sur toute la période, 

principalement en raison d’estimations directes erratiques, qui sont soit nulles soit très incohérentes dans 

la plupart des enquêtes. Les estimations transversales de F-H sont plus robustes et, par conséquent, MTS-

II et MTS-III présentent des tendances à la hausse raisonnables pour ANC4. On s’attend à ce que les 

femmes habitant dans des régions urbanisées et ayant de meilleures conditions socioéconomiques 

reçoivent plus de visites d’ANC que celles qui habitent dans des régions rurales aux conditions 

socioéconomiques défavorables. MTS-I donne, sur toute la période, des estimations inférieures dans 

certains districts et des estimations de tendance plus élevées que ce qui est attendu dans d’autres districts. 

Par exemple, la tendance obtenue avec MTS-I pour Narsingdi, district fortement urbanisé de la division de 

Dhaka, et présentée dans la figure 6.8 est plus basse que prévu. Ou encore, la tendance obtenue avec 

MTS-I pour Munshiganj, un district de Dhaka moins urbanisé, et présentée dans la figure 6.8 est plus 

élevée que ce qui est attendu. En outre, les estimations de tendance dans MTS-I sont plus élevées que ce 
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qui est attendu pour toute la période dans le district de Meherpur de la division de Khulna et les districts 

de Lalmonirhat et de Panchagarh de la division de Rangpur. Les estimations de tendances dans MTS-II et 

MTS-III semblent plus plausibles parce que les estimations transversales de F-H semblent plus réalistes 

que les estimations directes. Dans l’ensemble, comme pour ANC0, MTS-II est un bon compromis entre 

MTS-I et MTS-III. 

 
Figure 6.7 Tendances au niveau des districts d’ANC4 au Bangladesh : i) Estimations directes (ligne de barre 

d’erreur noire); ii) F-H transversale (ligne de barre d’erreur verte); iii) MTS-I (ligne rouge); 

iv) MTS-II (ligne verte); v) MTS-III (ligne bleue). 
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Figure 6.8 Tendances au niveau des districts d’ANC4 au Bangladesh : i) Estimations directes (ligne de barre 

d’erreur noire); ii) F-H transversale (ligne de barre d’erreur verte); iii) MTS-I (ligne rouge); 

iv) MTS-II (ligne verte); v) MTS-III (ligne bleue). 
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7. Évaluation des modèles  
 

Dans la présente étude, les modèles ont été sélectionnés à partir du critère d’information Watanabe-

Akaike (WAIC), du critère d’information de défiance (DIC) et de comparaisons graphiques de leurs 

prédictions de tendances à trois niveaux hiérarchiques. En plus de ces diagnostics de modèles, trois 

mesures de divergence sont définies pour évaluer et comparer les modèles de séries chronologiques 

multiniveaux. Les deux premières mesures sont le biais relatif (BR) et le biais relatif absolu (BRA), qui 

expriment les différences entre les estimations du modèle et les estimations directes, en pourcentage de 

ces dernières. Pour un modèle donné, BR it  et BRAit  pour le domaine i  et l’année (d’enquête) t  sont 

définis comme suit :   

 
ˆ ˆ( )

BR = 100 %,
ˆ

it it
it

it

Y

Y

 −
  (7.1) 

 
ˆ ˆ

BRA = 100 %
ˆ

it it

it

it

Y

Y

 −
  (7.2) 

ˆ
it  étant la prédiction du modèle et ˆ

itY  l’estimation directe. La troisième mesure de divergence est la 

réduction relative des erreurs-types (RRET), qui mesure le pourcentage de réduction de l’erreur-type des 

estimations fondées sur un modèle par rapport aux estimations directes, à savoir   

 ( )ˆˆ ˆRRET 100 % se( ) se( ) se( ).it it it itY Y=  −  (7.3) 

La mesure de la RRET ne doit pas être interprétée de façon trop stricte, étant donné que les erreurs-types 

fondées sur le plan et sur le modèle sont des quantités conceptuellement différentes. Il reste que toutes 

deux sont couramment utilisées comme mesures de l’incertitude, et une fois que des modèles raisonnables 

qui tiennent suffisamment compte des variations à tous les niveaux d’intérêt ont été sélectionnés, à partir 

d’autres critères, l’utilisation de la RRET comme une des mesures de comparaison est intéressante. 

Ces trois mesures de divergence sont calculées au niveau du pays, de la division et du district (ce 

dernier étant le plus détaillé). Les distributions de ces mesures sont présentées selon la valeur minimale, le 

1er quartile 1( ),Q  la médiane, la moyenne, le 3e quartile 3( )Q  et la valeur maximale. 

De plus, le taux de couverture observé (TC exprimé en %) pour l’intervalle de confiance de 95 % des 

modèles de MTS et de F-H transversaux considérés est calculé au niveau des divisions et des districts en 

déterminant si l’IC de 95 % estimé de ˆ
it  contient les estimations directes ˆ( ).itY  La couverture au niveau 

du district est le pourcentage de combinaisons de district par année (environ 7 64  domaines) où 

l’estimation directe est incluse dans l’IC de ˆ .it  La couverture au niveau de la division est le pourcentage 

de combinaisons de division par année (environ 7 7  domaines) où l’estimation directe est incluse dans 

l’IC de ˆ .it  On définit les taux de couverture de la même façon pour chaque année d’enquête en 

établissant la moyenne sur tous les districts disponibles pour une année d’enquête donnée. Enfin, on 

calcule la couverture séparément pour chaque division en établissant la moyenne sur les sept années 

d’enquête. 
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Les distributions de BR it  (7.1), BRAit  (7.2) et RRETit  (7.3) pour trois niveaux administratifs sont 

fournies dans les tableaux 7.1, 7.2 et 7.3 pour ce qui est d’ANC0 et ANC4 pour les modèles de F-H 

transversaux, MTS-I, MTS-II et MTS-III. Le tableau 7.1 montre que les modèles de F-H et de MTS-I 

fournissent un BR moyen inférieur pour ANC0 et ANC4 aux trois niveaux, tandis que MTS-II donne un 

BR moyen légèrement inférieur par rapport au modèle de MTS-III au niveau du district. Les distributions 

du BRA du tableau 7.2 montrent que les performances de MTS-II se situent entre celles de MTS-I et de 

MTS-III pour tous les niveaux administratifs, sauf à l’échelle nationale pour ANC4. Les valeurs du BRA 

les plus faibles s’observent dans le modèle de F-H transversal. On constate aussi que le BRA augmente à 

mesure que la taille de l’échantillon du domaine diminue. Le tableau 7.3 montre que MTS-II a les valeurs 

de RRET les plus élevées au niveau du pays et de la division, tandis qu’au niveau du district, ce modèle 

donne une RRET légèrement inférieure au modèle de MTS-III pour ANC0 et ANC4. La réduction de la 

variance augmente quand la taille des échantillons de domaine diminue. Les erreurs-types pour les 

tendances au niveau du pays et de la division sont plus petites dans MTS-II que dans MTS-III parce que 

dans MTS-II, les covariances entre les prédictions transversales de F-H au niveau du district dans les 

séries de données d’entrée sont ignorées. Ces covariances sont majoritairement positives et, par 

conséquent, les erreurs-types des tendances aux niveaux agrégés sont plus élevées et plus réalistes dans 

MTS-III. Les valeurs plus élevées de BR, de BRA et de RRET pour les modèles MTS-II et MTS-III sont 

une conséquence des tendances plus lisses obtenues au moyen des deux modèles. Les petites variances en 

présence de tendances lisses signifient un plus grand nombre de biais comparativement aux estimations 

directes. Comme nous l’avons vu à la section 6, ces tendances sont plus plausibles comparativement au 

modèle transversal de F-H et au modèle de MTS-I, puisque d’un point de vue spécialisé, on attend une 

diminution lisse pour ANC0 et une augmentation lisse pour ANC4. 

 
Tableau 7.1 

Statistiques sommaires du biais relatif (BR, en %) à différents niveaux d’agrégation pour les estimations sur 

petits domaines d’ANC0 et d’ANC4 
 

Paramètre Niveau 

d’agrégation 

Modèle Min. 
1

Q  Médiane Moyenne 
3

Q  Max. 

ANC0 Pays F-H -0,48 -0,20 0,23 0,08 0,37 0,47 

MTS-I -1,84 -0,68 0,54 -0,05 0,73 0,88 

MTS-II -1,16 -0,55 0,29 0,41 1,19 2,43 

MTS-III -1,53 -0,80 -0,57 -0,02 0,60 2,35 

Division F-H -0,68 -0,48 -0,36 0,05 0,50 1,31 

MTS-I -0,99 -0,50 -0,31 0,05 0,64 1,41 

MTS-II -0,77 0,04 0,15 0,59 1,08 2,50 

MTS-III -1,44 -0,37 0,13 0,15 0,89 1,35 

District F-H -8,77 -1,72 0,14 0,31 1,67 12,41 

MTS-I -10,35 -1,24 -0,49 -0,66 0,30 1,87 

MTS-II -7,87 -1,15 0,77 1,25 2,89 18,34 

MTS-III -10,05 -2,63 0,89 1,34 3,91 21,43 
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Tableau 7.1(suite) 

Statistiques sommaires du biais relatif (BR, en %) à différents niveaux d’agrégation pour les estimations sur 

petits domaines d’ANC0 et d’ANC4 
 

Paramètre Niveau 

d’agrégation 

Modèle Min. 
1

Q  Médiane Moyenne 
3

Q  Max. 

ANC4 Pays F-H -1,65 -0,62 0,07 -0,07 0,65 1,04 

MTS-I -4,09 -1,60 0,05 1,00 3,19 7,88 

MTS-II -1,85 0,27 1,98 1,91 3,80 5,07 

MTS-III -2,00 -1,35 1,06 1,11 3,10 5,23 

Division F-H -1,33 -0,60 -0,13 0,24 0,43 3,47 

MTS-I -1,17 -0,25 -0,04 -0,07 0,32 0,59 

MTS-II -0,50 0,68 1,18 1,55 1,70 5,39 

MTS-III -2,08 0,31 0,73 1,24 1,92 5,58 

District F-H -17,83 -4,85 0,40 2,08 6,78 64,77 

MTS-I -16,32 -3,80 -0,56 -0,42 2,98 15,57 

MTS-II -22,00 -5,30 0,57 4,57 12,47 84,31 

MTS-III -29,92 -8,23 0,57 6,12 14,07 124,63 
 

 
Cette conclusion est confirmée par les valeurs de TC indiquées dans le tableau 7.4. Les TC pour les 

modèles de F-H transversaux sont trop élevés, ce qui indique que les prédictions de F-H tendent trop vers 

les estimations directes. Les niveaux de TC sont raisonnablement bons pour MTS-I, considérablement 

plus bas pour MTS-II et les plus bas pour MTS-III. Les taux de couverture plus faibles de MTS-II et de 

MTS-III au niveau du district se traduisent par les valeurs correspondantes plus élevées du BRA et de la 

RRET. Ces résultats montrent que les prédictions du modèle de MTS-I sont plus volatiles et tendent vers 

les estimations directes, que les prédictions du modèle MTS-III sont fortement lissées et que celles du 

modèle MTS-II semblent constituer un compromis raisonnable entre les prédictions du modèle de MTS-I 

et du modèle de MTS-III, en particulier au niveau des districts. 

 
Tableau 7.2 

Statistiques sommaires du biais relatif absolu (BRA, en %) à différents niveaux d’agrégation pour les 

estimations sur petits domaines d’ANC0 et d’ANC4 
 

Paramètre Niveau 

d’agrégation 

Modèle Min. 
1

Q  Médiane Moyenne 
3

Q  Max. 

ANC0 Pays F-H 0,04 0,27 0,42 0,34 0,46 0,48 

MTS-I 0,26 0,63 0,75 0,87 0,99 1,84 

MTS-II 0,29 0,44 0,58 1,05 1,59 2,43 

MTS-III 0,49 0,61 0,96 1,18 1,61 2,35 

Division F-H 0,39 0,50 0,65 0,90 1,20 1,84 

MTS-I 0,48 0,66 0,78 1,39 2,13 2,90 

MTS-II 0,79 0,96 1,56 1,78 2,14 3,88 

MTS-III 1,00 1,14 1,41 1,88 2,43 3,61 

District F-H 1,08 2,73 4,17 5,12 5,84 15,94 

MTS-I 1,48 3,93 6,58 7,53 9,02 26,67 

MTS-II 3,15 6,46 10,31 11,32 14,50 33,01 

MTS-III 4,15 8,65 12,54 13,49 16,98 38,16 
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Tableau 7.2(suite) 

Statistiques sommaires du biais relatif absolu (BRA, en %) à différents niveaux d’agrégation pour les 

estimations sur petits domaines d’ANC0 et d’ANC4 
 

Paramètre Niveau 

d’agrégation 

Modèle Min. 
1

Q  Médiane Moyenne 
3

Q  Max. 

ANC4 Pays F-H 0,07 0,25 0,92 0,76 1,08 1,65 

MTS-I 0,05 1,60 2,47 3,09 4,00 7,88 

MTS-II 0,97 1,68 1,98 2,71 3,80 5,07 

MTS-III 1,06 1,19 1,46 2,46 3,53 5,23 

Division F-H 0,98 1,40 1,71 1,87 2,06 3,47 

MTS-I 1,96 3,06 4,31 4,07 4,64 6,82 

MTS-II 2,18 3,66 4,68 4,33 5,07 6,00 

MTS-III 3,66 4,60 5,36 5,27 5,63 7,46 

District F-H 1,93 7,64 12,91 14,29 17,60 64,77 

MTS-I 3,86 14,27 18,72 20,61 28,10 53,45 

MTS-II 7,07 19,47 26,22 28,51 35,88 84,31 

MTS-III 8,62 21,36 29,32 33,13 41,00 124,63 

 
 

Tableau 7.3 

Statistiques sommaires de la réduction relative des erreurs-types (RRET en %) à différents niveaux 

d’agrégation pour les estimations sur petits domaines d’ANC0 et d’ANC4 
 

Paramètre Niveau 

d’agrégation 

Modèle Min. 
1

Q  Médiane Moyenne 
3

Q  Max. 

ANC0 Pays F-H -0,65 4,03 8,10 8,00 12,72 15,01 

MTS-I -0,03 1,35 4,01 3,67 5,82 7,33 

MTS-II 4,07 7,90 13,71 12,89 17,47 21,68 

MTS-III -3,52 1,02 3,30 3,69 7,15 9,67 

Division F-H 2,99 5,82 7,56 7,03 8,64 9,75 

MTS-I 2,66 4,00 5,32 5,16 6,65 6,84 

MTS-II 8,47 12,74 13,70 13,12 14,34 15,53 

MTS-III 3,30 4,71 5,21 5,47 6,12 8,16 

District F-H -1,60 7,17 10,20 9,98 12,04 21,61 

MTS-I 7,91 15,16 17,81 18,06 21,15 27,47 

MTS-II 12,60 27,84 34,08 33,80 38,46 48,53 

MTS-III 19,48 32,61 38,40 37,79 41,55 52,71 

ANC4 Pays F-H 8,58 11,22 11,66 13,71 14,49 24,32 

MTS-I 6,64 12,16 14,60 14,75 18,50 20,66 

MTS-II 17,79 22,87 23,56 25,12 27,99 32,75 

MTS-III 10,33 16,58 19,45 18,15 21,04 22,04 

Division F-H 11,08 11,80 14,07 14,23 16,39 18,08 

MTS-I 11,82 14,31 14,46 15,78 18,18 19,17 

MTS-II 20,32 24,96 27,39 26,34 28,15 30,45 

MTS-III 15,49 20,37 21,75 21,72 24,51 25,05 

District F-H 0,34 11,62 16,77 17,63 22,60 38,62 

MTS-I 17,79 27,84 30,48 30,93 33,65 43,40 

MTS-II 29,58 43,37 46,86 48,10 54,96 66,75 

MTS-III 35,63 48,88 51,75 52,94 59,31 70,35 

 



470 Das et coll. : Modélisation de séries chronologiques multiniveaux de la couverture des soins prénataux... 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Tableau 7.4 

Taux de couverture observé (TC en %) des prédictions du modèle pour l’intervalle de confiance de 95 % au 

niveau du district et de la division, ainsi qu’au niveau du district par année d’enquête pour les estimations sur 

petits domaines d’ANC0 et d’ANC4 
 

Paramètre Modèle TC selon l’année au niveau du district TC global par niveau 

1994 1997 2000 2004 2007 2011 2014 District Division 

ANC0 F-H 100,00 98,33 100,00 100,00 100,00 98,36 100,00 99,53 100,00 

MTS-I 100,00 90,00 93,44 88,52 93,22 98,36 100,00 94,81 100,00 

MTS-II 88,33 63,33 70,49 67,21 71,19 75,41 91,53 75,10 95,92 

MTS-III 83,33 53,33 50,82 52,46 61,02 55,74 79,66 62,22 95,92 

ANC4 F-H 98,15 98,28 100,00 100,00 100,00 100,00 90,20 98,36 100,00 

MTS-I 87,04 84,48 68,33 76,27 81,97 96,72 100,00 84,58 95,92 

MTS-II 44,44 51,72 50,00 52,54 62,30 65,57 76,47 57,55 97,96 

MTS-III 44,44 41,38 40,00 38,98 50,82 55,74 72,55 48,70 97,96 

 
 

8. Discussion 
 

Dans la présente étude, nous avons élaboré des modèles de séries chronologiques multiniveaux (MTS) 

pour obtenir le pourcentage de femmes ne recevant pas de consultation de soins prénataux (ANC0) et le 

pourcentage de femmes recevant au moins quatre consultations de soins prénataux (ANC4) au 

Bangladesh, en nous appuyant uniquement sur sept éditions de la Bangladesh Demographic and Health 

Survey (BDHS, Enquête démographique et sur la santé du Bangladesh) couvrant la période de 1994 

à 2014. Les modèles de séries chronologiques sont définis à une fréquence annuelle pour laquelle les 

années sans édition d’enquête sont traitées comme manquantes. Ainsi, le modèle tient compte des 

intervalles entre éditions de la BDHS et produit des prédictions pour les années sans enquête-échantillon. 

Les tendances sont produites à trois échelons régionaux, à savoir l’échelle nationale, qui se décompose en 

7 divisions, elles-mêmes décomposées en 64 districts. 

Dans le premier modèle (MTS-I), des estimations directes selon le domaine et l’année et leurs erreurs-

types servent de données d’entrée du modèle de séries chronologiques multiniveau. Les tendances 

obtenues au moyen de ce modèle sont plutôt volatiles puisque les estimations de tendances tendent à 

suivre les estimations directes. Un autre inconvénient du modèle MTS-I est qu’il entrave l’utilisation de 

l’information auxiliaire disponible dans les deux recensements, car les valeurs de l’information auxiliaire 

d’un recensement donné ne changent pas dans deux ou trois éditions consécutives de l’enquête. Pour 

utiliser ces données de recensement, on propose d’élaborer des modèles transversaux de Fay-Herriot (F-H) 

séparément pour chaque année d’enquête. Dans un deuxième modèle, dit MTS-II, ces estimations de F-H 

et leurs erreurs-types servent de séries de données d’entrée. Dans un troisième modèle, dit MTS-III, les 

estimations de F-H avec leurs matrices de covariance complètes, sont utilisées comme séries de données 

d’entrée. Ce modèle de MTS tient correctement compte des corrélations transversales entre les estimations 

de F-H. Le modèle global pour MTS-II et MTS-III est alors un processus non itératif en deux étapes, dans 

lequel la première étape consiste à produire les estimations de F-H. 
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Les modèles sont élaborés à l’échelle régionale la plus détaillée, celui des districts. Les tendances au 

niveau de la division et à l’échelle nationale sont estimées par agrégation des prédictions de tendances au 

niveau du district. Ainsi, les chiffres à différents niveaux d’agrégation sont numériquement cohérents par 

définition. 

Comparativement à d’autres modèles d’estimation sur petits domaines de séries chronologiques 

proposés dans la littérature, nos modèles contiennent plus de structure, puisque les modèles de tendances 

dynamiques sont précisés à différents niveaux d’agrégation. Cela est nécessaire pour obtenir des 

prédictions agrégées exactes au niveau des divisions et du pays et constitue un moyen plus parcimonieux 

de modéliser les corrélations transversales. On a envisagé une régularisation supplémentaire du modèle 

par la spécification des distributions a priori globales et locales. Cela n’a cependant pas permis 

d’améliorer les ajustements du modèle. 

Dans l’estimation sur petits domaines, les estimations pour un domaine sont souvent étalonnées sur les 

estimations directes à l’échelle nationale pour assurer la cohérence numérique et pour tenter de réduire le 

biais dans les prédictions par domaine fondées sur le modèle. Dans cette application, les estimations de 

tendances à l’échelle nationale selon les modèles MTS sont déjà très proches des estimations directes. 

C’est pourquoi nous n’avons pas examiné d’étape supplémentaire d’étalonnage. 

Les trois modèles de séries chronologiques fournissent des estimations plus exactes. Étant donné que 

MTS-II ignore les corrélations majoritairement positives entre les séries de données d’entrée transversales 

de F-H, les erreurs-types des tendances aux niveaux agrégés sont de fait trop petites. Puisque MTS-III 

tient compte de ces corrélations, les erreurs-types pour les tendances au niveau du pays et des divisions 

sont plus grandes, mais aussi plus réalistes. Le modèle MTS-II semble toutefois fournir les tendances les 

plus plausibles pour les deux variables réponses, particulièrement au niveau des districts, en trouvant un 

compromis entre la volatilité des tendances dans le modèle MTS-I et le caractère plat des tendances dans 

le modèle MTS-III. Ce choix est appuyé par le fait que ces variables sont susceptibles d’être relativement 

lisses dans le temps. Dans une perspective conceptuelle, l’ajustement de ces modèles aux séries d’ANC0 

et d’ANC4 est donc certainement approprié. Cela justifie aussi l’interpolation des tendances pour les 

années sans enquête-échantillon. De plus, notre méthode peut être utile à de nombreux pays en 

développement qui réalisent des enquêtes démographiques et sur la santé répétées, car elles sont 

généralement réalisées à des intervalles variables et dépendent principalement de données de recensement 

non mises à jour dans les deux ou trois éditions suivantes de l’enquête. 

On propose comme solution pratique d’utiliser les prédictions des modèles transversaux de F-H 

comme séries de données d’entrée dans les modèles de séries chronologiques multiniveaux afin 

d’exploiter au mieux les données de recensement disponibles. Cette méthode présente un autre avantage : 

elle stabilise les séries de données d’entrée dans les modèles MTS en éliminant les grandes erreurs 

d’échantillonnage des estimations directes. Cela exige toutefois un processus de sélection et d’évaluation 

minutieux des modèles transversaux de F-H, car une erreur de spécification des modèles transversaux de 

F-H peut donner lieu à des séries de données d’entrée biaisées ayant des erreurs-types estimées qui sous-

estiment l’incertitude réelle. 
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Une des limites de la présente étude est liée à la correction du biais pour la transformation par la racine 

carrée qui est appliquée à ANC4. La correction du biais ne peut être appliquée qu’aux estimations de 

tendances pour les années d’enquête. Cela entraîne d’étranges augmentations des estimations ponctuelles 

si l’erreur d’échantillonnage n’est pas suffisamment lissée, en particulier pour les domaines à petite taille 

d’échantillon. Cela entrave l’estimation des changements d’une période à l’autre entre les années 

d’enquête et les autres années. C’est pourquoi la correction de biais n’est appliquée qu’aux modèles de F-

H transversaux et non aux modèles MTS. 

Étant donné que la prévalence des visites de soins prénataux ANC0 et ANC4 est corrélée 

négativement, un modèle multivarié peut constituer une solution de rechange intéressante aux modèles 

univariés utilisés dans la présente étude. Les deux séries pourraient être combinées à la série de la 

catégorie restante dans un seul modèle multivarié. Toutefois, cela nécessite un modèle multinomial qui a 

l’avantage d’améliorer la précision des estimations et de garantir que les prédictions prennent des valeurs 

dans leur fourchette admissible, et que les prédictions dans les catégories s’additionnent pour correspondre 

à 100 %. La mise en œuvre du modèle multinomial n’est cependant pas facile. Dans la présente étude en 

particulier, la matrice de variance-covariance peut être difficile à estimer pour les districts ayant un petit 

nombre d’observations. En outre, Datta et coll. (2002) montrent que les modèles univariés peuvent fournir 

des résultats aussi bons que les modèles multivariés proposés dans Ghosh, Nangia et Kim (1996), tout en 

étant plus simples à mettre en œuvre. Nous avons préféré ne pas examiner l’extension de nos modèles 

univariés à un modèle multinomial, qui pourrait faire l’objet d’une autre recherche. 

Pour ANC0, l’échelle nationale montre une tendance à la baisse. Cette baisse s’est arrêtée 

temporairement pour la période de 2004 à 2011. La tendance d’ANC4 indique une augmentation constante 

pendant la période examinée dans la présente étude. Les tendances au niveau des divisions pour ANC0 

montrent une baisse constante dans toutes les divisions, sauf Dhaka, Chittagong et Sylhet. Les tendances 

de ces trois divisions sont restées stables pendant la période allant de 2004 à 2011, ce qui est la principale 

cause de la tendance stable à l’échelle nationale d’ANC0. Par ailleurs, au niveau de la division, ANC4 

montre des tendances à la hausse presque linéaires pour la plupart des divisions, sauf Dhaka et 

Chittagong. La plus forte amélioration est observée dans les divisions de Khulna et de Rangpur, où les 

tendances d’ANC4 atteignent plus de 40 % en 2014. Les tendances au niveau des districts permettent de 

repérer les districts très vulnérables en ce qui concerne les deux variables réponses étudiées. Bien que la 

tendance nationale d’ANC0 diminue pour s’établir à environ 21 % en 2014, quelques districts enregistrent 

un pourcentage inférieur à 10 % (Dhaka, Jhenaidaha et Meherpur), tandis qu’un nombre considérable de 

districts ont encore une valeur d’ANC0 supérieure à 35 % (Bhola, Cox’s Bazar, Kishoregonj, Noakhali, 

Sunamganj, Sirajgonj et trois districts des Chittagong Hill Tracts). Pour ANC4, certains districts ont des 

estimations supérieures à 50 % (Dhaka, Nilphamari et Panchagarh) et la plupart des districts ayant une 

ANC0 élevée ont des estimations d’ANC4 inférieures à 20 %. Ces tendances au niveau des districts 

pourraient aider les décideurs à se concentrer sur les lieux les plus vulnérables où les indicateurs ANC0 et 

ANC4 restent faibles. De toute évidence, des tendances déterminées à des niveaux détaillés pourraient 

aider les décideurs à prendre des mesures pour réduire les inégalités de niveaux désagrégés dans la course 

à la réalisation des objectifs de développement durable. 
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Tableau A.1 

Variables contextuelles au niveau du district générées à partir des données du Recensement de 1991, du 

Recensement de 2001 et du Recensement de 2011 pour ANC0 
 

Variable Définition 

Division Barishal, Chittagong, Dhaka, Khulna, Rajshahi, Rangpur, Sylhet. 

Région (1) Districts densément peuplés de Dhaka, Chittagong et Gazipur, 

(2) 9 districts régionaux avec de grandes villes, 

(3) 3 districts vallonnés (Bandarban, Khagrachhari et Rangamati), 

(4) 49 autres districts (régions moins urbanisées). 

Chittagong Division de Chittagong ? 

Dhaka  Division de Dhaka ? 

Khulna  Division de Khulna ? 

Rangpur  Division de Rangpur ? 

Rajshahi  Division de Rajshahi ? 

P_U5  Proportion d’enfants de moins de 5 ans. 

P_W  Proportion de femmes âgées de 15 à 49 ans.  

P_MW  Proportion de femmes mariées âgées de 15 à 49 ans. 

P_MW_Prim_Edu  Proportion de femmes mariées âgées de 15 à 49 ans 

qui ont suivi un enseignement primaire. 

P_MW_Sec_Edu  Proportion de femmes mariées âgées de 15 à 49 ans 

qui ont suivi au moins un enseignement secondaire. 

P_HH_No_Edu_W  Proportion de ménages comptant des femmes 

analphabètes âgées de 15 à 49 ans. 

P_HH_Prim_Edu_W  Proportion de ménages comptant des femmes 

ayant suivi un enseignement primaire, âgées de 15 à 49 ans. 

P_HH_High_Edu_W  Proportion de ménages comptant des femmes 

ayant suivi un enseignement supérieur, âgées de 15 à 49 ans. 

P_HH_Sec_Edu_Head  Proportion de ménages ayant un chef de ménage ayant suivi au moins 

un enseignement secondaire. 
+P_Ru_HH_4  Proportion de ménages ruraux de 4 personnes et plus.  

P_Ru_HH_Elec  Proportion de ménages ruraux ayant l’électricité.  
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Tableau A.1(suite) 

Variables contextuelles au niveau du district générées à partir des données du Recensement de 1991, du 

Recensement de 2001 et du Recensement de 2011 pour ANC0 
 

Variable Définition 

P_Ru_HH_Sing_Moth  Proportion de ménages ruraux comptant une mère célibataire. 

P_HH_U5_Sec_Edu_W  Proportion de ménages comptant des enfants âgés de moins de 5 ans et 

des femmes âgées de moins de 49 ans ayant suivi au moins un 

enseignement secondaire. 

 
+P_HH_2 _U5  Proportion de ménages ayant au moins deux enfants âgés de moins de 

cinq ans. 

P_Ru_HH_U5  Proportion de ménages ruraux ayant des enfants de moins de cinq ans. 
+P_Ru_HH_2 _U5  Proportion de ménages ruraux ayant au moins deux enfants âgés de 

moins de cinq ans. 
+P_Ur_HH_2 _U5  Proportion de ménages urbains ayant au moins deux enfants âgés de 

moins de cinq ans.  

 

Tableau A.2 

Effets fixes et aléatoires des modèles de F-H spécifiques à une année d’enquête pour ANC0 
 

Année 

d’enquête 

Transformation Effets fixes Effets 

aléatoires 

Données de 

recensement 

1994 Non +1+ Division + P_HH_High_Edu_W + P_Ur_HH_2 _U5  OOA : Niveau du 

district 

Ordonnée à 

l’origine aléatoire 

1991 

1997 Non 1+ Division + P_MW_Sec_Edu + P_HH_Sec_Edu_Head  OOA 1991 

2000 Non 1+ Division + P_Ru_HH_U5 + P_W  OOA 1991 

2004 Non 1+ Division + P_HH_U5_Sec_Edu_W + P_MW  OOA 2001 

2007 Non +1+ Division + P_U5 + P_Ru_HH_Size_4  OOA 2001 

2011 TPRC 1+ Division + sqrt (P_Ru_HH_U5) + sqrt (P_MW)  OOA 2011 

2014 TPRC +1+ Division + sqrt (P_Ur_HH_2 _U5) + sqrt (P_Ru_HH_Elec)  OOA 2011 

 

Tableau A.3 

Effets fixes et aléatoires des modèles de F-H spécifiques à une année d’enquête pour ANC4 
 

Année 

d’enquête 

Transformation Effets fixes Effets 

aléatoires 

Données de 

recensement 

1994 TPRC +1+ Division + sqrt (P_Ru_U5) + sqrt (P_HH_2 _U5)  

++ sqrt (P_Ur_HH_2 _U5)  

OOA : Niveau du 

district 

Ordonnée à 

l’origine aléatoire 

1991 

1997 TPRC 1+ Division +  

sqrt (P_HH_U5_Sec_Edu_W) + log(P_HH_Sec_Edu_Head)  

OOA 1991 

2000 TPRC 1+ Khulna + Region +  

P E I Esqrt (P_MW rim du) + sqrt (P_HH_Wlli du)  

OOA 1991 

2004 TPRC 1+ Division + sqrt (P_HH_U5_Prim_Edu_W) + sqrt (P_W)  OOA 2001 

2007 TPRC +1+ Rangpur + Region + sqrt (P_U5) + sqrt (P_Ru_HH_Size_4 )  OOA 2001 

2011 TPRC 1+ Rangpur + Chittagong +  

sqrt ((P_HH_U5_Sec_Edu_W) + sqrt (P_W)  

OOA 2011 

2014 TPRC 1+ Rangpur + Chittagong + Rajshahi + Region +  

sqrt (P_W) + sqrt (P_Ru_HH_Sing_Mot)  

OOA 2011 
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Estimation linéaire optimale dans un échantillonnage à deux 

phases 

Takis Merkouris1 

Résumé 

L’échantillonnage à deux phases est un plan de sondage rentable couramment utilisé dans les enquêtes. Le 

présent article propose une méthode optimale d’estimation linéaire des totaux dans un échantillonnage à deux 

phases, qui exploite au mieux l’information auxiliaire de l’enquête. Tout d’abord, on calcule formellement un 

meilleur estimateur linéaire sans biais (MELSB) de tout total sous une forme analytique, et on démontre qu’il 

s’agit d’un estimateur par calage. Ensuite, la reformulation appropriée du MELSB et l’estimation de ses 

coefficients inconnus permettent de construire un estimateur par la régression « optimal », qui peut également 

être obtenu au moyen d’une procédure de calage adéquate. Ce calage présente une caractéristique distinctive : 

l’alignement des estimations des deux phases dans une procédure en une étape comprenant les échantillons 

combinés de la première et de la deuxième phase. L’estimation optimale est faisable pour certains plans à 

deux phases souvent employés dans les enquêtes à grande échelle. Pour les plans généraux à deux phases, une 

autre procédure de calage donne un estimateur par la régression généralisée comme estimateur optimal 

approximatif. L’approche générale proposée d’estimation optimale permet d’utiliser le plus efficacement 

possible l’information auxiliaire disponible dans toute enquête à deux phases. Les avantages de cette méthode 

par rapport aux méthodes existantes d’estimation dans un échantillonnage à deux phases sont démontrés 

théoriquement et au moyen d’une étude par simulations. 
 

Mots-clés : Information auxiliaire; meilleure estimation linéaire sans biais; calage; estimation par la régression 

généralisée; échantillonnage double. 

 

 

1. Introduction 
 

Le plan d’échantillonnage à deux phases, aussi appelé échantillonnage double, a toujours été utilisé 

dans les enquêtes par sondage en tant que méthode d’enquête rentable. Pendant la première phase, un 

échantillon relativement important de la population cible est sélectionné afin de fournir des 

renseignements auxiliaires peu coûteux à obtenir. Cet échantillon constitue une base très informative à 

partir de laquelle un sous-échantillon est sélectionné à la deuxième phase pour recueillir des 

renseignements sur les éléments d’intérêt. De plus, l’échantillonnage à deux phases est de plus en plus 

utilisé comme mécanisme de traitement de la non-réponse. Särndal, Swensson et Wretman (1992) 

présentent un compte rendu exhaustif de ce type d’emploi de l’échantillonnage à deux phases. Groves et 

Heeringa (2006) ainsi que Brick et Tourangeau (2017) traitent du rôle important de l’échantillonnage à 

deux phases dans les plans de sondage réactifs quand des mesures coûteuses sont prises pour réduire le 

biais de non-réponse. D’autres applications de l’échantillonnage à deux phases ‒ apparues récemment 

dans la pratique des enquêtes ‒ comportent diverses formes d’intégration d’enquêtes distinctes. Dans une 

de ces formes, un échantillon de première phase sert de base de sondage à l’échantillon de deuxième phase 

pour une multitude d’enquêtes semblables (Turmelle et Beaucage, 2013). Dans un autre cas, une enquête 

primaire de grande envergure est utilisée comme base de sondage pour une autre enquête de plus petite 

envergure comportant un plus grand nombre d’éléments (Australian Bureau of Statistics, 2004). 
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Dans un échantillonnage à deux phases, l’information auxiliaire peut se trouver à différents niveaux. 

Certains renseignements sont au niveau de l’ensemble de la population, alors que d’autres sont au niveau 

de l’échantillon de la première ou de la deuxième phase. De nombreuses études portent sur l’utilisation de 

ces renseignements en vue de l’amélioration de l’estimation des totaux ou des moyennes de la population; 

voir Särndal et coll. (1992), Hidiroglou et Särndal (1998), Hidiroglou (2001), Estevao et Särndal (2002, 

2009), Wu et Luan (2003), Chen et Kim (2014), et les références qui s’y trouvent. En général, la littérature 

présente deux méthodes d’intégration de l’information auxiliaire au processus d’estimation : l’approche 

par régression généralisée et l’approche par calage; les deux phases de l’échantillonnage supposent deux 

modèles de régression ou deux calages successifs. Dans certaines conditions, les deux approches donnent 

des estimateurs identiques, mais en général, ce n’est pas le cas. L’estimation de la variance de ces 

estimateurs à deux phases a fait l’objet de nombreuses études; voir par exemple Sitter (1997), Fuller 

(1998), Kim et Sitter (2003), Kim, Navarro et Fuller (2006), Hidiroglou, Rao et Haziza (2008), Kim et Yu 

(2011), Beaumont, Beliveau et Haziza (2015). 

Que ce soit une formulation par la régression ou par calage des procédures d’estimation existantes, les 

estimateurs obtenus pour une variable cible sont en fait des combinaisons linéaires d’estimateurs de 

Horvitz-Thompson de divers totaux (ou moyennes), y compris l’estimateur de la variable cible calculé à 

partir de l’échantillon de la deuxième phase et des estimateurs de variables auxiliaires calculés à partir à la 

fois des échantillons de première et de deuxième phase. Dans le présent article, en adoptant une approche 

formelle de l’estimation optimale, nous considérons la combinaison linéaire la plus efficace des 

estimateurs disponibles à partir des deux phases, selon le principe de la meilleure estimation linéaire sans 

biais. Nous montrons que le meilleur estimateur linéaire sans biais (MELSB) calculé sous une forme 

analytique possède une propriété d’orthogonalité utile et qu’il peut être construit autrement comme un 

estimateur par calage, qui est linéaire dans les valeurs de la variable associée et intègre l’information 

auxiliaire dans les poids de sondage calés. L’estimation des coefficients inconnus de ce MELSB, au 

moyen de toute l’information auxiliaire disponible des deux phases d’échantillonnage, donne un 

estimateur « optimal », analogue à l’estimateur par la régression optimale en une phase de Montanari 

(1987) et Rao (1994). Cet estimateur est une approximation à grand échantillon du MELSB, par des 

coefficients estimés minimisant sa variance approximative estimée (grand échantillon) et préservant la 

propriété d’orthogonalité du MELSB. Au moyen d’une reformulation adéquate du MELSB, l’estimateur 

optimal peut également être obtenu par une procédure de calage appropriée. La caractéristique distinctive 

de ce calage est la procédure pratique en une étape consistant à aligner les estimations des deux phases au 

moyen des échantillons combinés de la première et de la deuxième phase. L’estimation optimale est 

faisable pour certains plans à deux phases souvent employés dans les enquêtes à grande échelle. Pour les 

plans généraux, une autre procédure de calage à une étape donne un nouvel estimateur par la régression 

généralisée comme approximation pratique de l’estimateur optimal. 

La méthode générale d’estimation proposée guide la construction d’estimateurs par calage dans tout 

cas particulier d’enquête à deux phases, en s’appuyant le plus efficacement possible sur l’information 
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auxiliaire disponible. Elle permet aussi de donner un aperçu des méthodes d’estimation moins efficaces 

quand elles sont placées dans le cadre d’une estimation optimale. Les avantages de la méthode proposée 

par rapport aux méthodes existantes sont démontrés théoriquement et au moyen d’une étude par 

simulations. 

Le présent article est organisé comme suit. La structure du plan d’échantillonnage à deux phases et la 

notation sont présentées dans la section 2. Le calcul du MELSB pour l’information auxiliaire de type 

standard dans l’échantillonnage à deux phases et son autre construction comme estimateur par calage, sont 

décrits à la section 3. L’estimateur optimal à deux phases et son équivalent par calage sont présentés à la 

section 4. L’approximation de l’estimateur optimal par un estimateur par la régression généralisée est 

traitée dans la section 5. Des comparaisons avec les méthodes existantes sont données à la section 6. Une 

étude par simulations est présentée dans la section 7. L’article se conclut par une discussion à la section 8.  

 
2. Plan d’échantillonnage à deux phases : structure et notation 
 

Soit  1, , , ,U k N=  une population finie de N  unités. Un échantillon de la première phase 1s  de 

taille 1n  est tiré de la population ,U  au moyen d’un plan de sondage qui définit la probabilité d’inclusion 

1 1( )k P k s =   pour l’unité k U  et la probabilité d’inclusion conjointe 1 1( , )kl P k l s =   pour les unités 

, .k l U  Ensuite, un échantillon de la deuxième phase 2s  de taille 2n  est tiré de 1s  au moyen d’un plan de 

sondage qui définit la probabilité d’inclusion conditionnelle 2 2 1( )k P k s s =   pour 1,k s  et la 

probabilité d’inclusion conditionnelle conjointe 2 2 1( , )kl P k l s s =   pour les unités 1, .k l s  En 

supposant que 1 0k   pour tous les k U  et 2 0k   pour tous les 1,k s  le poids de sondage de la 

première phase pour 1k s  est 1 11 ,k kw =  le poids de sondage conditionnel de la deuxième phase pour 

2k s  est 2 21 ,k kw =  et le poids de sondage global pour 2k s  est 1 2 .k k kw w w=  

Le type standard de variables auxiliaires dans un échantillonnage à deux phases (voir, par exemple, 

Särndal et coll. (1992)) comporte un vecteur de variables auxiliaires ,x  partitionné comme étant 

1 2( , )  =x x x  par p  et q  de ses composantes, avec un total de population kU
=xt x  et un total connu 

1 1kU
=xt x  de 1.x  La valeur kx  est observée pour chaque unité 1,k s  alors que pour un vecteur à d  

dimensions de variables cibles ,y  avec un total ,kU
=yt y  la valeur ky  est observée seulement pour les 

unités 2.k s  Dans certaines enquêtes, les composantes du vecteur 2x  sont aussi des variables cibles. Un 

estimateur sans biais du total ,yt  l’estimateur commun de Horvitz-Thompson (HT), donné par 

2

,k ks
w=yt y  est obtenu au moyen de l’échantillon de la deuxième phase 2 ,s  tandis que deux 

estimateurs de HT du total ,xt  donnés par 
1

1
ˆ

k ks
w=xt x  et 

2

,k ks
w=xt x  sont obtenus respectivement 

au moyen des échantillons 1s  et 2 .s  Dans le calcul des résultats comprenant ces estimateurs, nous 

utilisons la notation de vecteur 2 ,=yt Y w  1 1
ˆ ,=xt X w  

2 ,=xt X w  
1 11 1

ˆ ,=xt X w  où 1w  et w  désignent les 

vecteurs des poids de sondage pour les échantillons 1s  et 2 ,s  respectivement, 1X  et 11X  désignent les 

matrices de l’échantillon 1s  de x  et 1x  de dimensions 1 ( )n p q +  et 1 ,n p  respectivement, et 2 ,Y  2X  

désignent les matrices de l’échantillon 2s  de y  et x  de dimensions 2n d  et 2 ( ).n p q +  
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La principale cible de l’estimation est le total .yt  Cependant, pour mieux comprendre la construction 

des estimateurs proposés, et puisque les composantes du vecteur 2x  peuvent également être des variables 

cibles, nous adopterons une approche unifiée pour estimer à la fois yt  et .xt  

 
3. Meilleure estimation linéaire sans biais dans un échantillonnage à 

deux phases 
 

3.1 Forme analytique du meilleur estimateur linéaire sans biais 
 

Pour estimer plus efficacement les totaux yt  et ,xt  en incorporant toute l’information disponible des 

deux phases par la corrélation de y  et ,x  nous examinons les meilleurs estimateurs linéaires sans biais 

(MELSB), désignés par ˆB

yt  et ˆ ,B

xt  qui sont des combinaisons linéaires sans biais à variance minimale des 

quatre estimateurs ,yt  ˆ ,xt  ,xt  
1 1

ˆ−x xt t  et qui sont donnés sous forme matricielle par : 

 ( ) ( )
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,B B   
    = −y x y x x x xt t t t t t tP  (3.1) 

où 1 1 1( ) ,− − − = W V W W VP  la matrice W  comporte des entrées 1 et 0 et satisfait à

1 1

ˆ ˆ( , , , ) = ( , ) ,E          − y x x x x y xt t t t t W t t  et où V  est la matrice de covariance de 
1 1

ˆ ˆ( , , , ) .     −y x x x xt t t t t  Il 

s’ensuit que 1 1ˆ ˆVar ( , ) ( ) .B B  − −  = y xt t W V W  Cette formulation typique de la meilleure estimation linéaire 

sans biais a été étudiée dans deux autres domaines de l’échantillonnage d’enquête, comme dans Wolter 

(1979), Jones (1980), Fuller (1990) et Chipperfield et Steel (2009). Dans le contexte actuel, une 

formulation plus pratique, qui conduit également à la représentation du MELSB comme estimateur par 

calage, se présente comme suit. 

En formulant les deux combinaisons linéaires dans (3.1) sous une forme développée et en utilisant la 

condition d’absence de biais ˆ( )BE =y yt t  et ˆ( ) ,BE =x xt t  on montre facilement que la matrice P  des 

coefficients dans ces combinaisons linéaires satisfait à : 

 
1 2 3 4 2 2 4

1 2 3 4 2 2 4

= ,
−   

=    
−  

y y y y y y y

x x x x x x x

B B B B I B B B

B B B B 0 B I B B
P   

et qu’ensuite les deux composants du MELSB dans (3.1) s’expriment sous la forme d’une régression : 

 1 1

1 1

2 4

2 4

ˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ( ) ( ).

B

B

= + − + −

= + − + −

y y y x x y x x

x x x x x x x x

t t B t t B t t

t t B t t B t t
 (3.2) 

Nous pouvons maintenant formuler (3.1) comme suit :  

 

1 1

ˆˆ
= ,

ˆˆ

B

B

   − 
+       −    

x xyy

x xxx

t ttt

t ttt
B  (3.3) 

où la matrice B  se compose des deuxième et quatrième colonnes de ,P  et a la valeur de minimisation de 

variance qui se calcule facilement : 
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1 1 1 1

1
ˆ ˆ

Cov , Var .
ˆ ˆ

−

      − − 
= −            − −           

x x x xy

x x x xx

t t t tt

t t t tt
B  (3.4) 

Nous posons ensuite : 

 
1 111*

2 2 2

, , ,
−    

= =     
     

X X 0 0w
w Ψ

X 0 Y Xw
X =  (3.5) 

de sorte que : 

 

1

* *
ˆ

, ,
ˆ

 −  
 = =    

  

x x y

x x

t t t
w Ψ w

t t
X  (3.6) 

et B  peut ensuite être exprimé comme étant 
1

* * *Cov( , ) Var( ) .
−

   =  Ψ w w wB X X  Pour le calcul des 

variances et des covariances, nous définissons *
w  au niveau de la population comme étant 

*

1( , ) ,U U U
  =w w w  où le ek  élément de 1Uw  est 1 1 1(1 ) ,

kU k kw I=  la variable indicatrice 1I  désignant 

l’inclusion d’une unité de population dans 1 ,s  et le ek  élément de Uw  est  1 2 1 21 ( ) ,
kU k k k kw I I =  la 

variable indicatrice 2I  désignant l’inclusion d’une unité de population dans 2s  conditionnellement à la 

sélection de l’échantillon 1.s  Nous pouvons maintenant écrire * *

U U
 =w wX X  et * * ,U U

 =Ψ w Ψ w  où UX  

et UΨ  sont les contreparties de population de X  et Ψ  respectivement; toutes les sous-matrices dans X  

et Ψ  sont élargies au niveau de la population et ont N  lignes. Ensuite, en indiquant 
*ˆ =Ψt Ψ w  et 

*ˆ ,=t wX X  nous obtenons : 

 
1 1

* *ˆ ˆ ˆCov ( , ) Var ( ) Var ( ) Var ( ) .U U U U U U

− −
    = =   Ψt t t Ψ w wX XB X X X  (3.7) 

Nous obtenons par la suite une expression plus analytique utile de B  en utilisant le lemme suivant. La 

démonstration se trouve en annexe. 

 
Lemme 1 

 
1 1*

1

Var( ) Var ( )
Var ( ) ,

Var ( ) Var ( )

U U

U

U U

 
=  
 

w w
w

w w
 (3.8) 

où  1 1 1 1 1 1Var( ) ( ) ,U kl k l k l    = −w   1 2 1 2 1 2 1 2 1 2Var( ) ( ) .U kl kl k k l l k k l l         = −w  

Au moyen de (3.7) et (3.8), il est facile de démontrer que (3.4) s’exprime comme suit :  

 
1 1

1 1

1 1

1

ˆ ˆ ˆ ˆCov( , ) Var ( ) Cov( , ) Var ( )
.

ˆ ˆCov( , ) Var ( )

− −

−

    − − −    =
 

    

y x x x x y x x

x x x

t t t t t t t t

I t t t

B  (3.9) 

Dans cette représentation de ,B  la propriété ˆ ˆCov( , ) Var ( )=x x xt t t  est implicite, découlant de (3.8), ce 

qui implique que ˆ ˆVar( ) Var ( ) Var ( ),− = −x x x xt t t t  et la propriété 
1 1

ˆ ˆ ˆCov( , ) Cov ( , ),=x x x xt t t t  ce qui 
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implique 
1

ˆ ˆCov( , )− =x x xt t t 0  (cette covariance étant le bloc hors diagonale de *Var( ) ).U U U
 wX X  

Ensuite, (3.2) peut s’exprimer explicitement comme suit :  

 
1 1 1 1

1 1 1 1

1

1

1

ˆ ˆ ˆ ˆCov( , ) Var ( ) ( )

ˆ ˆ ˆCov( , ) Var ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆCov( , ) Var ( ) ( ).

B

B

−

−

−

 = − − − − 

 + − 

 = + − 

y y y x x x x x x

y x x x x

x x x x x x x

t t t t t t t t t

t t t t t

t t t t t t t

 (3.10) 

Compte tenu de la propriété 
1

ˆ ˆCov( , ) ,− =x x xt t t 0  il s’ensuit immédiatement que : 

 
1 1 1

1 1 1

1

1

1

ˆ ˆ ˆ ˆVar ( ) Var ( ) Cov( , ) Var ( ) Cov ( , )

ˆ ˆ ˆCov( , ) Var ( ) Cov ( , )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆVar ( ) Var ( ) Cov( , ) Var ( ) Cov ( , ).

B

B

−

−

−

  = − − − − 

  −  

  = −  

y y y x x x x y x x

y x x y x

x x x x x x x

t t t t t t t t t t

t t t t t

t t t t t t t

 (3.11) 

 

Remarque 3.1. Chaque composante ou combinaison linéaire de composantes de ˆB

yt  est le MELSB pour 

le total correspondant. De plus, comme le montre (3.11), l’efficacité de ˆ ,B

yt  par rapport à ,yt  dépend de la 

force de la corrélation de y  avec 1 2( , )=x x x  ainsi que de la différence de taille de l’échantillon (et peut-

être du plan de sondage) pour les échantillons 1s  et 2 .s  

Remarque 3.2. En raison de la propriété d’orthogonalité 
1

ˆ ˆCov( , ) ,− =x x xt t t 0  le coefficient de l’un ou 

l’autre des termes ˆ −x xt t  et 
1 1

ˆ−x xt t  dans (3.10) ne changerait pas si l’autre était égal à 0  dans (3.2). Par 

exemple, le MELSB pour yt  basé sur ˆ( , , )y x xt t t  serait ˆB

yt  comme dans (3.10), mais sans le dernier terme. 

Ceci se résout facilement comme un cas particulier de la configuration complète 
1 1

ˆ ˆ( , , , ).−y x x x xt t t t t  

Cette propriété d’orthogonalité explique la réduction additive de la variance observée dans la première 

équation de (3.11). 

Remarque 3.3. Le MELSB ˆB

xt  dans (3.10) peut également être produit au moyen de la configuration 

réduite 
1 1

ˆ ˆ( , )−x x xt t t  dans (3.1). Le même meilleur estimateur linéaire, pour une seule variable cible, a été 

calculé différemment dans un contexte d’échantillonnage général à une phase par Fuller et Isaki (1981) et 

Montanari (1987). En particulier, pour la variable auxiliaire 1,x  nous avons 
1 1

ˆ .B =x xt t  Ensuite, il est facile 

de vérifier que le MELSB dans (3.1) peut par contre être calculé en deux étapes de meilleure estimation 

linéaire sans biais au moyen de la configuration ˆ( , , ),B B B

y x xt t t  où 
1 1 1 1

1
ˆ ˆ ˆCov( , ) Var ( ) ( )B

−

 = + − y y y x x x xt t t t t t t  

et 
1 1 1 1

1
ˆ ˆ ˆCov( , ) Var ( ) ( )B

−

 = + − x x x x x x xt t t t t t t  sont les MELSB produits respectivement par les 

configurations à une phase 
1 1

ˆ( , )−y x xt t t  et 
1 1

ˆ( , ).−x x xt t t  De fastidieux calculs algébriques permettraient 

de démontrer que 
2 2 1 1 1 1

ˆ ˆ( , , , , )− −y x x x x x xt t t t t t t  est une autre configuration du MELSB, qui est plus 

explicite et équivaut à celle de (3.1). Cela prouve que la configuration compacte de (3.1) fournit 

l’estimation linéaire la plus efficace de yt  et xt  au moyen de toutes les estimations pertinentes 

disponibles. 
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3.2 Le meilleur estimateur linéaire sans biais à deux phases comme 

estimateur par calage 
 

En utilisant la notation conduisant à (3.7), et la configuration ˆ ˆ ˆ( , )B B B  =Ψ y xt t t  et *Var( ),UΔ w=  nous 

pouvons exprimer le MELSB dans (3.3) comme étant ˆ ˆ ˆ( ),B = + −Ψ Ψt t t tX XB  où 1= ( )U U U U

− ΨB X X X   

et 
1

( , ) ,  = xt 0 tX  ou sous une forme plus évocatrice : 

 ( )* 1 *ˆ = ( ) .B

U U U U U U U

−   + −
 Ψt Ψ w t wXX X X X   (3.12) 

D’après (3.12), il semble que ˆB

Ψt  a la forme d’un estimateur par calage, qui comporte un vecteur de 

population de poids calés ( )* * 1 *( )U U U U U U U

− = + −c w Δ Δ t wXX X X X  et un vecteur de totaux de calage 

.tX  Cette constatation est mise en forme dans le théorème suivant et démontrée en annexe.  

Théorème 1. Le vecteur ( )* * 1 *( )U U U U U U U

− = + −c w Δ Δ t wXX X X X  minimise la distance des 

moindres carrés généralisés * * 1 * *( ) ( )U U U U

−− −c w Δ c w  soumise aux contraintes * ,U U
 =c tXX  c’est-à-dire 

1 =U U U U
 X c X c  et 

11 1 ,U U
 = xX c t  où 1( , )U Uc c  correspond à 1( , ).U Uw w  

Le théorème 1 montre que la meilleure estimation linéaire sans biais au moyen de la configuration 

1 1

ˆ ˆ( , , , )−y x x x xt t t t t  est essentiellement une procédure de calage par laquelle les deux estimations ˆ
xt  et 

xt  

de xt  sont calées l’une sur l’autre, c’est-à-dire qu’elles sont alignées, et que l’estimation est calée sur le 

total 
1

ˆ .xt  Nous pouvons maintenant exprimer formellement le MELSB ˆB

Ψt  comme un estimateur par 

calage 
*ˆ ,B

U U
=Ψt Ψ c  ses deux composantes étant données dans les formes linéaires simples ˆB

U U
=yt Y c  et 

ˆ .B

U U
=xt X c  

L’autre solution de construction en deux étapes du MELSB mentionnée dans la remarque 3.3 ci-dessus 

peut également être réalisée au moyen d’une procédure de calage en deux étapes comprenant *

Uw  dans les 

deux étapes. En effet, en partitionnant UX  par ses deux sous-matrices de colonnes en tant que 

12 1( , )U U U=X X X  et en relevant que 
112 1

ˆ ˆCov( , ) ,U U
 = − =x x xΔ t t t 0X X  nous pouvons facilement 

décomposer le vecteur *

Uc  comme suit : 

 
( )

( )
1

* * 1 *

12 12 12 12

1 *

1 1 1 1

= ( )

( ) .

U U U U U U U

U U U U U

−

−

 + −

 + −x

c w Δ Δ 0 w

Δ Δ t w

X X X X

X X X X
 (3.13) 

Dans le membre de droite de (3.13), la somme des premier et deuxième termes résulte d’un calage avec 

une contrainte *

12 1U U U U U U
  = − =c X c X c 0X  seulement, tandis que la somme des premier et troisième 

termes résulte d’un calage avec une contrainte 
1

*

1U U
 = xc tX  seulement. 

Maintenant, si nous posons 1 1Var ( )U=Δ w  et 2 Var ( ),U=Δ w  ces variances étant précisées dans (3.8), 

il découle facilement de (3.13) que les estimateurs par calage optimaux ˆB

yt  et ˆB

xt  dans (3.10) peuvent 

s’exprimer sous une forme explicite, qui sera reprise plus tard : 

 

   

1 1

1 1

1

2 1 2 1

1

1 1 1 1 1

1

1 1 1 1 1

ˆ ˆ( )

ˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ( ) ( ).

B

U U U U U U U U

U U U U

B

U U U U

−

−

−

   = + − − −

 + −

 = + −

y y x x

x x

x x x x

t t Y Δ X Y Δ X X Δ X X Δ X t t

Y Δ X X Δ X t t

t t X Δ X X Δ X t t

 (3.14) 
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4. Estimation linéaire optimale dans un échantillonnage à deux 

phases 

 
4.1 L’estimateur optimal à deux phases 
 

La matrice B  de (3.7) comprend les variances et les covariances qui doivent être estimées. Compte 

tenu de ˆVar ( ) U U
=t ΔX X X  et ˆ ˆCov( , ) ,U U

=Ψt t Ψ ΔX X  et en reprenant (3.8), les estimations sans biais 

évidentes sont Var̂ ˆˆ( ) =t ΔX X X  et Cov̂ ˆˆ ˆ( , ) = ,
Ψt t Ψ ΔX X  où la matrice 1 2 1 2( ) ( )n n n n+  + ˆ =Δ Var̂

*( )Uw  comporte des blocs diagonaux 1 1 1 1 1 1 1
ˆ ={( ) / ( )},kl k l k l kl     −Δ 2 1 2 1 2 1 2 1 2

ˆ ={( ) / (kl kl k k l l k k       −Δ  

1 2 1 2 )},l l kl kl     et des blocs non diagonaux 12
ˆ ,Δ 21 12

ˆ ˆ= Δ Δ  avec 12 1 1 1 1 1 1 2
ˆ ={( ) / ( )},kl k l k l kl l      −Δ  et 

où ,X Ψ  sont les matrices d’échantillon de (3.5). 

Nous obtenons alors, comme éléments des matrices Var̂ ˆ( )tX  et Cov̂ ˆ ˆ( , ),Ψt tX  les estimations sans biais 

des toutes les variances et covariances de (3.9), c’est-à-dire Var̂ 1 1 1
ˆˆ( ) = ,

xt X Δ X  Var̂ 2 2 2
ˆ( ) = ,

xt X Δ X  Var̂

1 11 1 11
ˆˆ( ) = ,

xt X Δ X  Cov̂
1 2 21 11

ˆˆ( , ) = ,
x xt t X Δ X  Cov̂

2 21 1
ˆˆ( , ) = ,

y xt t Y Δ X  Cov̂
1 2 21 11

ˆˆ( , ) = ,
y xt t Y Δ X  Cov̂

2 2 2
ˆ( , ) = .

y xt t Y Δ X  Cependant, la matrice Var̂ ˆ( )tX  comprend aussi les éléments Cov̂ ˆ( , ) =x xt t  1 12 2
ˆX Δ X  

et Cov̂
1 11 1 1 11 12 2

ˆ ˆˆ ˆ( , ) = , − −x x xt t t X Δ X X Δ X  qui manifestement ne retiennent pas les propriétés 

ˆ ˆCov( , ) Var ( )=x x xt t t  et 
1

ˆ ˆCov( , ) ,− =x x xt t t 0  respectivement. Les estimations sans biais pour les 

variances et les covariances de (3.9) pourraient être utilisées directement, mais l’estimation de la forme 

simple B  dans (3.9) ne pourrait pas être exprimée comme étant 
1ˆ ˆ( ) ;− Ψ Δ ΔX X X  donc l’estimateur qui 

en résulte ne conservait pas la forme de calage du MELSB dans (3.12). Cette complication est contournée 

par la reformulation suivante. Redéfinissons 
* ,w  X  et Ψ  comme étant : 

 

1 1 1 1

*

2 2 2

1 11 1 1

, , = ,

− − −     
     

= =     
     
     

w X 0 Y X

w w X 0 Ψ Y X

w 0 X Y X

X  (4.1) 

où les matrices d’échantillon 1,X  2 ,X  11X  et 2Y  sont les mêmes que précédemment et 1Y  est la matrice 

de y  pour l’échantillon 1s  avec les valeurs fictives ky  pour 2.k s  Il apparaît clairement que *wX  et 
*Ψ w  sont exactement comme dans (3.6). Ensuite, en ayant comme précédemment 

*ˆ =t wX X  et 
*ˆ = ,

Ψt Ψ w  nous obtenons encore 
1

ˆ ˆ ˆCov( , ) Var ( ) ,
−

 =  Ψt t tX XB  où 
*ˆVar( ) Var ( )U U U

=t wX X X  et 
*ˆ ˆCov( , ) Var ( ) ,U U

=Ψt t Ψ wX X  comme dans (3.7), mais * ,Uw  UX  et UΨ  étant les contreparties de 

population des valeurs redéfinies 
* ,w  ,X  Ψ  Une extension du lemme 1 à la variable redéfinie *

w  

donne : 

 

1 1 1

*

1 1

1 1 1

Var ( ) Var ( ) Var ( )

Var ( ) Var ( ) Var ( ) Var ( ) ,

Var ( ) Var ( ) Var ( )

U U U

U U U U

U U U

 
 

=  
 
 

w w w

w w w w

w w w

  

où 1Var ( )Uw  et Var ( )Uw  sont les mêmes que dans le lemme 1. Il est maintenant facile de vérifier 

qu’encore une fois B  peut être exprimé analytiquement comme dans (3.9) et que les deux composantes 
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du MELSB sont identiques à celles données par (3.10). Plus important encore, il découle de cette forme 

spéciale de *Var( )Uw  que nous avons de nouveau ˆVar ( ) U U
=t ΔX X X  et ˆ ˆCov( , ) ,U U

=Ψt t Ψ ΔX X  où 

maintenant 1 2 1= diag( , , )−Δ Δ Δ Δ  et 1 ,Δ  2Δ  comme cela a été défini précédemment. Ainsi, nous 

obtenons encore le MELSB sous la forme de calage de (3.12), et la décomposition orthogonale retenue du 

vecteur des poids calés dans (3.13) mène facilement à l’expression (3.14). La propriété d’orthogonalité 

12 1U U
 =Δ 0X X  est induite par la structure diagonale par blocs de la variable UX  redéfinie, plutôt que par 

la structure spéciale de la matrice initiale Δ  utilisée dans (3.12). 

Pour ce qui est du MELSB reconstruit, nous avons maintenant les estimations sans biais Var̂

ˆˆ( ) =t ΔX X X  et Cov̂ ˆ ˆ( , ) =Ψt tX
ˆ ,Ψ ΔX  où ,X  Ψ  sont les matrices d’échantillon dans (4.1), et 

1 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ= diag( , , )−Δ Δ Δ Δ  avec 1

ˆ ,Δ  2Δ̂  tels qu’ils sont définis au début de la section. À partir de là, nous 

recalculons facilement les estimations sans biais des variances et covariances de (3.9), mais deux des 

éléments de la matrice d’échantillon ˆΨ ΔX  qui comprennent 1 ,Y  à savoir 1 1 1
ˆY Δ X  et 1 1 11

ˆ ,Y Δ X  

nécessitent une attention particulière. Les valeurs fictives (non observées) ky  pour 2 ,k s  nécessaires à 

l’élargissement de 1Y  à la matrice de population UY  dans le MELSB reconstruit, sont fixées égales à zéro, 

et les valeurs ky  pour 2k s  sont alors nécessairement pondérées par 21 .k  Ensuite 1 1 1
ˆY Δ X  et 

1 1 11
ˆY Δ X  se réduisent à 2 21 1

ˆY Δ X  et 2 21 11
ˆ ,Y Δ X  qui sont respectivement les estimations sans biais Cov̂

ˆ( , )y xt t  et Cov̂
1

ˆ( , ).y xt t  La variable B  estimée dans (3.9) est maintenant donnée par : 

 

1 1

2 2 2 2 21 1 2 2 2 1 1 1 2 21 11 11 1 11

1

1 1 11 11 1 11

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ .

ˆ ˆ

− −

−

           − −
      

=  
     

Y Δ X Y Δ X X Δ X X Δ X Y Δ X X Δ X

I X Δ X X Δ X

B   

Le MELSB ˆ ˆ ˆ( )B = + −Ψ Ψt t t tX XB  comportant une variable B  estimée sera appelé « estimateur linéaire 

sans biais optimal », « estimateur optimal » en abrégé, et sera représenté par ˆˆ ˆ ˆ( )O = + −Ψ Ψt t t tX XB  et ses 

deux composantes seront données par : 

 
1 1

1 1

1

2 2 2 2 21 1 2 2 2 1 1 1

1

2 21 11 11 1 11

1

1 1 11 11 1 11

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( )

ˆ ˆ ˆ( )

ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ).

O

O

−

−

−

      = + − − −
   

  + −
 

  = + −
 

y y x x

x x

x x x x

t t Y Δ X Y Δ X X Δ X X Δ X t t

Y Δ X X Δ X t t

t t X Δ X X Δ X t t

 (4.2) 

Il s’agit de la version d’échantillon des MELSB dans (3.14), avec des coefficients estimés. En particulier, 

ˆO

xt  est l’estimateur optimal à une phase habituel de xt  reposant sur 1x  comme variable auxiliaire et les 

données de l’échantillon complet de première phase 1;s  voir Montanari (1987) et Rao (1994). 

Remarque 4.1. Quand 2n  est très proche de 1 ,n  l’estimateur optimal ˆO

yt  peut être assez instable en 

raison de la quasi-singularité de la matrice inversée dans le coefficient de ˆ ,−x xt t  et ainsi devenir très 

inefficace; voir cependant la remarque 6.1 ultérieure concernant les plans à deux phases dans lesquels 

cette instabilité ne pose pas de problème. En général, il ne s’agit pas d’une configuration réaliste dans un 

échantillonnage à deux phases, où 2n  est généralement beaucoup plus petit que 1.n  
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Après la construction de 2 21 1
ˆY Δ X  et 2 21 11

ˆY Δ X  en tant que deux des estimations dans ˆ ,B  il apparaît 

que ces deux formes bilinéaires peuvent s’exprimer autrement sous la forme 1 1 1
ˆY Δ X  et 1 1 11

ˆ ,Y Δ X  

respectivement, où 
1Y  est une version pondérée de 1Y  dans laquelle 2k k k=y y  si 2k s  et 0k =y  si 

2.k s  Alors 
* *ˆ , = =Ψt Ψ w Ψ w  où Ψ  est Ψ  dans (4.1), avec 

1Y  à la place de 1 ,Y  et B̂  peut être 

formulé de façon compacte comme étant 1ˆ ˆ ˆ( ) ,− =Ψ Δ ΔB X X X=  où 1 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆdiag( , , ).= −Δ Δ Δ Δ  À partir de 

maintenant, Δ̂  désignera la matrice 1 2 1
ˆ ˆ ˆdiag( , , ).−Δ Δ Δ  

Comme c’est le cas dans Montanari (1987) et Rao (1994) pour l’estimateur optimal à une phase, pour 

les grands échantillons 1s  et 2 ,s  l’estimateur optimal ˆˆ ˆ ˆ( )O = + −Ψ Ψt t t tX XB  est une approximation du 

MELSB ˆ ,B

Ψt  et il est donc approximativement sans biais. De plus, la variance de ˆO

Ψt  est une 

approximation de celle de ˆ ,B

Ψt  qui se résout facilement pour donner ˆ ˆVar( ) Var ( )B = −Ψ Ψt t  
1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆCov ( , ) Var ( ) Cov ( , ),
−

  
 Ψ Ψt t t t tX X X  c’est-à-dire la forme compacte de (3.11). Ensuite, au moyen des 

estimations Var̂ ˆ( )Ψt  et Cov̂ ˆ ˆ( , ),Ψt tX  calculées auparavant, nous obtenons la variance approximative 

estimée de ˆO

Ψt  comme étant VÂ ˆ( )O =Ψt Var̂ ˆ( ) −Ψt Cov̂ ˆ ˆ( , )Ψt tX [Var̂( t̂X )]
1− Cov̂′ ˆ ˆ( , ).Ψt tX  À partir de là, 

nous calculons les expressions pratiques pour le calcul VÂ 1

2 2 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆˆ( ) ( ) ,O −


   = −yt Y Δ Y Ψ Δ Δ ΔΨX X X X  où 

1Ψ  est la première sous-matrice de colonnes de ,Ψ  et VÂ
1

1 1 1 1 1 11 11 1 11
ˆ ˆ ˆˆ( ) =O

−

   −
 xt X Δ X X Δ X X Δ X  

11 1 1
ˆ .X Δ X  

 
4.2 L’estimateur optimal à deux phases comme estimateur par calage 
 

L’estimateur optimal ˆˆ ˆ ˆ( ),O = + −Ψ Ψt t t tX XB  avec 1ˆ ˆ ˆ( ) ,− =Ψ Δ ΔB X X X  prend la forme  

 * 1 *ˆ ˆˆ ( ) ( ) ,O −   = + −
 Ψt Ψ w Δ Δ t wXX X X X   

d’un estimateur par calage, avec un vecteur de totaux de calage tX  et un vecteur d’échantillon de poids 

calés ( )* * 1 *ˆ ˆ( )− = + −c w Δ Δ t wXX X X X  satisfaisant à * . =c tXX  Cela est établi formellement par le 

théorème suivant, dont la démonstration est omise, car elle est semblable à celle du théorème 1.  

Théorème 2. Le vecteur 
* * 1 *ˆ ˆ( ) ( )− = + −c w Δ Δ t wXX X X X  minimise la distance des moindres 

carrés généralisés 
* * 1 * *ˆ( ) ( )−− −c w Δ c w  soumise aux contraintes * , =c tXX  c’est-à-dire 1 1 2

 =X c X c  

et 
111 1 , = xX c t  où 1( , )c c  correspond à 1( , ).w w  

Le vecteur d’échantillon *
c  admet la même décomposition orthogonale que sa contrepartie de 

population *

Uc  dans (3.13). Nous pouvons maintenant exprimer formellement l’estimateur optimal ˆO

Ψt  en 

tant qu’estimateur par calage 
*ˆO =Ψt Ψ c  qui, compte tenu de * , =c tXX  est généré par le calage 

simultané des deux estimations ˆ
xt  et 

xt  de xt  l’une sur l’autre, et de l’estimation 
1

ˆ
xt  sur le total 

1
.xt  

Sous une forme développée, le vecteur *
c  est : 

 

1 1

1

1 1 1 2 2 2 1 1 11

* 1

2 2 2 2 2 2 1 1 1

1
3 1 1 11 11 1 11

ˆ ˆ ˆ ˆ[ ] ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ[ ] ( ) .

ˆ ˆ ˆ( ) ( )

−

−

−

  + − − 
  

 = =  + − −  
    + −   

x x

x x

x x

w Δ X X Δ X X Δ X t tc

c c w Δ X X Δ X X Δ X t t

c w Δ X X Δ X t t

 (4.3) 
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Ensuite, au moyen de la partition 12 1( , ),=X X X  où 12X  et 1X  sont les deux sous-matrices de colonnes 

orthogonales de X  figurant dans (4.1), les deux contraintes s’expriment par *

12 2 2 1 1
  = − =c X c X c 0X  et 

1

*

1 11 3 . = = xc X c tX  Il découle aussi de (4.3) que 
*ˆO =Ψt Ψ c  implique (4.2). Concernant les deux 

composantes de ˆ ,O

Ψt  nous observons que 1 1 2 2 1 3 1 3
ˆ =O    = − + +xt X c X c X c X c  et que  

  
2

1 3 1 2 2 3 1 2 2
ˆ ( ) ( ) .O

k k k k ks
c c c = − + = − +yt Y c c Y c y   

L’expression explicite de ˆ ,O

yt  en termes d’unités d’échantillonnage, est : 

 

( )( )

2 2 2 1

2 2 1 1

1 12 1 1 1

2 1

1

2 1

1

1 1 1 1 1

ˆ ˆˆ

ˆ ˆ ˆ( )

ˆ ˆ ˆ( ),

O

kl k l kl k ls s s s

kl k l kl k ls s s s

kl k l kl k ls s s s

−

−

  = +  −  
 

   −  −
 

 +   −

   

   

   

y y

x x

x x

t t y x y x

x x x x t t

y x x x t t

 (4.4) 

où 1
ˆ

kl  et 2
ˆ

kl  sont les ekl  éléments de 1Δ̂  et 2
ˆ ,Δ  respectivement. La formule (4.4) est simplifiée dans 

certains plans à deux phases employés dans d’importantes enquêtes à grande échelle. Des exemples en 

sont donnés dans Hidiroglou et Särndal (1998) et Turmelle et Beaucage (2013). Plus précisément, c’est le 

cas quand un échantillonnage indépendant (Poisson, ou Poisson stratifié) est utilisé dans l’une des deux 

phases, c’est-à-dire quand 1 1 1kl k l  =  ou 2 2 2 .kl k l  =  La simplification est considérable quand les deux 

phases ont un échantillonnage indépendant. Alors, 1Δ̂  et 2Δ̂  sont toutes deux diagonales, avec des 

éléments diagonaux 1 1 1
ˆ (1 ) ((1 ) 1)kk k k  = −  et 2 1 2 1 2

ˆ (1 ) ((1 ) 1),kk k k k k    = −  respectivement, et 

(4.4) comporte uniquement des sommations simples. D’autres plans de sondage à deux phases dans 

lesquels (4.4) comporte seulement des sommations simples, bien que 1Δ̂  et 2Δ̂  ne soient pas des 

diagonales, comportent un échantillonnage aléatoire simple ou un échantillonnage aléatoire simple 

stratifié dans l’une ou l’autre des phases. Voir un exemple d’enquête avec ce type de plan 

d’échantillonnage à deux phases dans Hidiroglou (2001). Toutefois, en général, l’estimateur optimal peut 

se révéler peu commode, car il nécessite l’utilisation des probabilités d’inclusion conjointes de la première 

phase et de la deuxième phase 1kl  et 2 ,kl  qui ne sont pas connues pour certains plans de sondage 

complexes. Même quand ces probabilités conjointes sont connues, mais que les matrices 1Δ̂  et 2Δ̂  ne sont 

pas diagonales, le coefficient estimé B̂  et, par conséquent, l’estimateur optimal peuvent être instables en 

cas de très petits échantillons, surtout si la dimension du vecteur auxiliaire x  est grande. Il est possible de 

surmonter ces difficultés, avec une certaine perte d’optimalité, en utilisant des approximations simples des 

variances et des covariances dans ˆ ;B  pour ce qui est des estimations de la variance approximatives 

fondées uniquement sur des probabilités d’inclusion du premier ordre, voir par exemple Haziza, Mecatti et 

Rao (2008) et les références qui s’y trouvent. Une approximation de B̂  très pratique pour le calcul 

permettant d’obtenir un estimateur à deux phases qui appartient à la classe des estimateurs par la 

régression généralisée est décrite dans la section suivante. 
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5. Un estimateur par la régression généralisée en deux phases 
 

Une variante de 1ˆ ˆ ˆ( ) ,− =Ψ Δ ΔB X X X  efficace pour ce qui est du calcul, mais qui n’est généralement 

pas optimale, est le coefficient de régression généralisée (GREG) GR 1ˆ ( ) ,− =Ψ Λ ΛB X X X  où Ψ  est 

comme dans (4.1) avec 0k =y  si 2 ,k s  et Λ  est la matrice de « pondération » 1 2 1diag( , , ),Λ Λ Λ  étant 

donné que 1 1 1diag{ }k kw q=Λ  et 2 2diag{ },k kw q=Λ  et que 1 ,kq  2kq  sont des constantes positives. 

Cela donne l’estimateur par la régression généralisée (GREG) : 

 GR GR GR GR *ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) .
 = + − = + −Ψ Ψt t t t t Ψ wX X XB B XB  (5.1) 

Notons que GRB̂  est optimal dans le sens des moindres carrés, c’est-à-dire qu’il minimise la distance 

quadratique GR GRˆ ˆ( ) ( ),
 − −Ψ Λ ΨXB XB  impliquant les résidus GRˆ 

−Ψ XB  dans 
GRˆ ,Ψt  alors que le 

coefficient B̂  minimise ˆ ˆˆ( ) ( ) , − −Ψ Δ ΨXB XB  la variance approximative estimée de l’estimateur 

optimal ˆ .O

Ψt  En ce sens, 
GRˆ
Ψt  est une approximation de ˆ .O

Ψt  Les deux composants de 
GRˆ ,Ψt  similaires dans 

leur structure aux composantes de ˆO

Ψt  dans (4.2), sont : 

 

   

 

 

1 1

1 1

1GR

2 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1

1

1 1 11 11 1 11

1GR

1 1 11 11 1 11

ˆ ˆ( )

ˆ( )

ˆ ˆ ˆ( ).

−

−

−

   = + + + −

 + −

 = + −

y y x x

x x

x x x x

t t Y Λ X Y Λ X X Λ X X Λ X t t

Y Λ X X Λ X t t

t t X Λ X X Λ X t t

 (5.2) 

L’estimateur GREG 
GRˆ
xt  est l’estimateur GREG standard à une phase basé sur 1s  et la variable auxiliaire 

1.x  L’estimateur GREG GRˆ ,yt  dont les deux termes de régression orthogonale sont indiqués dans (5.2), est 

exprimé explicitement en termes d’unités d’échantillon comme suit :  

 

( ) ( )
2 2 1

1 12 1

1
GR

1 2 2 1

1

1 1 1 1 1

ˆ ˆ( ) ( )

ˆ( ),

k k k k k k k k k ks s s

k k k k k ks s

−

−

     = +  +   +  −
   

 +   −

  

 

y y x x

x x

t t y x x x x x t t

y x x x t t

  

où 1 1 1k k kw q =  et 2 2k k kw q =  sont le ek  élément de 1Λ  et 2 ,Λ  respectivement. Il faut spécifier les 

constantes ikq  comme étant ik iq n=  pour tenir compte de la différentielle dans la taille d’échantillon de 

;is  voir dans Merkouris (2004) une justification dans le contexte d’un calage d’échantillons combinés. Un 

ajustement équivalent des poids dans 1k  et 2k  peut être effectué par la multiplication de 1kw  dans 1k  

par 2 1 .n n =  Les valeurs de ikq  qui convertissent l’estimateur GREG GRˆ
yt  en l’estimateur optimal ˆO

yt  

peuvent être spécifiées pour les plans d’échantillonnage à deux phases pour lesquels une estimation 

optimale est possible, comme dans le contexte similaire de l’échantillonnage matriciel (Merkouris, 2015). 

Pour l’exemple simple comprenant un échantillonnage de Poisson dans les deux phases, cette spécification 

est 1 1 1(1 )k k kq  = −  et 2 1 2 1 2(1 ),k k k k kq    = −  rendant 1Λ  et 2Λ  identiques à 1Δ̂  et 2
ˆ .Δ  

Le vecteur des poids calés associés à l’estimateur GREG 
GRˆ
Ψt  est GR *= +c w  

1 *( ) ( ).− −Λ Λ t wXX X X X  Il a la même forme que *
c  dans (4.3), mais avec 1Λ  et 2Λ  à la place de 

1−Λ  et 2 ,Λ  et il minimise la distance des moindres carrés généralisés GR * 1 GR *( ) ( )−− −c w Λ c w  soumise 
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aux contraintes GR . =c tXX  La partition 12 1( , ),=X X X  définie après (4.3), permet la décomposition 

orthogonale du vecteur * :c  

 

1

GR * 1 *

12 12 12 12

1 *

1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( ).

−

−

 = + −

 + −x

c w Λ Λ 0 w

Λ Λ t w

X X X X

X X X X
 (5.3) 

Dans le membre de droite de (5.3), la somme des premier et deuxième termes résulterait d’un calage avec 

une contrainte GR

12
 =c 0X  seulement, tandis que la somme du premier et du troisième terme résulterait 

d’un calage avec une contrainte 
1

GR

1
 = xc tX  seulement. En pratique, cela signifie que le vecteur *

c  

pourrait être formé en concaténant les vecteurs de poids générés par deux calages distincts, c’est-à-dire le 

calage de 1( , )  w w  au moyen de 1 2( , )  −X X  suivi du calage de 1w  au moyen de 11.X  Cependant, la 

procédure de calage en une étape générant GR
c  est plus pratique. 

À partir de sa linéarisation en séries de Taylor, l’estimateur GREG GRˆ
yt  dans (5.1) est 

approximativement (pour les grands échantillons) sans biais. De plus, si l’on désigne par e  la matrice des 

résidus d’échantillon GRˆ ,


−Ψ XB  la variance approximative estimée de 
GR GR *ˆˆ = +yt t e wXB  est la 

variance estimée de *,e w  c’est-à-dire VÂ GRˆ( ) =yt Var̂ * ˆ( ) , =e w e Δe  tandis que la variance estimée de 

l’estimateur de HT yt  est Var̂ ( ) =yt Var̂ *

2 2 2
ˆ( ) ,

 =Ψ w Y Δ Y  où 1Ψ  est la première sous-matrice de 

colonnes de .Ψ  

En utilisant maintenant la forme de calage GR


Ψ c  de GRˆ

yt  et la décomposition orthogonale (5.3) de 
GR ,c  nous obtenons facilement la décomposition 

11 12 1
ˆ ˆ , = − −x xe Ψ β βX X  où 

1

12 12 12
ˆ = ( )−

 
xβ Ψ Λ ΛX X X  

et 
1

1

1 1 1
ˆ ( )−

 =xβ Ψ Λ ΛX X X  sont les coefficients de ˆ −x xt t  et 
1 1

ˆ ,−x xt t  respectivement. Mentionnons que 

1 12
ˆ − xΨ βX  est la matrice des résidus dans l’estimateur GREG 

GR ˆˆ ˆ( )= + −
x

y y x x xt t β t t  qui résultent du 

calage comprenant seulement 12 ,X  et 
11 1

ˆ − xΨ βX  est la matrice des résidus dans l’estimateur GREG 

1

1 1 1

GR ˆˆ ˆ( )= + −
x

y y x x xt t β t t  qui résulte du calage comprenant seulement 1.X  Ensuite, au moyen de 

l’orthogonalité de 1X  et 12 ,X  nous démontrons sans difficulté que : 

 VÂ GRˆ( ) −yt Var̂ ( ) =yt VÂ GRˆ( ) −
x

yt Var̂ ( ) +yt VÂ 1
GRˆ( ) −

x

yt Var̂ ( ),yt   

ce qui implique que la réduction de la variance due à l’utilisation des deux variables auxiliaires 1x  et x  

dans la procédure de régression (ou de calage) est additive. Ainsi, si l’on reprend la remarque 3.2, 

l’estimateur par la régression généralisée retient cette propriété d’additivité du MELSB de .yt  

 
6. Comparaisons avec les méthodes existantes 
 

Hidiroglou (2001) décrit une méthode antérieure de l’estimation linéaire optimale dans les plans de 

sondage à deux phases, qui comprend le type standard d’information auxiliaire examiné dans les 

sections 2 à 5. La formulation commence par poser le postulat d’une forme de régression pour l’estimateur 

de ,yt  pour un y  univarié , qui est identique à la forme de l’estimateur ˆB

yt  à la première ligne de (3.2); 



494 Merkouris : Estimation linéaire optimale dans un échantillonnage à deux phases 
 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

ensuite, les deux coefficients inconnus sont déterminés de façon à minimiser la variance de cet estimateur. 

Dans l’estimation des deux coefficients, les identités ˆ ˆVar( ) Var ( ) Var ( )− = −x x x xt t t t  et 

1

ˆ ˆCov( , ) =−x x xt t t 0  n’ont pas été prises en compte dans les premier et deuxième coefficients, 

respectivement, et les variances et covariances dans les deux coefficients comportant des estimateurs de la 

première phase ont été estimées au moyen de l’échantillon de la deuxième phase seulement, faisant ainsi 

abstraction des renseignements pertinents provenant de la plus grande partie de l’échantillon de la 

première phase. L’estimateur qui en résulte ne s’est pas révélé être un estimateur par calage. De fait, cette 

version de l’estimateur optimal ne peut pas être construite comme un estimateur par calage. Comme 

variante pouvant s’appliquer à cela, Hidiroglou (2001) a considéré un estimateur GREG dont les deux 

coefficients (de 
1 1

ˆ−x xt t  et ˆ )−x xt t  peuvent être justifiés soit en supposant des modèles de régression 

différents pour chaque phase, soit par deux calages successifs. Ce même estimateur GREG avait été 

proposé précédemment par Hidiroglou et Särndal (1998), mais sans référence à l’estimation optimale. 

Dans l’approche par calage d’Hidiroglou et de Särndal (1998), l’estimateur 
1

ˆ
xt  est d’abord calé sur son 

total 
1
,xt  au moyen de 1 ,s  et l’estimateur GREG 

1

GRˆ
x x

t  de xt  est ensuite généré au moyen des poids calés 

représentés par 1 .kw  Alors, le poids total de 2k s  est formé comme étant 1 2 .k k kw w w=  Dans un 

deuxième calage comprenant 2s  et ,kw  l’estimateur 
xt  est calé sur 

1

GRˆ .
x x

t  Les poids calés de 2s  qui en 

résultent servent ensuite à générer l’estimateur GREG de ,yt  désigné ici par HSˆ .yt  

Estevao et Särndal (2002, 2009) ont proposé une version plus simple de l’estimateur HSˆ ,yt  dans laquelle 

les poids de sondage globaux 1 2=k k kw w w  pour 2k s  sont utilisés dans le deuxième calage. Au moyen 

de la notation actuelle, cet estimateur, représenté ici par ESˆ ,yt  peut être exprimé sous forme de régression 

comme suit :  

 
( )

( )  
1 1

1ES

2 2 2 2 2 2

11

2 2 2 2 2 2 1 1 11 11 1 11

ˆ ˆ( )

ˆ( ).

−

−−

 = + −

   + −

y y x x

x x

t t Y Λ X X Λ X t t

Y Λ X X Λ X X Λ X X Λ X t t
 (6.1) 

Ici, les matrices de pondération standards 1 1diag{ }kw=Λ  et 2 diag{ }kw=Λ  sont utilisées. Estevao et 

Särndal (2009) ont démontré que cet estimateur est asymptotiquement équivalent à l’estimateur HSˆ .yt  Pour 

l’estimateur ESˆ
yt  figurant dans (6.1), Estevao et Särndal (2002) fournissent deux représentations de 

régression linéaire correspondant aux deux étapes de calage. En remplaçant y  par x  dans (6.1), nous 

obtenons 
ESˆ ,xt  qui est identique à 

GRˆ
xt  dans (5.2). 

À titre de comparaison, l’estimateur par la régression proposé dans la section 5 est motivé par la 

structure de calage à une seule étape de l’estimateur optimal à deux phases, dont il est une approximation 

utilisée à des fins de commodité. Comparativement aux estimateurs par la régression concurrents évalués 

dans la présente section, il tire son efficacité statistique et computationnelle d’une procédure de calage à 

une seule étape comprenant les échantillons combinés de la première phase et de la deuxième phase, et 

dans laquelle les totaux estimés de la première phase et de la deuxième phase sont calés les uns sur les 

autres. Par conséquent, les coefficients de régression des termes 
1 1

ˆ−x xt t  et ˆ −x xt t  intègrent l’information 

de l’échantillon complet 1 ,s  comme dans l’estimateur optimal, et pour cette raison, ils sont des 
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estimations plus stables de leurs contreparties de population. Une comparaison empirique de l’estimateur 

par la régression proposé avec les estimateurs par la régression concurrents est présentée dans l’étude par 

simulations à la section 7. 

Le remplacement de 1Λ  et 2Λ  par 1Δ̂  et 2Δ̂  dans (6.1) convertit le coefficient de l’estimateur GREG 

1

GRˆ
x x

t  généré par le calage de la première étape en coefficient Cov̂
1

ˆ ˆ( , ) [x xt t Var̂
1

1ˆ( )]−xt  de l’estimateur par 

la régression optimal à une seule phase 
1

ˆ ,O

x x
t  et le coefficient de l’estimateur GREG ESˆ

yt  généré par le 

calage de la deuxième étape en coefficient Cov̂ ( , ) [y xt t Var̂ 1( )] .−

xt  Ce dernier coefficient peut être 

considéré comme pseudo-optimal puisque 
1

ˆO

x x
t  est traité comme une constante dans le calage de la 

deuxième étape, ce qui génère un estimateur pseudo-optimal PSOˆ .yt  Ensuite, si à la place des matrices 

d’échantillon 1Δ̂  et 2Δ̂  dans (6.1), nous utilisons les matrices de population 1Δ  et 2 ,Δ  nous construisons 

le pseudo-MELSB  : 

 
( )

( ) ( )
1 1

1PSB

2 2

1 1

2 2 1 1 1 1 1

ˆ ˆ( )

ˆ( ),

U U U U

U U U U U U U U

−

− −

 = + −

   + −

y y x x

x x

t t Y Δ X X Δ X t t

Y Δ X X Δ X X Δ X X Δ X t t
 (6.2) 

où les coefficients de ˆ −x xt t  et 
1 1

ˆ−x xt t  sont respectivement 
1

Cov( , ) Var ( )
−

  y x xt t t  et 

1 1

11
ˆ ˆ ˆCov( , ) Var ( ) Cov( , ) Var ( ) .

−−
     y x x x x xt t t t t t  Ainsi, l’estimateur GREG (6.1) peut être considéré 

comme une approximation de PSOˆ ,yt  qui est l’estimateur PSBˆ
yt  avec des coefficients estimés (par analogie 

avec la relation entre l’estimateur optimal ˆO

yt  et le MELSB ˆ ,B

yt  dans (4.2) et (3.14)). L’estimateur pseudo-

MELSB 
PSBˆ ,xt  obtenu à partir de (6.2) en remplaçant y  par ,x  est identique au MELSB ˆ ,B

xt  dans (3.14). 

Par ailleurs, les estimateurs ˆB

yt  et PSBˆ
yt  sont identiques seulement à condition de respecter la proposition 

suivante (voir la démonstration en annexe). 

Proposition 1. Les estimateurs ˆB

yt  et PSBˆ
yt  sont identiques si et seulement si 1 2=Δ Δ  pour une 

constante .  
 

Remarque 6.1. La condition de la proposition 1 se vérifie si le même plan avec probabilités d’inclusion 

égales est utilisé dans les deux phases; la constante   est alors une fonction des probabilités d’inclusion 

de l’échantillon. Les plans à deux phases qui satisfont à cette condition sont l’échantillonnage aléatoire 

simple et l’échantillonnage de Bernoulli dans les deux phases, ainsi que leurs versions de stratification 

avec stratification identique et répartition proportionnelle de l’échantillon dans les deux phases. Cette 

condition a une importance pratique : pour ces plans, les contreparties d’échantillon de ˆB

yt  et PSBˆ ,yt  c’est-à-

dire ˆO

yt  et PSOˆ ,yt  seront presque identiques en cas de grands échantillons. De plus, 1 2=Δ Δ  laisse 

supposer que le signe moins dans le coefficient de ˆ −x xt t  dans (3.14) et (4.2) pourrait devenir un signe 

plus, 1 −  étant exclus, ce qui annulerait le problème de singularité mentionné dans la remarque 4.1. 

Remarque 6.2. On peut vérifier simplement que PSOˆ
yt  est un estimateur par calage, construit par une 

procédure de calage en deux étapes (comme pour le ESˆ
yt  estimateur). De plus, comme ESˆ ,yt  l’estimateur 

PSOˆ
yt  est formé au moyen des poids calés de l’échantillon de la deuxième phase seulement. 
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Enfin, il faut mentionner que Chen et Kim (2014) ont proposé un « estimateur par la régression optimal 

par rapport au plan », sans la propriété de calage, pour une application et une configuration de variable 

auxiliaire particulières. De plus, Wu et Luan (2003) ont proposé un estimateur par calage qui est optimal 

dans un cadre assisté par modèle et qui a 2x  comme seul vecteur auxiliaire. 

 
7. Étude par simulations 
 

Nous avons réalisé une étude par simulations pour évaluer les performances des estimateurs à deux 

phases du total yt  proposés, pour les variables scalaires ,y  1x  et 2 ,x  et les comparer avec les estimateurs 

par régression concurrents examinés ci-dessus. Les distributions de ces variables ont été spécifiées comme 

suit. La distribution de 1x  est une loi log-normale comportant les paramètres de moyenne et de variance 

1 1

2( 4, 4).x x = =  La distribution de 2x  est spécifiée par le modèle linéaire 2 15x x= + + 𝜖, où 𝜖 ~ (0,N

𝜎𝜖
2), et la distribution de y  est spécifiée par le modèle linéaire 1 210 2 3 ,y x x = + + +  où 2~ (0, ).N    

La valeur de 𝜎𝜖
2 détermine la relation linéaire entre 2x  et 1 ,x  telle qu’elle est définie par le carré du 

coefficient de corrélation de la population 
1 2

2

, ,x xr  et la valeur de 
2

  détermine la relation linéaire de y  

avec 1x  et 2 ,x  telle qu’elle est définie par le coefficient de détermination 
1 2

2 2 2

, ,[ y x y xr r r= + −  

1 2 1 2 1 2

2

, , , ,2 ] / (1 ).y x y x x x x xr r r r−  

Trois valeurs, 0, 0,25 et 0,75 ont été précisées pour 
1 2

2

, ,x xr  et deux valeurs, 0,25 et 0,75, pour 2 ,r  ce qui 

donne six combinaisons de valeurs 
1 2

2 2

,( , ).x xr r  Pour la valeur 
1 2

2

, 0,x xr =  en particulier, la distribution log-

normale bivariée pour 1 2( , )x x  avec les paramètres 
1 1

2( 4, 4),x x = =  
2 2

2( 9, 9)x x = =  et une corrélation 

nulle a été utilisée. Les valeurs requises de 𝜎𝜖
2 et 

2

  sont facilement déterminées, tandis que les valeurs 

pour 
1

2

,y xr  et 
2

2

,y xr  sont implicitement précisées. Pour chacune de ces six combinaisons, nous avons simulé 

une population de taille =N 50 000 en générant des valeurs à partir des distributions des composantes du 

vecteur 1 2( , , ).y x x  Quatre combinaisons de tailles d’échantillon de la première phase et de la deuxième 

phase 1 2( , )n n  comportant une valeur 1n  fixe et une valeur 2n  variable ont été spécifiées, à savoir (3 000; 

2 000), (3 000; 1 500), (3 000; 1 000), (3 000; 500), ce qui a créé un total de 24 configurations de 

simulation. 

Trois plans de sondage à deux phases différents ont été examinés. Un échantillonnage aléatoire simple 

(EAS) sans remise a d’abord été utilisé dans les deux phases. Pour ce plan de sondage, désigné par (EAS, 

EAS), le MELSB ˆB

yt  dans (3.10) et sa variance exacte dans (3.11) peuvent être calculés. En s’appuyant 

sur le fait que dans un EAS, la corrélation des estimateurs de HT pour deux totaux est identique au 

coefficient de corrélation des variables associées, des calculs algébriques fastidieux mais simples donnent 

la différence relative des variances (DRV) des estimateurs ˆB

yt  et yt  comme étant :  

 
1

2 21 2 2 1
,

1 2 1 2

ˆVar ( ) Var ( ) ( ) ( )
= .

Var ( ) ( ) ( )

B

y y

y x

y

t t N n n n N n
r r

t n N n n N n

− − −
+

− −
  

La DRV en pourcentage est la mesure de l’efficacité du MELSB ˆB

yt  par rapport à l’estimateur de HT .yt  

Cette efficacité maximale exacte servira à mesurer le degré de correspondance de l’approximation du 
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MELSB par l’estimateur optimal, pour les différentes tailles d’échantillon, ainsi que l’efficacité des autres 

estimateurs concurrents par rapport à l’estimateur de HT. Nous constatons que quand 2n  tend vers zéro, la 

DRV tend vers 2r  et que quand 2n  tend vers 1 ,n  la DRV tend vers 
1

2

,y xr  (l’efficacité du MELSB basé sur 

1s  et 1).x  Le deuxième plan à deux phases, représenté par (EASS, EAS), était un échantillonnage aléatoire 

simple stratifié (EASS) et un EAS à la première et à la deuxième phase, respectivement. Les populations 

simulées étaient stratifiées selon la taille de la variable ,y  avec trois strates de tailles 1 =N 30 000, 2 =N

15 000, 3 =N 5 000 et une répartition proportionnelle de l’échantillon 1s  aux trois strates, ce qui donne 

des probabilités d’inclusion égales dans chacune des deux phases. Pour ce plan également, il est possible 

de calculer le MELSB ˆB

yt  et sa variance exacte. Le troisième plan à deux phases, représenté par (EAS, 

ESPPT), comportait un EAS dans la première phase et un échantillonnage systématique avec probabilité 

proportionnelle à la taille (ESPPT) dans la deuxième phase, où la mesure de taille utilisée était la 

transformation simple 2 215 0,5z x= +  de la variable 2 ;x  si 2x  était utilisé comme taille, nous obtiendrions

2 2

ˆ .x xt t=  Dans ce cas, il est impossible de calculer le MELSB ˆB

yt  (et l’estimateur optimal ˆ ),O

yt  en raison 

des probabilités inconnues 2 .kl  Toutefois, les estimateurs GREG peuvent être calculés. 

Pour chacun de ces trois plans à deux phases, et pour les 24 configurations de simulation, 

l’échantillonnage a été répété 30 000 fois; à chacune des répétitions, nous avons calculé les estimateurs 

,yt  ˆ ,O

yt  GRˆ ,yt  ES

ŷt  et HS

ŷt  pour obtenir leur biais empirique et leur variance. Dans tous ces cas, la 

simulation a montré que le biais de tous les estimateurs était négligeable, y compris pour les tailles de 

sous-échantillons 2n  les plus petites. C’est pourquoi leur comparaison est fondée sur leurs variances par 

rapport à la variance de référence de l’estimateur de HT .yt  Plus précisément, l’efficacité de chacun des 

estimateurs concurrents ˆ ,O

yt  
GRˆ ,yt  

ES

ŷt  et 
HS

ŷt  est évaluée par la différence relative en pourcentage entre sa 

variance empirique et la variance empirique de l’estimateur ;yt  par exemple, pour 
GR

ŷt  la différence 

relative est 
GRˆVar( ) Var ( ) Var ( ).y y yt t t −   La différence relative montre la réduction de la variance de 

l’estimateur particulier par rapport à la variance de l’estimateur de base .yt  

Dans le plan (EAS, EAS), l’efficacité exacte du MELSB ˆB

yt  par rapport à l’estimateur de HT yt  

augmente à mesure que 2n  diminue et que nous passons à des valeurs plus élevées de 
2

2 2

,( , ),y xr r  ce qui 

corrobore l’information fournie dans la remarque 3.1; voir la colonne 2 du tableau 7.1. Il est aussi 

confirmé que l’efficacité de ˆB

yt  tend vers 2r  quand 2n  diminue, plus rapidement pour une valeur de 
1 2

2

,x xr  

plus élevée. Une approximation proche de cette efficacité maximale est donnée par l’efficacité empirique 

de ˆ ,O

yt  même pour les tailles de sous-échantillons les plus petites 2 ;n  voir la colonne 3 du tableau 7.1. 

Pour le plan (EASS, EAS), l’efficacité exacte de ˆ ,B

yt  indiquée dans la colonne 6 du tableau 7.1, présente 

une tendance semblable à celle observée dans le plan (EAS, EAS). Une approximation proche de cette 

efficacité est donnée par l’efficacité empirique de ˆ ;O

yt  voir la colonne 7 du tableau 7.1. Dans les deux 

plans (EAS, EAS) et (EASS, EAS), l’approximation de ˆB

yt  par ˆO

yt  est un peu plus faible dans certaines 

configurations comprenant la plus grande valeur de 2 ,n  pour la raison donnée dans la remarque 4.1. 

Bien que l’estimateur ˆO

yt  puisse être calculé dans les plans (EAS, EAS) et (EASS, EAS), les 

performances des estimateurs par calage (GREG) 
GR

ŷt  et 
ESˆ ,yt  plus pratiques et d’application générale, 

présentent un grand intérêt. Pour (EAS, EAS), les efficacités empiriques de ces estimateurs sont indiquées 
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dans les colonnes 4 et 5 du tableau 7.1. Le signe négatif indique une perte d’efficacité par rapport à 

l’estimateur de HT. L’efficacité de GR

ŷt  est une approximation proche de l’efficacité de ˆ ,O

yt  sauf pour les 

quatre configurations indiquées par 
1 2

2

,x xr = 0, 2r = 0,25; 0,75 et 2n = 2 000; 1 500; plus particulièrement, 

quand 2n = 2 000 l’estimateur GR

ŷt  est légèrement moins efficace que l’estimateur .yt  En revanche, 

l’estimateur ES

ŷt  est moins efficace que l’estimateur yt  dans six configurations, quand 
1 2

2

,x xr = 0, 2r =

0,25; 0,75 et 2n = 2 000; 1 500; 1 000 et beaucoup moins efficace quand 2n = 2 000; 1 500. Le point 

important dans les colonnes 4 et 5 est que l’estimateur GR

ŷt  est nettement plus efficace que l’estimateur 
ES

ŷt  dans toutes les configurations, et encore plus pour les valeurs les plus élevées de 2n  et les valeurs les 

plus élevées de 
2

2 2

,( , );y xr r  cela indique que GR

ŷt  est plus efficace lorsqu’il s’agit d’utiliser l’information 

tirée du complément de 2s  et d’exploiter les corrélations élevées de y  avec 1x  et 2 .x  Étant donné que 

l’efficacité de l’estimateur 
HS

ŷt  était pratiquement identique à celle de 
ES

ŷt  dans les trois plans, elle n’est 

pas indiquée dans le tableau 7.1. Pour (EASS, EAS), les efficacités empiriques des estimateurs par calage 
GR

ŷt  et ES

ŷt  sont indiquées dans les colonnes 8 et 9 du tableau 7.1. Il convient de mentionner que les 

corrélations à l’intérieur des strates sont beaucoup plus faibles que les corrélations pour l’ensemble de la 

population (voir le tableau 7.1). De plus, l’estimateur de HT yt  est très efficace en raison de la 

stratification, surtout pour les plus grandes valeurs de 2 .n  L’estimateur GR

ŷt  est moins efficace que 

l’estimateur yt  dans 3 des 24 configurations (qui comprennent 2n = 2 000), alors que pour les autres, son 

efficacité augmente considérablement à mesure que 2n  diminue, se rapprochant de l’efficacité de ˆ .O

yt  

L’estimateur ES

ŷt  est moins efficace que l’estimateur yt  dans 12 configurations. L’estimateur GR

ŷt  est 

beaucoup plus efficace que l’estimateur 
ES

ŷt  dans toutes les configurations, et encore plus pour les valeurs 

les plus élevées de 2n  et à mesure que nous passons de 2r = 0,25 à 2r = 0,75, et considérablement plus 

que dans le plan d’échantillonnage (EAS, EAS). 

 

Tableau 7.1 

Pourcentage d’efficacité de ˆ ,
B

y
t  ˆ ,

O

y
t  

GRˆ ,
y

t  
ESˆ
y

t  par rapport à 
y

t  
 

 (EAS, EAS)  (EASS, EAS)  (EAS, ESPPT) 

2
n  ˆB

y
t  ˆO

y
t  GRˆ

y
t  ESˆ

y
t   ˆB

y
t  ˆO

y
t  GRˆ

y
t  ESˆ

y
t   GRˆ

y
t  ESˆ

y
t  

 2

 = 292,41; 
1 2

2

,x xr = 0,00; 
1

2

,y xr = 0,04; 
2

2

,y xr = 0,21; 2r = 0,25 

2 000 11,54 10,09 -1,66 -26,88  16,74 13,69 -23,49 -79,94  -5,51 -30,38 

1 500 15,00 13,84 10,91 -13,61  20,01 17,80 7,22 -38,46  4,57 -20,69 

1 000 18,41 17,68 17,79 -0,71  22,22 21,20 19,34 -11,76  9,69 -10,22 

500 21,74 20,62 20,77 11,29  23,81 22,34 22,75 7,84  11,24 0,67 

 2

 = 32,15; 
1 2

2

,x xr = 0,00; 
1

2

,y xr = 0,13; 
2

2

,y xr = 0,62; 2r = 0,75 

2 000 34,35 31,21 -4,23 -80,22  52,31 48,02 -66,06 -232,15  -21,68 -107,41 

1 500 44,84 42,34 33,09 -41,49  61,53 59,02 24,66 -108,30  15,95 -74,74 

1 000 55,10 53,80 53,83 -2,25  67,58 65,48 59,17 -30,84  36,49 -39,03 

500 65,16 63,87 63,90 34,31  71,85 70,53 70,41 27,83  45,55 2,00 

 𝜎𝜖
2 =12,11;  

2

 = 632,52;  
1 2

2

,x xr = 0,25;  
1

2

,y xr = 0,12;  
2

2

,y xr = 0,24;  2r = 0,25 

2 000 16,70 16,89 16,69 9,88  17,14 15,56 2,08 -23,18  10,24 3,03 

1 500 18,85 19,02 19,52 13,57  20,26 19,45 16,46 -3,21  13,83 7,08 

1 000 20,97 20,79 20,52 16,50  22,38 21,07 21,04 6,84  13,03 8,04 

500 23,04 22,28 21,67 19,64  23,91 22,84 23,41 16,40  11,57 9,38 

EAS = échantillonnage aléatoire simple; EASS = échantillonnage aléatoire simple stratifié;  

ESPPT = échantillonnage systématique avec probabilité proportionnelle à la taille. 
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Tableau 7.1(suite) 

Pourcentage d’efficacité de ˆ ,
B

y
t  ˆ ,

O

y
t  

GRˆ ,
y

t  
ESˆ
y

t  par rapport à 
y

t  
 

 (EAS, EAS)  (EASS, EAS)  (EAS, ESPPT) 

2
n  ˆB

y
t  ˆO

y
t  GRˆ

y
t  ESˆ

y
t   ˆB

y
t  ˆO

y
t  GRˆ

y
t  ESˆ

y
t   GRˆ

y
t  ESˆ

y
t  

 𝜎𝜖
2 =12,11;  

2

 = 70,68;  
1 2

2

,x xr = 0,25;  
1

2

,y xr = 0,36;  
2

2

,y xr = 0,71;  2r = 0,75 

2 000 49,70 48,33 46,89 25,33  53,11 50,78 20,11 -38,15  35,49 11,64 

1 500 56,23 55,48 56,46 38,08  61,86 60,63 53,81 8,36  46,33 22,98 

1 000 62,63 62,20 61,35 48,69  67,71 66,38 66,10 34,90  47,91 30,19 

500 68,90 68,09 65,58 59,65  71,90 70,99 71,00 55,27  47,68 38,93 

 𝜎𝜖
2 =1,33;  

2

 = 340,40;  
1 2

2

,x xr = 0,75;  
1

2

,y xr = 0,22;  
2

2

,y xr = 0,24;  2r = 0,25 

2 000 23,36 23,67 23,01 10,81  18,09 15,47 -6,07 -46,54  16,62 3,38 

1 500 23,78 23,63 24,19 13,85  20,83 19,60 14,52 -17,17  19,77 7,95 

1 000 24,20 23,83 23,15 16,97  22,68 21,67 21,58 0,86  17,04 10,02 

500 24,61 23,54 22,24 19,92  24,01 22,39 22,98 13,24  14,52 11,77 

 𝜎𝜖
2 =1,33;  

2

 = 37,82;  
1 2

2

,x xr = 0,75;  
1

2

,y xr = 0,67;  
2

2

,y xr = 0,72;  2r = 0,75 

2 000 69,84 67,98 65,10 26,96  60,26 56,75 32,34 -27,50  56,65 13,24 

1 500 71,17 69,57 70,70 38,91  66,25 64,49 59,73 14,39  65,49 26,11 

1 000 72,47 71,26 69,17 49,62  70,17 68,80 68,69 40,44  61,00 35,28 

500 73,74 72,19 67,58 60,66  72,94 71,12 71,10 56,90  54,67 44,54 

EAS = échantillonnage aléatoire simple; EASS = échantillonnage aléatoire simple stratifié;  

ESPPT = échantillonnage systématique avec probabilité proportionnelle à la taille. 

 
Pour (EAS, ESPPT), les efficacités empiriques des estimateurs par calage 

GR

ŷt  et 
ES

ŷt  sont présentées 

dans les colonnes 10 et 11 du tableau 7.1. La tendance de ces efficacités est très semblable à celle du plan 

(EAS, EAS). C’est particulièrement le cas pour l’efficacité de 
GR

ŷt  par rapport à 
ESˆ ,yt  qui n’est pas 

présentée dans le tableau 7.1, mais qui peut se calculer facilement au moyen des efficacités de 
GR

ŷt  et 
ES

ŷt

par rapport à yt  indiquées. L’estimateur de HT yt  lui-même est plus efficace dans ce plan de sondage à 

deux phases, ce qui explique que l’efficacité des deux estimateurs par calage 
GR

ŷt  et 
ES

ŷt  par rapport à yt  

est quelque peu inférieure à celle observée dans les plans (EAS, EAS) et (EASS, EAS). 

Toute l’étude par simulations a été répétée dans la population simulée pour le vecteur 1 2( , , )y x x  

généré à partir d’une loi log-normale trivariée comportant les structures de corrélation spécifiées. Pour les 

trois plans (EAS, EAS), (EAS, ESPPT) et (EASS, EAS), les résultats (non présentés ici) étaient très 

semblables à ceux basés sur le modèle linéaire pour y  utilisé précédemment. 

Il est intéressant d’examiner la configuration des variables auxiliaires dans laquelle la variable scalaire 

1x  est augmentée pour s’établir à 1(1, ),x  avec des totaux connus 
1

( , ).xN t  Ensuite, dans le plan de 

sondage (EAS, EAS), dans lequel la construction du MELSB ˆB

yt  et de l’estimateur optimal ˆO

yt  est 

réalisable, l’utilisation de la configuration complète 1 2(1, , )x x  dans le calage donne le même ˆB

yt  et 

pratiquement le même ˆB

yt  que l’utilisation de 1 2( , ).x x  Cela convertirait également l’estimateur par la 

régression 
GR

ŷt  en ˆO

yt  (quand nous utilisons le même ajustement 21 k  de 1Y  comme dans ˆ ),O

yt  et 

l’estimateur par la régression 
ES

ŷt  en estimateur pseudo-optimal 
PSO

ŷt  (défini à la section 6). Ces propriétés 

sont calculées à partir d’une théorie connue, voir par exemple Merkouris (2004, 2015), plus directement 

pour 
ES

ŷt  et le second terme de la régression de 
GR

ŷt  et l’estimateur optimal ˆ ,O

yt  indépendamment de toute 

relation fonctionnelle précise de y  avec 1 2(1, , ).x x  Les trois estimateurs fondés sur l’échantillon 
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présenteraient alors un comportement empirique pratiquement identique. Cela est conforme à la 

proposition 1, qui donne la condition (satisfaite par des plans spécifiques, notamment (EAS, EAS)) selon 

laquelle l’estimateur par la régression pseudo-optimal PSO

ŷt  est asymptotiquement équivalent à l’estimateur 

optimal proposé ˆ .O

yt  Des calculs expérimentaux ont confirmé cette équivalence. Dans le plan de sondage 

(EASS, EAS), l’utilisation de 1 2(1, , )x x  donne les mêmes ˆB

yt  et ˆO

yt  que l’utilisation de 1 2( , ),x x  et 

convertit les estimateurs GR

ŷt  et ES

ŷt  respectivement en estimateurs ˆO

yt  et PSOˆ .yt  Cependant, selon la 

proposition 1, l’équivalence des deux derniers estimateurs, et par conséquent de GR

ŷt  et ESˆ ,yt  ne se vérifie 

pas dans ce plan de sondage. 

 
8. Discussion 
 

La méthode décrite d’estimation optimale et par la régression pour un échantillonnage à deux phases 

comprend un calage en une étape des poids des échantillons combinés de la première et de la deuxième 

phase. il est ainsi possible d’obtenir, au moyen d’un seul ensemble de poids calés qui comprend toute 

l’information disponible des deux phases, une estimation grandement améliorée de la valeur totale d’une 

variable cible, comme le démontre l’étude par simulations. Ces poids pourraient servir à calculer d’autres 

statistiques pondérées, y compris les moyennes, les ratios, les quantiles et les coefficients de régression. 

Le cadre de la méthode est suffisamment général pour englober des plans complexes à plusieurs degrés et 

une stratification différente aux deux phases, ainsi que différents types de variables auxiliaires connues au 

niveau de la population ou de l’échantillon; Estevao et Särndal (2002) définissent ainsi 10 cas différents 

d’information auxiliaire. De plus, la méthode peut être étendue aux plans de sondage à phases multiples au 

moyen d’une configuration de calage appropriée. 

L’estimation d’un total pour tout domaine (sous-population) d’intérêt dU U  peut facilement être 

réalisée au moyen des poids calés et en additionnant les valeurs d’échantillon pondérées de la variable 

d’intérêt sur .dU  Pour que l’estimateur de domaine qui en résulte soit l’estimateur linéaire optimal, il faut 

combiner linéairement les estimations pour un domaine de ,yt  
1

xt  et 
2xt  en effectuant un calage optimal 

au niveau du domaine avec les totaux de calage de domaine et avec la modification appropriée de la 

matrice .X  Plusieurs options de calage, concernant l’utilisation de l’information auxiliaire disponible au 

niveau de la population, du domaine et de l’échantillon à deux phases, peuvent être prises en compte pour 

déterminer l’estimation la plus efficace des totaux de domaine dans une application donnée. Les travaux 

de Merkouris (2010) à ce propos seraient utiles dans ce contexte. 

Les variances approximatives estimées de l’estimateur optimal à deux phases et de l’estimateur par la 

régression à deux phases, fondées sur la linéarisation en séries de Taylor, ont été données aux sections 4.1 

et 5, respectivement. Pour l’estimateur par la régression à deux phases, les méthodes de rééchantillonnage 

d’estimation de la variance, comme la méthode du jackknife ou la méthode bootstrap, pourraient être 

appliquées autrement ou elles seraient la seule possibilité quand les probabilités d’inclusion de la première 

ou de la deuxième phase ne sont pas connues. Une littérature abondante traite de ces méthodes de 
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rééchantillonnage appliquées aux estimateurs par la régression existants dans un échantillonnage à deux 

phases. À ces fins, la fonction de calage en une seule étape de la méthode d’estimation par la régression 

proposée peut se révéler utile. Cette question, qui dépasse la portée du présent article, mériterait d’être 

approfondie.  
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Annexe 
 

Démonstration du lemme 1 
 

La matrice symétrique *Var( )Uw  a la forme de (3.8), mais elle a 1Cov( , )U Uw w  comme bloc hors 

diagonale. Le ekl  élément de la matrice 1Var ( )Uw  est : 

 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1Cov( , ) [ ( ) ( ) ( )] ( ) .
k lU U k l k l k l kl k l k lw w E I I E I E I       = − = −   

Le ekl  élément de la matrice Var ( )Uw  est : 

 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

Cov( , ) = [ ( ) ( ) ( )]

= [ ( ( )) ( ( )) ( ( ))]

= [ ] ,

k lU U k k l l k k l l k k l l

k l k l k k l l k k l l

kl kl k k l l k k l l

w w E I I I I E I I E I I

E I I E I I E I E I E I E I

   

   

         

−

−

−

  

où 1E  et 2E  désignent l’espérance pour la première et la deuxième phase de l’échantillonnage, 

respectivement. À partir d’arguments similaires, il s’ensuit que le ekl  élément de la matrice 

1Cov( , )U Uw w  est : 

 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 1Cov( , ) = [ ( ) ( ) ( )] = ( ) .
k lU U k l l k l l k l l kl k l k lw w E I I I E I E I I        − −   

Cela montre que 1 1 1Cov( , ) = Cov( , )
k l k lU U U Uw w w w  et donc que 1 1Cov( , ) = Var ( ),U U Uw w w  ce qui 

termine la démonstration. 

 
Démonstration du théorème 1 
 

La matrice *Var( )UΔ w=  est non singulière si et seulement si 1Var ( ) Var ( )U U−w w  est non singulier. 

Cela découle d’un résultat général sur les inverses des matrices partitionnées (voir Harville, 2008, 

page 98). Toutefois, 1 1Var ( ) Var ( ) = Var ( ),U U U U− −w w w w  parce que 1 1Cov( , ) = Var ( ),U U Uw w w  et 

par conséquent 1Var ( ) Var ( )U U−w w  est non singulier, étant une matrice variance-covariance. Alors, 

pour trouver le vecteur *

Uc  qui minimise * * 1 * *( ) ( )U U U U

−− −c w Δ c w  soumis aux contraintes * ,U U
 =c tXX  

nous considérons la fonction * * 1 * * *( ) ( )U U U U U U

−  = − − −F c w Δ c w λ cX  où λ  est un vecteur des 

multiplicateurs de Lagrange. Nous obtenons alors le système d’équations : 
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1 * *

*

*

= 2 ( ) =

.

U U U

U

U U

−
− −



 − =

F
Δ c w λ 0

c

c t 0X

X

X
  

En multipliant la première équation par ,U
 ΔX  en utilisant *

U U
 =c tXX  et en résolvant ,λ  nous obtenons

( )1 *= 2( ) .U U U U

− −λ Δ t wXX X X  Si nous l’insérons dans la première équation et que nous résolvons * ,Uc  

nous obtenons ( )* * 1 *( ) .U U U U U U U

− = + −c w Δ Δ t wXX X X X  

 

Démonstration de la proposition 1 
 

De toute évidence, les coefficients de ˆ −x xt t  dans (3.14) et (6.2) sont identiques si 1 2 .=Δ Δ  Ensuite, 

en utilisant la partition 1 2( , ),U U U=X X X  nous exprimons le coefficient de 
1 1

ˆ−x xt t  dans (6.2) comme 

suit. Nous obtenons d’abord : 

 

( )

 
 

1

1 1 2 1 1 2 2 1 1 1

2 2 1 1 2 1 2

2 2 1 2 2 2 2 1 1

2 1 11 1 1 1 12 2 1 1

2 2 21 1 1 1 22 2 1 1

( , )

( ) ( )

( ) ( ) ,

U U U U U U

U U U U U U U U U

U U U U U U

U U U U U U

U U U U U U

A A

A A

−

−      
   =    

     

  = +

  + +

X Δ X X Δ X X Δ X
Y Δ X X Δ X X Δ X Y Δ X X

X Δ X X Δ X X Δ X

Y Δ X X Δ X X Δ X

Y Δ X X Δ X X Δ X

  

où 11 ,A  12 ,A  21 ,A  22A  sont calculés algébriquement à partir des inverses des matrices partitionnées. En 

particulier, 

 1 1

11 1 2 1 12 2 2 1 1 2 1= ( ) ( ) ( )U U U U U UA A− −  −X Δ X X Δ X X Δ X   

et 1

21 22 2 2 1 1 2 1( ) ( ) .U U U UA A − = − X Δ X X Δ X  Alors,  

 
1

11 1 1 1 12 2 1 1 1 2 1 1 1 1 12

21 1 1 1 22 2 1 1 22

( ) ( ) ( )

( ) ( ) = ,

U U U U U U U U

U U U U

A A A

A A A

−   + = +

 +

X Δ X X Δ X X Δ X X Δ X B

X Δ X X Δ X B
  

où 

 1

2 1 1 2 2 1 1 2 1 1 1 1( ) ( ).U U U U U U U U

−   = −B X Δ X X Δ X X Δ X X Δ X   

Il est alors facile de vérifier que si 1 2 ,=Δ Δ  nous avons 1

1 2 1 1 1 1( )U U U U −  =X Δ X X Δ X I  et .=B 0  Il 

s’ensuit que ( )
1

2 2 1 1 1 1 ,U U U U U U U U

−
   =Y Δ X X Δ X X Δ X Y Δ X  et que les coefficients de 

1 1

ˆ−x xt t  dans (3.14) 

et (6.2) sont aussi identiques. 
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Modèles spatiaux bayésiens pour l’estimation des moyennes 

pour petites régions échantillonnées et non échantillonnées 

Hee Cheol Chung et Gauri S. Datta1 

Résumé 

Dans de nombreuses applications, les moyennes de population des petites régions géographiquement 

adjacentes présentent une variation spatiale. Si les variables auxiliaires disponibles ne tiennent pas 

suffisamment compte de la configuration spatiale, la variation résiduelle sera incluse dans les effets aléatoires. 

Par conséquent, l’hypothèse de distribution indépendante et identique sur les effets aléatoires du modèle Fay-

Herriot échouera. De plus, des ressources limitées empêchent souvent l’inclusion de nombreuses sous-

populations dans l’échantillon; il en résulte de petites régions non échantillonnées. Le problème peut être 

exacerbé au moment de prédire les moyennes de petites régions non échantillonnées à l’aide du modèle de 

Fay-Herriot ci-dessus, car les prévisions seront faites uniquement en fonction des variables auxiliaires. Pour 

remédier à ce problème, nous considérons les modèles spatiaux bayésiens à effets aléatoires qui peuvent 

prendre en compte de multiples régions non échantillonnées. Dans des conditions légères, nous déterminons si 

les distributions a posteriori de divers modèles spatiaux sont adaptées à une catégorie utile de densités 

a priori incompatibles avec les paramètres du modèle. L’efficacité de ces modèles spatiaux est évaluée à 

partir de données simulées et réelles. Plus précisément, nous examinons les prévisions du revenu médian des 

familles de quatre personnes à l’échelle de l’État fondées sur la « Current Population Survey » (enquête sur 

l’état de la population) de 1990 et le « Census for the United States of America » (recensement mené aux 

États-Unis d’Amérique) de 1980. 
 

Mots-clés : Autorégression conditionnelle; Current Population Survey; modèle Fay-Herriot; autorégression intrinsèque; 

effets mixtes; autorégression simultanée; petites régions non échantillonnées. 

 

 

1. Introduction 
 

Les enquêtes par sondage fournissent des données utiles pour estimer les diverses caractéristiques 

d’une population d’intérêt. Les enquêtes sont généralement conçues de sorte que les estimateurs fondés 

sur le plan de sondage présentent une exactitude adéquate. Toutefois, lorsqu’il s’agit d’estimer une 

caractéristique d’une sous-population, une estimation directe fondée sur le plan de sondage et uniquement 

sur les données de cette sous-population est habituellement inexacte, car l’échantillon accessible est petit, 

voire inexistant. On appelle « petites régions » les sous-populations dont la taille d’échantillon n’est pas 

suffisante pour produire des estimations directes fiables. De plus, des ressources limitées empêchent 

souvent la sélection de nombreuses sous-populations dans l’échantillon, ce qui crée de petites régions non 

échantillonnées. Par exemple, l’American Community Survey (ACS) vise à produire des statistiques 

fiables pour les comtés des États-Unis. Cependant, l’ACS échantillonne habituellement environ le tiers des 

comtés, ce qui donne de nombreuses petites régions non échantillonnées. 

Afin d’accroître l’exactitude des estimations directes pour petites régions, une approche fondée sur un 

modèle a été largement utilisée pour faciliter l’emprunt d’information à partir des estimations directes 

d’autres domaines et d’autres données auxiliaires. Dans de nombreuses applications, des renseignements 

supplémentaires provenant d’autres enquêtes et de données administratives fournissent des covariables 
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utiles. Une estimation d’une région, fondée sur un modèle, est produite en réduisant de façon appropriée 

son estimation directe (si elle est disponible) à une estimation par régression synthétique fondée sur des 

variables auxiliaires. L’amélioration de la prévision dépend grandement de la mesure dans laquelle les 

moyennes de sous-population pour la caractéristique sont liées aux variables auxiliaires. Si une petite 

région n’a pas d’estimation directe, le modèle traditionnel indépendant à effets aléatoires de Fay et Herriot 

(1979) permet d’estimer la moyenne par une estimation par régression synthétique seulement. 

Fay et Herriot (1979) ont proposé un modèle utile permettant d’élaborer des estimations de moyennes 

pour petites régions, fondé sur des estimations directes d’enquête (si disponibles) et des estimations par 

régression synthétique calculées à partir de variables auxiliaires. Ce modèle, qui est essentiellement un 

modèle linéaire mixte, est communément appelé le modèle Fay-Herriot (FH) dans l’estimation pour 

petites régions. Pour 1, , ,i m=  supposons que iY  est l’estimation directe de la caractéristique sur petites 

régions i  obtenue à partir d’une enquête. Supposons aussi que ix  et β  sont les vecteurs à p  

composantes des covariables et les coefficients de régression correspondants, respectivement. En 

indiquant l’erreur d’échantillonnage de iY  comme étant ,ie  le modèle FH à effets aléatoires indépendants 

peut être formulé comme suit : 

 , , 1, , ,i i i i i iY e v i m = + = + =x β
T  (1.1) 

où les ie  et les effets aléatoires iv 1, , ,i m=  sont tous répartis indépendamment avec ~ (0, ),i ie N D  et 
i.i.d. 2~ (0, ).i vv N   Les variances d’échantillonnage ,iD  1, ,i m=  sont considérées comme connues, 

tandis que le paramètre de régression   et la variance d’erreur du modèle 2 ,v  appelés paramètres de 

modèle, sont des quantités inconnues. Pour les régions non échantillonnées comportant des variables 

auxiliaires, seule la deuxième partie de (1.1) est vérifiée pour .i  

De nombreuses études ont été menées sur le modèle FH à effets aléatoires indépendants et ses 

nombreuses variantes. Alors que Fay et Herriot (1979) ont utilisé l’approche empirique de Bayes (EB), par 

la suite, Prasad et Rao (1990), Datta et Lahiri (2000) et Datta, Rao et Smith (2005) ont utilisé l’approche 

fréquentiste et ont dérivé l’erreur quadratique moyenne (EQM) de deuxième ordre du meilleur prédicteur 

linéaire sans biais empirique (MPLSBE) de i  et divers estimateurs approximatifs sans biais de deuxième 

ordre de l’EQM (voir Datta et Lahiri, 2000). Cependant, Ghosh (1992) a proposé une approche 

hiérarchique bayésienne (HB) pour le modèle Fay-Herriot (voir aussi Datta et coll. [2005]). Dans le cadre 

bayésien, le modèle FH dans (1.1) peut être exprimé comme le modèle HB suivant : 

 
ind2

1
~, , , , ( , ), 1, , ,i m v i iY N D i m    =β  (1.2) 

 
ind2 2~, ( , ), 1, , ,i v i vN i m   =β x β

T
 (1.3) 

 2 2( , ) ( , ),v vg  β β  (1.4) 

où ( )g   est une fonction correctement choisie de β  et 2 ,v  qui exprime une fonction de densité de 

probabilité (fdp) a priori pour ces paramètres. Fay et Herriot (1979) ont élaboré à l’origine un prédicteur 
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EB pour ,i  qui ne nécessite pas de fdp a priori, comme dans (1.4). Bien qu’une approche EB standard 

sous-estime habituellement la mesure de l’incertitude de l’estimateur EB de ,i  l’approche HB facilite la 

quantification de l’incertitude en raison de l’estimation des paramètres de modèle inconnus, β  et 2.v  

L’incertitude est entièrement représentée par la distribution a posteriori des paramètres du modèle. 

Dans les estimations fondées sur un modèle, les effets aléatoires sont d’une grande importance pour 

bien rendre compte de la variabilité restante des i  qui n’est pas expliquée par le modèle de régression. 

Dans des applications réelles, les petites régions comportent généralement des caractéristiques comme la 

taille de la population, l’origine ethnique, le groupe d’âge et le niveau de scolarité, lesquelles peuvent 

avoir une incidence sur la variabilité des effets sur les petites régions. De plus, lorsque les taux de 

prévalence de la maladie sont intéressants, il est raisonnable de supposer que les effets aléatoires de petites 

régions adjacentes sont corrélés d’une certaine façon. Dans de tels cas, le modèle FH présenté en (1.1), 

que nous appelons le modèle FH à effets aléatoires indépendants, est une simplification excessive et une 

erreur de spécification de la distribution des effets aléatoires en supposant une distribution commune et 

indépendante. Opsomer, Claeskens, Ranalli, Kauermann et Breidt (2008) et Rao, Sinha et Dumitrescu 

(2014) ont proposé des modèles non paramétriques d’estimation pour petites régions, qui permettent de 

cerner l’effet de proximité spatiale à l’aide de la fonction p-spline (spline pénalisée). Toutefois, ces 

approches exigent des coûts informatiques supplémentaires pour l’inférence du modèle et la quantification 

de l’incertitude. 

Dans le cadre de la présente étude, nous proposons des modèles FH spatiaux qui tiennent effectivement 

compte de l’hétéroscédasticité et de la dépendance spatiale des effets sur de petites régions. Nous 

adoptons une approche entièrement bayésienne en spécifiant une classe de distributions a priori non 

informatives sur les paramètres du modèle et incompatibles avec ceux-ci, et nous modélisons la 

dépendance spatiale des effets aléatoires sur petites régions par quatre structures d’autocorrélation 

largement utilisées. Il s’agit notamment de modèles autorégressifs simultanés et de trois types de modèles 

autorégressifs conditionnels. Il existe une abondante littérature sur les modèles spatiaux dans le cadre 

bayésien. Sun, Tsutakawa et Speckman (1999) ont étudié un modèle HB avec les modèles autorégressifs 

conditionnels et intrinsèques sur les effets aléatoires. Speckman et Sun (2003) ont examiné les mêmes 

modèles dans le contexte du lissage bayésien de la spline. Pour l’estimation sur petites régions, You et 

Zhou (2011) ont modélisé les effets sur petites régions à l’aide d’un modèle autorégressif conditionnel. 

Dans le prolongement du modèle de séries chronologiques FH (Datta, Lahiri, Maiti et Lu, 1999), Torabi 

(2012) a proposé un modèle spatio-temporel ayant des effets aléatoires autorégressifs intrinsèques. Porter, 

Holan, Wikle et Cressie (2014) ont proposé une extension du modèle FH ayant des covariables 

fonctionnelles et des effets aléatoires autorégressifs intrinsèques. Porter, Wikle et Holan (2015) ont intégré 

les effets aléatoires conditionnels autorégressifs au modèle FH multivarié. 

Les modèles bayésiens actuels d’estimation spatiale sur petites régions considèrent une distribution 

a priori adéquate sur 2 ,v  même si la spécification d’une telle distribution a priori nécessitera des 

connaissances spécialisées. De plus, tous les modèles actuels supposent une structure autorégressive 

conditionnelle sur les effets aléatoires. Les principales contributions du présent article sont les suivantes. 

Premièrement, à notre connaissance, les modèles proposés à la section 2 (section 2.1) comprennent la 

plupart des structures spatiales couramment utilisées. Deuxièmement, à la section 2.2, nous élargissons 
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davantage les modèles spatiaux pour estimer les moyennes de plusieurs petites régions non 

échantillonnées sans estimations directes. La moyenne i  de la zone non échantillonnée est estimée par 

l’emprunt d’information des variables auxiliaires de la région et, pour les modèles spatiaux, des résidus de 

régression des régions avoisinantes. Troisièmement, pour tous les modèles proposés, nous fournissons, à 

la section 2.3, des conditions suffisantes pour la propriété a posteriori pour une classe de distributions 

a priori non informatives sur les paramètres du modèle et incompatibles avec ceux-ci. Il est intéressant de 

mentionner que les conditions suffisantes ne dépendent pas du modèle spatial présumé, à condition que le 

modèle produise une matrice de covariance définie positive pour les effets aléatoires. Nous fournissons 

des étapes d’échantillonnage de rejet pour la simulation à partir de la distribution a posteriori des modèles 

proposés à la section 3. L’efficacité des modèles spatiaux proposés est démontrée aux sections 4 et 5. 

Nous appliquons les modèles spatiaux à des ensembles de données simulées et à des données d’enquête 

réelles issues de la Current Population Survey (CPS). Nous comparons divers modèles spatiaux à la 

section 5 pour estimer le revenu médian des familles de quatre personnes pour les 49 États contigus des 

États-Unis, d’après les données de la CPS, les covariables appropriées du recensement précédent et des 

données administratives. Nos analyses de données et nos études de simulation révèlent que les modèles 

spatiaux proposés améliorent considérablement l’exactitude des prévisions et réduisent la mesure de 

l’incertitude, l’écart-type a posteriori. Nous formulons des observations finales à la section 6. Toutes les 

précisions techniques sont fournies à l’annexe. 

 
2. Certaines options spatiales en remplacement du modèle Fay-

Herriot à effets aléatoires indépendants 
 

2.1 Intégration des effets spatiaux aléatoires 
 

Soit 
1( , , )mY Y=Y

T  le vecteur à m  composantes avec les estimations directes de m  petites régions, 

et soit 1diag{ }m

i iD ==D  la matrice diagonale m m  avec les variances d’échantillonnage des estimations 

directes. Nous désignons par 
1( , , )m =θ T  le vecteur à m  composantes des moyennes de petites 

régions. De plus, supposons que i x ℝ p  est le vecteur à p  composantes des variables auxiliaires (y 

compris le terme d’ordonnée à l’origine) pour la ei  petite région, et que 
1[ , , ] .m=X x x

T  Un cas 

particulier du modèle HB donné en (1.2) à (1.4) peut s’exprimer comme suit : 

 2, , ~ ( , ),v mNY θ β θ D  (2.1) 

 2 2, ~ ( , ),v m v mN θ β Xβ I  (2.2) 

 2( , ) 1,v  β  (2.3) 

où β  est le vecteur du coefficient de régression à p  composantes, 2

v  est la variance de l’erreur du 

modèle et mI  est la matrice d’identité d’ordre .m  La distribution a priori uniforme (2.3) sur les 

paramètres du modèle est un précédent non informatif largement utilisé, et la fdp a posteriori qui en 
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résulte est adéquate, à condition que 2.m p +  Voir Berger (1985) et Datta et Smith (2003) pour obtenir 

une analyse détaillée. 

Le modèle (2.2) suppose que ,i  1, , ,i m=  sont répartis indépendamment sur les petites régions 

avec une variance des effets aléatoires communs de 2.v  Toutefois, dans de nombreux problèmes 

d’estimation sur petites régions, la caractéristique de la région d’intérêt est étroitement liée à des facteurs 

géographiques comme la taille de la population, l’ethnicité, le groupe d’âge et le niveau de scolarité. 

Lorsque les covariables disponibles n’expliquent pas entièrement cette association spatiale, les hypothèses 

d’indépendance et de variance égale des effets aléatoires échouent, et l’inférence fondée sur le modèle 

hiérarchique indiqué en (2.1) à (2.3) peut générer des estimations non fiables, ce qui entraîne des décisions 

erronées. La figure 2.1 illustre les associations spatiales du revenu médian des familles de quatre 

personnes issues du recensement de 1990 (à l’échelle de 1 000 $) pour 49m =  États des États-Unis, y 

compris le District de Columbia. Les données simulées ayant la même valeur I de Moran sont également 

affichées à des fins de comparaison, où la valeur I de Moran est une mesure d’autocorrélation spatiale. Les 

données simulées sont générées selon le modèle autorégressif simultané (SAR pour simultaneous 

autoregressive en anglais) (défini ci-dessous),  = 0,8 correspondant à l’emplacement et à l’échelle des 

données du recensement. Les deux volets montrent l’existence d’une dépendance spatiale dans le revenu 

médian des familles de quatre personnes du recensement de 1990. En pratique, les covariables capables de 

rendre compte pleinement de la variation spatiale existante ne sont pas toujours disponibles, et le 

problème peut être exacerbé s’il existe des variables cachées, car elles introduisent une variabilité 

supplémentaire qui ne peut être expliquée par les effets aléatoires indépendants et identiquement distribués 

(i.i.d.). 

 

Figure 2.1 Illustrations graphiques du revenu médian des familles de quatre personnes issues du 

recensement de 1990 pour m = 49 États des États-Unis et de données simulées. 

 

 

 

 

 

 

 

 

- Les données simulées sont générées selon le modèle autorégressif simultané (SAR pour simultaneous autoregressive en anglais), où  = 0,8 
et l’estimation du I de Moran est la même. 

- AL = Alabama, AZ = Arizona, AR = Arkansas, CA = Californie, CO = Colorado, CT = Connecticut, DE = Delaware, DC = District de Columbia, FL = 
Floride, GA = Géorgie, ID = Idaho, IL = Illinois, IN = Indiana, IA = Iowa, KS = Kansas, KY = Kentucky, LA = Louisiane, ME = Maine, MD = Maryland, 
MA = Massachusetts, MI = Michigan, MN = Minnesota, MS = Mississippi, MO = Missouri, MT = Montana, NE = Nebraska, NV = Nevada, NH = 

New Hampshire, NJ = New Jersey, NM = Nouveau-Mexique, NY = New York, NC = Caroline du Nord, ND = Dakota du Nord, OH = Ohio, OK = 
Oklahoma, OR = Oregon, PA = Pennsylvanie, RI = Rhode Island, SC = Caroline du Sud, SD = Dakota du Sud, TN = Tennessee, TX = Texas, UT = 
Utah, VT = Vermont, VA = Virginie, WA = Washington, WV = Virginie-Occidentale, WI = Wisconsin, WY = Wyoming. 

Revenu médian des familles de quatre personnes,                   Simulation selon le modèle SAR, où rho = 0,8, I de Moran : 0,44 
      recensement de 1990, I de Moran : 0,44 
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Pour régler ce problème, nous proposons d’utiliser des effets aléatoires spatialement corrélés. 

Supposons que { } ,ij ijw=W  1 , ,i j m   soit la matrice de contiguïté qui joue un rôle important dans la 

prise en compte de la dépendance spatiale. En particulier, 1ijw =  si les petites régions ei  et ej  sont 

connectées par des limites géographiques ou par d’autres mécanismes (par exemple le trafic aérien), et 

sinon 0.ijw =  Également, 0iiw =  pour 1, , .i m=  Les entrées extradiagonales, ,ijw  ne doivent pas 

nécessairement être binaires; elles peuvent prendre d’autres valeurs positives, comme la « longueur » de la 

frontière géographique ou les volumes de trafic aérien entre les deux régions. La matrice de contiguïté W  

étant symétrique, ses valeurs propres sont réelles. Nous désignons la ei  plus grande valeur propre de W  

par ( ),i W  de sorte que 1( ) ( ).m  W W  Puisque W  n’est pas nulle et que 
=1

0,
m

iii
w =  nous 

obtenons donc le résultat 1( ) 0 ( ).m  W W  Supposons que . =1

m

i ijj
w w=  est la somme de la ei  ligne 

de W  et . =1diag{ } .m

i iw=L  En supposant que les éléments diagonaux de L  sont positifs, c’est-à-dire que 

toutes les petites régions ont au moins une région voisine, nous définissons 1 .−=W L W  Puisque W  est 

une matrice stochastique à lignes, toutes ses valeurs propres sont comprises entre 1−  et 1, dont au moins 

une est 1. Par conséquent, 
1 ( ) 1. =W  De plus, W  et 1 2 1 2

. =1 . =1diag{ } diag{ }m m

i i i iw w− −
W  ont le même 

ensemble de valeurs propres, et cette dernière matrice est symétrique. Donc, toutes les valeurs propres de 

W  sont réelles et la valeur ( )m W  sera négative. Nous considérons quatre dépendances spatiales de 

rechange associées à des effets aléatoires, qui sont représentées par les matrices de précision définies 

positives (à l’exclusion du paramètre d’échelle 2 ) :v  

             

SAR :

       

2 ( ) ( ) ( ),m m  = − −Ω I W I W
T

    

( 1,1), −  (2.4) 

             

SCAR :

     

3 ( ) ,m = −Ω I W

                           

1 1

1( ( ) , ( ) ),m  − − W W  (2.5) 

             

CAR :

      

4 ( ) , = −Ω L W

                            

1 1

1( ( ) , ( ) ),m  − − W W  (2.6) 

             

LCAR :

    

5 ( ) (1 ) ,m  = + −Ω R I

                 

(0,1),  (2.7) 

où   est le paramètre de dépendance spatiale qui représente la force de la dépendance spatiale (Hodges, 

2019, chapitre 5.2) et R  est défini comme 4 (1) .= = −R Ω L W  Étant donné que les valeurs propres de 

m −I W  sont comprises entre 0 (la plus petite valeur propre) et 1 ( )m− W  (la plus grande valeur propre, 

1),  la matrice R  est définie non négative. Chaque matrice de précision est garantie positive et définie 

tant que   se situe dans l’intervalle précisé dans la définition respective. 

La matrice de contiguïté W  du modèle autorégressif simultané (SAR) (Whittle, 1954) est normalisée 

par ligne, de sorte que   peut varier de 1−  à 1 tout en préservant la définition positive (Banerjee, Carlin 

et Gelfand, 2003, chapitre 4.4). Le modèle (2.5) est une version simple du modèle autorégressif 

conditionnel (CAR pour conditional autoregressive en anglais) (Rao et Molina, 2015, chapitre 9.6.2), où 

les entrées diagonales de la matrice de précision sont toutes égales à 1. Même si les éléments diagonaux 

d’une matrice de précision sont tous égaux, les éléments diagonaux de l’inverse peuvent ne pas tous être 

égaux, ce qui entraîne l’hétéroscédasticité des effets aléatoires. Nous appelons ce modèle le modèle 

autorégressif conditionnel simple (SCAR pour simple conditional autoregressive en anglais). Le modèle 

(2.6) est un modèle autorégressif conditionnel largement utilisé (CAR; Banerjee et coll., 2003; Besag et 
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Kooperberg, 1995; You et Zhou, 2011), où les entrées diagonales de la matrice de précision sont le 

nombre de quartiers de la région correspondante. La limite supérieure de   est 1

1 ( ) 1, − =W  et dans le 

cas de 1, =  le modèle avec 4 (1)Ω  est appelé le modèle autorégressif intrinsèque (IAR pour intrinsic 

autoregressive en anglais) (Banerjee et coll., 2003, chapitre 4.3). Le modèle (2.7) est un modèle 

autorégressif conditionnel, appelé autorégressif conditionnel de Leroux (LCAR pour Leroux’s conditional 

autoregressive en anglais), dont la matrice de précision est donnée par la combinaison convexe de 

4 (1)=R Ω  et .mI  Ce modèle a été examiné par Leroux, Lei et Breslow (2000); MacNab (2003); You et 

Zhou (2011), où le ei  élément diagonal de R  est le nombre de quartiers de la ei  petite région et le e( , )i j  

élément extradiagonal est de 1−  si les ei  et ej  petites régions sont connectées, sinon il est de 0. 

Les modèles autorégressifs conditionnels, le modèle SCAR, le modèle CAR et le modèle LCAR, 

supposent que i  dépend uniquement des moyennes de petites régions voisines. En d’autres termes, i  est 

corrélé avec les ,j  ,j i  uniquement par les moyennes des régions environnantes. Au contraire, le 

modèle SAR suppose que i  dépend de tous les autres j  en même temps, ,j i  mais a des corrélations 

plus fortes (plus faibles) pour les régions avoisinantes (éloignées). Le modèle FH à effets aléatoires 

indépendants peut être considéré comme un cas spécial du modèle SAR, SCAR ou LCAR où 0. =  Pour 

des raisons de commodité, nous incluons le modèle FH à effets aléatoires indépendants dans notre modèle 

en adoptant sa matrice de précision 1 ( ) ,m =Ω I  bien qu’elle soit exempte de .  

Nous considérons les modèles spatiaux HB suivants en intégrant les cinq dépendances spatiales 

définies en (2.4) à (2.7) : 

 2, , , ~ ( , ),v mN Y θ β θ D  (2.8) 

  
12 2, , ~ ( , ( ) ), 1, , 5,v m v kN k   
−

=θ β Xβ Ω  (2.9) 

 2 2( , , ) ( ) ( ),v vg h     β β ℝ 2, 0,  ,p

v k kl u     (2.10) 

où 2

v  est le paramètre de l’échelle du modèle, 2( )vg   et ( )h   sont des fonctions appropriées de 2

v  et 

,  kl  et ku  sont les limites inférieure et supérieure de   sous le ek  modèle. Nous évitons le terme 

« variance d’erreur du modèle » pour 2 ,v  car les entrées diagonales de ( )k Ω  varient d’une petite région 

à l’autre et n’égalent pas nécessairement toutes 1. 

 

2.2 Estimation des moyennes de population pour les petites régions non 

échantillonnées 
 

Dans la présente section, nous examinons le cas où, dans l’enquête, plusieurs petites régions non 

échantillonnées n’ont pas d’estimations directes. Dans de nombreuses applications, les ressources limitées 

empêchent souvent l’inclusion de nombreuses sous-populations dans l’échantillon; il en résulte de petites 

régions non échantillonnées. Les petites régions non échantillonnées sont parfois appelées « régions non 

harmonisées » (Trevisani et Gelfand, 2013) lorsqu’elles découlent d’un manque de concordance des 

domaines entre l’estimation directe et les variables auxiliaires. Pour n’importe laquelle de ces régions non 

échantillonnées, la prédiction de sa moyenne à partir de n’importe quel modèle non spatial est fondée 
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uniquement sur son estimateur synthétique. Nous proposons d’exploiter les dépendances spatiales dans la 

prédiction des moyennes de petites régions non échantillonnées. Les prédictions des modèles proposés 

sont obtenues en modifiant l’estimateur synthétique, à l’aide du vecteur des résidus de régression, en 

mettant davantage l’accent sur les résidus de régression des régions avoisinantes. 

Sans perte de généralité, supposons qu’il y ait 1m  petites régions non échantillonnées et que 

1 1, ,m mY Y+  sont les estimations directes de 2 1m m m= −  petites régions échantillonnées. En nous fondant 

sur les estimations directes de 2m  régions échantillonnées, nous considérons les modèles HB suivants : 

 
2

2

(2) (2) (2), , , ~ ( , ),v mN Y θ β θ D  (2.11) 

  ( )12 2, , ~ , ( ) , 1, , 5,v m v kN k   
−

=θ β Xβ Ω  (2.12) 

 2 2( , , ) ( ) ( ),v vg h     β β ℝ 2, 0,  ,p

v k kl u     (2.13) 

où 
1(2) 1( , , ) ,m mY Y+=Y

T  
1(2) = 1diag{ }m

i i mD +=D  et 
1(2) 1( , , ) ,m m +=θ

T  qui est le sous-vecteur de θ  

correspondant aux régions échantillonnées. 

 

2.3 Propriété des distributions a posteriori 
 

Dans la présente section, nous établissons la pertinence des distributions a posteriori des modèles 

spatiaux de petites régions données en (2.8) à (2.10) et (2.11) à (2.13). Supposons que ( )I   est la fonction 

indicatrice prenant la valeur 1 lorsque son argument est vrai, sinon 0. Nous fournissons d’abord les 

conditions générales de la pertinence a posteriori des modèles proposés. 

Théorème 1. Pour tous les modèles spatiaux HB donnés en (2.8) à (2.10) et (2.11) à (2.13), les fonctions 

de densité de probabilité a posteriori sont appropriées si les conditions suivantes se maintiennent pour une 

certaine constante positive 0 :c   

(a) 
2 2 2

0
( ) ( ) .v v vg I c d  



    

(b) 
*2 ( ) 2 2 2 2

0
( ) ( ) ( ) .m p

v v v vg I c d   


− −     

(c) ( ) ,
k

k

u

l
h d    

 

où *m m=  pour (2.8) à (2.10), et *

1m m m= −  pour (2.11) à (2.13). 

 

Si ( )g   est une fdp appropriée, alors (a) est vrai automatiquement et (b) est satisfait si * .m p  La 

condition *m p  est évidente, car au moins p  observations sont nécessaires pour estimer p  

composantes de β  lorsque aucune information de fond à son sujet n’est disponible. De plus, toute fonction 

bornée de   satisfait à ( )c  dans le théorème 1, étant donné que leurs supports sont toutes bornées. En 

particulier, dans la famille populaire des distributions a priori non informatives, les fdp a posteriori sont 

adéquates dans les conditions suivantes. 

 2 2( , , ) ( ) ( ),v v k kI l u    −   β β ℝ 2, 0,p

v   (2.14) 
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Corollaire 1. Pour n’importe lequel des modèles spatiaux HB donnés en (2.8) et (2.9) et (2.11) et (2.12) 

avec la distribution a priori mentionnée en (2.14), la fdp a posteriori est adéquate, tant que 1   et 
* 2 2 .m p  + −  

Pour ce qui est de la distribution a priori uniforme comportant 0 =  (qui sera utilisée dans le présent 

article), la pertinence a posteriori des distributions pour les modèles (2.8) et (2.9) est garantie tant que le 

nombre de petites régions est supérieur à 2.p +  Pour les modèles incorporant des régions non 

échantillonnées indiquées en (2.11) et (2.12), la deuxième condition du corollaire 1.1 devient 

1 2,m m p−  +  et par conséquent, les fdp a posteriori sont adéquates tant que le nombre de régions non 

échantillonnées est inférieur à 2,m p− −  ou qu’au moins 3p +  régions ont un échantillon. 

 
3. Simulation de distributions a posteriori 
 

Dans la présente section, nous illustrons les étapes d’échantillonnage de rejet pour obtenir des 

échantillons indépendants a posteriori à partir des distributions a posteriori des modèles proposés. Nous 

supposons que les composantes du vecteur de la moyenne de petites régions θ  sont disposées de façon 

que (1) (2)( , ) ,=θ θ θ
T T T  où (1) θ ℝ 1m  et (2) θ ℝ 2m  sont les vecteurs de la moyenne de petites régions 

correspondant aux régions non échantillonnées et échantillonnées, respectivement. Pour des raisons de 

commodité, nous désignons la matrice de précision du ek  modèle spatial par 2 1( ) ( )v k −=Ω Ω  et 

l’intervalle admissible de   par ( , )l u  en supprimant l’indice du modèle .k  

Nous calculons d’abord la densité a posteriori marginale de 2( , )v   et nous fournissons les 

procédures d’échantillonnage subséquentes. Supposons que 
2 1m m0  est la matrice nulle 2 1m m  et que 

2 1 2
[ , ],m m m=M 0 I  de sorte que (2) .=θ Mθ  Supposons également que (2) .=X MX  Si l’on n’intègre pas θ  

dans le modèle (2.11) et (2.12), nous avons 
2

2

(2) (2), , ~ ( , ),v mN Y β X β Δ  où 1

(2) .−= +Δ D MΩ M
T  La 

marginalisation subséquente de β  donne la densité a posteriori marginale 2

(2)( , )vp   y  comme suit : 

 
 1 1 1 11

(2) (2) (2) (2) (2) (2)22

(2) 1 21 2 1

(2) (2)

exp ( )
( , ) ( ).vp I l u  

− − − −

−

 − −
 

  
y Δ Δ X X Δ X X Δ y

y
Δ X Δ X

T T T

T
 (3.1) 

De plus, nous avons des distributions a posteriori conditionnelles de β  et θ  qui sont : 

 2 , , ~ ( , ),v pN β y γ Γ  (3.2) 

 2, , , ~ ( , ),v mN θ β y μ Ψ  (3.3) 

où 1 1

(2) (2)( ) ,− −
Γ X Δ X= T  1

(2) (2) ,
−=γ ΓX Δ y

T  * *= ( ),− −μ y ΨΩ y Xβ  
1* (2)( , ) ,m=y 0 y

T T T  et 1 1

(2)

− −= +Ψ M D M
T  

.Ω  Par conséquent, nous pouvons obtenir un échantillon indépendant a posteriori par échantillonnage de 

rejet à partir de (3.1) et d’échantillonnages subséquents à partir de (3.2) et de (3.3). Pour les données sans 

région non échantillonnée, nous obtenons des procédures d’échantillonnage souhaitées en établissant que 

m=M I  et * .=y y  
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4. Étude par simulations 
 

Dans la présente section, nous comparons les performances de prédiction du modèle FH à effets 

aléatoires indépendants et des quatre modèles spatiaux en l’absence de covariables informatives ayant de 

multiples régions non échantillonnées. À l’exclusion d’Hawaï et de l’Alaska, nous prenons en compte les 

49m =  États contigus des États-Unis, y compris le District de Columbia. Pour évaluer la qualité de la 

prédiction en l’absence d’estimations directes, nous ne simulons pas d’estimations directes de 

1 0,15 = 7m m=    États choisis au hasard. Ces régions sont le Delaware, le Massachusetts, le Michigan, le 

Nebraska, le Rhode Island, le Dakota du Sud et le Texas. Il en résulte 2 42m =  régions qui ont des 

estimations directes. 

Pour rendre les contextes de simulation réalistes, nous reproduisons les données de 1989 sur le revenu 

médian familial de quatre personnes (revenu médian) décrites à la section 5. Nous générons des ensembles 

de données répétés de façon à ce que les valeurs I de Moran pour chaque moyenne de petite région 

répétée, 1, , ,m   soient approximativement centrées autour de 0,44, soit la valeur I de Moran pour le 

revenu médian du recensement de 1990. Les estimations directes sont générées à l’aide des variances 

d’échantillonnage 
21, , mD D  des estimations de la Current Population Survey (CPS) de 1990. Ces 

variances d’échantillonnage de petites régions échantillonnées vont de 1,95 à 25,03 et la moyenne est de 

9,08, lorsque les montants en dollars sont mis à l’échelle de 1 000 $. Pour chaque paramètre, nous 

considérons 100S =  ensembles de données répétés. 
 

Génération de données : Supposons que 
21

2 =1

m

ii
D m D−=   et que 2

(2) =1diag{ } .m

i iD=D  Nous établissons que 

 = 0,85 et 2 2v D =  et nous considérons deux covariables indépendantes 1x  et 2x  avec une dépendance 

spatiale SAR, c’est-à-dire  ( )1

1 2 3, ~ , ( ) .m mN 
−

x x 0 Ω  Ensuite, nous supposons que 
1 2( , ) (2,1)  =T T  et 

1 1 2 2 , = +μ x x  nous générons des moyennes de petites régions et des estimations directes à partir du 

modèle FH à effets aléatoires indépendants suivant : 

 
2

2

(2) (2) (2) (2)~ ( , ), ~ ( , ),m v m mN Nθ μ I Y θ θ D   

où les composantes de (2)Y  et (2)θ  correspondent aux 2m  petites régions échantillonnées, tel que nous 

l’avons défini dans l’équation (2.13) ci-dessous. La covariable 1 2( )x x  introduit un schéma spatial plus 

fort (plus faible) par rapport aux ,i  et par conséquent, nous appelons 1x 2( )x  la covariable forte (faible). 

Les valeurs I de Moran pour 100 petites régions répétées vont de 0,115 à 0,713, et la moyenne est de 

0,449. 

Nous considérons deux cadres de covariables différents pour examiner la façon dont les modèles 

spatiaux peuvent saisir la variabilité supplémentaire introduite par la dépendance spatiale à partir d’une 

covariable manquante, c’est-à-dire 2[ , ]m=X 1 x  et 1[ , ],m=X 1 x  où m1  représente le vecteur à m  

composantes des valeurs 1. L’exclusion des covariables du modèle ajusté laissera la variation spatiale de 

cette covariable au niveau résiduel. Nous ne considérons pas que le modèle complet comprend les deux 

covariables, puisque ce modèle permettra de cerner pleinement μ  et ne laissera aucune variabilité spatiale 

inexpliquée; par conséquent, le modèle FH à effets aléatoires indépendants sera suffisant pour bien saisir 

la variabilité des effets aléatoires i.i.d. 
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Simulations a posteriori : Pour tous les modèles proposés, des échantillons indépendants a posteriori 

peuvent être obtenus au moyen du plan d’échantillonnage de rejet décrit à la section 3. La procédure 

d’échantillonnage commence par l’échantillonnage de rejet de la distribution marginale a posteriori de 
2( , )v   et se poursuit par des échantillonnages successifs du reste des paramètres issus des distributions 

conditionnelles a posteriori. Cependant, lorsque la densité marginale a posteriori de 2( , )v   est 

concentrée au niveau ou autour des limites de ,  une loi instrumentale doit être soigneusement définie 

pour avoir un taux d’acceptation suffisamment élevé, ce qui peut nécessiter une spécification adaptative 

d’une loi instrumentale pour chaque ensemble de données répété. Pour éviter de telles difficultés, nous 

utilisons l’algorithme Monte Carlo hamiltonien avec le progiciel rstan en R (Stan Development Team, 

2018). Nous adaptons le modèle HB (2.11) à (2.13) à chaque combinaison de covariables pour 

1, , 5.k =  Pour chaque modèle, nous utilisons quatre chaînes Monte Carlo hamiltoniennes parallèles 

(échantillonneur sans demi-tour) pour 2 500 itérations après 5 000 itérations de rodage. Nous conservons 

chaque dixième itération et concaténons les quatre chaînes pour obtenir un échantillon a posteriori d’une 

taille de 10 000. Les codes R qui mettent en œuvre l’étape d’échantillonnage de rejet décrite à la section 3 

et les modèles stan sont disponibles à l’adresse https://github.com/heech31/spatial_sae. 
 

Mesures de la performance : Au moyen de l’échantillon a posteriori pour chaque modèle, nous prédisons 

le vrai vecteur de moyenne sur petites régions, ( ) ( ) ( )

1( , , ) ,s s s

m =θ
T  du es  ensemble de données répété 

en utilisant la moyenne a posteriori, que nous désignons par ( ) ( ) ( )

1
ˆ ˆ ˆ( , , ) .s s s

m =θ
T  Supposons que A  est 

un sous-ensemble de {1, , },m  qui est déterminé uniquement par les indices de petites régions 

échantillonnées ou non échantillonnées. Pour un sous-ensemble donné ,A  nous calculons l’erreur 

quadratique moyenne de prédiction, ( ) ( ) ( ) 2ˆE ,QMP ( )s s s

i ii
m 


= − AA

 où m =A A  est le nombre de 

régions dans .A  Nous calculons ensuite ( )l’EQMP s  sur S  répétitions pour calculer la moyenne 

empirique de l’erreur quadratique moyenne de prédiction (meEQMP), où : 

 ( ) ( ) ( ) 2

=1 =1

1 1 1 ˆmeEQMP EQMP ( ) .
S S

s s s

i i

s s iS S m
 



= = −  
AA

 (4.1) 

Nous évaluons également l’incertitude des prévisions à l’aide de l’écart-type moyen a posteriori 

(ETMP) défini comme 
1 1 ( )

=1
é.-t.( ),

S s

is i
S m − −

 A A
 où ( )é.-t.( )s

i  est l’écart-type a posteriori de .i  En 

établissant le modèle FH à effets aléatoires indépendants comme modèle de référence, nous considérons 

les ratios suivants : 

 
1 1

meEQMP ETMP
meEQMP Ratio , ETMP Ratio ,

meEQMP ETMP

k k
k k− = − =  (4.2) 

où l’indice k  indique que la quantité est calculée à partir de l’échantillon a posteriori selon le ek  modèle. 

Ces ratios mesurent les améliorations de la meEQMP et de l’ETMP obtenues en adaptant un modèle 

spatial au modèle FH à effets aléatoires indépendants. Un rapport inférieur à 1 indique la supériorité du 

modèle spatial, sinon le modèle FH à effets aléatoires indépendants est meilleur. Plus le rapport est petit, 

plus le modèle spatial est supérieur. 
 

Comparaison de modèles : Divers graphiques à la figure 4.1 résument les ratios lorsque la covariable forte 

1x  est exclue des modèles ajustés. Nous classons en trois groupes les ratios meEQMP et ETMP selon 
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chaque répétition, en fonction des valeurs I de Moran des ,i  c’est-à-dire les tiers inférieur, intermédiaire 

et supérieur, respectivement. La première ligne résume les résultats des prévisions pour les sept régions 

non échantillonnées. Comme prévu, les modèles spatiaux montrent une amélioration remarquable de la 

meEQMP et de l’ETMP; les améliorations sont plus importantes lorsque les valeurs I de Moran sont plus 

élevées. En ce qui concerne la meEQMP, les modèles SAR et LCAR produisent au moins 20 %, 30 % et 

50 % de prédictions plus précises lorsque les valeurs I de Moran se trouvent dans le premier, le deuxième 

et le troisième groupe, respectivement. Pour ce qui est de l’incertitude de prédiction, les prédictions des 

modèles SAR et LCAR ont un ETMP 10 % inférieur pour le premier et le deuxième groupe. Dans le 

troisième groupe, le modèle SAR montre une réduction de l’ETMP de plus de 25 %. 

 

Figure 4.1 Ratio de la moyenne empirique de l’erreur quadratique moyenne de prédiction (meEQMP) et 

ratio de l’écart-type moyen a posteriori (ETMP) pour les prédictions avec la covariable faible. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

- Des barres verticales sont dessinées pour les ratios : une barre plus courte que 1 représente une meilleure (plus petite) meEQMP ou ETMP 
pour le modèle correspondant par rapport au modèle Fay-Herriot (FH) à effets aléatoires indépendants. 

- SAR = autorégressif simultané, SCAR = autorégressif conditionnel simple, CAR = autorégressif conditionnel, LCAR = autorégressif conditionnel 
de Leroux, meEQMP = Moyenne empirique de l’erreur quadratique moyenne de prédiction, ETMP = Écart-type moyen a posteriori. 

 

Pour les régions échantillonnées ayant des estimations directes, les améliorations de la meEQMP sont 

inférieures à 10 % pour le premier groupe, mais supérieures à 15 % et à 25 % pour les deuxième et 

troisième groupes (regroupés selon les valeurs I de Moran), respectivement. De plus, les prévisions des 

modèles spatiaux ont un niveau d’incertitude plus faible, et pour le troisième groupe, les prévisions des 

modèles SAR ont un ETMP inférieur de plus de 10 %. 

De même, divers graphiques de la figure 4.2 résument les ratios lorsque la covariable faible 2x  est 

exclue des modèles ajustés. En général, les modèles spatiaux continuent de générer de meilleures 

prédictions par rapport au modèle FH à effets aléatoires indépendants. Le modèle LCAR donne la 
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meilleure performance globale pour les sept régions non échantillonnées, ce qui se traduit par une 

réduction de plus de 10 % de la meEQMP pour le premier et le deuxième groupe, respectivement, et 

d’environ 25 % pour le troisième groupe. Pour ce qui est de l’incertitude, les modèles spatiaux montrent 

un ETMP inférieur de plus de 5 %, mais de moins de 10 %. Pour les petites régions échantillonnées, les 

modèles SAR et LCAR montrent une réduction de la meEQMP d’environ 5 % à 13 %, mais les réductions 

de l’ETMP sont inférieures à 5 %. Contrairement aux résultats précédents comportant une covariable 

faible, les améliorations apportées à la meEQMP et à l’ETMP sont comparables dans trois groupes qui 

sont classés selon les valeurs I de Moran. Ceci est dû au fait que les valeurs I de Moran pour les moyennes 

de petites régions sont principalement déterminées par la covariable forte, et une fois que celle-ci est 

présente dans le modèle pour expliquer la variabilité spatiale, la variabilité spatiale des résidus ne varie 

pas de façon marquée entre les trois groupes. Nous regroupons les ratios en fonction des valeurs I de 

Moran pour les résidus obtenus par régression de la covariable forte sur les moyennes de petites régions, 

et nous résumons les ratios à la figure 4.3. Dans le cadre de cette catégorisation, le modèle LCAR présente 

la meilleure performance, montrant des réductions de 5 %, 10 % et 15 % de la meEQMP pour le premier, 

le deuxième et le troisième groupe, respectivement. On peut aussi voir que plus la valeur I de Moran est 

grande, plus les modèles spatiaux permettent des améliorations. 

 

Figure 4.2 Ratio de la moyenne empirique de l’erreur quadratique moyenne de prédiction (meEQMP) et 

ratio de l’écart-type moyen a posteriori (ETMP) pour les prédictions de moyennes de petites 

régions non échantillonnées et échantillonnées avec la covariable forte.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

- Des barres verticales sont dessinées pour les ratios : une barre plus courte que 1 représente une meilleure (plus petite) meEQMP ou ETMP 
pour le modèle correspondant par rapport au modèle Fay-Herriot (FH) à effets aléatoires indépendants. 

- SAR = autorégressif simultané, SCAR = autorégressif conditionnel simple, CAR = autorégressif conditionnel, LCAR = autorégressif conditionnel 
de Leroux, meEQMP = Moyenne empirique de l’erreur quadratique moyenne de prédiction, ETMP = Écart-type moyen a posteriori. 
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Figure 4.3 Ratio de la moyenne empirique de l’erreur quadratique moyenne de prédiction (meEQMP) et 

ratio de l’écart-type moyen a posteriori (ETMP) pour les prédictions de moyennes de petites 

régions non échantillonnées et échantillonnées avec la covariable forte.  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
- Les résultats sont regroupés selon la valeur I de Moran pour les résidus, où les résidus sont obtenus par une régression de la covariable forte 

sur les moyennes de petites régions. Des barres verticales sont dessinées pour les ratios : une barre plus courte que 1 représente une 
meilleure (plus petite) meEQMP ou ETMP pour le modèle correspondant par rapport au modèle Fay-Herriot (FH) à effets aléatoires 
indépendants. 

- SAR = autorégressif simultané, SCAR = autorégressif conditionnel simple, CAR = autorégressif conditionnel, LCAR = autorégressif conditionnel 
de Leroux, meEQMP = Moyenne empirique de l’erreur quadratique moyenne de prédiction, ETMP = Écart-type moyen a posteriori. 

 

5. Application aux données de la Current Population Survey 
 

Dans la présente section, nous évaluons l’exactitude des prédictions des modèles spatiaux pour certains 

revenus médians de la population au niveau de l’État. Le Department of Health and Human Service (le 

département de la Santé et des Services sociaux des États-Unis) avait besoin chaque année de données 

exactes sur les revenus médians pour que les États mettent en œuvre un programme d’aide sociale. Bien 

que des données exactes sur le revenu médian national soient disponibles à partir de la Current Population 

Survey (CPS), celles-ci ne fournissent pas de renseignements exacts sur le revenu médian au niveau de 

l’État. Pour fournir des statistiques exactes au Department of Health and Human Service, le U.S. Census 

Bureau a envisagé des méthodes d’estimation sur petites régions fondées sur des modèles, au moyen des 

données auxiliaires provenant d’autres programmes fédéraux. Nous appliquons les modèles spatiaux 

proposés pour estimer le revenu médian familial de quatre personnes en 1989 pour les 49 États américains 

contigus, y compris le District de Columbia. Nous utilisons les estimations directes de la CPS de 1990 et 

comparons nos prédictions avec les statistiques plus fiables issues du questionnaire complet du 

recensement de 1990, c’est-à-dire que nous considérons les statistiques du questionnaire complet du 

recensement de 1990 comme constituant des valeurs réelles. Les performances de prédiction sont 

mesurées à l’aide de toutes les petites régions et d’un sous-ensemble de régions après avoir exclu de 

multiples estimations directes. 
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5.1 Estimation du revenu médian familial de quatre personnes 
 

Supposons que i  est le véritable revenu médian familial de quatre personnes du ei  État pour l’année 

1989, où 1, , 49.i =  Les États de l’Alaska et d’Hawaï sont exclus parce qu’ils ne sont pas 

géographiquement rattachés au continent. Supposons que iY  est l’estimation directe de i  selon la CPS de 

1990. Les covariables d’intérêt sont le revenu médian du recensement de 1980 1ix  et le revenu médian 

rajusté du recensement de 1980 2 .ix  Le revenu médian rajusté du recensement 2ix  est défini comme 

( ),1989 ,1979 1PCI PCI ,i i ix  1, , ,i m=  où ,1979PCIi  et ,1989PCIi  sont les revenus par habitant de 1979 et 

1989 du ei  État fournis par le Bureau of Economic Analysis du département du Commerce des États-

Unis. On sait que le revenu médian rajusté du recensement est une bonne covariable qui tient très 

efficacement compte de la variabilité du revenu médian des petites régions. 

Dans la distribution a priori non informative (2.14) où 0, =  nous intégrons les cinq modèles décrits 

en (2.8) à (2.10) avec 1 2[ , , ]m=X 1 x x  et 1[ , ],m=X 1 x  où pour le deuxième paramètre de covariable, nous 

excluons du modèle ajusté le revenu médian rajusté du recensement. Pour chaque modèle considéré, nous 

exécutons 4 chaînes Monte Carlo hamiltoniennes parallèles pour 2 500 itérations après 5 000 itérations de 

rodage à l’aide du progiciel rstan (Stan Development Team, 2018). Nous conservons chaque e10  

itération et concaténons les quatre chaînes pour obtenir un échantillon a posteriori de 10 000. Pour 

l’ensemble des modèles et des paramètres, les facteurs potentiels de réduction d’échelle ˆ( ;R  Gelman et 

Rubin, 1992) sont tous des facteurs qui indiquent qu’il n’y a pas de manque de convergence. Les facteurs 

potentiels de réduction d’échelle sont présentés à la figure 5.1 et au tableau 5.1. 

À l’aide des moyennes a posteriori, ˆ ,i  nous calculons les erreurs quadratiques de prédiction à partir 

des moyennes respectives i  et obtenons l’erreur quadratique moyenne de prédiction (EQMP), définie à la 

section 4, en faisant la moyenne des 49m =  écarts quadratiques. Les écarts-types moyens a posteriori 

(ETMP) associés aux ˆ
i  sont utilisés pour quantifier l’incertitude des prévisions, et le critère 

d’information largement applicable (WAIC pour widely applicable information criterion; Watanabe et 

Opper, 2010) est utilisé pour évaluer et comparer les modèles, où une valeur WAIC plus petite indique un 

meilleur ajustement du modèle. 
 

Figure 5.1 Le facteur potentiel de réduction d’échelle R̂  de tous les paramètres, lorsqu’il n’y a aucune 

région non échantillonnée.  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

- Toutes les valeurs correspondent essentiellement à 1, ce qui indique qu’il n’y a aucune preuve d’absence de convergence. 

- FH = Fay-Herriot, SAR = autorégressif simultané, SCAR = autorégressif conditionnel simple, CAR = autorégressif conditionnel, 
LCAR = autorégressif conditionnel de Leroux. 
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Tableau 5.1 

Le facteur potentiel de réduction d’échelle R̂  de l’hyperparamètre 
2

v
  et   et la limite de confiance 

supérieure correspondante de 95 % pour l’ensemble de données sans région non échantillonnée 
 

Hyperparamètre Covariable 

comprise 

Facteur potentiel de réduction d’échelle (limite de confiance supérieure de 95 %) 

FH SAR SCAR CAR LCAR 
2

v  1 2,x x  0,995 (1,017) 0,987 (1,010) 0,995 (1,018) 0,985 (1,007) 1,008 (1,031) 

1x  0,993 (1,015) 0,991 (1,012) 0,999 (1,022) 0,987 (1,009) 0,987 (1,01) 

  
1 2,x x  – 1,005 (1,028) 0,997 (1,023) 0,998 (1,036) 0,994 (1,017) 

1x  – 1,005 (1,025) 0,997 (1,016) 0,998 (1,017) 1,019 (1,039) 

Note : Toutes les limites supérieures se situent à l’intérieur de l’intervalle acceptable, en deçà de 1,1 (Gelman, Carlin, Stern, Dunson, Vehtari et 

Rubin, 2013, chapitre 11.5), ce qui n’indique aucune preuve d’absence de convergence. 
- FH = Fay-Herriot, SAR = autorégressif simultané, SCAR = autorégressif conditionnel simple, CAR = autorégressif conditionnel, 

LCAR = autorégressif conditionnel de Leroux. 
 

Le tableau 5.2 résume les diverses mesures d’évaluation que nous avons prises en compte et les 

améliorations en pourcentage (AP) respectives de l’EQMP et de l’ETMP. Lorsque les deux covariables 

sont disponibles, le modèle LCAR a une EQMP d’environ 14 % inférieure et un ETMP de 4 % inférieure 

par rapport au modèle FH à effets aléatoires indépendants. En ce qui concerne l’EQMP, le deuxième 

modèle le plus performant est le SAR qui présente une EQMP inférieure d’environ 9,5 %. Lorsque seule 

1x  (covariable de la semaine) est incluse dans le modèle ajusté, le modèle SAR a une erreur quadratique 

moyenne a posteriori d’environ 40 % inférieure et un écart-type moyen a posteriori de 14 % inférieur par 

rapport au modèle FH à effets aléatoires indépendants. Les modèles CAR et LCAR montrent des 

performances concurrentielles avec une EQMP d’environ 36 % inférieure et un ETMP de 13 % inférieur 

par rapport au modèle FH à effets aléatoires indépendants. En supprimant la covariable forte 2x  du 

modèle complet, l’EQMP des modèles SAR et LCAR augmente respectivement d’environ 66 % et 84 %, 

respectivement, tandis que l’EQMP du modèle FH à effets aléatoires indépendants augmente de plus de 

150 %. 

 

Tableau 5.2 

Erreur quadratique moyenne de prédiction (EQMP), écart-type moyen a posteriori (ETMP), et amélioration 

en pourcentage (AP) des modèles spatiaux par rapport au modèle Fay-Herriot (FH) à effets aléatoires 

indépendants 
 

Covariable 

comprise 
1
,x  

2
x  

1
x  

EQMP EQMP-AP ETMP ETMP-AP WAIC EQMP EQMP-AP ETMP ETMP-AP WAIC 

FH 2,88 – 1,93 – 259,06 (7,13) 7,27 – 2,31 – 267,75 (8,44) 

SAR 2,61 9,55 % 1,94 0,34 % 261,46 (7,47) 4,34 40,22 % 1,98 14,25 % 265,76 (8,16) 

SCAR 3,03 -5,14 % 1,95 -0,91 % 259,37 (7,01) 5,62 22,62 % 2,22 3,52 % 263,41 (7,29) 

CAR 2,64 8,47 % 1,91 1,24 % 261,61 (7,86) 4,62 36,35 % 2,01 12,97 % 263,32 (7,96) 

LCAR 2,47 14,50 % 1,85 4,19 % 261,79 (8,01) 4,54 37,51 % 1,97 14,36 % 263,35 (8,08) 

- WAIC = critère d’information largement applicable, SAR = autorégressif simultané, SCAR = autorégressif conditionnel simple, 

CAR = autorégressif conditionnel, LCAR = autorégressif conditionnel de Leroux. 

 

Pour ce qui est de la qualité de l’ajustement, le modèle FH à effets aléatoires indépendants montre le 

meilleur ajustement (la plus petite valeur WAIC) lorsque les deux covariables sont comprises. À l’inverse, 

lorsque seule 1x  (covariable de la semaine) est comprise dans le modèle ajusté, le modèle FH à effets 

aléatoires indépendants montre le meilleur ajustement ayant la plus grande valeur WAIC. Toutefois, 

compte tenu des erreurs-types indiquées entre parenthèses, il n’y a pas de différence significative dans 

l’ajustement du modèle. 
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Le tableau 5.3 résume les distributions a posteriori de   en ce qui concerne la moyenne a posteriori, 

le mode et l’écart-type. Lorsque toutes les covariables sont comprises dans le modèle ajusté, les 

distributions a posteriori de   n’indiquent pas une forte dépendance spatiale, les moyennes a posteriori 

étant centrées autour de zéro avec de grands écarts-types. En revanche, lorsque seule 1x  (covariable de la 

semaine) est comprise dans le modèle ajusté, la valeur   devient très significative, illustrant les 

distributions a posteriori concentrées près de la limite supérieure de sa corroboration. 

En résumé, lorsque la faible covariable n’explique pas adéquatement la variation spatiale existante, les 

modèles spatiaux produisent de bien meilleures prédictions dans lesquelles la variation spatiale est prise 

en compte. Lorsqu’il ne reste aucune variation spatiale importante dans le résidu, les prédictions sont 

légèrement meilleures que celles du modèle FH à effets aléatoires indépendants, sans qu’il soit nécessaire 

de sacrifier l’ajustement du modèle. 
 

Tableau 5.3 

Moyenne et mode a posteriori (écart-type) de   
 

Covariable comprise SAR SCAR CAR LCAR 

1 2,x x  0,10/0,40 (0,48) -0,06/0,04 (0,14) 0,21/0,83 (0,55) 0,57/0,80 (0,27) 

1x  0,76/0,80 (0,14) 0,14/0,17 (0,04) 0,93/0,99 (0,09) 0,85/0,97 (0,13) 

Note : La première et la deuxième ligne du tableau résument respectivement les distributions a posteriori de   lorsque les deux covariables sont 

comprises et lorsque seule 
1x  est comprisedans le modèle ajusté. 

- SAR = autorégressif simultané, SCAR = autorégressif conditionnel simple, CAR = autorégressif conditionnel, LCAR = autorégressif 

conditionnel de Leroux. 

 
5.2 Estimation de certaines moyennes d’États non échantillonnés en excluant 

leurs valeurs de la Current Population Survey  

Dans la présente section, nous évaluons l’exactitude des prévisions des modèles spatiaux pour les 

petites régions non échantillonnées en utilisant le revenu médian du recensement de 1980 1.x  Plus 

précisément, nous excluons aléatoirement les estimations de la CPS (estimations directes) de plusieurs 

États à chaque cas et faisons des prédictions pour les i  des États exclus. Comme il y a 49 petites régions 

(États), nous avons créé 12 ensembles de données qui n’ont pas d’estimations directes pour 1 4m =  ou 

5 régions, où 1m  est le nombre de petites régions non échantillonnées, comme à la section 2.2. Les États 

exclus pour chaque ensemble de données sont énumérés au tableau 5.4. 

Pour chaque ensemble de données, nous intégrons le modèle FH à effets aléatoires indépendants et les 

quatre modèles spatiaux indiqués en (2.11) à (2.13) à la distribution a priori non informative (2.13), 0 =  

exécutant des chaînes Monte Carlo hamiltoniennes dans le même contexte qu’à la section 5.1. Les valeurs 

R̂  ne montrent aucune preuve d’absence de convergence, alors que des valeurs détaillées sont fournies à 

la figure 5.2 et au tableau 5.5. Pour chaque région non échantillonnée, l’erreur quadratique de prédiction 
2ˆEQP ( )i i i = −  et l’écart-type a posteriori é.-t.( )i  sont obtenus pour chaque modèle. Si nous nous 

appuyons sur ce qui précède, nous constatons que la performance de prédiction est comparée au ratio 

suivant : pour 1, ,i m=  et 2, , 5,k =  

 
1 1

EQP é.-t. ( )
EQP Ratio = , ETP Ratio =

EQP é.-t. ( )

ki k i
ki ki

i i




− −  (5.1) 
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où é.-t. ( )k i  est l’écart-type a posteriori (ETP) de i  selon le ek  modèle. Une valeur de 

SEQP Ratio (ETP Ratio )ki ki− −  inférieure à 1 indique que le ek  modèle spatial présente une erreur 

quadratique de prédiction plus petite (écart-type a posteriori) que le modèle FH à effets aléatoires 

indépendants. Dans les figures 5.3 et 5.4, nous affichons les ratios en utilisant un schéma de couleurs 

rouge et bleu pour indiquer les ratios supérieurs et inférieurs à 1, respectivement, où une couleur plus 

foncée représente une valeur plus élevée. 

Dans l’ensemble, les modèles SAR, SCAR, CAR et LCAR présentent des erreur quadratique de 

prédiction (EQP) plus petites dans 35, 41, 36 et 36 États, respectivement. Le modèle SCAR présente le 

plus grand nombre d’États dans lesquels les prédictions donnent de meilleurs résultats que celles du 

modèle FH à effets aléatoires indépendants, mais les améliorations globales sont les moins importantes. 

Dans plus de 35 États, les modèles SAR, CAR et LCAR produisent des prédictions plus précises que le 

modèle FH à effets aléatoires indépendants, et dans trois États (Nouveau-Mexique, Oregon et Wisconsin), 

les EQP sont plus de 100 fois plus petites. Pour la Californie, le Minnesota et la Caroline du Sud, tous les 

modèles spatiaux livrent des prédictions pires que le modèle FH à effets aléatoires indépendants. La 

Californie et le Minnesota ont des revenus médians beaucoup plus élevés que les États voisins, tandis que 

la Caroline du Sud a un revenu médian beaucoup plus bas. Parmi les 49 États, ces trois États ont la 

deuxième, la septième et la dix-neuvième valeur I de Moran locale la plus petite. Cela montre que si la 

moyenne de petites régions non échantillonnées est très différente de la moyenne de régions 

environnantes, les modèles spatiaux peuvent produire des prédictions inférieures. Le modèle qui démontre 

la meilleure correspondance en ce qui concerne le WAIC est le modèle SCAR, CAR ou LCAR; les 

chiffres exacts sont fournis au tableau 5.4. 
 

Tableau 5.4 

États dont les estimations de la Current Population Survey sont exclues pour chaque ensemble de données et 

critère d’information largement applicable (WAIC pour widely applicable information criterion) 

correspondant 
 

États exclus FH SAR SCAR CAR LCAR 

AZ MS OK SD 246,15 (7,79) 244,37 (7,50) 241,71 (6,67) 242,46 (7,50) 242,21 (7,57) 

AR CO DE TN 245,79 (7,83) 241,23 (7,69) 241,05 (6,70) 239,70 (7,61) 239,85 (7,69) 

MD MI NV WV 246,06 (7,83) 242,23 (7,58) 241,34 (6,78) 240,13 (7,32) 240,02 (7,43) 

MT NC NE NY 248,91 (8,10) 245,97 (9,51) 243,85 (6,87) 242,88 (8,34) 242,40 (8,36) 

DC GA ID ND 245,07 (7,91) 241,02 (6,61) 240,09 (6,44) 239,16 (6,75) 239,48 (6,75) 

AL MO VT WY 245,57 (8,31) 245,13 (7,67) 242,74 (7,38) 242,89 (7,65) 243,36 (7,66) 

FL LA UT WA 247,38 (7,39) 245,64 (7,29) 243,08 (6,44) 243,25 (7,20) 243,48 (7,33) 

MA MN SC TX 248,32 (9,73) 242,43 (8,95) 244,75 (8,83) 240,99 (8,69) 240,34 (8,56) 

KY RI VA WI 243,86 (8,09) 241,74 (7,06) 240,05 (6,76) 239,04 (6,91) 238,87 (6,90) 

IL IN NH PA 244,69 (7,10) 245,12 (7,41) 243,31 (6,59) 244,45 (7,60) 244,39 (7,68) 

CA ME NJ OH 248,62 (8,54) 244,06 (8,26) 245,28 (7,68) 242,00 (7,78) 242,01 (7,90) 

CT IA KS NM OR 239,86 (7,95) 239,81 (7,76) 237,28 (7,29) 237,78 (7,75) 237,75 (7,60) 
Note : Les chiffres entre parenthèses sont les erreurs-types des estimations du WAIC. 
- FH = Fay-Herriot, SAR = autorégressif simultané, SCAR = autorégressif conditionnel simple, CAR = autorégressif conditionnel, 

LCAR = autorégressif conditionnel de Leroux. 

- AL = Alabama, AZ = Arizona, AR = Arkansas, CA = Californie, CO = Colorado, CT = Connecticut, DE = Delaware, DC = District de 
Columbia, FL = Floride, GA = Géorgie, ID = Idaho, IL = Illinois, IN = Indiana, IA = Iowa, KS = Kansas, KY = Kentucky, LA = Louisiane, 

ME = Maine, MD = Maryland, MA = Massachusetts, MI = Michigan, MN = Minnesota, MS = Mississippi, MO = Missouri, MT = Montana, 

NE = Nebraska, NV = Nevada, NH = New Hampshire, NJ = New Jersey, NM = Nouveau-Mexique, NY = New York, NC = Caroline du Nord, 
ND = Dakota du Nord, OH = Ohio, OK = Oklahoma, OR = Oregon, PA = Pennsylvanie, RI = Rhode Island, SC = Caroline du Sud, SD = 

Dakota du Sud, TN = Tennessee, TX = Texas, UT = Utah, VT = Vermont, VA = Virginie, WA = Washington, WV = Virginie-Occidentale, 

WI = Wisconsin, WY = Wyoming. 
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Tableau 5.5 

Le facteur potentiel de réduction d’échelle R̂  de l’hyperparamètre 
2

v
  et   et la limite de confiance 

supérieure correspondante de 95 % pour les 12 ensembles de données avec régions non échantillonnées 
 

 États exclus FH SAR SCAR CAR LCAR 

Facteur potentiel de 

réduction d’échelle 

(limite de confiance 

supérieure de 95 %) 

de 2

v  

AZ MS OK SD  0,991 (1,013) 1,012 (1,036) 0,995 (1,017) 1,005 (1,028) 1,005 (1,030) 

AR CO DE TN  0,997 (1,019) 1,010 (1,034) 0,999 (1,023) 0,985 (1,008) 0,984 (1,007) 

MD MI NV WV  0,992 (1,015) 1,007 (1,030) 1,023 (1,047) 1,001 (1,025) 1,011 (1,035) 

MT NC NE NY  0,990 (1,012) 0,984 (1,009) 0,997 (1,020) 0,999 (1,024) 0,983 (1,006) 

DC GA ID ND  1,002 (1,024) 1,007 (1,032) 1,001 (1,024) 1,011 (1,036) 0,997 (1,020) 

AL MO VT WY  0,997 (1,019) 1,006 (1,030) 0,998 (1,021) 1,002 (1,026) 1,019 (1,045) 

FL LA UT WA  1,014 (1,037) 1,005 (1,027) 1,002 (1,025) 0,999 (1,023) 1,019 (1,043) 

MA MN SC TX  1,008 (1,031) 1,001 (1,025) 1,003 (1,025) 0,994 (1,019) 1,007 (1,032) 

KY RI VA WI  1,011 (1,034) 1,005 (1,029) 1,009 (1,033) 0,989 (1,011) 1,011 (1,035) 

IL IN NH PA  0,992 (1,013) 1,018 (1,041) 0,992 (1,013) 0,989 (1,014) 0,989 (1,012) 

CA ME NJ OH  1,002 (1,025) 1,009 (1,033) 1,001 (1,024) 1,011 (1,035) 1,003 (1,026) 

CT IA KS NM OR  0,997 (1,018) 1,008 (1,032) 1,007 (1,030) 1,009 (1,034) 1,012 (1,041) 

Facteur potentiel de 

réduction d’échelle 

(limite de confiance 

supérieure de 95 %) 

de   

AZ MS OK SD  – 1,005 (1,026) 1,001 (1,029) 1,004 (1,040) 0,995 (1,018) 

AR CO DE TN  – 1,019 (1,042) 0,993 (1,018) 1,000 (1,034) 1,005 (1,028) 

MD MI NV WV  – 1,005 (1,027) 0,992 (1,017) 0,988 (1,021) 1,002 (1,026) 

MT NC NE NY  – 1,001 (1,024) 0,999 (1,030) 0,986 (1,023) 0,998 (1,023) 

DC GA ID ND  – 0,999 (1,020) 0,995 (1,024) 0,991 (1,026) 1,000 (1,024) 

AL MO VT WY  – 1,003 (1,026) 1,011 (1,037) 0,989 (1,025) 1,008 (1,031) 

FL LA UT WA  – 1,004 (1,025) 0,996 (1,026) 1,000 (1,033) 1,005 (1,029) 

MA MN SC TX  – 1,002 (1,041) 1,014 (1,045) 0,984 (1,018) 0,996 (1,02) 

KY RI VA WI  – 1,010 (1,032) 0,990 (1,016) 0,993 (1,031) 0,986 (1,009) 

IL IN NH PA  – 1,030 (1,055) 0,993 (1,016) 0,994 (1,029) 1,003 (1,025) 

CA ME NJ OH  – 1,003 (1,026) 0,997 (1,026) 0,996 (1,032) 0,989 (1,012) 

CT IA KS NM OR  – 1,017 (1,040) 0,997 (1,022) 1,009 (1,044) 0,981 (1,003) 
Note : Toutes les limites supérieures se situent à l’intérieur de la plage acceptable, en deçà de 1,1 (Gelman et coll., 2013, chapitre 11.5), ce qui 

n’indique aucune preuve d’absence de convergence. 

- FH = Fay-Herriot, SAR = autorégressif simultané, SCAR = autorégressif conditionnel simple, CAR = autorégressif conditionnel, 

LCAR = autorégressif conditionnel de Leroux. 

- AL = Alabama, AZ = Arizona, AR = Arkansas, CA = Californie, CO = Colorado, CT = Connecticut, DE = Delaware, DC = District de 

Columbia, FL = Floride, GA = Géorgie, ID = Idaho, IL = Illinois, IN = Indiana, IA = Iowa, KS = Kansas, KY = Kentucky, LA = Louisiane, 

ME = Maine, MD = Maryland, MA = Massachusetts, MI = Michigan, MN = Minnesota, MS = Mississippi, MO = Missouri, MT = Montana, 
NE = Nebraska, NV = Nevada, NH = New Hampshire, NJ = New Jersey, NM = Nouveau-Mexique, NY = New York, NC = Caroline du Nord, 

ND = Dakota du Nord, OH = Ohio, OK = Oklahoma, OR = Oregon, PA = Pennsylvanie, RI = Rhode Island, SC = Caroline du Sud, SD = 

Dakota du Sud, TN = Tennessee, TX = Texas, UT = Utah, VT = Vermont, VA = Virginie, WA = Washington, WV = Virginie-Occidentale, 

WI = Wisconsin, WY = Wyoming. 

 
Figure 5.2 Le facteur potentiel de réduction d’échelle R̂  de tous les paramètres, lorsque les valeurs R̂  des 

12 ensembles de données sont toutes combinées. 

 

 

 

 
 
 
 
 

- Toutes les valeurs correspondent essentiellement à 1, ce qui indique qu’il n’y a aucune preuve d’absence de convergence. 

- FH = Fay-Herriot, SAR = autorégressif simultané, SCAR = autorégressif conditionnel simple, CAR = autorégressif conditionnel, 
LCAR = autorégressif conditionnel de Leroux. 
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Figure 5.3 Ratios de l’erreur quadratique de prédiction. 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

- Les valeurs inférieures (supérieure) à 1 sont représentées en bleu (rouge) et indiquent un modèle spatial ayant un écart quadratique plus 
petit (plus grand). 

- SAR = autorégressif simultané, SCAR = autorégressif conditionnel simple, CAR = autorégressif conditionnel, LCAR = autorégressif conditionnel 
de Leroux. 

 

Figure 5.4 Ratios de l’écart-type a posteriori. 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

- Les valeurs inférieures (supérieure) à 1 sont représentées en bleu (rouge) et indiquent un modèle spatial ayant un écart-type a posteriori plus 
petit (plus grand). 

- SAR = autorégressif simultané, SCAR = autorégressif conditionnel simple, CAR = autorégressif conditionnel, LCAR = autorégressif conditionnel 
de Leroux. 
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6. Conclusions 
 

Dans le présent article, nous avons suivi une approche bayésienne pour étudier quatre modèles spatiaux 

à effets aléatoires comme solutions de rechange au modèle indépendant de Fay-Herriot pour estimer les 

moyennes de petites régions. En particulier, nous avons examiné quatre modèles spatiaux avec différentes 

structures d’autocorrélation. Nous avons élargi les modèles spatiaux afin de permettre la présence de 

multiples petites régions sans estimations directes pour prédire les moyennes de petites régions pour toutes 

les régions. Pour une classe de distributions a priori non informatives, nous avons établi la pertinence des 

densités a posteriori des modèles proposés pour les deux configurations. 

Une étude de simulation à la section 4 montre que l’exactitude des prévisions peut être grandement 

améliorée si l’on tient compte des modèles spatiaux lorsque des covariables efficaces ne sont pas 

disponibles. Datta, Hall et Mandal (2011) ont souligné que l’exactitude des prévisions des modèles 

d’estimation sur petites régions dépend en grande partie de la disponibilité de bonnes covariables. 

Autrement dit, lorsque des covariables appropriées ne sont pas disponibles, le modèle indépendant de Fay-

Herriot pourrait ne pas offrir un avantage important par rapport aux estimations directes. Les résultats de 

la simulation ont indiqué que, dans de tels cas, les modèles spatiaux permettent d’augmenter 

considérablement la précision des prédictions en exploitant l’information provenant de régions adjacentes. 

Nous avons appliqué les modèles spatiaux à effets aléatoires proposés pour estimer le revenu médian 

familial de quatre personnes. Même en présence d’une bonne covariable, les modèles spatiaux ont montré 

des améliorations notables quant à l’écart quadratique moyen et aux écarts-types moyens a posteriori. 

Lorsqu’une bonne covariable n’est pas disponible, les modèles spatiaux fournissent des prédictions du 

revenu médian beaucoup plus précises ayant une variabilité beaucoup plus faible, ce qui concorde avec les 

résultats de la simulation. De plus, les modèles SAR et LCAR fournissent des estimations plus précises 

sur petites régions lorsque les estimations directes de certains États sont exclues dans l’ajustement du 

modèle. 

En résumé, les modèles spatiaux examinés dans le présent article donnent de meilleurs résultats que le 

modèle indépendant de Fay-Herriot. On peut s’attendre à une amélioration importante lorsque des 

covariables efficaces ne sont pas disponibles. Comme les covariables utiles ne sont pas toujours 

disponibles, l’utilité des modèles proposés pour l’estimation sur petites régions peut être substantielle. 

Notre étude de simulation et notre analyse de données réelles ne montrent aucun gagnant clair parmi les 

modèles proposés. Néanmoins, les modèles SAR et LCAR montrent une meilleure performance que 

d’autres modèles spatiaux. De plus, le modèle LCAR fonctionne très bien avec des données simulées 

issues du modèle SAR et des données réelles dont la dépendance spatiale est inconnue. Par conséquent, 

dans le contexte d’applications réelles où la véritable dépendance est inconnue, nous recommandons le 

modèle LCAR. 

Les travaux de la présente étude supposent que toutes les régions comptent au moins un quartier. Dans 

les applications réelles, cependant, il y a de nombreuses situations où les données contiennent de petites 

régions sans quartiers (régions autonomes). Bien que les modèles proposés puissent prendre en compte des 
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régions autonomes en ajustant les entrées diagonales des matrices de précision comme dans Brown, Datta 

et Lazar (2017), nous constatons que cette approche donne lieu à une distribution a priori contre-intuitive, 

quand les régions autonomes ont des variances a priori des effets aléatoires plus petites que les régions 

comptant des quartiers. De plus, nous constatons que cette distribution a priori peut considérablement 

altérer les prédictions des régions autonomes. C’est un problème important dans la pratique, car de 

nombreux pays ont des îles; il s’agira peut-être de notre prochain filon de recherche. 

 
Avis de non-responsabilité et remerciements 
 

Le présent rapport vise à informer les parties intéressées des travaux de recherche en cours et à 

favoriser la discussion. Les opinions exprimées sur les questions statistiques, méthodologiques, techniques 

ou opérationnelles sont celles des auteurs et non celles du U.S. Census Bureau ou de l’université de 

Géorgie. Les auteurs tiennent à remercier William R. Bell pour ses commentaires judicieux au sujet d’une 

version antérieure de ces travaux qui ont mené à l’amélioration du manuscrit. 

 
Annexe 
 

A. Preuve de la fonction de densité de probabilité a posteriori 
 

Preuve du théorème 1. Pour des raisons de commodité, nous désignons ( )k Ω  par kΩ  et, pour une 

matrice quadratique donnée ,A  le déterminant de A  est indiqué par .A  Nous utilisons K  pour 

désigner une constante positive générique, indépendante des variables que nous intégrons. 

Supposons que 1 0m   est le nombre de petites régions sans estimation directe et supposons que 

2 1.m m m= −  De plus, supposons que (2)Y  est le vecteur 2 1m   comptant des estimations directes des 

petites régions échantillonnées. Sans perte de généralité, nous supposons que 1, , m   sont disposés de 

sorte que (1) (2)( , ) .=θ θ θ
T T T  Supposons que 

1(2) = 1{ }m

i i mD +=D  est la matrice diagonale avec variances 

d’échantillonnage correspondant aux composantes de (2)Y  et 
1

.maxm i m iD  =   

La fonction de densité de probablité (fdp) mixte de 2

(2) , , , vY θ β  et   est donnée par : 

 
2

2 2 1 2

(2) (2) (2) (2)( , , , , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ),v m m v vf N N g h    −=y θ β y θ D θ Xβ Ω  (A.1) 

où 
2 (2) (2) (2)( , )mN y θ D  est la fdp normale comportant une moyenne (2)θ  et une matrice de covariance (2) .D  

La fdp a posteriori 2

(2)( , , , )v  θ β y  sera adéquate si et seulement si la fonction 2

(2)( , , , , )vf  y θ β  est 

intégrable relativement à 2, , vθ β  et .  Puisque : 

 
2 (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2)

1
( , ) exp ( ) ( ) ,

2
mN K



 
 − − − 

 
y θ D y θ y θ

T   

nous avons, selon (A.1) : 
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2 2 1 2

(2) (2) (2) (2) (2)

2 1 2

(1)

1
( , , , , ) exp ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

2

1
exp ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ),

2

v m v v

m v v

f K N g h

K d N g h

    


  


−

−

 
 − − − 

 

 
= − − − 

 


y θ β y θ y θ θ Xβ Ω

y θ y θ y θ Xβ Ω

T

T

 

(A.2)

 

où (1) (2)( , ) .=y y y
T T T  En intégrant les deux côtés de (A.2) relativement à ,θ  nous obtenons : 

 2 2 2 1

(2) (1)( , , , , ) ( ) ( ) ( , ) .v v m m vf d Kg h N d      − + y θ β θ y Xβ I Ω y  (A.3) 

Subdivisons X  en tant que 
1 2[ , ] ,=X X X

T  où 
1X
T  est 1m p  et 

2X
T  est 2 .m p  Nous supposons que la 

ligne 2( ) .p=X  Supposons que 
1 (2)( , ) ,m=d 0 y

T T T  (1)( , )= y β T T T  et 

 
1

2 1

1

, 2

.
m

m m

 −
 =
 
 

I X
G

0 X

T

T
  

Alors nous pouvons utiliser la notation : 

 ,− = −y Xβ d G   

où G  est 1( ),m m p +    est 1( ) 1.m p+   Donc, l’équation (A.3) peut être formulée comme suit : 

 2 2 2 1

(2) (1)( , , , , ) ( ) ( ) ( , ) .v v m m vf d Kg h N d d      − + y θ β θ G I Ω y  (A.4) 

En intégrant les deux côtés de (A.4) relativement à ,β  nous obtenons : 

 2 2 2 1

(2)( , , , , ) ( ) ( ) ( , ) .v v m m vf d d Kg h N d      − + y θ β θ β d G I Ω   (A.5) 

Puisque la ligne 2( ) ,p=X  il s’ensuit immédiatement que la ligne 1( ) .m p= +G  Par conséquent, G  est 

dite « de plein rang–colonne ». Nous indiquons 1m p+  par .q  Pour 2, , 5,k =  nous établissons 

maintenant les limites supérieures pour : 

 
1/2

2 1 2 1 11
exp ( ) ( ) ( )

2
m v k m v k d   

−
− − − 

+ − − + − 
 

I Ω d G I Ω d G  T   

qui pourront être intégrables relativement à 2

v  et   comme suit. 

 
A.1 Renseignements sur le modèle autorégressif conditionnel simple (SCAR) 
 

Prenons d’abord le modèle CAR où 2.k =  Supposons que WP  est une matrice orthogonale, de sorte 

que =1diag{ }m

i i= =W WP WP T  Alors 1 1

2 ( ) { } , − −= −W WΩ P I P T  et donc, 

 
( )

( )

1
2 1 1 2 1

2

1
2 1

* * * *

( ) ( ) ( ) = ( ) { } ( )

= ( ) { } ( ),

m v m v

m v

    

  

−
− − −

−
−

− + − − + − −

− + − −

W W W Wd G I Ω d G P d P G I I P d P G

d G I I d G





   

 

T T T T T T

T
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où 
* = Wd P d

T  et 
* .= WG P G

T  Supposons que les lignes de *G  correspondant à des indices q  distincts 

1{ , , } {1, , }qi i m  sont linéairement indépendantes. Nous désignons ces lignes par * ,
ki

g
T  1, , .k q=  

Supposons que A  est q q  la matrice non singulaire * *
1

[ , , ]
qi i

g g
T  et que 1( , , )q = =η AT  Il 

convient de souligner que 

 
*

2

2 1 1

2 2 1
=1

( )
( ) ( ) ( )  .

(1 )

kk

k

q
ii

m v

k v i

d 
 

   

− −

−

−
− + − 

+ −
d G I Ω d G T   

Ainsi, nous obtenons : 

 

*

*

2

2 1 1

2 2 1
=1

2
1 2

2 1
=1

1 2
2 1

=1

( )1 1
exp ( ) ( ) ( ) exp

2 2 (1 )

( )1
= exp

2 (1 )

= (1 ) ,

kk

k

kk

k

k

q
ii

m v

k v i

q
ii

k v i

q

v i

k

d
d d

d
d

K


 

   



   

   

− −

−

−

−

−

 −  
− − + −  −   

+ −    

 − 
− 

+ −  

+ −

 





d G I Ω d G

η A A

T

T

   

 

(A.6)

 

où 0K   est une constante adéquatement finie. De plus, nous savons que 

  
1 21 2

2 1 2 1

2

=1

(1 ) .
m

m v v i

i

    
−−

− −+ = + −I Ω  (A.7) 

Suivant (A.6) et (A.7) nous obtenons : 

  
1

1

1/2
2 1 2 1 1

2 2

1 2
2 1

{ , , }

2 2 ( ) 2 1 2 2

{ , , }

1
exp ( ) ( ) ( )

2

(1 )

( ) ( ) (1 ) ( )

q

q

m v m v

v i

i i i

m q

v v i v

i i i

d

K

K I N I N

   

  

    

−
− − −

−
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− −



 
+ − − + − 

 

 + −

  
  + −  

  







I Ω d G I Ω d G
T  

 

(A.8)

 

pour tout nombre positif .N  Il ne faut pas oublier que 1 1

1< .m  − −  Nous savons que 1 i −  est une 

valeur propre de 2 .Ω  Donc, pour 1 1

1 ,m  − −   pour 1, , ,i m=  1 0.i−   De plus, 

=1
(1 ) .

m

ii
m− =  Cela suppose que 0 1 .i m −   En suite, suivant (A.8), nous obtenons : 

 

 

1/2
2 1 2 1 1

2 2

2 2 ( ) 2 2

1
exp ( ) ( ) ( )

2

( ) ( ) ( ) .

m v m v

m q

v v v

d

K I N I N

   

  

−
− − −
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  + 

I Ω d G I Ω d G
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(A.9)
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Suivant (A.5) et (A.9), il s’ensuit que, dans les conditions établies par le théorème, l’intégrale 
2 2

(2)( , , , , )v vf d d d d    y θ β θ β  désirée est finie. 

 
A.2 Renseignements sur le modèle autorégressif simultané (SAR) 
 

Prenons maintenant 3k =  pour le modèle SAR. Suivant 1 2 1 2

* ,− −=W L WL  nous avons : 

 

3

2

1 2 1 1 2

* *

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) .

m m

m m

 

 

 

−

−

= − −

= − −

= − −

Ω I W I W

L W L L W

L I W L I W L

T

T   

D’abord, 2 2 2 2

3tr 2ij iji j i j
m w m w m m m  = +  + = +  Ω  puisque 0 1,ijw   1,ijj

w =  

et 1 1.−    

Il convient de souligner que les valeurs propres 1, , m   de *W  sont toutes réelles (car *W  est 

symétrique). De plus, *W  et W  ont des valeurs propres identiques. Étant une matrice stochastique, W  a 

au moins une valeur propre qui est 1 et les valeurs propres restantes ont une borne supérieure égale à 1, 

c’est-à-dire que 1i   et 1.max i i =  Comme 1 1−    et 1 0,i−   2

3 =1
= (1 ) 0.

m

ii
− Ω  

Ainsi, les valeurs propres de 3Ω  sont positives, et elles ont une borne supérieure égale à 2 .m  Supposons 

que (1) min il l=  et ( ) max ,m il l=  où =1diag{ } .m

i il=L  Alors (1) 0l   et ( )ml  ont une borne supérieure. Si l’on 

écrit : 

  2 1 1 2 2 1 1 1 2

3 3 * *= ( ) ( ) ,m v v m     − − − − −+ = + − −Σ I Ω L L I W L I W L   

nous avons : 

 

1 12 1 1 2 2
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1 2 2

(1)

=1

( ) ( ) ( )  
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v m m m v m
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(A.10)
 

Supposons que 
*

WP  est la matrice des vecteurs propres de * ,W  de sorte que 
* =1 *

* *
diag{ } ,m

i i= =W WP W P N
T  

nous avons aussi : 
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où 1 2 ,=r L d  1 2 ,=S L G  1 2

( )
*

,ml−= Wr P r  1/2

( )
*

,ml−= WS P S  et 1{ , , }qi i  forment un sous-ensemble de 

{1, , }m  de telle sorte que la matrice q q
1 1[ , , ] ,

qi i =s s S
T  une sous-matrice de ,S  est non singulaire. 

Il convient de mentionner que 1S  est déterminé par .W  En utilisant (A.11), nous obtenons : 

    
1 21 2

1 2 2 2

3 1 1

=1

1
exp ( ) ( ) (2 ) (1 ) .

2 k

q
q

v i

k

d    
−

− −− − −  + − d G Σ d G S S
T T    (A.12) 

Suivant (A.10) et (A.12), nous obtenons : 
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(A.13)

 

où nous nous appuyons sur le fait que 1 1−    et que 1 1i−    pour faire valoir que 0 1 2.i −   

Suivant (A.5) et (A.13), nous procédons donc comme nous l’avons fait pour le modèle CAR, c’est-à-dire 

que l’intégrale 2 2

(2)( , , , , )v vf d d d d    y θ β θ β  désirée est finie dans les conditions du théorème. 

 
A.3 Renseignements sur le modèle autorégressif conditionnel (CAR) 
 

Prenons maintenant 4k =  pour le modèle autorégressif intrinsèque (IAR), où : 

 1 2 1 2

4 *( ) .m = − = −Ω L W L I W L   

Soit  2 1 1 2 2 1 1 2

4 4 *( ) .m v v m    − − − −= + = + −Σ I Ω L L I W L  Alors : 

  
1 2 1

4 *

1

(1 ) ,
m

m

v i

i

k   
− −

=

 + −Σ L  (A.14) 

où * (1)min{ ,1}.mk l=  En procédant de la même façon que dans (A.11), nous obtenons ceci : 
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1

4 2 1
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q
i i

k v i
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−

−
=

−
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+ −
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T


   (A.15) 

Encore une fois, comme nous l’avons fait pour les deux cas précédents, nous pouvons utiliser (A.14) et 

(A.15) pour établir que l’intégrale désirée est finie dans les conditions énoncées dans le théorème. 

 
A.4 Renseignements sur le modèle autorégressif conditionnel de Leroux 

(LCAR) 
 

Enfin, nous considérons 5,k =  où pour le cas LCAR nous avons : 

 5 (1 ) .m = + −Ω R I
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Supposons que 1, , mr r  sont les valeurs propres de R  et que RP  est une matrice orthogonale de sorte que 

1diag{ } .m

i ir ==R RP RP
T  Étant donné que R  est une matrice définie non négative, 0,ir   1, ,i m=  et 

=1 =1
tr ,

m m

i ii i
r l= = R  ce qui suppose que 1, , mr r  sont tous compris entre 0 et 

=1
.

m

ii
l l=  Alors on 

peut écrire : 

  5 =1diag{ 1 } ,m

i ir = + −R RΩ P P
T   

et prétendre que pour 0 1,   les valeurs propres de 5Ω  sont toutes positives et possèdent une borne 

supérieure égale à 
1

1 1.
m

ii
r l

=
+ = +  Ensuite, étant donné = Rr P d

T  et ,= RS P G
T

 nous pouvons établir une 

inégalité similaire à (A.11). Il convient de mentionner que la matrice non singulière 1S  est une sous-

matrice de S  et est exempte de .  Le caractère limitatif des valeurs propres de 5Ω  entraînera une 

inégalité semblable à (A.14). Enfin, nous obtenons l’intégrale désirée qui est finie dans les conditions du 

théorème. 
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