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Série Waksberg d’articles sollicités 
 
 

La revue Techniques d’enquête a mis sur pied en 2001 une série annuelle d’articles sollicités en l’honneur de 

Joseph Waksberg, en reconnaissance de ses contributions exceptionnelles à la statistique et méthodologie d’enquête. 

Chaque année, un éminent statisticien d’enquête est choisi par un comité de sélection composé de quatre personnes 

désignées par Techniques d’enquête et l’American Statistical Association. Le statisticien sélectionné est invité à rédiger 

un article pour Techniques d’enquête qui passe en revue l’évolution et l’état actuel d’un thème important du domaine 

de la statistique et méthodologie d’enquête. L’article reflète le mélange de théorie et de pratique caractéristique des 

travaux de Joseph Waksberg. Le lauréat du prix Waksberg est également invité à présenter la communication sollicitée 

Waksberg, habituellement au Symposium de Statistique Canada, et reçoit une prime en argent. 

Veuillez consulter la section annonces à la fin de la revue pour des informations sur le processus de nomination et 

de sélection du prix Waksberg 2025. 

Ce numéro de Techniques d’enquête commence par le 23e article de la série du prix Waksberg. Le comité de rédaction 

remercie les membres du comité de sélection, composé de Jack Gambino (président), Maria Giovanna Ranalli, 

Denise Britz do Nascimento Silva et Kristen Olson d’avoir choisi Raymond L. Chambers comme auteur de l’article du 

prix Waksberg de 2023. 

 

Communication sollicitée pour le prix Waksberg 2023 

Auteur : Raymond L. Chambers 
 

Ray Chambers fait partie du corps professoral honoraire du National Institute for Applied Statistics Research 

Australia de l’Université de Wollongong, en Australie. Titulaire d’une bourse Leverhulme, il a occupé les postes 

d’enseignant de la statistique sociale et de chef du département de la statistique sociale à l’Université de 

Southampton et il a été premier directeur du Southampton Statistical Sciences Institute. Il est membre élu de 

l’Institut international de statistique et membre de l’American Statistical Association. Il a été coéditeur en chef 

de la Revue internationale de statistique de 2015 à 2019, président de l’Association internationale des statisticiens 

d’enquête de 2011 à 2013 et représentant international au sein du conseil de l’American Statistical Association 

de 2011 à 2014. Il a produit bon nombre de publications sur les méthodes fondées sur un modèle robuste quant à 

l’inférence liée aux données d’enquêtes complexes, en particulier lorsque cette complexité découle de 

l’intégration de données provenant de multiples sources. Il a publié conjointement divers ouvrages, comme 

Analysis of Survey Data (Wiley, 2003) avec Chris Skinner, Maximum Likelihood Estimation for Sample Surveys 

(CRC Press, 2012) avec David Steel, Alan Welsh et Suojin Wang, et An Introduction to Model-Based Survey 

Sampling with Applications (Oxford University Press, 2012) avec Robert Clark. De pair avec Li-Chun Zhang, il 

a également publié le livre Analysis of Integrated Data (CRC Press, 2019). De plus, il a été élu membre de 

l’Academy of Social Sciences in Australia en 2021.  
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1. Raymond L. Chambers, Université de Wollongong, Nouvelle-Galles-du-Sud, 2522, Australie. Courriel : possumgong@gmail.com. 

 

Le principe de l’information manquante ‒ Un paradigme 
d’analyse de données désordonnées d’enquête par sondage 

Raymond L. Chambers1 

Résumé 

En tant qu’instrument d’élaboration et d’évaluation des politiques et de recherche scientifique, sociale et 
économique, les enquêtes par sondage sont employées depuis plus d’un siècle. Au cours de cette période, elles 
ont surtout servi à recueillir des données à des fins de dénombrement. L’estimation de leurs caractéristiques a 
normalement reposé sur la pondération et l’échantillonnage répété ou sur une inférence fondée sur le plan de 
sondage. Les données-échantillons ont toutefois aussi permis de modéliser les processus inobservables qui sont 
source de données de population finie. Ce genre d’utilisation qualifié d’analytique consiste souvent à intégrer les 
données-échantillons à des données de sources secondaires. 

 

Dans ce cas, des solutions de rechange à l’inférence, tirant leur inspiration du grand courant de la modélisation 
statistique, ont largement été mises de l’avant. Le but principal était alors de permettre un échantillonnage 
informatif. Les enquêtes modernes par sondage visent cependant davantage les situations où les données-
échantillons font en réalité partie d’un ensemble plus complexe de sources de données, toutes contenant des 
informations pertinentes sur le processus d’intérêt. Lorsqu’on privilégie une méthode efficace de modélisation 
comme celle du maximum de vraisemblance, la question consiste alors à déterminer les modifications qui 
devraient être apportées en fonction tant de plans de sondage complexes que de sources multiples de données. 
C’est là que l’emploi du principe de l’information manquante trace nettement la voie à suivre. 

 

Le présent document permettra de faire le point sur la façon dont ce principe a servi à résoudre les problèmes 
d’analyse de données « désordonnées » liés à l’échantillonnage. Il sera aussi question d’un scénario qui est une 
conséquence de la croissance rapide des sources de données auxiliaires aux fins de l’analyse des données 
d’enquête. C’est le cas où les enregistrements échantillonnés d’une source ou d’un registre accessible sont 
couplés aux enregistrements d’une autre source moins accessible, avec des valeurs de la variable réponse d’intérêt 
tirées de cette seconde source et où un résultat clé obtenu consiste en estimations sur petits domaines de cette 
variable de réponse pour des domaines définis sur la première source. 

 
Mots-clés : Maximum de vraisemblance; données combinées; échantillonnage informatif; Couplage non déterministe; 

estimation sur petits domaines. 

 
 

1. Introduction 
 

1.1 Inférence descriptive et analytique au moyen de sources de données 
multiples 

 

Depuis un siècle, les enquêtes par sondage sont devenues la méthode principale de collecte de données 

aux fins de l’analyse des processus sociaux et économiques et, souvent, les théories s’élaborent et s’étudient 

par voie d’analyse empirique de données d’enquête. Bien que, ces dernières années, on ait observé une 

hausse marquée des données qu’offrent les registres et les systèmes administratifs et commerciaux, ces 

données sont souvent limitées. Le nombre de variables pour lesquelles l’information est réunie est petit dans 

bien des cas, leur définition peut ne pas répondre aux exigences, les données peuvent être désuètes ou 

disponibles uniquement sous une forme agrégée et la couverture de la population peut se révéler restreinte. 
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Une enquête peut servir à recueillir des renseignements sur un grand nombre de variables au niveau des 

particuliers ou des entreprises à l’aide de définitions applicables uniformément, d’où une grande polyva-

lence des estimations produites et des analyses rendues possibles. 

La façon de définir l’échantillon dans une enquête par sondage peut varier considérablement. À un 

extrême se situent les échantillons probabilistes reposant sur des plans de sondage complexes qui traduisent 

l’hétérogénéité et la complexité de la structure de la population d’intérêt. Ces plans de sondage peuvent 

reposer sur des données auxiliaires disponibles sur la population au moment de la sélection. À l’autre 

extrême se situent les échantillons de commodité (Galloway, 2005) dont la relation à la population qu’ils 

sont censés représenter est problématique. Dans de nombreux cas, l’information extérieure sera à la dispo-

sition de l’analyste tant pour le processus de sélection de l’échantillon que pour la comparabilité entre 

l’échantillon prélevé et la population visée pour ce qui est de certaines caractéristiques connues. Par le passé, 

cette information auxiliaire a permis d’améliorer la conception et l’estimation de l’échantillon. Comme les 

données des bases de données administratives et des bases de données sur les entreprises sont de plus en 

plus abondantes, l’enquête par sondage joue maintenant un nouveau rôle important comme complément à 

de telles sources de données pour qu’elles puissent pleinement être exploitées. Plus particulièrement, nous 

voyons couramment aujourd’hui des situations où les données de sources de renseignements multiples 

doivent être intégrées aux fins de l’inférence. 

Pour traiter de cette question de l’intégration aux fins de l’inférence, j’établirai une distinction entre une 

analyse statistique visant à estimer une quantité observable de la population (par exemple la moyenne d’une 

variable de la population) et une analyse visant à résumer les relations entre les variables de population dans 

un modèle statistique (par exemple le modèle de régression). Dans le premier cas, il est clair que la valeur 

de cette quantité de population sera de plus en plus « connue » à mesure que s’accroît la taille de 

l’échantillon et qu’elle sera connue en toute précision (du moins en théorie) lorsque la population sera 

entièrement dénombrée. Ce type d’analyse est ce que l’on appelle diversement l’inférence énumérative, 

l’inférence prédictive, l’inférence descriptive ou l’inférence de population finie. Dans le second cas, le 

modèle est un concept abstrait et correspond à une idéalisation des relations entre les valeurs des variables 

du modèle dans l’ensemble de la population. Le modèle « vrai » n’est jamais connu précisément, quelle que 

soit la taille de l’échantillon utilisé dans l’enquête. C’est ce que l’on appelle l’inférence analytique. Celle-

ci consiste normalement à ajuster le modèle statistique posé par rapport aux données d’enquête. Dans ce 

cas, ce sont les valeurs estimées des paramètres du modèle (par exemple les coefficients de régression 

estimés) qui résument les relations au sein de la population dans leur nature et leur force. 

Il y a aussi, malheureusement dirait-on, deux modes d’inférence bien distincts pour ces deux cas. Si ce 

qui est visé est une quantité de population finie (par exemple une moyenne de population), le cadre 

inférentiel fait appel à un échantillonnage répété de la population, c’est-à-dire que les valeurs de population 

de la variable d’intérêt sont gardées fixes. C’est souvent ce que l’on appelle l’inférence fondée sur le plan 

de sondage. Par ailleurs, si ce qui est visé est un paramètre d’un modèle statistique pour la population 

d’intérêt (par exemple un paramètre de régression), on parlera normalement d’inférence basée sur un 
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modèle pour les valeurs possibles de population selon le modèle vrai. Little (2012) a évoqué une dichotomie 

qu’il a qualifiée de « schizophrénie inférentielle », parce que la distinction demeure très floue entre une 

quantité visée de population finie (comme la moyenne d’une variable Y  sur petits domaines) et un para-

mètre visé d’un modèle pour les valeurs de population finie (comme l’espérance de Y  par modèle). La 

théorie de la prédiction par modèle (tant fréquentiste que bayésienne) résout cette dichotomie en laissant 

expressément se manifester l’effet du plan de sondage dans l’inférence par modèle. 

Dans le présent document, j’adopterai l’interprétation fréquentiste de ce cadre en m’attachant à l’emploi 

du principe de l’information manquante (PIM) pour une inférence analytique basée sur un modèle en 

présence de données « désordonnées » lorsque plusieurs sources de données sont disponibles. D’autres 

articles du prix Waksberg ont traité de l’inférence analytique basée sur un modèle à l’aide de données 

d’enquête par sondage (Scott, 2006; Rao, 2005; Pfeffermann, 2011), mais aucune ne s’est arrêtée sur le PIM 

et son application aux données « désordonnées » qui souvent se présentent dans le contexte de l’intégration 

des données. 

 
1.2 Pondération et plans de sondage complexes 
 

La plupart des enquêtes reposent sur un plan de sondage complexe qui traduit et exploite l’hétérogénéité 

de la population cible. Souvent, il est difficile de tenir compte par les méthodes statistiques types de 

l’interaction du plan de sondage et de ces sources d’hétérogénéité. Il se pose fréquemment la question du 

rôle des probabilités de sélection de l’échantillon dans l’analyse des données d’enquête. En temps normal, 

les plans de sondage complexes créeront des probabilités inégales de sélection avec pour conséquence une 

grande différence de distribution observée entre l’échantillon et la population d’où il vient. Les utilisateurs 

des enquêtes, tout comme les statisticiens autres que les statisticiens d’enquêtes (Gelman, 2007), ne 

sauraient dire au juste si les probabilités de sélection devraient entrer en ligne de compte dans l’analyse et, 

si tel est le cas, déterminer la façon de procéder pour que soit « captée » efficacement l’information du plan 

de sondage et ses effets. Une stratégie courante sera de pondérer en fonction des probabilités inégales de 

sélection au moment d’analyser les données d’enquête. Une telle pondération sera là pour compenser les 

différences entre l’échantillon et la population que crée le plan de sondage (Pfeffermann, 1993). Une 

sommation pondérée des données-échantillons peut représenter une solution attrayante, parce qu’elle se 

prête naturellement à l’estimation de paramètres linéaires comme la moyenne et le total, qui sont les 

principaux paramètres visés dans bien des enquêtes par sondage; un autre facteur peut être que des 

estimateurs linéaires sont très simples à construire dans les systèmes d’estimations d’enquête. 

Il y a deux approches principales pour construire des poids. Souvent, on utilise à cette fin les valeurs 

inverses des probabilités de sélection. Ces poids ont depuis longtemps leur place dans les enquêtes 

descriptives, mais ils peuvent tout autant trouver leur place dans l’ajustement du modèle grâce aux méthodes 

de pseudo-vraisemblance, par exemple (Skinner, Holt et Smith, 1989). Dans l’emploi de ces méthodes, on 

modifie les équations d’estimation qui assument un échantillonnage aléatoire simple pour y intégrer les 

poids d’enquête. Deuxièmement, les poids peuvent incorporer de l’informations auxiliaire concernant la 
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population, dans la poststratification ou l’estimation par régression, par exemple (Bethlehem et Keller, 1987; 

Chambers, 1996). Dans ce cas, un modèle de régression multiple pour la prédiction des variables d’enquête 

par des variables auxiliaires est utilisé pour définir les poids; un exemple répandu en est l’estimation par la 

régression généralisée (Särndal, Swensson et Wretman, 1992). Une variante de cette approche est 

l’estimation par calage (Deville et Särndal, 1992; Särndal, 2007), où les poids sont construits de manière à 

être proches des inverses des probabilités de sélection tout en permettant aux estimations pondérées de 

correspondre aux moments de population sélectionnés des variables auxiliaires clés. 

L’autre grande préoccupation concernant l’analyse portant sur des données d’enquête par sondage est la 

façon de faire un usage efficace de l’information externe ou auxiliaire dans l’exécution de cette analyse. 

Souvent, l’information auxiliaire sur la population de diverses sources (les recensements, les registres 

administratifs, les autres enquêtes) sert à produire des données d’étalonnage qui serviront à leur tour à 

restreindre les estimations d’enquête. Ce sont là des valeurs de caractéristiques de la population ou des 

estimations externes de ces caractéristiques qui sont plus fiables que les estimations non restreintes qui sont 

tirées des données-échantillons. Les valeurs d’étalonnage de la population ne manquent pas dans bien des 

cas, mais les effets bien connus d’un surajustement de modèle nous indiquent que le nombre d’éléments 

d’étalonnage utilisés dans la restriction des poids d’enquête devrait être limité si l’on entend prévenir toute 

instabilité des estimations résultantes. La conclusion qui s’impose est que l’on devrait limiter le nombre de 

contraintes d’étalonnage imposées sur les poids. Cette question a tout particulièrement de l’importance dans 

le cas des enquêtes polyvalentes où la quantité de renseignements connexes sur la population, et donc le 

nombre de contraintes, peuvent être élevés (Bardsley et Chambers, 1984; Chambers, 1996). Il y a 

d’importants avantages d’ordre pratique si les mêmes poids sont utilisés pour différentes estimations, et cela 

peut être obtenu dans la pondération basée sur un modèle si les mêmes valeurs d’étalonnage sont utilisées 

pour diverses variables d’enquête. Tout cela a néanmoins un prix. Il se peut en particulier que les estimations 

résultantes soient inefficaces, les poids étant devenus très variables par une sur-paramétrisation du modèle. 

Des études ont traité des méthodes optimales de sélection de quantité de renseignements externes pour la 

pondération, mais elles se limitent aux situations linéaires (Silva et Skinner, 1997; Clark et Chambers, 

2008). On n’est très peu renseigné sur l’extension aux situations non linéaires ni sur le rôle de l’information 

de calage dans l’inférence analytique. 

 
1.3 Analyse de données d’enquête complexes 
 

Ces trois dernières décennies, on s’est beaucoup intéressé à l’analyse de données complexes. Dans les 

années 1990 par exemple, l’Economic and Social Research Council du Royaume-Uni s’est employé, dans 

son programme de recherche sur l’analyse de grands ensembles de données complexes, à concevoir des 

méthodes pour la modélisation statistique des données complexes issues des enquêtes en sciences sociales. 

Depuis, l’intérêt s’est avivé pour la question des bases théoriques de l’inférence fondée sur les données 

d’enquête par sondage (Krieger et Pfeffermann, 1992; Breckling, Chambers, Dorfman, Tam et Welsh, 1994; 

Dorfman, Chambers et Wang, 2002; Little, 2003; Chambers et Skinner, 2003; Pfeffermann, 2011; 
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Chambers, Steel, Wang et Welsh, 2012; Little, 2022). On sait aujourd’hui plus précisément que les méthodes 

statistiques qui supposent que la distribution des données-échantillons et des données de population sont 

identiques mènent en général à une inférence biaisée, parce qu’elles ne tiennent compte ni du plan de 

sondage complexe ni de la disponibilité de données auxiliaires. 

Trois cadres d’inférence fréquentiste permettent généralement de s’attaquer à ce problème. 

 La pseudo-vraisemblance : C’est là une méthode hybride où les statistiques exhaustives in-

connues des équations d’estimation de vraisemblance au niveau de la population sont remplacées 

par des estimateurs pondérés par le poids de sondage (Kish et Frankel, 1974; Binder, 1983; 

Godambe et Thompson, 1986). Les poids de sondage ont alors pour rôle de traiter les différences 

entre la distribution de l’échantillon et la distribution de la population finie (Pfeffermann, 1993). 

Une telle pondération n’est habituellement pas liée à la structure de variance des données et peut 

donner lieu à une inefficacité considérable découlant du modèle. Ajoutons que les poids employés 

dans la pratique sont eux-mêmes corrigés, largement parfois, en vue de l’intégration d’une 

information externe sur la population (par exemple par calage). Il reste que les méthodes de 

pondération sont très simples à mettre en œuvre et donc amplement utilisées. 

 La vraisemblance de l’échantillon : Un modèle explicite de distribution des données-échantillons 

fondé sur l’emploi du théorème de Bayes pour intégrer le modèle de population et la procédure 

d’échantillonnage, est utilisé pour développer une vraisemblance (Krieger et Pfeffermann, 1992; 

Pfeffermann, Krieger et Rinott, 1998; Pfeffermann et Sverchkov, 1999, 2003). Cette méthode de 

la vraisemblance de l’échantillon est normalement plus efficace que celle de la pseudo-

vraisemblance. Toutefois, comme elle est axée sur la distribution des données de l’échantillon 

plutôt que sur la distribution de population comme fondement pour l’inférence, elle ne tient pas 

compte de l’information hors échantillon de données auxiliaires intégrées, d’où une certaine perte 

d’efficacité. 

 Le maximum de vraisemblance : C’est là une méthode pleinement efficace où l’information 

auxiliaire et le plan de sondage sont directement pris en compte dans la fonction de vrai-

semblance, sous la forme d’un modèle conjoint pour les variables d’enquête, les processus 

d’échantillonnage et de non-réponse et l’information auxiliaire. La méthode de base est exposée 

dans Breckling et coll. (1994), tandis que Chambers et coll. (2012) présentent un exposé complet 

des idées liées au maximum de vraisemblance dans les enquêtes par sondage. L’adoption d’une 

méthode du maximum de vraisemblance est séduisante sur le plan des concepts, mais son 

application à des données complexes demande de la minutie. Il faut des modèles complexes pour 

le genre de populations économiques et sociales observées par enquête dans la pratique, et la 

vraisemblance doit tenir compte de l’information sur le plan de sondage et de toute information 

auxiliaire sur la population. Une autre difficulté se présente dans le cas des analyses secondaires. 

Dans ce cas, l’analyste n’a pas toujours accès à l’information sur la façon dont les données ont 

été obtenues et il doit alors recourir à de bonnes approximations. Chambers, Dorfman et Wang 

(1998) se sont intéressés à une analyse de vraisemblance sans renseignements sur le plan de 
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sondage. À la section 5 du présent article, j’aborderai le cas où l’ensemble de données d’analyse 

contient des enregistrements couplés, mais où l’analyste n’a pas accès aux ensembles de données 

d’origine ayant servi au processus de couplage. 

 
1.4 Enquêtes et données auxiliaires multiples 
 

Étendre ces traitements aux cas d’enquêtes et de sources de données auxiliaires multiples représente un 

domaine de recherche relativement inexploré, quoique le problème soit bien connu, remontant aux travaux 

de pionnier de Patterson (1950) sur l’estimation composite. Merkouris (2004) élabore un ensemble intégré 

de poids calés applicables aux données combinées de deux enquêtes indépendantes mesurant la même 

variable d’intérêt, mais au moyen de types différents d’information auxiliaire. Elliott et Davis (2005) 

examinent aussi le problème de pondération de données combinées sur une même variable recueillie dans 

le cadre de deux enquêtes indépendantes, mais admettent que l’une de ces enquêtes a un processus de mesure 

« supérieur en qualité » au processus de l’autre, ce qui se traduit par une correction de la pondération initiale 

de l’échantillon basée sur la propension pour les enregistrements provenant de la seconde enquête 

« inférieure en qualité ». À la différence de ces deux approches qui visent à repondérer l’ensemble de 

données combinées et qui concernent une analyse marginale de la même variable par ces données 

combinées, Strauss, Carroll, Bortnick, Menkedick et Schultz (2001) étudient la façon de modéliser une 

codistribution à l’aide des données combinées de deux enquêtes indépendantes. Ces auteurs s’intéressent en 

particulier à une situation où chaque enquête apporte une variable propre à la codistribution, mais où il 

existe une troisième enquête, normalement de taille beaucoup plus modeste, comportant des renseignements 

sur les deux premières, ce qui permettrait une estimation de la codistribution en question par une 

combinaison de l’information commune de la petite enquête et de l’information marginale des deux plus 

grandes. 

Toutes les mentions qui figurent dans le paragraphe qui précède se rapportent aux questions bien réelles 

d’intégration entre une information auxiliaire externe et des données d’enquête par sondage. Toutefois, les 

approches retenues portent sur des problèmes bien précis et ne s’insèrent pas dans un cadre inférentiel 

commun. S’il est combiné à une prédiction efficace, le principe de l’information manquante fournit ce genre 

de cadre commun; il peut servir à trouver des solutions à une grande diversité de problèmes de combinaison 

d’enquêtes. Je tenterai de démontrer que tel est le cas dans trois domaines d’application importants mais 

relativement simples. Ce faisant, j’initierai le lecteur à un outil intéressant d’inférence au moyen de ce que 

l’on pourrait appeler des données « désordonnées ». 

 
1.5 Résumé de l’article 
 

Le présent article vise à donner un aperçu du PIM et de son emploi plutôt qu’un développement 

méthodologique en détail. Ainsi, je présente une définition officieuse du PIM à la section 2. J’illustre son 

application à la section 3, en combinant des données provenant de deux sources pour l’estimation d’une 

relation de régression de population. À la section 4, je discute du concept d’échantillonnage informatif et 
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utilise deux exemples simples pour montrer comment le PIM fournit un cadre approprié pour modéliser des 

données-échantillons dans cette situation. À la section 5, j’indique la façon dont ce même PIM peut 

permettre d’envisager un moyen efficace de modéliser les données couplées provenant de deux sources 

lorsque le couplage comporte des erreurs. À la fin de la présente section, je décris de quelle façon ces 

méthodes peuvent alors servir à l’estimation sur petits domaines lorsque les enregistrements peuvent être 

couplés par erreur parmi ces différents domaines. À la section 6, enfin, je récapitule et examine les autres 

applications où l’emploi du PIM s’est révélé utile et je conclus par quelques généralisations possibles. 

 
2. Le principe de l’information manquante et son emploi 
 

2.1 Structures de données désordonnées 
 

Que sont « les données » ? Dans le domaine de la statistique au sens classique, on répond typiquement 

à cette question en évoquant une « fenêtre » de transparence sur la population d’intérêt. Mais le monde réel 

est plus désordonné. On y trouve de multiples sources de données à des niveaux divers d’agrégation, d’où 

l’impression qu’une caractérisation collant plus à la réalité serait une fenêtre déformée sur la population 

cible, avec en plus (peut-être) des fenêtres plus claires sur des populations apparentées. Voici quelques 

exemples à titre d’illustration : 
 

Exemple 1 : Valeurs de Y  à partir du registre A  et valeurs de X  à partir du registre B,  plus valeurs des 

deux variables à partir d’un échantillon d’enregistrements tiré d’une version couplée de ces 

deux registres. Le but est d’employer les données de l’échantillon et les données des deux 

registres pour modéliser la relation Y X  au niveau des registres (Imbens et Lancaster, 1994; 

Handcock, Rendall et Cheadle, 2005). 
 

Exemple 2 : Valeurs de ,Y  plus variables auxiliaires X  et C  de l’enquête A,  plus valeurs de la même 

variable ,Y  plus variables auxiliaires Z  et C  de l’enquête B.  Il est nécessaire d’établir des 

estimations du total de la population de Y  selon un échantillon combiné (Merkouris, 2004). 
 

Exemple 3 : Valeurs des variables « mesurées avec précision » Y  et X  à partir d’une petite enquête A  et 

valeurs d’une « approximation grossière » de X  à partir d’une enquête bien plus grande B;  

cette information doit servir à calculer des estimations de Y  sur petits domaines (Elliott et 

Davis, 2005). 
 

Exemple 4 : L’analyste désire ajuster un modèle reliant les variables ,Y X  et Z  à l’échelon national. Elle 

a accès aux valeurs des variables Y  et Z  à partir d’une grande enquête nationale, plus aux 

valeurs de la variable corrélée X  et de la même variable Z  à partir d’une autre grande enquête 

nationale, plus aux valeurs de ,Y X  et Z  à partir d’une troisième enquête petite et non repré-

sentative (Strauss et coll., 2001). 
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2.2 Emploi du principe de l’information manquante pour combiner des 
sources de données 

 

Les exemples présentés à la sous-section qui précède illustrent le groupement de sources de données 

multiples et tous poseront des problèmes à l’analyste. Cependant, ils peuvent être traités en appliquant le 

principe de l’information manquante. Posons en particulier que nous pouvons définir un modèle pour la 

distribution de Y  dans la population cible et que ce modèle est caractérisé par un paramètre .  Posons en 

outre que les données dont nous disposons pour estimer ce paramètre sont un mélange de valeurs indivi-

duelles de ,Y  de valeurs d’autres variables liées, de statistiques sommaires, de métadonnées (par exemple 

des définitions de données), de paradonnées (par exemple l’information sur le mode d’obtention des données, 

les poids de sondage, les données auxiliaires relatives à la population cible), de données apparentées venant 

d’autres enquêtes et d’autres populations, et ainsi de suite. Au contraire de cette réalité, les données dont 

nous disposons pour l’inférence fondée sur la vraisemblance sont des données définissant un ensemble 

« rectangulaire » de données idéales contenant des données représentatives de la population cible et de 

populations liées. 

Une façon naïve d’aborder la situation est de supposer que le modèle de population de Y  vaut aussi pour 

les valeurs d’échantillon de cette variable, de sorte qu’il soit possible d’établir l’estimation par le maximum 

de vraisemblance pour   en maximisant la contribution de l’échantillon à la vraisemblance de la population. 

L’estimation par le maximum de vraisemblance à valeur nominale pour   est généralement erronée, 

puisque la méthode d’échantillonnage à la base du modèle de population (échantillonnage aléatoire simple 

en temps normal) ne sera pas celle à la base des données-échantillons. Ajoutons que l’information disponible 

comprend les données d’autres sources pouvant également nous renseigner sur .  Il faudra englober cette 

information dans un modèle de vraisemblance approprié afin de dégager pour   une estimation par le 

maximum de vraisemblance à « information complète ». 

Le PIM trace le chemin menant d’une analyse simple de la vraisemblance selon l’ensemble de données 

idéales à une juste analyse de la vraisemblance faisant appel aux données réelles disponibles. Plus 

particulièrement, il stipule qu’une inférence fondée sur la vraisemblance utilisant un ensemble observé de 

données « désordonnées » Ds  peut être réalisée en effectuant une inférence basée sur la vraisemblance en 

utilisant un ensemble de données plus grand DU  avec les équations d’estimation de vraisemblance définies 

par DU  remplacées par leurs valeurs attendues étant donné .Ds  Il convient de souligner que ce qu’est DU  

importe peu ici. La seule exigence est que Ds  (les données dont nous disposons) soit un sous-ensemble de 

DU  (les données dont nous aimerions disposer) et que l’inférence fondée sur la vraisemblance à l’aide de 

DU  soit simple. Le PIM a d’abord été formulé par Orchard et Woodbury (1972) dans le contexte de 

l’inférence avec données manquantes et il est étroitement lié à l’algorithme espérance–maximisation 

amplement utilisé (Dempster, Laird et Rubin, 1977). Son application à l’analyse de données d’enquête a 

d’abord été décrite dans Breckling et coll. (1994). Dans notre exposé ultérieur, celui de Chambers et coll. 

(2012), nous prévoyons un examen systématique de la façon dont un cadre inférentiel fondé sur le PIM 

mène à un estimateur par le maximum de vraisemblance (EMV) dans un grand éventail de cas de données 

désordonnées. Plus précisément, les sections 3 et 4 qui suivent résumeront ce cheminement sous ses grands 
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aspects en montrant comment le PIM peut servir à l’ajustement de modèles simples de population par 

rapport à des données d’enquêtes combinées. À la section 5, nous nous étendrons sur la question en 

indiquant la façon dont une solution basée sur le PIM d’un problème particulier difficile à calculer peut être 

estimée à l’aide d’une solution basée sur le PIM d’un problème très apparenté bien plus facile à calculer. 

Pour appliquer le PIM, nous travaillons avec la distribution de population de toutes les données à la 

disposition de l’analyste d’enquête. Nous illustrerons ce cas en examinant un scénario simple où il y a un 

échantillon d’enquête unique avec non-réponse, couplé à un ensemble de données sur des variables 

auxiliaires, pour une seule variable d’analyse .Y  Nous employons la majuscule pour désigner les quantités 

de la population et la minuscule, pour les quantités de l'échantillon. Soit respy  le vecteur des valeurs des 

répondants à l’enquête pour Y  et rs  le vecteur des indicateurs de réponse pour les unités échantillonnées 

de la population. Nous employons SU  pour désigner le vecteur des indicateurs d’inclusion dans l’échantillon 

pour la population sondée dans le cadre de l’enquête. La matrice des valeurs de population des variables 

auxiliaires, ce qui peut comprendre des indicateurs de grappes ou d’unités primaires d’échantillonnage 

(UPE), sera désignée par .ZU  Soit   un vecteur de statistiques sommaires connues de la population. Les 

données disponibles sont  resp , , , , .D y r S Zs s U U   En plus de resp ,y  les quantités , , ,r S Zs U U   peuvent 

aussi nous renseigner sur . En revanche, les données « rectangulaires » idéales sont { , , ,D Y R SU U U U  

, }ZU   avec une densité ( ; )DUf   qui est facile à formuler;   est alors soit une composante de ,  soit le 

produit d’une transformation un à un des composantes de .  Dans l’un et l’autre cas, si nous pouvons 

calculer l’EMV de ,  nous pouvons formuler l’EMV de .  Fait à noter, la vraisemblance dégagée par DU  

est bien plus facile à formuler si RU  ou SU  (ou les deux) sont subsidiaires pour   étant donné ZU  et .  

En d’autres termes, la distribution de YU  et celle de RU  et SU  sont mutuellement indépendantes étant 

donné ZU  et .  

Deux quantités de base entrent dans l’inférence fondée sur la vraisemblance. Ce sont, d’une part, la 

fonction de score, c’est-à-dire la dérivée par rapport à   du logarithme de la fonction de vraisemblance et, 

d’autre part, la fonction d’information, c’est-à-dire la valeur négative de la dérivée de la fonction de score 

par rapport à .  L’EMV se définit normalement comme le zéro de la fonction de score, alors que 

l’estimation de la variance de l’EMV sera l’inverse de la fonction d’information évaluée à l’EMV. 

Soit x f  un vecteur de dérivées partielles du premier ordre par rapport à x  et soit xx f  la matrice des 

dérivées partielles du second ordre par rapport à ce même .x  Dans ce cas, le PIM correspond à deux 

identités, dont la preuve figure au lemme 2.1 de Chambers et coll. (2012). 
 

Identité de score : Si les données idéales DU  comprennent les données disponibles ,Ds  le score des données 

disponibles scs  pour le paramètre   de la distribution de DU  est l’espérance conditionnelle, compte tenu 

de ces données, du score des données idéales scU  pour ,  soit 

  sc log ( ; ) (sc ).D Ds U s s UE f E      

q
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Identité d’information : L’information des données disponibles infos  pour   est la valeur négative de la 

matrice des dérivées partielles des composantes du score des données disponibles sc .s  Cette matrice peut 

se formuler comme l’espérance conditionnelle, compte tenu des données disponibles, de l’information des 

données idéales infoU  pour ,  moins la variance conditionnelle correspondante du score des données 

idéales sc ,U  soit 

    info log ( ; ) Var log ( ; ) (info ) Var (sc ).D D D Ds U s U s s U s UE f f E           

Il convient de mentionner que les espérances et les variances conditionnelles des identités de score et 

d’information qui précèdent ont trait à la distribution des données idéales .DU  Ajoutons que, dans bien des 

applications, scs  (et donc info )s  se révèle être une fonction de  obs
resp , , ,D y r Ss s U   plutôt que de 

 resp , , , , .D y r S Zs s U U   Il n’est pas difficile de voir dans ce cas que les identités de score et d’information 

se vérifient toujours, mais en ayant Ds  remplacé par obs.Ds  Voir le résultat 2 dans Chambers et coll. (1998). 

On pense parfois que le PIM renvoie à la seule identité d’information, puisque le terme de variance 

conditionnelle de cette identité correspond à la perte d’information sur   en raison de l’observation des 

données disponibles ,Ds  et non des données idéales .DU  Dans le présent article, je considère que le PIM 

est défini par les deux identités. Cependant, c’est l’identité de score que je juge la plus utile dans une 

situation de données désordonnées, puisqu’elle donne lieu à des estimations des paramètres pour un modèle 

au niveau de la population. L’identité d’information peut servir à dégager des estimations de l’incertitude 

par l’inversion de l’information observée, mais ces estimations peuvent s’obtenir de diverses autres façons, 

entre autres par la différentiation directe de scs  ainsi que par la simulation bootstrap du modèle ajusté au 

niveau de la population. 

En fait, c’est l’identité de score qui permet de spécifier l’EMV en fonction des données disponibles, alors 

que l’identité d’information indique la quantité de renseignements sur le paramètre d’intérêt dont nous 

disposons en réalité compte tenu des données disponibles. C’est un peu comme la façon dont scU  sert à 

définir un estimateur de pseudo-vraisemblance, alors que l’« information observée » sur cet estimateur dans 

les données disponibles se présente comme l’inverse de la variance de plan estimée. 

Le recours à l’identité de score dans le PIM pour obtenir les EMV compte tenu des données disponibles 

illustre l’application de ce qui pourrait s’appeler le « principe de prédiction », si nous considérons que le 

prédicteur d’erreur quadratique moyenne minimale de la valeur d’une variable aléatoire inobservée (Y  

disons) est ( )E Y X  étant donné la valeur d’une autre variable aléatoire (X  disons). Ce principe sous-tend 

l’approche basée sur un modèle pour l’inférence par échantillonnage, à commencer par les contributions 

fondamentales de Royall (1970) et Royall (1976). Dans l’identité de score, Y  correspond à scU  et ,X  à 

.Ds  Ainsi, le meilleur prédicteur de la solution de sc 0U   est la solution de  sc sc 0.Ds U sE   De plus, 

comme le score des données idéales scU  est fonction des statistiques exhaustives de   par ,DU  l’identité 

de score nous indique aussi que, lorsque scU  est une fonction linéaire de ces statistiques exhaustives, la 

meilleure approximation de scU  compte tenu des données disponibles Ds  s’obtient par substitution à ces 

statistiques exhaustives de population dans scU  de leurs valeurs attendues étant donné .Ds  
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3. Combinaison de données d’enquête et d’une information marginale 
sur la population ‒ Comparaison entre le principe de l’information 
manquante et la pondération calée 

 

3.1 Pondération par calage dans les enquêtes 
 

L’analyse de vraisemblance fondée sur le PIM est un moyen général et puissant d’intégration d’une 

information externe à l’inférence. Toutefois, son utilité dépend de notre capacité à créer des modèles qui 

saisissent la dépendance entre les variables d’enquête et cette information extérieure à un certain niveau 

« idéal » et qui permettent aussi un conditionnement simple sur les données disponibles. La pondération 

calée est une méthode d’estimation d’enquête largement utilisée qui permet également d’utiliser des 

informations externes, généralement sous la forme de contraintes de calage qui garantissent que les données 

d’enquête pondérées sont capables de reproduire exactement les quantités connues d’une population finie. 

Le plus souvent, les quantités de population qui sont d’intérêt sont les totaux associés aux variables 

auxiliaires et, dans cette optique, nous envisageons des restrictions de la forme ,w Z 1 Zs s U U
   où ZU  est 

la matrice des N  valeurs de population d’un ensemble de variables d’enquête aux totaux connus de 

population, où Zs  est la matrice correspondante des n  valeurs d’échantillon, où w s  est un vecteur de poids 

de sondage et où 1U  est un vecteur N  unitaire. 

Deville et Särndal (1992) ont présenté l’idée d’employer des poids de sondage calés iw  qui se 

rapprocheraient le plus des poids en développement 1,i
  où i  désigne la probabilité d’inclusion dans 

l’échantillon de l’unité de population .i  Divers éléments de mesure de cette proximité peuvent être 

employés, le plus prisé étant le khi-carré 1 1( ) ( ),w π w πs s s sQ       où 1πs
  est le vecteur de poids de 

dilatation et où   est la matrice définie positive que choisit l’analyste pour tenir compte de 

l’hétéroscédasticité des valeurs de population des variables d’enquête. Minimiser Q  soumis au calage 

donne la pondération suivante : 

 cal 1 1 1 1 1( ) ( ).w π Z Z Z Z 1 Z πs s s s s U U s s
            

Un autre aspect de ce calage serait d’y voir une prédiction linéaire sans biais de modèle des totaux d’une 

population (Valliant, Dorfman et Royall, 2000; Chambers et Clark, 2012), et ce, parce que la pondération 

suppose l’utilisation d’un prédicteur linéaire w ys s
  pour le total d’une population ;1 YU U

  si Y Z eU U U   

avec ( ) ,e Z 0U U UE   tout ensemble de poids à calage sur ZU  sous échantillonnage non informatif compte 

tenu de ZU  définira aussi un prédicteur sans biais de 1 YU U
  dans ce modèle linéaire. Le calage est donc une 

bonne chose, à condition que l’hypothèse de linéarité du modèle se vérifie. 

 

3.2 Application aux données de deux sources 
 

Considérons le cas où la population U  est telle que les valeurs iy  et ix  de deux variables scalaires, Y  

et ,X  sont stockées dans des registres distincts, chacun de la taille .N  Un échantillon aléatoire simple s  

de n  unités issues d’un registre est couplé à l’autre par un identificateur commun unique, ce qui définira n  

appariements ( , ).i iy x  Notre but est d’utiliser ces données-échantillons couplées avec l’information 
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auxiliaire correspondant aux moyennes de population de Y  et X  dans chaque registre pour estimer les 

paramètres ,   et 2  caractérisant le modèle de régression linéaire de population ,i i iy x e      où 

les erreurs ie  sont en distribution en tant que variables aléatoires gaussiennes distribuées de manière 

indépendante et identique ayant une moyenne nulle et une variance unitaire. 

La méthode classique d’ajustement d’un modèle de régression de population comme celui mentionné ci-

dessus, compte tenu des données-échantillons, est l’approche de pseudo-vraisemblance. Voir Kish et 

Frankel (1974), Binder (1983), Godambe et Thompson (1986) et Pfeffermann (1993). Voici la façon dont 

ce processus se justifie d’ordinaire. Soit YU  et XU  les vecteurs de valeurs de population de Y  et X  avec 

( ; )Y XU Uf   désignant la densité de probabilité conditionnelle de ces valeurs. Si la paire ( , )Y XU U  devait 

être observée,   s’estimerait comme solution de sc log ( ; ) 0.Y XU U Uf     Pour toute valeur spécifiée 

de , scU  définit alors un paramètre de population finie (appelé « score de recensement ») que nous pouvons 

estimer à l’aide des données de l’échantillon et de ses poids de sondage, scw  disons. L’estimateur du 

maximum de pseudo-vraisemblance (EMPV) de   est alors la solution de l’équation d’estimation sc 0.w   

Il convient de mentionner que cette approche ne stipule pas la façon dont les poids de sondage devraient 

être construits, nous indiquant seulement que sc 0w   définit un estimateur « convergent sous le plan » de 

scU  pour toute valeur admissible de .  Plus particulièrement, une pondération par calage peut être utilisée. 

Dans le cas qui précède, il est clair qu’il existe trois restrictions de calage respectivement définies par la 

taille de population ,N  la moyenne de population de X  et la moyenne de population de .Y  Si nous 

substituons  Z 1 Y XU U U U  et faisons   égal à la matrice d’identité d’ordre ,N  les poids de calage qui 

satisfont à ces trois contraintes sont donnés par 

 

1

cal

0

[ ] .

1 1 y 1 x 1

1 1 y x 1 y y y x y

1 x y x x x

s s s s s s

s s s s s s s s s s s U s

s s s s s s U s

N
w N y y

n
x x


     

        
        

  

Posons cal 1 cal
ws i is

x N w x   et cal 1 cal .ws i is
y N w y   Les EMPV calés correspondants sont alors 

 

 
1

cal cal cal cal
EMPVcal

cal cal
EMPVcal EMPVcal

2 1 cal 2
EMPVcal EMPVcal EMPVcal

ˆ ( ) ( )

ˆˆ

ˆˆˆ ( ) .

i i i ws i i i wss s

ws ws

i i is

w x x x w x y y

y x

N w y x



 

  





  

 

  

 



  

Comme solution de rechange à ce mode hybride EMPV-calage, il y a l’emploi du PIM. Notons au départ 

que les EMV à valeur nominale (EMVvn) (pour une hypothèse d’échantillonnage aléatoire simple hors de 

toute information auxiliaire) pour ,   et 2  sont les suivantes : 

 

EMVvn 2

EMVvn EMVvn

2 1 2
EMVvn EMVvn EMVvn

( ) ( )
ˆ

( )

ˆˆ

ˆˆˆ ( ) .

i s i ss

i ss

s s

i is

x x y y

x x

y x

n y x
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Une information supplémentaire n’en existe pas moins. Nous connaissons en particulier les moyennes 

de population Uy  et Ux  de Y  et .X  Ainsi, les EMV à valeur nominale ne sont plus les EMV à information 

complète. Ceux-ci peuvent se calculer par l’emploi du PIM. Dans ce qui serait une distribution gaussienne, 

les composantes de la fonction de score des données idéales (de population) seraient les suivantes : 

 

1 2

2 2

2
3 2 4

1
sc ( )

1
sc ( )

1
sc ( ) .

2 2

U i iU

U i i iU

U i iU

y x

x y x

N
y x

 


 


 
 

  

  

   







  

Soit un indice U s  désignant la partie non échantillonnée de la population. Les composantes correspon-

dantes de la fonction de score des données disponibles s’obtiennent alors par substitution aux composantes 

de la fonction de score des données idéales de leurs espérances conditionnelles, étant donné les valeurs 

d’échantillon de Y  et X  et les valeurs U sy   et U sx   des moyennes hors échantillon de Y  et .X  Notons 

dans cette optique que, pour l’unité i  non échantillonnée, notre hypothèse gaussienne pour le terme d’erreur 

du modèle de régression de population, ainsi que le fait de l’échantillonnage aléatoire, nous permettent de 

formuler  

 
2 1 2

1 2 1 2

( )
,

( ) ( )
Xi i

U s

U s U s

y x N n
N

y x N n N n

   

   



  
 

        
      

         
∼   

où XU s  désigne les valeurs non échantillonnées de .X  Il est simple de voir que la distribution condi-

tionnelle de Y  étant donné ,X U sy   et U sx   est alors 

 2 1
, , ( ), 1 .i i U s U s U s i U sy x x y N y x x

N n
    

  
    

  
∼   

Par conséquent, la fonction de score des données disponibles sur la base du PIM a ce qui suit comme 

composantes : 

 

  

  

  

1 2

2 2

22
3 2 4

1
sc ( ) ( )

1
sc ( ) ( )

( 1) 1
sc ( ) ( ) .

2 2

s i i U s U ss

s i i i U s U s U ss

s i i U s U ss

y x N n y x

x y x N n x y x

n
y x N n y x

   


   


   
 

 

  

 

      

      


        







  

Les EMV fondés sur le PIM (EMVPIM) s’obtiennent en fixant à zéro ces composantes de la fonction de 

score et en résolvant ,   et 2.  Les solutions sont 

 I 2EMVP M

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ˆ

( ) ( ) ( ) ( )

i s i s s s U U s U s Us

i s s s U U s U s Us

x x y y nx y y N n x y y

x x nx x x N n x x x
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 EMVPIM EMVPIM
ˆˆ

U Uy x     

et 

    E

2

EMVPIM MVPIM EMVPIM EMVPIM EMVPIM

2
2 1 ˆ ˆˆ ˆˆ ( ) .

1
i i U s U ss

y x N n y x
n

           

   

Il ne s’agit que des estimateurs des moindres carrés pondérés (MCP) de ces paramètres, basés sur un 

échantillon élargi constitué des valeurs de données en s  (chacune avec un poids égal à un) plus une valeur 

de données supplémentaire (avec un poids égal à )N n  définie par les moyennes connues hors échantillon 

U sy   et .U sx   Il est alors possible d’appliquer les méthodes standards d’estimation de variance par les 

moindres carrés pondérés. De plus, ces EMV basés sur le PIM dépendent uniquement des valeurs 

d’échantillon de Y  et X  et des moyennes de population de Y  et ,X  et non aussi des valeurs individuelles 

du vecteur de population .XU  Ce sont donc également les EMV des données disponibles lorsqu’on dispose 

en tout et pour tout d’une information sommaire auxiliaire correspondant aux moyennes de population de 

Y  et .X  

Des résultats connexes sont présentés dans Handcock, Rendall et Cheadle (2005) qui s’attaquent au 

problème de la maximisation de la vraisemblance à valeur nominale créée par les valeurs d’échantillon de 

Y  et X  sous la contrainte ˆˆ .U Uy x    Cela nous donne les estimateurs 

 con 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
ˆ

( ) ( )

i s i s s U s Us

i r s Us

x x y y n x x y y

x x n x x


    


  




  

 con con
ˆˆ

U Uy x     

et 

  
2

2 1
con con con

ˆˆˆ .i is
n y x       

En règle générale, les différences entre ces estimateurs sous contrainte et les EMV basés sur le PIM 

définis précédemment seront petits. 

 

3.3 Valeurs d’étalonnage imprécises 
 

Jusqu’à présent, nous avons supposé que les valeurs d’étalonnage de population Uy  et Ux  étaient 

précises. Ce n’est pas toujours le cas cependant. Par exemple, elles pourraient être estimées à partir des 

données d’enquête elles-mêmes, mais s’il s’agit d’enquêtes dont l’échantillon est bien plus grand. Ces 

valeurs pourraient donc en réalité présenter des erreurs. Cela se produirait, par exemple, si l’observation par 

recensement était incomplète et que les données de sortie étaient corrigées de leur erreur de couverture. Il 

se peut également que nous ayons accès à des estimations tirées d’une autre enquête de plus grande taille 

plutôt que de valeurs de recensement à des fins d’étalonnage. Tant que l’erreur ou l’imprécision de ces 

estimations demeure modeste, nos EMV basés sur le PIM resteront valides. Asymptotiquement, si les 

estimations d’étalonnage ( , )U Uy x   pour ( , )U Uy x  satisfont à 1 2( )U U py y o n   et à 1 2( )U U px x o n   et 

si nous les employons à la place de ( , ),U Uy x  il est facile de voir que les estimateurs résultants 

EMVPIM EMVPIM( , )   équivalent asymptotiquement à EMVPIM EMVPIM
ˆˆ( , ),   sauf pour une erreur négligeable de 
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1 2( ).po n  Toutefois, cette conclusion ne vaudra pas pour 2
EMVPIM  à moins que nous ne posions une 

précision généralement d’ordre supérieur de 1 2( )po n N  pour des estimations d’étalonnage. 

Intuitivement, nous nous attendrions à ce que l’information supplémentaire qu’apporte la connaissance 

de ( , )U Uy x  contribue principalement à l’estimation du terme de la valeur à l’origine   dans le modèle de 

régression de population. Pour vérifier s’il en est ainsi, nous formulons les variances de EMVPIM̂  et EMVPIM
ˆ ,  

ce qui peut se faire si nous différentions les composantes de la fonction de score des données disponibles, 

changeons les signes et évaluons ces EMV pour obtenir la matrice d’information observée des paramètres 

du modèle de régression. Cette matrice une fois inversée pourra nous donner les variances et les covariances 

(asymptotiques) de ces mêmes EMV. Autre possibilité, si nous exploitons l’équivalence d’un ajustement 

par les moindres carrés pondérés, nous pouvons obtenir directement les variances de EMVPIM̂  et EMVPIM
ˆ .  Il 

s’agit de 

 
(2) 1 (2) 2

1 2
EMVPIM (2) 2 1 2 2

(1 ) ( )
ˆVar ( )

( )
s s U s

s U s U s U

x nN x x
n

x x nN x x
 


 


 

   
  

   
  

 
1 2 1 2

EMVPIM (2) 2 1 2 2 (2) 2 1 2
ˆVar ( ) .

( ) ( ) ( )s U s U s U s s s U s

n n

x x Nn x x x x N N n x x

 


 

 
  

 
      

  

Ainsi, (2)
sx  est la moyenne des carrés des valeurs X  de l’échantillon. On peut démontrer que 

EMVPIM EMVvn
ˆ ˆVar ( ) Var ( )   et qu’il y a égalité seulement si .s U sx x   De même, EMVPIM

ˆVar ( )   

EMVvn
ˆVar ( )  avec égalité seulement si (2) ,s s U sx x x   ce qui est extrêmement improbable dans la pratique. 

Notre intuition se trouve confirmée. 

 

3.4 Comparaison de l’efficacité du principe de l’information manquante et 
de celle du calage à des fins d’intégration des données 

 

Dans quelle mesure l’approche d’intégration des données basée sur le PIM est-elle plus efficace que celle 

basée sur calage ? Nous en aurons une certaine idée en regardant les résultats d’une petite étude de 

simulation par modèle présentés aux tableaux 3.1 et 3.2. Dans ce cas, les valeurs de population ont été 

produites comme étant 5i i iy x e    et ,iz
ix e  et iz  et ie  ont été créés indépendamment l’un de l’autre 

sous la forme standard gaussienne. Nous avons effectué 1 000 simulations au total pour chaque scénario 

correspondant au choix de ,N  de n  et du degré d’imprécision des valeurs d’étalonnage. Au tableau 3.1, 

nous avons procédé par échantillonnage aléatoire simple sans remise (EASSR) avec trois degrés d’im-

précision des valeurs d’étalonnage de population, soit l’absence d’erreur, l’erreur de recensement (valeur 

vraie plus une erreur aléatoire avec un écart-type étant égal à l’écart-type marginal réel multiplié par 1 2 )N   

et l’erreur d’enquête plus grande (valeur vraie, plus erreur aléatoire avec un écart-type étant égal à l’écart-

type marginal réel multiplié par 1 2( 5) ).N   

Les valeurs présentées au tableau 3.1 sont des valeurs d’efficacité relative définies par le rapport en 

pourcentage entre la REQM réduite de 5 % d’un estimateur de référence et la REQM réduite de 5 % 

correspondante de l’estimateur d’intérêt. Les valeurs de plus de 100 indiquent une efficacité relative supé-

rieure de l’estimateur de comparaison. Nous avons employé une REQM réduite pour mesurer l’efficacité 
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de manière à éviter les distorsions causées par un petit nombre de valeurs aberrantes d’erreur venant des 

simulations. L’estimateur de référence au tableau 3.1 est l’EMV à valeur nominale avec EASSR. Il est clair 

que l’EMV basé sur le PIM donne de bons résultats. En revanche, les EMPV basés sur la pondération par 

calage sont invariablement moins efficaces pour les trois paramètres d’intérêt même là où les valeurs 

d’étalonnage comportent des erreurs. Ce n’est que lorsque les erreurs d’étalonnage sont relativement 

grandes que l’efficacité des EMV basés sur le PIM se situe en deçà de celle des EMV à valeur nominale. 

Le tableau 3.2 indique le rendement relatif des mêmes estimateurs qu’au tableau 3.1, mais cette fois à 

l’aide d’un mode d’échantillonnage informatif. En particulier, nous sélectionnons ici les données- 

échantillons ayant des probabilités d’inclusion approximativement proportionnelles à leurs valeurs ;Y  la 

méthode d’estimation de référence est l’EMPV ayant une pondération par les inverses des probabilités de 

sélection proportionnelles à Y  (PPY). En revanche, le EMPV par calage est basé sur une version calée de 

ces poids de sondage, tandis que le EMV basé sur le PIM est le même qu’au tableau 3.1, c’est-à-dire qu’il 

repose sur l’hypothèse d’un EASSR. Cela nous permet d’examiner dans quelle mesure l’intégration d’une 

information de population auxiliaire offre une protection contre le biais induit par une mauvaise 

spécification de la méthode d’échantillonnage. Les gains que permet l’EMV basé sur le PIM, même lorsque 

la méthode d’échantillonnage est mal spécifiée, sont des plus clairs. En revanche, l’EPMV fondé sur la 

pondération par calage est bien moins efficace, bien qu’il soit fondé sur des poids de sondage essentiellement 

sans biais. 

 
Tableau 3.1  

Modèle de population linéaire avec EASSR et valeurs d’étalonnage de population d’une qualité variable. 
 

 
N  = 500 

n  = 20 
N  = 1 000 

n  = 50 
N  = 5 000 

n  = 200 
 Étalonnage connu avec précision 
   EMPVcal 103 127 143 
  EMVPIM 134 145 150 
   EMPVcal 81 90 96 
  MIPmle 106 102 101 

2   EMPVcal 84 94 99 
  EMVPIM 102 100 100 

 Étalonnage faisant l’objet d’une erreur de recensement 
   EMPVcal 84 101 112 
  MIPmle 116 111 116 
   EMPVcal 73 89 96 
  EMVPIM 104 100 100 

2   EMPVcal 78 88 97 
  EMVPIM 103 101 100 

 Étalonnage faisant l’objet d’une erreur d’enquête plus grande 
   EMPVcal 64 71 75 
  MIPmle 86 80 78 
   EMPVcal 71 84 93 
  EMVPIM 100 95 100 

2   EMPVcal 63 77 94 
  EMVPIM 99 94 99 
Notes : Les valeurs indiquées visent l’efficacité relative en pourcentage pour ce qui est de la REQM réduite à 5 % de la EMV à valeur nominale 

avec EASSR. EMPVcal désigne les EMPV fondés sur la pondération par calage et EMVPIM, les EMV basés sur le PIM. 
 PIM = principe de l’information manquante; EMV = estimateur par le maximum de vraisemblance; EMPV = estimateur par le maximum 

de pseudo-vraisemblance; REQM = racine de l’erreur quadratique moyenne; EASSR = échantillonnage aléatoire simple sans remise. 
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Tableau 3.2  

Modèle de population linéaire avec échantillonnage PPY et valeurs d’étalonnage de population d’une qualité 

variable. 
 

 
N  = 500 

n  = 20 
N  = 1 000 

n  = 50 
N  = 5 000 

n  = 200 
 Étalonnage connu avec précision 
   EMPVcal 118 143 159 
  MIPmle 201 210 222 
   EMPVcal 63 73 81 
  MIPmle 109 110 117 

2   EMPVcal EMPVcal 78 89 91 
  MIPmle 106 106 111 
 Étalonnage faisant l’objet d’une erreur de recensement 
   EMPVcal 98 120 135 
  MIPmle 136 139 152 
   EMPVcal 65 70 77 
  MIPmle 107 112 121 

2   EMPVcal 77 82 90 
  MIPmle 108 107 109 

 Étalonnage faisant l’objet d’une erreur d’enquête plus grande 
   EMPVcal 69 74 89 
  MIPmle 84 76 82 
   EMPVcal 54 57 66 
  MIPmle 103 107 117 

2   EMPVcal 62 71 87 
  MIPmle 99 101 102 
Notes : Les valeurs indiquées visent l’efficacité relative en pourcentage pour ce qui est de la REQM réduite à 5 % des EMPV pondérés en 

développement avec échantillonnage PPY. EMPVcal désigne les EMPV fondés sur la pondération par calage et EMVPIM, les EMV 
fondés sur le PIM. 

 PIM = principe de l’information manquante; EMV = estimateur par le maximum de vraisemblance; EMPV = estimateur par le maximum 
de pseudo-vraisemblance; PPY = probabilités proportionnelles à Y; REQM = racine de l’erreur quadratique moyenne. 

 
Les résultats présentés aux tableaux 3.1 et 3.2 apportent une certaine preuve que l’estimation des 

paramètres par l’emploi du PIM est plus efficace, et parfois considérablement plus efficace, qu’une 

estimation par le maximum de pseudo-vraisemblance, plus particulièrement lorsque cette approche est 

fondée sur la pondération par calage. Comme on pouvait s’y attendre, l’estimation basée sur le PIM de   

profite le plus de l’information auxiliaire. Il existe néanmoins des gains non négligeables pour les 

estimations basées sur le PIM de   et de 2  aussi. 

Pourquoi la pondération par calage est-elle si inefficace dans le cas présent ? Nous répondrons en 

considérant le calage du point de vue d’un modèle. Rappelons que la pondération par calage pose 

implicitement un modèle linéaire liant Y  aux variables définissant les restrictions de calage. Mais une de 

ces contraintes concerne ,Y  ce qui suppose une sur-paramétrisation du modèle. On sait (Bardsley et 

Chambers, 1984) que de tels modèles produisent des poids hautement variables et rendent l’inférence 

inefficace. 

 

3.5 Autre exemple de l’emploi du principe de l’information manquante dans 
l’analyse selon des sources de données intégrées 

 

L’intégration de l’information de sources extérieures aux fins de l’analyse de données d’enquête peut 

prendre bien des formes et l’emploi du PIM comme outil d’application générale à ces cas peut être 
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avantageux. Ainsi, Merkouris (2004) décrit une situation où l’on doit combiner efficacement des estimateurs 

indépendants par la régression généralisée du total de population d’une variable Y  selon des données 

d’enquêtes multiples. La solution que nous proposons est de former une moyenne pondérée efficacement 

de ces différents estimateurs par la régression généralisée, la pondération efficace en question devant être 

fondée sur une variable auxiliaire commune, C  disons, mesurée dans les diverses enquêtes en question. 

Une approche basée sur le PIM est également possible. Pour illustrer ce point, posons deux enquêtes 

seulement, A  et B  disons, l’enquête A  reposant sur une pondération par calage selon des contraintes 

définies par les variables auxiliaires X  et C  et l’enquête B  reposant sur une pondération par calage selon 

des contraintes définies par les variables auxiliaires Z  et .C  Dans une perspective fondée sur un modèle, 

l’ensemble de données idéal serait créé si les trois variables auxiliaires étaient mesurées dans les deux 

enquêtes, auquel cas les données des deux pourraient être empilées et les valeurs de Y  ajustées à un modèle 

linéaire à trois covariables ( ,X C  et ).Z  Il est alors possible d’estimer les paramètres d’un tel modèle par 

emploi du PIM en remplaçant respectivement les valeurs inconnues de Z  et de X  par leurs espérances 

conditionnelles dans les enquêtes A  et B.  L’estimateur de régression fondé sur un modèle du total de 

population de Y  au moyen des données combinées des deux enquêtes constitue dans ce cas seulement N  

fois la valeur du modèle à trois paramètres ajustée aux moyennes de population ,X C  et .Z  Cela ressemble 

fort à de la fusion de données (Raessler, 2004). 

 
4. Emploi du principe de l’information manquante dans un 

échantillonnage informatif 
 

4.1 Qu’entendons-nous par mode d’échantillonnage informatif ? 
 

À la section 3 ci-dessus, j’ai supposé que nous procédions par échantillonnage aléatoire simple, de sorte 

que SU  et YU  soient conditionnellement indépendants étant donné .ZU  Cela permettait de traiter l’ensemble 

de données-échantillons s  comme fixe, puisque SU  est alors subsidiaire pour les paramètres du modèle des 

données idéales. Si SU  n’est pas subsidiaire, l’emploi du PIM exige une modélisation de la codistribution 

des données idéales et du résultat du processus d’échantillonnage. Ce traitement dépend de la méthode de 

sélection de l’échantillon, il est donc impossible qu’il donne des résultats généraux. Dans la présente section, 

je donnerai un aperçu de l’emploi du PIM dans un échantillonnage informatif en montrant en quoi deux cas 

particuliers d’un tel échantillonnage influent sur l’inférence avec une distribution fort simple de population 

à paramètre unique. Ces exemples simples illustrent la façon dont l’emploi du PIM pour l’intégration de 

l’information dans SU  dans ces cas est de nature à améliorer considérablement l’inférence. Avant de tout 

présenter, clarifions d’abord quelque peu ce que nous entendons par mode d’échantillonnage informatif. 

Généralement parlant, un échantillonnage est informatif si les distributions des valeurs de population et 

d’échantillon de Y  sont différentes (Pfeffermann, 1993). Toutefois, après conditionnement sur une valeur 

auxiliaire de population, les deux distributions peuvent se confondre. À des fins d’inférence quant à la 

distribution de Y  compte tenu d’une certaine information, l’échantillonnage est non informatif (informatif) 
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si la probabilité conditionnelle associée à l’observation d’une valeur particulière de Y  pour un tirage 

aléatoire sur la population est égale (inégale) à la même probabilité conditionnelle étant donné la valeur 

d’un tirage aléatoire sur l’échantillon. Autrement dit, ce caractère informatif ou non informatif dépend de 

ce sur quoi se fait le conditionnement. Plus particulièrement, supposons que nous ayons une réponse 

complète, de sorte que rs  soit sans information, et que nos valeurs d’échantillon de Y  soient .y s  Cela 

permet de nous concentrer sur l’incidence du conditionnement sur SU  et .ZU  De la même façon que sont 

définis les concepts de données manquantes entièrement aléatoires, simplement aléatoires et non ignorables 

dans les études spécialisées (Rubin, 1976; Little et Rubin, 1987; Little, 2003), nous pouvons définir les 

termes ci-dessous. 
 

Échantillonnage entièrement non informatif : La distribution de YU  est indépendante de SU  et de ,ZU  de 

sorte que la distribution marginale de y s  contient toute l’information utile pour .  
 

Échantillonnage non informatif étant donné :ZU  La distribution de Y ZU U  est indépendante de celle de 

S ZU U  (en d’autres termes, SU  est subsidiaire pour   étant donné );ZU  ainsi, nous avons les mêmes 

paramètres pour les distributions de y Zs U  et Y ZU U  et le paramètre d’intérêt   dépend des paramètres 

de la codistribution de y s  et ZU  (c’est-à-dire des paramètres de la distribution de y Zs U  et des paramètres 

de la distribution marginale de ).ZU  Dans ce cas, nous pouvons négliger le processus d’échantillonnage 

dans l’inférence fondée sur la vraisemblance, mais sans pouvoir écarter l’information de .ZU  
 

Échantillonnage informatif : ,YU SU  et ZU  sont codépendants et le paramètre d’intérêt   peut dépendre 

de tous les paramètres de la codistribution de ces quantités; une conséquence immédiate est que les 

distributions conditionnelles de YU  et y s  étant donné l’information auxiliaire ,ZU  peuvent être très 

différentes, de sorte que l’inférence au sujet des paramètres de Y ZU U  ne peut pas seulement viser la 

vraisemblance créée par la distribution conditionnelle de .y Zs U  
 

Il ressort de ce qui précède que le caractère informatif du mode d’échantillonnage dépend de l’informa-

tion auxiliaire à la disposition de l’analyste des enquêtes et de la mesure dans laquelle cette information 

« explique » le résultat du processus d’échantillonnage. Par exemple, il est possible de modéliser un 

échantillonnage en grappes et à plusieurs degrés lorsque l’information auxiliaire comprend des indicateurs 

de groupes de population correspondant aux unités d’échantillonnage aux différents stades de la formation 

de l’échantillon. Un mode d’échantillonnage informatif dans un cas peut ne pas l’être dans un autre. Par 

exemple, même si le mécanisme d’échantillonnage est entièrement déterminé par l’information auxiliaire, 

ce mécanisme peut être informatif si nous ne l’incluons pas (ou ne pouvons pas l’inclure) dans nos données 

d’enquête, ce qui est souvent le cas dans une analyse secondaire des données. De plus, même si ZU  est 

compris dans les données disponibles, le mode d’échantillonnage peut toujours être informatif s’il dépend 

aussi de variables non incluses dans ZU  qui sont en corrélation avec les variables de .DU  Dans ce cas, 

inclure le résultat SU  du mécanisme d’échantillonnage comme faisant partie de DU  exigerait que nous 

spécifiions la densité conjointe de YU  et SU  étant donné .ZU  De là, nous pouvons déterminer la distribution 

de y s  puis formuler la vraisemblance pour .  C’est ce que permet de faire la méthode classique d’inférence 

fondée sur la vraisemblance dans un échantillonnage informatif en spécifiant directement la distribution de 
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YS  étant donné ,ZU  où S  est le sous-ensemble aléatoire de U  dont la distribution est établie par le résultat 

.SU  Une autre possibilité est d’employer le PIM pour spécifier directement les fonctions de score et 

d’information. 

 

4.2 Application du principe de l’information manquante à l’échantillonnage 
biaisé en fonction de la taille (sized-biased) et défini par un seuil 
d’exclusion 

 

Pour illustrer l’emploi du PIM dans ce contexte, notons d’abord qu’un modèle courant se présente pour 

l’échantillonnage informatif lorsque l’inclusion dans l’échantillon dépend directement de .YU  Il existe deux 

possibilités selon que les probabilités d’inclusion sont fonction de Y  ou qu’un échantillonnage avec seuil 

d’exclusion se fait sur .Y  Les idées de base dans ce double cas sont limpides si nous supposons que les N  

valeurs de population de Y  sont en tirage indépendant et identique d’une distribution exponentielle à 

paramètre unique ayant une densité marginale ( ; ) exp( ),f y y     ce qui permet d’obtenir des résultats 

explicites dans les deux cas. Dans ce qui suit, je poserai donc cette hypothèse, l’objet d’inférence étant alors 
1( ) .E Y     

Posons d’abord que nous prélevons un échantillon de n  unités par échantillonnage biaisé en fonction de 

la taille (sized-biased) pour des probabilités connues d’inclusion, 

 
( )

,
( )

i i
i

U U

n y z

N y z










  

mais où   est inconnu. Dans ce cas, iz  est la valeur de « taille » auxiliaire liée à l’unité de population ,i  et 

nous posons aussi que la réponse est complète. Il est facile de voir que ( ) ( )i U i U i iN y N z nz ny      et, 

avec 2,n   les valeurs de Uy  et   sont déductibles des valeurs d’échantillon de Y  et de leurs probabilités 

connues d’inclusion. Par conséquent, les données disponibles sont les valeurs d’échantillon de Y   ;iy i s  

et .Uy  Si nous employons le PIM, il s’ensuit immédiatement que le score des données disponibles pour   

est 

    1 1 1sc ( ) { ; }, ( ) ( ).s i i U s U UU
E y y i s y N E y N y             

L’EMV basé sur le PIM pour   est alors EMVPIM
ˆ ,Uy   c’est-à-dire l’EMV des données idéales. De 

même, l’information des données disponibles pour   est l’information de population pour ce paramètre, 
2 ,N   et puisque 1,    la variance estimée de EMVPIM̂  est 1 2 .UN y  

Voyons maintenant ce qui se passe avec un échantillon avec seuil d’exclusion. Là encore, supposons que 

la réponse est complète et que les valeurs de population sont en distribution exponentielle à paramètre 

unique avec la moyenne   comme objet de l’inférence. Mais supposons aussi que le vecteur des indicateurs 

d’inclusion dans l’échantillon est aléatoire et correspond à toutes les unités de population ayant ,iy K  

pour un K  connu. Ainsi, 

     1 1 1 1( , ) ( ) ( ) ( ) (1 )y K K
U s s sE y K N ny N n E Y Y K N ny N n Ke e                 
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et, par conséquent, le score des données disponibles pour   est 

 1 1sc ( ) ( ) ( ) (1 ) .K K
s sn y N n Ke e            

Il n’y a pas de solution analytique pour la fixation à zéro de cette fonction de score, mais elle est facile 

à obtenir par voie numérique. Soit EMVPIM̂  désignant cette solution, alors l’EMV basé sur le PIM de   est 

 EMVPIM EMVPIM
ˆ ˆ1 1

EMVPIM
ˆ ( ) ( ) (1 ) .K K

sy N n n Ke e          

Il est des plus aisés de dégager l’information des données disponibles pour   par différentiation directe 

de la fonction de score des données disponibles pour ce paramètre, soit 2 2info ( ) (1K
s n N n K e        

2) ;Ke    une estimation de grand échantillon de la variance de EMVPIM̂  est dans ce cas EMVPIM
ˆ ˆ( )V    

 
EMVPIM

1
4

ˆinfo .s  





 

 
4.3 Maximum de pseudo-vraisemblance dans un échantillonnage biaisé en 

fonction de la taille (sized-biased) et défini par un seuil d’exclusion 
 

Autre possibilité, nous pouvons procéder par maximum de pseudo-vraisemblance pour les deux modes 

d’échantillonnage mentionnés précédemment. Dans le cas d’un échantillonnage biaisé en fonction de la 

taille (sized-biased), l’estimateur par le maximum de pseudo-vraisemblance (EMPV) pour ,  qui est le zéro 

de l’estimation pondérée de l’échantillon de la fonction de score des données idéales, est l’inverse de 

l’estimateur de Hájek de la moyenne de population de .Y  Il s’ensuit immédiatement que l’EMPV EMPV̂  de 

  est justement cet estimateur de Hájek. Il est clair que EMPV̂  est sous-optimal – nous connaissons les 

probabilités d’inclusion i  et donc nous connaissons ,Uy  lequel est l’EMV des données idéales. Toutefois, 

EMPV̂  est approximativement sans biais dans de grandes populations, car 
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Qu’en est-il de l’échantillonnage avec seuil d’exclusion ? Comme l’approche de la pseudo-

vraisemblance dépend pour l’essentiel de la conformité au plan pour sa validité et qu’elle exige à son tour 

que toutes les unités de population aient une chance non nulle d’inclusion dans l’échantillon, il est clair qu’il 

n’y a pas d’EMPV pour   en cas d’échantillonnage avec seuil d’exclusion. 

 
4.4 Maximum de vraisemblance d’échantillon dans un échantillonnage biaisé 

en fonction de la taille (sized-biased) et défini par un seuil d’exclusion 
 

L’autre méthode bien connue d’inférence dans un échantillonnage informatif consiste à maximiser la 

vraisemblance d’échantillon. C’est là une méthodologie basée sur un modèle (Krieger et Pfeffermann, 1992; 

Pfeffermann, Krieger et Rinott, 1998; Pfeffermann et Sverchkov, 2003) dont l’emploi est motivé par les 

méthodes inférentielles applicables à l’échantillonnage biaisé en fonction de la taille (sized-biased) et qui 

approchent la densité de probabilité sf  des valeurs d’échantillon composant y s  en fonction de la densité de 
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probabilité Uf  des valeurs de population composant YU  et des poids de sondage. En particulier, le théorème 

de Bayes sert à établir la densité de probabilité d’une valeur d’échantillon choisie au hasard iy  comme 

 
Pr ( ; ) ( ; )

( ; , ) ( ) ,
Pr ( ; , )

i U i
s i U i

i s y f y
f y f y i s

i s

 
 

 


  


  

où   est un paramètre nuisible caractérisant la méthode de sélection de l'échantillon. L’estimateur pour le 

paramètre   d’intérêt est défini alors en maximisant la « vraisemblance d’échantillon » (VE) pour ,  
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comme fonction de .  Il convient de mentionner que selon cette approche, il faut estimer indépendamment 

le paramètre nuisible .  

Si nous appliquons l’approche de la vraisemblance d’échantillon à l’estimation de la moyenne d’une 

distribution exponentielle dans un échantillonnage biaisé en fonction de la taille (sized-biased) comme ci-

dessus, nous notons d’abord l’approximation à grand échantillon 

   1

1

( )
log VE( ; ) log exp( ) log( ) log( ) ,

( )
y i i

s i U s
i s U

y z
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où C  ne dépend pas de .  La différentiation par rapport à   donne le score de vraisemblance d’échantillon 

  1 1
VEsc 1 (1 ) .U sn z ny         

Quand 0,   nous avons une solution explicite de VEsc 0  donnée par 2 ,sy   ce qui suppose un 

estimateur par le maximum de vraisemblance d’échantillon (EMVE) pour   de la forme EMVE
ˆ 2.sy   

Aucune solution explicite n’existe pour VEsc 0  quand 0   est plus grand que zéro, d’où la nécessité 

d’employer les méthodes numériques. Ajoutons que, quand 0,   il est facile de démontrer que, dans les 

grands échantillons, ( ) 2 ,sE y   de sorte que EMVÊ  est approximativement sans biais. 

Un EMVE simple pour   existe aussi en cas d’échantillonnage avec seuil d’exclusion. Dans ce cas, 

Pr ( ) Pr ( ) exp( ),ii s y K K      de sorte que, jusqu’à une constante additive, le logarithme de la vrai-

semblance d’échantillon pour   dans un échantillonnage avec seuil d’exclusion est log ( )n   ( ).sn y K   

On peut alors facilement voir que l’EMVE de   est EMVE
ˆ .sy K    Cet estimateur est sans biais. 

 

4.5 Comparaison de l’estimateur par le maximum de vraisemblance basé sur 
le PIM, de l’estimateur par le maximum de pseudo-vraisemblance et de 
l’estimateur par le maximum de vraisemblance d’échantillon  

 

Là aussi, les résultats d’une simulation à petite échelle nous aident à bien voir dans quelle mesure il se 

perd de l’efficacité si nous procédons par pseudo-vraisemblance ou vraisemblance d’échantillon, et non par 

vraisemblance à information complète fondée sur l’emploi du PIM avec des données d’une population en 

distribution exponentielle à paramètre unique. Les tableaux 4.1 et 4.2 indiquent le biais et la REQM en cas 

d’échantillonnage biaisé en fonction de la taille (sized-biased) avec 0   et les tableaux 4.3 et 4.4, les 
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résultats correspondants en cas d’échantillonnage avec seuil d’exclusion. Dans tous les cas, ces résultats 

nous viennent de 1 000 simulations indépendantes. Ils montrent qu’un EMV basé sur le PIM (EMVPIM) 

est toujours préférable à l’estimation au moyen de l’estimateur par maximum de vraisemblance d’échan-

tillon (EMVE) ou de l’estimateur par maximum de pseudo-vraisemblance (EMPV). Les tableaux 4.1 et 4.2 

montrent également que, comme on pouvait s’y attendre, la méthode du maximum de vraisemblance 

d’échantillon donne de meilleurs résultats que celle du maximum de pseudo-vraisemblance. Ces résultats 

concordent avec ce qui a été observé dans d’autres études où l’emploi du maximum de pseudo-

vraisemblance (qui est de loin la méthode la plus répandue d’estimation paramétrique au moyen de données 

d’enquête) est inefficace (Dorfman, Chambers et Wang, 2002). Son seul avantage résiderait dans sa 

simplicité et la disponibilité générale du logiciel en question. 

 
Tableau 4.1  

Échantillonnage biaisé en fonction de la taille (sized-biased) à partir d’une distribution exponentielle à 

paramètre unique de taille N  5 000 avec 1   et n  100. 
 

  Biais REQM 
EMVPIM EMPV EMVE EMVPIM EMPV EMVE 

0,05 -0,0006 0,0040 -0,0018 0,0145 0,1424 0,0950 
0,25 -0,0002 0,0070 0,0009 0,0138 0,1147 0,0827 
0,50 0,0004 0,0094 0,0017 0,0139 0,1186 0,0813 
0,75 0,0004 0,0028 -0,0084 0,0140 0,1091 0,0763 
0,95 -0,0002 0,0074 -0,0047 0,0145 0,1134 0,0713 
Notes : Les valeurs de la variable auxiliaire Z  ont aussi été tirées d’une distribution exponentielle à paramètre unique avec 1   et 

Cor( , ),Y Y Z    où 2 1,     si bien qu’une corrélation croissante (décroissante) supposerait un   décroissant (croissant). 
 EMVPIM = EMV fondé sur le PIM; EMV = estimateur par le maximum de vraisemblance; EMPV = estimateur par le maximum de 

pseudo-vraisemblance; EMVE = estimateur par le maximum de vraisemblance d’échantillon; REQM = racine de l’erreur quadratique 
moyenne. 

 

Tableau 4.2  

Même scénario qu’au tableau 4.1 sauf que   0,5 et que l’incidence de n  croissant est indiquée. 
 

n  Biais REQM 
EMVPIM EMPV EMVE EMVPIM EMPV EMVE 

10 -0,0007 0,0611 -0,0139 0,0138 0,3457 0,2539 
30 0,0002 0,0255 -0,0061 0,0147 0,1986 0,1448 
100 0,0004 0,0094 0,0017 0,0139 0,1186 0,0813 
300 -0,0005 -0,0090 -0,0090 0,0142 0,0650 0,0460 
900 -0,0001 -0,0344 -0,0267 0,0144 0,0511 0,0371 
Notes : EMVPIM = EMV basé sur le PIM; EMV = estimateur par le maximum de vraisemblance; EMPV = estimateur par le maximum de 

pseudo-vraisemblance; EMVE = estimateur par le maximum de vraisemblance d’échantillon; REQM = racine de l’erreur quadratique 
moyenne. 

 

Tableau 4.3  

Échantillonnage à seuil à partir d’une distribution exponentielle à paramètre unique de taille N  5 000 où 

1   et dont le seuil d’exclusion est 2.K   
 

  ( )E n  Biais REQM 
EMVPIM EMVE EMVPIM EMVE 

0,4343 50 0,0108 -0,0016 0,0400 0,0646 
0,5112 100 0,0016 -0,0031 0,0197 0,0515 
0,7109 300 -0,0003 0,0020 0,0133 0,0393 
1,0172 700 -0,0008 0,0002 0,0162 0,0387 
1,6612 1 500 -0,0002 0,0010 0,0240 0,0424 
Notes : L’incidence d’une taille d’échantillon attendue croissante est indiquée. 

 EMVPIM = EMV basé sur le PIM; EMV = estimateur par le maximum de vraisemblance; EMVE = estimateur par le maximum de 
vraisemblance de l’échantillon; REQM = racine de l’erreur quadratique moyenne. 
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Tableau 4.4  

Même scénario qu’au tableau 4.3 sauf que le seuil d’exclusion K  varie et que   est modifié de sorte que les 

tailles attendues d’échantillon sont celles qui sont indiquées. 
 

K  ( )E n  Biais REQM 
EMVPIM EMVE EMVPIM EMVE 

5 50 0,0254 -0,0020 0,0925 0,1522 
4 100 0,0038 -0,0025 0,0429 0,1045 
3 300 -0,0003 -0,0041 0,0202 0,0607 
2 700 0,0002 -0,0005 0,0160 0,0381 
1 1 500 0,0002 -0,0004 0,0122 0,0210 

Notes : La valeur moyenne de   est de 1,0048. 

 EMVPIM = EMV basé sur le PIM; EMV = estimateur par le maximum de vraisemblance; EMVE = estimateur par le maximum de 
vraisemblance de l’échantillon; REQM = racine de l’erreur quadratique moyenne. 

 
4.6 Autres exemples d’emploi du principe de l’information manquante dans 

un échantillonnage informatif 
 

Il se présente d’autres cas où l’échantillonnage est informatif, parce que le plan de sondage même l’est. 

Ainsi, la stratification de taille (en fonction de la variable de taille Z  en corrélation avec )Y  est informative 

si les limites de strate de taille sont connues, mais l’analyste n’a pas accès aux valeurs de population non 

échantillonnée de .Z  Ce sera souvent le cas avec les analyses secondaires. À titre d’exemple, Dorfman, 

Chambers et Wang (2002) décrivent la façon dont peut s’appliquer le PIM à l’approximation d’estimations 

de maximum de vraisemblance quand Z  et Y  coïncident. Dans une étude par simulation à petite échelle, 

ils montrent que l’adoption d’une approche basée sur le PIM dans ce cas donne lieu à des gains d’efficacité 

appréciables comparativement à l’approche du maximum de pseudo-vraisemblance faisant appel à des poids 

de stratification. Et même si Z  et Y  diffèrent, ils seront d’ordinaire hautement en corrélation, auquel cas 

le fait de savoir que les unités non échantillonnées d’une strate ont des valeurs de Z  qui tombent entre les 

bornes connues procure à l’analyste une information pouvant servir à modifier l’inférence au sujet de la 

moyenne de strate de Y  et, par conséquent, de la moyenne de population dans l’ensemble. 

On a déjà mentionné qu’une approche fondée sur le maximum de pseudo-vraisemblance peut se révéler 

inefficace, mais un argument éloquent pour son utilisation par le passé est qu’elle est conforme au plan de 

sondage et donc robuste en regard d’une mauvaise spécification de la distribution de population de .Y  Mais 

cela s’observe normalement par rapport à l’emploi d’une approche du maximum de vraisemblance à valeur 

nominale qui néglige l’information du plan de sondage et suppose de manière implicite un échantillonnage 

aléatoire simple. Pour illustrer ce point, considérons le scénario suivant inspiré des exemples 2 et 3 dans 

Binder et Roberts (2003). Supposons que notre modèle hypothétique ou de travail pour les valeurs de 

population de Y  est une distribution indépendante et identique à caractère gaussien dont la moyenne est   

et la variance, 2.  Le plan de sondage est stratifié en fonction de la variable de taille auxiliaire .Z  Il existe 

en particulier deux strates, la strate 1 (valeurs inférieures de )Z  étant échantillonnée de façon dispro-

portionnée moins que la strate 2 (hautes valeurs supérieures de ).Z  Dans ce cas, l’EMV à valeur nominale 

de   est la moyenne de l’échantillon non pondéré ,sy  abstraction faite de la stratification disproportionnée. 

Toutefois, l’EMPV est la moyenne de l’échantillon stratifié 1
1 1 2 2( ),st s sy N N y N y   où sjy  est la moyenne 

de l’échantillon de la strate .j  
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Supposons maintenant que le modèle gaussien de travail à moyenne et variance communes est mal 

spécifié et que, en réalité, il est la distribution conditionnelle de Y  étant donné Z  à caractère gaussien avec 

( )E Y Z Z  et 2Var ( ) .Y Z Z  Nous l’appellerons le modèle « vrai ». Le paramètre cible   (moyenne 

marginale de Y  sur la population) dans ce modèle vrai est alors  ( ) ( ).E E Y Z E Z    Quand N  est 

grand, il est raisonnable de l’approcher par  1
1 1 2 2( ) ,UE z N N N      où 1, 2  sont les moyennes de 

Z  dans les strates 1 et 2 respectivement, les variances correspondantes étant 2
1 , 2

2 .  Par conséquent, selon 

le modèle vrai, 1
1 1 2 2( ) ( )sE y n n n     et 1

1 1 2 2( ) ( ),stE y N N N     tandis que 

     2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2Var ( )sy n n n           

et 

     2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2
1 1 1 2 2 2Var ( ) .sty N N n N n             

En temps normal, 2 2
1 2   et, comme 2 2 ,n n N N  nous pouvons voir que sty  est sans biais et 

comporte une variance moindre que sy  dans le modèle vrai. 

Toutefois, l’EMV à valeur nominale sy  ne fait pas appel aux données disponibles sur la variable de taille 

.Z  Au minimum, cela correspond aux valeurs de l’échantillon de ,Z  ce qui permet de reconnaître le modèle 

vrai de régression et d’estimer   par 1ˆ .s sy z   Si nous appliquons le PIM à ce cas et que nous continuons 

d’employer le modèle de travail pour définir le score des données idéales, l’EMV fondé sur le PIM sera la 

solution de l’équation de score des données disponibles (où r  désigne l’ensemble des unités non échan-

tillonnées de la population) 

   ( ) 0.i i is r
y E y z        

Pour aller plus loin, il nous faut être plus précis sur ce que nous savons des valeurs de Z  non 

échantillonnées. Si ce sont seulement des tailles de population au niveau des strates, une hypothèse 

raisonnable est que l’espérance et la variance de Y  varieront selon les strates et que sty  sera l’EMV fondé 

sur le PIM. Si nous connaissons en plus les limites des strates de taille, l’approche examinée suivant le 

tableau 4.4 peut être adoptée. Toutefois, supposons que nous connaissons aussi la moyenne de population 

Uz  de .Z  On peut aisément voir que l’EMV base sur le PIM est alors EMVPIM
ˆˆ .Uz   Ajoutons que cet 

EMV fondé sur le PIM est sans biais dans le modèle vrai, puisque 1
EMVPIM 1 1 2 2
ˆ( ) ( ),E N N N      avec 

  1 2 2 2 2 2 2 2
EMVPIM 1 1 2 2
ˆVar ( ) ( ) .U sn E z z N N N          

De plus, comme 2 2( ) 1U sE z z   dans le plan de sondage stratifié qui est spécifié, 

 
2 2 22 2

2 1 2 1 2
EMVPIM 2 2 2

1 1

ˆVar ( ) Var ( ) 1 .j j j j

st j j j
j j j

N n N n
y n n

N n N N
    

 

    
             

     
    

L’expression du côté droit ci-dessus sera normalement positive. C’est ce que confirment les résultats de 

simulation à petite échelle du tableau 4.5. En d’autres termes, si l’EMV à valeur nominale est biaisé et 
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inefficace dans le modèle vrai, l’EMV basé sur le PIM qui tient compte de l’information sur Z  est sans 

biais dans ce modèle et habituellement plus efficace que l’EMPV. 

 
Tableau 4.5  

Résultats de simulation pour 1 000 répétitions indépendantes de N  1 000, n  100, Z  en distribution 

exponentielle à paramètre unique avec moyenne 4, 1,    0,1 et un plan de sondage à deux strates défini 

par les valeurs inférieures ou supérieures à la moyenne de la population de .Z  
 

1n  2n  Biais REQM 

sy  sty  EMVPIM̂  sy  sty  EMVPIM̂  

10 90 3,3461 -0,0036 -0,0033 3,3745 0,2843 0,1321 
25 75 2,3982 -0,0069 -0,0059 2,4319 0,2494 0,1280 
50 50 0,8554 0,0138 0,0062 0,9167 0,2546 0,1232 
répartition proportionnelle 0,0017 0,0021 0,0011 0,2698 0,2700 0,1333 
75 25 -0,7444 0,0044 -0,0047 0,7825 0,3220 0,1313 
90 10 -1,6860 0,0287 -0,0044 1,6957 0,4878 0,1294 
Notes : PIM = principe de l’information manquante; EMVPIM = EMV fondé sur le PIM; EMV = estimateur par le maximum de vraisemblance; 

REQM = racine de l’erreur quadratique moyenne. 

 
5. Modélisation à l’aide de données couplées de manière non 

déterministe 
 
5.1 Emploi du principe de l’information manquante en cas d’erreur de 

couplage de données 
 

Le couplage de données est le regroupement de deux ensembles de données administratives ou d’en-

quêtes par appariement statistique (ADRN, 2012). Une grande caractéristique de bon nombre d’applications 

de couplage est une séparation nette entre le processus de couplage et l’analyse subséquente des données 

couplées. Cette séparation se fait normalement par souci de confidentialité, en ce sens que les centres de 

couplage se servent souvent des données confidentielles à des fins d’appariement d’enregistrements. Voir 

Harron, Goldstein et Dibben (2016). L’ensemble de données couplées ainsi obtenu est alors mis à la 

disposition des analystes, mais l’information ayant servi au couplage même ne l’est pas. C’est là un cas 

d’analyse secondaire. 

Dans la présente analyse, je me penche surtout sur le biais attribuable à l’erreur de couplage, c’est-à-dire 

au biais susceptible de découler de l’imprécision du couplage (Lahiri et Larsen, 2005; Chambers, 2009; Kim 

et Chambers, 2012). Nombre d’ensembles de données couplées sont issus d’un couplage non déterministe 

lorsque plane une certaine incertitude quant à savoir si les valeurs des données des enregistrements en 

couplage viennent en réalité de la même unité de population. J’examine aussi le scénario le plus simple où 

les données de deux registres de population, désignés par Y  et X  sont couplées, et où l’analyste, qui a un 

accès intégral au registre X  reçoit un échantillon des enregistrements de l’autre registre couplé. En 

particulier, le registre Y  contient les valeurs d’une variable aléatoire scalaire Y  et le registre ,X  celles 

d’une variable aléatoire vectorielle .X  
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Supposons que nous souhaitions modéliser la distribution conditionnelle de Y  étant donné .X  

L’opération est simple dans le cas d’un échantillon aléatoire comportant des valeurs couplées sans erreur 

( , ).Y X  Toutefois, nous ne disposons pas d’un tel échantillon, mais plutôt d’un échantillon de valeurs 

couplées *( , )Y X  où *Y Y  si le couplage est sans erreur mais peut-être pas s’il est erroné. Je dis « peut-

être », parce que tout dépend de l’échelle de mesure de Y  et que nous pouvons avoir *Y Y  même si le 

couplage est erroné. 

Je poursuis en présentant un jeu d’hypothèses de travail qui simplifieront l’analyse à venir. Il est 

improbable que celles-ci se vérifient dans la pratique, mais elles serviront à définir un « modèle de travail » 

utile à des fins d’inférence : 

 Les deux registres renferment N  enregistrements sans doublons et le couplage est un à un et 

complet. En d’autres termes, tous les enregistrements des deux registres peuvent être couplés et 

aucun enregistrement de l’un ne pourrait (éventuellement) être en couplage avec plusieurs 

enregistrements de l’autre. 

 Il y a une variable catégorique de « blocage » B  intégrée aux deux registres, mesurée sans erreur 

dans les deux et prenant Q  valeurs distinctes 1, 2, , ,q Q …  de sorte que tout appariement ait 

lieu à l’intérieur d’un bloc (enregistrements des deux registres ayant la même valeur de ).B  

 Les enregistrements de l’autre ensemble de données sont indexés comme ils le sont dans le 

registre .X  

 

Supposons qu’il y a qM  enregistrements dans chaque registre avec B q  (ce qui donne ).qq
N M  

Notre deuxième hypothèse mentionnée ci-dessus restreint les erreurs de couplage qui se produisent 

seulement à l’intérieur des « blocs ». Soit yq  et *yq  désignant les valeurs à l’origine et en couplage de Y  

dans le bloc .q  Dans un couplage un à un et complet, il s’ensuit immédiatement que * ,y A yq q q  où Aq  est 

une matrice de permutation aléatoire inconnue d’ordre ;qM  en d’autres termes, les entrées de Aq  sont zéro 

ou un, la valeur de un se présentant juste une fois dans chaque ligne et chaque colonne. Soit X  la matrice 

des valeurs de X  dans le registre .X  Posons ( )A X Tq qE   et supposons que le couplage est non informatif 

étant donné .X  En d’autres termes, Aq  est indépendant de yq  compte tenu de X  et, par conséquent, 

 *( ) ( ; ),y X T y Xq q qE E    

où   désigne le vecteur de paramètres de la distribution conditionnelle de Y  étant donné .X  Ces paramètres 

sont l’objet principal de notre inférence. 

Un processus de couplage efficace devrait garantir que les couplages sans erreur à l’intérieur d’un bloc 

seront plus probables que les couplages erronés. Nous posons donc l’hypothèse restrictive mais utile dans 

la pratique selon laquelle les erreurs de couplage sont échangeables au sein d’un bloc, c’est-à-dire que la 

probabilité qu’un enregistrement soit couplé sans erreur dans le bloc q  est q  et la probabilité qu’il soit 

couplé de façon erronée est .q  C’est ce que nous appelons les erreurs de couplage échangeables ou le 

modèle d’ECE. Dans un couplage un à un et complet, le modèle d’ECE implique que ( 1) 1.q q qM     
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Il s’ensuit immédiatement que ( ) ,T I 1 1q q q q q q q       où Iq  est la matrice d’identité d’ordre qM  et où 

1q  est le vecteur unitaire de longueur .qM  

Toutefois, nous n’avons pas accès à l’autre registre couplé au complet. Nous avons plutôt un échantillon 

aléatoire s  de n  enregistrements de ce registre. Nous élargissons l’idée d’un couplage non informatif en 

supposant que les processus aléatoires à la base de la sélection de l'échantillon et du couplage sont 

mutuellement indépendants et qu’ils sont tous deux non informatifs pour les paramètres de la distribution 

de Y  étant donné .X  On s’assure ainsi que le couplage entre l’échantillon et un registre est stochastique-

ment équivalent à l’échantillonnage à partir d’un autre registre couplé complètement. Ce registre peut être 

partitionné en Q  blocs, le bloc q  se répartissant lui-même en qm  valeurs échantillonnées que suivent 

q qM m  valeurs non échantillonnées (et donc inobservées) en couplage. Fidèles à la pratique dans ce 

domaine, nous employons les indices de s  et r  pour désigner la division en valeurs échantillonnées et non 

échantillonnées. Ainsi, Asq  est la matrice définie par les lignes de Aq  correspondant aux unités échan-

tillonnées et Assq  désigne les colonnes de Asq  correspondant à ces mêmes unités échantillonnées, et ainsi 

de suite. Nous pouvons alors formuler le vecteur des valeurs échantillonnées en couplage dans le bloc q  

comme *y A ysq sq q  avec ( ) [ ],T A X T Tsq sq q ssq srqE   où ( )T I 1 1ssq q q sq q sq sq       et .T 1 1srq q sq rq   

Pour pouvoir effectuer une analyse par maximum de vraisemblance dans ce cas, nous devons spécifier 

un modèle de distribution conditionnelle de Y  étant donné .X  Nous supposons à cette fin un simple modèle 

linéaire avec erreurs à caractère gaussien, c’est-à-dire nous posons 2( , )y X X IN  ∼  où I  est la matrice 

d’identité d’ordre .N  Toutefois, nos données consistent en un échantillon de valeurs de Y  provenant des 

enregistrements couplés. Pour employer le PIM dans ce cas, nous devons spécifier la distribution condi-

tionnelle des valeurs de population de Y  correctement couplées étant donné ces valeurs couplées. Là, 

( )y X Xq qE   et 2Var ( ) ,y X Iq q  alors que, si les erreurs de couplage sont échangeables (ECE), 
*( )y X T Xsq sq qE   et * * 2Var ( ) .y X I Vsq sq sq sq     Dans ce cas, Vsq  est la composante échantillon de 

Var ( )V A X Xq q q  et représente le surcroît d’hétérogénéité de *y sq  que causent les erreurs de couplage. 

Chambers (2009) indique que Vq  est bien approché par la matrice diagonale avec le ei  terme en diagonale 

 2 (2) 2(1 ) ( ) ( ) ,q q i q q qf f f f      où xi if   et (2)
qf  est la moyenne des 2

if  dans le bloc .q  Enfin, nous 

notons que 

 * 2Cov( , ) Cov( , ) Cov( , ) .y y X y A y X y y X T Tq sq q sq q q q sq sq      

Il est tentant d’en conclure (comme nous l’avons fait par le passé), que la codistribution de yq  et *y sq  

étant donné X  est alors la forme gaussienne multidimensionnelle avec ces moments. Toutefois, comme 

l’ont fait observer Zhang et Tuoto (2021), cela ne peut sûrement pas être vrai, puisque le support de *y sq  est 

seulement .yq  Toutefois, si nous sommes prêts à approcher la codistribution par une copule gaussienne 

avec les mêmes premier et second moments, le PIM peut alors servir à créer une approximation 

correspondante des EMV pour les paramètres   et 2  de la distribution conditionnelle de yq  étant donné 
* .y sq  Cette approche se révèle étonnamment féconde. 

Posons 2 1( ) .D T I Vsq sq sq sq    Dans ce cas, 
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 * 2 *( , ) ( )y y X X D y T X aq sq q sq sq sq q sqE         

et 

 * 2 4Var ( , ) .y y X I D T Bq sq q sq sq sq      

En d’autres termes, nous pouvons écrire * 1 2, ,y y X a B gq sq sq sq q∼  où ( , ).g 0 Iq q qN∼  Ensuite, comme 
* ,y A ysq sq q  les données idéales du bloc q  sont l’ensemble { , },y Xq q  alors que les données disponibles 

sont l’ensemble *{ , },y Xsq q  où nous traitons ,Aq  et donc Asq  comme subsidiaires. Pour pouvoir employer 

le PIM, nous devons d’abord souligner que, comme 2( , ),y X Iq q qN  ∼  les fonctions de score de   et 2  

sur les données idéales sont 

   2

1

sc ( )X y X
Q

U q q q
q

  



    

  2 4 2 4 2

1 1

sc ( ) ( ) ( ) 2 ,y X y X y y X y X X
Q Q

U e q q q q q q q q q q
q q

N N           

 

                

si bien que la fonction de score fondée sur le PIM pour   établie au moyen des données disponibles est 

      2 * *

1 1

sc ( , ) .X y y X X X D y T X
Q Q

s q q sq q q sq sq sq q
q q

E   

 

        

Pour définir la fonction de score correspondante fondée sur le PIM pour 2 ,  nous notons d’abord que 

    * 1 2 1 2( , ) tr( )y y y X a B g a B g a a Bq q sq sq sq q sq sq q sq sq sqE E
       
 

  

et 

 *( , ) .X y y X X aq q sq q sqE        

Cela donne lieu à une fonction de score fondée sur le PIM des données disponibles pour 2  de la forme 

 

     

   

2 4 2

1

* * 2

1

sc tr( )

tr ( ) .

a X a X B

y T X D D y T X B

Q

s sq q sq q sq
q

Q

sq sq q sq sq sq sq q sq
q

N

N

    

  







      
 

       
 




  

Nous obtenons des représentations formelles des estimateurs résultants de   et 2  en fixant les 

fonctions de score des données disponibles à zéro et en résolvant ces paramètres. Cela conduit à 

 

1

*
EMVPIM

1 1

ˆ X D T X X D y
Q Q

q sq sq q q sq sq
q q





 

   
     

   
    

et 
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    2 1 * *
EMVPIM

1

ˆ tr ( ) .y T X D D y T X B
Q

sq sq q sq sq sq sq q sq
q

N  



      
 

   

Comme Dsq  (et donc )Bsq  est une fonction de   et 2 ,  les estimateurs ci-dessus se calculent 

itérativement. Il faut aussi que l’on connaisse (ou au moins puisse estimer convenablement) les probabilités 

de couplage sans erreur dans chaque bloc. Cette question est traitée plus en détail par Chambers et 

Diniz da Silva (2019) et fait ressortir l’importance de l’obtention simultanée de paradonnées sur le processus 

de couplage lorsque des données couplées sont soumises à une analyse secondaire. Un important point à 

faire valoir dans la pratique ici est que la taille de bloc qM  sera habituellement très grande, ce qui aura pour 

conséquence que le calcul de quantités aux dimensions des blocs comme Dsq  et Bsq  prendra un temps 

considérable. Dans ce qui suit, je présenterai une autre approximation en remplaçant yq  par y sq  dans les 

données idéales. 

 

5.2 Application à l’estimation sur petits domaines à l’aide de données 
couplées de manière non déterministe 

 

L’estimation sur petits domaines (EPD) est probablement l’application la plus courante des idées basées 

sur un modèle dans l’échantillonnage. C’est le cas où la population échantillonnée est répartie en D  

domaines sans chevauchement de telle sorte que chacun de ces domaines est représenté dans l’échantillon, 

mais où aussi les tailles d’échantillon de domaine sont petites et parfois même nulles. Il est d’usage de parler 

dans ce cas de « petits domaines », le terme « petits » qualifiant la taille d’échantillon de domaine. Voir 

dans Rao et Molina (2015) une analyse complète des méthodes proposées pour les estimations de quantité 

par domaine dans ce cas; l’objet le plus fréquent est la moyenne de domaine d’une variable Y  mesurée 

selon les unités échantillonnées dans la population. 

Je m’intéresserai ici au cas particulier où Y  n’est pas directement mesuré selon l’échantillon, mais 

s’obtient par couplage entre la base de sondage et un autre registre de population, ce couplage étant suivi de 

l’intégration des données du registre aux données directement tirées des unités échantillonnées. Ce genre 

d’acquisition de données-échantillons est de plus en plus répandu. Les variables d’analyse dans un tel 

ensemble de données intégrées peuvent présenter une hétéroscédasticité accrue (comparativement à un 

ensemble de données idéales en couplage parfait) lorsque les enregistrements sont couplés de façon erronée. 

On risque ainsi une inférence biaisée sur petits domaines. Voir Briscolini, Di Consiglio, Liseo, Tancredi et 

Tuoto (2018). 

Pour montrer la façon dont les idées fondées sur le PIM jointes à une spécification des erreurs de 

couplage ECE peuvent servir à l’EPD, je suppose que la distribution de population de Y  étant donné un 

ensemble de covariables X  est convenablement modélisée au niveau des unités par un modèle linéaire 

mixte avec effets aléatoires gaussiens de la forme 

 x z uj j j jy e      

où j  est l’indice individuel d’unité de population, où je  est l’indice individuel d’erreur de modèle, où u  

désigne un ensemble d’effets aléatoires de domaine et où z j  est une covariable caractérisant l’incidence de 
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ces effets sur une unité particulière de population. La spécification la plus courante pour ce modèle dans 

l’EPD est celle d’une valeur aléatoire à l’origine où est associé un effet aléatoire iu  à chaque domaine i  et 

où u  désigne le vecteur de ces effets. Dans ce cas, z j  est le vecteur qui « capte » le domaine où se trouve 

chaque unité .j  Il est d’usage de supposer que l’échantillonnage est non informatif dans chaque domaine, 

auquel cas les données-échantillons selon Y  peuvent s’écrire sous une forme matricielle 

 y X Z u es s s s     

où es  est un vecteur n  de variables aléatoires gaussiennes de moyenne nulle non corrélées et de variance 

commune 2 ,e  où u  est un vecteur D  de variables aléatoires gaussiennes de la même nature et de variance 
2
u  et où es  et u  sont en distribution indépendante. 

Lorsque des données en couplage sont réparties sur Q  blocs, nous pouvons voir cependant 

 

*
1 1 1

*
2 2 2*

*

y A y

y A y
y A y

y A y

s s

s s

s s

sQ sQ Q

 
 

  
 
 
  


  

où diag( )A As sq  et où y  désigne le vecteur des valeurs Y  réelles (mais inconnues) de Y  dans la popu-

lation. Posons diag ( )T Ts sq  et diag ( ),J Js sq  où ( )T J 1 1
q qsq q q sq q m M       et ( ) .J I 0

q q q qsq m m M m 
 
 

 

Dans ce cas, 

  

1 1

2 2* ,

T X

T X
y X Z T X

T X

s

s

s s

sQ Q

E  

 
 
  
 
  
 


  

  * 2 2 2 *Var( , ) ( ) ( ) ( )y X Z I V K T Z Z Ts e sq sq u sq u sp p q sq sp q p q            1 1   

et 

 * 2 2Cov( , , ) Cov( , , ) ( )y y X Z y A y X Z J Z Z T C Ts s s s e s u s s s s          

où ( )w1  est égal à l’unité si w  est vrai et est égal à zéro autrement, et où K sq  (voir Samart et Chambers, 

2014) représente le surcroît d’hétérogénéité de *y s  attribuable au couplage erroné d’unités dans le même 

bloc, mais dans des domaines différents. Posons   2 2Var , .y X Z I Z Zs s e s u s s       Si nous avançons la 

même hypothèse de copule gaussienne comme c’est le cas plus haut, nous pouvons alors exprimer 
* 1 2, , ,y y X Z a B gs s s s s∼  avec 

 * * 1 *( , , ) ( ) ( )a y y X Z X C T y T Xs s s s s s s s sE         

et 

 * * 1Var ( , , ) ( ) .B y y X Z C T T Cs s s s s s s s s
        

Comme * ,y A ys s  l’ensemble de données idéales qui sous-tend l’emploi du PIM dans ce cas 

comprendrait normalement le vecteur de population y  et, comme dans ce qui précède, nous mettrions en 
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application le PIM en utilisant les propriétés de la distribution conditionnelle * , , .y y X Zs  Toutefois, cela 

suppose une manipulation des quantités aux dimensions ,N  ce qui habituellement n’est pas pratique. Je 

présente donc une autre approximation où je remplace y  par y s  dans l’ensemble des données idéales. Cela 

a pour effet immédiat de remplacer les quantités aux dimensions N  par les quantités aux dimensions n  

dans l’identité de score, ce qui dépend maintenant des premier et deuxième moments de la distribution 

conditionnelle * , ,y y X Zs s  calculée plus haut. Ces quantités peuvent maintenant servir à activer les 

fonctions de score pour 2, u   et 2
e  en fonction des données-échantillons couplées; on se trouve à 

remplacer les fonctions de score de ces paramètres selon l’ensemble de données idéales par leurs espérances 

conditionnelles étant donné les données-échantillons réelles (couplées). Ce processus est celui que nous 

avons déjà décrit pour le cas de régression simple, donc aucune précision n’est apportée ici. Je mentionne 

plutôt que la version du maximum de vraisemblance qui est prisée pour le meilleur prédicteur linéaire sans 

biais empirique (MPLSBE) de la moyenne iy  de Y  dans le domaine i  est de la forme MPLSBE ˆ ˆ ,x z ui i iy     

où ̂  est l’EMV de   et où û  est le prédicteur linéaire à EQM minimale pour le vecteur d’effets de 

domaine u , quand 2,   e   et 2
u  sont remplacés par leurs EMV. Toutefois, comme il s’agit de données-

échantillons couplées, le prédicteur de u  à EQM minimale est son espérance conditionnelle. Si l’on adopte 

l’hypothèse d’une copule gaussienne, cela donne ce qui suit : 

 * 2 * 1 *( , , ) ( ) ( ).u y X Z Z T y T Xs u s s s sE        

Lorsque nous substituons dans cette expression les approximations de l’EMV basé sur le PIM pour 
2, e   et 2 ,u  nous obtenons, après correction des erreurs de couplage, un prédicteur du vecteur d’effets 

aléatoires u  que nous désignons par PIMû . Si nous joignons l’approximation de l’EMV basé sur le PIM 

PIM̂  pour ,  nous pouvons alors calculer un prédicteur basé sur le PIM pour la moyenne de Y  dans le 

domaine i  sous la forme PIM
PIM PIM
ˆ ˆ .x z ui i iy     

Il est possible d’illustrer les gains obtenus par l’utilisation de cette approche fondée sur le PIM pour 

l’EPD en fonction de données couplées en effectuant une petite simulation. Cette approche suppose que les 

erreurs de couplage suivent un modèle d’ECE aux paramètres connus (voir Chambers (2009) pour la façon 

de traiter un modèle d’ECE aux paramètres estimés). La population cible était composée de D  40 

domaines, la moyenne de la taille de la population du domaine étant de 500, ce qui donne N  20 000. Un 

modèle à valeurs aléatoires à l’origine a été utilisé pour produire les valeurs des données idéales de Y  pour 

l’unité j  du domaine i  suivant 100 5 ,j j i jy x u e     où les valeurs de jx  ont été produites en distri-

bution log-normale indépendante et identique ayant une moyenne à l’échelle logarithmique de log(4,5) -0,5 

et une variance de 0,5 à cette même échelle. Nous avons produit indépendamment les effets aléatoires de 

domaine iu  sous une forme gaussienne de moyenne nulle et de variance 2 2.u   Quant aux effets aléatoires 

individuels ,je  ils ont pris indépendamment une forme gaussienne de moyenne nulle et de variance 2 7.e   

Nous avons ensuite créé les valeurs couplées réelles de Y  par des répétitions indépendantes d’un modèle 

d’ECE dans Q  40 blocs couvrant la population d’intérêt. Les blocs ont été définis indépendamment des 

petits domaines d’intérêt, avec 1q   dans les blocs 1-10, q  0,95 dans les blocs 11 à 20, q  0,9 dans 

les blocs 21 à 30 et q  0,85 dans les blocs 31 à 40. Ces blocs renfermaient les unités de plusieurs petits 
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domaines; un bloc contenait des unités de cinq petits domaines en moyenne. La conséquence est la présence 

d’une erreur de couplage interdomaine. Des échantillons aléatoires simples indépendants ont été prélevés 

dans chaque domaine, les tailles d’échantillon des domaines variant de 5 à 40 pour une moyenne de 25; 

donc n  1 000 et les valeurs de l’échantillon en couplage de Y  et les valeurs de population de X  ont 

ensuite été utilisées pour ajuster le modèle à ordonnées à l’origine aléatoires. 

Nous avons simulé 100 fois indépendamment le scénario qui précède. Dans chaque simulation, nous 

avons estimé les paramètres du modèle pour le cas idéal (absence d’erreurs de couplage pour les valeurs 

d’échantillon) et pour le cas naïf (non-prise en compte des erreurs de couplage), dans l’un et l’autre cas par 

un traitement à maximum de vraisemblance restreint à l’aide de la fonction lmer de R (R Core Team, 2019). 

Nous avons ensuite calculé les estimations au moyen de l’approche fondée sur le PIM décrite précé-

demment, en utilisant les estimations naïves comme valeurs de départ. Le tableau 5.1 indique les valeurs 

moyennes et les REQM selon les 100 simulations; les diagrammes de quartiles de la figure 5.1 présentent 

les distributions de ces estimations paramétriques pour le même nombre de simulations. On peut observer 

que l’erreur de mesure par couplage erroné vient entacher d’un biais les estimations naïves des effets fixes, 

compte tenu du fait que l’erreur de couplage rétrécit les paramètres de pente pour les rapprocher de zéro; 

les estimations naïves de la variation interdomaine sont alors en baisse et les estimations correspondantes 

de la variation intradomaine sont en forte hausse. C’est exactement ce à quoi l’on pouvait attendre. Les 

estimations basées sur le PIM ne sont pas touchées par ces problèmes. 

De plus, des estimations du type MPLSBE de la moyenne de population de Y  dans chaque petit domaine 

ont été établies dans chaque simulation à l’aide des mêmes méthodes d’estimation paramétrique (données 

idéales, données naïves et PIM). Nous avons aussi calculé pour chaque petit domaine et chaque simulation 

l’erreur quadratique et l’erreur absolue de ces estimations MPLSBE. La figure 5.2 présente les diagrammes 

de quartiles de leurs valeurs d’erreur quadratique moyenne et d’erreur absolue moyenne correspondantes 

selon les simulations pour chaque domaine et chaque méthode d’estimation des paramètres. C’est ce que 

nous désignons par erreur quadratique moyenne (EQM) et erreur absolue moyenne (EAM) par domaine. 

Ces résultats montrent que l’emploi d’une méthode d’ajustement d’un modèle mixte qui prévoit des 

erreurs de couplage peut représenter un net progrès par rapport à un traitement naïf qui ne tient pas compte 

de l’erreur de couplage. Cette orientation est conforme aux résultats présentés dans Samart et Chambers 

(2014), Briscolini et coll. (2018) et Salvati, Fabrizi, Ranalli et Chambers (2021). Parmi ces documents, c’est 

seulement dans le premier que l’on tient compte des erreurs de couplage entre petits domaines distincts. Il 

convient de mentionner que l’approche décrite dans ce document ne repose pas sur l’emploi du PIM, mais 

sur un développement direct de la fonction de vraisemblance générée par les données couplées, ce qui est 

suivi d’une approximation des fonctions de score applicables. On suppose aussi que les données sont 

équilibrées (toutes les cellules de bloc par domaine ont un échantillon), ce qui permet d’obtenir une formule 

pour .K sq  La même formule a servi à la simulation dont fait état le présent article. Dans une étude connexe 

qui n’est pas présentée ici, Nicola Salvati et Enrico Fabrizi ont démontré empiriquement que les estimations 

sur petits domaines produites par la méthode Samart-Chambers sont moins efficaces que celles produites au 

moyen de l’approche basée sur le PIM. 
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Tableau 5.1  

Résultats de simulation pour 100 répétitions indépendantes du scénario d’erreurs de couplage ECE où N 

20 000, n  1 000 et Q  40 blocs. 
 

Paramètre 
(valeur vraie) 

Moyenne REQM 
Données 

idéales 
Données 

naïves 
PIM Données 

idéales 
Données 

naïves 
PIM 

0  (100) 99,993 101,115 99,981 0,296 1,206 0,358 

1  (5) 5,004 4,637 5,006 0,051 0,384 0,078 
2
u  (2) 2,078 1,889 2,050 0,560 0,656 0,649 
2
u  (7) 7,016 16,651 7,438 0,326 9,975 1,166 

Notes : Nous avons prélevé des échantillons indépendants par EASSR dans les D  40 domaines ayant une taille d’échantillon variant de 5 à 40. 
 ECE = erreurs de couplage échangeables; PIM = principe de l’information manquante; REQM = racine de l’erreur quadratique moyenne; 

EASSR = échantillonnage aléatoire simple sans remise. 

 
Figure 5.1 Diagramme de quartiles présentant les distributions des valeurs d’estimation paramétrique dans 

les simulations du scénario d’erreurs de couplage ECE.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Notes : Le pointillé horizontal porte la valeur vraie de chaque paramètre; ECE = erreurs de couplage échangeables; PIM = principe de l’information 
manquante. 
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Figure 5.2 Diagramme de quartiles présentant les distributions de l’erreur quadratique moyenne (EQM) par 
domaine et de l’erreur absolue moyenne (EAM) par domaine pour les 40 domaines des simulations 
sur erreurs de couplage ECE. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Notes : ECE = erreurs de couplage échangeables; PIM = principe de l’information manquante. 

 
Enfin, il convient de répéter que le PIM appliqué aux données couplées demande beaucoup de calculs, 

et ce, parce que le recours au modèle d’ECE pour caractériser les erreurs de couplage signifie que les calculs 

sont effectués de façon efficace sur tous les enregistrements de chacun des blocs formant le registre .X  Une 

mise en œuvre pratique de l’algorithme du PIM qui est capable de traiter des registres de population en 

couplage à grande échelle (et pouvant renfermer des millions d’enregistrements) est un projet de recherche 

en cours. 

 
6. Analyse 
 

Je n’ai jamais connu Joseph Waksberg, mais j’ai assurément entendu parler de lui. Lohr (2021) décrit 

une carrière de chercheur au Census Bureau des Étas-Unis et au Westat qui a fait d’importantes contributions 

dans beaucoup de domaines de la méthodologie des enquêtes, dont deux auxquels je devais ensuite être 

activement associé (les ajustements pour la couverture du recensement et le calage des poids d’enquête). 

Toutefois, ce sont les travaux de Waksberg sur la conception et l’estimation de bases de sondage multiples 

qui correspondent le plus fidèlement à notre propos, puisque ces travaux préconisent pour l’essentiel une 

exploitation maximale de l’information de structures de données combinées. Plus précisément, ces travaux 

nous montrent la façon de s’y prendre pour concevoir des stratégies d’échantillonnage qui tirent parti de 

cette complexité pour produire des estimations efficaces relativement à la population sous-tendant les 

données combinées. 

Mon propos, dans le présent document, n’a pas été la conception mais l’estimation, et plus particulière-

ment l’emploi du principe de l’information manquante pour mieux définir des estimateurs paramétriques 
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lorsqu’il s’agit de modéliser des données désordonnées. Dans le contexte d’un scénario à bases multiples et 

présentant un échantillonnage aléatoire de chaque base, les données idéales sont les valeurs issues de l’union 

de ces bases distinctes de population; les équations d’estimation des paramètres du modèle étant donné des 

données-échantillons de bases de sondage multiples consistent à remplacer les statistiques exhaustives de la 

fonction de score des données idéales par leurs espérances conditionnelles compte tenu de ces données 

disponibles. Lorsque les statistiques exhaustives sont linéaires dans les fonctions des valeurs des données 

idéales, il s’agit habituellement de remplacer les valeurs individuelles de fonction des unités par leurs 

espérances conditionnelles compte tenu de l’information tirée de leur appartenance à ces bases (éven-

tuellement multiples). Ce peut être un processus de spécification complexe faisant appel à différents 

modèles pour différents degrés de chevauchement des bases de sondage en question. 

Il existe bien d’autres cas de données désordonnées où l’emploi du PIM offre un éclairage utile. Ainsi, 

Steel, Beh et Chambers (2004) exposent la façon de mettre le PIM au service d’une inférence fondée sur la 

vraisemblance au moyen de données écologiques où les paramètres d’une codistribution présentent un 

intérêt, mais où les données disponibles nous renseignent uniquement sur les distributions marginales. Là 

aussi, accéder à un échantillon des plus modestes venant de la codistribution peut avoir une incidence 

considérable sur l’amélioration de la qualité de l’inférence. Un autre domaine d’application important où 

l’échantillonnage est clairement informatif est l’échantillonnage cas-témoins; voir à ce sujet Prentice et Pyke 

(1979). Suivant l’approche retenue par Scott et Wild (1997) dans ce cas, Chambers et Wang (2008) 

appliquent le PIM à l’estimation par le maximum de vraisemblance des paramètres d’un modèle de 

régression logistique avec des données cas-témoins. Les résultats de simulation qu’ils présentent font voir 

un gain appréciable d’efficacité par rapport à l’approche standard pour ce modèle; on présuppose dans ce 

cas un échantillonnage aléatoire simple dans le processus d’ajustement, puis on écarte l’estimation de 

l’ordonnée à l’origine. Le PIM a aussi servi pour le plan de sondage efficace; Chipperfield, Barr et Steel 

(2018) l’ont employé dans le plan de sondage à questionnaire scindé efficace. 

L’ouvrage de Chambers et coll. (2012) contient bien d’autres exemples d’application du PIM et une 

description bien plus détaillée des résultats simplement évoqués dans le présent article. Il s’agit en particulier 

de présenter les fonctions d’information fondées sur les données disponibles. Toutefois, comme je l’ai 

mentionné au début de mon exposé, je crois que c’est l’identité de score du PIM qui est la plus utile, car 

cette composante indique la façon dont l’estimation devrait se faire. L’estimation de l’incertitude peut dans 

ce cas être tirée de la fonction d’information, mais elle peut aussi l’être par approximation par série de 

Taylor ou par des méthodes numériquement intensives comme la méthode bootstrap. 

Lorsqu’on considère l’identité de score du PIM d’un point de vue plus abstrait, on y voit clairement un 

cas particulier d’estimation fondée sur l’espérance conditionnelle d’une fonction d’estimation de 

commodité. Ainsi, lorsqu’on généralise à partir de la dimension fréquentiste de la vraisemblance du présent 

article, il est intéressant de souligner qu’une formulation équivalente de l’identité de score a été trouvée 

pour les fonctions d’estimation basées sur la quasi-vraisemblance (Lin, Steel et Chambers, 2004). En 
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d’autres termes, on a la possibilité d’étendre l’application d’une approche fondée sur le PIM à l’estimation 

lorsqu’il s’agit de données désordonnées, par exemple dans le cas d’une méthode non paramétrique de 

vraisemblance comme la vraisemblance empirique. Que cela mène à d’autres idées reste à voir cependant. 

En tout cas, de tels prolongements non paramétriques exigeront aussi des méthodes de calcul de l’équivalent 

non paramétrique de l’opérateur d’espérance conditionnelle reflétant l’information disponible, peut-être par 

simulation paramétrique sous contrainte. Il sera intéressant de voir si de telles généralisations du PIM 

permettront de traiter les types de mégamodèles d’apprentissage automatique qui se répandent de plus en 

plus aujourd’hui. 

Je remercie très vivement le comité du prix Waksberg de l’occasion qui m’a été offerte de préparer un 

exposé sur la méthodologie d’enquête. J’espère que cela incitera les autres statisticiens qui travaillent sur 

des données désordonnées à se demander si le PIM (et ses généralisations possibles) pourrait être un outil 

utile pour établir des inférences en fonction de telles données. 

Enfin, j’aimerais dédier mon exposé à mes trois amis et ex-collègues de l’Université de Southampton, 

Fred Smith, Chris Skinner et Tim Holt, qui tous sont malheureusement décédés. Sans l’impulsion de leur 

ouvrage révolutionnaire, celui de Skinner, Holt et Smith (1989), et de leurs idées et de leur appui pendant 

mes années à Southampton, un grand nombre des contributions personnelles que j’ai décrites dans le présent 

document auraient tout simplement été impossibles. 
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Les contributions de Jean-Claude Deville à la théorie des 
sondages et à la statistique officielle 

Pascal Ardilly, David Haziza, Pierre Lavallée et Yves Tillé1 

Résumé 

Jean-Claude Deville, décédé en octobre 2021, fut l’un des chercheurs les plus influents dans le domaine la 
statistique d’enquête au cours des quarante dernières années. Cet article retrace certaines de ses contributions qui 
ont eu un profond impact, tant sur la théorie que sur la pratique des enquêtes. Cet article abordera les sujets 
suivants : l’échantillonnage équilibré au moyen de la méthode du cube, le calage, la méthode du partage des 
poids, le développement des expressions de la variance d’estimateurs complexes au moyen de la fonction 
d’influence et l’échantillonnage par quotas. 

 
Mots-clés : Calage; échantillonnage équilibré; échantillonnage par Quota; estimation de la variance; méthode du Cube; 

méthode du partage des poids. 

 
 

1. Introduction 
 

Jean-Claude Deville, décédé en octobre 2021, laissera sans aucun doute un legs important à la statistique 

d’enquête. Durant plus de 40 ans, dans le cadre de l’Insee puis de l’Ensai en France, il a enchaîné les 

innovations d’ampleur dont : techniques de calage, échantillonnage équilibré, échantillonnage indirect et 

partage des poids, calcul de variance, en particulier s’agissant d’estimateurs complexes, traitement de la 

non-réponse non-ignorable, enquêtes par quotas. Cela étant, il a travaillé dans tous les domaines des 

sondages, et même au-delà. Son exceptionnelle productivité tient essentiellement à une imagination très 

féconde alliée à une remarquable maîtrise de l’outil mathématique. Elle était aussi alimentée par les cas 

concrets qu’offrait l’Insee, qui comme tous les instituts nationaux de statistique se trouvait confronté en 

permanence à des contraintes diverses et à des obstacles qu’il fallait impérativement surmonter, générale-

ment rapidement et à moindre coût. Il devait donc, en sa qualité de chef de l’unité de méthodologie 

statistique, relever « au fil de l’eau » les défis techniques qui lui étaient soumis. 

Ce qui suit constitue un aperçu des développements originaux de Jean-Claude Deville, qui sont tous 

passés à la postérité et que l’on peut retrouver de manière approfondie dans les nombreux articles qu’il a 

publiés tout au long de sa carrière, certains étant partagés avec d’autres collègues avec qui il avait des 

relations privilégiées. À l’évidence, certains de ces développements ont trouvé depuis leur publication une 

application au niveau international d’une ampleur considérable, et on peut même parler de mise en œuvre 

« industrielle » pour ce qui concerne le calage, dont le développement a été conçu avec un autre statisticien 

prestigieux, Carl-Erik Särndal. 
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2. L’échantillonnage à probabilités inégales et équilibré 
 

2.1 Innovations dans les algorithmes d’échantillonnage 
 

Un échantillon est dit équilibré sur une variable si les estimateurs de Horvitz-Thompson des totaux 

calculé à partir d’un échantillon est égal ou presque égal au total de la population = {1, , , }.U k N… …  

Formellement, supposons qu’un vecteur de variables auxiliaires 1= ( , , )k k kQz zz …   soit connu sur toutes les 

unités de la population. Un échantillon S  est équilibré sur kz  si  

 = ,k
k

k S k Uk 
 

z
z   

où k  est la probabilité d’inclusion, c’est-à-dire la probabilité que l’unité k  soit dans l’échantillon aléatoire .S  

L’idée de sélectionner un échantillon équilibré remonte au tout début de la théorie des sondages. Kiær 

(1896, 1899, 1903, 1905) a été le premier à proposer ce qu’il a appelé des « dénombrements représentatifs ». 

Il s’agit en fait d’une sélection d’échantillons par quotas. Cependant, c’est Gini et Galvani (1929) qui ont 

pour la première fois réalisé la sélection d’un échantillon équilibré en statistique officielle. Ceux-ci ont 

sélectionné 29 districts italiens (circondari) parmi 214 afin de restituer au mieux plusieurs moyennes de la 

population (Langel et Tillé, 2011; Tillé, 2016; Brewer, 2013). Cette méthode a été durement critiquée par 

Jerzy Neyman parce que l’échantillon n’était pas choisi au hasard (Bellhouse, 1988, voir). Yates (1949) and 

Thionet (1953) ont proposé des méthodes pour lesquelles un échantillon est sélectionné puis amélioré en 

remplaçant successivement des unités pour s’approcher d’une situation d’équilibrage. Hájek (1964, 1981) a 

proposé d’utiliser le tirage réjectif qui consiste à sélectionner une suite d’échantillons jusqu’à l’obtention 

d’un échantillon suffisamment équilibré. Cette méthode a cependant l’inconvénient de modifier les 

probabilités d’inclusion des unités sans qu’il soit possible de les calculer ensuite avec exactitude (Choudhry 

et Singh, 1979; Dupačová, 1979; Fuller, 2009; Legg et Yu, 2010; Boistard, Lopuhaä et Ruiz-Gazen, 2012; 

Fuller, Legg et Li, 2017). 

Jean-Claude Deville s’est rapidement intéressé aux méthodes d’échantillonnage. En 1987, il publie un 

chapitre de livre avec Jean-Marie Grosbras où les méthodes d’échantillonnage sont décrites et comparées 

(Deville et Grosbras, 1987). L’année suivante, ceux-ci proposent avec Nicole Roth une première méthode 

d’échantillonnage équilibré (Deville, Grosbras et Roth, 1988). La méthode s’applique seulement au tirage à 

probabilités égales. L’idée consiste à découper l’espace des variables en quadrants et à sélectionner à chaque 

étape une unité dans le quadrant qui contribuera le plus à respecter l’équilibrage. Dans les actes de la 

conférence d’Örebro qui s’est tenue à l’Institut de Statistique de Suède en 1992, Jean-Claude Deville fait 

déjà part de son point de vue sur les trois facettes de l’utilisation d’informations auxiliaires que sont les 

échantillons contraints (c’est-à-dire équilibrés), l’inférence conditionnelle et la pondération (Deville, 1992). 

Parallèlement à ces travaux, Jean-Claude Deville a mené une recherche très pointue sur les questions 

d’échantillonnage. Il propose une formalisation de l’échantillonnage dans une population continue (Deville, 
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1989) bien avant la publication de Cordy (1993) qui est souvent cité comme première référence de ce 

domaine. Il propose aussi une méthode de tirage à probabilités inégales (Deville, 1998c) qui est une variante 

de l’échantillonnage systématique. 

Ensuite, avec Yves Tillé, il propose la méthode de scission (Deville et Tillé, 1998) pour sélectionner des 

échantillons à probabilité inégales. Cette famille de méthodes consiste à prendre le vecteur (0) =π π  de 

probabilités d’inclusion dont la somme est égale à un entier .n  Puis, à chaque étape , 0,1, 2, ,t …  ce vecteur 

( )tπ  est modifié aléatoirement jusqu’à l’obtention d’un vecteur ne contenant que des valeurs égales à 0 ou 

à 1, ce qui correspond à la sélection d’un échantillon. Pour que la méthode soit correcte, il faut que trois 

conditions soient respectées : 

1. Toutes les composantes des ( )tπ  restent dans l’intervalle [0, 1].  

2. La somme des composantes des ( )tπ  reste égale à .n  

3. La propriété de martingale doit être satisfaite  

 E { ( ) | ( 1)} = ( 1),p t t t π π π   pour tout  ,t  (2.1) 

où E ( )p   est l’espérance mathématique sous le plan de sondage qui prend en compte l’aléa dû à 

l’échantillonnage.  

 

La propriété de martingale suffit pour montrer que les probabilités d’inclusion sont respectées à chaque 

étape. En effet, par le théorème de l’espérance totale, on a directement E { ( )} = (0).p tπ π  

La méthode de scission est une manière très générale de représenter une méthode d’échantillonnage. 

Presque tous les algorithmes de tirage peuvent être réécrits sous forme de scission. Cette méthode permet 

de se concentrer sur une étape élémentaire. Le contrôle des trois conditions permet de vérifier rapidement 

si la méthode est correcte ou non. 

Une des méthodes proposées comme cas particulier de la méthode de scission est la méthode du pivot 

pour laquelle seulement deux composantes des vecteurs ( )tπ  sont modifiées à chaque étape. Cette méthode 

a été généralisée pour sélectionner plusieurs échantillons qui ne se chevauchent pas dans la même population 

avec des probabilités égales ou inégales (Deville et Tillé, 2000b). 

Le passage de la méthode de scission à l’échantillonnage équilibré a été relativement simple quand Jean-

Claude Deville et Yves Tillé se sont aperçus que les échantillons 1( , , )NI I… 
 codés sous forme de vecteurs 

contenant uniquement des 0 et des 1 sont les sommets d’un N -cube de .NR  De plus, les conditions 1 et 2 

de la méthode de scission peuvent être interprétées géométriquement. Les vecteurs ( )tπ  doivent rester dans 

le simplexe  =1
= [0,1] = .

N

k kk
c c n P  La figure 2.1 contient une représentation de ce simplexe pour un 

échantillonnage de taille = 2n  dans une population de taille = 3.N  La méthode de scission est donc une 

promenade aléatoire dans un simplexe qui doit respecter la propriété de martingale.  
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Figure 2.1 Simplexe réunissant les échantillons de taille = 2n  dans une population de taille = 3N  à l’intérieur 
d’un cube dont les échantillons sont les sommets. Le simplexe est ici un triangle équilatéral. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
2.2 L’échantillonnage équilibré par la méthode du cube 
 

Le passage à l’échantillonnage équilibré est alors apparu comme une évidence. Il suffit de remplacer la 

condition 2 de la méthode de scission pour obtenir les principes généraux d’une méthode d’échantillonnage 

équilibré. On obtient dès lors les trois conditions suivantes :  

1. Toutes les composantes des ( )tπ  restent dans l’intervalle [0,1].  

2. À chaque étape = 0,1, 2,t …  les vecteurs 1( ) = ( ( ), , ( ))Nt t t π …   doivent satisfaire aux 

équations d’équilibrage :  

 ( ) = .k
k k

k U k Uk

t
 

 
z

z  

 

3. La propriété de martingale doit être satisfaite  

 E { ( ) | ( 1)} = ( 1),p t t t π π π   pour tout  .t  (2.2) 

 

Les conditions 1 et 2 définissent maintenant le polytope  

 = [0,1] = ,k
k k k

k U k Uk

c c
 

  
 

  
 

z
zP   

dans lequel les ( )tπ  doivent rester afin de vérifier à chaque étape les contraintes d’équilibrage. Un exemple 

de polytope est présenté dans la figure 2.2. Cependant, quand les contraintes sont complexes, les sommets 

du polytope P  ne sont pas nécessairement des sommets du cube, ce qui signifie qu’il peut ne pas exister 

d’échantillons exactement équilibrés. On ne pourra dès lors qu’obtenir un échantillon approximativement 

équilibré. C’est pourquoi la méthode du cube est composée de deux phases : la phase de vol et la phase 

d’atterrissage. 
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La phase de vol est une promenade aléatoire dans le polytope P  qui se termine sur un des sommets du 

polytope. La phase d’atterrissage consiste à choisir un échantillon approximativement équilibré proche du 

sommet du polytope obtenu à la fin de la phase de vol tout en respectant les probabilités d’inclusion.  

 
Figure 2.2 Polytope P  pour le cas où les sommets du polytope ne sont pas un sommet du cube. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La méthode du cube est une famille de méthode qui permet de générer une telle promenade aléatoire. 

Pour la phase de vol, afin de passer de ( )tπ  à ( 1),t π  la méthode du cube procède de la manière suivante.  

1. On génère un vecteur 1( ) = ( ( ), , ( ))Nt u t u tu … 
 tel que  

 1( ) = ,k

k U k

u t



z

0   

et ( ) = 0,ku t  si ( )k t  est un nombre entier (0 ou 1). Si un tel vecteur n’existe pas, la phase de vol 

s’arrête.  

2. On cherche 1  et 2  les plus grandes valeurs positives qui satisfont  

 10 ( ) ( ) 1k kt u t      et  20 ( ) ( ) 1,k kt u t      pour tout  .k U   

 

3. On met à jour  

 
1

2

( ) ( ) avec une probabilité
( 1) =

( ) ( ) avec une probabilité 1 ,

t t q
t

t t q






 

 

π u
π

π u
  

où 2 1 2= ( ).q     

 

Il existe plusieurs manières de générer le vecteur ( ),tu  ce qui permet de définir plusieurs variantes de la 

méthode. Après N  étapes au plus, la phase de vol s’arrête sur un sommet du polytope .P Ce sommet est 
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un vecteur contenant au plus Q  valeurs qui ne valent ni 0 ni 1, où Q  est le nombre de variables auxiliaires. 

Pour obtenir un échantillon, il faut alors appliquer une phase d’atterrissage. Deux variantes sont proposées 

dans Deville et Tillé (2004). 

La méthode du cube a été publiée pour la première fois dans les actes des Journées de méthodologie 

statistique (Deville et Tillé, 2000a) puis comme chapitre d’un livre (Deville et Tillé, 2001). La publication 

en anglais a été beaucoup plus laborieuse mais a finalement été acceptée dans Biometrika (Deville et Tillé, 

2004, 2005). Un(e) arbitre ne pouvait pas admettre que les échantillons pouvaient être en même temps 

équilibrés et aléatoires. Un(e) autre ne pouvait pas admettre que la méthode fonctionnait sans énumérer tous 

les échantillons possibles. Une autre critique était que la méthode ne fournissait pas d’échantillons 

exactement équilibrés. L’existence d’une solution exacte ne dépend pourtant pas de la méthode mais de la 

géométrie du problème. 

 
2.3 Implémentation, applications de la méthode et prolongements de la 

recherche 
 

Un premier prototype d’une fonction SAS-IML a été écrite par trois étudiants de l’École nationale de la 

statistique et de l’analyse de l’information (ENSAI) (Bousabaa, Lieber et Sirolli, 1999) sous la direction de 

Frédéric Tardieu et Yves Tillé. La toute première version était vraiment lente au point de douter qu’elle soit 

applicable, mais rapidement des progrès ont été réalisés. Chauvet et Tillé (2006a) ont proposé une 

implémentation qui ne considère à chaque étape qu’une petite partie de la population, ce qui réduit 

considérablement le temps de calcul. Une fonction SAS a été écrite en utilisant cette procédure (Chauvet et 

Tillé, 2006b). Plusieurs packages R permettent aussi de sélectionner directement un échantillon équilibré 

(Tillé et Matei, 2021; Grafström et Lisic, 2019; Jauslin, Eustache, Panahbehagh et Tillé (2021). Leur 

utilisation est particulièrement simple, car les fonctions ne dépendent que de deux arguments : la matrice 

des variables d’équilibrage et le vecteur de probabilités d’inclusion. 

Jean-Claude Deville a joué un rôle décisif pour changer la procédure du recensement en France afin de 

passer à un système continu (Deville et Jacod, 1996). La méthode du cube a été un outil précieux pour 

construire les groupes de rotation (Durr et Dumais, 2002). Les unités primaires de l’échantillon maître ont 

également été sélectionnés avec la méthode du cube. La méthode a été très rapidement utilisée dans de 

nombreuses applications (Tillé, 2011). Comme pour le calage, l’équilibrage est devenu une procédure 

standard en statistique d’enquête. 

La méthode du cube a également suscité de nombreux travaux académiques. La précision de l’équili-

brage est examinée dans Chauvet, Haziza et Lesage (2015). Leuenberger, Eustache, Jauslin et Tillé (2022) 

proposent de trier les observations par ordre croissant de profondeur dans le nuage de point, ce qui réduit le 

problème d’arrondi. La question des probabilités d’inclusion optimales est traitée dans Nedyalkova et Tillé 

(2008, 2012) et Chauvet, Bonnéry et Deville (2011). Ces résultats généralisent la stratification optimale de 

Neyman (1934). Plusieurs articles traitent de l’équilibrage pour des populations stratifiées (Chauvet, 2009; 

Hasler et Tillé, 2014; Jauslin, Eustache et Tillé, 2021). 
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Plusieurs travaux ont été dédiés à l’échantillonnage spatial. Grafström, Lundström et Schelin (2012) 

utilisent le caractère répulsif de la méthode du pivot pour obtenir des échantillons bien étalés dans l’espace, 

ce qui augmente la précision quand les données sont autocorrélées. Grafström et Tillé (2013) proposent 

ensuite une variante de la méthode du cube afin d’obtenir des échantillons à la fois bien étalés dans l’espace 

et équilibrés sur des totaux. Enfin, Jauslin et Tillé (2020a, b), équilibrent sur des micro-strates contenant le 

voisinage de chaque unité afin d’obtenir des échantillons particulièrement bien étalés. 

Jean-Claude Deville a beaucoup travaillé sur les plans à entropie maximale, question sur laquelle il a 

laissé plusieurs notes manuscrites (Deville, 2000b; Deville, nda, ndb, ndc). Ces résultats ont enfin permis 

une implémentation relativement rapide de ce plan. Deville et Qualité (2005) ont ensuite proposé une 

généralisation au cas multidimensionnel. Suite à la remarque d’un arbitre lors de la soumission de l’article 

sur la méthode du cube, Jean-Claude Deville s’est attelé à la détermination d’une condition nécessaire et 

suffisante pour que l’équilibrage n’ait pas de problème d’arrondi (Deville, 2015, 2014). La condition 

obtenue est malheureusement très restrictive. Dans le cas où la condition est respectée, il développe les plans 

équilibrés à entropie maximale (Deville, 2014). 

Jean-Claude Deville a rapidement compris l’intérêt de la méthode du cube pour d’autres applications 

que l’échantillonnage. Plusieurs méthodes d’imputation équilibrées ont été proposées par Chauvet, Deville 

et Haziza (2011); Hasler et Tillé (2016); Eustache, Vallée et Tillé (2022). Ces méthodes ont l’avantage de 

bien restituer la distribution de la variable imputée tout en réduisant la variance due à l’imputation aléatoire. 

La méthode du cube est utilisée aussi dans des champs d’application très éloignée de l’échantillonnage 

comme par exemple dans les méthodes MCMC (Markov chain Monte Carlo) (Chopin et Ducrocq, 2021). 

 
3. Le calage 
 

Les articles écrits par Deville et Särndal (1992) et Deville, Särndal et Sautory (1993) portant sur les 

méthodes de calage (aussi appelées méthodes de redressement) et publiées dans la prestigieuse revue 

Journal of the American Statistical Association sont considérés comme deux des articles les plus importants 

et influents des trente dernières années dans le domaine de l’échantillonnage et de la statistique officielle. 

Ces deux articles proposent une théorie unifiée de l’estimation en présence d’information auxiliaire dont les 

prémisses sont discutées dans Lemel (1976) et Huang et Fuller (1978). Les deux articles co-écrits par Jean-

Claude Deville ont généré de nombreux articles de recherche au cours des trois dernières décennies. Le 

lecteur est renvoyé à Särndal (2007), Haziza et Beaumont (2017), Devaud et Tillé (2019) et Zhang, Han et 

Wu (2022) pour des revues sur les méthodes de calage. La post-stratification (e.g., Holt et Smith, 1979), les 

méthodes de ratissage ou raking ratio en anglais (Deming et Stephan, 1940; Stephan, 1942), l’estimation 

par la régression généralisée (voir, par exemple, Särndal, Swensson et Wretman, 1992) peuvent être 

obtenues comme des cas particuliers des méthodes de calage. 

Les méthodes de calage mettent à profit une information auxiliaire disponible à l’étape de l’estimation 

dans le but de garantir la cohérence entre les estimations produites par l’enquête et des totaux externes 
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connus ou estimés. En pratique, les méthodes de calage sont également utilisées afin de réduire les erreurs 

de non-réponse et les erreurs de couverture. 

 
3.1 Le calage en l’absence d’erreurs non dues à l’échantillonnage 
 

Dans cette section, on se placera dans un cadre théorique idéal, pour lequel les erreurs de non-réponse et 

les erreurs de couvertures sont supposées négligeables. Le calage repose sur la disponibilité d’un vecteur de 

variables auxiliaires, 1= ( , , ) ,k k Jkx xx …   et du vecteur des totaux de population correspondant, =xt  

1
( , , ) ,

Jx xt t…   où = ,
jx jkk U

t x
 =1, , .j J…  Le vecteur xt  est obtenu à partir d’une source externe telle que 

le recensement, un fichier administratif ou encore une autre enquête. 

Lorsque l’on sélectionne un échantillon S  d’une population ,U  il est pratiquement certain que ce dernier 

souffrira d’une distorsion aléatoire en termes du vecteur de variables auxiliaires ,x  au sens où ,
ˆ , x xt t  

avec ,
ˆ = .k kk S 

xt x  Contrairement à une distorsion systématique (comme celle que l’on observe 

généralement dans un contexte de non-réponse), on est ici dans un cas de distorsion aléatoire car 

,
ˆE ( ) = .p  x xt t 0  Le but du calage est donc de corriger cette distorsion. 

Plus formellement, on recherche un ensemble de poids de calage { ; }kw k S  tel que  

 
( )k k k

k S k

d G w d

q
  (3.1) 

est minimum sous les J  contraintes de calage  

 = ,k k
k S

w

 xx t  (3.2) 

où = 1k kd   et kq  est un facteur d’échelle choisi par l’utilisateur (voir Deville et Särndal, 1992; Deville 

et coll., 1993). Dans la majorité des cas rencontrés en pratique, on pose = 1kq  pour tout .k  La fonction 

( )G   est une fonction de pseudo-distance permettant de mesurer la proximité entre les poids avant calage 

kd  et les poids après calage .kw  

Les poids de calage kw  sont donnés par  

 ˆ= ( ),k k k kw d F q λ x  (3.3) 

où λ̂  est un vecteur de taille J  de coefficients estimés garantissant que les contraintes (3.2) sont satisfaites, 

et 
1( ) = ( )F g   est la fonction de calage, définie comme la fonction inverse de (.) ( ) .g G t t    Le poids 

calé (3.3) peut être vu comme le produit du poids avant calage, ,kd  et un facteur d’ajustement, ˆ( ).k kF q λ x  

En plus du vecteur ˆ ,λ  ce dernier dépend de la fonction de calage ( )F   (et donc de la fonction de pseudo-

distance ( ))G   ainsi que des caractéristiques de l’unité ,k kq  et .kx  Dans certaines situation, le terme 
ˆ

k kq λ x  ne dépend pas de ,k  auquel cas toutes les fonctions de calage conduiront au même ensemble de 

poids .kw  Cette situation survient dans le cas d’une post-stratification ou de l’estimation par le ratio (Haziza 

et Beaumont, 2017). 
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L’estimateur par calage de yt  est donné par  

 ,
ˆ = .y C k k

k S

t w y

  (3.4) 

Deville et Särndal (1992) ont considéré un éventail de fonctions ( )G   dont certaines sont présentées au 

Tableau 3.1. Dans le cas de la distance du chi-deux généralisée, Deville et Särndal (1992) ont montré que 

les poids de calage sont donnés par  

 ˆ= (1 ),k k k kw d q λ x   

où  

 

1

,
ˆ ˆ= ( ).k k k k

k S

d q 





 
 

 
 x xλ x x t t   

Il en découle que l’estimateur par calage coïncide avec l’estimateur bien connu par la régression linéaire 

généralisée (voir, par exemple, Särndal et coll., 1992) 

 , , ,
ˆˆˆ ˆ= ( ) ,y C yt t   x xt t B  (3.5) 

où  

 

1

ˆ = .k k k k k k k k
k S k S

d q d q y



 

 
 
 
 B x x x   

Ce résultat constitue l’une des avancées importantes dans le domaine de l’estimation en présence d’infor-

mation auxiliaire : il est possible de construire l’estimateur par la régression généralisée au moyen d’un 

calage. Deville et coll. (1993) ont établi que l’utilisation de l’information de Kullback-Leibler (voir 

Tableau 3.1) conduit à l’estimateur par ratissage classique, ce qui constitue un autre résultat majeur. Les 

distances du chi-deux généralisée tronquée et du logit (voir Tableau 3.1) permettent d’imposer des bornes 

sur les ajustements de calage, ˆ( ),k kF q λ x  dans le but de limiter la dispersion des poids. 

Bien que les estimateurs de calage soient biaisés par rapport au plan de sondage, ils sont convergents, ce 

qui est une propriété désirable (Deville et Särndal, 1992). Lorsque la taille de l’échantillon n  est 

suffisamment grande, le biais quadratique des estimateurs de calage devient négligeable devant leur 

variance. Par conséquent l’erreur quadratique moyenne des estimateurs de calage est approximativement 

égale à leur variance, pourvu que n  soit suffisamment grand. 

Deville et Särndal (1992) ont montré que la variance d’un estimateur de calage peut être approchée par  

 ,
ˆ( ) ,k

p y C k
k U U k

E E
V t

  

  


 

 (3.6) 

où =k k kE y x B  est le « résidu de population » associé à l’unité k  avec  
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1

= .k k k k k k
k U k U

q q y



 

 
 
 
 B x x x   

Il s’agit d’une propriété remarquable : tous les estimateurs par calage ont la même variance asymptotique 

quelle que soit la fonction de calage ( ).F   L’expression (3.6) suggère que les estimateurs de calage sont 

efficaces lorsque les résidus kE  sont petits, ce qui surviendra lorsque la relation entre la variable d’intérêt 

y  et les variables de calage x  est linéaire et forte. Qu’en est-il si la relation n’est pas linéaire ? Dans ce cas, 

il est possible que le modèle n’ajuste pas bien les données, conduisant alors à de grands résidus et une grande 

variance. Ceci a amené Wu et Sitter (2001) à proposer une procédure calage assistée d’un modèle et qui 

permet de prendre en compte des relations non-linéaires au moyen, par exemple, de modèles linéaires 

généralisés. Cependant, contrairement au calage classique de Deville et Särndal (1992), le calage assisté 

d’un modèle requiert la disponibilité du vecteur x  pour toutes les unités de la population. Cette exigence 

n’est généralement pas satisfaite en pratique, en particulier pour les enquêtes auprès des ménages. 

 
Tableau 3.1 

Quelques fonctions de distance introduites dans Deville et Särndal (1992). 
 

 Fonction de distance ( )k kG w d  Facteur d’ajustement de calage ˆ( λ x )
k kF q  

Distance du chi-deux 
généralisée 

2

1
1

2
k

k

w

d

 
 

 
 ˆ1 k kq λ x  

Information de Kullback-
Leibler 

log 1k k k

k k k

w w w

d d d
   ˆexp( )k kq λ x  

Information de Kullback-
Leibler inverse 

log 1k k

k k

d w

w d
   

1
ˆ1 k kq λ x

 

Distance de Hellinger 

2

2 1k

k

w

d

  
 

  
 

1

ˆ1 2 k kq λ x
 

Distance du chi-deux 
généralisée tronquée 

2

1
1 < <

2

sinon

k k

k k

w w
L M

d d

  
  
  



 

1 ( 1) ( 1)

> ( 1)

< ( 1)

k k k k

k k

k k

q L q M

M q M

L q L

     



 

λ x λ x

λ x

λ x

 





 

Distance du logit 
log log < <

1 1

sinon,

k k k k
k k

k

a b d w
a b L M

L M A d

 
 

  


 
( 1) (1 ) exp( )

1 (1 ) exp( )
k k

k k

L M M L Aq

M L Aq

  

  

λ x

λ x




 

 
 

Dans les enquêtes à plusieurs degrés ou plusieurs phases, on dispose de plusieurs niveaux d’information 

auxiliaire. Par exemple, dans le cas d’une enquête à deux degrés, l’information auxiliaire pourrait être 

constituée d’information au niveau des ménages (nombre d’individus dans le ménage, le nombre d’individus 

dans chaque groupe d’âge, le statut propriétaire/locataire, etc.) et d’information au niveau des individus 
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(genre, groupe d’âge, etc.). Le lecteur est renvoyé à Sautory et Le Guennec (2003) et Estevao et Särndal 

(2002, 2006) pour un traitement des méthodes de calage dans un contexte d’enquêtes à plusieurs 

degrés/phases. 

 
3.2 Correction de la non-réponse par calage 
 

La post-stratification et les méthodes de ratissage ont longtemps été utilisées afin de traiter la non-

réponse totale; voir, par exemple, Thomsen (1978), Bethlehem et Keller (1987) et Bethlehem (1988). Les 

premiers travaux portant sur une approche unifiée par calage en présence de non-réponse sont présentées 

dans Deville et Dupont (1993) et Dupont (1993). L’approche a été plus amplement étudiée par Lundström 

et Särndal (1999) et Särndal et Lundström (2005). L’idée est d’obtenir des poids finaux kw  à partir des 

poids initiaux kd  de manière à atteindre les deux objectifs suivants : (i) réduire le biais de non-réponse et 

(ii) garantir la cohérence entre les estimations issues de l’enquête et des totaux connus au niveau de la 

population. 

On considère une population U  dans laquelle un échantillon S  est sélectionné dont seulement les unités 

du sous-ensemble rS  ont répondu. On a donc .rS S U   Nous distinguons deux niveaux d’information 

auxiliaire : (1) le vecteur Ukx  qui est observé pour rk S  et dont le vecteur des totaux au niveau de la 

population, ,Ukk U x  est connu. (2) le vecteur Skx  qui est observé pour k S  et dont le vecteur des 

estimations de type Horvitz-Thompson, ,k Skk S
d

 x  est disponible. Les variables Ukx  sont celles qui 

permettront d’assurer la cohérence entres les estimations issues de l’enquête et les totaux connus au niveau 

de la population. Idéalement, les variables Skx  sont celles qui expliquent à la fois le statut de réponse kR  et 

les variables d’intérêt. Pour chaque ,rk S  nous créons le vecteur empilé  = .Uk
k

Sk

xx x  On recherche un 

système de pondération final, { ; },k rw k S  tel que  

 
( )

r

k k k

k S k

d G w d

q
   

est minimum sous les contraintes de calage  

 = .
r

Ukk U
k k

k S k Skk S

w
d



 

 
 
 
 






x
x

x
  

Les poids finaux sont donnés par  

 ˆ= ( ).k k k r kw d F q λ x   

L’estimateur de yt  est donné par  

  ,
ˆˆ = ( ) .

r

y C k k r k k
k S

t d F q y


 λ x  (3.7) 
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Bien que n’importe quelle fonction de pseudo-distance ( )G   puisse être utilisée, une mise en garde est de 

mise. En effet, choisir une fonction de pseudo-distance dans un contexte de non-réponse revient à imposer 

un modèle paramétrique décrivant la relation entre l’inverse des probabilités de réponse et le vecteur x  

(Haziza et Lesage, 2016). En général, un choix erroné de la fonction ( )G   conduira généralement à un 

estimateur par calage biaisé. Une exception à cette règle surviendra lorsque la variable d’intérêt y  est 

linéairement liée au vecteur x  et que la non-réponse est du type Missing At Random (Rubin, 1976). 

Une autre contribution importante de Jean-Claude Deville est le calage sur variables instrumentales, 

également appelé calage généralisé (Deville, 1998a, 2000a, 2002). Cette approche a également été étudiée 

et discutée, entre autres, par Sautory et Le Guennec (2003), Kott (2006), Chang et Kott (2008), Kott et 

Chang (2010), Haziza et Beaumont (2017) et Lesage, Haziza et D’Haultfoeuille (2019). Cette approche est 

particulièrement utile dans un contexte de non-réponse non-ignorable (Rubin, 1976). Dans ce cas, la proba-

bilité de réponse dépend de variables complètement observées mais également de variables disponibles pour 

les répondants seulement. Il s’ensuit que l’estimation des probabilités de réponse n’est pas aisée. Le calage 

généralisé conduit à un estimateur convergent d’un total si les conditions appelées exclusion restriction 

conditions en anglais sont satisfaites. 

 
4. La méthode du partage des poids 
 

Le sondage indirect consiste à sélectionner un échantillon d’une population cible à partir d’une base de 

sondage différente, mais reliée de quelque sorte à cette population cible. Bien des développements reliés au 

sondage indirect se trouvent dans les livres de Lavallée (2002, 2007) auxquels s’ajoutent des contributions 

plus récentes telles Deville et Maumy-Bertrand (2006), Falorsi, Piersante et Bako (2016), Kiesl (2010), 

Medous, Goga, Ruiz-Gazen, Beaumont, Dessertaine et Puech (2023). On verra que Jean-Claude Deville a 

joué un rôle de premier plan dans le développement du sondage indirect. 

 
4.1 Les tout débuts : les enquêtes longitudinales 
 

La genèse du sondage indirect se rapporte à un problème de pondération relié aux enquêtes longitu-

dinales. Il s’agissait alors de pondérer les individus interrogés dans le cadre d’une enquête longitudinale 

sociale où l’on suit des individus appartenant à des ménages au cours du temps. 

Après une sélection de ménages (et donc d’individus) à la première vague, l’évolution de la composition 

des ménages au fil des vagues en raison notamment des mariages et des décès survenus compliquait la 

pondération de l’enquête. La solution s’obtient par l’utilisation de la méthode du partage des poids (voir 

Lavallée, 1995). 

Le problème de pondération des enquêtes longitudinales auprès de ménages a suscité l’intérêt de 

plusieurs auteurs, notamment, par Huang (1984), Judkins, Hubble, Dorsch, McMillen et Ernst (1984), Ernst, 
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Hubble et Judkins (1984), Ernst (1989) et Kalton et Brick (1995). L’article de Ernst (1989) a bien décrit la 

base du problème et a proposé la solution reliée au partage des poids. 

Supposons une enquête longitudinale d’individus tirés auprès de ménages. On dispose des deux vagues 

de données : la vague A  (ou première vague) et la vague B  (une vague subséquente). Un échantillon AS  

contenant Am  individus a été tiré de la population de la vague A  contenant AM  individus. Soit > 0,A
k  la 

probabilité de sélection de l’individu .k  À la vague ,B  la population contient alors BM  individus répartis 

dans BN  ménages ,B
iU  où le ménage i  contient B

iM  individus. 

Le processus de l’enquête longitudinale est le suivant. Pour chaque individu k  de ,AS  on établit la liste 

des B
iM  individus du ménage i  de la vague B  contenant cet individu. Soit ,BS  l’ensemble des Bn  ménages 

identifiés par les individus .Ak S  Une fois les ménages de BS  identifiés, on enquête auprès de tous les 

individus k  des ménages Bi S  pour mesurer la variable d’intérêt .y  La méthode du partage des poids 

attribue un poids d’estimation ikw  à chaque individu k  d’un ménage enquêté .B
iU  Les étapes de la méthode 

sont les suivantes : 
 

− Étape 1 Pour chaque individu k  des ménages i  de ,BS  on calcule le poids initial = ,A
ik k kw    

où = 1k  si ,Ak S  et 0 sinon.  

− Étape 2 Pour chaque ménage i  de ,BS  on obtient le nombre total d’individus AB
iM  du ménage i  

présents à la vague A  (mais pas nécessairement contenu dans ).AS  

− Étape 3 On calcule le poids final = .B
i

AB
i ik ik U

w w M


  

− Étape 4 Enfin, nous posons =ik iw w  pour tous les .B
ik U  

 

On pourrait envisager de calculer la probabilité de sélection 
B
ik  de l’individu k  du ménage i  de .BS  

Cette probabilité correspond à la probabilité de sélectionner n’importe lequel des 
B
iM  individus du ménage 

,i  et il faut donc ainsi connaître chacune des 
B
iM  probabilités 

A
k  du ménage i  de .BS  Malheureusement, 

notamment dans le cas des enquêtes à plusieurs degrés, les probabilités 
A
k  sont souvent inconnues. De 

plus, à part des cas relativement simples (par exemple, lorsque les individus k  sont sélectionnés dans AS  

de façon indépendante), le calcul des poids 
A
ik  peut s’avérer très complexe. La méthode du partage des 

poids offre donc une solution simple à un problème de pondération difficile, voire impossible, à effectuer 

en pratique. 

 

4.2 Une généralisation du problème 
 

Imaginons des liens (ou correspondance) unissant les individus des deux vagues d’enquête. Puisqu’il 

s’agit de suivre des individus au cours du temps, ces liens peuvent être vus comme étant de « un à un » 

(figure 4.1). Lors de discussions avec Jean-Claude Deville, ce dernier a eu l’idée suivante : « Pourquoi ne 

pas généraliser les liens ? », c’est-à-dire, au lieu de liens « un à un », pourquoi pas considérer des liens 

« plusieurs à plusieurs » (figure 4.2) ? Les figures 4.1 et 4.2 contiennent une représentation graphique des 

méthodes. L’échantillon AS  est le sous-ensemble en jaune de la vague .A  Les sous-ensembles en vert de la 

vague B  sont les grappes 
B
iU  (les ménages) existant lors de la deuxième vague. 
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Figure 4.1 Liens longitudinaux (« un à un »). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 4.2 Liens quelconques (« plusieurs à plusieurs »). 
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Avec cette nouvelle façon de voir les liens, la question devenait alors : « comment associer un poids 

(sans biais) aux unités enquêtées de BU  (la population cible) à la suite de la sélection d’unités dans AU  (la 

base de sondage) ? ». En fait, le problème s’élargissait à un contexte beaucoup plus large que celui des 

enquêtes longitudinales. 

Le nouveau problème étudié était alors le suivant. Soit deux populations AU  et BU  reliées entre elles. 

On désire produire une estimation pour BU  (population cible), mais une base de sondage n’est disponible 

que pour .AU  La solution proposée est alors de tirer un échantillon de AU  afin de produire des estimations 

pour BU  en se servant de la correspondance (liens) existante entre les deux populations. Pour cette nouvelle 

façon de procéder, Jean-Claude Deville a alors proposé le terme sondage indirect. 

Le processus d’enquête du sondage indirect est le suivant. Tout d’abord, pour chaque unité j  de ,AS  

on identifie les unités k  des grappes i  de BU  qui ont un lien avec .j  Soit ,B
iU  l’ensemble des unités k  

de la grappe .i  Pour chaque unité k  identifiée, on établit la liste des B
iM  unités de la grappe i  contenant 

cette unité. Finalement, on enquête auprès de toutes les unités k  des grappes Bi S  pour mesurer la variable 

d’intérêt .y  

Pour illustrer le sondage indirect, Jean-Claude Deville a proposé un exemple où on cherche à effectuer 

une enquête auprès de personnes (unités) qui habitent des logements (grappes). On dispose pour cela d’une 

base de sondage de logements, mais qui n’est malheureusement pas à jour. Cette base de sondage ne contient 

pas, entre autres, les rénovations touchant les divisions des logements des immeubles. Un exemple de ce 

type de rénovation est illustré à gauche de la figure 4.3. On remarque que les logements , , ,a b c d  et e  ont 

été transformés pour obtenir les logements , ,a b c    et .d  En tirant un échantillon de logements de la base 

de sondage, on se rend alors aux nouveaux logements en utilisant la correspondance entre les anciens et les 

nouveaux logements. Cette correspondance est illustrée à droite de la figure 4.3. 

 
Figure 4.3 Logements avant et après rénovation (gauche) et sondage indirect des logements rénovés (droite). 
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L’estimation du total B
yt  de la population cible BU  peut se faire en se servant de AS  tiré de .AU  On note 

cependant que ceci peut constituer un défi de taille si les liens entre les unités de AU  et BU  ne sont pas 

bijectifs. En fait, dans ce cas, il s’avère difficile, voire impossible, d’associer une probabilité de sélection, 

ou un poids d’estimation, aux unités enquêtées dans .BU  La solution consiste alors à utiliser la méthode 

généralisée du partage des poids (MGPP) qui permet d’obtenir un poids d’estimation pour chaque unité 

enquêtée de la population cible .BU  

Tout comme dans le cas des enquêtes longitudinales, on suppose un échantillon AS  contenant Am  unités 

tirées de AU  contenant AM  unités. La population cible BU  contient BM  unités et celle-ci est divisée en 
BN  grappes, où la grappe i  contient B

iM  unités. Les liens (ou correspondance) entre les unités j  de AU  

et les unités k  des grappes i  de BU  sont identifiés par la variable , ,i jkl  où , =1j ikl  s’il existe un lien entre 

l’unité Aj U  et l’unité k  de la grappe i  de ,BU  et 0 sinon. 

Pour appliquer la MGPP, il suffit de suivre ces étapes (qui rappellent celles de la méthode du partage des 

poids, mais en plus générales) : 
 

− Étape 1 Pour chaque unité k  des grappes i  de ,BS  on calcule le poids initial =ikw  

, ,A

A
j ik j jj U

l  
  où =1j  si ,Aj S  et 0 sinon.  

− Étape 2 Pour chaque unité k  des grappes i  de ,BS  on obtient le nombre total de liens 

,= .A

B
ik j ikj U

L l
  

− Étape 3 On calcule le poids final = .B B
i i

B
i ik ikk U k U

w w L
 

   

− Étape 4 Enfin, nous posons =ik iw w  pour tous les .B
ik U  

 

Lavallée (2002, 2007) mentionne que le sondage indirect et la MGPP sont utiles parce qu’ils proposent 

une solution simple à des problèmes de sondage et de pondération complexes. De plus, en général, la MGPP 

donne les mêmes résultats que la théorie classique pour les problèmes simples. En fait, la MGPP constitue 

une solution intéressante, même si elle n’est pas toujours la plus précise (variance minimale) par rapport à 

une autre méthode d’estimation plus complexe.  

 
4.3 Les propriétés de la MGPP 
 

La détermination des propriétés de la MGPP s’est déroulée au cours de discussions avec Jean-Claude 

Deville qui ont débuté en 1995. Celles-ci ont mené au théorème et à ses deux corollaires suivants :  

 

Théorème 1 Dualité de la forme de ˆB
yt  par rapport à AU  et .BU  L’estimateur ˆB

yt  peut s’écrire sous les 

deux formes :  

 ˆ =
B B

i

B
y ik ik

i S k U

t w y
 

    

(avec les poids de la MGPP) et  
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 ˆ = ,
A

B A
y j j j

j U

t Z 


   

où ,= .B B
i

B
j j ik i ii U k U

Z l Y L
    

 

Le Théorème 1 nous montre que l’on est, finalement, en présence d’un simple estimateur de Horvitz-

Thompson. De cette constatation découlent les deux corollaires suivants :  
 

Corollaire 1 Biais de ˆ .B
yt  L’estimateur ˆB

yt  est sans biais pour l’estimation de ,BY  par rapport au plan de 

sondage.  

 

Corollaire 2 Variance de ˆ .B
yt  La formule de la variance de l’estimateur ˆ ,B

yt  par rapport au plan de sondage, 

est donnée par  

  ˆ( ) = ,
A

j jB A A A
p y jj j j A A

A j U j jj U

Z Z
V t   

 



 

 

    

où A
jj   désigne la probabilité conjointe de sélection des unités j  et .j  

 
4.4 Le calage 
 

Supposons que l’on désire corriger les poids de la MGPP pour que les estimations produites 

correspondent à des totaux connus (information auxiliaire). La technique la plus utilisée est alors le calage 

développé par Deville et Särndal (1992). 

Dans le contexte du sondage indirect, il y a deux sources possibles d’information auxiliaire :  

(i) de la base de sondage ,AU  on peut disposer d’un vecteur colonne A
jx  et de son total 

= A

A A
x jj Ut x  (supposé connu);  

(ii) de la population cible BU , on peut aussi disposer d’un vecteur colonne 
B
ikx  et de son total 

= B B
i

B B
x iki U k U  t x  (supposé connu).  

 

Les contraintes de calage associées à la MGPP sont : 

(i) CAL, CAL,ˆ = =A

A A A A
x j j xj S

w
t x t  et  

(ii) CAL, CAL,ˆ = = ,B B
i

B B B B
x ik ik xi S k U

w
  t x t  où CAL,A

jw  est le poids de calage obtenu à partir des 

= 1 ,A A
j jd   et 

CAL,B
ikw  est le poids de calage de l’unité k  de la grappe enquêtée i  où on a appliqué 

la MGPP.  

 

À partir du Théorème 1, on peut réécrire cette dernière contrainte sous la forme : 
CAL,ˆ =B
xt  

CAL, = ,A

A B
j j xj S

w t
   où ,= .B B

i

B B
j j ik i ii U k U

l X L
    On voit alors que cette contrainte est maintenant 

exprimée en fonction des unités .Aj s  

En définissant les vecteurs  
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 =
A
jAB

j

j

 
  
 

x
x


  et  = ,

A
AB x
x B

x

 
 
 

t
t

t
  

on obtient alors une contrainte unique englobant AU  et :BU  

 CAL, CAL,ˆ = = .
A

AB A AB AB
x j j x

j S

w


t x t   

La formulation de la détermination de l’estimateur CAL, CAL,ˆ = A

B A
y j jj S

t w Z
  associé à la MGPP est : 

Déterminer CAL, ,A
jw  pour ,Aj S  afin de minimiser la distance totale  

 CAL,( , )
A

A A
j j j

j S

G w d


   

sous la contrainte unique  

 CAL, CAL,ˆ = = .
A

AB A AB AB
x j j x

j S

w


t x t   

Cette formulation correspond à la formulation du calage de Deville et Särndal (1992). Le calage peut donc 

s’appliquer relativement aisément au sondage indirect et la MGPP. 

Il est important de noter que ce travail sur le calage a été réalisé sans collaboration directe avec Jean-

Claude Deville. Cependant, après tout ce travail présenté par Lavallée (2001) au Colloque francophone sur 

les sondages à Bruxelles, ce dernier a découvert l’article de Deville (1998b) où on retrouve la même solution 

au calage associé à la MGPP. 

 
4.5 Optimisation des liens 
 

La variable indicatrice ,j ikl  indique s’il y a un lien ou non entre les unités j  de la base de sondage AU  

et les unités k  des grappes i  de la population cible .BU  Cependant, elle n’indique pas l’importance relative 

que pourraient avoir certains liens par rapport à d’autres. Il est possible de remplacer ,j ikl  par une variable 

quantitative ,j ik  représentant l’importance qu’on veut donner au lien , .j ikl  Cette variable ,j ik  est définie 

sur [0, ),  où , = 0j ik  équivaut à , = 0.j ikl  Il est à noter que si le processus d’assignation des valeurs de 

,j ik  est indépendant du tirage de ,AS  la MGPP reste sans biais. 

En remplaçant les liens ,j ikl  par , ,j ik  on obtient un nouvel estimateur (sans biais) ˆ .B
yt   Le problème qui 

nous intéresse alors est de déterminer des valeurs optimales de ,j ik  de manière à minimiser la variance de 

ˆ .B
yt   En effet, puisque l’estimateur ˆB

yt   reste sans biais quelles que soient les valeurs de , ,j ik  on doit pouvoir 

déterminer des valeurs de ces dernières pour maximiser la précision de ˆ .B
yt   Le problème est donc de 

déterminer , A Bj ik M M



    afin de minimiser ˆ( ) = ( ; = 1, , ; = 1, , ).B B B

p y ik iV t f y i N k M … …  

Deville et Lavallée (2006) ont déterminé les valeurs de ,j ik  telles que la variance de l’estimateur ˆB
yt   

soit (presque) minimale. La solution optimale n’est pas simple à écrire, et elle dépend souvent de la variable 

d’intérêt .y  Jean-Claude Deville a cependant eu l’idée de définir une optimalité faible ainsi qu’une 

optimalité forte indépendante des .y  
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L’optimalité faible consiste à déterminer des valeurs de ,j ik  afin de minimiser la variance de ˆB
yt   pour 

un choix très précis d’une variable d’intérêt : = 1iky  pour une unité k  donnée d’une grappe i  de BU  et 

= 0i ky    pour toutes les autres unités de .BU  Le problème d’optimisation se réduit alors à déterminer 

,[ ] A Bj ik M M



 afin de minimiser ˆ( ) = ( = 1; = 0;B

p y ik i kV t f y y i i      et ).k k  Deville et Lavallée (2006) 

précisent que l’optimalité faible correspond à minimiser la variance V( | )B
ikw ik S   du poids ikw  obtenu 

par la MGPP (avec ,j ik  au lieu de , )j ikl  pour toutes les valeurs possibles de ,[ ] .A Bj ik M M



 On note que les 

liens pondérés faiblement optimaux résultants ne font pas intervenir la variable y  proprement dite (puisque 

les valeurs de y  ont été remplacées par 1 et 0). De plus, les valeurs faiblement optimales des ,j ik  sont 

généralement relativement faciles à calculer. 

L’optimalité forte indépendante de y  fait intervenir une étape supplémentaire à l’optimalité faible. En 

effet, il s’agit de vérifier que les valeurs faiblement optimales des ,j ik  ne dépendent pas, de manière générale 

(c’est-à-dire pour toutes valeurs de y  autres que 1 et 0) de la variable d’intérêt .y  Dans cet esprit, Deville 

et Lavallée (2006) ont proposé un critère pour vérifier si l’optimalité faible correspond à l’optimalité forte 

(variance minimale de ˆ ).B
yt   Si ce critère est satisfait, l’optimalité forte ne dépend alors pas de la variable 

d’intérêt .y  

 
5. Le développement de l’expression de la variance et son estimation 

pour des estimateurs complexes 
 

Le développement de l’expression de la variance et son estimation pour un estimateur obtenu par 

sondage constitue une étape essentielle pour produire les intervalles de confiance qui renseigneront les 

utilisateurs des statistiques sur leur degré de fiabilité. La théorie classique utilise soit une approche 

analytique, par nature à base de formules mathématiques, soit une approche par réplication d’échantillons 

(bootstrap, jackknife, random groups). Grossièrement, on peut considérer que l’approche analytique 

s’applique plutôt lorsque l’échantillonnage est compliqué et l’estimateur d’expression plutôt simple, alors 

qu’on utilise l’approche par réplication plus volontiers dans la configuration inverse, c’est-à-dire en 

présence d’un échantillonnage simple et d’un estimateur complexe. C’était en tout cas une stratégie 

couramment appliquée avant que l’on ne développe la théorie de la linéarisation des statistiques complexes. 

Ce développement doit beaucoup à Jean-Claude Deville. Bien sûr, on connaissait depuis de nombreuses 

années la méthode de linéarisation des estimateurs définis comme des fonctions de composantes linéaires, 

typiquement des fonctions dérivables d’estimateurs de totaux comme un ratio ou un coefficient de régression 

ou d’estimateurs qui sont la solution d’équations estimantes (Woodruff, 1971; Binder, 1983; Wolter, 1985; 

Binder, 1991; Francisco et Fuller, 1991; Binder et Kovačević, 1995; Binder, 1996). À la fin des années 90, 

Jean-Claude Deville a proposé un cadre formel basé sur la fonction d’influence dans la revue Techniques 

d’enquêtes (Deville, 1999) pour traiter dans un cadre asymptotique mais en toute généralité les statistiques 

hautement non-linéaires, dont par exemple les fractiles ou des paramètres définis comme solutions de 

certaines équations (paramètres implicites). Lorsque la taille d’échantillon est grande, la linéarisation permet 
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finalement d’approcher un estimateur très complexe par un estimateur linéaire classique de type Horvitz-

Thompson, puis la variance du premier par celle du deuxième, produisant ainsi le résultat recherché. 

Plus précisément, l’approche historique considère le paramètre   et l’estimateur ̂  comme des fonctions 

dérivables des variables d’intérêt individuelles. La linéarisation s’appuie alors sur un développement en 

série de Taylor de ̂  autour de son espérance .  Les poids de sondage sont présents dans l’expression ̂  

mais ils ne sont pas considérés comme des variables. Jean-Claude Deville renverse d’une certaine façon 

l’approche en considérant ̂  comme une fonction des poids de sondage et mobilise une forme de dérivée 

par rapport à ces poids : c’est la fonction d’influence, introduite dans la partie suivante. 

 
5.1 Le cadre théorique 
 

La méthodologie proposée s’expose en trois étapes : primo un cadre asymptotique, secundo une 

formalisation utilisant la notion de mesure sur un espace probabiliste, et tertio l’exploitation du concept de 

fonction d’influence, opportunément adapté au contexte. 

Le cadre asymptotique est celui défini dans Isaki et Fuller (1982), et considère une série de populations 

emboitées, de tailles respectives N  tendant vers l’infini et au sein desquelles on tire des échantillons s  dont 

la taille n  tend également vers l’infini. Pour toute variable individuelle ,kx  si xt  est le vrai total des kx  et  

 ˆ =x k k
k s

t w x

   

son estimateur, alors on convient que 1
xN t  a une limite, que 1 ˆ( )x xN t t   tend vers 0 en probabilité et que 

1 ˆ( )x xnN t t   converge en loi vers une loi de Gauss. Toute statistique S  plus complexe construite à partir 

de totaux – vrais ou estimés – relève d’hypothèses de même nature mais étendues : selon son expression, 

dans les cas les plus fréquents la convergence survient lorsqu’elle est multipliée par N   où   est un entier 

positif. On parle d’homogénéité de degré :  un ratio est une statistique homogène de degré 0, une variance 

une statistique homogène de degré 2. Ainsi, le premier axiome s’étend en convenant que N S  a une limite. 

Intervient ensuite la formalisation des estimateurs en mobilisant la notion de mesure. Dans l’expression 

de tout paramètre, les individus de la population finie sont « naturellement » pondérés par un poids égal à 

1, interprété comme une masse associée à une mesure M  de support fini. Dans cette même population, un 

échantillonnage conduit à pondérer tout individu k  de l’échantillon tiré s  par un poids de sondage kw  et 

tout individu k  hors de s  par 0. Ce qui définit une mesure ˆ .M  Un paramètre, aussi complexe soit-il, peut 

s’exprimer comme une fonction de ,M  notée ( )T M  et appelée « fonctionnelle de ».M  Considérant un 

total par exemple,  

 
=1 =1

( ) = = ( ).
N N

k k
k k

T M y y M k    

Adoptant une notation générale familière en théorie de la mesure, on écrira ( ) = ,T M ydM  l’intégration 

portant sur l’ensemble des individus de la population. Au niveau des estimateurs, toujours dans le cas d’un 

total, on considérera  
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=1

ˆ ˆ( ) = = ( ),
N

k k k
k s k

T M w y y M k

    

auquel cas ˆ ˆ( ) = .T M ydM  Ce parallélisme s’applique pour tout paramètre complexe, exprimé initialement 

sous forme ( )T M  et estimé par ˆ( ),T M  estimateur obtenu par substitution de M̂  à M  sur la population 

finie. 

La troisième composante de la théorie utilise la notion de fonction d’influence, utilisée sous une forme 

voisine en théorie de la robustesse (Hampel, Ronchetti, Rousseeuw et Stahel, 1985). On considère la mesure 

spécifique k  obtenue en affectant la masse 1 à l’individu k  puis la mesure kM t  affectant par construc-

tion la masse 1 t  à l’individu k  et la masse 1 à tous les autres individus. La fonction d’influence est définie 

– lorsque la limite existe – par  

 
0

( ) ( )
( , ) = lim .k

t

T M t T M
IT M k

t




 
  

On peut montrer, sous certaines conditions techniques le plus souvent vérifiées dans les contextes 

rencontrés, que lorsque l’espace des mesures est doté d’une distance, si une mesure 2M  converge vers une 

mesure 1M  alors  

 2 1 1 2 1 1( ) = ( ) ( , ) ( , ) ,T M T M IT M k dM IT M k dM R    ε   

où Rε  est un résidu aléatoire qui tend en probabilité vers zéro. En la circonstance, il faut adapter cette égalité 

aux conditions asymptotiques initiales postulées : pour traiter de façon générale les statistiques homogènes 

de degré ,  ce sont les fonctionnelles N T  qui ont les propriétés asymptotiques requises et qu’il faut 

donc ici considérer. Par ailleurs, remarquant que la masse totale associée à la mesure M  est ,N  en 

définissant une distance entre métriques selon  

 1 2 1 2, =
M M M M

d yd yd
N N N N

     
     

     
    

et en fixant 1 =M M  et 2
ˆ= ,M M  les postulats asymptotiques traduisent la convergence de M̂ N  vers 

M N  et conduisent finalement à : 

 
ˆ

ˆ( ) = ( ) ( , ) ( , ) ,
M M

N T M N T M IT M k d IT M k d R
N N

  
   

     
  

  ε   

où le résidu Rε  est dans ces conditions négligeable en probabilité devant 1 ,n  c’est-à-dire que  

 pour tout  > 0, > 0.P nR εε ε   

En notant ( , ) = ,kIT M k z  il en découle  

 
=1

1 1ˆ( ( ) ( )) = .
N

k k k
k s k

N T M T M w z z R
N N





    ε  (5.1) 
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En notant ˆ =z k kk s
t w z

  l’estimateur linéaire naturel du total 
=1

= ,
N

z kk
t z  

 
1ˆ ˆ( ( ) ( )) = ( ) .z znN T M T M n t t R
N

    ε   

D’après le troisième postulat asymptotique, le terme de droite a une limite Gaussienne, et donc le terme de 

gauche a une variance limite, qui est égale à celle du membre de droite. Le pragmatisme habituel conduira 

alors à utiliser 2( 1) ˆ( )zN V t  comme variance approchée de ˆ( )T M  lorsqu’on considérera que n  est 

« suffisamment grand ». La variable kz  est dite variable linéarisée associée à la fonctionnelle .T  Pour 

procéder concrètement à l’estimation de la variance, à partir du moment où kz  dépend d’un nombre fini de 

paramètres que l’on est en mesure d’estimer en mobilisant les données de l’échantillon, on remplacera kz  

par son estimateur naturel ˆ .kz  La variance estimée diffère alors de la vraie variance par un terme dont l’ordre 

de grandeur est en 1/2.n  

L’article de Deville a encore une fois été novateur car il été suivi de plusieurs autres travaux sur 

l’estimation de variance. Alors que Deville a proposé de linéariser le paramètre d’intérêt au niveau de la 

population, Demnati et Rao (2004, 2010) dérivent directement l’estimateur par rapport aux poids de 

sondage. Cette méthode est une manière simple de calculer la fonction d’influence sur l’estimateur. Graf 

(2011), Antal, Langel et Tillé (2011), Graf et Tillé (2014) et Vallée et Tillé (2019) dérivent l’estimateur par 

les indicatrices d’appartenance à l’échantillon, ce qui permet de prendre en compte à la fois la non-linéarité 

de l’estimateur et le calage. Les résultats données par les différentes méthodes ne sont pas toujours 

identiques car les poids peuvent dépendre des indicatrices d’appartenance notamment quand l’estimateur 

est calé. 

 
5.2 Les outils 
 

De la théorie précédente, découlent des règles de calcul de variables linéarisées qui permettent de traiter 

plus simplement les estimateurs complexes, en les décomposant. La fonctionnelle « total » 
=1

( ) =
N

ii
T M y  

est la plus simple. Puisque  

 
=1 =1 =1

( ) = ( ) ( ) = ,
N N N

k i i k i k
i i i

T M t y M i y t i y ty        

il est immédiat que = ( , ) = .k kz IT M k y  L’expression (5.1) est ici tautologique, avec = 0.Rε  

Différentes propriétés utiles sont citées dans l’article fondateur.  

(i) Soit ( )T M  et ( )S M  deux fonctionnelles : 

 ( ) ( , ) = ( , ) ( , )I T S M k IT M k IS M k    

et  

 ( ) ( , ) = ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).I T S M k IT M k S M k IS M k T M k      
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(ii) Soit ( )T M  un vecteur de totaux dans pR  et f  une fonction différentiable de pR  dans R  dont la 

matrice ( , )p p  des dérivées partielles prises en ( )T M  est notée , ( ).f T MD  Alors, ( ) ( , ) =I f T M k  

, ( ) ( , ).f T MD IT M k  Cette règle est utile pour retrouver les linéarisées, bien connues, des fonctions 

régulières de totaux, comme par exemple les ratios ou les coefficients de corrélation linéaire. 

On s’intéresse maintenant à des fonctionnelles paramétrées par un vecteur   de ,pR  notées 

( , ).T M   Par exemple, si =1p  et [0,1],   notant F  la fonction de répartition associée à la 

distribution des ,ky 1( , ) = ( )T M F   est le quantile d’ordre   de la distribution. 

 

(iii) Si ( , )T M   en tant que fonction de   a une régularité suffisante, on peut définir une 

fonctionnelle réciproque ( , )M   vérifiant par conséquent ( , ( , )) = .T M M    Par exemple, 

pour traiter la variance d’un quantile on considérera ( , ) = ( )T M F   et on obtiendra ( , ) =M   
1( ).F   On peut montrer que  

 
1

( , , ) = ( , ( , )) ( , , ).
T

I M k M M IT M k  



 

    
 

 (5.2) 

Ce théorème est utile pour obtenir, par exemple, la linéarisée d’un quantile ou d’un paramètre 

implicite (voir 5.3). 

 

(iv) Supposons que le paramètre s’écrive comme fonction de la valeur ,y  c’est-à-dire considérons 

une fonctionnelle du type ( , ( ))T M y  où   est une fonction ayant les bonnes propriétés 

techniques, puis la fonctionnelle ( ) = ( , ( )) .S M T M y dM  Alors,  

 ( , ) = ( , ( )) ( , ( ), ) .kIS M k T M y IT M y k dM    (5.3) 

Ce théorème sert, par exemple, pour déterminer la linéarisée du coefficient de Gini (voir 5.3). 

 

(v) Si le paramètre est lui-même une fonctionnelle ( ),S M  on peut obtenir la fonction d’influence de 

( , ( ))T M S M  – c’est-à-dire la linéarisée d’une composée de fonctionnelles – selon  

 ( , ( ), ) = ( , , ) ( , ) ( , ),
T

IT M S M k IT M k M IS M k 



 


  

où   prend dans l’expression finale de droite la valeur ( ).S M  

 

On cite enfin une propriété intéressante : pour tout fonctionnelle de degré ,  on a  

 
=1

( , ) = ( ).
N

k

IT M k T M    

En particulier si = 0  (un ratio par exemple), la somme sur la population des variables linéarisées kz  est 

nulle. 
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5.3 Quelques applications 
 

La théorie qui précède permet de linéariser (à peu près) tous les estimateurs que l’on est en mesure de 

rencontrer dans les opérations statistiques d’enquête. Elle a donc une portée extrêmement générale, et 

permet in fine tous les calculs analytiques de variance, pour (à peu près) tous les paramètres imaginables, 

dès lors qu’on accepte les conditions asymptotiques, c’est-à-dire que l’on considère que la taille d’échan-

tillon n  est « suffisamment grande ». 

L’article originel de Jean-Claude Deville présente plusieurs exemples d’applications pour des paramètres 

complexes. On y trouve, avec les développements techniques qui les justifient, les cas des paramètres 

implicites, des quantiles, du coefficient de Gini, du seuil de pauvreté (défini comme la proportion 

d’individus dans une population dont la variable revenu est inférieure à la moitié de sa médiane), le 

coefficient de corrélation des rangs de Kendall. Sont également traitées l’estimation de variance d’une 

composante principale d’un nuage de points, et celle de la projection d’un point représentant une sous-

population quelconque sur un axe factoriel dans le cadre d’une analyse des correspondances multiples. Ce 

qui suit fournit quelques résultats concernant les paramètres implicites, les quantiles, et enfin un coefficient 

d’inégalité de type Gini. 

Un paramètre implicite est un vecteur de pR  solution d’une équation du type ( , ) = 0H M B  où 

( , ) = ( ),kk U
H M l

B B  les fonctions kl  étant des fonctions régulières de pR  dans .pR  En utilisant (5.2), 

et en notant 0B  la solution de l’équation, on obtient pour tout k  de ,U  

 
1

0 0( , ) = ( , ) ( , , )
H

I M k M IH M k


 
  

 
B B B

B
  

c’est-à-dire 

 

1

0 0( , ) = ( , ) ( ).k
k

k U

l
I M k M l





 
  

 
B B B

B
  

Cette situation est par exemple celle des coefficients de régression, les kl  découlant des équations normales. 

Si la régression est linéaire, on en tire (notations classiques)  

 
2

1
( ) = ( )k k k k

k

l y


 B x z B   

et finalement le vecteur linéarisé de pR   

 

1

02 2

1
= ( , ) = ( )k k

k k k k
k U k k

I M k y
 





 
    
 


x z
z B x z B


   

que l’on peut trouver aussi par l’approche « historique ». Si la régression est logistique, les outils classiques 

ne suffisent plus et alors  
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1

0 0 0= ( , ) = ( )(1 ( )) ( ( )),k k k k k k k k
k U

I M k f f y f





 
   

 
z B x z z B z B x z B      

où ( ) = (1 ).u uf u e e  

Pour obtenir la linéarisée d’un quantile, il faut considérer la fonctionnelle « fonction de répartition »  

 
1 1

( ) = ( , ) = Card{ } = 1 ,
kk x xF x T M x k U x x dM

N N
       

dont la fonction d’influence vaut 

 
1

( , , ) = {1 ( )}.
kx xIT M x k F x

N
    

En supposant pour simplifier que cette fonction croissante est dérivable et inversible, on définirait le quantile 

q  d’ordre   où [0,1]   par l’équation ( ) = .F q   L’application de la formule (5.2) conduirait alors à 

la linéarisée  

 1= ( , ) = [ ( )] (1 ).
kk x qz Iq M k N F q

        

Jean-Claude Deville a proposé un aménagement astucieux et assez simple pour tenir compte de la forme 

« en escalier » de ( ),F x  qui n’est en réalité ni dérivable ni inversible. 

Terminons en précisant la linéarisée d’un indice d’inégalité type « indice de Gini ». L’indice considéré 

dans l’article est défini par  

 
1

GINI = ( ) ,
x

xF x dM
t 

  

où = .x kk U
t x

  En utilisant (5.3) on obtient  

 
, inf= ( ) GINI ,k k k

k k

x x

x x x
z F x

t t


     

en posant  

 
<

,inf

<

1
=

1

k

k

x x

k

x x

x dM
x

dM




  

qui représente la moyenne des x  inférieurs à .kx  

 
6. L’échantillonnage par quotas 
 

L’échantillonnage « par quotas » est une méthode de sondage peu pratiquée par les instituts nationaux 

de statistique. L’argument essentiel est celui du biais des estimateurs qui en découlent, alors même que l’on 
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ne peut pas se prévaloir de variances plus faibles qu’avec une méthode probabiliste bien choisie, compte 

tenu des grandes tailles d’échantillon communément gérées par la statistique publique. Un autre argument, 

plus philosophique, est la dépendance de la qualité de l’estimation envers un modèle, c’est-à-dire un jeu 

d’hypothèses simplificatrices de la réalité, parfois même (beaucoup) trop simplificatrices. Jean-Claude 

Deville avançait souvent ce second argument, qu’il considérait comme traduisant une forme d’absence de 

neutralité qui ne convenait pas à un institut national de statistique, du moins quand il est possible de faire 

autrement (on peut rétorquer que l’on utilise systématiquement des modèles pour traiter la non-réponse, 

mais c’est incontournable!). C’est peut-être parce que cette méthode de sondage empirique très utilisée 

(particulièrement dans le secteur privé) est par nature risquée et donc controversée que Jean-Claude Deville 

a éprouvé le besoin de formaliser la question. Il semble qu’il ait été le premier à le faire de manière aussi 

complète, rédigeant un article faisant autorité dans la revue Techniques d’enquêtes en 1991 (Deville, 1991). 

Dans cet article, deux types de modèles sont distingués : un modèle porte sur l’échantillonnage, un autre sur 

la variable d’intérêt. Dans chaque configuration, un estimateur est explicité, son biais étudié, et lorsque c’est 

possible l’auteur produit une expression théorique de variance ainsi qu’un estimateur sans biais de cette 

variance. 

 
6.1 Le cadre général 
 

Rappelons le principe du sondage par quotas, en se restreignant pour simplifier au cas d’une ou de deux 

variables dites « de quota ». L’information auxiliaire est constituée par les tailles des sous-populations 

définies par les modalités des variables de quota, qui sont donc de nature qualitative. S’il y a une seule 

variable qualitative à I  modalités pour définir ces sous-populations, on dispose de l’effectif iN  pour chaque 

modalité i  variant de 1 à .I  S’il y a deux variables qualitatives possédant respectivement I  et J  modalités, 

notant ,i jN  l’effectif de la cellule ( , ),i j  on connaît les effectifs marginaux ,. ,=1
=

J

i i jj
N N  pour tout i  

variant de 1 à I  ainsi que les effectifs marginaux ., ,=1
=

I

j i ji
N N  pour tout j  variant de 1 à J  (quotas 

« marginaux »). Noter que la connaissance des effectifs croisés ,i jN  (quotas « croisés ») nous ramène au 

cas d’une seule variable qualitative. La sélection de l’échantillon se fait de manière empirique, sans base de 

sondage, en respectant quelques consignes de collecte pour aléatoiriser autant que possible la composition 

de l’échantillon de taille globale n  tout en imposant des contraintes fixant les in  (cas d’une variable de 

quota) ou affectant les ,i jn  (cas de deux variables de quota). Ces contraintes, que l’on nommera « contraintes 

de quota », sont fixées à l’appréciation du sondeur, mais en pratique on trouve presque exclusivement le 

contexte des quotas proportionnels, où il s’agit de faire en sorte que l’échantillon ait la même structure que 

celle de la population, soit = iN

i Nn n  dans le cas d’une seule variable ou ,.

,. = iN

i Nn n  pour tout i  et .,

., = jN

j Nn n  

pour tout j  dans le contexte des quotas croisés (contraintes « de quotas proportionnels »). Cette situation 

constitue un standard rassurant mais ne correspond pas à la situation intuitive d’optimum, car il est toujours 

préférable d’augmenter les tailles d’échantillon dans les cellules où la dispersion est la plus forte (se référer 

à l’optimum de Neyman dans le cas probabiliste stratifié – qui diffère de l’allocation proportionnelle tout 

en lui étant préférable). 
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6.2 Un modèle d’échantillonnage 
 

Le cas des quotas sur une seule variable peut se traiter en assimilant le tirage à du tirage stratifié avec 

sondage aléatoire simple dans chaque strate, chaque sous-population associée à une modalité i  de la variable 

de quota définissant une strate au sein de laquelle la taille d’échantillon in  est imposée. On imagine 

difficilement d’autres alternatives et il n’y a donc rien de bien original à ajouter dans ce contexte simple. 

Le cas intéressant est celui des quotas marginaux. Le modèle comporte deux temps. Dans un premier 

temps, on assimile le tirage à un tirage aléatoire simple sous contrainte, les contraintes étant celles imposées 

sur les ,.in  et sur les ., ,jn  donc les contraintes de quotas. C’est une hypothèse assez audacieuse, postulant 

une neutralité parfaite des enquêteurs lors de la sélection de leurs échantillons respectifs. Techniquement, 

le tirage aléatoire simple sous contrainte revient à considérer que tout échantillon ne respectant pas les 

quotas a une probabilité de sélection nulle et que tous les échantillons respectant les quotas ont la même 

probabilité de sélection. Pratiquement, on pourrait la mettre en œuvre en effectuant des sondages aléatoires 

simples successifs et indépendants, tout en les refusant tant que les contraintes de quota ne sont pas vérifiées 

(tirage réjectif). Mais dans un second temps, on oublie en quelque sorte l’existence de ces contraintes… 

Si on note ,i jP  le poids ,i jN

N  de la cellule ( , ),i j  l’objectif consiste à estimer ces poids. En effet, la 

moyenne Y  de toute variable d’intérêt Y  définie dans la population s’écrit ,

,( , )
= i jN

i jNi j
Y Y  et sous le 

modèle convenu la vraie moyenne ,i jY  dans la cellule ( , )i j  est estimée sans biais par la moyenne simple 

,i jy  dans l’échantillon recoupant cette cellule, si bien que l’estimateur naturel par quotas de Y  sera 

quota , ,( , )

ˆ ˆ= i j i ji j
Y P y  où ,

ˆ
i jP  estime ,i jP  – autant que possible sans biais. Avec un tirage aléatoire simple 

standard, les tailles d’échantillon par cellule ( , ),i j  soit , ,i jn  suivent une loi multinomiale. Le second temps 

du modèle intervient ici pour postuler que sous les contraintes de quota, la loi des ,i jn  reste mutinomiale. 

Dans ce contexte, l’estimation des ,i jP  se fait par exemple par maximum de vraisemblance, ce qui conduit 

à maximiser l’objectif ,

,( , )
.i jn

i ji j
P  Les solutions doivent être compatibles avec l’information marginale 

connue, ce qui impose par ailleurs  

 ,.
,

=1

=
J

i
i j

j

N
P

N
   pour tout  i   et  

.,

,
=1

= ,
I

j

i j
i

N
P

N
   pour tout  .j   

Les solutions obtenues sont de la forme , 1
,
ˆ = ( )i jn

i j i jnP a b   (les coefficients inconnus ia  et jb  sont les 

coefficients de Lagrange associées à l’optimisation sous contrainte). Comme il y a 1I J   contraintes 

indépendantes, en imposant par exemple la contrainte identifiante = 0,Jb  on obtient les ia  et les jb  en 

résolvant le système (S)  

 ,.1
,

=1

( ) = ,
J

i
i j i j

j

N
n a b n

N
   pour tout  =1, , ,i I…   

 
.,1

,
=1

( ) = ,
I

j

i j i j
i

N
n a b n

N
   pour tout  =1, , 1.j J …   

On constate à ce stade que si les quotas sont proportionnels (on rappelle qu’il s’agit du scénario à 

peu près systématiquement choisi en pratique), manifestement on résout le système en choisissant 
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systématiquement = 1ia  et = 0,jb  auquel cas ,

,
ˆ = i jn

i j nP  et quota
ˆ =Y y  moyenne simple dans l’échantillon. 

On retrouve un résultat bien connu. Le cas des quotas non proportionnels fournit pour sa part un estimateur 

complexe, dont la forme analytique n’est pas explicite, mais asymptotiquement non biaisé dès lors que la 

pertinence du modèle – non discutée dans l’article fondateur – n’est pas remise en cause. Ce point doit 

inciter à la prudence parce que si les contraintes de quota proportionnel sont effectivement respectées en 

espérance mathématique avec un tirage aléatoire simple, il nous semble que le modèle d’échantillonnage 

devient a priori plus fragile quand les quotas s’éloignent significativement de quotas proportionnels, cela 

parce que le second temps de ce modèle est plus difficile à accepter. Si le premier temps du modèle est 

probablement la seule façon de construire une base théorique pour traiter les quotas, on pourrait en revanche 

– ce serait un autre exercice – chercher à maximiser la densité des ,i jn  sous les contraintes de quota pour 

obtenir les ,
ˆ .i jP  

Jean-Claude Deville a proposé une expression de variance pour quota
ˆ ,Y  l’aléa de sondage étant ici le seul 

aléa qui génère de la variabilité. Il commence par décomposer les vraies moyennes par cellule ,i jY  selon 

, ,=i j i j i jY A B E   en imposant les contraintes identifiantes = 0,JB  

 , ,
=1

= 0,
J

i j i j
j

N E   pour tout  =1, ,i I…   

et  

 , ,
=1

= 0,
I

i j i j
i

N E   pour tout  =1, , 1.j J …   

Puis, il introduit les coefficients 0
ia  et 0

jb  assurant les égalités  

 
, ,1 0 0 1( ) = ( ) .i j i j

p i j i j

n N
E a b a b

n N
  

  
 

  

En effet, , 1( )i jn

i jn a b   est un estimateur de ,

, = i jN

i j NP  mais il n’est pas sans biais de ,i jP  dans le cas 

général, et les coefficients 
0
ia  et 0

jb  vérifient les équations du système (S) considéré en espérance 

mathématique, soit  

 0 0 1
, ,.

=1

( ) = ,
J

i j i j i
j

N a b N   pour tout  =1, , ,i I…   

 0 0 1
, .,

=1

( ) = ,
I

i j i j j
i

N a b N   pour tout  =1, , 1.j J …   

Si les quotas sont proportionnels, alors = 1ia  et = 0jb  et compte tenu du modèle multinomial, on a 

également 
0 =1ia  et 0 = 0jb  (ces valeurs sont des solutions du système non linéaire précédent dans tous les 

cas de figure, mais ce ne sont pas les valeurs adéquates pour des quotas non proportionnels). En posant  
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 2 2
, ,

( , ),

1
= ( ) ,i j k i j

k i ji j

S y Y
N 

   

on en tire une expression de variance : 

 , 2 0 0 1 2
quota , ,

( , )

1ˆ( ) = { ( ) }.i j

i j i j i j
i j

N
V Y E a b S

n N
    

La stratégie optimale n’est pas celle des quotas proportionnels, mais celle qui « gonfle » les quotas .in  et 

. jn  pour les modalités i  et j  correspondant aux fortes dispersions 2
, .i jS  Cette règle, très intuitive, n’apparait 

pas clairement dans son principe si on s’en tient à ce calcul de variance. En revanche, elle devient évidente 

quand on raisonne conditionnellement aux tailles , .i jn  

Lorsque les quotas sont proportionnels, on a donc  

 , 2 2
quota , ,

( , )

1ˆ( ) = ( ).i j

i j i j
i j

N
V Y E S

n N
   

On a clairement intérêt à avoir , = 0i jE  pour tout ( , )i j  donc un modèle additif. L’article propose par ailleurs 

un estimateur de variance à faible biais qui n’est pas compliqué lorsque les quotas sont proportionnels parce 

qu’il s’obtient dans ce cas à partir d’un calcul classique de résidus dans une certaine régression linéaire 

standard. 

 

6.3 Des modèles portant sur la variable d’intérêt 
 

Il s’agit dans toute cette partie d’adopter un point de vue radicalement différent du précédent, puisque 

cette fois le modèle porte sur la variable d’intérêt .Y  Cette variable est considérée comme aléatoire selon 

l’approche basée sur le modèle développée par Royall (1970, 1976a, b, 1988) (voir aussi Valliant, Dorfman 

et Royall, 2000; Chambers et Clark, 2012). Toutes les déclinaisons de modèle envisagées dans l’article 

s’inscrivent dans le cadre général du modèle linéaire, de type = Y XB u  où B  est un vecteur de 

coefficients réels inconnus, X  une matrice dont les colonnes constituent des variables explicatives et u  est 

un vecteur de résidus d’espérance nulle et de variance sous le modèle V  inconnue. 

Dans ce contexte, un vecteur de valeurs ky  où k  décrit la population U  est composé de deux vecteurs, 

respectivement sY  de taille n  regroupant les valeurs ky  observées – donc celles où k s  – et rY  de taille 

N n  regroupant toutes les valeurs ky  non observées. Pour définir un estimateur optimum du vrai total 

= ,y kk U
t y

  il est naturel de chercher à minimiser l’erreur quadratique 2ˆE ( )m yt t  où E ( )m   désigne 

l’espérance mathématique lorsque l’aléa est celui qui affecte les valeurs ky  (qui n’a donc rien à voir avec 

l’aléa de sondage). On impose par ailleurs une forme d’absence de biais qui se traduit par l’égalité 

ˆE ( ) = 0.m yt t  Enfin, on cherche un estimateur simple, donc linéaire, c’est-à-dire de forme ˆ = s st g Y  où sg  

est un vecteur (restant à trouver) de taille .n  La solution du problème conduit à l’optimum  

  1
,opti

ˆ ˆˆ = ( ) ,y s s r r rs ss s st   1 Y 1 X B V V Y X B    

où s1  (respectivement )r1  est un vecteur de taille n  (respectivement )N n  composé de 1, les termes ,sX

,rX ssV  et rsV  représentant les sous matrices de X  et V  formées par les lignes/colonnes associées aux 
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ensembles d’indices s  et/ou .r  Le coefficient estimé B̂  est celui des moindres carrés généraux, soit 
1 1 1ˆ = ( ) ( ).s ss s s ss s
  B X V X X V Y   On va se placer a priori dans le cas où = 0,rsV  hypothèse simplificatrice 

facile à accepter sauf si le tirage fait intervenir des grappes. De ce fait, l’estimateur optimum se simplifie 

beaucoup puisque  

 ,opti
ˆˆ ˆ= ( ) = ,y s s r r k k

k s k r

t y y
 

  1 Y 1 X B    

où ŷkt  est la ek  coordonnée du vecteur ˆ ,rX B  autrement dit le prédicteur optimum de la valeur inconnue 

.ky  C’est cette expression qui va servir par la suite pour exprimer les estimateurs issus de la méthode des 

quotas. Notons que si la constante fait partie des régresseurs (ce qui est extrêmement courant), on a 

ˆ= ,k kk s k s
y y

    si bien que ,opti
ˆ ˆ= .y kk U
t y

  

L’estimateur ,optiŷt  est par construction sans biais au sens où , opti
ˆE ( ) = 0.m y yt t  L’appréciation de sa 

qualité fait aussi appel à sa variance, définie par 2
,opti

ˆE E ( )p m y yt t  où E ( )p   désigne l’espérance mathé-

matique par rapport à l’aléa de sondage. C’est aussi 2
,opti

ˆE E ( ) .m p y yt t  

L’association d’un aléa de sondage et d’un aléa de modèle n’est pas raisonnablement traitable si le 

modèle portant sur ky  change lorsqu’on possède une information sur l’appartenance – ou non – de l’individu 

k  à l’échantillon tiré : sinon, tout calcul deviendrait ingérable, et au demeurant on ne serait pas même en 

mesure de formaliser de manière crédible la dépendance du modèle à l’échantillon, dont on rappelle qu’il 

est aléatoire. Puisqu’il n’est pas souhaitable (et pas possible pratiquement) de chercher à raffiner les 

hypothèses au-delà d’un certain degré, on considère que la loi de sélection de s  et celle qui génère Y  sont 

indépendantes. On parle de modèle non informatif. Dans ces conditions, le modèle posé sur ky  s’applique 

aveuglement à tout individu k  sans qu’il y ait à se préoccuper de savoir si k s  ou si .k s  Ce parti pris 

est essentiel pour pouvoir mener les calculs de variance mais il est hélas contestable : typiquement dans le 

cas des sondages empiriques on peut douter, en tout cas lorsque l’opération n’est pas menée sous un contrôle 

très serré de la pratique des enquêteurs, qu’il n’y ait pas quelque relation entre les valeurs de Y  et le fait 

d’appartenir ou non à l’échantillon. C’est d’ailleurs ce qui crée le principal risque de biais des estimateurs 

et ce qui alimente la critique traditionnelle des échantillonnages empiriques. Mais passons sur ce risque, 

acceptons-le, et résumons, dans ces conditions, la théorie exposée dans l’article de Jean-Claude Deville 

(1991). 

Le cas des quotas fondés sur une seule variable qualitative et celui des quotas croisés relèvent du même 

modèle linéaire, qui est très simple : notant i  la modalité de la variable de quota et k  l’identifiant de 

l’individu, on pose , ,=i k i i ky m u  avec ,E ( ) = 0m i ku  et 
2 2
,E ( ) = .m i k iu   Cela traduit la situation naturelle 

espérée, celle où la variable qualitative (ou le croisement des deux variables) explique bien la variable 

d’intérêt. La technique de sondage fait que les tailles d’échantillon par modalité in  sont indépendantes de 

l’échantillon tiré .s  On vérifie que ,
ˆ ˆ= = ,i k i iy m y  moyenne simple des ,i ky  calculée sur les individus de 

l’échantillon vérifiant la modalité .i  Dans ce cas, on vérifie facilement que l’estimateur optimum sans biais 

s’écrit  



Techniques d’enquête, décembre 2023 309 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

 ,opti
=1

ˆ = .
I

y i i
i

t N y   

C’est exactement l’expression de l’estimateur post stratifié classique. On peut montrer que  

 
2

2 2
,opti

=1

ˆE E ( ) = 1
I

i i
m p y y i

i i i

n
t t N

N n

 
  

 
   

en exploitant le fait que les in  sont indépendants de ,s  et obtenir ensuite une estimation sans biais de cette 

variance. 

Considérons maintenant le cas des quotas marginaux, dans un contexte de modèle additif, c’est-à-dire, 

pour un individu k  vérifiant respectivement les modalités i  et j  des deux variables de quota : , , =i j k iy    

, ,j i j ku   avec , ,E ( ) = 0m i j ku  et 2 2 2
, ,E ( ) = .m i j k i ju    Les résidus sont par ailleurs considérés comme deux 

à deux indépendants. L’estimateur optimum sans biais devient, en toute généralité  

 ,opti , , , ,
, ,

ˆˆ ˆ= ( )( ).y i j i j i j i j i j
i j i j

t n y N n        

Les estimateurs de i  et de j  étant compliqués à obtenir dans le cadre général ici présenté, Jean-Claude 

Deville propose d’utiliser les estimateurs des moindres carrés associés à un modèle ordinaire. Dans ce 

contexte, après avoir écrit les équations normales, et obtenu ainsi facilement les ˆi  et ˆ ,j  un peu d’algèbre 

amène à  

 ,opti . .
ˆˆ ˆ= .y i i j j

i j

t N N     

Dans le cas des quotas proportionnels, on vérifie que ,opti
ˆ = :yt N y  c’est l’estimateur que l’on utilise classi-

quement dans le cadre des enquêtes par quotas, dont l’extrême simplicité constitue d’ailleurs un argument 

essentiel d’usage. Dans le cas des quotas non proportionnels, on peut toujours exprimer analytiquement 

, opti
ˆ ,yt  en particulier comme une combinaison linéaire des estimateurs simples par cellule , ,i jy  soit 

,opti , ,,
ˆˆ = ,y i j i ji j

t N y  mais les expressions des ,
ˆ

i jN  sont complexes. 

Lorsque les quotas sont proportionnels, la vraie variance ,opti
ˆ( )yV t  peut s’exprimer en fonction des .,iN

. ,jN 2
i  et 2 ,j  et on peut également obtenir un estimateur de variance en formant  

 
,2 2

,opti ,
,

1ˆ ˆV( ) = ,
n

i jN
y i j

i j

n
t N s

n n


   

où 2
,i js  est la dispersion standard des , ,i j ky  collectés dans la cellule ( , ).i j  Il est sans biais en ce sens où 

,opti ,opti
ˆ ˆ ˆE E V( ) = V( ).p m y yt t  La faisabilité d’un calcul de variance et de son estimation sans biais est inti-

mement liée au caractère proportionnel des quotas : sans cette propriété, le développement de l’expression 

de la variance n’est plus possible parce que l’estimateur ,optiŷt  dépend des tailles d’échantillon par cellule 

,i jn  et que celles-ci dépendent elles-mêmes de l’échantillon tiré… selon une probabilité que l’on ne connaît 

pas, par définition d’un tirage empirique. 
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L’article aborde enfin le cas, plus général, des quotas marginaux, dans un contexte où le modèle perd 

son caractère additif et devient , , , , ,= .i j k i j i j i j ky u      L’estimateur optimum est ,opti , ,,
ˆ =y i j i ji j
t N y  

mais passé ce stade on se trouve dans un contexte où non seulement on ne connaît pas ,i jN  mais où il ne 

semble pas même possible d’en produire un estimateur « naturel ». Si les quotas sont proportionnels, la 

pratique – et manifestement seule issue possible – consiste à se rabattre sur l’expression simple et standard 

ˆ = .t N y  Le prix à payer est celui d’un biais, qui vaut  

 ,

, ,
,

E E ( ) = E .i j

p m y p i j i j
i j

n
N y t N N

n


   
   

   
   

Il n’a aucune raison d’être nul, mais quand les consignes sont bien conçues et que la collecte les respecte, 

on peut espérer que les ratios ,i jn n  et ,i jN N  seront numériquement proches, et donc le biais faible. 

 
6.4 Conclusion opérationnelle 
 

La conclusion que l’on peut produire sur le traitement des enquêtes par quotas est la suivante. Si on 

dispose d’une seule variable de quotas ou si on pratique les quotas croisés (ce qui est le mieux!) en utilisant 

plusieurs variables de quotas, il n’y a aucune difficulté à estimer sans biais puis à calculer une variance. 

S’agissant de quotas marginaux, avec un modèle portant sur l’échantillonnage, on obtient un estimateur en 

toute circonstance. Il est asymptotiquement sans biais et sa variance peut toujours être estimée. Avec un 

modèle portant sur la variable d’intérêt, on ne sait pas gérer les modèles non additifs. Si le modèle est additif, 

on peut toujours produire un estimateur sans biais, mais si les quotas ne sont pas proportionnels alors on ne 

sait pas estimer de variance. 

 
7. Conclusion 
 

Ce qui précède ne couvre pas la totalité des développements originaux réalisés par Jean-Claude Deville 

dans le domaine de la statistique d’enquête. Il a en effet écrit de nombreux articles et effectués dans des 

colloques un grand nombre de présentations sur d’autres aspects moins porteurs. Cela étant, ses principaux 

travaux ont eux-mêmes connu des fortunes diverses. Le calage a certainement constitué l’avancée la plus 

marquante, la mieux connue et la plus utilisée à l’échelle mondiale, à tel point qu’aujourd’hui il n’existe 

plus d’enquête par sondage qui ne soit pas calée sur quelques données externes, au moins dans l’univers de 

la statistique publique. Le partage des poids relève de conditions d’enquête assez particulières mais il est 

néanmoins très utilisé, et probablement l’est-il surtout lorsqu’on met en œuvre des enquêtes répétées dans 

le temps et plus particulièrement sous forme d’échantillonnage rotatif. Le développement analytique de 

l’expression de la variance pour des estimateurs complexes trouve régulièrement des applications mais 

s’appuie sur une théorie assez compliquée et reste sérieusement concurrencé par les techniques de 

réplication d’échantillon. L’échantillonnage équilibré a également connu un certain succès, mais son 
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utilisation en statistique officielle se développe plus lentement que les méthodes de calage, probablement 

parce la modification d’un plan d’échantillonnage est une décision beaucoup plus lourde de conséquence 

que le changement d’une procédure d’estimation. Dix ans après le développement de la méthode, Tillé 

(2011) énumérait déjà une liste d’applications. L’intérêt pour l’échantillonnage équilibré a depuis continué 

à se développer. En France, l’Insee fait maintenant un très large usage des plans équilibrés. Quant à la théorie 

des quotas, il s’agit surtout d’une opération d’éclaircissement qui a permis de démystifier quelque peu cette 

technique que la statistique publique regarde toujours avec méfiance. Jean-Claude Deville aura décidément 

touché à tout, et avec brio, ce que la communauté scientifique a bien volontiers reconnu en lui attribuant le 

prestigieux prix Waksberg en 2018, trois années seulement avant sa disparition. 
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Résumé 

Dans cette discussion, je présenterai quelques aspects complémentaires de trois grands domaines de la théorie 
des sondages développés ou étudiés par Jean-Claude Deville : le calage, l’échantillonnage équilibré et la méthode 
généralisée de partage des poids. 

 
Mots-clés : Calage; échantillonnage équilibré; partage des poids. 

 
 

1. Introduction 
 

Dans cette discussion, je reviendrai en section 2 sur quelques compléments liés au calage, en section 3 

sur des applications de l’échantillonnage équilibré, et en section 4 sur la méthode du partage des poids. Je 

conclurai en section 5 par des éléments plus personnels relatifs à mes collaborations avec Jean-Claude, et à 

son influence sur ma recherche. 

 
2. Le calage 
 

L’unification des méthodes de redressement sur information auxiliaire sous la forme des estimateurs par 

calage (Deville et Särndal, 1992; Deville, Särndal et Sautory, 1993) est certainement la contribution la plus 

importante de Jean-Claude Deville. Soit U  une population de taille .N  Pour une unité ,k U  soit kx  un 

J -vecteur de variables auxiliaires de total = .kk U
t

x x  Pour un échantillon S  muni de poids de sondage 

= 1 ,k kd   Deville et Särndal (1992) montrent que chercher de nouveaux poids ,kw  aussi proches que 

possible des poids kd  et respectant les contraintes de calage sur ,tx  conduit à la solution  

 ˆ= ( ),k k k kw d F q λx  (2.1) 

avec ( )F   une fonction de calage dépendant de la distance utilisée, λ̂  un vecteur de paramètres 

d’ajustement, et kq  un facteur d’échelle. Dans la majorité des cas, kq  est choisi égal à 1, mais avec = 1J  et 

avec une seule variable auxiliaire positive ,kx  le choix 1=k kq x  permet de retrouver l’estimateur par le ratio 

avec une fonction ( )F   quelconque.  

Le choix de la fonction de calage ( ) = 1F x x  (méthode linéaire) permet de retrouver l’estimateur par 

la régression généralisée (GREG). Deville et Särndal (1992, Résultat 5) montrent que pour une fonction de 

calage générale ( ),F   l’estimateur par calage ,ŷ Ct  ainsi obtenu est asymptotiquement équivalent à 
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l’estimateur GREG, et partage ses propriétés : biais négligeable, et même variance asymptotique. Il faut 

cependant noter que ce résultat nécessite quelques hypothèses sur la fonction ( ).F   En particulier, elle doit 

vérifier (0) = (0) = 1,F F   ce qui garantit que son développement de Taylor à l’ordre 1 est le même qu’avec 

la méthode linéaire (Deville et Särndal, 1992, Résultat 4). 

Un aspect remarquable des estimateurs par calage réside dans le peu d’information auxiliaire nécessaire. 

Les variables auxiliaires kx  doivent être observées sur l’échantillon, et seuls les totaux tx  doivent être 

connus sur la population. Il est même possible d’utiliser des totaux auxiliaires estimés à l’aide d’une enquête 

de référence, voir par exemple Renssen et Nieuwenbroek (1997); Rancourt (2001); Berger, Muñoz et 

Rancourt (2009); Dever et Valliant (2010). Utiliser des totaux estimés en lieu et place des vrais totaux 

conduit à une augmentation de la variance, qui reste limitée si l’enquête de référence est beaucoup plus 

grande (Dever et Valliant, 2016). Avec des variables auxiliaires bien choisies, cette augmentation peut être 

plus faible que le bénéfice lié au calage (e.g., Ceccarelli et Guandalini, 2014). 

Le calage reste un domaine de recherche très actif. Dans le cas d’un grand nombre de variables 

auxiliaires, il est possible de modifier l’équation de calage pour que certaines contraintes ne soient 

qu’approximativement respectées. Ce principe a conduit au développement des méthodes de calage ridge 

(Chambers, 1996), de calage sur composantes principales (Cardot, Goga et Shehzad, 2017) ou de calage 

pénalisé (Guggemos et Tillé, 2010), voir également Breidt et Opsomer (2017) pour une revue. Dans ce cas 

de grande dimension, Chauvet et Goga (2022) ont également proposé un critère bootstrap de choix des 

variables de calage. 

 
3. L’échantillonnage équilibré 
 

La méthode du cube est une des plus belles innovations techniques de ces 25 dernières années en théorie 

des sondages. Un plan de sondage est dit équilibré sur un q -vecteur de variables auxiliaires ,kz  si tous les 

échantillons S  ayant une probabilité non nulle de sélection vérifient la condition d’équilibrage  

 = .k k k
k S k U

d
 
 z z  (3.1) 

La méthode du cube (Deville et Tillé, 2004), qui permet de sélectionner des échantillons (approxi-

mativement) équilibrés, est basée sur deux innovations très ingénieuses. D’une part, la méthode de scission 

qui permet de décomposer un plan de sondage en plans plus simples. D’autre part, une représentation 

géométrique permettant de voir une étape d’échantillonnage équilibré comme une marche aléatoire dans un 

plan de dimension .N q  

D’après l’équation (3.1), l’équilibrage peut être interprété comme un calage intégré dans le plan de 

sondage, sans que les poids kd  doivent être modifiés. La contrepartie est que les variables kz  doivent être 

connues pour chaque individu de la population, là où le calage nécessiterait seulement de connaître les 

totaux auxiliaires .tz  Un autre problème d’ordre pratique est que l’équilibrage est généralement détruit par 
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la non-réponse totale. Pour cette raison, la méthode est particulièrement intéressante dans un contexte 

d’échantillonnage avec une faible non-réponse, comme pour la sélection des unités primaires pour un tirage 

à plusieurs degrés; voir par exemple Costa, Guillo, Paliod, Merly-Alpa, Vincent, Chevalier et Deroyon 

(2018) pour le plan de sondage associé à la sélection de l’échantillon-maître NAUTILE de l’Institut national 

de la statistique et des études économiques (Insee).  

L’échantillonnage équilibré est également très utile dans le traitement de la non-réponse partielle. 

Supposons que dans l’échantillon ,S  une variable d’intérêt ky  soit observée sur un sous-échantillon rS  

uniquement, et manquante sur le complémentaire .mS  L’estimateur imputé du total s’écrit  

 *ˆ = ,
r m

yI k k k k
k S k S

t d y d y
 

    

avec *
ky  une valeur imputée pour .mk S  L’imputation peut s’inspirer du modèle  

 0: = ( ) ,k k km y f  z ε  (3.2) 

avec ( )f   une fonction connue, 0kz  un vecteur de variables connues pour tout ,k S kε  un bruit aléatoire 

et   un vecteur de paramètres à estimer. La valeur imputée peut être générée selon le mécanisme 

d’imputation aléatoire  

 
* *

0
ˆ: = ( ) ,k k kI y f  z ε  (3.3) 

avec ̂  un estimateur de ,  et *
kε  un terme aléatoire obtenu en tirant au hasard parmi les résidus 

0
ˆ= ( )k k ke y f  z  observés pour .rk S  Ce mécanisme d’imputation permet de préserver la distribution de 

,ky  au prix d’une variance additionnelle pour l’estimateur imputé ŷIt  due au terme aléatoire 
*.k kk Sm

d
 ε  

Une modification de la méthode du Cube (Chauvet, Deville et Haziza, 2011) permet d’échantillonner parmi 

les résidus ,ke ,rk S  en assurant que la variabilité de *

m
k kk S

d
 ε  soit (presque) nulle. La distribution de la 

variable imputée reste préservée, tout en évitant une augmentation de la variance pour ˆ .yIt  La plupart des 

méthodes d’imputation aléatoires admettent une version équilibrée, qui présentent le gros avantage de 

réduire la variance sans nécessiter d’information supplémentaire. 

 
4. La méthode du partage des poids 
 

La méthode généralisée du partage des poids offre une solution élégante et pratique dans la situation où 

on souhaite enquêter une population BU  en se servant d’une autre population AU  pour laquelle on dispose 

d’une base de sondage. Comme le rappellent les auteurs, c’est un outil essentiel pour produire des esti-

mations transversales dans les enquêtes longitudinales, où des ménages présents à une date 1t   sont 

attrapés à l’aide d’individus tirés au temps ,t  et suivis dans le temps (e.g., Ardilly et Lavallée, 2007).  

L’élément-clé de la méthode réside dans la capacité à transformer n’importe quelle variable By  de BU  

en une variable synthétique Ay  de ,AU  possédant le même total. Soit jkl  la variable de lien entre les deux 
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populations, égale à 1 si les unités Aj U  et Bk U  sont liées, et à 0 sinon. Soit = A

A
k jkj U

L l
  le nombre 

total de liens entre k  et ,AU  supposé > 0  pour tout .Ak U  Pour tout ,Aj U  la variable synthétique 

s’écrit  

 = ,
B

B
jk kA

j B
k U k

l y
y

L

  (4.1) 

ce qui signifie que pour tout ,Bk U  chaque B
ky  est réparti à parts égales entre toutes les unités de AU  qui 

lui sont liées. La propriété de conservation du total =B A

B A
k jk U j U

y y
    permet de se ramener à un 

estimateur de Horvitz-Thompson sur ,AU  ce qui simplifie en particulier l’estimation de variance.  

La méthode de partage des poids est traditionnellement utilisée pour des populations de nature discrète 

(e.g., individus, ménages, entreprises). Le même principe s’étend à des cas plus complexes où la population 

enquêtée et la population échantillonnée sont de nature différente. Dans les inventaires forestiers (e.g., 

Gregoire et Valentine, 2007), la pratique usuelle consiste à sélectionner un échantillon de points dans un 

univers continu ,AU  et à utiliser des placettes au niveau de ces points pour atteindre des arbres, qui 

constituent la population (discrète) d’intérêt .BU  Pour passer à une estimation de total sur ,BU  une variable 
By  peut être transportée sur AU  en une variable dite de densité locale, selon le même principe que dans 

l’équation (4.1); voir Stevens et Urquhart (2000) et Mandallaz (2007). Chauvet, Bouriaud et Brion (2023) 

ont montré que différentes méthodes proposées dans la littérature des inventaires forestiers peuvent être 

vues comme provenant d’une extension de la méthode de partage des poids. 

 
5. En guise de conclusion 
 

Ma première collaboration avec Jean-Claude concernait ma thèse de doctorat, que j’ai réalisée sous sa 

direction entre 2004 et 2007. Cette thèse portait sur l’utilisation des méthodes de bootstrap en théorie des 

sondages, et plus particulièrement sur la méthode de Gross (1980) que Jean-Claude avait déjà considéré 

dans un article de revue sur les méthodes d’estimation de variance par réplications (Deville, 1987). Dans le 

cadre de ma thèse, j’avais étudié l’application de la méthode de Gross pour des plans de sondage à 

probabilités inégales (notamment le tirage de Poisson et le tirage réjectif), pour des plans de sondage 

équilibrés, et pour un tirage à plusieurs degrés.  

Au final, je n’ai co-écrit que quatre articles avec Jean-Claude, ce qui est peu vu le nombre d’années où 

nous nous sommes cotoyés au Laboratoire de Statistique d’Enquête. Ma recherche s’est cependant fortement 

imprégnée de nos discussions. Une partie importante de mon travail porte sur les méthodes d’échantillon-

nage équilibré, et plus particulièrement sur les propriétés théoriques et les applications de la méthode du 

pivot. De mon travail de thèse sur le bootstrap m’est resté une affection coupable pour les méthodes 

d’estimation de variance, aussi bien pour le bootstrap que pour les méthodes analytiques. J’ai en particulier 

eu l’occasion d’utiliser l’approche par linéarisation à plusieurs reprises dans le domaine épidémiologique, 

pour l’estimation d’effets de traitement utilisant des estimateurs par la probabilité inverse, très proches dans 

l’esprit des estimateurs utilisés en cas de non-réponse totale. Le lien entre la méthode de partage des poids 
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et les méthodes utilisées en foresterie est pour moi une découverte récente, ouvrant de belles perspectives 

de recherche. Les méthodes développées par Jean-Claude ont encore de beaux jours devant elles. 
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statistique officielle » 
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Résumé 

Cet article discute et commente l’article de Ardilly, Haziza, Lavallée et Tillé consacré à une présentation 
synoptique de l’œuvre de Jean-Claude Deville en théorie des sondages. Il apporte quelques éclairages sur le 
contexte, les applications et les utilisations des résultats de ses travaux et il montre comment ceux-ci se sont 
inscrits dans le métier de statisticien dans lequel Jean-Claude a eu une démarche d’« éclaireur ». Il évoque aussi 
d’autres aspects de sa carrière et de ses inventions créatrices. 

 
Mots-clés : Échantillonnage; calage; équilibrage; partage des poids; quota; méthodologie statistique; métier de 

statisticien. 

 
 

L’annonce de la mort de Jean-Claude Deville en octobre 2021 a suscité beaucoup d’émotion à l’Institut 

national de la statistique et des études économiques (Insee) et dans le Service statistique public français, 

ainsi que dans le milieu international (Canada, partenaires européens, etc.). C’était un grand personnage, à 

la fois sur le plan humain et sur le plan intellectuel, sa disparition a laissé une grande tristesse chez ses 

collègues mais son œuvre est là pour témoigner de ses exceptionnelles qualités. Une bibliographie des écrits 

de Jean-Claude Deville a été établie par Yves Tillé, disponible sur le site des Journées de méthodologie 

statistique de l’Insee, jms-insee.fr, qui rassemble par ailleurs les Actes de toutes les éditions de ces Journées 

de 1991 à 2022, dont les communications évoquées dans cet article. 

L’article proposé par Ardilly, Haziza, Lavallée et Tillé constitue un exposé remarquable de quelques-

unes des innovations majeures qu’a apportées Jean-Claude Deville à la théorie des sondages et à la pratique 

des enquêtes statistiques, en premier lieu celles du Service statistique public français, mais aussi avec de 

nombreuses adhérences internationales : échantillonnage équilibré, calage, partage des poids, calcul de la 

variance d’estimateurs complexes, échantillonnage par quotas.  

Pour qui n’aurait pas connu Jean-Claude, il pourrait apparaître, à la lecture de l’article proposé, que sa 

carrière a été consacrée essentiellement à développer des champs d’investigation théorique avancés, des 

formalisations mathématiques complexes et des travaux de recherche très pointus. Mais, comme le dit 

l’introduction de l’article, il est important de rappeler que Jean-Claude Deville a été en poste à l’Insee 

pendant plusieurs décennies, dont une partie consacrée spécifiquement à l’Unité Méthodes Statistiques où 

les questions de sondage avaient un rôle prééminent, à la suite de laquelle il est parti au laboratoire de 

statistique d’enquêtes associé à l’École nationale de la statistique et de l’analyse de l’information (Ensai) à 

Rennes.  

http://jms-insee.fr/
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C’est dire à la fois qu’il était porté par la nécessité de résoudre avec pragmatisme des problèmes concrets 

qui se présentaient à lui ou aux statisticiens qui y étaient confrontés dans leur vie professionnelle quotidienne 

sans savoir nécessairement comment les résoudre, mais aussi qu’il avait un pouvoir de formalisation, 

d’élargissement des problèmes qui lui étaient soumis et d’établissement de liaisons entre différentes 

disciplines qui lui conférait une hauteur de vue remarquable.  

Il convient également de souligner que Jean-Claude Deville a été amené à travailler sur d’autres sujets 

que ceux touchant stricto sensu à la théorie des sondages, notamment en matière de démographie et 

d’analyse des données, preuve à nouveau de son éclectisme en matière de recherche. Il a été aussi le père 

fondateur et la référence théorique pour une transformation majeure du système de recensement français en 

un recensement par sondage, en continu, mis en œuvre en 2004. Si l’article ici concerné ne traite pas de ces 

travaux, il convient cependant de les garder en mémoire.  

Il a aussi été enseignant à l’École nationale de la statistique et de l’analyse économique (processus 

aléatoires du 2e ordre, sondages approfondis...). 

Ardilly, Haziza, Lavallée et Tillé ont fait une synthèse éloquente, et en même temps très détaillée, sur 

les aspects techniques des travaux de Jean-Claude Deville. On ne saurait commencer cette discussion sans 

souligner avant tout l’extrême qualité et la complétude de leur article.  

Aussi, les quelques commentaires qui suivront n’auront-ils pas pour but de discuter de la qualité de cette 

présentation globale, ni évidemment de l’intérêt intrinsèque des travaux de Jean-Claude Deville, mais plutôt 

d’apporter quelques éclairages partiels sur certains d’entre eux pour les réassocier dans le contexte des 

questions quotidiennes des statisticiens qui les ont suscités ou qui ont été des champs d’application. 
 

Un homme, un métier… 
 

Parler des travaux de Jean-Claude Deville à partir de la revue qui en est faite dans les articles présentés, 

c’est parler aussi du quotidien de son métier de statisticien, qui, comme dit plus haut, a nourri ses réflexions 

théoriques. 

Quelques exemples, sans aucune prétention à l’exhaustivité, peuvent aider de manière impressionniste à 

rappeler la variété de ses interventions et son pragmatisme. Il a été « homme-ressource » sur de nombreux 

sujets. Dans une liste aléatoire issue de ma propre expérience :  

Il a aidé à répondre à partir de l’enquête Vacances des Français, à une question d’un groupement de 

communes bretonnes qui voulaient démontrer que leur fréquentation touristique avait baissé suite au 

naufrage de l’Amoco-Cadiz en 1978 et à la marée noire qui en était résultée, dans le but d’obtenir réparations 

au tribunal correctionnel (1984). 

Dans le projet « CAMME (mensualisation de l’enquête de Conjoncture Auprès des MÉnages) », il avait 

inventé un mode de tirage de l’échantillon téléphonique dans l’annuaire papier – seul disponible à l’époque 

– en 1985. 

Il a beaucoup travaillé dans les années 1993-1998 sur le projet de trimestrialisation puis de 

mensualisation de l’enquête Emploi française (initialement annuelle). Tout en regrettant que toutes ses 
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préconisations n’aient pas été suivies, son soutien et sa défense de ses collaborateurs étaient appréciés quand, 

par exemple, un prestataire ne connaissant rien à l’affaire avait voulu s’en mêler (« J’aime ton ton alerte », 

m’avait-il dit quand j’avais protesté contre cette initiative extérieure...). 

Initiateur du Recensement rénové de la population (en continu) (1999-2000), il était leader d’un groupe 

de travail où il était amateur de dialogues scientifiques « musclés ». 

Il a suivi de manière critique dans le bon sens du terme le projet « Octopusse » de constitution du nouvel 

échantillon-maître issu du recensement en continu (« Organisation Coordonnée du Tirage Optimisé Pour 

Une mise en œuvre StatiStique des Échantillons »), tout en ironisant, sous la forme d’une « parabole des 

chefs locaux », illustrant son inquiétude que l’on demande l’avis des Directeurs régionaux de l’Insee sur les 

échantillons une fois ceux-ci tirés... (2009). 
 

Le calage 
 

Je mettrais volontiers en premier ce corpus car, d’une part, ces travaux ont maintenant plus de trente ans 

d’âge et, d’autre part, on pourrait dire des procédures de calage qu’elles constituent la plus populaire des 

théories en ce sens que leur pratique s’est banalisée et généralisée dans la plupart des enquêtes statistiques. 

Et, des travaux cités dans l’article de Ardilly, Haziza, Lavallée et Tillé, c’est sans doute la plus ancienne qui 

a été développée, mise en œuvre et banalisée dans des outils tels que la macro CALMAR de SAS. 

L’intérêt du calage n’est plus à développer : d’une part réduire la variance des estimateurs, d’autre part 

assurer la cohérence des estimations de totaux à partir d’une enquête statistique avec des données externes 

réputées exactes et incontestables, sur un certain nombre de variables de référence socio-démographiques, 

géographiques, économiques… 

Sa mise en œuvre ne nécessite que la disponibilité d’informations auxiliaires. Dans la plupart des 

systèmes statistiques, de telles informations existent, la plupart du temps corrélées avec les variables 

d’intérêt des enquêtes; encore faut-il qu’il y ait une cohérence conceptuelle entre les variables de calage et 

celles observées dans l’enquête.  

Un écueil toutefois est l’apparente facilité avec laquelle la technique peut être utilisée et la tentation de 

caler sur « tout » ce qui est disponible. Le prix à payer est un ajustement plus délicat des poids de calage et 

le risque d’obtenir des poids aberrants. D’où la nécessité de chercher à borner les poids ou, plus précisément, 

le rapport entre les poids de calage et les poids initiaux de sondage, mais aussi de réfléchir à la définition 

des variables de calage les plus pertinentes, sans chercher à les multiplier au risque d’introduire des 

colinéarités hasardeuses.  

Ainsi, à l’Insee, dans le domaine des enquêtes Ménages, un groupe de travail, le « Groupe Marges », 

s’est attaché à définir une doctrine sur les méthodes de calage de enquêtes, tant sous l’angle des variables à 

utiliser, de manière obligatoire ou optionnelle, que sous celui des sources les plus adaptées pour fournir les 

marges de référence. 

La méthode est tellement populaire qu’elle peut être utilisée « sans poids » : des données empiriques 

peuvent être calées sur des totaux pour les rendre « plus représentatives » de l’univers de référence, sans 
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qu’on sache exactement de quel processus elles sont issues et l’on convient alors implicitement de faire 

comme s’il y avait des poids de sondage initiaux tous égaux entre eux. 

On peut aussi caler sur « rien », si l’on ne dispose d’aucune information auxiliaire, ce qui est certes rare. 

En réalité, il faut avoir présentes en mémoire deux formules duales :  
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pour un échantillon  s  sélectionné dans une population de taille ,N  avec des probabilités d’inclusion .i  

Au minimum on peut donc caler sur la taille de la population de façon à disposer de poids dont la somme 

est exactement égale à cette taille. 

Les procédures de calage s’appliquent dans le cas de plusieurs niveaux d’unités statistiques emboîtées : 

individus/ménages, établissements/entreprises, lorsqu’on dispose de données de calage sur les différents 

niveaux et qu’il faut assurer la cohérence des pondérations entre ces niveaux.  

Le calage a souvent aussi été utilisé comme moyen implicite de corriger la non-réponse, au sein d’une 

procédure globale appelée communément « redressement de l’enquête », évitant de recourir à un modèle 

explicatif de la non-réponse qui nécessite de connaître des variables explicatives au niveau individuel pour 

les répondants mais aussi pour les non-répondants. Françoise Dupont (Dupont, 1993) a montré en fait 

l’équivalence d’une méthode intégrée et d’une méthode en deux temps (correction de la non-réponse puis 

calage) sous certaines hypothèses.  

Plus spécifiquement, les deux approches ont été rassemblées dans la méthode de calage généralisé 

appliquée au traitement de la non–réponse. Le calage généralisé permet de redresser la non-réponse dans 

une enquête même lorsque les caractéristiques individuelles les plus corrélées à la non-réponse ne sont 

connues que dans l’échantillon des personnes ayant répondu au questionnaire. C’est le cas en particulier 

lorsque la non-observation des variables auxiliaires de calage chez les non-répondants résulte du décalage 

temporel entre les informations contenues dans la base de sondage et la réalisation du sondage. 

Plus précisément, la méthode consiste à écrire les équations de calage sous la forme suivante : 

 
   

    ,k k kk r
d F z x X


   où kz  désigne le vecteur des variables explicatives de la non-réponse, connues 

sur l’échantillon r  des répondants, et kx  le vecteur des variables de calage, bien corrélées aux variables 

d’intérêt, connues sur l’échantillon, et dont on connaît les totaux (vecteur )X  dans la population. F  est 

une fonction de calage.  

La méthode permet donc une correction de la non-réponse même lorsque les variables qui l’expliquent 

ne sont observées que sur l’échantillon des répondants, en particulier lorsque ces variables sont des variables 

d’intérêt. Elle a été programmée dans une macro dénommée « Calmar 2 » (Le Guennec et Sautory, 2022), 

cependant moins populaire que la macro Calmar historique. 
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Échantillonnage équilibré 
 

D’un certain point de vue, l’échantillonnage équilibré – dont les premières formalisations des travaux de 

Jean-Claude Deville et Yves Tillé remontent au début des années 2000 – peut apparaître comme une 

procédure miroir du calage. Il correspond à l’idée que Jean-Claude Deville présentait lui-même comme le 

vieux rêve des statisticiens : construire un échantillon « représentatif », modèle réduit parfait de la 

population d’où il était issu. Et si l’on savait déjà qu’un plan de sondage stratifié à allocation proportionnelle 

permettait de respecter dans l’échantillon la structure de la population au vu d’un certain nombre de 

caractéristiques descriptives, l’intérêt était aussi de pouvoir travailler avec une représentativité vis-à-vis de 

variables continues. 

La technique présente en outre, par rapport au calage, l’avantage de ne pas modifier les poids de sondage 

comme le fait le calage mais d’arriver à imposer des conditions d’équilibrage pour un jeu de probabilités 

d’inclusion (donc de poids de sondage) donné.  

Sur ce dernier point il faut toutefois souligner qu’un plan de sondage, en tant que loi sur l’ensemble des 

échantillons possibles dans une population finie, ne se réduit pas à l’obtention d’un jeu de probabilités 

d’inclusion i  fixé. Ainsi, faire le choix d’un échantillonnage équilibré respectant le jeu des ,i  par rapport 

à un échantillonnage qui ne le serait pas, revient à modifier le plan de sondage initial, tout en respectant les 

valeurs des i  et en imposant des contraintes dites d’équilibrage, qui pourraient donner l’impression 

d’altérer le caractère aléatoire du processus. 

Bien sûr, dans les cas extrêmes, un excès de contraintes conduirait à réduire le nombre d’échantillons 

admissibles, voire à les éliminer tous. À l’inverse, l’obtention d’un échantillon équilibré peut n’être 

qu’approximative, d’où la nécessité d’ordonner les variables selon l’importance qui leur est attachée dans 

l’équilibrage, de manière à relâcher éventuellement des contraintes. 

Depuis plus de 20 ans maintenant, les techniques d’équilibrage se sont diffusées dans la communauté 

statistique et sont largement popularisées. Les premières utilisations en France concernent le tirage des 

groupes de rotations de communes pour le recensement en continu (auquel Jean-Claude Deville a beaucoup 

contribué), avec diverses contraintes relatives aux dénombrements de population. La technique a été ensuite 

utilisée pour le tirage des unités primaires de l’échantillon-maître issu du recensement pour les enquêtes 

ménages, on l’a aussi utilisée pour assurer des équilibrages « géographiques » mais on ne pourrait citer les 

multiples domaines d’application actuels. C’est aussi grâce au fait que la macro initiale, baptisée CUBE, a 

connu de nombreux développements, extensions, améliorations cinétiques, en SAS d’abord, puis sous R.  

Comme pour le calage, on peut dire qu’on peut faire de l’équilibrage « même sur rien », c’est-à-dire 

quand on n’a pas de variable d’intérêt particulière disponible ou pertinente pour l’objet de l’enquête. On 

s’appuie en effet sur des propriétés basiques de l’équilibrage :  

- équilibrer sur la variable constante égale à 1 équivaut à équilibrer l’échantillon sur la taille N de la 

population; 

- équilibrer sur la variable probabilité d’inclusion équivaut à assurer un plan de sondage de taille fixe; 
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- un plan de sondage stratifié avec un sondage aléatoire simple au sein de chaque strate est équilibré 

sur les variables indicatrice d’appartenance aux strates. Et, avec des probabilités d’inclusion 

constantes par strate, équilibrer sur ces variables revient à faire un sondage stratifié avec une taille 

d’échantillon fixée par strate; 

- avec des probabilités d’inclusion constantes dans la population, équilibrer sur les variables 

indicatrices d’appartenance aux strates équivaut à faire un sondage stratifié avec une taille de 

l’échantillon fixée par strate et une allocation proportionnelle. 

 

Aussi, le recours au tirage équilibré au moyen de la macro Cube se substitue souvent aux procédures de 

sondage élémentaires indiquées ci-dessus. Mais si l’on rajoute des variables d’intérêt, alors la méthode 

d’équilibrage regagne évidemment toute sa spécificité par rapport à un tirage « basique ». 
 

Partage des poids 
 

La méthode de partage des poids semble à la fois ancienne (années 80) et assez intuitive. Philippe Brion 

(Clairin et Brion, 1997) cite des exemples de mise en application : la méthode du « segment pondéré » 

utilisée en statistique agricole consiste à tirer un échantillon de segments (déterminés à partir de limites 

naturelles : cours d’eau, routes) puis à enquêter chaque exploitation agricole ayant des terres sur le segment. 

Il est alors clair qu’une exploitation peut être atteinte plusieurs fois à partir de plusieurs segments et qu’il 

faut tenir compte de cette répétition pour calculer les pondérations de manière adéquate. La méthode est 

inspirée de Julien et Maranda (1989). 

D’autres exemples sont cités : pour enquêter une population d’éleveurs nomades, il faut établir une liste 

des points d’eau du pays puis en tirer un échantillon et l’on enquête les individus ayant visité ces points 

d’eau. Les risques de doubles comptages peuvent être éliminés en ne retenant que la première visite au cours 

d’une période donnée, ce qui nécessite de connaître des éléments sur ces visites, notamment leur nombre et 

leur date. 

Dans un autre ordre d’idées, du partage des poids « élémentaire » est réalisé lorsqu’on dispose d’une 

enquête sur des individus tirés au sein d’un échantillon de ménages, avec des caractéristiques relatives à 

chacun des deux niveaux, et que l’on veut produire des statistiques à partir des deux niveaux qui soient 

cohérentes (exemple : une répartition des individus selon une caractéristique qualitative donnée doit être 

cohérente avec une statistique établie au niveau ménage dénombrant les individus ayant cette caracté-

ristique). Il faut donc articuler les poids ménages et individus au moyen d’une méthode de partage des poids. 

Ce domaine a ensuite été largement investigué et théorisé par Pierre Lavallée, en collaboration avec Jean-

Claude Deville. 

Breton d’adoption et de cœur, Jean-Claude Deville s’est intéressé en particulier au tourisme dans cette 

région. Les enquêtes de fréquentation sur sites touristiques ont constitué un champ d’application de la 

méthode de partage des poids. En effet, interroger les touristes présents sur un site donné pendant un laps 

de temps donné permet certes d’obtenir des caractéristiques sur les séjours (lieux, durée, hébergement…), 
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sur les profils socio-démographiques des séjournants, leurs dépenses... Mais multiplier ces enquêtes sur 

plusieurs sites conduit au risque d’interroger plusieurs fois le même touriste qui se serait déplacé, donc de 

biaiser considérablement les estimations en résultant.  

La méthode de partage des poids, en identifiant les liens (en l’occurrence les points où un touriste 

interrogé à un endroit donné s’est trouvé antérieurement par ailleurs) permet de corriger ce risque de biais. 

On ne peut cependant que souligner l’importance, pour mettre en œuvre la méthode, que ce soit dans ces 

enquêtes ou dans d’autres, de la nécessité d’identifier clairement et précisément tous les liens souhaitables 

et bien anticiper en amont les questions appropriées à introduire dans les questionnaires dans ce but. 

Des exemples d’utilisation similaire de la méthode portent sur les enquêtes auprès des personnes sans 

domicile (interrogées à un point de ravitaillement ou d’hébergement), la fréquentation de festivals culturels 

(festival d’opéra à Aix-en-Provence ou Beaune, festival du court métrage à Clermont-Ferrand…), où les 

publics peuvent se rendre à plusieurs spectacles donc être atteints plusieurs fois par des enquêtes in situ. 
 

Calcul de la variance d’estimateurs complexes 
 

On rappellera simplement ici pour mémoire quelques-uns des domaines d’application de ces techniques 

développées par Jean-Claude Deville : 

- fractiles; 

- les indicateurs de pauvreté, estimés notamment à partir des enquêtes SILC (Statistics on Income 

and Living Conditions) dont l’enjeu politique est très important; 

- les indices de concentration (GINI, …). 

 

D’autres domaines ont été abordés par lui sur ce thème, de façon innovante, mais non cités dans l’article 

de Ardilly, Haziza, Lavallée et Tillé :  

- Les valeurs propres dans une analyse en composantes principales à partir de données issues 

d’échantillons. 

- Les estimateurs issus de tirage de points dans un ensemble infini, où les probabilités discrètes sont 

remplacées par des mesures au sens de la théorie de la mesure.  
 

Les quotas 
 

Il faut plutôt voir dans les travaux de Jean-Claude Deville sur ce sujet un exercice de style. Il était 

évidemment très réticent sur les sondages empiriques par rapport aux sondages aléatoires, les premiers ne 

pouvant convenir qu’aux instituts privés ne disposant pas de bases de sondage appropriées, alors que la 

statistique publique pouvait disposer de moyens pour gérer de telles bases, savoir y tirer des échantillons et 

savoir calculer des estimateurs et leurs variances à partir de la définition d’un plan de sondage.  

Il souhaitait cependant construire une approche théorique de la méthode des quotas et essayer de définir 

les bonnes pratiques en la matière.  

Deux approches sont possibles :  
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- Une approche modèle sur la variable d’intérêt, qui est la plus propre pour justifier de manière 

théorique la méthode des quotas. Cependant, Jean-Claude Deville était par nature très réticent sur 

les modèles et sur les risques que prendrait la statistique publique en y recourant : un modèle est 

fondé sur des hypothèses, mais sont-elles vérifiées, comment le saurait-on et peut-on se donner le 

droit de les imposer à l’utilisateur ?  

- Ou bien on essaie de replacer les quotas dans le cadre d’un échantillonnage fondé sur un plan et on 

fait comme si c’était du sondage aléatoire simple stratifié. 

 

Dans tous les cas, la question centrale est celle de la variance des estimateurs retenus : peut-on la calculer 

de manière théorique et l’estimer, et comment en déduire des règles permettant le choix entre une méthode 

aléatoire et une méthode par quota quand l’une ou l’autre sont possibles mais avec des contraintes de coût 

différentes et des latitudes sur les tailles d’échantillon ? 

 

Conclusion 
 

Sur tous les travaux cités, et bien d’autres, Jean-Claude Deville a été non seulement novateur mais a 

aussi ouvert de nombreuses voies de développements futurs et d’approfondissements vers lesquelles nombre 

de chercheurs se sont dirigés. 

Mais on ne peut évoquer la mémoire de Jean-Claude Deville sans parler d’un autre grand œuvre qu’il a 

créé et qui va de pair avec ses travaux théoriques : les Journées de méthodologie statistique de l’Insee. Il les 

a initiées en mars 1991 et les a organisées jusqu’en 1998, mais elles se sont pérennisées sous la direction 

d’autres équipes. C’est ce que soulignait Michel Glaude, Directeur des Statistiques démographiques et 

sociales de l’Insee, en clôture de la 7e édition des JMS, le 5 décembre 2000 : 
 

« Il y avait passage de témoin entre une équipe [celle de Jean-Claude] qui avait organisé les Journées de 

Méthodologie Statistique précédemment et qui avait consacré beaucoup d’énergie, d’affection à cette 

organisation, et une nouvelle. […] Je crois que c’est une belle leçon sur la façon de transmettre et de 

poursuivre un objectif ». 
 

Jean-Claude a été évidemment un grand contributeur dans chaque édition de ces Journées et un certain 

nombre des travaux évoqués dans l’article de Ardilly, Haziza, Lavallée et Tillé y ont d’ailleurs été présentés 

pour la première fois (jms-insee.fr). Ses deux dernières communications datent de 2015 et 2018 (Deville, 

2015; Deville, 2018). 

Pour comprendre ses motivations et ses objectifs dans la création de ces Journées, il faut reprendre les 

termes de l’introduction qu’il en avait faite en 1991, qui figure dans les Actes de cette première édition. 
 

« Le premier pari de ces Journées était de donner une expression concrète de la communauté des 

statisticiens en la rassemblant dans un même lieu pendant deux jours. 

Le second pari est de faire sentir aux « statisticiens praticiens » que les méthodes de la statistique sont utiles 

pour faire de la statistique. 
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Le troisième pari était de monter une manifestation de niveau scientifique élevé, quitte à mettre la barre un 

peu haute pour une partie du public ». 
 

De fait, inspirées de l’exemple et des contacts qu’il avait noués avec Statistique Canada, les Journées de 

Jean-Claude Deville ont été à la fois un vecteur de diffusion et de transmission des connaissances et 

l’opportunité d’inviter des grands noms de la statistique internationale et d’organiser avec eux des débats 

féconds. Elles sont devenues un lieu d’échanges et d’innovations entre statisticiens publics ou privés, de 

métier ou universitaires, français ou étrangers. 

N’eût été la crise de la Covid, peut-être aurait-il pu participer à leur trentième anniversaire, en mars 2021, 

alors que leur dernière édition a dû être reportée en mars 2022... 

Esprit curieux, toujours prêt à se poser des questions, à ne pas se contenter de l’acquis, à chercher des 

améliorations, Jean-Claude Deville a ouvert le chemin et prouvé que la statistique est loin d’être une 

discipline figée. 
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Commentaires à propos de l’article « Les contributions de 
Jean-Claude Deville à la théorie des sondages et à la 

statistique officielle » 

Françoise Dupont1 

Résumé 

Beaucoup de choses ont été écrites à propos de Jean-Claude Deville par la communauté statistique dans les 
hommages qui lui ont été rendus (voir Tillé, 2022a; Tillé, 2022b; Christine, 2022; Ardilly, 2022; et Matei, 2022) 
mais aussi par l’École nationale de la statistique et de l’administration économique (Ensae) et la Société française 
de statistique. Pascal Ardilly, David Haziza, Pierre Lavallée et Yves Tillé détaillent de façon très approfondie les 
apports de Jean-Claude Deville à la théorie des sondages. Pour lui rendre hommage, j’avais envie de mon côté 
d’évoquer l’apport de Jean-Claude Deville à la pratique plus quotidienne de la méthodologie pour tous les 
statisticiens de l’Institut national de la statistique et des études économiques (Insee) et du service de la statistique 
publique. Je m’appuie pour cela sur mon expérience professionnelle et tout particulièrement sur les quatre années 
(1992-1996) que j’ai passées à ses côtés au sein de l’Unité Méthodes Statistiques et des échanges que nous avons 
eus ensuite, en particulier dans les années 2000 sur le recensement en continu. 

 
Mots-clés : Méthodologie; calage sur marge; sondage équilibré; codification automatique; analyse harmonique; 

Jean-Claude Deville. 

 
 

J’ai fait tout d’abord connaissance des travaux de Jean-Claude Deville en utilisant l’analyse harmonique 

pour des données de trajectoires de fécondité des femmes dans le cadre de mes études à l’Ensae à la fin des 

années 80. Jean-Claude Deville s’était intéressé à ces méthodes dans les années 70. 

Dans son article de 1974 (Deville, 1974), Jean-Claude Deville explique comment après avoir étudié la 

fécondité dans de précédentes études, il est à la recherche d’une méthode exploratoire satisfaisante pour 

exploiter des données individuelles très riches car disponibles à plusieurs dates, situation plutôt rare à 

l’époque. Il utilise l’enquête familles de 1962 qui donne des informations sur la trajectoire de vie des femmes 

interrogées concernant la naissance des enfants. Dans son introduction « statisticien à la recherche d’une 

méthode d’analyse » il explique qu’il souhaite analyser la constitution progressive des familles, du 

calendrier des naissances en fonction de la durée de mariage et que toute sa réflexion part d’un problème 

concret à partir de données à analyser. Il expose en détail pourquoi il ne veut pas recourir aux méthodes 

économétriques qui présupposent un modèle et donc déjà une idée des liens de causalité. On y trouve déjà 

ses réserves vis à vis de l’économétrie qui se sont accrues par la suite. Viennent ensuite les développements 

mathématiques pour montrer comment adapter le principe général de l’analyse harmonique à des données 

temporelles. Il s’agit d’une extension de l’analyse harmonique telle qu’elle est pratiquée usuellement. S’en 

suivra une application dans l’article de Deville (1977). 

On a là l’exemple type de la démarche de recherche en statistique appliquée : au commencement un cas 

concret dans l’environnement professionnel pour lequel on ne dispose pas encore d’outil adapté, puis des 
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recherches bibliographiques en intégrant les apports de ses prédécesseurs, puis une réflexion mathématique 

qui propose une nouvelle méthode à mettre à l’épreuve du réel, à peaufiner puis à populariser. Cette 

démarche longue et ouverte, l’exemple du parcours de Pierre Thionet (1916-2002, architecte de la 

méthodologie des enquêtes à l’Insee à partir de 1946, à qui l’on doit, en liaison avec Raymond Lévy-Bruhl 

l’introduction des sondages aléatoires à l’Insee, auteur de réflexions méthodologiques porteuses de 

nombreuses idées qui se sont ensuite développées) et que Jean-Claude admirait (Deville, 2003; Armatte, 

2003; et Ardilly, 2022), explique pourquoi il a toujours défendu une logique de carrière pour les 

méthodologues afin que les idées puissent naître de l’expérience concrète accumulée, se nourrir des lectures 

théoriques, pour être en mesure d’innover en proposant une amélioration des méthodes. 

L’élégance de la solution mathématique et la réussite de l’application concrète étaient pour lui source de 

grande satisfaction. Ainsi, il parlait avec gourmandise des trouvailles dont il était fier comme le tirage d’une 

personne sur 20 pour le recensement de 1990 qui contient déjà l’idée d’un tirage équilibré et dont parle Tillé 

(2022a) dans son hommage à Jean-Claude Deville lors des Journées de Méthodologie Statistique de 2022. 

Autre sujet de fierté, les plans de sondage pour des demandeurs extérieurs pour lesquels il proposait des 

solutions astucieuses faites sur mesure. 

Il est à l’origine de deux créations « institutionnelles » qui se sont enrichies avec le temps : une unité de 

méthodologie statistique et les Journées de Méthodologie Statistique. Dans les deux cas, il s’agit de 

raisonner « problèmes et solutions » plutôt que « théorie ». 

 
La création de l’Unité Méthodes Statistiques 
 

En 1994 la division méthodes statistiques et des sondages s’est étoffée dans ses missions et dans ses effectifs 

et est devenue l’Unité Méthodes Statistiques (UMS) qui couvrait les méthodes statistiques utilisées pour la 

production des statistiques démographiques et sociales. Il en a assuré la responsabilité jusqu’en 1998. 

 
Les Journées de Méthodologie Statistique 
 

Jean-Claude Deville a créé les journées de méthodologie statistique en reprenant le concept de réunion 

scientifique annuelle déjà pratiquée par le U.S. Census Bureau et Statistique Canada. Il y voyait plusieurs 

objectifs qu’il exposait dans son introduction de la troisième édition en 1993 (Deville, 1993) : 
 

« Il existe une quantité de statisticiens généralistes dans les directions régionales et dans les services 

statistiques des ministères qui ont peu l’occasion de se rencontrer de parler et d’entendre parler métier ». 

Il s’agissait donc d’animer et d’entretenir les compétences d’un réseau de statisticiens. 
 

« La seconde idée plus difficile […] était de donner une visibilité aux travaux méthodologiques. » 
 

« Troisième idée enfin : demander à des collègues étrangers de présenter l’état de leurs réflexions sur un 

problème particulier et de nous faire part de leurs remarques sur les travaux de l’Insee. » 
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Il concluait ainsi : 

« Le succès des journées s’explique finalement facilement : la statistique officielle existe bien en France 

autant qu’à l’étranger en tant que discipline. Elle nécessite une animation; les journées de la statistique 

officielle en sont la réunion scientifique périodique. Il est facile d’imaginer ce qui manque : une structure 

associative, des structures de formations et de recherche dans les universités. Tout cela devrait déboucher 

sur une publication plus systématique des travaux dans des formes plus accessibles que celles que l’on 

connaît actuellement. » 
 

Sur les quatre années (1992 à 1996) que j’ai passées à la division méthodes statistiques et sondages puis 

à l’UMS, sur deux postes différents, j’ai pu voir naître de nombreux changements des pratiques statistiques, 

toujours sur deux pieds : un dans la pratique et un dans la théorie. 

En 1992, lorsque j’ai rejoint l’UMS pour travailler sur la non-réponse, les fondations théoriques du 

calage étaient établies et la macro SAS CALMAR (Deville, Särndal et Sautory, 1993) mise au point par 

Olivier Sautory permettait déjà l’application de la méthode. D’un autre côté la pratique concrète des 

statisticiens de l’Insee consistait à appliquer une procédure itérative de calage en calant successivement sur 

chaque marge jusqu’à obtenir la convergence du processus pour redresser leurs enquêtes. 

La parution du premier article sur le calage sur marges en 1992 dans JASA (Deville et Särndal, 1992) 

avait permis de marquer des points très importants auprès de ses collègues de l’Insee et de donner à la 

méthodologie d’enquête ses premières lettres de noblesse dans l’institut. Il restait à prouver que cette 

méthode réalisait en même temps la correction du biais de non-réponse et améliorait la précision de 

l’estimateur, comme le supposait l’intuition des praticiens et leurs pratiques de redressement des enquêtes. 

C’est le travail que j’ai réalisé avec Jean-Claude Deville qui a donné lieu aux publications lors des journées 

de méthodologies de 1993 (Deville et Dupont, 1993; et Dupont, 1993). 

Il restait également à populariser l’emploi de la macro SAS CALMAR auprès des praticiens. C’est 

pourquoi se sont multipliées de la part de l’UMS les présentations de la macro CALMAR et les offres de 

conseils pour les responsables d’enquêtes. C’est l’effet conjugué des présentations, de la mise à disposition 

de l’outil avec son accompagnement dans l’utilisation sous forme de conseil et de prise en charge de 

redressement d’enquêtes complexes qui ont permis de gagner la confiance et de modifier peu à peu les 

pratiques des responsables d’enquêtes. Cette évolution a également permis d’avoir une réflexion plus 

approfondie sur les différents cas de figure de redressement et d’aller vers plus d’homogénéité des pratiques 

et plus de sophistication de la solution lorsque c’était opportun (Dupont, 1995). 

C’est dans ce même élan, aidé par ses collègues de l’UMS, que se sont développées d’autres pratiques. 

Le succès croissant des journées de méthodologie a permis de démontrer l’envie et le besoin de parler et de 

partager de la méthodologie statistique sur tous les domaines, sans hiérarchiser les sujets en fonction de leur 

teneur en mathématique, mais plutôt en fonction de leur utilité réelle, sur un champ plus large donc que 

l’économétrie, seule discipline statistique véritablement reconnue à l’Insee à cette époque. Il a permis de 
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renforcer la crédibilité de l’UMS et de faire progresser sa reconnaissance dans la statistique officielle 

française et internationale. 

Cette reconnaissance s’est confirmée avec le développement de l’Unité en charge de la méthodologie 

des statistiques démographiques et sociales dont les moyens humains et financiers se sont accrus en 1994, 

tout en s’ouvrant aux méthodes de collecte des données avec la création d’une petite équipe sur ces sujets 

qu’il m’a confiée. 

L’UMS a ainsi réalisé sous son impulsion des opérations à vocation purement méthodologiques greffées 

sur des opérations de collecte courante. Une opération a ainsi été montée pour quantifier l’effet enquêteur 

(Berthier, Deville et Néros, 1998) puis deux autres pour analyser plus qualitativement l’impact de l’enquê-

teur dans des enquêtes en cours de montage sur la durée du travail et les situations défavorisées, puis une 

autre sur l’effet de l’obligation de réponse (Berthier et Dupont, 1999) et enfin une opération un peu plus 

délicate a permis de mesurer l’impact du contrôle manuel des gestionnaires sur les questionnaires papiers. 

Dans cette dernière opération, il s’agissait de réfléchir à la réalité des contrôles manuels effectués dans les 

directions régionales sur la base de consignes émanant des concepteurs d’enquêtes, afin de réfléchir aux 

évolutions des contrôles dans la perspective de la capisation des enquêtes, c’est-à-dire du passage en mode 

« Computer-Assisted Personal Interview (CAPI) » des enquêtes, et donc de la possibilité de réaliser des 

contrôles automatiques. Ce dernier travail a montré, à travers les écarts entre les consignes données et la 

réalité du travail effectué, toute la difficulté du travail de contrôle manuel. 

Beaucoup d’autres chantiers se sont ouverts sur cette période avec en tête l’idée de faire progresser les 

pratiques grâce à des outils clef en main fournis aux statisticiens comme le pratiquait déjà Statistique 

Canada. 

Après l’outil CALMAR, le transfert de la gestion à l’UMS de l’outil de codification automatique 

SICORE conçu par Pascal Rivière et Eric Meyer (Rivière, 1993) et dont Jean-Claude Deville assurait la 

maîtrise d’ouvrage a permis de développer et de systématiser son usage pour la codification de la profession 

et des pays. L’outil a également été adopté par des pays étrangers dans le cadre des activités de coopération 

de l’Insee. 

En 1994, s’est créé un « comité du label » (Christine et Roth, 2020) dont l’objectif était de porter un 

regard méthodologique sur la conception des enquêtes en termes d’échantillonnage, de redressement, de 

conception de questionnaire et plus largement de dispositif de recueil de l’information. L’UMS y était 

représentée par un expert chargé d’examiner l’application des bonnes pratiques en termes de méthodes. Cet 

examen systématique de la méthodologie de toutes les enquêtes a permis de développer progressivement le 

rôle de conseil auprès des concepteurs d’enquêtes sur les phases de redressement et d’estimation, mais aussi 

en matière de conception de questionnaire (Bilocq, 1996). Il a permis de faire progresser les pratiques 

concrètes et de développer le rôle de conseil de l’UMS dans le montage des enquêtes qui a été formalisé 

quelques années après dans l’organisation. 
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L’UMS a pris en charge la gestion d’un tronc commun de questionnement dans les enquêtes ménages, 

portant sur la composition du ménage et qui venait d’être mis au point par un travail collectif piloté par un 

concepteur d’enquête expérimenté. L’enjeu était de systématiser son utilisation en offrant des services, 

comme pour un outil, de façon à harmoniser les pratiques au maximum. Des variables ont ainsi été ajoutées 

pour permettre de disposer de données sur les immigrés et les étrangers à analyser dans toutes les enquêtes 

ménages. La prise en charge de l’étape de capisation et de codification automatique a permis de la rendre 

plus attrayante pour les concepteurs d’enquête et de mener plus loin la mutualisation dans les enquêtes grâce 

à un outil clef en main. 

Toujours dans l’idée d’un outil clef en main accompagnés de conseils d’utilisation, la conception d’un 

logiciel de calcul de précision POULPE (Caron, Deville et Sautory, 1998) a été lancée. 

A cette même époque, la méthodologie de l’enquête emploi était en chantier avec une évolution très 

forte : la mise en place d’une enquête emploi en continu. L’UMS a pris une part très importante dans les 

réflexions sur les différents aspects de méthodes et d’organisation (Lagarenne et Schuhl, 1995; et Détour, 

Thiesset et Schuhl, 1995) qui ont permis d’aboutir à la mise en place de l’enquête emploi en continu qui 

perdure actuellement. 

Le besoin de statistiques locales a conduit l’UMS à appuyer la mise en place d’une méthode d’estimation 

locale de population (Decaudin et Labat, 1996). 

Jean-Claude Deville réfléchissait, à cette même époque en 1994 avec d’autres collègues de l’Insee, aux 

évolutions méthodologiques du recensement, ce qui devait devenir plus tard le « rolling census » (Deville 

et Jacod, 1996). Cette méthode originale mais complexe sur le plan de l’estimation et du calcul de variance 

présentait de nombreux avantages sur le plan de l’organisation et en particulier de lissage du budget et de la 

charge, raison pour laquelle elle a été adoptée (Durr, 2005). Cette rénovation du recensement a été l’occasion 

d’utiliser pour la première fois l’échantillonnage équilibré lors de sa mise en place dans les années 2000, 

grâce à la macro CUBE (Tillé, 2022a). Elle a révélé par la suite dans la pratique d’autres qualités; elle a par 

exemple permis de mettre en place une boucle vertueuse d’amélioration en continu des processus qui ne 

faisait pas partie de ses objectifs initiaux. 

Chacun a « son Jean-Claude Deville » lié au parcours qu’il a réalisé avec lui. J’avais à cœur de mon côté, 

de montrer sa volonté constante de faire bouger les lignes dans la pratique concrète de l’Insee qu’il s’agisse 

de méthodologie « dure » (estimation, redressement, tirage des échantillons et calcul de variance) mais aussi 

de méthodologie « molle » c’est à dire des méthodes de collecte qui sont à la fois plus difficiles à analyser 

comme un objet d’étude et qui font l’objet de beaucoup moins de publications. 

Il a permis à la méthodologie d’enquête à l’Insee d’acquérir, peu à peu, à force de persévérance et de 

solutions, plus de reconnaissance. Pour Jean-Claude Deville, la reconnaissance du rôle de la méthodologie 

était encore imparfaite puisque la méthodologie appliquée aux entreprises restait à cette époque dans une 

autre unité en dépit du potentiel de mutualisation possible. 
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C’est l’alliance de son goût pour la théorie mathématique et son indéfectible ancrage dans la pratique de 

tous les jours qui a permis tous les progrès techniques évoqués et ouvert la voie à une organisation de la 

méthodologie à l’Insee ambitieuse et reconnue. 
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Commentaires à propos de l’article « Les contributions de 
Jean-Claude Deville à la théorie des sondages et à la 

statistique officielle »  
 

Jean-Claude Deville : passionné de mathématiques, 
chercheur de haut vol et visionnaire 

Camelia Goga et Anne Ruiz-Gazen1 

Résumé 

Jean-Claude Deville compte parmi les plus éminents chercheurs dans la théorie et la pratique des sondages. Ses 
travaux sur l’échantillonnage équilibré, l’échantillonnage indirect et le calage en particulier sont reconnus au 
niveau international et largement utilisés en statistique officielle. Il est également pionnier dans le domaine de 
l’analyse statistique des données fonctionnelles. Le présent article nous donne l’occasion de reconnaître 
l’immense travail qu’il a accompli, et de lui rendre hommage. Dans la première partie, nous évoquons brièvement 
la contribution de Jean-Claude à l’analyse statistique en composantes principales fonctionnelles. Nous détaillons 
également certaines extensions récentes de ses travaux au croisement des domaines de l’analyse statistique des 
données fonctionnelles et de la théorie des sondages. Dans la seconde partie, nous présentons une extension de 
son travail dans le domaine de l’échantillonnage indirect. Ces résultats de recherche sont motivés par des 
applications concrètes et illustrent l’influence de Jean-Claude sur notre travail de chercheuses. 

 
Mots-clés : Estimation de la consommation d’électricité; analyse statistique des données fonctionnelles; méthode 

généralisée du partage des poids; échantillonnage indirect; estimation du trafic postal. 

 
 

1. Introduction 
 

Au cours de sa longue carrière d’« administrateur » à l’Insee (Institut national de la statistique et des 

études économiques), l’organisme national de statistique en France, Jean-Claude Deville a réalisé de 

nombreuses études statistiques et relevé de nombreux défis en théorie des sondages. L’une de ses plus 

grandes préoccupations était de résoudre les problèmes des praticiens, comme il l’avait lui-même affirmé 

dans l’introduction de Deville (1974) : « L’article qui suit est né d’un problème tout à fait concret : l’étude 

de la constitution progressive des familles, du calendrier des naissances en fonction de la durée de mariage. » 

Il n’hésitait pas, par exemple, à aller sur le terrain et à participer au tirage d’échantillons. Un jour, à 5 h du 

matin, il s’est présenté dans un centre de tri pour assister au tirage de lettres effectué par le service postal 

français. À cette occasion, il a dit : « Nous pouvons sentir vivre la statistique! » La source de cette citation 

est une communication personnelle d’Alain Dessertaine, ingénieur de recherche à La Poste (le service postal 

français) qui a collaboré avec Jean-Claude Deville sur des enquêtes menées par son organisme (voir aussi 

la section 3 du présent article). Le goût de Jean-Claude Deville pour les applications, combiné à son 

extraordinaire culture et à sa passion pour les mathématiques, ont donné naissance à de nouvelles théories 
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et méthodes de statistique, en particulier dans le domaine des sondages. Ces méthodes ont notamment 

apporté des solutions concrètes aux problèmes initiaux et même au-délà. 

Notre collaboration avec Jean-Claude a été de longue durée (depuis le début des années 2000). Nous 

avons assisté à un grand nombre de ses fascinants exposés et de ses cours, nous avons discuté longuement 

et passionnément de mathématiques avec lui (parfois sur des bouts de papier) et nous avons publié plusieurs 

articles avec lui. Il a grandement influé sur nos méthodes de travail en tant que chercheuses en nous incitant 

à partir de problèmes appliqués et à concevoir des résultats théoriques généraux, alors même que nous ne 

travaillions pas dans le domaine de la statistique officielle. Il était des plus inspirants et nous a transmis sa 

passion de la théorie des sondages, et plus généralement, de la statistique et des mathématiques, mais aussi 

son goût pour les applications. Dans ce qui suit, nous allons illustrer la façon dont Jean-Claude a exercé une 

influence sur notre travail et, ce faisant, sur le travail de nos doctorants. À cette fin, nous examinerons deux 

applications concrètes que nous avons rencontrées dans notre carrière, à savoir l’estimation des courbes de 

consommation d’électricité et du trafic postal. Ces applications nous ont permis de faire quelques (petites) 

avancées dans la théorie des sondages qui sont des prolongements du travail de Jean-Claude dans des 

domaines où il a été un précurseur : l’analyse statistique des données fonctionnelles et l’échantillonnage 

indirect. 

La section 2 de notre discussion est consacrée au travail de Jean-Claude sur les données indépendantes 

de type fonctionnel, développé durant les années 1970 avant qu’il ne s’intéresse à la théorie des sondages. 

On donne également dans cette section une extension de l’analyse statistique des données fonctionnelles au 

cas des données dépendantes issues des enquêtes par sondage dans une population de courbes, telle que la 

population des courbes de consommations électriques dans le but d’estimer la courbe de consommation 

électrique totale. Dans la section 3, nous décrivons un problème d’échantillonnage indirect rencontré en 

pratique à La Poste. Nous nous concentrons sur un type particulier de structure de liens entre la population 

échantillonnée et la population cible, appelé « tous pour un », et nous montrons comment il est possible 

d’étendre les résultats de Deville et Lavallée (2006). Nous considérons également un échantillonnage 

indirect double particulier où le nombre de liens à observer peut être considérablement réduit. À la section 4, 

enfin, nous concluons avec quelques réflexions personnelles sur notre collaboration avec Jean-Claude. 

 
2. Deville et l’analyse statistique des données fonctionnelles : un 

visionnaire des mégadonnées 
 

2.1 Données fonctionnelles indépendantes 
 

L’article pionnier de 1974, « Méthodes statistiques et numériques de l’analyse harmonique », publié 

malheureusement uniquement en français, développe un nouveau type de statistique, la statistique des 

données fonctionnelles, largement popularisée plus tard par l’ouvrage de Ramsay et Silverman (2005). 

L’article de 1974 de J.C. Deville porte sur une étude réalisée en 1962 sur 240 000 femmes âgées de moins 

de 70 ans dans le but principal de reconstituer individuellement le calendrier de la formation de chaque 

famille. La date de naissance de chaque femme ainsi que les dates de naissance de ses enfants ont été 

renseignées, tout comme le niveau de scolarité, la profession et la position géographique de la famille cette 
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année-là, et d’autres renseignements sur le mari, etc. Dans Deville (1977), article qui détaille l’application 

de la méthode proposée dans Deville (1974) aux données de la constitution des familles, Deville affirme 

que « devant des données d’une telle richesse le statisticien éprouve une certaine perplexité ». Deville était 

à l’aube de l’analyse des mégadonnées et l’utilisation de méthodes classiques comme l’analyse en 

composantes principales (ACP) menait à des résultats impossibles à interpréter. Des relevés statistiques 

basés sur une division plus fine du temps, en trimestres plutôt qu’en années, ont fait penser à Deville que 

« le caractère de paramètre continu du temps n’était pas sans influence sur le choix d’une méthode 

d’analyse » (Deville, 1974, chapitre 1). Il a considéré alors que chaque individu k  était caractérisé par une 

courbe temporelle, fonction ( )kY t  pour t  variant dans un intervalle fermé [0, ]T  « au lieu d’être caractérisé 

par un vecteur de dimension finie » (Deville, 1977) et il a étendu l’analyse en composantes principales à ce 

nouveau cadre fonctionnel. Dans l’étude des calendriers des formations des familles, 0 représente l’année 

de mariage et = 20,T  les années écoulées depuis l’année du mariage. Deville considère cette période 

postérieure à la date de mariage comme le laps de temps maximal pour avoir des enfants, puisque très peu 

d’enfants naissent après 20 ans de mariage. La valeur ( )kY t  représente le nombre d’enfants à l’année t  

(depuis l’année du mariage). L’étude a porté sur seulement 100 000 familles considérées comme complètes, 

c’est-à-dire non dissoutes après 20 ans de mariage et pour lesquelles l’épouse était âgée de moins de 45 ans 

au moment du mariage. 

Les observations [0, ]= ( ( ))k k tY Y t  T  sont des courbes ou des fonctions de t et le traitement de tels objets 

exige des outils de la théorie des processus aléatoires et de l’analyse fonctionnelle. Des objectifs nouveaux 

et différents apparaissent dans ce nouveau cadre fonctionnel et, dans son papier novateur, Deville a posé les 

bases d’un nouveau type de statistique appelée, plusieurs années après, analyse statistique des données 

fonctionnelles (Ramsay et Silverman, 2005). Dans cet espace de dimension infinie, une première étape 

consiste à mieux représenter les données dans un espace de petite dimension qui permet de décrire les 

données fonctionnelles et de faciliter leur interprétation. Pour ce faire, Deville (1974) a supposé que les kY  

sont des fonctions aléatoires indépendantes appartenant à l’espace de Hilbert 2 [0, ],L T  l’espace des 

fonctions de carré intégrable définies dans l’intervalle fermé [0, ],T  muni du produit scalaire < , > =f g  

0
( ) ( )f t g t dt

T

 et de la norme induite 

  
1 2

2

0
( ) ( )f f t d t 

T

  

pour ,f 2 [0, ].g L T  Il a démontré que kY  pouvait être représenté de la manière suivante : 

 
1

( ) = ( ) < , > ( ), [0, ],k k j j
j

Y t t Y v v t t 


   T   

où ( )t  est la moyenne de ( )kY t  (c’est-à-dire le nombre moyen d’enfants des familles à l’étude à l’instant 

),t  où ( ), 1jv j   sont des fonctions orthonormées de 2 [0, ]L T  qui dépendent de ,t  mais non de l’individu 

,k  et qui sont appelées les harmoniques du processus dans Deville (1974) par analogie avec l’analyse 

harmonique des signaux périodiques/stationnaires dans des bases de Fourier. Les composantes 

< , >,k jY v 1j   dépendent de l’individu ,k  mais sont indépendantes du temps, elles sont non-corrélées 

entre elles et de variance égale à ,j  avec 1 2 .  …  Les fonctions kY  peuvent être approximées dans un 

espace de dimension plus petite q  comme suit : 
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 ,
=1

( ) = ( ) < , > ( ) ( ), [0, ],
q

k k j j q k
j

Y t t Y v v t R t t     T  (2.1) 

où le reste , ( )q kR t  est le plus petit possible selon un critère de variance intégrée. La relation (2.1) nous 

permet de représenter le mieux possible dans un espace de petite dimension q  les variations des courbes 
kY  

par rapport à la courbe moyenne .  L’expression (2.1) est l’extension fonctionnelle du résultat classique 

de la décomposition sur les q  premières composantes principales; Deville (1974, chapitre 4) a considéré 

cette décomposition comme une analyse en composantes principales fonctionnelle (ACPF), terminologie 

utilisée plus tard par un grand nombre d’auteurs (Ramsay et Silverman, 2005). Les fonctions ( )jv   et les 

quantités , 1j j   sont étroitement liées à l’opérateur de covariance Γ  de ,kY  qui est l’équivalent 

fonctionnel de la matrice des covariances. L’opérateur de covariance Γ  est défini sur l’espace 2 [0, ]L T  

dans 2 [0, ]L T  par : 

 
0

( ) = ( , ) ( ) ,a r r t a t dtΓ
T

 (2.2) 

pour toute fonction 2 [0, ]a L T  et ( , ) = cov ( ( ), ( )),k kr t Y r Y t  la covariance entre ( )kY r  et ( )kY t  pour 

, [0, ].r t T  Les quantités j  et ( )jv   sont respectivement les valeurs propres et les fonctions propres de 

:Γ  

 ( ) = ( ),j j jv t v tΓ  (2.3) 

avec 0, 1,j j    classés par ordre décroissant 1 2 .  …  Dans un espace de dimension ,p  Γ  est la 

matrice de covariance classique de taille ;p p  j  et jv  sont les valeurs propres et les vecteurs propres 

habituels. Le lecteur familier avec l’analyse en composantes principales multivariée (Jolliffe, 2002), 

reconnaîtra dans < , >k jY v  les scores de la ej  composante principale de variance égale à .j  Il 

interprétera les valeurs propres comme la partie de la variance totale qui est expliquée par la ej  composante 

principale. La même interprétation de j  est valable dans ce nouveau cadre fonctionnel (Deville, 1974). 

L’espace de dimension q  engendré par les vecteurs propres , =1, ,jv j q…  représente les principaux modes 

de variation autour de la courbe moyenne   des données tout au long du temps .t  On trouve dans Deville 

(1977) l’application de cette nouvelle approche statistique aux données des trajectoires familiales ainsi 

qu’une analyse approfondie de différentes typologies de familles mises en évidence par l’analyse en 

composantes fonctionnelles. 

 

2.2 Données fonctionnelles dépendantes issues des enquêtes par sondage 
 

La méthode conçue dans Deville (1974) est applicable à divers contextes et Deville en a donné plusieurs 

exemples au chapitre 8 du même article. Il a eu des idées innovantes comme l’attestent les études faisant 

appel à ces outils fonctionnels qui ont fait leur apparition dans divers domaines comme la chimiométrie 

(Hastie et Mallows, 1993), l’économie (Kneip et Utikal, 2001), la climatologie (Besse, Cardot et 

Stephenson, 2000) et la biologie (Chiou, Müller et Wang, 2003), pour n’en citer que quelques articles parmi 

les nombreuses références dans ce domaine. 

Une nouvelle ère statistique est apparue avec les progrès des modes automatisés de collecte de données 

et l’augmentation des capacités de stockage. Grâce aux capteurs intelligents, il est désormais très courant 



Techniques d’enquête, décembre 2023 351 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

C
o

n
so

m
m

at
io

n
 d

'é
le

ct
ri

ci
té

 (
k

W
h)

 
  

  
10

0 
  

   
15

0 
  

   
20

0 
  

  2
5

0
   

   
30

0
   

  
 3

50
   

  
 4

00
 

   0          50       100       150      200      250       300    
                                    Heures 

de disposer des données très volumineuses. Les courbes de charge d’électricité constituent un tel exemple. 

Plus précisément, Électricité de France (EDF) a installé plus de 30 millions de compteurs intelligents dans 

presque tous les ménages et les entreprises. Ces compteurs sont capables de mesurer et de transmettre la 

consommation individuelle d’électricité à des pas de temps très fins (toutes les 30 minutes, voire à chaque 

minute ou seconde). Comme le pas de discrétisation est très fin, les unités statistiques peuvent être 

considérées comme des fonctions du temps. Considérons, par exemple, une population test de =N 18 902 

entreprises françaises dont la consommation d’électricité a été mesurée toutes les demi-heures sur une 

période de deux semaines. Nous présentons dans la figure 2.1 un échantillon de 20 courbes de charge 

électrique extraites de cette population test ainsi que les profils d’électricité moyen et médian calculés sur 

la population entière. Dans cet exemple, ( )kY t  est la consommation d’électricité de chaque k  à l’instant .t  

Néanmoins, en raison des contraintes techniques et budgétaires dues à une bande passante restreinte ou 

aux coûts de stockage de vastes bases de données, l’analyse de l’ensemble des données produites peut être 

très difficile ou très coûteuse. Chiky (2009) a montré que, si nous nous intéressons uniquement à des 

indicateurs simples tels que les trajectoires totale ou moyenne, l’utilisation des techniques d’échan-

tillonnage, même très simples comme l’échantillonnage aléatoire simple sans remise, constituent une 

attrayante alternative aux techniques de compression de signal, puisqu’elles permettent d’obtenir des 

estimations précises à un prix raisonnable. En se basant sur ces résultats, EDF a envisagé d’utiliser des 

stratégies d’échantillonnage efficaces pour estimer la consommation totale d’électricité, ce qui a fait naître 

un certain nombre de travaux de recherche combinant l’analyse statistique de données fonctionnelles et la 

théorie de l’échantillonnage. Une collaboration de recherche a été mise en place entre ERDF 

(Alain Dessertaine) et l’Université de Bourgogne (Hervé Cardot et Camelia Goga) et plusieurs thèses de 

doctorat ont été consacrées à des sujets liés à ces thématiques (Étienne Josserand, Pauline Lardin-Puech, 

Anne De Moliner). 

 

Figure 2.1 Échantillon de 20 courbes de consommation d’électricité mesurée toutes les demi-heures sur une 
période d’une semaine. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
    

La courbe de consommation moyenne dans la population figure en bleu gras et la courbe de consommation médiane, en rouge. 
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Le premier travail combinant les données fonctionnelles et les techniques d’échantillonnage a été 

proposé dans Cardot et coll. (2010), qui ont étudié l’analyse en composantes principales fonctionnelles 

(ACPF) pour des données issues des enquêtes par sondage. Plusieurs articles ont traité ensuite l’estimation 

de la courbe totale ou moyenne avec des plans de sondage (Cardot et Josserand, 2011; Cardot, Degras et 

Josserand, 2013). Une problématique importante avec ce nouveau type de données est comment construire 

des bandes de confiance asymptotiques de taux de couverture contrôlés (Cardot et Josserand, 2011). Cardot, 

Dessertaine, Goga, Josserand et Lardin (2013) ont comparé, du point de vue de la précision des estimateurs 

de la courbe moyenne d’électricité, plusieurs approches qui considèrent l’information auxiliaire. Ils ont aussi 

comparé les largeurs de bandes de confiance. La conclusion de leur étude empirique est que, en intégrant 

de l’information auxiliaire lors de l’étape d’échantillonnage ou de l’étape de l’estimation, on améliore 

grandement l’efficacité des estimateurs. En particulier, la largeur des bandes peut être nettement réduite. La 

justification théorique de ces résultats a été établie par Cardot, Goga et Lardin (2013) et par Cardot, Goga 

et Lardin (2014). 

Nous présentons brièvement ci-après l’analyse en composantes principales fonctionnelles pour des 

données issues des enquêtes par sondage. Ce travail étend les résultats de Deville (1974) à des données 

fonctionnelles non indépendantes ainsi que l’approche par fonction d’influence de Deville (1999). 

 
2.2.1 Analyse en composantes principales fonctionnelles pour des données issues 

d’enquête par sondage 
 

Considérons une population finie U  de taille ,N  sur laquelle nous observons, pour chaque unité ,k  une 

fonction déterministe de temps [0, ]= ( ( )) .k k tY Y t  T  La courbe totale est définie par =Y kk U
t Y

  et la 

trajectoire moyenne par = .N Yt N  La valeur de Yt  ou N  au point de mesure [0, ]t T  s’obtient 

directement comme ( ) = ( )Y kk U
t t Y t

  et ( ) = ( )N kk U
t Y t N

  respectivement. La figure 2.1 présente la 

courbe de consommation moyenne d’électricité (en bleu) calculée sur la population d’intérêt. 

Pour effectuer l’analyse en composantes principales fonctionnelles (ACPF), nous devons d’abord 

estimer la fonction de covariance au niveau de la population. Pour r  et t  dans [0, ],T  la fonction de 

covariance ( , )r t  entre ( ( ))k k UY r   et ( ( ))k k UY t   est donnée par : 

 
1

( , ) = ( ( ) ( )) ( ( ) ( )), ( , ) [0, ] [0, ],k N k N
k U

r t Y r r Y t t r t
N

  


    T T   

et l’opérateur de covariance Γ  associé est donné en (2.2). Cet opérateur de covariance a les expressions 

équivalentes suivantes : 

 
1 1

= ( ) ( ) = ,k N k N k k N N
k U k U

Y Y Y Y
N N

   
 

         

où le produit tensoriel de deux éléments a  et b  de 2 [0, ]L T  est défini par : 

 ( ) = < , > ,a b y a y b  pour tout 2 [0, ].y L T   
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Enfin, les éléments propres de Γ  sont donnés par : 

 ( ) = ( ), [0, ], =1, , .j j jv t v t t j N Γ …T  (2.4) 

 

2.2.2 Estimateurs de l’analyse en composantes principales fonctionnelles fondés 
sur le plan 

 

La trajectoire moyenne N  ou l’opérateur de variance ,Γ  ainsi que les éléments propres sont inconnus 

parce que nous n’avons pas accès à toutes les unités k  de la population .U  Ces quantités sont estimées à 

l’aide d’un échantillon s  tiré dans U  selon un plan de sondage ( ),p   avec des probabilités d’inclusion du 

premier ordre , .k k U   Skinner, Holmes et Smith (1986) ont étudié un certain nombre de propriétés de 

l’analyse en composantes principales (ACP) multivariée dans le cadre des données d’enquête et Deville 

(1999) a déterminé la variance asymptotique des éléments propres d’une ACP en adoptant l’approche par 

la fonction d’influence. Tous ces paramètres d’intérêt sont des fonctions non linéaires du total .Yt  Les 

valeurs propres et les fonctions propres de Γ  sont définies par l’équation implicite (2.3) et sont également 

des fonctions non linéaires. L’approche proposée par Deville (1999) consiste à écrire le paramètre d’intérêt 

comme une fonctionnelle T  de la mesure discrète M  définie sur l’espace 2[0, ] :L T  

 = ,
kY

k U

M 

   

où 
kY  est la mesure de Dirac à kY  avec .k U  Comme décrit dans Cardot, Chaouch, Goga et Labruère, 

(2008, 2010), N  et Γ  peuvent être écrites comme fonctionnelles de :M  

 = ,N

Y dM

dM
 


 (2.5) 

 
( ) ( )

= .
N NY Y dM

dM

   


  (2.6) 

Les éléments propres de ,Γ  définis par la fonction implicite (2.4), sont aussi des fonctionnelles de .M  La 

mesure M  peut être estimée par : 

 
1ˆ =

kY
k s k

M 


   

et les estimateurs de N  et Γ  s’obtiennent en remplaçant M  par M̂  dans (2.5) et (2.6), ce qui donne : 

 Haj

ˆ
ˆ = ,

ˆ
Yt

N
  (2.7) 

où ˆ = 1 kk s
N 

  est l’estimateur de Horvitz-Thompson de .N  L’opérateur de variance Γ  est estimé par 

 Haj Haj

Haj Haj

ˆ ˆ( ) ( )1 1ˆ ˆ ˆ= = .
ˆ ˆ

k k k k

k s k sk k

Y Y Y Y

N N

 
 

  

   
  Γ  (2.8) 
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Les estimateurs ˆ ,j  de ,j  et ˆ ,jv  de ,jv  sont les éléments propres de ˆ ,Γ  soit 

 ˆˆ ˆ ˆ( ) = ( ), [0, ], =1, , .j j jv t v t t j N Γ …T  (2.9) 

 
2.2.3 Approximation asymptotique et estimateurs de la variance 
 

Tous les paramètres d’intérêt de la population peuvent s’écrire comme ( ),T M  où T  est une 

fonctionnelle de degré 0, soit ( ) = ( ).T M N T M  Sous des hypothèses faibles sur le plan de sondage et sur 

les fonctions ,kY  Cardot et coll. (2010) démontrent que les estimateurs ˆ( ),T M  basés sur le plan de sondage 

obtenus par les équations (2.7) à (2.9) sont asymptotiquement sans biais pour ( ).T M  Pour déduire la 

variance asymptotique de ˆ( ),T M  Cardot et coll. (2010) donnent un développement de von Mises de 

ˆ ˆ( ) = ( )T M N T M  autour de ,M N  comme suit : 

 

ˆ
ˆ( ) ( ) = ,

= ( , ) 1 ,

k T

k
k T

k U k

M M M
T M T M IT Y d R

N N N

I
IT M Y R



  
    

   

 
  

 





  

où 1kI   si l’unité k  est sélectionnée dans un échantillon et zéro sinon; ( , ) = ( , ),k kIT M N Y N IT M Y  où 

( , )kIT M Y  est la fonction d’influence de T  au point kY  comme définie dans Deville (1999) et appelée la 

variable linéarisée de ,T  et TR  est le terme du reste. La fonction d’influence de N  est ( , ) =N kI M Y  

( )k NY N  (Deville, 1999). En utilisant des arguments de la théorie de la perturbation, Cardot et coll. 

(2010) montrent que  ( , ) = ( ) ( )k N NI M Y Y Y N       et que 

 

21
( , ) = (< , > )

< , > < , >1
( , ) = ,

j k k N j j

k N j k N

j k
j j

I M Y Y v
N

Y v Y v
Iv M Y v

N

  

 

 

 

 


 


 

  

en supposant que j    pour tout .j    Les mêmes expressions ont été obtenues pour jI  et jIv  par 

Deville (1999) pour le cas non fonctionnel. Cardot et coll. (2010) montrent que 
1/2= ( )T pR o n

 pour T  

donné dans les équations (2.7) à (2.9), et déterminent la variance asymptotique de ˆ( ).T M  Cardot et coll. 

(2010) donnent aussi des estimateurs de variance qui sont convergents sous des hypothèses supplémentaires 

sur les probabilités d’inclusion d’ordre supérieur. 

 
2.2.4 Pourquoi utiliser l’analyse en composantes principales fonctionnelles ? 
 

Les scores de l’analyse en composantes principales, < , >k N jY v  pour =1, , ,j q…  indiquent l’écart 

de la courbe kY  par rapport à sa fonction moyenne N  et permettent d’obtenir une bonne reconstitution des 

fonctions ,kY k U  dans un espace de dimension faible .q  Lorsque des variables auxiliaires sont 

disponibles, Cardot et coll. (2010) proposent de s’en servir pour améliorer l’estimation de .Yt  L’analyse en 
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composantes principales fonctionnelles (ACPF) peut aussi être utilisée lorsque l’information auxiliaire est 

de très grande taille; par exemple, la consommation d’électricité relevée toutes les 30 minutes pendant une 

certaine période peut servir comme information auxiliaire pour construire des estimateurs de 
Yt  assistés par 

un modèle ou par calage (Cardot, Goga et Shehzad, 2017). De telles variables auxiliaires sont fonctionnelles, 

et l’ACPF nous permet de déterminer de nouvelles variables non-corrélées qui peuvent être utilisées ensuite 

comme des variables de calage (Deville et Särndal, 1992) pour améliorer l’estimation de ,Yt  comme suggéré 

dans Cardot et coll. (2017). 

 
3. Revue et prolongement des idées de Deville sur l’échantillonnage 

indirect 
 

La question traitée dans cette section nous a été présentée par Alain Dessertaine et Pauline Puech, de La 

Poste. Ils étaient préoccupés par la perte de précision des estimateurs nationaux du trafic postal après le 

changement du plan de sondage. Pour mieux comprendre leur problème, nous avons travaillé sur la théorie 

avec une doctorante, Estelle Medous, et avons fait des progrès intéressants sur le plan méthodologique. 

Comme il est expliqué à la section 4 dans Ardilly, Haziza, Lavallée et Tillé (2023), Jean-Claude Deville a 

joué un rôle clé dans l’identification et la dérivation des principes généraux de l’échantillonnage indirect 

ainsi que des propriétés de ce plan. Les principaux résultats figurent dans Deville et Lavallée (2006) et dans 

Lavallée (2007). Dans ce qui suit, nous présentons certains prolongements des travaux de recherche de 

Jean-Claude Deville sur l’échantillonnage indirect tels que détaillés dans Medous, Goga, Ruiz-Gazen, 

Beaumont, Dessertaine et Puech (2023) et Medous (2023). 

 
3.1 Le problème d’échantillonnage de La Poste 
 

La mesure du trafic postal mensuel en France est importante en particulier pour le suivi comptable à La 

Poste. Toutefois, seule une partie du trafic postal passe par le traitement automatisé. Le trafic postal mensuel 

doit donc être estimé à l’aide d’une enquête probabiliste. En 1994, cette enquête a été baptisée SYCI (ou 

Système de collecte de l’information). Il s’agissait de tirer des échantillons des populations de tournées ou 

itinéraires de postiers en appliquant un plan de sondage stratifié à deux degrés et équilibré, et en utilisant 

des estimateurs calés. Jean-Claude Deville, alors « chef des méthodes statistiques » à l’Insee, a participé à 

la validation du cadre méthodologique de cette enquête et a étudié en particulier la précision des estimateurs. 

Depuis 2008, l’organisation des tournées des postiers a changé et n’est plus stable dans le temps. Il est 

devenu impossible de tirer directement un échantillon de la population cible et le plan d’échantillonnage a 

évolué vers un plan d’échantillonnage indirect appelé SYCI2, pour lequel la population cible est toujours la 

population de tournées des postiers, mais la population échantillonnée ou frame est celle des adresses 

postales. Comme il est détaillé dans section 4 de Ardilly et coll. (2023) sur l’échantillonnage indirect, dès 

que les poids associés aux liens entre les deux populations sont standardisés (leur somme est égale à un), 

les estimateurs construits selon la méthode généralisée de partage des poids (MGPP) sont sans biais pour le 
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paramètre d’intérêt. Mais il n’est pas facile de comparer leur précision à celle des estimateurs de 

l’échantillonnage direct. À La Poste, l’échantillonnage indirect de SYCI2, contrairement à la méthode 

antérieure d’échantillonnage direct de SYCI, a causé une perte de précision des estimateurs et les écarts-

types estimés ont augmenté d’un facteur de 2 à 3. L’étude, résumée ci-dessous, visait à comprendre en 

profondeur cette perte de précision. 

La population frame est formée des adresses postales, et la population cible des tournées des postiers. La 

structure des liens entre ces deux populations est d’un type particulier car chaque adresse appartient à une 

seule et unique tournée de postier. De tels liens sont qualifiés de « tous pour un » dans Deville et Lavallée 

(2006). Nous emploierons l’expression « tous pour un » à partir de maintenant. Comme précisé ci-dessous, 

pour ce type de structure de liens, il est possible d’aller au-delà de Deville et Lavallée (2006) dans l’étude 

théorique des estimateurs MGPP. 

 
3.2 Échantillonnage indirect « tous pour un » 
 

Considérons comme paramètres de l’étude les totaux calculés sur la population cible .TU  Comme Deville 

et Lavallée (2006), nous supposons qu’une base de sondage existe pour une population dite frame ,FU  liée 

à TU  de sorte que toute unité de TU  soit en liaison avec au moins une unité de .FU  De plus, nous 

considérons la situation de liens « tous pour un » où chaque unité de FU  est liée à une seule et unique unité 

de .TU  Soit y  la variable d’intérêt mesurée sur TU  et soit ky  sa valeur pour la ek  unité dans .TU  Nous 

désirons estimer = ,
T

y kk U
t y

  le total de y  sur .TU  Nous tirons un échantillon Fs  dans FU  selon un plan 

de sondage ( ).Fp   Nous pouvons associer à Fs  le vecteur 1( , , ) ,NF
I I …  où iI  est l’indicateur d’appartenance 

à un échantillon de l’individu i  de ,FU  défini par = 1iI  si i  est sélectionné et = 0iI  autrement. Nous 

désignons par = Pr( )i Fi s   la probabilité d’inclusion du premier ordre de l’unité i  et par =ii   

Pr( , )Fi i s  la probabilité d’inclusion du second ordre des unités i  et .i  Nous supposons que toutes les 

unités i  ont une probabilité strictement positive d’inclusion > 0i  et nous désignons par = 1i id   leurs 

poids d’échantillonnage. L’échantillon Fs  de FU  conduit à un échantillon Ts  de ,TU  qui contient les unités 

de TU  en liaison avec au moins une unité de .Fs  

Considérons, pour tout lien entre les individus Fi U  et ,Tk U  un poids non négatif ik  tel que ik  

soit positif quand Fi U  et Tk U  sont en liaison et = 0ik  autrement. Nous définissons les poids associés 

standardisés =
F

ik ik i ki U
     qui satisfont la contrainte = 1.

F
i ki U

    Si pour une unité donnée ,Tk U

FkU  désigne l’ensemble des unités i  de FU  qui sont associées à ,k  les poids de liens associés ik  sont 

égaux à zéro quand i  n’appartient pas à FkU  et les poids standardisés associés peuvent se formuler sous la 

forme = .
Fk

ik ik i ki U
     Le total yt  peut s’écrire comme le total sur FU  de la variable 

,
T

ik k Fk U
y i U


   comme suit : 

 = = = .
T T F F T

y k ik k ik k
k U k U i U i U k U

t y y y 
    

   
      
   

       (3.1) 

L’estimateur MGPP de ,yt  étudié dans Deville et Lavallée (2006), est donné par 
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 1
ˆ = ,

F T

y i ik k
i s k s

t d y
 

 
  
 

    (3.2) 

et il estime sans biais le total ,yt  à condition que les poids de liens associés soient standardisés. 

Pour calculer 1
ˆ ,yt  les poids de liens doivent être standardisés pour tout ,Tk s  ce qui implique que la 

somme =
F Fk

i k i ki U i U
       soit connue pour les unités k  échantillonnées dans .TU  Dans la figure 3.1, 

nous considérons le cas de 10 observations dans FU  en liaison avec une seule observation dans TU  avec 

les poids associés .ik  L’observation i  dans l’ellipse de la figure qui suit est échantillonnée dans ,FU  ce 

qui implique que l’unité de TU  en liaison avec i  est échantillonnée et que 10 liens doivent être observés 

pour calculer la somme des poids associés. 

 
Figure 3.1 Petit exemple avec 10 liens « tous pour un » pour une unité échantillonnée dans la population cible 

à partir d’une unité échantillonnée dans la population de base. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Comme l’estimateur direct de Horvitz-Thompson, les estimateurs MGPP sont sans biais pour le total 

d’intérêt. Il est toutefois impossible de comparer leur variance avec un estimateur direct de Horvitz-

Thompson pour un plan de sondage quelconque. C’est ce que rappellent les auteurs dans la sous-section 4.1 

    Fi U                                                                                         Tk U  

    ik  

    FU                                                                                                  TU  

  i échantillonné 

10 liens à observer 
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de Ardilly et coll. (2023) en disant que, pour l’échantillonnage indirect et avec des probabilités d’inclusion 

du premier ordre dans la population frame, il est habituellement impossible de calculer les probabilités 

d’inclusion dans la population cible. 

Une comparaison entre l’échantillonnage direct et l’échantillonnage indirect est donc difficile en général. 

On obtient toutefois un résultat pour les liens « tous pour un » et l’échantillonnage de Poisson dans Medous 

et coll. (2023). Pour l’échantillonnage de Poisson dans la population frame et les liens « tous pour un », il 

est possible de calculer les probabilités d’inclusion dans la population cible à partir des probabilités 

correspondantes dans la population frame. Nous pouvons ainsi comparer la précision de l’estimateur de 

Horvitz-Thompson d’un total obtenue pour l’échantillonnage direct avec celle obtenue pour l’échan-

tillonnage indirect. La proposition 2.3 dans Medous et coll. (2023) indique que la variance de l’estimateur 

de Horvitz-Thompson pour l’échantillonnage direct est toujours inférieure ou égale à la variance de 

l’estimateur MGPP pour le plan d’échantillonnage indirect associé. Pour l’échantillonnage de Poisson et les 

liens « tous pour un », il y a une perte de précision en utilisant l’échantillonnage indirect et un estimateur 

MGPP par rapport à l’échantillonnage direct et l’estimateur de Horvitz-Thompson. 

Ajoutons que, dans le cas des liens « tous pour un » et pour une condition générale appelée propriété   

sur le plan de sondage, Medous et coll. (2023) montrent que les poids de liens faiblement optimaux dans 

Deville et Lavallée (2006) sont aussi les poids de liens fortement optimaux pour l’estimateur MGPP (pour 

plus de détails, voir la section 4.5 de Ardilly et coll., 2023). La propriété   caractérise la matrice des 

covariances ,= ( )
Fii i i U    des indicatrices aléatoires d’appartenance à un échantillon pour le plan de 

sondage (.).Fp  Rappelons que, pour une unité donnée ,Tk U FkU  représente l’ensemble de taille FkN  des 

unités i  de FU  qui sont en liaison avec .k  En raison de la structure des liens « tous pour un », la taille FN  

de FU  est égale à la somme .
T

Fkk U
N

  Dans ce qui suit, nous considérons que les unités de FU  s’ordonnent 

suivant les ,FkU  de sorte que la matrice   de taille F FN N  peut se formuler par blocs ,kk  , ,Tk k U  de 

taille .Fk FkN N  Le nombre de blocs est égal à la taille TN  de la population .TU  Pour des liens « tous pour 

un » et des indices ordonnés dans la population FU  comme indiqué ci-dessus, un plan de sondage (.)Fp

satisfait la propriété   si : 

(i) kk  est inversible pour tout ,Tk U  

(ii) = t
kk kk k kc   1 1  pour ,Tk k U   où k1  est le vecteur de dimension FkN  contenant des valeurs 1. 

 

La propriété   est une propriété technique permettant de simplifier l’expression de la variance de 

l’estimateur MGPP dans le cas particulier des liens « tous pour un ». Cette propriété est vraie pour 

l’échantillonnage de Poisson et l’échantillonnage aléatoire simple sans remise, parce que la matrice des 

covariances   de ces plans de sondage a des termes constants hors la diagonale. Mais elle est vérifiée aussi, 

par exemple, pour un échantillonnage aléatoire simple stratifié sans remise avec le même taux d’échan-

tillonnage pour toutes les strates ou avec des taux différents lorsque les unités de FU  en liaison avec la 

même unité de TU  appartiennent à la même strate (voir les détails dans Medous et coll., 2023). Ce résultat 

a déjà été prouvé pour l’échantillonnage de Poisson et l’échantillonnage aléatoire simple sans remise dans 
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Deville et Lavallée (2006), mais n’a pas été clairement énoncé comme une propriété de la structure des liens 

« tous pour un ». En outre et toujours à propos de la propriété ,  Medous et coll. (2023) offrent une 

expression explicite et simple pour la différence des variances entre un estimateur MGPP quelconque et 

l'estimateur MGPP optimal. 

Le plan de sondage SYCI2 est en réalité plus complexe qu’un simple plan d’échantillonnage indirect, 

d’où la nécessité d’étudier plus en détail la perte de précision observée à La Poste lorsque SYCI2 remplace 

SYCI. SYCI2 fait appel à un plan d’échantillonnage indirect double comprenant une population 

intermédiaire de boîtes de tri du courrier. Les propriétés des plans d’échantillonnage indirect double ont été 

étudiées dans Medous et coll. (2023) et Medous (2023). Nous les expliquons brièvement dans la 

sous-section qui suit. 

 
3.3 Échantillonnage indirect double « tous pour un-tous pour un » 
 

Comme il est expliqué à la section 4 de Ardilly et coll. (2023), le total des poids de liens associés doit 

être connu pour chaque observation échantillonnée indirectement dans la population cible afin de 

standardiser les poids de liens et d’obtenir des estimateurs sans biais. Dans le cas des liens « tous pour un », 

le nombre de liens entre la population de base et la population cible peut être très élevé et le dénombrement 

de ces liens peut se révéler infaisable. À La Poste, cela signifie que toutes les adresses desservies dans une 

tournée de postier échantillonnée doivent être connues. On compte en moyenne quelque 500 adresses par 

tournée de postier, et il est impossible de dénombrer toutes ces adresses avant le départ du postier. Pour 

résoudre ce problème, La Poste a dû envisager un plan d’échantillonnage indirect double et un double 

estimateur MGPP. L’idée de cet échantillonnage indirect double est d’introduire une population inter-

médiaire MU  entre la population frame et la population cible et d’appliquer ensuite les mêmes principes de 

l’échantillonnage indirect simple. 

Le recours à une population intermédiaire avait déjà été présenté dans Deville et Lavallée (2006) (voir 

la sous-section 3.3 pour la propriété de transitivité et la sous-section 6.1 pour la factorisation) de manière à 

simplifier le calcul des poids associés optimaux. À La Poste, on constitue une population intermédiaire de 

boîtes de tri postal pour obtenir moins de liens à observer. L’idée est qu’en introduisant une population 

intermédiaire, nous avons plus de liberté dans le choix des poids de liens associés, comme nous allons le 

préciser ci-dessous. Par souci de simplicité, nous nous attacherons au cas où non seulement les liens entre 

FU  et ,MU  sont « tous pour un » mais aussi ceux entre MU  et .TU  Nous considérerons les poids de liens 

positifs FT
ik  pour Fi U  et Tk U  (respectivement 

FM
ij  pour ,F Mi U j U   et 

MT
jk  pour , )M Tj U k U   

associés aux liens entre FU  et TU  (respectivement FU  et ,MU  et MU  et ).TU  Pour exprimer le total 

=
T

y kk U
t y

  comme un total sur FU  comme dans l’équation (3.1), nous devons calculer les poids de liens 

standardisés 
FM

ij
  et 

MT
jk  de sorte que 

 
FM MT = 1.

F M

ij jk
i U j U

 
 
     (3.3) 
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Nous avons : 

 FM MT FM MT= = = .
T T F M F T M

y k ij jk k ij jk k
k U k U i U j U i U k U j U

t y y y   
      

   
      
   

            

Un double estimateur MGPP sans biais pour yt  est de la forme suivante : 

 FM MT
2

ˆ = ,
F T M

y i ij jk k
i s k s j s

t d y 
  

 
  
 

     (3.4) 

où l’échantillon Ms  de MU  (respectivement Ts  de )TU  est constitué des unités de MU  (respectivement de 

)TU  en liaison avec au moins une unité de Fs  (respectivement de ).Ms  

La standardisation des poids de liens associés en (3.3) est appelée « standardisation globale ». Si on 

standardise chaque ensemble de liens 
FM

ij
  et 

MT
jk  séparément, appelé « double standardisation », il est 

facile de vérifier que les poids de liens sont aussi globalement standardisés. Mais comme l’illustre le petit 

exemple qui suit, avec une double standardisation des poids de liens, le nombre de liens à observer peut 

diminuer par rapport à un échantillonnage indirect simple. Cette caractéristique n’est pas nécessairement 

vraie pour d’autres types de poids de liens globalement standardisés. 

Les liens entre la population de base FU  et la population cible TU  sont les mêmes à la figure 3.2 qu’à 

la figure 3.1, mais une population intermédiaire est introduite avec deux unités, chacune étant liée à la seule 

unité de ,TU  et à cinq unités de .FU  Pour le calcul de l’estimateur 2ŷt  en (3.4), il faut que les poids de liens 

associés soient globalement standardisés (voir (3.3)). Une possibilité de standardisation pour la somme 
FM MT

M
ij jkj U

 
  est de la diviser par sa somme sur ,Fki U  où FkU  est la population d’unités de FU  associé 

avec .Tk U  Du côté gauche à la figure 3.2, cette double standardisation conduit à observer 12 liens, 

puisqu’il y a 10 observations dans FU  liées à l’observation dans TU  et 2 autres liens entre MU  et .TU  Cette 

situation est encore pire que s’il s’agissait d’observer les 10 liens en échantillonnage indirect simple (voir 

la figure 3.1). 

Au contraire, le recours à la double standardisation des poids de liens associées est moins coûteuse, et la 

raison en est quelque peu subtile. La standardisation des 
FM
ij  (respectivement 

MT ),jk  consiste à les diviser 

par leur somme sur Fji U  (respectivement ),Mkj U  où FjU  (respectivement )MkU  est la population 

d’unités de FU  (respectivement de )MU  liée à Mj U  (respectivement ).Tk U  En d’autres termes, les 

liens doivent être connus seulement pour Fji U  pour la double standardisation, par opposition à FkU  pour 

la standardisation globale comme nous l’avons évoqué précédemment. Du côté droit de la figure 3.2, les 

deux liens entre MU  et TU  doivent être observés, mais seulement cinq liens (sur dix) doivent l’être entre 

FU  et ,MU  ce qui donne sept liens à observer au total. Comme le décrivent Medous et coll. (2023), pour 

les liens « tous pour un » entre FU  et MU  et entre MU  et ,TU  l’échantillonnage indirect double avec la 

double standardisation peut permettre de diminuer le nombre de liens à observer. À La Poste, on compte en 

moyenne 500 adresses postales par tournée de postier avec 50 adresses par casier de tri et 10 casiers par 

tournée. Le recours à l’échantillonnage indirect double et à la double standardisation donne en moyenne 60 

liens à observer au lieu des 500 de l’échantillonnage indirect simple. 
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 Fi U                        Mj U                        Tk U                  Fi U                         Mj U                       Tk U  

                  Nombre de poids observés : 12                                             Nombre de poids observés : 7 

À La Poste, l’avantage de l’échantillonnage indirect double pour le nombre de liens à observer est 

évident, mais des questions se posent sur le choix de la double standardisation des poids de liens. Est-ce que 

le choix des poids de liens peut avoir une grande incidence sur l’efficacité des estimateurs MGPP ? Est-il 

possible de trouver des poids de liens associés doublement standardisés optimaux ? On peut répondre oui à 

ces deux questions. Dans Medous et coll. (2023), nous avons effectué certaines simulations de Monte Carlo 

pour montrer qu’il peut y avoir des situations où la perte d’efficacité est énorme. En outre, les résultats pour 

les données postales historiques nous permettent de dégager un facteur de deux à trois de perte d’efficacité 

entre SYCI etSYCI2. Très récemment, Medous (2023) a obtenu des poids de liens doublement standardisés 

optimaux. Ces poids de liens nous permettent d’avoir moins de liens à observer comparativement à un plan 

d’échantillonnage indirect simple, tout en obtenant un estimateur MGPP de variance minimale (quelle que 

soit la variable d’intérêt). 

 
Figure 3.2 Même exemple qu’à la figure précédente, mais avec une population intermédiaire. À gauche, 

12 liens sont nécessaires pour la standardisation globale. À droite, seuls 7 liens sont nécessaires pour 
la double standardisation. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
      

4. Conclusion 
 

Les deux applications que nous avons analysées sont autant d’exemples de l’héritage de Jean-Claude. 

Nous avons aussi travaillé avec lui sur l’estimation de paramètres complexes et sur la coordination 

 FM
ij                           MT

jk                                                       FM
ij                          MT

jk  

   FU                              MU                            TU                        FU                              MU                             TU  

      i échantillonné                                                                                                                                         i échantillonné 
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d’échantillons en utilisant la fonction d’influence partielle (Goga, Deville et Ruiz-Gazen, 2009). Nous nous 

sommes aussi inspirées de ses idées sur les méthodes non paramétriques en sondage (Goga et Ruiz-Gazen, 

2014). 

Jean-Claude était un homme d’échange et de transmission, avec des collaborations fructueuses en 

recherche et des présentations de vulgarisation fascinantes. Nous nous rappellerons en particulier de ses 

exposés aux étudiants du master « statistique et économétrie » à l’École d’économie de Toulouse, ainsi que 

de son article dans « Pour la science » (Deville, 2006). Il avait une foule d’anecdotes captivantes à raconter, 

sur la méthodologie rénovée du recensement français, sur l’enquête sur le tourisme en Bretagne (avec ses 

histoires de boulangeries et de péages sur les autoroutes), sur l’enquête d’évaluation du coût de la rénovation 

de la bibliothèque « François Mitterrand », pour ne citer que ces exemples. 

Avec Jean-Claude disparaît une source de savoirs et d’intelligence à laquelle nous pensions pouvoir nous 

abreuver à l’infini, mais aussi un « père » et un ami (nous faisions partie de ses « copains » comme il disait). 

Il nous manque terriblement. 
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Commentaires à propos de l’article « Les contributions de 
Jean-Claude Deville à la théorie des sondages et à la 

statistique officielle » 

Carl-Erik Särndal1 

Résumé 

Au cours des dernières décennies, de nombreuses façons différentes d’utiliser l’information auxiliaire ont enrichi 
la théorie et la pratique de l’échantillonnage. Jean-Claude Deville a contribué de manière importante à ces 
progrès. Mes commentaires permettent de retracer certaines des étapes qui ont conduit à une théorie importante 
pour l’utilisation de l’information auxiliaire : l’estimation par calage. 

 
Mots-clés : Information auxiliaire; estimation par régression généralisée; estimation par calage. 

 
 

Introduction 
 

J’ai l’honneur de réfléchir à l’article d’Ardilly, Haziza, Lavallée et Tillé sur Jean-Claude Deville et à ses 

nombreuses contributions à la théorie et à la pratique des enquêtes.  

J’appelle cet article Ardilly, Haziza, Lavallée et Tillé (AHLT). Il est en partie consacré à l’estimation du 

total de population finie selon la théorie du calage. C’est sur ce point que je me concentre dans le présent 

article. Plus de 30 ans se sont écoulés depuis la publication de l’article influent de Deville et Särndal (1992) 

sur le calage. Une suite importante lui a succédé un an plus tard, également publiée dans le Journal of the 

American Statistical Association (JASA). 

Un précurseur ‒ et un cas particulier ‒ de l’estimateur par calage est [traduction] « l’estimateur bien 

connu par la régression linéaire généralisée », comme le formulent AHLT. Présenté dans leur formule (3.5), 

il est généralement connu sous le nom d’estimateur par la régression (linéaire) généralisée (ERG). Cela me 

donne l’occasion d’examiner la façon dont l’estimateur ERG a ouvert la voie à l’estimateur par calage. La 

forme de l’estimateur ERG a évolué au milieu et à la fin des années 1970 et dans les années 1980; on peut 

dire qu’il est à l’origine de l’estimateur par calage. 

La construction de l’ERG est le fruit de « l’argument de prédiction » : prédire le mieux possible les 

valeurs des variables à l’étude pour les unités de population non observées. D’autre part, un courant un peu 

plus tardif de la littérature est axé sur « l’argument de pondération » : concevoir et calculer l’estimateur du 

total de la population au moyen d’une pondération appropriée des valeurs des variables à l’étude ky  

observées pour les unités k  dans l’échantillon probabiliste ;s  de préférence une pondération plus « riche 

en renseignements » que la simple pondération à probabilités inverses d’inclusion 1 .k kd   

Mes commentaires dans le présent article reflètent ma compréhension, qui a pris forme sur plusieurs 

décennies, de l’estimation en présence d’information auxiliaire. Ils constituent un recueil incomplet d’une 
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période de perfectionnement au cours de laquelle Jean-Claude Deville a joué un rôle important. De 

nombreuses autres personnes ont apporté leur contribution et auraient dû être reconnues dans l’article.  

 

Rencontre 
 

J’ai rencontré Jean-Claude pour la première fois dans les Alpes suisses. Pas en faisant du ski, mais lors 

de la traditionnelle « école d’hiver » annuelle de statistique qui se tient à la station Les Diablerets. Nous y 

avions tous deux été invités à prendre la parole en 1987. On m’avait dit à l’avance que j’allais rencontrer un 

statisticien français relativement nouveau dans le domaine de l’échantillonnage, qui s’était fait connaître 

grâce à de récentes contributions intéressantes.  

J’y ai rencontré Jean-Claude en personne et en pensée. Nous avons établi une relation et avons eu une 

compréhension mutuelle dès le début. Diplômé de la prestigieuse École polytechnique, Jean-Claude 

s’appuyait sur un solide bagage mathématique et d’excellentes compétences. De plus, son travail à l’Institut 

national de la statistique et des études économiques (INSEE) l’a familiarisé avec les organismes statistiques 

nationaux et leurs efforts pour produire des statistiques nationales exactes.  

Au fur et à mesure que j’apprenais à le connaître, il m’a semblé qu’une combinaison unique le 

caractérisait : une vision mathématique qu’il appliquait de manière parfois étonnante, tout en possédant une 

expérience claire en matière de production de statistiques nationales. Il était très sensible à la résolution de 

problèmes intégrés dans un environnement pratique plus grand, tel qu’un organisme statistique national.  

Comme il me l’a expliqué, dans la trentaine déjà, il avait décidé de changer de domaine de recherche 

pour se consacrer à la science des enquêtes statistiques. Le concept de l’échantillonnage probabiliste 

l’intriguait : procéder à une sélection, en ayant des probabilités connues, parmi un ensemble fini d’unités 

identifiables. Sa curiosité a été stimulée par l’incroyable variété des méthodes utilisées pour y arriver et par 

la façon d’estimer, à l’aide de variables auxiliaires, les paramètres de population à partir de données tirées 

d’un échantillon probabiliste.  

De sept ans son aîné, j’avais derrière moi une plus longue expérience du domaine. Il m’a raconté la façon 

dont il avait systématiquement « assimilé » le domaine de la science des enquêtes statistiques, avait étudié 

la littérature importante, des livres classiques sur l’échantillonnage des années 1950 jusqu’aux travaux 

récents, dans la vigueur naissante que la théorie de l’échantillonnage a trouvée depuis 1970 environ. 

Notamment, il admirait le travail du théoricien tchèque de l’échantillonnage Jaroslav Hàjek. Il avait étudié 

le livre de Wiley de 1977 que j’ai cosigné, Foundations of Inference in Survey Sampling (les fondements de 

l’inférence dans l’échantillonage en français). Dans les années qui ont suivi, il est venu plusieurs fois au 

Canada et nous avons travaillé ensemble à l’Université de Montréal.  

 

Théorie de la randomisation 
 

Je crois que la préférence idéologique de Jean-Claude était en phase, essentiellement, avec la théorie de 

la randomisation, le volet de la science des enquêtes statistiques fondé sur le plan. Il s’agit d’une approche 

dans laquelle l’inférence concernant la population finie est fondée sur le plan d’échantillonnage avec 

probabilités, en utilisant les probabilités d’inclusion connues des unités échantillonnées. 
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Ce positionnement n’était pas du tout évident pour quelqu’un qui apprenait le domaine à l’époque. Les 

années 1970 avaient apporté un flot d’idées, parfois contradictoires. La théorie fondée sur le modèle, selon 

laquelle l’inférence doit être plutôt fondée sur la structure stochastique énoncée dans le modèle 

hypothétique, a constitué un prétendant de taille à la théorie traditionnelle de la randomisation fondée sur le 

plan.  

Il me semble donc que lorsque Jean-Claude s’est lancé dans l’apprentissage du domaine, il a pu se sentir 

attiré par le mouvement qui prône la théorie fondée sur un modèle et a pu en devenir un adepte convaincu. 

Mais cela n’a pas été pas le cas.  

 
Information auxiliaire 
 

L’estimation fondée sur des idées concernant les renseignements supplémentaires et les valeurs y  

prédites pour les unités non observées semble avoir été étudiée, ou mise à l’essai, dès les années 1950, dans 

des endroits comme les organismes statistiques nationaux, où se trouvaient des méthodologistes d’enquête 

perspicaces. À l’INSEE, en France, P. Thionet et Y. Lemel ont été parmi les personnes dont les travaux 

importants ont influencé Jean-Claude. 

Un exemple important d’information auxiliaire est lorsque les valeurs sont connues pour toutes les unités 

de population pour une ou plusieurs variables, les variables ,x  considérées comme liées à la variable de 

l’enquête, la variable .y  Les pays scandinaves, dont les registres de population sont diversifiés et de grande 

qualité, ont servi de terrain d’essai pour cette méthodologie. L’utilisation d’information auxiliaire a donné 

lieu, à partir des années 1970, à de grands progrès dans la recherche et la pratique en matière de statistiques 

d’enquête.  

 
Estimateur par la régression généralisée 
 

L’estimateur ERG repose sur « l’argument de prédiction »; les valeurs y  pour les unités non 

échantillonnées sont prédites en fonction d’une relation perçue entre la variable à l’étude y et une ou 

plusieurs variables auxiliaires corrélées. L’estimateur ERG linéaire, tel que nous le connaissons aujourd’hui, 

donné dans la formule (3.5) d’AHLT, a évolué progressivement entre le milieu et la fin des années 1970. 

Plusieurs personnes y ont pris part; un raffinement progressif s’est opéré. La première fois que j’ai utilisé 

l’« estimateur par la régression généralisée » en tant que terme et principe de construction incomplet à 

l’époque, c’était, autant que je m’en souvienne aujourd’hui, dans un article cosigné par Cassel, Särndal et 

Wretman (1976) dans Biometrika. Parmi les contributions à « l’approche de la régression », les travaux 

menés à Iowa State par W.A. Fuller et ses étudiants se distinguent.  

Le terme « généralisé » signifiait essentiellement que la première forme de l’estimateur ERG a permis 

d’élargir ce que Cochran et d’autres textes des années 1950 avaient présenté comme méthode de réduction 

de la variance, en attachant un terme d’ajustement par régression linéaire à l’estimateur de base sans biais 

par rapport au plan. L’ajustement, de faible ampleur dans les grands échantillons, était une fonction des 

variables auxiliaires.  
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De façon plus générale, supposons que ˆky  est la valeur prédite, au moyen d’un « modèle d’assistance » 

linéaire ou non linéaire, de la valeur de la variable étudiée .ky  La formulation ERG est ERG
ˆ

k ks
Y d y   

 ˆ ˆ ,k k kU s
y d y   où U  représente la population et s  représente l’échantillon probabiliste de .U  Les 

résidus ˆ
k ky y  laissés par l’ajustement du modèle deviennent plus évidents lorsque nous l’écrivons comme 

suit ERG
ˆ ˆ ˆ( ).k k k kU s

Y y d y y     

Dans des articles datant de la fin des années 1970 et du début des années 1980, j’ai eu l’occasion 

d’examiner l’estimateur ERG linéaire, c’est-à-dire lorsque ˆky  est le résultat d’un ajustement par régression 

linéaire. Je me souviens de l’article de Biometrika, cosigné en 1976, surtout en raison d’une curiosité 

administrative.  

Bien que cela ait été exceptionnel pour une soumission courante à Biometrika, le rédacteur en chef, 

D.R. Cox, souhaitait accompagner l’article d’une discussion spéciale, ce dont nous avons convenu. L’article 

a été perçu, apparemment, comme le mélange peu orthodoxe d’un intérêt envers un modèle et ses propriétés 

et, en même temps, envers la distribution de randomisation, ,p  découlant de l’échantillonnage probabiliste.  

L’animateur de la discussion était T.M.F. (Fred) Smith, un théoricien d’enquête hautement respecté avec 

qui j’ai eu le plaisir d’avoir, au fil du temps, de nombreux contacts fructueux et amicaux. Il a écrit : 

[traduction] « Cet article soulève une question fondamentale concernant l’inférence d’une population finie 

au moyen d’une superpopulation. […] Les auteurs imposent la contrainte supplémentaire que (l’estimateur 

par la régression) T  doit être non biaisé p  […]. Pourquoi les probabilités de sélection, ,p  devraient-elles 

avoir la priorité sur le modèle »?  Il s’agissait d’une question bien motivée de son point de vue fondé sur 

le modèle : si le modèle de régression était digne de confiance pour construire l’estimateur, pourquoi 

l’abandonner en faveur de la distribution de randomisation lorsqu’il s’agit d’évaluer les propriétés de base, 

telles que le biais et la variance ?  

C’était une illustration d’un échange qui pouvait avoir lieu à l’époque entre un membre du nouveau 

mouvement fondé sur un modèle et un membre du mouvement traditionnel fondé sur le plan. En temps utile, 

la perspective de cet article s’est transformée en « estimation fondée sur le plan assistée par un modèle », 

c’est-à-dire assistée par le modèle mais ne dépendant pas de sa « véracité ». L’absence de biais p  

asymptotique a servi de protection contre un modèle potentiellement faux ou inadéquat. La « véracité » ou 

non du modèle n’était pas la question principale. Si le modèle ne tient pas, l’estimateur est toujours 

asymptotiquement conforme au plan de sondage. 

 
Raisonnement réorienté 
 

La littérature des années 1980 et des années suivantes propose une « réorientation du raisonnement »; 

une partie de l’attention a été détournée de l’argument de prédiction au profit d’un autre argument centré 

sur les poids attribués aux valeurs y  observées de l’échantillon.  

Dans l’approche de prédiction, d’autres et moi avons construit un estimateur en prédisant les valeurs y  

non observées aussi bien que possible, au moyen d’une sorte d’ajustement par la régression, et en utilisant 

les variables auxiliaires. Dans l’intérêt d’avoir une estimation précise, il était clair que les prédictions ˆky  
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devaient refléter aussi précisément que possible la valeur inconnue ky  pour les unités non observées; les 

résidus ˆk ky y  devaient être petits. 

L’argument de pondération met plutôt l’accent sur l’estimation au moyen d’une pondération appropriée 

des valeurs y  observées dans l’échantillon. Dans l’intérêt d’avoir une estimation précise, le poids accordé 

à une unité échantillonnée doit refléter ce qui est connu et ce qui est particulier à propos d’une unité de la 

population. Les « bons poids » pourraient ou devraient être des fonctions dépendantes de l’échantillon des 

valeurs du vecteur auxiliaire .kx  Ils pourraient n’impliquer qu’un petit, mais important, ajustement des poids 

de sondage de base 1 ,k kd   comme c’est le cas pour les poids sous-entendus par la formule de 

l’estimateur ERG. 

Dans Särndal (1982), j’ai écrit l’estimateur ERG linéaire comme une somme pondérée selon 

l’échantillon, la valeur de la variable étudiée ky  observée recevant le poids ,k kd g  où le poids du plan 

d’échantillonnage 1k kd   subit un petit ajustement ,kg  légèrement éloigné de « un ». Bethlehem et 

Keller (1987) montrent également l’interprétation de la pondération linéaire de l’estimateur ERG et 

constatent la propriété de calage des poids. 

 
Échantillonnage assisté par un modèle 
 

L’épais manuscrit du livre de Särndal, Swensson et Wretman portant ce titre (Model Assisted Survey 

Sampling) était sur le point d’être achevé lorsque Jean-Claude et moi avons collaboré à la fin des années 

1980. Je lui ai décrit l’esprit du livre. Publié en 1992 par Springer-Verlag, il est devenu populairement connu 

sous le nom de « Livre jaune ». Il préconise une perspective de l’inférence fondée sur le plan, plus 

particulièrement dans une forme communément appelée « assistée par un modèle ». Le rôle du modèle a été 

longuement expliqué, notamment au chapitre 6; la formulation était importante; elle était convaincante et a 

inspiré les autres. 

Aussi curieux que cela puisse sembler aujourd’hui, en tant qu’auteurs de livres, nous étions très sensibles 

au climat de la théorie des enquêtes statistiques. Depuis le début des années 1970, la question de savoir si 

l’on peut ou non s’appuyer sur des modèles avait fait l’objet de nombreux débats dans les ouvrages consacrés 

à la théorie de l’échantillonnage d’enquête. Nous avions eu notre part de frustrations, dans le cas avec 

l’article susmentionné de Biometrika de 1976 sur l’estimation par régression généralisée. 

Le Livre jaune a utilisé l’argument de la prédiction pour construire et expliquer avec soin l’estimateur 

ERG de .kU
Y y  Les valeurs prédites de ˆky  à partir d’un ajustement de la régression linéaire sont 

données par    
1

ˆ ,ks k s k k k k k k ks s
y d d y


     x B x x x x  où s  est l’échantillon probabiliste et 1 .k kd   

Elles sont calculables pour toutes les unités si kx  est disponible pour toutes. La forme linéairement pondérée 

de l’estimateur ERG est également soulignée :  

 ERG
ˆ ,k k ks

Y d g y   

où    
1

1 .k k k k k k k kU s s
g d d

     x x x x x  
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Les poids g 
 

Le poids g, comme nous avions l’habitude d’appeler ,kg  est un facteur de pondération, égal à un plus 

un terme d’importance mineure dans les grands échantillons, mais dont l’impact est important. Il modifie 

légèrement le poids de sondage 1k kd   en un poids total ,k kd g  et, comme l’explique le Livre jaune, ces 

poids satisfont 

 .k k k ks U
d g  x x   

C’est ce qu’on a appelé la propriété de calage. Je me souviens très bien de mon étonnement momentané 

à la suite de ma propre « découverte » de la propriété; c’était toutefois tout à fait évident après un examen 

plus approfondi et ça n’a donc pas fait l’objet d’une attention immédiate. D’autres personnes actives dans 

le domaine en étaient sans doute également conscientes vers les années 1980. Les poids ,k kd g  leur fonction, 

leur propriété de calage et leur utilisation dans l’estimation de la variance ont été au centre de l’attention 

dans un article de Biometrika par Särndal, Swensson et Wretman (1989). 

La propriété de calage des poids k kd g  de l’ERG a cependant été un signal de mon intérêt pour les 

systèmes de poids calés : il doit s’agir d’une idée plus fructueuse en général. Lorsque Jean-Claude et moi 

en avons discuté à la fin des années 1980, la propriété était un fait bien établi, un point de départ : il doit 

être possible de l’étendre et de la généraliser.  

 
L’essor de la théorie du calage 
 

Une phrase dans AHLT attire mon attention : les auteurs soutiennent que la théorie du calage, comme 

dans Deville et Särndal (1992), a apporté [traduction] « […] l’une des avancées les plus importantes dans 

le domaine de l’estimation en présence d’information auxiliaire : il est possible de construire l’estimateur 

ERG au moyen d’un calage ». En d’autres termes, une « découverte » a été que le champ d’application de 

la théorie du calage est suffisamment large pour admettre l’important estimateur ERG sous son ombrelle.  

Il est en effet important que l’estimateur ERG fasse partie de la famille du calage; j’ajoute cependant que 

ma propre réflexion a eu lieu dans un ordre temporel différent : sachant à l’avance que les poids k kd g  de 

l’ERG ont la propriété de calage, il doit être possible d’étendre l’idée.  

Cela a pris forme dans la théorie bien décrite dans AHLT, avec une mesure de la distance à minimiser 

entre les poids d’enquête 1k kd   et les nouveaux poids ,kw  sous la contrainte de calage k ks
w  x  

.kU x  Un poids calé résultant kw  est une fonction de la valeur kx  du vecteur auxiliaire.  

 
La théorie du calage : implications et interprétations 
 

J’ai commencé les présents commentaires en notant deux façons de procéder, « l’argument de la 

prédiction » par opposition à « l’argument de la pondération ». Cette distinction importante a marqué une 

partie du développement théorique de l’échantillonnage d’enquête au cours des dernières décennies. 
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Le premier a été utilisé avec succès pour créer l’estimateur ERG (linéaire ou non linéaire). Il me semble 

maintenant que l’argument de la pondération, tel qu’il est utilisé dans la théorie du calage, a une plus vaste 

application, ou un attrait plus grand. Pour faire une estimation, il suffit d’additionner les valeurs y  

correctement pondérées. 

Depuis l’article de Deville et Särndal (1992), beaucoup de choses ont été dites sur le calage dans la 

littérature. Il est vrai que le calage y était présenté comme une méthodologie fondée sur le plan, mais dans 

des conditions d’enquête idéales, avec un taux de réponse de 100 % et l’absence d’autres erreurs d’enquête. 

Cependant, avec le temps, le concept de calage s’est révélé être un instrument d’une puissance et d’une 

flexibilité extraordinaires, comme en témoigne, par exemple, la variété appelée calage basé sur un modèle, 

et en particulier ses extensions à l’ajustement pour la non-réponse, qui font l’objet d’une vaste littérature à 

part entière. 

 
Une image 
 

Je termine par une digression sur le mot « calage ». À l’INSEE, le terme « calage » était apparemment 

bien établi depuis longtemps. Il a été utilisé, semble-t-il, dans les premiers exemples de pondération qui 

confirment le total connu de la population d’une variable auxiliaire.  

En français, le verbe « caler » signifie immobiliser, fixer, stabiliser. Ailleurs aussi, il y avait sans doute 

des statisticiens perspicaces qui dérivaient et calculaient des poids, avec la propriété aujourd’hui appelée 

« calée », bien avant qu’il n’y ait un nom spécial et une théorie spéciale pour la procédure. 

Pour l’article du JASA de 1992, Jean-Claude et moi avons opté pour le terme « calage », conscients du 

sens qu’il a pour certains, notamment dans l’idée de la balance, cet instrument utilisé dans les magasins 

d’alimentation il y a bien longtemps : deux plateaux à chaque extrémité d’un fléau. Pour répondre à la 

commande d’un client, disons 600 grammes de café, de beurre ou de farine, l’employé du magasin place 

des poids sur un plateau, pour un total de 600 grammes, puis mesure l’aliment souhaité sur le plateau opposé, 

jusqu’à ce que l’équilibre soit atteint. Le magasin disposait d’une collection de poids en métal, de différentes 

dénominations; ils étaient certifiés, calés, afin de garantir le droit du client au poids correct. Comme certains 

me l’ont rappelé avec tendresse au fil des ans, l’expression « poids calés » évoque cette vieille image 

mentale d’une procédure digne de confiance. 
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Méthodes statistiques d’échantillonnage de populations 
recoupées sous contraintes 

Louis-Paul Rivest1 

Résumé 

Le présent article permet d’examiner des plans d’échantillonnage pour les populations qui peuvent être 
représentées sous forme de matrice .N M  Par exemple, pour l’étude des activités touristiques, les lignes 
peuvent représenter les endroits visités par les touristes et les colonnes, les jours pendant la saison touristique. 
L’objectif est d’échantillonner les cellules ( , )i j  de la matrice lorsque le nombre de sélections dans chaque ligne 
et chaque colonne est a priori fixe. La taille d’échantillon de la ei  ligne représente le nombre de cellules 
sélectionnées dans la ligne ,i  tandis que la taille d’échantillon de la ej  colonne correspond au nombre de cellules 
sélectionnées dans la colonne .j  Un plan d’échantillonnage matriciel donne une matrice d’indicateurs 
d’échantillon ,N M  avec l’entrée 1 à la position ( , )i j  si la cellule ( , )i j  est échantillonnée, et 0 autrement. Le 
premier plan d’échantillonnage matriciel étudié comporte un niveau d’échantillonnage et les tailles d’échantillon 
des lignes et des colonnes sont établies à l’avance : les tailles d’échantillon des lignes peuvent varier, tandis que 
les tailles d’échantillon des colonnes sont toutes identiques. Nous pouvons considérer les marges fixes comme 
des contraintes d’équilibrage et nous examinons les algorithmes possibles pour la sélection de ces échantillons. 
Nous abordons ensuite un nouvel estimateur de variance de l’estimateur de Horvitz-Thompson pour la moyenne 
de la variable d’enquête .y  Plusieurs niveaux d’échantillonnage peuvent être requis pour tenir compte de toutes 
les contraintes, ce qui nécessite des plans d’échantillonnage matriciel à plusieurs niveaux, que nous étudions 
également.  

 
Mots-clés : Échantillonnage équilibré; enquêtes sur les prises des pêcheurs sportifs; méthode du cube; échantillonnage à 

plusieurs niveaux; simulation de Monte Carlo; estimation de la variance. 

 
 

1. Introduction 
 

L’échantillonnage de populations recoupées soulève des questions statistiques intéressantes (voir 

Juillard, Chauvet et Ruiz-Gazen [2017] pour consulter une discussion récente). Lorsque chaque cellule d’un 

classement recoupé contient une seule unité, la taille de la population à échantillonner est ,NM  puisque la 

population peut être considérée comme une matrice .N M  L’échantillon est constitué de cellules ( , )i j  de 

la matrice de population, lesquelles définissent la matrice d’indicateurs d’échantillon Z  de dimensions 

,N M  où =1ijZ  si la cellule ( , )i j  est sélectionnée et = 0ijZ  autrement. Dans le présent article, nous 

nous concentrons sur les plans d’échantillonnage dans lesquels le nombre de sélections dans chaque ligne 

et chaque colonne est a priori fixe. Nous définissons la taille d’échantillon de la ei  ligne comme le nombre 

de cellules sélectionnées dans la ligne ,i  et la taille d’échantillon de la ej  colonne comme le nombre de 

cellules sélectionnées dans la colonne .j  Le présent article vise à étudier des plans d’échantillonnage 

matriciel, dont les lignes et les colonnes ont une taille d’échantillon prédéterminée : les tailles d’échantillon 

des lignes varient d’une ligne à l’autre, tandis que toutes les tailles d’échantillon des colonnes sont 

identiques. Il s’agit d’une généralisation d’un plan d’échantillonnage stratifié qui s’appliquerait si les tailles 

d’échantillon pour une seule dimension, soit une ligne ou une colonne, étaient fixes. Nous présentons 

également des généralisations à plusieurs niveaux du plan proposé.  
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Les populations ayant un format matriciel s’observent, par exemple, dans le cas du regroupement de 

touristes (Deville et Maumy-Bertrand, 2006) et des enquêtes sur les prises des pêcheurs sportifs (Kozfkay 

et Dillon, 2010). Les dimensions de la matrice sont le temps, c’est-à-dire les jours, et l’emplacement, comme 

les lieux fréquentés par les touristes et les sites de pêche. La figure 1.1 présente un échantillon sélectionné 

dans une matrice de population 10 20  dont les lignes ont une taille d’échantillon de = 8m  et les colonnes, 

une taille d’échantillon de = 4.n  Les cellules ( , )i j  sélectionnées, pour lesquelles = 1,ijZ  apparaissent en 

noir. Dans de nombreux contextes, il convient d’imposer des contraintes en ce qui concerne les tailles 

d’échantillon des lignes et des colonnes. Dans la matrice de population d’Ida, Rivest et Daigle (2018), les 

lignes sont des sites et les colonnes, des jours. La taille d’échantillon des colonnes n  correspond au nombre 

de sites qui peuvent être visités en une journée, tandis que la taille d’échantillon des lignes { : = 1, , }im i N…  

est liée à l’importance des sites. La matrice d’échantillon présentée à la figure 1.1 s’applique également à la 

planification d’enquêtes répétées N  fois dans une population de taille .M  La ei  ligne de la matrice Z  

indique les unités sélectionnées dans l’enquête .i  La taille d’échantillon des lignes est déterminée par les 

objectifs de l’enquête concernée. La taille d’échantillon fixe des colonnes crée une dépendance entre les 

échantillons des lignes, ce qui en assure la coordination (Matei et Tillé, 2005). Ainsi, le fardeau de réponse 

est réparti également entre toutes les unités de la population. Le présent article porte principalement sur la 

première application, car il examine les propriétés d’échantillonnage de l’estimateur de Horvitz-Thompson 

de la moyenne de la variable étudiée y  parmi les unités de population ,NM  ijy  étant la valeur de la variable 

étudiée pour la cellule ( , ), = 1, , ; =1, , .i j i N j M… …  Par exemple, dans Ida et coll. (2018), ijy  est le 

nombre total d’heures de pêche au site i  le jour .j  L’objectif est d’estimer la moyenne de population, 

,
= ( ) ,iji j

y y NM  en utilisant l’estimateur de Horvitz-Thompson 
=1

ˆ ˆ= ,
N

ii
y y N  où ˆ

iy   est la 

moyenne de l’échantillon pour la ligne .i  

 

Figure 1.1 Unités de l’échantillon, en noir, tirées d’une matrice de population 10 20.  
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L’ensemble des matrices Z  0-1 de dimensions N M  dont les totaux des lignes sont obtenus par 

= , = 1, ,i iZ m i N …  et les totaux des colonnes, par = , =1, , ,jZ n j M …  est relativement vaste (Barvinok, 

2010). L’objectif du plan d’échantillonnage matriciel est d’effectuer une sélection uniforme parmi cet 

ensemble. Ainsi, toutes les matrices Z  de dimensions N M  qui satisfont aux contraintes relatives aux 

tailles d’échantillon des lignes et des colonnes sont tout aussi susceptibles d’être sélectionnées. Cette 

sélection peut se faire au moyen de l’algorithme du cube (Deville et Tillé, 2004); les contraintes relatives 

aux marges sont alors interprétées comme des contraintes d’équilibrage. Rivest et Ebouele (2020) abordent 

également d’autres algorithmes d’échantillonnage, comme l’échantillonnage hypergéométrique et l’échan-

tillonnage par chaîne de Markov, définis pour l’ensemble de matrices Z  acceptables.  

La prochaine section résume les constatations de Rivest et Ebouele (2020) pour le plan d’échantillonnage 

illustré à la figure 1.1. À la section 3, nous proposons une nouvelle approche, appelée approche 

conditionnelle, pour l’évaluation des propriétés d’échantillonnage de l’estimateur de Horvitz-Thompson. 

Nous présentons ensuite à la section 4 un nouvel estimateur des covariances des lignes. Enfin, à la section 5, 

nous étudions la possibilité d’utiliser un plan d’échantillonnage hiérarchique pour sélectionner les lignes de 

la matrice de population. Nous examinons aussi les propriétés de l’estimateur de Horvitz-Thompson de la 

moyenne de la population pour la variable étudiée pour ce nouveau plan d’échantillonnage. 

 
2. Propriétés du plan d’échantillonnage matriciel dont les lignes et les 

colonnes ont des totaux fixes 
 

Considérons un plan d’échantillonnage qui sélectionne la matrice d’indicateurs d’échantillon N M  

{ }ijZ  uniformément parmi toutes les matrices 0-1 dont les totaux des lignes sont obtenus par { }im  et le total 

fixe des colonnes est n  pour = 1, , ,j M…  où 
=1

= .
N

ii
m Mn  Pour une matrice Z  qui satisfait à ces 

contraintes, toute permutation des colonnes de la matrice Z  donnera une matrice d’indicateurs d’échantillon 

acceptable. Cela signifie que le plan d’échantillonnage pour la sélection des unités de la ligne i  est un plan 

d’échantillonnage aléatoire simple sans remise des unités im  parmi les lignes ,M  puisque tous les 

échantillons possibles ont la même probabilité d’être choisis. Cela signifie également que les plans 

d’échantillonnage pour la sélection des unités n  parmi les lignes M  dans une colonne sont identiques. Il 

s’agit d’un plan d’échantillonnage sans remise assorti de probabilités de sélection variables et d’une taille 

d’échantillon fixe.  

Les probabilités d’inclusion des unités pour la cellule ( , )i j  du plan proposé sont = =ij i im M   pour 

= 1, ,i N…  et = 1, , .j M…  Les probabilités d’inclusion conjointe de deux cellules ( , )i j  et ( , )k   sont 

, .ij k   Elles peuvent être exprimées sous la forme de ik  lors de l’échantillonnage d’unités d’une colonne. 

Elles sont données par  

 ,

, = ,

( 1) { ( 1)} = , ,
=

, .
( 1) 1

ik

i i
ij k

i k ik

i k j

m m M M i k j

m m
i k j

M M M







   

   
  









 (2.1) 
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Les probabilités de sélection conjointe dans la même ligne ou dans la même colonne d’une matrice sont 

calculées à partir des plans d’échantillonnage des lignes et des colonnes abordés ci-dessus. Quand 

, ,i k j    les probabilités de sélection conjointe dépendent uniquement de ( , )i k  en raison de 

l’interchangeabilité des colonnes. Nous avons  

 ,= ( ) ( ) = ( 1) .i k ij k ij kj ij k ik
j j

m m E Z Z E Z Z M M M 


    


  

Si l’on résout cette équation, on obtient la formule générale pour , .ij k   

La probabilité conjointe pour l’échantillonnage de lignes i k  dans deux colonnes différentes, ,j    

est plus grande que la probabilité conjointe pour l’échantillonnage de i  et de k  dans la même colonne, 

puisque  

 , = 1 > ,
1

ik i k
ij k ik

ik

M
M

  
 



 
 

  
   

à condition que  

 > .i k ik    (2.2) 

Cette condition garantit que l’estimateur de variance de Sen-Yates-Grundy pour l’estimateur de Horvitz-

Thompson du total d’une colonne est positif. La condition >i k ik    est satisfaite par le plan d’échan-

tillonnage de Poisson conditionnel (Chen et Dempster, 1994). On suppose que l’équation (2.2) est vraie 

pour le plan d’échantillonnage des unités dans une colonne, car ce plan converge vers un plan d’échan-

tillonnage de Poisson conditionnel lorsque M  tend vers   et que N  est fixe (Rivest, 2021). Si l’équation 

(2.2) est vraie, cela signifierait également que la probabilité ik  qu’une colonne soit échantillonnée à la fois 

dans la ligne i  et dans la ligne k  est inférieure à ,i k   la probabilité d’inclusion si les lignes étaient 

échantillonnées de façon indépendante. Par conséquent, les totaux fixes des lignes et des colonnes créent 

une coordination négative entre les échantillons des lignes (voir Grafström et Matei [2015] pour une 

discussion sur la coordination positive et négative entre les échantillons).  

Un autre résultat intéressant est que, pour i k  et ,j    

 
1 1

Cov( , ) = Cov( , ) = ( ).
1 1

ij k ij kj ik i kZ Z Z Z
M M

    
 

   

Ce résultat demeure valable lorsque = ,i k  pourvu que ii  soit défini comme étant égal à = / .i im M  En 

effet, nous avons Cov( , ) = (1 ) / ( 1),ij i i iZ Z M     soit moins la variance de ijZ  divisée par 1.M   

Nous utilisons cette équation pour prouver que la covariance entre ˆiy   et ˆ ,ky   les moyennes des échantillons 

pour la variable étudiée y  dans les lignes i  et ,k  est  

 ˆ ˆCov( , ) = , , =1, ,i k ik iky y S i k N   …   
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où  = / ( ) 1 /ik ik i k M     est l’entrée ( , )i k  d’une matrice   de dimensions ,N N  et ikS  est la covariance 

entre les lignes i  et ,k
=1

= ( ) ( ) / ( 1),
M

ik ij i kj kj
S y y y y M    , = 1, ,i k N…  et 

=1
= / .

M

i ijj
y y M   Nous 

utilisons ce résultat pour évaluer la variance de 
=1

ˆ ˆ= / ,
N

ii
y y N  l’estimateur de Horvitz-Thompson de la 

moyenne de :y  

 
2

tr ( )ˆVar ( ) = ,y
N

S
 (2.3) 

où S  est la matrice de covariance N N  des vecteurs-colonnes ,y  et tr  est l’opérateur de trace. Si la 

condition (2.2) se vérifie, alors les entrées hors de la diagonale de   sont négatives et la variance (2.3) est 

plus petite que 2/ ,ii iii
S N  la variance de l’estimateur stratifié obtenue par échantillonnage indépendant 

des lignes lorsque les covariances des lignes, ,ikS  sont positives. Il convient également de mentionner que 

pour évaluer la variance (2.3), il faut attribuer des valeurs numériques aux probabilités de sélection conjointe 

,ik  que l’on peut obtenir en utilisant des simulations ou un algorithme numérique pour évaluer les 

probabilités de sélection conjointe pour le plan d’échantillonnage de Poisson conditionnel (voir Tillé [2006] 

et Rivest [2021]), lesquelles peuvent être utilisées comme approximation. Nous proposons une formule de 

variance conditionnelle qui n’utilise pas les probabilités de sélection conjointe ik  à la section suivante.  

Un choix évident pour estimer la variance (2.3) serait l’estimateur de variance Sen-Yates-Grundy. 

Malheureusement, la condition nécessaire pour que cet estimateur soit positif n’est pas satisfaite. En effet, 

la probabilité de sélection conjointe dans deux lignes et deux colonnes distinctes, , ,ij k   satisfait  

 ,

1
= ( ),

1
ij k ij k ik i k

M
       


    

qui, comme nous l’avons affirmé dans la discussion sur la condition (2.2), doit être positif. Ainsi, l’esti-

mateur de variance Sen-Yates-Grundy peut être négatif, ce qui fait qu’un autre estimateur est nécessaire. 

Nous proposons à la section 4 un estimateur par substitution (plug-in) pour estimer la variance (2.3), lequel 

nécessite l’estimation des ( 1) 2N N   covariances inter lignes. Cela dit, la coordination négative des 

échantillons des lignes complexifie la construction des estimateurs. De plus, les propositions dans Rivest et 

Ebouele (2020) ne sont pas vraiment satisfaisantes, car elles donnent des estimateurs biaisés lorsque les 

tailles d’échantillon des colonnes sont petites. Par conséquent, nous étudions des estimateurs de rechange à 

la section 4. 

 
2.1 Application à des tailles d’échantillon de colonnes inégales 
 

Dans la présente section, nous supposons que les tailles d’échantillon des lignes et des colonnes de la 

matrice ,Z  données par { : = 1, , }im i N…  et { : =1, , },jn j M…  varient. L’ensemble d’échantillons possibles 

comprend des matrices N M  0-1 dont les lignes et les colonnes ont des totaux fixes. Tous les algorithmes 

examinés dans Rivest et Ebouele (2020) peuvent être utilisés pour sélectionner l’échantillon uniformément 

dans cet ensemble. Le plan qui en résulte est toutefois plutôt complexe lorsque jn  prend plusieurs valeurs 
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positives. Il n’y a pas d’expression en forme fermée pour la probabilité d’inclusion des unités dans la cellule 

( , ),i j  ni pour l’inclusion conjointe des cellules ( , )i j  et ( , ),j   et il ne semble pas y avoir d’expression 

traitable pour la variance de l’estimateur de Horvitz-Thompson. Puisque lorsque M  tend vers l’infini, le 

plan d’échantillonnage limite dans une colonne converge vers une généralisation du plan d’échantillonnage 

de Poisson conditionnel avec des probabilités d’inclusion simples insolubles (voir Rivest [2021]). Par 

conséquent, pour mettre en œuvre un plan avec des tailles d’échantillon de colonnes variables, on peut 

simplement le stratifier par taille d’échantillon de colonnes. On utilise alors des plans d’échantillonnage 

matriciel indépendants pour sélectionner l’échantillon matriciel dans chaque strate.  

Le plan d’échantillonnage matriciel de la section précédente peut être appliqué aux situations où les deux 

tailles d’échantillon possibles des colonnes sont 0 ou .n  Supposons que sur M  colonnes, 0 <M M  

contiennent un échantillon non nul. Les tailles d’échantillon des lignes { : = 1, , }im i N…  satisfont à 

0= .ii
m M n  La sélection d’une matrice d’indicateurs d’échantillon Z  se fait en deux étapes. À l’étape 1, 

on utilise l’échantillonnage aléatoire simple sans remise pour sélectionner les colonnes 0M  contenant des 

échantillons non nuls et à l’étape 2, on utilise un plan matriciel pour sélectionner les cellules échantillonnées 

dans les colonnes 0M  choisies à l’étape 1. 

Supposons que ik  est la probabilité de sélection conjointe conditionnelle pour les lignes i  et ,k  la 

colonne ayant été sélectionnée à l’étape 1. Les constatations de la section précédente sont faciles à 

généraliser à ce nouveau plan. Par exemple :  

  2
0

1 1
Cov( , ) = Cov( , ) = .

1 1
ij k ij kj ik i kZ Z Z Z M M m m M

M M
  

 
   

En outre, nous pouvons vérifier que la formule de variance (2.3) s’applique avec une matrice g  définie 

par  0= ( ) 1g
ik ik i kMM m m M   pour , = 1, , ,i k n…  à condition que nous ayons 0= .ii im M  

 
3. Plan d’échantillonnage matriciel conditionnel  
 

La présente section traite d’un plan d’échantillonnage conditionnel pour lequel la matrice d’indicateurs 

d’échantillon Z  est fixe, jusqu’à la permutation aléatoire de ses colonnes. Le plan utilise une solution de 

rechange conditionnelle à la variance de l’estimateur de Horvitz-Thompson (2.3).  

Supposons que 0Z  est une matrice 0-1 dont les sommes des lignes sont égales à { : =1, , }im i N…  et 

toutes les sommes des colonnes sont égales à .n  Supposons que nous obtenons la matrice d’indicateurs 

d’échantillon aléatoire Z  en permutant aléatoirement les colonnes de 0.Z  Ce plan d’échantillonnage 

conditionnel présente plusieurs des propriétés décrites à la section 2. Le plan d’échantillonnage des unités 

de la ligne i  est un échantillonnage aléatoire simple de im  unités dans une population de taille .M  Le plan 

d’échantillonnage des unités dans une colonne est le même pour chaque colonne. Ce plan donne une 

probabilité de 1 M  à chacune des colonnes de 0Z  et la probabilité de sélection des unités i  et k  à 

l’intérieur d’une colonne est  
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 0 0
=1

= ,
M

c
ik ij kj

j

Z Z M   (3.1) 

où 0 0,ij kjZ Z  sont les entrées ( , )i j  et ( , )k j  de 0 ,Z  et l’exposant c  signifie « conditionnel ». Pour ce plan, 

l’équation (2.1) se vérifie si l’on remplace ik  par la probabilité de sélection conjointe conditionnelle .c
ik  

Dans certains cas, le plan d’échantillonnage proposé à la section 2 est conditionnel, plus précisément lorsque 

la taille d’échantillon des colonnes est soit =1,n  soit = 1,n N   puisque toutes les matrices d’indicateurs 

d’échantillon Z  possibles sont alors égales, jusqu’à la permutation de leurs colonnes.  

La variance conditionnelle de l’estimateur de Horvitz-Thompson y  est fonction de la matrice N N  

,c  dont l’entrée ( , )i k  est égale à  = ( ) 1 ;c c
ik ik i k M     c

ik  étant défini dans (3.1) et = ,i im M  à 

la section 2. La variance conditionnelle est donnée par  

   2

tr ( )ˆVar = .
c

c y
N

S
 (3.2) 

En tenant compte d’une matrice d’indicateurs d’échantillon aléatoire Z  obtenue au moyen d’un des 

algorithmes présentés dans Rivest et Ebouele (2020), nous pouvons évaluer les probabilités d’inclusion 

conjointe conditionnelles en appliquant l’équation (3.1) à la matrice .Z  Ainsi, la formule de variance 

conditionnelle (3.2) est plus simple que la formule (2.3), puisqu’elle ne nécessite pas l’évaluation des 

probabilités de sélection conjointe non conditionnelles .ik  La dérivation d’une formule de variance simple 

est la principale application de l’approche conditionnelle. 

Parce que le plan d’échantillonnage matriciel conditionnel est un plan à faible entropie, il arrive que la 

formule (3.2) ne puisse pas être estimée. C’est le cas quand l’une des probabilités de sélection conjointe 

conditionnelles de l’équation (3.1) est égale à 0. Prenons par exemple le plan utilisé dans les simulations de 

Monte Carlo de la section 4.1. Dans ce plan, = 9,N  = 36M  et = 2,n  et les tailles d’échantillon des lignes 

im  varient entre 6 et 11. Le plan comporte ( 1) 2 = 36N N   probabilités de sélection conjointe et il est 

impossible de trouver une matrice 0Z  dont les totaux des lignes varient entre 6 et 11 pour lesquelles les 36 

valeurs de (3.1) sont positives. Ainsi, pour ce plan, seule la variance (2.3) peut être estimée. 

 
4. Nouvel estimateur de la covariance entre deux lignes 
 

La présente section propose de nouveaux estimateurs pour la matrice de covariance S  de dimensions 

N N  pour .y  Les éléments diagonaux de S  sont faciles à estimer au moyen des variances des échantillons 

des lignes. Rivest et Ebouele (2020) utilisent les colonnes qui sont échantillonnées dans les deux lignes, i  

et ,k  pour estimer la covariance .ikS  La taille d’échantillon combinée des lignes i  et k  est souvent 

inférieure à 2, compte tenu de la coordination négative des échantillons des lignes abordée à la section 2. 

Par conséquent, de nombreuses covariances ne peuvent pas être estimées au moyen de cette approche. C’est 

pourquoi nous proposons une autre stratégie d’estimation dans cette section. Celle-ci donne des estimateurs 

presque sans biais des variances (2.3) et (3.2) de l’estimateur de Horvitz-Thompson.  

L’estimateur de covariance proposé repose sur l’expression suivante pour la covariance sous forme de 

U-statistique,  
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=1

2 2

=1

1
= ( ) ( )

1

1
= ( ) ( 1) ( ) ,

2 ( 1)

M

ik ij i kj k
j

M M

ij k ij kj
j j

S y y y y
M

y y M y y
M M

 



 


 
    

  



 


 (4.1) 

où .i k  Voir l’annexe pour une dérivation de (4.1). 

Le nouvel estimateur de covariance utilise les probabilités de sélection conjointe ik  de la section 2, que 

nous supposons être strictement positives, pour construire des estimateurs des deux termes de l’équation 

(4.1). Cela donne  

 

2 2

=1

2 2

=1

( ) ( )1ˆ = ( 1)
2 ( 1) ( 1) ( 1)

( ) ( )1
= .

2

M M
ij k ij k ij kj ij kj

ik
j ji k ik ik

M M
ij k ij k ij kj ij kj

j ji k ik ik

Z Z y y Z Z y y
S M

M M M M M

Z Z y y Z Z y y

M M

   

   





   
  

     

   
 

  

 

 

 



 



 (4.2) 

L’estimateur par substitution de variance sans biais pour (2.3) est simplement  2
PI = tr ( ) ,v NS  où les 

entrées de S  sont données par (4.2). Soulignons que cet estimateur de covariance peut être construit pour 

les plans d’échantillonnage inconditionnels et conditionnels présentés aux sections 2 et 3. Pour un plan 

d’échantillonnage conditionnel, il faut remplacer ik  par c
ik  (voir l’équation [3.1]), dans l’équation (4.2), 

pourvu que > 0.c
ik  

L’estimateur de covariance (4.2) est très variable, car son deuxième terme comprend une division par 

ik  qui peut être très petite. Cela donne un estimateur de matrice de covariance S  qui n’est pas défini positif 

et à un estimateur pour (2.3) qui peut, dans de rares occasions, être négatif. On peut obtenir un estimateur 

plus stable en supposant que toutes les corrélations entre les lignes sont égales. L’estimateur de la corrélation 

commune ainsi obtenu est  

 
>

>

ˆ
ˆ = ,

ˆ ˆ

iki k

ii kki k

S

S S





 (4.3) 

où ˆiiS  et ˆkkS  sont les variances d’échantillon des lignes i  et ,k  respectivement. Un autre estimateur de 

covariance est (ec)ˆ ˆ ˆˆ= .ik ii kkS S S  Ce calcul donne un estimateur à corrélations égales, ec ,v  pour (2.3). Un 

estimateur de variance stratifié 2
str

ˆ= ,ii iii
v S N  valide si les lignes ont été échantillonnées indé-

pendamment, est également inclus comme repère dans les simulations de Monte Carlo qui sont présentées 

ci-après. 

 
4.1 Étude de Monte Carlo des propriétés d’échantillonnage des nouveaux 

estimateurs de variance 
 

Nous avons étudié les propriétés d’échantillonnage de l’estimateur de variance (4.2) et de l’estimateur à 

corrélations égales (estimateur de rechange) dans deux matrices de population. Dans la première, = 9,N  
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= 36,M  les colonnes ont une taille d’échantillon de = 2,n  tandis que les tailles d’échantillon des lignes 

im  sont (11, 10, 7, 10, 11, 5, 6, 6 et 6). Dans la deuxième, la valeur de M  et les tailles d’échantillon des 

lignes sont doublées, alors que les valeurs = 9N  et = 2n  sont inchangées. La variable y  dans la cellule 

( , )i j  présente une distribution log-normale avec une espérance de im  et une variance de 1,72 2.im  Elle 

est donnée par  

 = exp( ) =1, , =1, ,ij i j ijy m a e i N j M … …   

où l’effet de la colonne ja  et les erreurs ije  sont des variables indépendantes distribuées respectivement 

selon des distributions  2 22,a aN    et  2 22, ,e eN    où 2 2 =a e   0,8. Des simulations où 2 =a  0, 

0,2 et 0,4 sont également présentées. Les corrélations entre les lignes    2 2 2= exp( ) 1 exp( ) 1a a       

correspondantes sont de 0, 0,18 et 0,40, respectivement. Le tableau 4.1 présente des données pour six 

populations simulées, et les moments des estimateurs de variance sont calculés au moyen de 410  échan-

tillons de Monte Carlo, lesquels sont sélectionnés au moyen d’un algorithme de simulation, à savoir la 

méthode de Monte Carlo par chaîne de Markov (MCMC) d’Oksanen, Blanchet, Friendly, Kindt, Legendre, 

McGlinn, Minchin, O’Hara, Simpson, Solymos, Stevens, Szoecs et Wagner (2020) (voir Rivest et Ebouele 

[2020] pour en savoir plus sur les simulations). Les résultats sont présentés dans le tableau 4.1. 

Lorsque = 0,  les trois estimateurs de variance sont presque sans biais dans le tableau 4.1. Par ailleurs, 

quand > 0,  l’estimateur de variance simple stratifié ne saisit pas la corrélation positive entre les lignes et 

surestime la variance, tandis que l’estimateur par substitution et l’estimateur à corrélations égales sont sans 

biais pour les six populations considérées dans le tableau 4.1. Les écarts-types sont également éloquents. 

L’écart-type de strv  est petit, car cet estimateur ne dépend pas des estimateurs de covariance. En revanche, 

l’écart-type de l’estimateur par substitution est le plus variable, tandis que l’estimateur à corrélations égales, 

fondé sur la covariance moyenne, a un écart-type plus faible. 

 
Tableau 4.1 

Variance de ŷ  évaluée selon l’équation (2.3) et les espérances et écart-types entre parenthèses de trois 

estimateurs de variance : l’estimateur stratifié  str ,  l’estimateur par substitution  PI  et l’estimateur à 

corrélations égales  ec .  
 

M     ˆvar y  strv  PIv  ecv  

36 0 0,932 0,913 (0,684) 0,930 (0,757) 0,928 (0,746) 
36 0,18 0,653 0,800 (0,258) 0,654 (0,288) 0,657 (0,280) 
36 0,40 0,544 0,730 (0,306) 0,542 (0,338) 0,543 (0,329) 
72 0 0,486 0,506 (0,225) 0,485 (0,252) 0,486 (0,245) 
72 0,18 0,350 0,424 (0,136) 0,350 (0,151) 0,349 (0,145) 
72 0,40 0,334 0,564 (0,182) 0,334 (0,190) 0,332 (0,182) 

 
Pour expliquer la quasi-absence de biais de ecv  dans le tableau 4.1, nous pouvons aisément vérifier que 

cet estimateur est effectivement sans biais lorsque toutes les tailles d’échantillon des lignes sont constantes 
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et égales à .m  La matrice   peut alors être exprimée sous la forme de la matrice d’identité NI  de 

dimensions N N  et d’un vecteur 1N   de 1, ,N1  puisque      = 1N N NN n N m N  I 1 1   et que 

l’estimateur de variance (2.3) ne fait intervenir que .iki k
S

  Nous pouvons également facilement vérifier 

que l’estimateur à corrélations égales de cette somme est sans biais, car l’estimateur de variance (4.2) est 

sans biais. 

 
5. Plan d’échantillonnage matriciel à plusieurs niveaux 
 

Dans la présente section, nous proposons des généralisations à plusieurs niveaux des plans d’échan-

tillonnage matriciels des sections 2 et 3. Cette opération suppose l’utilisation de grappes de lignes et la 

sélection, au niveau 1, d’un échantillon de grappes pour chaque colonne. Pour ce faire, nous utilisons au 

niveau 1 une matrice aléatoire 0-1 assortie de marges fixes. Nous créons ensuite une matrice de population 

pour chaque grappe de lignes au niveau 1; le nombre de lignes dans la matrice est égal à la taille de la grappe, 

et le nombre de colonnes est égal au total de la colonne pour cette grappe dans la matrice d’indicateurs 

d’échantillon au niveau 1. Au niveau 2, la sélection se fait indépendamment dans les matrices de population 

de chaque grappe du niveau 1. L’échantillonnage au niveau 3 se fait de la même façon. Dans la présente 

section, nous nous concentrons sur les plans à deux niveaux et nous utilisons la notation suivante :  

 (1)N  est le nombre de grappes de lignes. La matrice d’indicateurs d’échantillon au niveau 1 a une 

taille de (1) ,N M  et les lignes et les colonnes ont une taille d’échantillon respective de 
(1) (1){ : =1, , }im i N…  et de (1).n  

 Les tailles des grappes de lignes au niveau 1 sont égales à (2) (1), =1, , .iN i N…  La matrice 

d’indicateurs d’échantillon au deuxième niveau pour la grappe i  a des dimensions de (2) (1) ,i iN m  

et les lignes et les colonnes ont une taille d’échantillon de (2) (2)
( ){ : =1, , }k i im i N…  et (2) ,n  

respectivement.  

 Les matrices d’indicateurs d’échantillon peuvent être combinées dans une matrice composée de 
(2)= iN N  lignes et de M  colonnes. La taille d’échantillon des colonnes est égale à 

(1) (2)=n n n  et la taille d’échantillon de la ek  ligne de la grappe i  est égale à (2)
( ).k im  

 

Note : (1)
(1) = ,ii

m n M  alors que pour (1)= 1, , ,i N…  la somme des totaux des lignes de la grappe i  

doit être un multiple de (2) ,n  puisque  

 (2) (2) (1)
( ) = .k i i

k

m n m  (5.1) 

La figure 5.1 présente un échantillon obtenu selon un plan d’échantillonnage à deux niveaux dans une 

matrice semblable à celle de la figure 1.1. Nous avons = 10N  et = 20,M  alors que la taille d’échantillon 

des lignes est = 8m  et la taille d’échantillon des colonnes est = 4.n  Le premier niveau d’échantillonnage 

comprend trois grappes de lignes de taille 3, 3 et 4, respectivement. Les quatre matrices Z  utilisées pour 

construire la figure 5.1 sont présentées en annexe. 
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Figure 5.1 Échantillon tiré d’une matrice de population 10 20  au moyen d’un plan d’échantillonnage 
matriciel à deux niveaux. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Le plan hiérarchique proposé dans la présente section est utile pour tenir compte des contraintes. 

Par exemple, lorsque les lignes sont des sites, une grappe est un ensemble de sites voisins qui peuvent être 

visités le même jour. Lors de la planification d’enquêtes répétées, mensuellement par exemple, pour la 

même population sur une période d’un an, on pourrait utiliser des grappes pour s’assurer qu’une unité est 

sondée au cours des six premiers mois de l’année seulement, ou encore au cours des six derniers mois de 

l’année uniquement.  

Le plan hiérarchique partage une importante propriété avec les plans d’échantillonnage à un niveau 

présentés aux sections 2 et 3. Si l’on considère une matrice d’indicateurs d’échantillon qui satisfait aux 

contraintes relatives aux lignes et aux colonnes, comme celle présentée à la figure 5.1, toute permutation 

des colonnes de cette matrice donnera une matrice d’échantillon acceptable. Par conséquent, dans le cadre 

de ce plan d’échantillonnage hiérarchique, le plan d’échantillonnage pour la sélection des unités dans une 

ligne est un plan d’échantillonnage aléatoire simple sans remise. La probabilité de sélection dans la ligne k  

de la grappe i  est (2)
( ) .k im M  Il s’agit du produit de la probabilité de sélection au niveau 1 pour la grappe ,i  

(1)
im M  multipliée par la probabilité de sélection du niveau 2 

(2) (1)
( )k i im m  dans la ligne k  de la grappe .i  

Le plan d’échantillonnage est identique pour toutes les colonnes. Il comporte deux niveaux et ses 

probabilités de sélection conjointe (2) (1) (2) (2)
( ), ( ){ : , =1, , , =1, , , =1, , }k i j i ji j N k N N  … …  …  sont calculées 

comme suit :  

 Pour les lignes de la même grappe, = ,i j  alors  (2) (1) (2)
( ), ( ) , ,= ,k i i i i km M    où 

(2)
, ,i k   désigne les 

probabilités de sélection conjointe dans les lignes k  et   de la grappe i  au deuxième niveau 

d’échantillonnage.  

si
te

s 

jours 
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 Pour les lignes de grappes différentes, ,i j  alors    (2) (1) (2) (1) (2) (1)
( ), ( ) , ( ) ( )=k i j i j k i i j jm m m m    est le 

produit de la probabilité de sélection conjointe pour ces deux grappes au niveau 1, multipliée par 

les probabilités de sélection unique dans les lignes k  et   des grappes i  et j  au niveau 2.  

 

Dans cette construction, les probabilités de sélection conjointe, aux niveaux 1 et 2, peuvent être estimées 

à partir de celles du plan d’échantillonnage de Poisson conditionnel, comme nous l’avons mentionné à la 

section 2.  

Il convient maintenant de modifier la notation de sorte que , =1, ,i k N…  désigne les lignes de la matrice 

du plan, conformément aux sections 2 et 3. La probabilité de sélection dans la ligne i  est = ,i im M  et les 

probabilités de sélection conjointe sont { },h
ik  où l’exposant h  signifie « hiérarchique ». Toutes les constata-

tions des sections 2 et 3 s’appliquent au plan hiérarchique, à condition que les probabilités de sélection 

conjointe { }ik  soient remplacées par leurs solutions de rechange pour les plans à plusieurs niveaux, { }.h
ik  

Par exemple, les équations (2.1) et (2.3) se vérifient pour ce nouveau plan, lorsqu’elles utilisent { }h
ik  et la 

matrice h  dont l’entrée ( , )i k  est  = ( ) 1 .h h
ik ik i k M     Les estimateurs de variance proposés à la 

section 4 s’appliquent aussi au plan hiérarchique proposé dans la présente section, à condition que toutes 

les probabilités de sélection conjointe { }h
ik  soient strictement positives. Les équations (2.3) et (3.2) sont 

estimées au moyen de la matrice h  pour le plan hiérarchique et l’estimateur de covariance de la section 4. 

 
5.1 Étude de Monte Carlo 
 

La présente section reprend les simulations de Monte Carlo de la section 4.1. Les populations sont 

échantillonnées selon un plan à deux niveaux : dans chaque colonne, les deux lignes échantillonnées doivent 

appartenir à la même grappe. Les grappes de lignes au niveau 1 sont les suivantes : {1, 2, 3},  {4, 5, 6}  et 

{7, 8, 9}.  Les lignes ont une taille d’échantillon respective de (11, 10, 7, 10, 11, 5, 6, 6 et 6), soit les mêmes 

que celles utilisées à la section 4.1. Au niveau 1, Z  est une matrice 3 36,  dont les totaux des colonnes 

sont égaux à = 1,n  et les totaux des lignes sont de (14, 13, 9), conformément à l’équation (5.1). Les trois 

matrices Z  utilisées au niveau 2 comptent respectivement 14, 13 et 9 colonnes, de même que 3 lignes; et le 

total de leurs colonnes est = 2.n  Pour ce problème, les plans d’échantillonnage des sections 2 et 3 sont les 

mêmes, puisque les totaux des colonnes de toutes les matrices Z  sont soit 1, soit 1.N   

Étant donné qu’une seule grappe est échantillonnée dans chaque colonne, la probabilité de sélection 

conjointe h
ik  est de 0 pour deux lignes ( , )i k  appartenant à des grappes différentes. Par conséquent, la 

covariance ikS  de la variable étudiée entre ces deux lignes n’est pas estimable. En fait, seulement 9 des 

 36 = 8 9 2  covariances peuvent être estimées dans cette étude. Les variances (2.3) et (3.2) ne sont pas 

estimables. L’étude par simulation examine la performance de l’estimateur à corrélations égales ec ,v  où la 

corrélation commune est estimée au moyen de l’équation (4.3) et des neuf covariances estimables. 
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Tableau 5.1 

Variance de ŷ  évaluée selon l’équation (2.3) et les espérances et écart-types entre parenthèses de deux 

estimateurs de variance : l’estimateur stratifié  str  et l’estimateur à corrélations égales  ec .  
 

M     ˆvar y  strv  ecv  

36 0 0,888 0,922 (0,694) 0,968 (0,759) 
36 0,18 0,582 0,796 (0,244) 0,684 (0,360) 
36 0,40 0,587 0,738 (0,309) 0,521 (0,338) 
72 0 0,521 0,504 (0,230) 0,449 (0,251) 
72 0,18 0,318 0,421 (0,136) 0,362 (0,151) 
72 0,40 0,334 0,561 (0,183) 0,321 (0,195) 

 
La population échantillonnée est la même que celle étudiée à la section 4.1. Même si les plans d’échan-

tillonnage diffèrent, les espérances et les variances de l’estimateur de variance stratifié strv  sont identiques 

dans les deux expériences. En effet, les entrées de la colonne strv  des tableaux 4.1 et 5.1 sont les mêmes, 

jusqu’à la prise en compte des erreurs de Monte Carlo, le cas échéant. Le biais de l’estimateur à corrélations 

égales ecv  varie entre 3 % et 20 %. Il est plus petit que celui de strv  quand > 0.  L’estimation de la variance 

pose donc un problème lorsque la taille d’échantillon des colonnes au premier niveau est de 1. L’estimateur 

strv  fournit une borne supérieure pour la variance, tandis que la validité de ecv  repose sur une hypothèse 

d’homogénéité que nous pouvons vérifier, du moins en partie, en comparant les coefficients de corrélation 

estimables. 

 

5.2 Exemple complexe 
 

La présente section traite d’un plan d’échantillonnage complexe présenté dans Ida et coll. (2018) et fondé 

sur une matrice de population 54 33.  L’objectif est d’estimer l’effort de pêche y  sur une période de 

= 33M  jours dans 9 sites, regroupés en 3 grappes. Dans le tableau 5.2, les sites sont numérotés de 1 à 9. 

Les sites 1, 3, 7 et 9 attirent plus de pêcheurs que les autres; le nombre prévu de visites à ces sites correspond 

environ au double de celui prévu aux autres sites. Chaque jour, un site peut être visité à 6 occasions; soit 2 

en matinée, 2 l’après-midi et 2 en soirée. Donc, pour chaque jour, il y a = 9 6 = 54N   combinaisons sites-

occasions. Le plan d’échantillonnage sélectionne quatre combinaisons site-occasions par jour, selon deux 

contraintes : les sites visités doivent se trouver dans la même grappe et les quatre visites doivent être choisies 

par bloc de deux, soit en matinée, en après-midi ou en soirée. Pour respecter ces contraintes, trois niveaux 

d’échantillonnage sont requis. De plus, en raison de ces contraintes, il est impossible de faire en sorte que 

le nombre de visites aux sites les plus importants, soit les sites 1, 3, 7 et 9, soit exactement égal au double 

du nombre de visites aux autres sites. Les totaux des lignes qui figurent dans le tableau 5.2 correspondent à 

une solution approximative pour déterminer les tailles d’échantillon des combinaisons site-occasions. 

D’autres solutions approximatives sont possibles; celles qui sont étudiées dans Ida et coll. (2018) sont 

obtenues par exécution de l’algorithme du cube, modifié pour le traitement des populations très stratifiées 

(Hasler et Tillé [2014]), pour les trois niveaux d’échantillonnage.  

L’annexe montre comment obtenir une matrice d’indicateurs d’échantillon pour la matrice de population 

54 33  dont le total des colonnes est = 4n  et les totaux des lignes correspondent à celles du tableau 5.2. Il 
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y a trois niveaux d’échantillonnage. Au niveau 1, une grappe est sélectionnée pour chaque jour (colonne); 

au niveau 2, on procède grappe par grappe et deux périodes sont sélectionnées pour chaque jour où le site 

est visité. Au niveau 3, l’échantillonnage se fait pour chaque période dans chaque grappe; deux sites sont 

sélectionnés, à savoir ceux qui seront visités aux deux occasions de chaque période. L’échantillonnage au 

niveau 3 est stratifié : un site est sélectionné pour chaque période occasion. Au total, cela nécessite 13 

matrices d’indicateurs d’échantillon .Z  

 
Tableau 5.2 

Vecteur des totaux des lignes pour les 54 cellules de la matrice Z  de dimensions 54 33  pour le plan 

d’échantillonnage d’Ida et coll. (2018). 
 

Grappe Période Combinaison site-occasion Total 

1 1  1 2  1 3  2 1  2 2  2 3  

1 M 4 1 3 3 2 3 16 
1 A 3 2 3 3 2 3 16 
1 S 3 2 3 3 1 4 16 
1 Total 10 5 9 9 5 10 48 
  1 4  1 5  1 6  2 4  2 5  2 6   

2 M 1 2 2 2 1 2 10 
2 A 2 2 1 2 2 1 10 
2 S 2 2 2 2 2 2 12 
2 Total 5 6 5 6 5 5 32 
  1 7  1 8  1 9  2 7  2 8  2 9   

3 M 3 2 4 4 1 4 18 
3 A 3 2 3 3 1 3 16 
3 S 3 2 4 4 1 3 18 
3 Total 9 6 11 11 5 10 52 

 
Le tableau 5.2 montre que, calculées à partir de l’équation (5.1), la taille d’échantillon totale pour chaque 

grappe est un multiple de 4, tandis que la taille d’échantillon totale de chacune des neuf combinaisons 

grappe-période est un nombre pair. Une fois qu’une matrice d’indicateurs d’échantillon a été sélectionnée, 

soit au moyen de l’algorithme du cube, soit par la sélection des 13 matrices Z  aléatoires du plan d’échan-

tillonnage hiérarchique présenté en annexe, l’approche conditionnelle de la section 3 est une méthode 

relativement simple pour estimer la variance. Cette méthode fait intervenir deux matrices 54 54,  une 

matrice de covariance estimée S  et une matrice ,c  évaluées par l’équation (3.1). Pour tenir compte de 

l’impossibilité d’estimer certaines covariances établies dans l’exemple pris en compte à la section 5.1, nous 

pourrions utiliser les deux estimateurs de variance examinés dans l’étude par simulation et présentés au 

tableau 5.1. En prenant la matrice S  comme matrice diagonale des variances des lignes, on obtient l’estima-

teur de variance stratifié. On peut également évaluer l’estimateur à corrélations égales .S  Nous pouvons 

donc utiliser deux méthodes d’estimation de la variance pour ce problème complexe. 

 
6. Discussion 
 

De nombreux problèmes d’échantillonnage sont assortis de contraintes opérationnelles qui doivent être 

prises en considération lors de la conception d’une enquête (voir notamment Vallée, Ferland-Raymond, 
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Rivest et Tillé [2015] pour un exemple dans le domaine forestier). Pour tenir compte de ces contraintes, on 

peut notamment utiliser la méthode du cube, possiblement dans le cadre d’un plan à plusieurs niveaux, après 

avoir minutieusement déterminé les probabilités de sélection. Le présent document propose une stratégie de 

rechange pour les populations recoupées, selon laquelle on peut exprimer les contraintes sous forme de 

tailles d’échantillon de lignes et de colonnes fixes. Comme l’illustre la section 5.2, cette stratégie consiste à 

établir une matrice de population et des totaux de lignes cibles pour la matrice d’indicateurs d’échantillon. 

L’échantillon est sélectionné à partir d’une gamme de matrices d’indicateurs d’échantillon Z  relativement 

petites sélectionnées parmi l’ensemble des matrices possibles à chaque niveau du plan d’échantillonnage. 

L’algorithme d’échantillonnage hypergéométrique de Rivest et Ebouele (2020) convient à ce problème, car 

il ne requiert pas de valeur initiale 0 ,Z  contrairement aux algorithmes MCMC. L’un des avantages de cette 

approche est que les contraintes associées aux totaux des lignes et des colonnes sont toujours vérifiées, alors 

que la méthode du cube ne permet pas toujours de satisfaire aux contraintes avec exactitude. Une 

caractéristique intéressante de la méthodologie proposée dans ce document est la possibilité d’utiliser des 

estimateurs de variance. Si, à tous les niveaux, les tailles d’échantillon des colonnes sont supérieures à 2, 

on peut alors construire un estimateur de variance sans biais pour l’estimateur de Horvitz-Thompson de la 

moyenne de la variable étudiée. 
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Annexe 
 

Démonstration de (4.2) 
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Matrices d’indicateurs d’échantillon nécessaires pour construire la figure 5.1 
 

La matrice 3 20  pour la sélection des grappes 3,Z  2,Z  et 1Z  respectivement dans chaque colonne est 

donnée par  

 1

1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 .

0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1

 
 

  
 
 

Z   

Les trois matrices d’indicateurs d’échantillon pour l’échantillonnage au niveau 2 dans les zones 3, 2 et 1, 

respectivement, sont  

 3

0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1

1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1

Z

 
 
 
 
 
 

z   

 2 1

1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1

1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 .

0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0
Z Z

   
   

    
     

z z   

Les entrées (10, 5) et (8, 5) de la figure 5.1 sont égales à 1. Cette information peut être extraite de 1Z  et 

1 :ZZ  dans la cinquième colonne de 1,Z  les zones 2 et 1 sont échantillonnées. C’est la troisième fois que la 

zone 1 est échantillonnée, de sorte que la troisième colonne de 1ZZ  nous informe que les première et 

troisième lignes de 1Z  sont échantillonnées dans cette colonne. Cela se traduit par des cases noires aux 

entrées (10, 5) et (8, 5) de la figure 5.1.  

 
Section 5.2 : Certaines matrices d’indicateurs d’échantillon pour un problème d’échantil-
lonnage à trois niveaux 
 

Pour simplifier la présentation, nous utilisons des matrices 0 ,Z  dans lesquelles les colonnes identiques 

sont regroupées. Nous obtenons une matrice d’indicateurs d’échantillon en générant une permutation 

aléatoire de 0.Z  Pour le premier niveau d’échantillonnage, nous pouvons exprimer 0Z  au moyen de 

vecteurs de lignes de 1, ,n1  et de 0, ,n0  où n  représente la longueur du vecteur. La matrice 0Z  au niveau 

1 est  

 

12 8 13

(1)
0 12 8 13

12 8 13

= .

 
 
 
 
 

1 0 0

Z 0 1 0

0 0 1

  

  

  

  

La deuxième grappe est sélectionnée huit fois. La matrice 0Z  pour la sélection des périodes, soit M 

(matinée), A (après-midi) ou S (soirée), les jours où la grappe 2 est sélectionnée, est  
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 (2)
0,2

1 1 1 1 1 0 0 0

= 1 1 0 0 0 1 1 1 ,

0 0 1 1 1 1 1 1

 
 
 
 
 

Z   

où l’exposant indique le niveau d’échantillonnage et l’indice qui accompagne 0 est la grappe à laquelle cette 

matrice 0Z  s’applique. Les totaux des lignes pour (2)
0,2 ,Z  soit 5, 5 et 6, sont égaux à la moitié des totaux des 

lignes M, A et S pour la grappe 2 dans le tableau 5.2. Nous considérons maintenant la période M pour la 

grappe 2. En tenant compte de la ligne 1 de (2)
0,2 ,Z  la période M est sélectionnée cinq fois. La matrice au 

troisième niveau comporte cinq colonnes et six lignes, qui correspondent aux combinaisons site-occasion 

(1-4, 1-5, 1-6, 2-4, 2-5, 2-6), selon les totaux des lignes (1, 2, 2, 2, 1, 2) comme indiqué dans la ligne M 

pour la grappe 2 au tableau 5.2. Ici, il faut stratifier par période : un site doit être sélectionné pour chaque 

période. Une matrice 0Z  candidate dont les trois premières lignes correspondent à la période 1 et les trois 

dernières, à la période 2, est  

 (3)
0,2,AM

1 0 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 0 1 1
= .

0 1 1 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 1 1

 
 
 
 
 
 
 
  
 

Z   

Ainsi, l’ensemble des matrices (3)
2,AMZ  possibles au niveau 3 est obtenu par une permutation indépendante 

des colonnes des trois premières et des trois dernières lignes de (3)
0,2,AM.Z  Le troisième niveau d’échan-

tillonnage requiert neuf matrices semblables à (3)
0,2,AM.Z  
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Double contrôle ciblé du fardeau dans de multiples enquêtes 

Alina Matei, Paul A. Smith, Marc J.E. Smeets et Jonas Klingwort1 

Résumé 

Les méthodes de coordination d’échantillons visent à augmenter (dans une coordination positive) ou à diminuer 
(dans une coordination négative) la taille du chevauchement entre les échantillons. Les échantillons pris en 
compte peuvent être tirés à différentes périodes d’une enquête répétée ou de différentes enquêtes portant sur une 
population commune. La coordination négative est utilisée pour contrôler le fardeau de réponse au cours d’une 
période donnée, car certaines unités ne répondent pas aux questionnaires d’enquête si elles sont sélectionnées 
dans de nombreux échantillons. Habituellement, les méthodes de coordination d’échantillons ne tiennent pas 
compte des mesures du fardeau de réponse qu’une unité a déjà supporté pour répondre à des enquêtes précédentes. 
Nous ajoutons une telle mesure dans une nouvelle méthode en adaptant un schéma d’échantillonnage spatiale-
ment équilibré basé sur une généralisation de l’échantillonnage de Poisson, de concert avec une méthode de 
coordination négative. Le but est de créer un double contrôle du fardeau pour ces unités : en utilisant une mesure 
du fardeau pendant le processus d’échantillonnage et en utilisant une méthode de coordination négative. Nous 
évaluons l’approche au moyen d’une simulation de Monte Carlo et examinons son utilisation aux fins de contrôle 
pour la sélection de « points chauds » dans les enquêtes-entreprises à Statistique Pays-Bas. 

 
Mots-clés : Coordination négative; échantillonnage coordonné; fardeau d’enquête; « points chauds » du fardeau. 

 
 

1. Introduction 
 

Les méthodes de coordination d’échantillons visent à modifier la taille des chevauchements entre deux 

ou plusieurs échantillons par rapport au cas où tous les échantillons sont sélectionnés de manière 

indépendante. La coordination positive a lieu lorsque le chevauchement est plus important que selon un 

échantillonnage indépendant, et elle est en général utilisée pour réduire la variance des mesures de variation 

entre des périodes successives d’enquêtes récurrentes, bien qu’elle puisse aussi être utilisée pour relier les 

renseignements de deux enquêtes distinctes. La coordination négative se produit lorsque le chevauchement 

est plus petit que selon un échantillonnage indépendant, et elle est utilisée en particulier pour réduire le 

nombre d’enquêtes au cours desquelles une certaine unité est sélectionnée dans une période donnée et, par 

conséquent, pour contrôler le fardeau de réponse perçu (Bradburn, 1978). Bottone, Modugno et Neri (2021) 

ont montré qu’une augmentation du fardeau perçu est associée à un taux d’attrition et à un taux de réponse 

partielle supérieurs, ainsi qu’à une qualité de données inférieure. 

En fait, une coordination négative a pour effet de répartir un fardeau général fixe entre plus d’unités et 

selon plus de temps, de sorte que le fardeau total est le même, mais le risque que toute unité particulière 

présente un fardeau élevé dans l’espace d’une courte période est réduit ‒ idéalement à zéro, bien que ce ne 

soit pas toujours possible en pratique, car la stratification détaillée peut faire que certaines parties de la 

population soient relativement fortement échantillonnées. La coordination négative a été largement 

appliquée dans des enquêtes-entreprises où les fractions de sondage ont tendance à être grandes, et nous 
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nous concentrons sur des exemples tirés d’enquêtes auprès d’entreprises et d’établissements institutionnels 

même si l’approche peut être appliquée dans diverses situations. 

Il existe de nombreuses méthodes disponibles pour la coordination d’échantillons, et Matei et Smith 

(2023) en donnent un aperçu. Une approche importante pour la coordination d’échantillons est l’utilisation 

de nombres aléatoires permanents (NAP). Les NAP ont été présentés par Brewer, Early et Joyce (1972) 

pour coordonner les échantillons de Poisson, et ont été largement utilisés depuis comme base d’autres 

méthodes différentes (voir Ohlsson, 1995, pour obtenir un aperçu). Ils ont aussi formé la base d’un certain 

nombre de systèmes de coordination d’échantillons (qui ont aussi été examinés par Matei et Smith, 2023) 

dans lesquels on doit généralement gérer une série d’enjeux pratiques et suivre la théorie d’une méthode 

particulière de coordination d’échantillons. Les systèmes de coordination fonctionnent le mieux en présence 

de nombreuses unités, et ils conviennent donc particulièrement aux petites unités. Ils servent aussi à répartir 

le fardeau de réponse de manière égale pour les unités de toutes tailles. 

La conséquence est que bien qu’un système de coordination d’échantillons réduise les chevauchements 

entre les échantillons et, par conséquent, le fardeau actuel, certaines unités apparaissent tout de même plus 

fréquemment que d’autres dans l’étendue des échantillons faisant l’objet d’une coordination. Cela est au 

moins en partie attribuable à l’utilisation de plans stratifiés et de nombreuses petites strates, dont certaines 

possèdent de grandes probabilités d’inclusion. Statistique Pays-Bas utilise un système de coordination 

d’échantillons appelé Système de fardeau d’enquête (Survey Burden System) (Smeets et Boonstra, 2018), 

qui porte sur une méthode de coordination de NAP qui tient compte du fardeau cumulé des unités. Ce 

système fait effectivement en sorte que seulement quelques unités sont incluses dans de multiples échan-

tillons, mais ces « points chauds » entraînent un défi en raison du fardeau qu’ils représentent pour certaines 

unités et des effets qui en découlent sur la réponse et les relations avec les répondants. 

Une situation connexe est soulevée par Landry (2011) dans l’Enquête sur l’emploi, la rémunération et 

les heures de travail de Statistique Canada. Landry propose d’utiliser une strate à tirage nul (seuil d’exclu-

sion) principalement pour contrôler le fardeau de réponse pour les plus petites entreprises. Même si l’échan-

tillonnage avec seuil d’exclusion est largement utilisé, il y a un risque de biais dans les estimations de tels 

échantillons, alors une meilleure approche de contrôle du fardeau permettant une estimation non biaisée 

serait préférable. 

Dans le présent article, nous sommes donc à la recherche d’une méthode qui respecte les exigences de 

coordination négative d’échantillons, mais qui permet un certain contrôle supplémentaire pour les unités qui 

possèdent des caractéristiques particulières. Nous adaptons l’approche d’échantillonnage de Poisson 

spatialement corrélé (PSC) (Grafström, 2012) pour régler ce problème, en introduisant une mesure du 

fardeau de réponse dans le processus d’échantillonnage. 

Dans le reste de l’article, nous présentons le cadre et la notation pour la coordination d’échantillons à la 

section 2, nous mettons en évidence la procédure pour l’échantillonnage de PSC à la section 2.4 et élaborons 

la méthodologie pour la coordination d’échantillons par double contrôle ciblé à la section 3. Nous évaluons 

notre proposition à la section 3.2, nous fournissons des études par simulation de Monte Carlo en utilisant la 
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population MU284 de Särndal, Swensson et Wretman (1992) à la section 3.3 et les données réelles sur la 

population des entreprises aux Pays-Bas pour évaluer sa capacité de traiter les points chauds à la section 3.4. 

La section 4 se conclut par une discussion. 

 
2. Coordination d’échantillons et échantillonnage de PSC 
 

2.1 Cadre et notation 
 

Nous examinons le cadre de deux populations finies d’unités qui se chevauchent, désignées par 1U  et 

2.U  On sélectionne les échantillons 1s  de 1U  et 2s  de 2U  en utilisant les plans d’échantillonnage 1p  et 2 ,p  

respectivement. L’ensemble formé au moyen des deux échantillons peut être considéré comme un échan-

tillon bivarié 1 2 1 2= ( , ) ,s s s U U   ayant un plan d’échantillonnage conjoint ,p  selon les marginales 1p  et 

2.p  Les échantillons 1s  et 2s  sont prélevés de manière dépendante pour modifier la taille des chevau-

chements entre eux dans le cas où les échantillons sont sélectionnés de manière indépendante. Ainsi, on 

considère que les échantillons 1s  et 2s  sont coordonnés si  

 1 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( ),p s s p s p s   

(voir Cotton et Hesse, 1992; Mach, Reiss et Şchiopu-Kratina, 2006). 

La taille du chevauchement entre 1s  et 2 ,s  désigné par ,c  représente le nombre d’unités communes à 1s  

et à 2 .s  Il s’agit en général d’une variable aléatoire ayant une espérance  

 ,12( ) = ,k
k U

E c 


   

selon  

 
1 1 2 2

,12 1 2 1 2
, ,

= ( , ) = ( , ), ,k
s k s s k s

P k s k s p s s k U
 

       

et 1 2=U U U  est la soi-disant « population globale ». Maximiser ou minimiser ( )E c  dans une coordi-

nation positive ou négative d’échantillons représente une norme globale pour évaluer une méthode de 

coordination. 

Supposons que 1 1= ( )k P k s   et 2 2= ( )k P k s   sont les probabilités d’inclusion de premier degré de 

l’unité k U  dans le premier et le deuxième échantillon, respectivement. Nous considérons que 1 = 0k  si 

1k U  (si 1s  et 2s  sont les échantillons pour deux périodes de la même enquête, ces nouvelles unités 

représentent des ajouts) et 2 = 0k  si 2k U  (suppressions). 

Selon la théorie de la probabilité, les bornes suivantes sont disponibles pour la probabilité conjointe 

,12 ,k  pour tout k U   

 1 2 ,12 1 2BIA = max (0, 1) min( , ) = BSA ,k k k k k k k         (2.1) 
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où BIA signifie « borne inférieure absolue » et BSA signifie « borne supérieure absolue ». On obtient les 

bornes inférieure et supérieure pour ( )E c  en appliquant la somme à toutes les unités k U  à la gauche et 

à la droite de l’équation (2.1) (voir Matei et Tillé, 2005) : 

 BIA = BIA ( ) BSA = BSA.k k
k U k U

E c
 

    (2.2) 

Si 1s  est prélevé avant 2s  et 2s  est sélectionné conditionnellement à 1s  en utilisant une probabilité 

2 1( | ),P s s  on peut obtenir toute valeur de ,12 [BIA , BSA ]k k k   en utilisant les probabilités conditionnelles 

(Cotton et Hesse, 1992)  

 
2 1 ,12 1

2 1 2 ,12 1

( | ) = ,

( | ) = ( ) (1 ).
k k

k k k

P k s k s

P k s k s

 

  

 

   
  

Nous nous concentrons ci-dessous sur la coordination négative de deux échantillons. Atteindre la borne 

inférieure dans l’équation (2.1) pour toutes les unités k U  équivaut à créer le « meilleur » degré possible 

de coordination négative entre les échantillons en fonction de la minimisation de leur chevauchement. 

 

2.2 Coordination d’échantillons au moyen de NAP 
 

Comme on l’a précisé à la section 1, les méthodes de coordination d’échantillons au moyen de NAP sont 

couramment utilisées en pratique. Elles sont fondées sur l’idée de base suivante : on associe un nombre 

aléatoire uniforme prélevé de manière indépendante de la distribution Unif (0,1)  en utilisant chaque unité 

.k U  Ces nombres sont dits « permanents », car ils sont utilisés dans le processus de sélection dans le 

temps et dans les enquêtes pour les unités qui persistent dans la population. Pour un ajout (une nouvelle 

unité qui apparaît dans la population), un nouveau NAP est attribué; pour une suppression (une unité qui 

disparaît de la population), l’unité et son NAP connexe sont supprimés de la base de sondage correspon-

dante. 

Présenté par Brewer et coll. (1972), l’échantillonnage de Poisson avec les NAP est largement utilisé dans 

la coordination d’échantillons, plus particulièrement comme base pour les systèmes de coordination (voir 

Qualité, 2019, pour obtenir un exemple mis en application en Suisse). Dans une coordination négative, il 

est mis en œuvre comme suit : tout d’abord, on génère les NAP 1 2, , , Nu u u…  indépendamment de la 

distribution Unif (0,1).  Ensuite, si 1< , ,k ku k U   l’unité k  est incluse dans 1.s  L’échantillon 2s  est 

sélectionné d’une manière similaire, mais en utilisant les nombres 1 ku  au lieu de ;ku  si 21 <k ku   alors 

l’unité k  est incluse dans 2 .s  L’utilisation de l’échantillonnage de Poisson avec les NAP pour coordonner 

négativement 1s  et 2s  permet d’atteindre la borne BIA k  dans l’équation (2.1) pour toute unité .k U  On 

peut le démontrer comme suit : l’unité k  est sélectionnée dans 1s  et 2s  si 1<k ku   et 21 < .k ku   C’est 

l’équivalent de 2 11 < < .k k ku   La probabilité que cela se produise est 1 2max (0, (1 )) =k k    

1 2max (0, 1) = BIA .k k k    

Bien que l’échantillonnage de Poisson avec des NAP soit un schéma très intéressant pour la coordination 

d’échantillons, il comporte un désavantage important : les échantillons obtenus ont des tailles aléatoires, ce 
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qui augmente la variance des estimations. C’est pour cette raison que les plans d’échantillonnage de taille 

fixe sont parfois privilégiés; voir, par exemple, l’échantillonnage de Pareto avec des NAP (Rosén, 1997a, b). 

Néanmoins, les bornes fournies dans l’équation (2.1) ne sont en général pas atteintes en utilisant des plans 

d’échantillonnage ayant une taille d’échantillon fixe et des probabilités d’inclusion inégales; pour obtenir 

quelques résultats empiriques basés sur la simulation de Monte Carlo, voir Grafström et Matei (2018). 

Comparativement à l’échantillonnage de Poisson avec des NAP, qui permet une sélection indépendante des 

unités, ces plans d’échantillonnage imposent plus de restrictions sur la sélection des unités, principalement 

en raison de la taille d’échantillon fixe, et ne permettent généralement pas d’atteindre les bornes fournies 

dans l’équation (2.1). Les conditions théoriques pour atteindre les deux bornes globales données dans 

l’équation (2.2) sont fournies par Matei et Tillé (2005). 

 
2.3 Fardeau de réponse et coordination d’échantillons 
 

Le fardeau de réponse est un concept difficile à définir. Il peut comprendre des facteurs objectifs tels que 

le temps passé à fournir les réponses au questionnaire et des facteurs subjectifs tels que ce qui est perçu 

comme un fardeau par les répondants; voir, par exemple, Natkowska et Modak (2014) et Bottone et coll. 

(2021). Selon la perspective statistique, nous utilisons la définition suivante fournie par Sunter (1977). 

Considérons de nombreuses enquêtes = 1, 2, ,j M…  ayant des populations d’unités associées 

1 2, , ,U U …  MU  selon =1= .M
j jU U  Le fardeau de réponse de l’unité k  dans M  enquêtes est une variable 

aléatoire  

 
=1

FR = ,
M

k j kj
j

I    

où = 1kjI  si jk s  et est nul autrement, et j  est le fardeau de réponse imposé par l’enquête ej  pour toutes 

les unités sélectionnées pour participer à cette enquête. La valeur espérée de FR k  est donnée par (FR ) =kE

=1
,

M

j kjj
  ,k U  où = ( )kj jP k s   et js  est l’échantillon de l’enquête e ,j = 1, , .j M…  Quand = 1,j  

pour tous les = 1, , ,j M…  nous obtenons simplement   

 
=1

FR = ,
M

k kj
j

I  et 
=1

(FR ) = , .
M

k kj
j

E k U   (2.3) 

Le fardeau de réponse est couramment associé à une coordination négative des échantillons. Habituelle-

ment, une méthode de coordination ne repose sur aucune mesure du fardeau de réponse dans le processus 

d’échantillonnage. Si une méthode de coordination négative est appliquée, la valeur du fardeau de réponse 

(considérée comme la réalisation d’une variable aléatoire) diminue pour les unités qui ne font pas partie du 

chevauchement : par exemple, pour deux échantillons sélectionnés 1s  et 2 ,s  et en considérant la première 

partie de l’équation (2.3), la valeur de FR k  est 1 si 1 2\k s s  ou 2 1\k s s  alors que la valeur est 2 si 

1 2k s s  . Minimiser la taille du chevauchement des échantillons exige d’avoir moins d’unités ayant une 

valeur de FR = 2.k  Cependant, au niveau global, les méthodes de coordination d’échantillons n’ont aucune 

incidence sur (FR ),kE  mais tentent de tenir compte des fardeaux excessifs et d’attribuer des fardeaux d’une 

manière équitable, de même que de réduire la variance de FR .k  
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Dans ce qui suit, nous utilisons l’expression fardeau de réponse cumulé pour désigner la valeur réalisée 

de FR k  donnée dans la première partie de l’équation (2.3). 

 
2.4 Échantillonnage de Poisson spatialement corrélé 
 

L’échantillonnage de Poisson spatialement corrélé (PSC) est un cas particulier d’échantillonnage de 

Poisson corrélé, une famille de plans d’échantillonnage présentée par Bondesson et Thorburn (2008). Tout 

d’abord, nous examinons cette méthode pour un échantillon générique au moyen de probabilités d’inclusion 

de premier degré données; ensuite, nous montrons la modification fournie par Grafström (2012) qui produit 

les échantillons de PSC. 

L’échantillonnage de Poisson corrélé est une méthode séquentielle de tirage utilisée pour prélever un 

échantillon aléatoire s  de U  au moyen de probabilités d’inclusion prescrites ,k .k U  Soit la probabilité 

de sélection ( 1) ,k
k
  qui permet à l’unité k  d’être sélectionnée dans s  à l’itération ek  de l’algorithme suivant 

(voir l’étape 3b) : 
 

Étape 1 : établir que (0) =    pour tous les ;U  

Étape 2 : établir que =1;k  

Étape 3 : tandis que ,k N  

3a : générer ku  indépendamment de la distribution Unif (0,1);  

3b : si ( 1)< k
k ku    alors = 1kI  (k  est sélectionné dans ),s  autrement = 0kI  (k  n’est pas 

sélectionné dans ),s  où kI  est la variable indicatrice associée à l’unité ;k U  

3c : mettre à jour les probabilités de sélection pour les unités restantes = 1, ,i k N …  selon  

 ( ) ( 1) ( 1) ( )= ( ) ,k k k i
i i k k kI w       

où ( )i
kw  sont des poids donnés par l’unité k  aux autres unités =i k  1, , ;N…  

3d : augmenter .k  
 

Les poids peuvent être choisis librement dans l’étendue suivante : 

 
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( )

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1 1
min , min , ,

1 1

k k k k
ii i i i

kk k k k
k k k k

w
   

   

   

   

    
     

    
 (2.4) 

pour s’assurer que ( 1)0 1,k
i

  = 1, , .i k N …  Les poids ( )i
kw  peuvent dépendre de 1 2 1, , , ,kI I I …  mais 

pas de 1, , , .k k NI I I …  Le choix de ( )i
kw  fournit différents plans d’échantillonnage; par exemple, l’échan-

tillonnage de Poisson est obtenu si tous les ( )i
kw  sont nuls, .k U  Bondesson et Thorburn (2008) ont montré 

qu’un échantillonnage de taille fixe est obtenu si pour chaque ( )

= 1
: = 1

N i
ki k

k U w


   et = ,kk U
n

  où n  

est la taille d’échantillon. Les probabilités d’inclusion prescrites sont respectées, puisque ( ) = ,kP k s  

,k U  quel que soit le choix de ( )i
kw  (voir la remarque 1 dans Bondesson et Thorburn, 2008). Cela est 

attribuable au fait que   
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 ( 1) ( 1) ( 2) ( 2)( ) = ( ( | )) = ( ) = = ,k k k k
k k k k kE E E E        …   pour tous les  = 1, 2, , ,k N…   

comme l’a souligné Grafström (2012). 

Grafström (2012) a appliqué cette méthode dans l’échantillonnage spatial, où les unités dans la 

population ont des coordonnées géographiques qui leur sont attribuées et qui peuvent être utilisées pour 

calculer les distances entre elles. Son but était de prélever un échantillon équilibré, de sorte que les unités 

sélectionnées soient étalées dans l’espace de l’étude. Pour éviter le regroupement d’unités similaires et pour 

obtenir des échantillons bien répartis, Grafström (2012) a utilisé des poids positifs ( )i
kw  dans l’équation 

(2.4), qui ont été choisi de sorte que l’unité k  donne un poids maximal à l’unité la plus proche de k  en 

distance (euclidienne), parmi les unités = 1, , ,i k N …  puis le plus grand poids possible à l’unité au second 

rang en distance, et ainsi de suite, au moyen de la restriction selon laquelle ( )

= 1
= 1

N i
ki k

w
  est respectée, 

pour tout ,k U  et qu’elle respecte la borne supérieure pour chaque poids ( )i
kw  dans l’équation (2.4). Cette 

méthode, appelée stratégie de poids maximal, fournit un échantillonnage de PSC, qui est un plan 

d’échantillonnage spatial équilibré de taille d’échantillons fixe, en présumant que = .kk U
n

  Si ,k  

k U  sont proportionnels à une mesure de taille, l’échantillonnage de PSC devient un plan d’échan-

tillonnage  ps de taille d’échantillons fixe. 

Grafström et Matei (2018) ont employé l’échantillonnage de PSC en utilisant des NAP pour coordonner 

des échantillons de manière semblable à l’échantillonnage de Poisson avec des NAP (Brewer et coll., 1972). 

Ainsi, pour la coordination négative, l’étape 3a de l’algorithme précédent est exécutée une seule fois pour 

1,s  afin d’associer un NAP ku  à chaque unité ,k U  et ku  est remplacé par .ku  Ensuite, pour sélectionner 

1,s  il faut utiliser ku  au lieu de ku  et les probabilités de sélection correspondantes à l’étape 3a; pour 

sélectionner 2 ,s  il faut utiliser 1 ku  au lieu de ku  et les probabilités de sélection correspondantes à 

l’étape 3a. L’échantillonnage de PSC avec des NAP est mis en œuvre par la fonction « scps_coord » du 

paquet R « BalancedSampling » (Grafström, Lisic et Prentius, 2022). 

 
3. Stratégie de double contrôle ciblé 
 

3.1 Description de la stratégie 
 

En raison du fardeau de réponse cumulé, certaines unités ne répondent pas aux questionnaires d’enquête 

si elles sont sélectionnées dans de nombreux échantillons (Lorenc, Kloek, Abrahamsson et Eckman, 2013). 

Nous présumons qu’avec le temps, certaines de ces unités ayant un important fardeau cumulé deviennent 

des non-répondants « notoires ». Le même phénomène se produit pour les « points chauds » dans les 

enquêtes-entreprises à Statistique Pays-Bas (voir la section 3.4). Nous qualifions ces unités d’unités non 

désirées, et nous souhaitons les exclure autant que possible des sélections futures, tout en respectant leurs 

probabilités d’inclusion prescrites. Il est possible de classer les unités de U  en deux catégories : les unités 

désirées (ayant habituellement un faible fardeau de réponse cumulé) et les unités non désirées (ayant 

habituellement un important fardeau de réponse cumulé). 
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Notre but est de produire un double contrôle du fardeau de réponse pour les unités non désirées : 

premièrement, en utilisant une mesure du fardeau de réponse pendant le processus d’échantillonnage et, 

deuxièmement, en utilisant une méthode pour la coordination négative d’échantillons. 

Pour créer un double contrôle ciblé des unités non désirées, nous modifions l’échantillonnage de PSC 

(Grafström, 2012) et utilisons un schéma d’échantillonnage à coordination négative. Nous décrivons ci-

dessous la façon d’adapter l’échantillonnage de PSC pour le cadre de coordination à double contrôle ciblé. 

Comme on l’a expliqué à la section 2.4, dans l’échantillonnage spatial, les unités dans U  ont des 

coordonnées géographiques associées. Il est donc possible de calculer les distances entre les unités, 

habituellement en utilisant la distance euclidienne. Les unités proches fournissent en général des renseigne-

ments similaires. L’échantillonnage spatialement équilibré permet de sélectionner des unités qui sont 

réparties dans l’espace et, ainsi, d’éviter de recueillir des renseignements similaires. 

Nous proposons de remplacer la matrice des coordonnées géographiques dans l’échantillonnage de PSC 

par le vecteur formé par une mesure basée sur le fardeau de réponse de chaque unité. D’autres renseigne-

ments, comme les probabilités d’inclusion, peuvent aussi être inclus, et le vecteur devient une matrice. Cela 

pourrait donner lieu à un étalement supplémentaire relativement aux probabilités d’inclusion. Des unités 

similaires ont habituellement des probabilités d’inclusion proches les unes des autres et les unités non 

désirées ont souvent de plus grandes probabilités d’inclusion. 

Les distances euclidiennes entre les unités sont ensuite calculées en utilisant ce nouveau vecteur ou cette 

nouvelle matrice. Si une unité non désirée est sélectionnée dans l’échantillon actuel, l’échantillonnage de 

PSC permet d’éviter de sélectionner une unité similaire. Puis, nous utilisons une méthode de coordination 

négative pour les échantillons. Nous appelons cette méthode stratégie de double contrôle ciblé, alors qu’un 

échantillon de PSC utilisé dans cette stratégie est appelé échantillon de PSC adapté (échantillon de PSCA). 

Pour l’échantillonnage de PSCA, une mesure du fardeau de réponse pour une unité peut simplement être 

définie comme étant de 1 si l’unité est une unité non désirée et comme étant de 0 autrement; cela représente 

une mesure indirecte pour les grands et les petits fardeaux de réponse cumulés, respectivement, et définit 

une mesure de l’état de l’unité. D’autres mesures du fardeau de réponse peuvent être utilisées. Par exemple, 

nous employons le fardeau de réponse cumulé à la section 3.4. 

Ces deux options (l’état de l’unité et le fardeau de réponse cumulé, respectivement) sont utilisées dans 

l’algorithme donné ci-dessous, qui décrit l’échantillonnage de PSCA pour deux échantillons coordonnés 

négativement, à savoir 1s  et 2:s  
 

Étape a : En fonction des renseignements précédents (des enquêtes précédentes), créer le vecteur ou la 

matrice qui contient les renseignements à propos de l’état de l’unité (si elle est désirée ou non 

désirée) ou des fardeaux de réponse cumulés des unités dans ;U  

Étape b : Sélectionner 1s  en utilisant les probabilités d’inclusion correspondantes et en appliquant 

l’échantillonnage de PSC au moyen de la stratégie de poids maximal. Les distances euclidiennes 

entre les unités sont calculées en utilisant le vecteur ou la matrice créés à l’étape a. Si les fardeaux 
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de réponse cumulés des unités sont utilisés dans le vecteur ou la matrice, les mettre à jour, ainsi 

que le vecteur ou la matrice, après la sélection de 1,s  selon la définition donnée dans l’équation 

(2.3);  

Étape c : Sélectionner 2 ,s  coordonné négativement avec 1,s  en utilisant les probabilités d’inclusion 

correspondantes et en appliquant l’échantillonnage de PSC au moyen de la stratégie de poids 

maximal. Les distances euclidiennes entre les unités sont calculées en utilisant le même vecteur 

ou la même matrice que pour la sélection de 1s  si l’état de l’unité est utilisé, ou le vecteur ou la 

matrice mis à jour si les fardeaux de réponse cumulés sont utilisés.  
 

Si 1s  et 2s  sont négativement coordonnés en utilisant des NAP, 1s  est tiré en utilisant , ,ku k U  tandis 

que 2s  l’est en utilisant 1 ,ku k U   ( ku  remplace ku  à l’étape 3b de l’algorithme donné à la section 2.4).  
 

Remarque 1 Comme il est indiqué à la section 2.3, le fardeau de réponse est une variable aléatoire. Les 

distances euclidiennes dans l’algorithme précédent sont calculées en fonction de la valeur réalisée de 

FR , .k k U  

 
3.2 Efficacité de la stratégie de double contrôle ciblé 
 

Nous fournissons aux deux prochaines sections les résultats de la simulation de Monte Carlo pour 

montrer l’efficacité de la stratégie proposée et utilisons deux méthodes pour tester son rendement :   
 

• Méthode 1 : deux échantillons sont négativement coordonnés en utilisant des NAP;  

• Méthode 2 : deux échantillons sont négativement coordonnés, mais sans utiliser des NAP. Un 

nouvel échantillon 2s  est prélevé et négativement coordonné au moyen d’un échantillon existant 

1s  1(s  est fixe et les probabilités d’inclusion sont connues). Il est possible que 1s  ait été 

sélectionné en utilisant des NAP, mais ces nombres ne sont pas disponibles pour la deuxième 

sélection. Par conséquent, en fonction de 1,s  un nouveau nombre aléatoire 2ku  est associé à 

l’unité :k U  si 1,k s  on génère 2ku  indépendamment de la distribution 1Unif (0, );k  autre-

ment, on génère 2ku  indépendamment de la distribution 1Unif ( ,1).k  Ensuite, k  est sélectionné 

dans 2s  en utilisant le nombre 21 ,ku  et la probabilité 2 , .k k U    
 

En pratique, la méthode 1 est appliquée dans la situation générale où il est possible de tirer de nouveaux 

échantillons pour l’enquête 1 et l’enquête 2. La méthode 2 est appliquée s’il n’est pas possible de tirer un 

nouvel échantillon 1s  pour des raisons pratiques : par exemple, si les entreprises ont déjà reçu un 

questionnaire pour l’enquête 1, ou lorsqu’une nouvelle enquête est ajoutée à un système de coordination et 

que les NAP des entreprises ne peuvent être extraits du système. 

Cinq mesures fournies ci-dessous sont utilisées pour quantifier le rendement de la stratégie proposée. 

Les mesures 1 et 2 portent sur la sélection des unités non désirées. La mesure 1 quantifie le nombre de paires 

1 2( , )s s  ayant des nombres donnés d’unités non désirées en commun entre 1s  et 2s  (c’est-à-dire, le nombre 

d’unités non désirées dans le chevauchement), et elle est la plus importante pour l’étude de l’application de 
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la stratégie proposée. Nous nous attendons à ce que la stratégie proposée réduise la variance du nombre 

d’unités non désirées dans le chevauchement comparativement aux stratégies concurrentes et à l’échan-

tillonnage indépendant. La mesure 2 est liée à BIA ,k  et k  est une unité non désirée. Idéalement, on souhaite 

atteindre la borne inférieure BIA k  donnée dans l’équation (2.1) pour 1 2 ,12( , ) = ,kP k s k s    pour tout 

.k U  Comme on l’a précisé à la section 2.2, nous sommes en mesure de l’atteindre lorsque 1s  et 2s  sont 

sélectionnés en utilisant l’échantillonnage de Poisson avec les NAP (donc, lorsque la méthode 1 est 

appliquée). La méthode 2 ne permet pas toujours de l’atteindre. Nous espérons que la stratégie proposée 

fournit les valeurs de 1 2( , )P k s k s   estimé des unités non désirées qui sont proches de cette borne, ce qui 

indique que ces unités ont peu de chances d’être sélectionnées dans les deux échantillons. Dans certains cas, 

toutefois, une comparaison directe avec BIAk  n’est pas possible (voir, par exemple, le cadre 2 de la 

méthode 2 à la section 3.3), mais nous nous attendons à ce que la stratégie proposée fournisse des valeurs 

de 1 2( , )P k s k s   estimé qui sont inférieures à celles des autres stratégies ou au moins similaires. 

Les mesures 3, 4 et 5 portent sur le rendement global d’une méthode de coordination négative. Une 

valeur de la mesure 3 proche de la BIA indique un degré important de coordination négative des deux 

échantillons. Les mesures 4 et 5 sont des mesures de la variance (relative) du chevauchement. Comme 

précédemment, nous nous attendons à ce que notre stratégie soit en mesure de fournir des valeurs inférieures 

ou au moins semblables à celles des stratégies concurrentes pour les mesures 3, 4 et 5. 

Les cinq mesures sont les suivantes :   
 

• Mesure 1 : le nombre de paires d’échantillons 1 2( , ),s s  où 1s  et 2s  ont en commun un nombre 

d’unités non désirées données par le biais de simulations;  

• Mesure 2 : les valeurs de 1 2( , )P k s k s   estimé des unités non désirées par le biais de 

simulations;  

• Mesure 3 : le chevauchement espéré de Monte Carlo   

 1,2
sim

=1

1
( ) = ,

m

E c c
m
 


  

où 1,2
1 2= | |c s s    et 1 ,s  2 ,s   sont les échantillons tirés dans l’exécution de e ,  et 1 2| |s s   

représente le nombre d’unités communes de 1s   et de 2 ,s   et m  est le nombre d’exécutions; pour 

la méthode 2, quand 1s  est fixe (comme c’est le cas dans certaines simulations ci-dessous), 
1,2

1 2= | |,c s s   où 2s   est l’échantillon tiré dans l’exécution de e  et 1 2| |s s   représente le 

nombre d’unités communes de 1s  et de 2 ;s   

• Mesure 4 : la variance de Monte Carlo du chevauchement  

 1,2 2
sim sim

=1

1
Var ( ) = ( ( )) ;

1

m

c c E c
m



 


  

• Mesure 5 : le coefficient de variation de Monte Carlo du chevauchement  



Techniques d’enquête, décembre 2023 401 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

 sim
sim

sim

( )
CV ( ) = .

( )

V c
c

E c
  

 

3.3 Simulation au moyen de la population MU284  
 

Nous considérons comme U  la région 2 des données bien connues de MU284 (voir l’annexe B dans 

Särndal et coll., 1992). Les échantillons 1s  et 2s  ayant les tailles espérées 1 = 10n  et 2 = 6n  sont sélec-

tionnés, respectivement, à partir de cette région, qui contient au total = 48N  unités. Aucun ajout ni aucune 

suppression des unités ne sont utilisés. Les probabilités d’inclusion 1k  et 2 ,k k U   sont, respectivement, 

proportionnelles aux variables P75 et P85, à savoir la taille de la population des municipalités suédoises en 

1975 et en 1985. Nous l’appelons la « population MU284 ». Six unités de U  (étant étiquetées 4, 12, 21, 22, 

32 et 44) sont déclarées comme étant non désirées pour 1s  et 2.s  Comme mesure du fardeau de réponse 

d’une unité ,k  nous utilisons une variable binaire pour calculer les distances euclidiennes dans les 

échantillons de PSCA : 1 si l’unité k  est une unité non désirée et 0 autrement (l’état de l’unité). 

Nous fournissons ci-dessous les résultats des simulations de Monte Carlo en utilisant les méthodes 1 et 

2 et différents schémas d’échantillonnage. Dans les simulations, 100 000 exécutions sont utilisées. 

Dans la méthode 1, 1s  et 2s  sont aléatoires dans chaque exécution et ont le même type (le même schéma 

d’échantillonnage est utilisé), mais ont différentes probabilités d’inclusion. Ils sont négativement 

coordonnés avec des NAP dans les cinq premiers cas ci-dessous, tandis que le sixième cas renvoie à des 

sélections d’échantillons indépendants. Dans chaque exécution de la simulation de Monte Carlo, nous 

sélectionnons :   
 

1 deux échantillons de Poisson;  

2. deux échantillons de Pareto;  

3. deux échantillons de PSCA; pour 1,s  2 ,s  seul 1  et, respectivement, 2  sont utilisés pour 

calculer les distances euclidiennes entre les unités (ce cas est indiqué par PSCA_  dans les 

tableaux suivants; PSCA signifie PSC adapté);  

4. deux échantillons de PSCA; pour 1,s  1  et les valeurs de l’état des unités sont utilisées pour 

calculer les distances euclidiennes; pour 2 ,s  2  et les valeurs de l’état des unités sont utilisées 

pour calculer les distances euclidiennes (ce cas est indiqué par PSCA_ _inf dans les tableaux 

suivants);  

5. deux échantillons de PSCA; pour 1,s  2 ,s  les valeurs de l’état des unités sont utilisées pour 

calculer les distances euclidiennes (ce cas est indiqué par PSCA_inf dans les tableaux suivants);  

6. deux échantillons indépendants de PSCA (sans coordination négative); pour 1,s  2 ,s  les valeurs 

de l’état des unités sont utilisées pour calculer les distances euclidiennes (ce cas est indiqué par 

PSCA_inf sans coordination dans les tableaux suivants).  
 

L’échantillonnage de Pareto est utilisé dans la simulation de Monte Carlo, car il fournit des tailles 

d’échantillon fixes, comme les échantillons de PSCA. Les probabilités d’inclusion sont utilisées dans les 
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échantillons de PSCA dans les cas 3 et 4 ci-dessus pour les comparer au cas 5, qui porte uniquement sur les 

valeurs binaires pour calculer les distances euclidiennes. 

La méthode 2 est appliquée dans deux différents cadres pour faire le lien avec l’application donnée à la 

section 3.4, qui repose sur des données réelles :   
 

1. Cadre 1 : 1s  et 2s  sont aléatoires dans chaque exécution; 1s  est un échantillon de Poisson, tandis 

que 2s  est un échantillon du type énuméré pour la méthode 1 (Poisson, Pareto, etc.);  

2. Cadre 2 : le premier échantillon 1s  est fixe  1 = {4, 6,12,18, 22, 35, 44}s  et est un échantillon de 

Poisson, et seul 2s  est aléatoire dans chaque exécution; 2s  est un échantillon du type énuméré 

pour la méthode 1 (Poisson, Pareto, etc.).  

 

Notons que la mesure 2 1 2
ˆ( ( , ))P k s k s   peut être comparée à BIA ,k k U  pour la méthode 1 et la 

méthode 2 (mais seulement dans le cadre 1). Dans le cadre 2 de la méthode 2, 1s  est fixe et nous ne pouvons 

pas reconstruire par simulation 
1 1 2 2

1 2 1 2, ,
( , ) = ( , ).

s k s s k s
p s s P k s k s

 
    Par conséquent, nous estimons 

seulement 
2 2

1 2,
( , ).

s k s
p s s

  Une BIAk  conditionnelle ne peut pas être utilisée dans ce cas. Les tableaux 

correspondants ci-dessous ne comprennent pas de valeurs de BIA .k  

Les tableaux de la section 3.3.1 présentent les résultats pour la méthode 1, tandis que pour la méthode 2, 

on les fournit à la section 3.3.2 (cadre 1) et à la section 3.3.3 (cadre 2). En utilisant la mesure 1 (voir les 

tableaux 3.1, 3.4 et 3.7), le nombre possible d’unités non désirées communes à 1s  et à 2s  se situe entre 0 et 

6 pour le cadre 1 de la méthode 1 et de la méthode 2, et entre 0 et 4 pour le cadre 2 de la méthode 2. Les 

échantillonnages de Poisson et de Pareto permettent d’atteindre tous deux les valeurs maximales des 

étendues. En revanche, l’échantillonnage de PSCA (même sans les NAP) permet de diminuer la répartition 

du nombre possible d’unités non désirées en commun et d’éviter la sélection d’un grand nombre d’unités 

non désirées, ce qui produit une variance réduite de leur nombre, comparativement aux échantillonnages 

concurrents. 

L’utilisation de la variable binaire (sans valeurs supplémentaires tels que les probabilités d’inclusion) 

dans l’échantillonnage de PSCA semble être le meilleur choix pour calculer les distances euclidiennes entre 

les unités (le cas PSCA_inf). Pour ce contexte, PSCA_inf produit en général le meilleur rendement et permet 

de sélectionner principalement une (voir le tableau 3.7) ou deux unités non désirées en commun (voir les 

tableaux 3.1 et 3.4), soit moins d’unités que les deux autres méthodes. Cependant, aucune des paires 1 2( , )s s  

ne fournit aucune unité non désirée en commun dans le cadre 2 de la méthode 1 ou de la méthode 2 (voir 

les tableaux 3.1 et 3.7), comme le montre l’échantillonnage de Poisson et l’échantillonnage de Pareto. 

Pour la mesure 2, dans la méthode 1 et la méthode 2 (cadre 1), l’échantillonnage de Poisson permet 

d’atteindre BIAk  pour toute unité non désirée ,k  comme prévu (tableaux 3.2 et 3.5). PSCA_inf et 

l’échantillonnage de Pareto donnent un rendement similaire dans le cas des deux méthodes et fournissent 

des valeurs de 1 2
ˆ ( , )P k s k s   équivalentes à BIAk  ou légèrement supérieures. Dans le cadre 2 de la 
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méthode 2, 1 2
ˆ ( , )P k s k s   ne peut pas être comparé à BIAk  en raison de la manière dont les échantillons 

sont simulés. Pour cette méthode, PSCA_inf présente des valeurs de la mesure 2 conformes à l’échan-

tillonnage de Poisson et à l’échantillonnage de Pareto, et aucune méthode d’échantillonnage n’est meilleure. 

Dans les tableaux 3.3 et 3.6, l’échantillonnage de Pareto montre des valeurs inférieures pour le 

chevauchement attendu (mesure 3; à l’exception de l’échantillonnage de Poisson, qui permet d’atteindre la 

BIA comme prévu), ce qui indique un très bon degré global de coordination négative d’échantillons. 

Cependant, il montre une grande variance estimée du chevauchement (mesure 4) comparable à celle de 

l’échantillonnage de Poisson. Comparativement à l’échantillonnage de Pareto, PSCA_inf montre une valeur 

supérieure pour la mesure 3 dans le cadre 1 de la méthode 1 et de la méthode 2, mais réduit substantiellement 

les valeurs des mesures 4 et 5, ce qui indique une meilleure précision de l’estimation du chevauchement 

entre 1s  et 2.s  Dans le cadre 2 de la méthode 2, PSCA_inf donne encore une fois le meilleur rendement 

pour les mesures 3, 4 et 5 (voir le tableau 3.9). 

 
3.3.1 Méthode 1 : 1s  et 2s  sont tous deux aléatoires dans chaque simulation; 1 2,s s  

sont des échantillons du même type, mais ayant différentes probabilités 
d’inclusion 

 
Tableau 3.1 

Population MU284, méthode 1, mesure 1 : nombre de paires 1 2( , )s s  selon le nombre possible d’unités non 

désirées en commun pour 100 000 simulations (les sommes des lignes sont égales à 100 000). 
 

  Nombre possible d’unités non désirées en commun 
Plan d’échantillonnage  0 1 2 3 4 5 6 
Poisson  7 469 27 170 36 007 21 879 6 536 919 20
Pareto  5 225 25 946 38 965 23 534 5 784 541 5
PSCA_   49 8 646 69 411 21 145 749 0 0
PSCA_ _inf  0 3 614 93 807 2 575 4 0 0
PSCA_inf  0 3 443 93 406 3 140 11 0 0
PSCA_inf sans coordination  0 831 45 796 53 127 246 0 0

 
Tableau 3.2 

Population MU284, méthode 1, mesure 2 : 1 2
ˆ ( , ),P k s k s   où k  est une unité non désirée, 100 000 

simulations. 
 

   1 2
ˆ ( , )P k s k s   

Unité non désirée k   4 12 21 22 32 44 
Poisson  0,63 0,03 0,26 0,35 0,34 0,34 
Pareto  0,63 0,07 0,27 0,35 0,34 0,34 
PSCA_   0,63 0,12 0,30 0,35 0,36 0,38 
PSCA_ _inf  0,63 0,03 0,27 0,35 0,35 0,35 
PSCA_inf  0,63 0,06 0,26 0,35 0,35 0,35 
PSCA_inf sans coordination  0,64 0,25 0,38 0,42 0,42 0,42 
BIAk   0,63 0,03 0,26 0,35 0,34 0,34 
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Tableau 3.3 

Population MU284, BIA = 1,96, méthode 1, mesures 3, 4 et 5 : sim ( ),E c simVar ( ),c simCV ( ),c  100 000 simulations. 
 

Plan d’échantillonnage  sim ( )E c  simVar ( )c  sim100 CV ( )c  

Poisson  1,96 1,13 54,44 
Pareto  2,00 0,99 49,53 
PSCA_   2,18 0,34 26,53 
PSCA_ _inf  2,03 0,09 15,08 
PSCA_inf  2,01 0,08 13,70 
PSCA_inf sans coordination  3,06 0,68 26,91 

 
3.3.2 Méthode 2, cadre 1 : 1s  et 2s  sont aléatoires dans chaque simulation; 1s  est 

un échantillon de Poisson  

 
Tableau 3.4 

Population MU284, méthode 2, cadre 1, mesure 1 : nombre de paires 1 2( , )s s  selon le nombre possible d’unités 

non désirées en commun, 1s  et 2s  sont aléatoires dans chaque simulation; 100 000 simulations (les sommes des 

lignes sont égales à 100 000). 
 

  Nombre possible d’unités non désirées en commun 
Plan d’échantillonnage  0 1 2 3 4 5 6 
Poisson  114 060 51 724 125 551 157 299 108 236 37 832 5 298
Pareto  5 995 26 389 37 893 23 216 5 931 569 7
PSCA_   1 053 16 383 45 920 34 313 2 331 0 0

PSCA_ _inf  1 025 16 950 48 830 33 175 20 0 0

PSCA_inf  1 663 20 987 44 084 33 266 0 0 0
PSCA_inf sans coordination  315 6 178 34 797 58 418 292 0 0

 
Tableau 3.5 

Population MU284, méthode 2, cadre 1, mesure 2 : 1s  et 2s  sont aléatoires dans chaque simulation; 100 000 

simulations. 
 

  1 2
ˆ ( , )P k s k s   

Unité non désirée k   4 12 21 22 32 44 
Poisson  0,63 0,03 0,26 0,35 0,34 0,34 
Pareto  0,63 0,06 0,26 0,35 0,34 0,34 
PSCA_   0,63 0,13 0,34 0,35 0,36 0,40 
PSCA_ _inf  0,63 0,03 0,35 0,35 0,37 0,41 
PSCA_inf  0,63 0,06 0,26 0,35 0,37 0,41 
PSCA_inf sans coordination  0,64 0,25 0,38 0,43 0,42 0,42 
BIAk   0,63 0,03 0,26 0,35 0,34 0,34 

 
Tableau 3.6 

Population MU284, BIA = 1,96, méthode 2, cadre 1, mesures 3, 4 et 5 : sim ( ),E c simVar ( ),c simCV ( ),c 1s  et 2s  sont 

aléatoires dans chaque simulation; 100 000 simulations. 
 

Plan d’échantillonnage sim ( )E c  simVar ( )c  sim100 CV ( )c  

Poisson 1,96 1,12 54,41 
Pareto 1,98 1,03 51,03 
PSCA_  2,24 0,63 35,38 
PSCA_ _inf 2,18 0,56 34,28 
PSCA_inf 2,10 0,61 37,20 
PSCA_inf sans coordination 3,05 0,82 29,78 
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3.3.3 Méthode 2, cadre 2 : 1 = {4, 6, 12, 18, 22, 35, 44}s  est fixe et est un 

échantillonnage de Poisson, tandis que 2s  est aléatoire dans chaque 

simulation 

 
Tableau 3.7 

Population MU284, méthode 2, cadre 2, mesure 1 : nombre de paires 1 2( , )s s  selon le nombre possible d’unités 

non désirées en commun, 1 = {4, 6, 12, 18, 22, 35, 44}s  est fixe dans chaque simulation; 100 000 simulations (les 

sommes des lignes sont égales à 100 000). 
 

 Nombre possible d’unités non désirées en commun 
Plan d’échantillonnage 0 1 2 3 4 
Poisson 11 970 38 609 36 849 12 033 539
Pareto 14 497 47 328 33 006 5 085 84
PSCA_  2 449 69 047 24 291 4 183 30
PSCA_ _inf 0 81 609 17 689 702 0
PSCA_inf 0 84 227 15 773 0 0
PSCA_inf sans coordination 0 18 869 60 320 20 802 9

 
Tableau 3.8 

Population MU284, méthode 2, cadre 2, mesure 2 : 1 = {4, 6, 12, 18, 22, 35, 44}s  est fixe dans chaque simulation; 

100 000 simulations. 
 

  1 2
ˆ ( , )P k s k s   

Unité non désirée k   4 12 21 22 32 44 
Poisson  0,64 0,05 0 0,41 0 0,40 
Pareto  0,59 0,04 0 0,33 0 0,33 
PSCA_   0,64 0,13 0 0,32 0 0,21 
PSCA_ _inf  0,64 0,05 0 0,36 0 0,14 
PSCA_inf  0,64 0,09 0 0,32 0 0,11 
PSCA_inf sans coordination  0,65 0,37 0 0,50 0 0,50 

 
Tableau 3.9 

Population MU284, méthode 2, cadre 2, mesures 3, 4 et 5 : sim ( ),E c simVar ( ),c simCV ( ),c 1 = {4, 6, 12, 18, 22, 35,s  

44}  est fixe dans chaque simulation; 100 000 simulations. 
 

Plan d’échantillonnage  sim( )E c  simVar ( )c  sim100 CV ( )c  

Poisson  1,51 0,76 57,99 
Pareto  1,29 0,60 60,19 
PSCA_   1,30 0,35 45,12 
PSCA_ _inf  1,19 0,17 34,47 
PSCA_inf  1,16 0,13 31,48 
PSCA_inf sans coordination  2,31 0,64 34,66 

 
3.4 Simulation au moyen d’enquêtes-entreprises : application aux « unités de 

point chaud » à Statistique Pays-Bas 
 

Statistique Pays-Bas exploite un système de coordination d’échantillons pour les enquêtes-entreprises. 

Malgré la coordination d’échantillons, chaque année, de nombreuses entreprises font encore l’objet d’un 

échantillonnage important, principalement en raison du nombre d’échantillons tirés, des différents schémas 

de stratification et des grandes fractions de sondage. Cela donne lieu à un important fardeau de réponse 

cumulé pour ces entreprises en particulier. Par conséquent, Statistique Pays-Bas a commencé à surveiller le 
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nombre d’enquêtes pour lesquelles une entreprise était échantillonnée au cours des 12 derniers mois pour 

déterminer les soi-disant « unités de point chaud » (l’équivalent des unités non désirées, voir la section 3.1). 

L’organisme classe les entreprises de 0 à 9 employés (catégories de taille 0 à 3) comme des unités de point 

chaud si elles sont échantillonnées 3  fois au cours des 12 derniers mois. Les entreprises de 10 à 

19 employés (catégorie de taille 4) sont classées comme des unités de point chaud si elles sont échan-

tillonnées 4  fois au cours des 12 derniers mois. Pour les plus grandes entreprises, aucune unité de point 

chaud n’a été définie, malgré les grandes fractions de sondage qui sont requises pour ces entreprises. Les 

entreprises de plus de 50 employés sont habituellement échantillonnées au moyen de la probabilité 

d’inclusion 1. Ces grandes entreprises ont habituellement du personnel dédié pour répondre aux question-

naires. Les répercussions sur les activités au quotidien sont donc plus faibles pour ces entreprises. Qui plus 

est, la coordination d’échantillons n’est en général pas appropriée pour les entreprises ayant une fraction de 

sondage de 1. 

Pour l’application, nous examinons la population des entreprises néerlandaises en 2021 comptant de 0 à 

19 employés ( =N 1 810 581), l’Enquête structurale sur les entreprises (ESE) selon une taille d’échantillon 

ESE =n 54 491, l’Enquête sur les investissements (INV) selon INV =n 30 090 et la Surveillance financière 

(FIN) selon FIN =n 6 977. Dans cette population, il y a 1 693 unités de point chaud. Le tableau 3.10 présente 

la répartition des entreprises selon la catégorie de taille (colonnes) et le nombre d’échantillons (rangées). 

Les unités de point chaud sont mises en évidence en italique. En 2021, aucune entreprise de 0 à 19 employés 

n’a été sélectionnée dans plus de neuf enquêtes par le système de coordination néerlandais. 

Les trois enquêtes sont des enquêtes annuelles comportant un plan d’échantillonnage stratifié avec 

probabilité égale à l’intérieur des strates. Les strates sont définies par une combinaison de classification des 

industries selon la NACE (Nomenclature statistique des activités économiques dans la Communauté 

européenne, à savoir la classification des industries européennes normalisée) et la catégorie de taille. L’ESE 

et l’INV sont coordonnées par le système de coordination néerlandais (voir Smeets et Boonstra, 2018) et 

reposent sur la même stratification. La FIN est indépendante de l’ESE et de l’INV, mais le système 

coordonne les échantillons pour la FIN d’une année à l’autre. La FIN sélectionne seulement les entreprises 

ayant 2  employés (catégories de taille 2 et plus) et repose sur différentes combinaisons de codes de la 

NACE que l’ESE et l’INV pour définir les strates. 

Nous examinons les scénarios suivants en utilisant les méthodes 1 et 2 (voir la section 3.2) et différentes 

combinaisons des enquêtes :   
 

1. La méthode 1, où les deux échantillons 1s  et 2s  sont tirés pour l’ESE. Les deux échantillons 

reposent sur la répartition de l’ESE de 2021 (scénario 1);  

2. La méthode 1, où 1s  est tiré pour l’ESE et 2s  est tiré pour l’INV. Les deux échantillons reposent 

sur la répartition de l’enquête correspondante de 2021 (scénario 2);  
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3. La méthode 2, où 2s  est tiré pour l’ESE en fonction de l’échantillon de l’ESE existant, 1,s  de 

2021, c’est-à-dire que 1s  est fixe. L’échantillon 2s  repose sur la répartition de l’ESE de 2021 

(scénario 3);  

4. La méthode 2, où 2s  est tiré séparément pour l’ESE, l’INV et la FIN en fonction de l’échantillon 

1,s  qui est obtenu en combinant les échantillons existants de l’ESE, de l’INV et de la FIN de 

2021, c’est-à-dire que 1s  est fixe. Les échantillons pour 2s  reposent sur la répartition de l’enquête 

correspondante de 2021. Il est possible qu’une unité soit sélectionné pour chacun des trois 

échantillons distincts (scénario 4).  

 
Tableau 3.10 

Répartition de toutes les entreprises néerlandaises de 0 à 19 employés en 2021 selon la catégorie de taille et le 

nombre d’enquêtes; les unités de point chaud sont mises en évidence en italique. 
 

Nombre d’enquêtes Catégorie de taille 

0 1 2 3 4 Total

0 381 591 1 051 551 202 137 39 544 8 047 1 682 870

1 4 832 40 580 35 529 16 640 11 732 109 313

2 85 985 2 509 3 196 7 194 13 969

3 8 34 125 423 2 736 3 326

4 0 4 6 46 785 841

5 0 1 1 3 167 172

6 0 0 1 1 56 58

7 0 0 0 1 22 23

8 0 0 0 0 7 7

9 0 0 0 0 2 2

Total 386 516 1 093 155 240 308 59 854 30 748 1 810 581

 
Dans la présente simulation, la méthode 2 (dans les scénarios 3 et 4) est seulement prise en compte pour 

le cadre 2 (voir la section 3.3). Les scénarios 1 et 3 représentent une coordination dans le temps pour une 

enquête. Le scénario 2 représente une coordination dans le temps pour deux enquêtes ayant une stratification 

commune. Le scénario 4 représente une coordination dans le temps pour deux enquêtes ayant différentes 

stratifications. En raison des grandes tailles de population et du fait que la majorité des strates ne contiennent 

aucun point chaud, dans tous les scénarios, une sélection de strates est utilisée pour la simulation. Première-

ment, dans les scénarios 1 et 3, les strates à tirage complet  1 2= = 1k k   sont exclues et dans les scénarios 2 

et 4, les strates à tirage complet  2 = 1k  et à tirage nul  2 = 0k  sont exclues. Dans le scénario 4, une 

strate est seulement exclue si 2 = 0k  ou 1 dans cette strate pour les trois enquêtes. Deuxièmement, les 

strates sont sélectionnées en fonction de la taille de la population et du nombre attendu d’unités de point 

chaud échantillonnées, de sorte que la taille de la population totale N  se situe aux alentours de 1 000. Dans 

les scénarios 1 et 3, les strates de moins de 300 entreprises dans la population et d’au moins 10 points chauds 

attendus dans l’échantillon sont sélectionnées. Dans le scénario 2, les strates de moins de 500 entreprises et 
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d’au moins six points chauds attendus sont sélectionnées. Dans le scénario 4, toutes les strates d’au moins 

un point chaud attendu dans l’échantillon pour les trois enquêtes sont sélectionnées. Le tableau 3.11 présente 

la taille de la population et les renseignements sur l’échantillon pour les scénarios examinés. Les populations 

d’entreprises et les unités de point chaud sont un sous-ensemble des populations montrées au tableau 3.10. 

La taille d’échantillon des échantillons combinés dans le scénario 4 est désignée par comb .n  

Les informations permettant de déterminer si une entreprise en particulier est considérée comme un point 

chaud (les valeurs binaires tels qu’ils sont utilisés à la section 3.3) et le nombre d’enquêtes pour lesquelles 

cette entreprise a été échantillonnée au cours des 12 derniers mois sont des mesures de son fardeau de 

réponse cumulé. Dans la simulation pour les enquêtes-entreprises de Statistique Pays-Bas, nous utilisons les 

deux mesures pour calculer la distance euclidienne entre les unités. Cependant, en raison de 

l’échantillonnage stratifié avec probabilités d’inclusion égales à l’intérieur des strates, les probabilités 

d’inclusion des enquêtes ne sont pas utilisées pour calculer les distances euclidiennes entre les unités dans 

la présente simulation, comme c’est le cas à la section 3.3. 

 
Tableau 3.11 

Renseignements sur la population et l’échantillon pour les scénarios. 
 

Scénario  Méthode N Strates Points chauds

Échantillon 1s   Échantillon 2s  

ESEn  combn   ESEn  INVn  FINn  

1 1 894 5 97 617   617   

2 1 1 053 8 161 659    487  

3 2 894 5 97 617   617   

4 2 418 34 62  418  384 278 37 

 
Nous fournissons les résultats d’une simulation de Monte Carlo pour les scénarios examinés et les 

différents schémas d’échantillonnage. Les schémas d’échantillonnage sont appliqués par strate. En raison 

de l’important fardeau de calcul, 5 000 simulations sont utilisées. Dans chaque étape de la simulation de 

Monte Carlo, nous prélevons :   

• deux échantillons de Poisson pour la méthode 1 et un échantillon de Poisson pour la méthode 2;  

• deux échantillons de Pareto pour la méthode 1 et un échantillon de Pareto pour la méthode 2;  

• deux échantillons de PSCA pour la méthode 1 et un échantillon de PSCA pour la méthode 2; pour 

1 2, ,s s  la mesure du fardeau de réponse cumulé en fonction de l’état de point chaud est utilisée 

pour déterminer les distances euclidiennes entre les unités (indiquées par PSCA_inf);  

• deux échantillons de PSCA pour la méthode 1 et un échantillon de PSCA pour la méthode 2; pour 

1 2, ,s s  la mesure du fardeau de réponse cumulé donnée par le nombre d’enquêtes est utilisée pour 

calculer les distances euclidiennes entre les unités (indiquées par PSCA_inf_svy);  
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• deux échantillons indépendants de PSCA (sans coordination négative) pour la méthode 1 et un 

échantillon indépendant de PSCA pour la méthode 2; pour 1 2, ,s s  la mesure du fardeau de réponse 

cumulé en fonction de l’état de point chaud est utilisée pour calculer la distance euclidienne entre 

les unités (indiquée par PSCA_inf sans coordination).  

 

Dans les tableaux et les figures ci-dessous, nous utilisons la notation suivante : PSCA_inf indique les 

résultats en fonction de l’échantillonnage de PSCA, qui repose sur l’état de point chaud pour déterminer les 

distances euclidiennes entre les unités et la coordination négative; PSCA_inf_svy les indique en fonction de 

l’échantillonnage de PSCA pour le fardeau de réponse cumulé et la coordination négative (svy signifie 

« survey », ou enquête), et PSCA_inf sans coordination les indique pour l’échantillonnage de PSCA et une 

sélection d’échantillons indépendants. Les résultats des scénarios 1, 2 et 3 sont présentés à la figure 3.1 et 

au tableau 3.12. Les résultats du scénario 4 sont présentés à la figure 3.2 et au tableau 3.13 (pour PSCA_inf, 

l’état de point chaud est utilisé comme mesure du fardeau et pour PSCA_inf_svy, le nombre d’enquêtes est 

utilisé). Dans les scénarios 1, 2 et 3, toutes les mesures donnent des résultats semblables à la simulation de 

la population MU284. Les résultats de la mesure 2 correspondent aux résultats présentés pour la population 

MU284 et ne sont pas montrés dans le présent article pour gagner de l’espace. Dans ces scénarios, l’échan-

tillonnage de PSCA au moyen de la mesure du fardeau de réponse cumulé en fonction de l’état de point 

chaud est la meilleure stratégie d’échantillonnage, car PSCA_inf donne la plus petite variation des chevau-

chements, non seulement pour toutes les entreprises, mais aussi pour les unités de point chaud. Cela signifie 

que le fardeau de réponse global est réparti plus équitablement par PSCA_inf. Dans le scénario 4, les 

différences entre les schémas d’échantillonnage sont plus petites. Cela est attribuable au fait que la FIN 

repose sur des strates différentes de celles de l’ESE et de l’INV, ce qui donne de petites strates lorsque 

l’échantillonnage de PSCA est appliqué comme méthode de coordination pour les trois enquêtes ensemble. 

Quand 2s  est prélevé pour l’ESE ou l’INV, le schéma d’échantillonnage de PSCA_inf_svy est légèrement 

meilleur que celui de PSCA_inf. Lorsque, dans le scénario 4, l’échantillon 2s  est prélevé pour l’ESE, 

l’échantillonnage de PSCA et l’échantillonnage indépendant donnent le même rendement. Cela est 

attribuable à la sélection des strates dans ce scénario. Les probabilités d’inclusion de l’ESE et de l’INV sont 

élevées dans ces strates, tandis que les probabilités d’inclusion de la FIN sont faibles. Qui plus est, 28 strates 

sont des strates à tirage complet pour l’ESE et 17 strates sont des strates à tirage complet pour l’INV, tandis 

que la FIN n’a aucune strate à tirage complet dans cette sélection. Lorsque la méthode 2 est appliquée 

comme méthode de coordination et si 1,k s  le nombre aléatoire 2ku  est généré à partir de 1Unif (0, ).k  Si 

1k  est proche de 1 alors 2ku  est généré à partir d’une répartition qui est approximativement égale à 

Unif (0,1).  Générer 2ku  à partir de Unif (0,1)  exige un échantillonnage indépendant.  
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Figure 3.1 Scénarios 1, 2 et 3; mesure 1 : nombre de paires d’échantillons 1 2( , )s s  [puces] selon le nombre 
possible d’unités de point chaud en commun (axe des Y), 5 000 simulations. La taille des puces est 
une indication du nombre de paires échantillonnées. 
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                 Poisson                         Pareto                         PSCA_inf                   PSCA_inf_svy           PSCA_inf sans 
                                                                                                                                                                     coordination 

Plan d'échantillonnage ‒ Scénario 1 

                 Poisson                         Pareto                         PSCA_inf                   PSCA_inf_svy            PSCA_inf sans 
                                                                                                                                                                      coordination 

Plan d'échantillonnage ‒ Scénario 2 

                 
                Poisson                          Pareto                         PSCA_inf                  PSCA_inf_svy            PSCA_inf sans 
                                                                                                                                                                     coordination 

Plan d'échantillonnage ‒ Scénario 3 
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Figure 3.2 Scénario 4; mesure 1 : nombre de paires d’échantillons 1 2( , )s s  [puces] selon le nombre possible 
d’unités de point chaud en commun (axe des Y), 5 000 simulations. La taille des puces est une 
indication du nombre de paires échantillonnées. 
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Plan d'échantillonnage ‒ Scénario 4 ‒ INV 
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                Poisson                           Pareto                          PSCA_inf                  PSCA_inf_svy              PSCA_inf sans 
                                                                                                                                                                        coordination 

Plan d'échantillonnage ‒ Scénario 4 ‒ ESE 

                 Poisson                          Pareto                          PSCA_inf                  PSCA_inf_svy               PSCA_inf sans 
                                                                                                                                                                         coordination 

Plan d'échantillonnage ‒ Scénario 4 ‒ FIN 
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Tableau 3.12 

Scénarios 1, 2 et 3; mesures 3, 4 et 5 : sim sim sim( ), Var ( ), CV ( ),E c c c  5 000 simulations. 
 

Plan d’échantillonnage – Scénario 1 sim ( )E c  simVar ( )c  sim100 CV ( )c  

Poisson 352 109,0 2,97 
Pareto 352 20,3 1,28 
PSCA_inf 357 0,7 0,23 
PSCA_inf_svy 365 2,5 0,45 
PSCA_inf sans coordination 455 35,2 1,31 

Plan d’échantillonnage – Scénario 2 sim ( )E c  simVar ( )c  sim100 CV ( )c  

Poisson 211 136,0 5,53 
Pareto 211 49,9 3,35 
PSCA_inf 212 0,6 0,38 
PSCA_inf_svy 214 2,4 0,73 
PSCA_inf sans coordination 300 35,4 1,98 

Plan d’échantillonnage – Scénario 3 sim ( )E c  simVar ( )c  sim100 CV ( )c  

Poisson 352 68,7 2,36 
Pareto 352 14,3 1,07 
PSCA_inf 357 1,4 0,34 
PSCA_inf_svy 365 3,6 0,52 
PSCA_inf sans coordination 455 35,5 1,31 

 
Tableau 3.13 

Scénario 4; mesures 3, 4 et 5 : sim sim sim( ), Var ( ), CV ( ),E c c c  5 000 simulations. 
 

Plan d’échantillonnage – Scénario 4 – ESE sim( )E c  simVar ( )c  sim100 CV ( )c  

Poisson 375 11,10 0,890 
Pareto 378 0,00 0,000 
PSCA_inf 379 0,91 0,252 
PSCA_inf_svy 379 0,87 0,246 
PSCA_inf sans coordination 379 0,92 0,254 

Plan d’échantillonnage – Scénario 4 – INV sim( )E c  simVar ( )c  sim100 CV ( )c  

Poisson 271 36,00 2,210 
Pareto 274 0,00 0,000 
PSCA_inf 273 1,93 0,508 
PSCA_inf_svy 273 1,99 0,516 
PSCA_inf sans coordination 274 1,57 0,584 

Plan d’échantillonnage – Scénario 4 – FIN sim( )E c  simVar ( )c  sim100 CV ( )c  

Poisson 21 12,20 17,00 
Pareto 24 0,00 0,00 
PSCA_inf 21 3,65 8,95 
PSCA_inf_svy 21 3,71 9,13 
PSCA_inf sans coordination 24 5,11 9,40 

 
4. Discussion 
 

La stratégie élaborée à la section 3.1 présente une approche à l’égard de la coordination négative 

d’échantillons qui satisfait l’exigence de réduire la taille du chevauchement entre deux ou plusieurs échan-

tillons, en plus de réduire la variance du nombre d’unités non désirées (unités ayant des caractéristiques 

particulières) dans le chevauchement, comparativement aux autres stratégies. Ainsi, un double contrôle du 

fardeau de réponse est ciblé pour cet ensemble d’unités en particulier. La stratégie de coordination produit 
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une répartition plus équilibrée du fardeau de réponse de ces unités. Le ciblage peut être réalisé à l’aide d’une 

variable indicatrice ou d’une variable continue démontrant la taille d’une unité pour la caractéristique 

d’intérêt (comme le fardeau de réponse cumulé). 

Nous tenons compte de diverses variantes de l’approche, en fonction du type de renseignements utilisés 

pour désigner les unités non désirées. En général, PSCA_inf donne le meilleur rendement, car il repose 

seulement sur des valeurs binaires. Les unités non désirées sont donc aussi semblables que possible les unes 

avec les autres pour cette caractéristique, et aussi différentes que possible des autres unités. Ainsi, cette 

approche permet plus facilement d’éviter les échantillons ayant des grappes d’unités non désirées. D’autres 

variantes pourraient toutefois être meilleures dans les situations où il y a une gradation de la non-désirabilité. 

Dans nos simulations, la stratégie proposée montre une plus petite variance du nombre d’unités non désirées 

dans le chevauchement (plus particulièrement pour PSCA_inf) comparativement à l’échantillonnage de 

Poisson et de Pareto. Cela est attribuable à l’étalement des unités dans l’espace généré par la mesure du 

fardeau de réponse utilisée (étalement obtenu en utilisant l’algorithme donné à la section 2.4), comme on 

l’a indiqué dans les tableaux et les figures liés à la mesure 1. En revanche, des résultats semblables à ceux 

des méthodes concurrentes ont été obtenus pour la taille du chevauchement attendue, alors que la variance 

de la taille du chevauchement a été plus petite que pour l’échantillonnage de Poisson et de Pareto avec des 

NAP dans la plupart des cas. Une seule exception au sujet de cette variance a été fournie par l’échantillon-

nage de Pareto avec des NAP au tableau 3.12. 

Le double contrôle ciblé est une stratégie efficace pour gérer les situations où certaines entreprises sont 

sélectionnées pour un nombre relativement élevé d’enquêtes en peu de temps, comme l’application aux 

unités de point chaud à Statistique Pays-Bas a permis de le démontrer. Le problème des points chauds n’a 

pas été éliminé, mais il a été atténué, car le fardeau de réponse est plus contrôlé à l’intérieur des contraintes 

des plans d’enquête. 

La stratégie de double contrôle ciblé peut donc être utilisée pour officialiser une approche en vue de 

gérer les entreprises qui se plaignent d’avoir été sélectionnées dans trop d’enquêtes. Sans un tel système, 

elles sont parfois gérées de manière ponctuelle et déplacées (explicitement ou implicitement) dans une strate 

à tirage nul pour réduire le fardeau. Mais cette approche n’est pas juste, en ce sens qu’elle peut être différente 

pour les entreprises possédant les mêmes caractéristiques selon qu’elles se plaignent ou non. Pour un seul 

échantillon sélectionné à n’importe quel moment, le double contrôle ciblé est « équitable », car il minimise 

le nombre de ces unités incluses dans l’échantillon en étalant les unités sélectionnées dans l’espace généré 

par la mesure du fardeau de réponse utilisée, ce qui permet donc d’éviter le regroupement d’unités non 

désirées, et, car il respecte les probabilités d’inclusion de sorte que des estimations non biaisées puissent 

être obtenues. Statistique Canada a envisagé la possibilité d’utiliser une strate à tirage nul pour gérer les 

petites unités qui pourraient porter un fardeau disproportionné (Landry, 2011), mais nous croyons que 

l’utilisation du double contrôle ciblé serait une meilleure solution dans ce cas aussi. Le double contrôle ciblé 

permet donc d’aborder un important problème pratique de coordination de multiples échantillons dans une 

population finie. 
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Les applications de double contrôle ciblé ne se limitent toutefois pas à la sélection de points chauds, et 

tout type d’unité non désirée pourrait en principe être la cible de la méthode, pourvu que la propriété 

d’indésirabilité soit observable ou prévisible à partir de sources de données disponibles. 

 
Remerciements 
 

Nous remercions les arbitres pour leurs commentaires. 

 
Bibliographie 

 

Bondesson, L., et Thorburn, D. (2008). A list sequential sampling method suitable for real-time sampling. 

Scandinavian Journal of Statistics, 35, 466-483. 

 

Bottone, M., Modugno, L. et Neri, A. (2021). Response burden and data quality in business surveys. Journal 

of Official Statistics, 37(4), 811-836. 

 

Bradburn, N. (1978). Respondent burden. Dans Proceedings of the Survey Research Methods Section, 

American Statistical Association, Alexandrie, Virginie, 35, 35-40. 

 

Brewer, K., Early, L. et Joyce, S. (1972). Selecting several samples from a single population. Australian 

Journal of Statistics, 3, 231-239. 

 

Cotton, F., et Hesse, C. (1992). Tirages coordonnés d’échantillons. Rapport technique E9206, Direction des 

Statistiques Économiques, INSEE, Paris, France. 

 

Grafström, A. (2012). Spatially correlated Poisson sampling. Journal of Statistical Planning and Inference, 

142(1), 139-147. 

 

Grafström, A., Lisic, J. et Prentius, W. (2022). BalancedSampling: Balanced and Spatially Balanced 

Sampling. R package version 1.6.3, https://CRAN.R-project.org/package=BalancedSampling. 

 

Grafström, A., et Matei, A. (2018). Coordination d’échantillons spatialement équilibrés. Techniques 

d’enquête, 44, 2, 235-261. Article accessible à l’adresse https://www150.statcan.gc.ca/n1/fr/pub/12-001-

x/2018002/article/54953-fra.pdf. 

 

Landry, S. (2011). Managing response burden by controlling sample selection and survey coverage. 

Proceedings of the Survey Research Methods Section, American Statistical Association, Alexandrie, 

Virginie, 2011, 2276-2284.  
 

https://www150.statcan.gc.ca/n1/fr/pub/12-001-x/2018002/article/54953-fra.pdf


Techniques d’enquête, décembre 2023 415 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Lorenc, B., Kloek, W., Abrahamsson, L. et Eckman, S. (2013). Description of actual response burden and 

response behaviour with Swedish register. Dans Comparative Report on Integration of Case Study 

Results Related to Reduction of Response Burden and Motivation of Businesses for Accurate Reporting, 

(Éds., D. Giesen, M. Bavdaž et I. Bolko), BLUE-ETS Deliverable 8.1, 11-27. doi: 10.13140/RG.2.2. 

24741.63207. 

 

Mach, L., Reiss, P.T. et Şchiopu-Kratina, I. (2006). Optimizing the expected overlap of survey samples via 

the northwest corner rule. Journal of the American Statistical Association, 101(476), 1671-1679. 

 

Matei, A., et Smith, P.A. (2023). Sample coordination methods and systems for establishment surveys. Dans 

Advances in Business Statistics, Methods and Data Collection, (Éds., G. Snijkers, M. Bavdaž, S. Bender, 

J. Jones, S. MacFeely, J. Sakshaug, K. Thompson et A. van Delden), Chapitre 27. Hoboken: Wiley. 

 

Matei, A., et Tillé, Y. (2005). Maximal and minimal sample co-ordination. Sankhyā, 67(3), 590-612. 

 

Natkowska, M., et Modak, A. (2014). Theme: Sample Co-ordination. European Commission, Eurostat, 

Directors of Methodology. 

 

Ohlsson, E. (1995). Coordination of samples using permanent random numbers. Dans Business Survey 

Methods (Eds., B.G. Cox, D.A. Binder, B.N. Chinnapa, A. Christianson, M.J. Colledge et P.S. Kott), 

New York: John Wiley & Sons, Inc., États-Unis, Chapitre 9, 153-169. 

 

Qualité, L. (2019). Coordinated sampling: Theory, method and application at SFSO. Présentation, ENBES 

workshop on Coordinated Sampling for Business Surveys. https://statswiki.unece.org/display/ENBES/ 

ENBES+Workshop+2019+%28The+Hague%29+-+Workshop+on+Coordinated+Sampling?preview=/ 

234225830/244092344/Slides_Qualite_2019.pdf. 

 

Rosén, B. (1997a). Asymptotic theory for order sampling. Journal of Statistical Planning and Inference, 

62, 135-158. 

 

Rosén, B. (1997b). On sampling with probability proportional to size. Journal of Statistical Planning and 

Inference, 62, 159-191. 

 

Särndal, C.-E., Swensson, B. et Wretman, J. (1992). Model Assisted Survey Sampling. New York: Springer 

Verlag. 

 

Smeets, M., et Boonstra, H.J. (2018). Sampling coordination of business surveys at Statistics Netherlands. 

Dans The Unit Problem and Other Current Topics in Business Survey Methodology, (Éds., B. Lorenc, 

P.A. Smith, M. Bavdaž, G. Haraldsen, D. Nedyalkova, L.-C. Zhang et T. Zimmermann), Cambridge 

Scholars, Newcastle-upon-Tyne, 127-137.  



416 Matei, Smith, Smeets et Klingwort : Double contrôle ciblé du fardeau dans de multiples enquêtes 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

 

Sunter, A.B. (1977). Response burden, sample rotation, and classification renewal in economic surveys. 

Revue Internationale de Statistique, 45, 209-222. 



Techniques d’enquête, décembre 2023 417 
Vol. 49, no 2, pp. 417-443 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

 
1. Estelle Medous, Toulouse School of Economics, Université Toulouse Capitole, 1 Esplanade de l’Université, 31000 Toulouse, Université de 

Franche-Comté, Laboratoire de Mathématiques de Besançon and La Poste, 3 rue Jean Richepin, 93192 Noisy le Grand cedex. Courriel : 
estelle.medous@tse-fr.eu; Camelia Goga, Université de Franche-Comté, Laboratoire de Mathématiques de Besançon. Courriel : 
camelia.goga@univ-fcomte.fr; Anne Ruiz-Gazen, Toulouse School of Economics, Université Toulouse Capitole, 1 Esplanade de l’Université, 
31000 Toulouse. Courriel : anne.ruiz-gazen@tse-fr.eu; Jean-François Beaumont, Statistique Canada, 100 promenade du pré Tunney, Ottawa, 
Ontario, Canada. Courriel : jean-francois.beaumont@statcan.gc.ca; Alain Dessertaine et Pauline Puech, La Poste, 3 rue Jean Richepin, 93192 
Noisy le Grand cedex. Courriel : alain.dessertaine@laposte.fr et pauline.puech@laposte.fr. 

 

Prédiction QR pour l’intégration de données statistiques 

Estelle Medous, Camelia Goga, Anne Ruiz-Gazen, Jean-François Beaumont, 
Alain Dessertaine et Pauline Puech1 

Résumé 

Dans le présent article, nous examinons la façon dont une grande base de données non probabiliste peut servir à 
améliorer des estimations de totaux de population finie d’un petit échantillon probabiliste grâce aux techniques 
d’intégration de données. Dans le cas où la variable d’intérêt est observée dans les deux sources de données, Kim 
et Tam (2021) ont proposé deux estimateurs convergents par rapport au plan de sondage qui peuvent être justifiés 
par la théorie des enquêtes à double base de sondage. D’abord, nous posons des conditions garantissant que les 
estimateurs en question seront plus efficaces que l’estimateur de Horvitz-Thompson lorsque l’échantillon 
probabiliste est sélectionné par échantillonnage de Poisson ou par échantillonnage aléatoire simple sans remise. 
Ensuite, nous étudions la famille des prédicteurs QR proposée par Särndal et Wright (1984) pour le cas moins 
courant où la base de données non probabiliste ne contient pas la variable d’intérêt, mais des variables auxiliaires. 
Une autre exigence est que la base non probabiliste soit vaste et puisse être couplée avec l’échantillon 
probabiliste. Les conditions que nous posons font que le prédicteur QR est asymptotiquement sans biais par 
rapport au plan de sondage. Nous calculons sa variance asymptotique sous le plan de sondage et présentons un 
estimateur de variance convergent par rapport au plan de sondage. Nous comparons les propriétés par rapport au 
plan de sondage de différents prédicteurs de la famille des prédicteurs QR dans une étude par simulation. La 
famille comprend un prédicteur fondé sur un modèle, un estimateur assisté par un modèle et un estimateur 
cosmétique. Dans nos scénarios de simulation, l’estimateur cosmétique a donné des résultats légèrement 
supérieurs à ceux de l’estimateur assisté par un modèle. Nos constatations sont confirmées par une application 
aux données de La Poste, laquelle illustre par ailleurs que les propriétés de l’estimateur cosmétique sont 
conservées indépendamment de l’échantillon non probabiliste observé. 

 
Mots-clés : Estimateur cosmétique; double base de sondage; estimateur par régression; échantillon non probabiliste; 

échantillon probabiliste; estimateur de variance. 

 
 

1. Introduction 
 

Dans le domaine des sciences économiques et sociales, les enquêtes reposent habituellement sur des 

méthodes d’échantillonnage probabiliste. Dans le service postal français (La Poste) par exemple, le trafic 

postal s’estime au moyen d’enquêtes probabilistes trimestrielles. En contrôlant le plan de sondage, on peut 

faire des inférences fondées sur le plan hors de toute modélisation des variables d’intérêt; cette 

caractéristique est attrayante pour nombre de statisticiens d’enquête. On considère généralement que 

Neyman (1934) a été l’étude fondatrice de la théorie de l’échantillonnage probabiliste. Depuis lors, la 

documentation consacrée à ce thème a été en croissance rapide avec une interaction entre la théorie et la 

pratique (voir Rao (2005) pour connaître les apports les plus importants). 

Ces derniers temps, les statisticiens d’enquête ont observé une diminution des taux de réponse, de même 

qu’une augmentation des coûts d’enquête, ce qui rend l’échantillonnage probabiliste plus difficile. Une autre 

constatation est que de grands échantillons non probabilistes sous forme de données administratives ou 
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d’enquêtes en ligne sont souvent disponibles à faible coût (pour obtenir plus de détails, voir Beaumont 

(2020) et Rao (2021)). Ces observations valent aussi pour La Poste où, en raison des coûts, la taille des 

échantillons probabilistes ne peut que décroître alors qu’une grande base de données sur le trafic postal en 

traitement automatique est disponible. Bien que le terme « échantillon non probabiliste » soit synonyme de 

« mécanisme de sélection inconnu » et que ces échantillons puissent être entachés de biais de sélection et 

d’erreurs de mesure, ils livrent des renseignements à jour sur la population d’intérêt. Ce contexte est ce qui 

amène les statisticiens d’enquête à étudier ce que peut être l’intégration ou la combinaison de données 

d’échantillons probabilistes et non probabilistes. 

La recherche spécialisée sur l’intégration des données pour les enquêtes par échantillonnage a 

récemment connu des progrès rapides, et le lecteur peut consulter plusieurs études sur ce thème (voir 

Beaumont (2020), Yang et Kim (2020), Rao (2021), Kim (2022) et Wu (2022)). Si nous considérons le 

problème de la combinaison d’échantillons probabilistes et non probabilistes, nous pouvons voir que les 

méthodes d’intégration de données se rangent dans trois catégories selon que la variable d’intérêt est 

observée dans le seul échantillon probabiliste, dans le seul échantillon non probabiliste ou dans les deux 

(voir, par exemple, Rao (2021)). Dans la plupart des méthodes, on considère le problème d’une variable 

d’intérêt observée dans le seul échantillon non probabiliste, notamment dans Kim (2022). Dans ce contexte, 

le but est de corriger le biais de sélection en combinant les données de l’échantillon non probabiliste et des 

données auxiliaires disponibles dans un échantillon probabiliste. 

À La Poste, le problème est plutôt que les variables d’intérêt (il peut s’agir, par exemple, des différents 

types d’envois postaux) sont seulement présentes dans l’échantillon probabiliste alors que l’information 

auxiliaire est seulement accessible dans l’échantillon non probabiliste. Un tel contexte est assez rare dans la 

pratique et, par conséquent, n’a pas encore été étudié en détail. Nous nous proposons d’étudier en profondeur 

ce contexte particulier dans le présent document. La méthode que nous recommandons et étudions en détail 

est applicable là où : i) le recouvrement entre l’échantillon probabiliste et l’échantillon non probabiliste est 

idéalement important et à tout le moins non vide; ii) il est possible de mettre en correspondance les 

observations des deux échantillons. À La Poste, l’échantillon non probabiliste représente plus de 80 % de 

la population, aussi est-il largement en intersection avec l’échantillon probabiliste. L’appariement demeure 

toutefois une tâche difficile que La Poste continue à examiner. 

Dans le cas où les variables d’intérêt se mesurent dans les deux échantillons, Kim et Tam (2021) 

proposent une approche par échantillonnage avec double base de sondage pour accroître l’efficacité de 

l’estimateur de Horvitz-Thompson (Horvitz et Thompson, 1952), qui exploite seulement les échantillons 

probabilistes. Un estimateur du total de la variable d’intérêt sur toute la population est la somme du vrai 

total sur l’échantillon non probabiliste et du total estimé sur le complémentaire de l’échantillon non 

probabiliste dans la population. Dans ce contexte, Kim et Tam (2021) proposent plusieurs estimateurs par 

calage. 

À la section 2, nous réexaminons l’approche de Kim et Tam (2021) et dégageons des résultats généraux 

quant à l’efficacité des estimateurs à double base de sondage qu’ils proposent. Si la variable d’intérêt n’est 

pas mesurée dans l’échantillon non probabiliste, nous proposons de remplacer le total réel inconnu de 



Techniques d’enquête, décembre 2023 419 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

l’échantillon non probabiliste par une certaine valeur de prédiction. À la section 3, nous adaptons la famille 

générale des prédicteurs QR proposée par Wright (1983) à l’intégration de données. Cette famille 

d’estimateurs comprend deux estimateurs bien connus, l’un assisté par un modèle (estimateur RG) et l’autre 

fondé sur un modèle, auxquels s’ajoute l’estimateur cosmétique (Särndal et Wright, 1984). Nous posons 

d’abord une condition pour que les prédicteurs QR puissent se formuler comme projection. Nous en 

déduisons une condition QR telle que les prédicteurs en question soient identiques aux prédicteurs assistés 

par un modèle. À la section 4, nous considérons les propriétés asymptotiques des estimateurs QR. Nous 

montrons que ceux-ci sont asymptotiquement sans biais sous le modèle et le plan de sondage. Nous 

démontrons également que, avec la condition QR, les prédicteurs sont asymptotiquement sans biais par 

rapport au plan de sondage. Nous calculons leur variance asymptotique par rapport au plan de sondage et 

présentons un estimateur de variance convergent par rapport au plan de sondage. À la section 5, nous 

procédons par simulation de Monte Carlo pour comparer un certain nombre de prédicteurs QR et montrons 

que l’estimateur cosmétique représente un bon compromis dans plusieurs scénarios. À la section 6, nous 

examinons une application aux données de La Poste et illustrons l’incidence de l’échantillon non 

probabiliste sur les estimateurs. Nous concluons enfin et exposons les perspectives à la section 7. 

 
2. Variable d’intérêt observée dans les deux échantillons 
 

Nous désirons estimer le total de population = ,kk U
T y

  où ky  est la variable d’intérêt Y  pour l’unité 

k  de la population .U  Nous tirons un échantillon probabiliste Ps  de U  selon le plan de sondage ( | ),Pp s Z  

où la matrice de population Z  contient l’information concernant le plan de sondage telle que l’appartenance 

aux strates. L’indicateur d’inclusion dans l’échantillon, ,kI  ,k U  prend la valeur 1 si l’unité k  est 

sélectionnée dans Ps  et la valeur 0 autrement. La probabilité qu’une unité donnée de population k  soit 

sélectionnée dans Ps  est = E ( | ).k p kI Z  Nous supposons dans la présente section que la variable d’intérêt 

Y  est observée pour chaque unité de l’échantillon probabiliste, mais aussi pour l’échantillon non 

probabiliste NP .s U  L’indicateur d’inclusion dans NPs  pour l’unité de population k U  est désigné par 

k  (soit = 1,k  si NP ,k s  et = 0k  autrement). Nous supposons que k  est disponible pour chaque unité 

de l’échantillon probabiliste .Ps  Désignons par N  NP(N  respectivement) la taille de U  (de NPs  

respectivement) et par n  l’espérance de la taille de .Ps  Supposons que HT
ˆ =

P
k kk s

T d y
  est l’estimateur 

par dilatation ou estimateur d’Horvitz-Thompson bien connu de T  avec les poids d’échantillonnage 

= 1 .k kd   Si > 0k  pour tous les ,k U  HTT̂  est un estimateur de T  sans biais par rapport au plan. 

L’échantillon non probabiliste NPs  est habituellement une source de données vaste et peu coûteuse. Son 

mécanisme de sélection est inconnu et son biais de sélection ne peut être négligé dans la formulation 

d’inférences. Par ailleurs, l’échantillon probabiliste Ps  est jugé représentatif (exempt de biais de sélection), 

bien qu’étant souvent cher et d’une taille relativement modeste. En réunissant des informations provenant 

des deux échantillons, nous espérons dégager un estimateur plus précis que l’estimateur par extension issu 

de .Ps  

Kim et Tam (2021) proposent deux estimateurs combinant des données de Ps  et NP ,s  et nous voulons 

réexaminer les propriétés de ces estimateurs. Le total peut se décomposer ainsi : 
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 NP= ,CT T T   

avec 
NP

NP = =k k kk s k U
T y y

    et 
NP

= = (1 ) .C k k kk U s k U
T y y

  
   Comme ky  est mesuré pour toutes 

les unités de NP ,s NPT  est connu, et nous avons seulement à estimer .CT  Kim et Tam (2021) proposent 

l’estimateur suivant : 

 DI NP
ˆ = (1 ) ,

P

k k k
k s

T T d y


   (2.1) 

où CT  s’estime à l’aide de l’estimateur par dilatation. Comme l’indique Beaumont (2020), on peut y voir un 

problème à double base de sondage, avec les bases U  et NP ,s  où l’échantillon Ps  est prélevé aléatoirement 

sur U  et où NPs  est intégralement recensé. Dans ce contexte de deux bases de sondage, l’estimateur DIT̂  

s’obtient en appliquant directement la méthode proposée par Bankier (1986). On pourrait penser que DIT̂  

est plus efficace que HT
ˆ ,T  surtout si la taille de l’échantillon non probabiliste est importante, mais il n’en 

est pas ainsi en général. La proposition qui suit indique que pour l’échantillonnage de Poisson, la variance 

de DIT  est toujours inférieure à celle de HT ,T  alors que pour l’échantillonnage aléatoire simple sans remise 

(EASSR), cette propriété n’est vérifiée que si on suppose une condition sur la variable d’intérêt. 

 

Proposition 2.1 
 

(i) Pour l’échantillonnage de Poisson, la variance de DIT̂  est inférieure ou égale à la variance de 

HT
ˆ .T  

(ii) Pour l’échantillonnage aléatoire simple sans remise, la variance de DIT̂  est inférieure ou égale 

à la variance de HTT̂  si et seulement si 

 2 NP NP
NP

NP NP

CV 1 2 ,
1

UN N Y

N N Y

 
    

  
  

où 1=U kN k U
Y y

  est la moyenne de Y  sur ,U  où 
NP

1
NP = k kN k U

Y y
  est la moyenne de Y  

sur NPs  et où 2
NP , NP NPCV = YS Y  est le coefficient de variation de Y  dans NP ,s  avec 2

, NP =YS  

NP

21
NP1 ( ) .k kN k U

y Y 
  

 

La preuve de la proposition 2.1 figure en annexe. Intuitivement, on peut expliquer le résultat (ii) de la 

proposition 2.1 par le fait que la taille de Ps  est fixe pour un échantillonnage aléatoire simple sans remise 

dans l’expression de HT
ˆ ,T  alors que la taille de NPPs U s   est aléatoire pour DI

ˆ .T  En d’autres termes, 

l’estimateur DIT̂  est calé sur NPN  et NP ,T  mais non sur ,N  alors que HTT̂  est calé sur .N  

Dans le cas où la taille de la population U  est connue, Kim et Tam (2021) proposent d’améliorer DIT̂  à 

l’aide de l’estimateur suivant : 

 
(Ha)

PDI NP
ˆ ˆ= ,CT T T   

où 
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 (Ha )
NP

(1 )
ˆ = ( )

(1 )
P

P

k k kk s

C

k kk s

d y
T N N

d

















  

est un estimateur du type Hájek du total .CT  Kim et Tam (2021) ont prouvé que PDIT̂  est un estimateur par 

la régression généralisée (estimateur RG) calé sur ,N  NPN  et NP .T  Cette expression peut encore se 

généraliser en utilisant des variables de calage supplémentaires. 

À la suite de Kim et Tam (2021), il est possible de procéder par linéarisation et de calculer la variance 

approchée de PDIT̂  notée PDI
ˆAvar ( ).T  Dans le cas d’un échantillonnage de Poisson, l’indépendance des 

indicateurs d’inclusion ramène la comparaison entre PDIT̂  et DIT̂  à une comparaison entre les estimateurs de 

Horvitz-Thompson et de Hájek pour le total = (1 ) .C k kk U
T y


  L’estimateur de Hájek peut se révéler 

considérablement plus efficace que l’estimateur de Horvitz-Thompson, mais ce n’est pas le cas en général 

(voir, par exemple, Särndal, Swensson et Wretman (1992)). 

Dans le cas de l’échantillonnage de Poisson, l’estimateur PDIT̂  peut être largement plus efficace que 

l’estimateur de Horvitz-Thompson HT
ˆ ,T  ainsi que l’illustre notre étude par simulation à la section 5. Pour 

un échantillonnage aléatoire simple sans remise, la variance approchée de PDIT̂  peut se comparer à la 

variance de HTT̂  dans un contexte plus général que celui proposé par Kim et Tam (2021). La proposition 2.2 

qui suit indique que la variance approchée de PDIT̂  est inférieure à la variance de HTT̂  en échantillonnage 

aléatoire simple sans remise et donne l’expression de la différence entre les variances. 

 

Proposition 2.2 Pour un échantillonnage aléatoire simple sans remise, 

 
2

2 2
HT PDI

(1 )ˆ ˆVar ( ) Avar ( ) = ( ) (1 )( ) ,
( 1)

k k U k C U
k U k U

N f
T T y Y Y Y

N n
 

 

  
       

    

où 1=U kN k U
Y y

  est la moyenne de Y  sur U  et où 1= (1 )
NPC k kN N k U

Y y 
  est la moyenne de Y  sur 

NP.U s  

 

Dans la présente section, nous supposons que la variable d’intérêt Y  est mesurée dans les deux 

échantillons Ps  et NP.s  À la prochaine section, nous allégerons cette hypothèse en considérant que la 

variable d’intérêt n’est pas connue dans l’échantillon non probabiliste. C’est la situation que connaît La 

Poste puisque toutes les variables d’intérêt ne sont pas mesurées lors du traitement automatique des objets 

postaux. La grande base de données non probabiliste provient d’un processus de reconnaissance d’images 

qui traite environ 80 % du trafic postal. Cette base de données renferme de l’information auxiliaire utile 

comme par exemple les dates de départ du bureau de poste expéditeur. Toutefois, ces données peuvent être 

entachées d’un biais de sélection (puisque les objets postaux qui n’ont pas un format standard ne sont pas 

mis en traitement automatique, par exemple) ainsi que d’erreurs de mesure (erreurs de lecture de code à 

barres dans le processus de reconnaissance des images, par exemple). Dans un tel cas, nous proposons 

d’utiliser l’intersection entre la grande base de données et l’échantillon probabiliste, où les variables 
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auxiliaires et la variable d’intérêt sont disponibles, afin de prédire la variable d’intérêt inconnue ky  pour 

NP .Pk s s   

 
3. Estimateurs de prédiction de la variable d’intérêt inobservée dans 

l’échantillon non probabiliste 
 

Rappelons que le total de population finie de Y  peut se décomposer en NP= .CT T T  Le total CT  est 

estimé comme à la section 2 par l’estimateur de type Hájek (Ha)ˆ .CT  Dans la présente section, ky  est inconnu 

pour NPk s  et, à la différence de ce qui est présenté à la section 2, le total NPT  doit être estimé. Pour ce 

faire, nous introduisons un modèle pour Y  et la famille des prédicteurs QR de NPT  pour laquelle ky  n’a pas 

à être connue pour les unités de NP.s  Nous supposons qu’un vecteur de variables auxiliaires =kx  

1( , , )k kpX X…   est disponible pour chaque unité k  d’un échantillon non probabiliste NP .s U  Nous 

supposons également que k  et k k x  sont disponibles pour chaque unité k  de l’échantillon probabiliste 

.Ps  Le tableau 3.1 présente un résumé des caractéristiques des données examinées dans le reste du présent 

document. 

 
Tableau 3.1 

Caractéristiques des données dans le contexte d’intégration de données de la section 3. 
 

Échantillon ky  mesuré  k  disponible Mécanisme de  
sélection connu 

Variables auxiliaires 
disponibles 

Ps  oui oui oui non 

NPs  non oui non oui 

 
La variable Y  n’est pas disponible dans NP ,s  et nous ne pouvons plus employer PDI

ˆ ,T  puisque le total 

NP = k kk U
T y

  est inconnu. L’idée à la base de la famille d’estimateurs que nous présentons dans la 

présente section est de prédire ky  pour NPk s  grâce à une modélisation par régression entre Y  et les 

variables auxiliaires, puis de prédire NP .T  Nous adoptons le modèle suivant entre la variable d’intérêt Y  et 

le vecteur de variables auxiliaires :kx  

 NP= , ,k k ky k s x β  (3.1) 

où les erreurs k  sont indépendantes d’espérance E ( ) = 0m k  et où la variance Var ( )m k  est proportionnelle 

à ( ) =k kv x  pour certaines constantes positives kv  connues. L’indice m  indique que l’espérance et la 

variance sont prises par rapport au modèle (3.1) et en conditionnant par les variables auxiliaires observées 

,kx  NP.k s  Il convient de mentionner que le modèle (3.1) ne doit être valide que pour les unités de 

l’échantillon non probabiliste. Un modèle pour Y  n’a pas à être explicité pour les unités NP ,k U s   car 

les inférences que nous effectuons sont toujours conditionnelles à ,ky  NP.k U s   

Nous définissons un prédicteur ˆky  de ky  pour NPk s  par ˆˆ =k ky x β  avec 



Techniques d’enquête, décembre 2023 423 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

 

1

ˆ = ,
P P

k k k k k k k k
k s k s

q q y 



 

   
      
   
 β x x x  (3.2) 

où kq  sont des constantes positives connues pour NP .k s  Nous supposons que la matrice de dimensions 

,p p  ,
P

k k k kk s
q 

 x x  est non singulière pour tous les échantillons Ps  possibles. 

Nous proposons d’estimer NP = k kk U
T y

  par un prédicteur QR comme le propose Wright (1983) : 

 

(QR)
NP
ˆ ˆ ˆ= ( )

ˆ ˆ= ( ),

P

P

k k k k k k
k U k s

k k k k k k
k U k s

T y r y y

r y

 

 

 

 

 

 

 

 x β x β 
 (3.3) 

où 0kr   sont des constantes préétablies. Les initiales Q et R renvoient aux constantes kq  et .kr  L’estimateur 

final de T  est alors donné par 

 (QR) (QR) (Ha)
NP

ˆ ˆ ˆ= .CT T T  (3.4) 

Divers choix de kq  et kr  donnent des prédicteurs (QR)
NPT̂  avec des formes familières décrites ci-après. 

 

1. Pour 1=k k kq d v  et = ,k kr d  nous obtenons l’estimateur assisté par un modèle ou estimateur RG : 

 (MA) (MA) (MA)
NP
ˆ ˆ ˆ= ( ),

P

k k k k k k
k U k s

T y d y y 
 

     

où (MA) (MA)ˆˆ =k ky x β  avec    
1

(MA) 1 1ˆ = .
P P

k k k k k k k k k kk s k s
d v d v y 


 

  β x x x  
 

2. Pour 1=k kq v  et = 1,kr  nous obtenons l’estimateur fondé sur un modèle : 

 (MB) (MB) (MB)
NP
ˆ ˆ ˆ= ( ),

P

k k k k k
k U k s

T y y y 
 

     

où (MB) (MB)ˆˆ =k ky x β  avec    
1

(MB) 1 1ˆ = .
P P

k k k k k k k kk s k s
v v y 


 

  β x x x  
 

3. Pour 1= ( 1)k k kq d v  et = 1,kr  nous obtenons l’estimateur cosmétique (Särndal et Wright, 1984; 

Brewer, 1999) : 

 (Cos) (Cos) (Cos)
NP
ˆ ˆ ˆ= ( ),

P

k k k k k
k U k s

T y y y 
 

     

où (Cos) (Cos)ˆˆ =k ky x β  avec 

 

1

(Cos) 1 1ˆ = ( 1) ( 1) .
P P

k k k k k k k k k k
k s k s

d v d v y 



 

 

   
       

   
 β x x x

  

 

Énonçons un certain nombre de propriétés de cette famille de prédicteurs QR. La proposition 3.1 pose 

une condition générale pour les constantes kq  et ,kr  de sorte que le prédicteur QR puisse se définir comme 
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une somme de prédictions sur la population. La proposition 3.2 pose une autre condition générale sur les 

constantes kq  et kr  de sorte que le prédicteur QR soit un estimateur de type assisté par un modèle. Les 

preuves sont fournies en annexe. 
 

Proposition 3.1 (forme de projection). Considérons le prédicteur QR (QR)
NPT̂  donné par (3.3). Si nous posons 

comme condition qu’il existe un vecteur pμ R  tel que 

 (Proj) : =k k kq rμ x   pour  tout  NP ,k s  (3.5) 

nous obtenons ˆ( ) = 0.
P

k k k kk s
r y y


  Dans ce cas, (QR)

NPT̂  peut se formuler comme projection : 

 (QR)
NP
ˆ ˆ= .k k

k U

T y


   

 

L’estimateur assisté par un modèle (MA)
NPT̂  et l’estimateur fondé sur un modèle (MB)

NPT̂  satisfont la 

condition (Proj) s’il existe un vecteur pμ R  tel que =k kvμ x  pour tout NP.k s  Cette condition est 

remplie lorsque kv  est une des variables auxiliaires du modèle. Si = 1,kv  la condition est respectée pourvu 

que la variable constante égale à 1 soit incluse dans le modèle. La condition (Proj) se vérifie pour (Cos)
NPT̂  si 

1= ( 1)k k kv d μ x  pour tout NP.k s  Une conséquence de la proposition 3.1 est que, avec un plan de 

sondage équiprobable comme l’échantillonnage aléatoire simple sans remise, les estimateurs assisté par un 

modèle, fondé sur un modèle et cosmétique sont tous égaux. 

À partir du théorème 2 de Wright (1983), nous déduisons la proposition qui suit. Pour kr  satisfaisant à 

la condition (QR) ci-après et pour tout kq  donné, le prédicteur QR de NPT  est identique au prédicteur assisté 

par un modèle de NPT  avec les mêmes .kq  
 

Proposition 3.2 Supposons que les constantes kr  et kq  sont telles qu’il existe un certain vecteur pλ R  de 

sorte que 

 (QR) : 1 =k k k k kr q  x λ  pour tout NP.k s  (3.6) 

Dans ce cas, 

 (QR) (Q )
NP NP
ˆ ˆ= ,T T    

où 

 
(Q )

NP
ˆ ˆˆ = ( )

P

k k k k k k
k U k s

T d y  
 

  x β x β 
 (3.7) 

est le prédicteur assisté par un modèle de NPT  avec β̂  donné par (3.2). 

 

À la suite de Wright (1983), nous notons que la condition (QR) se vérifie toujours pour 
(MA)

NP
ˆ .T  Elle vaut 

aussi pour l’estimateur fondé sur un modèle 
(MB)

NPT̂  si et seulement s’il existe un vecteur 
pλ R  de sorte 
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que ( 1) =k k kv d  x λ  pour tout NP.k s  Cette condition se vérifie si nous prenons ( 1)k kv d   parmi les 

variables auxiliaires .kx  La condition (QR) vaut pour l’estimateur cosmétique (Cos)
NPT̂  si et seulement s’il 

existe un vecteur pλ R  de sorte que =k kv x λ  pour tout NP.k s  Cette condition est vraie si kv  est inclus 

dans le vecteur des variables auxiliaires. 

 
4. Propriétés asymptotiques et estimation de variance des 

prédicteurs QR 
 

Considérons la famille de prédicteurs QR (QR)T̂  donnée en (3.4) et étudions d’abord l’erreur de pré-

diction (QR )T̂ T  sous le modèle (3.1) et le plan de sondage ( ).p   Nous avons 

    (QR) (QR) (Ha)
NP NP

ˆ ˆ ˆ= .C CT T T T T T      

Le premier terme du côté droit dépend du modèle et du plan de sondage, tandis que le second terme dépend 

seulement du plan de sondage. Si nous supposons que le plan de sondage n’est pas informatif par rapport 

au modèle (3.1), nous pouvons démontrer que l’espérance de (QR)
NP NPT̂ T  calculée par rapport au modèle est 

égale à 0. En fait, le biais sous le modèle de (QR)
NPT̂  est donné par : 

 (QR)
NP NP

ˆ ˆˆE ( ) = E ( ) E ( ),
P

m k m k k k k m k k
k U k s

T T y r y 
 

    x β x β    

avec    
1

ˆ = .
P P

k k k k k k k kk s k s
q q y 



  β x x x  Dans le modèle (3.1), E ( ) =m k ky x β  pour tout NP ,k s  
ˆE ( ) =m β β  et ˆE ( ) = 0,m k kyx β  ce qui implique que 

 (QR)
NP NP
ˆE ( ) = 0.m T T  (4.1) 

L’estimateur (Ha)ˆ
CT  est un estimateur du type Hájek pour CT  et il n’est pas sans biais par rapport au plan 

pour .CT  À la suite de Särndal (1980), nous nous intéressons plutôt à son absence asymptotique de biais par 

rapport au plan. Un estimateur de T̂  est dit asymptotiquement sans biais par rapport au plan pour le total 

de population finie T  si 1 ˆlim [E ( ) ] = 0,N pN T T
   où E ( )p   est l’espérance calculée par rapport au plan 

de sondage. Le cadre asymptotique d’Isaki et Fuller (1982) peut être considéré pour une croissance à l’infini 

des tailles de population et d’échantillon. Si nous supposons que la probabilité d’observer un ensemble à 

intersection vide NPPs s  est négligeable, alors (Ha)ˆ
CT  sera asymptotiquement sans biais par rapport au plan 

pour .CT  Si nous combinons cette propriété à la relation (4.1) et considérons un plan de sondage non 

informatif, nous obtenons un (QR )T̂  asymptotiquement sans biais sous le modèle (3.1) et sous le plan. 

 

4.1 Propriétés de biais de (Q )ˆ T  
 

Étudions maintenant la famille de prédicteurs QR qui satisfait à la condition (QR) posée en (3.6). Pour 

cette famille de prédicteurs, l’estimateur final de T  est 

 
(Q ) (Q ) (Ha)

NP
ˆ ˆ ˆ= CT T T     
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et l’erreur totale normalisée est donnée par : 

      (Q ) (Q ) (Ha )
NP NP

1 1 1ˆ ˆ ˆ= .C CT T T T T T
N N N

       

L’estimateur (Q )T̂   n’est pas exactement sans biais par rapport au plan en raison de la non-linéarité de 

β̂  et de l’estimateur de Hájek (Ha)ˆ .CT  Wright (1983) a prouvé que la condition (QR) de la proposition 3.2 est 

suffisante pour que (Q )
NPT̂   soit asymptotiquement sans biais par rapport au plan pour NP ,T  pourvu que 

 
1 ˆlim E ( ) = 0,

P

p k k k k k
N

k U k s

d
N

 


 

  
       
 x x β β



 (4.2) 

où  
1

= k k k k k k k k k kk U k U
q q y   



  β x x x   et en supposant que k k k k kk U
q 

 x x  soit non singulière. 

Comme dans Breidt et Opsomer (2000), si la fraction d’échantillonnage n N  converge vers une constante 

différente de 0 et que nous supposons des conditions faibles sur les probabilités d’inclusion du premier et 

du second ordre du plan de sondage ainsi que sur les vecteurs d’information auxiliaire kx  pour tout NP ,k s  

il peut être démontré que 

 

2

1lim E = 0,
P

p k k k k k
N

k U k s

N d 


 

 
  

 
 x x   

où || ||  est la norme euclidienne habituelle. L’équation (4.2) s’ensuit si nous supposons que l’estimateur de 

coefficient de régression satisfait à 
2

ˆlim E = 0N p β β  (voir Cardot, Goga et Lardin (2013) pour obtenir 

plus de détails). L’estimateur (Ha)ˆ
CT  est un estimateur du type Hájek dont on peut démontrer qu’il est 

asymptotiquement sans biais par rapport au plan pour CT  si la probabilité d’observer l’ensemble vide pour 

NPPs s  est négligeable. Nous en concluons que le prédicteur QR (Q )T̂   est asymptotiquement sans biais 

par rapport au plan pour .T  

 

4.2 Variance asymptotique et estimation de variance de (Q )ˆ T  
 

Comme l’estimateur QR (Q )T̂   est asymptotiquement sans biais par rapport au plan, nous estimons sa 

variance asymptotique sous le plan plutôt que son erreur quadratique moyenne sous le plan. Nous pouvons 

formuler l’erreur totale normalisée comme : 

 (Q )
1 2

1 1ˆ( ) = ( ) ( ) ,
P

k k k k k
k s k U

T T d E e E e R R
N N



 

 
       

 
    

où 

 
NP

(1 )
= ( ), = (1 ) ,

k kk U
k k k k k k k

y
E y e y

N N


 

 
 

     


x β   
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 1

1 ˆ= ( )
P

k k k k k
k s k U

R d
N

 
 

 
    

 
 x x β β



  

et 

 

1

2 NP

1 1 1
= (1 ) (1 ) .

P P P

k k k k k k k
k s k s k s k U

R d N N d d e e
N N N

 



   

     
              

     
      

Comme à la section 4.1, nous supposons les conditions habituelles pour la fraction d’échantillonnage ,n N  

les probabilités d’inclusion de premier et de second ordre, la variable d’intérêt ky  et le vecteur d’information 

auxiliaire .kx  Nous utilisons les notations de Landau avec grand pO  et petit .po  Si 2ˆ|| || = (1)poβ β  et 

 
1

(1 ) = (1),
P

k k pk s
d N O




  alors 1/2

1 = ( ),pR o n  1
2 = ( )pR O n  et l’erreur totale normalisée peut être 

estimée par 

 (Q )1 1ˆ( ) ( ) ( ) ,
P

k k k k k
k s k U

T T d E e E e
N N



 

 
      

 
    

où le côté droit de l’expression qui précède est de l’ordre 1/2( ).pO n  Comme ( )
P

k k kk s
d E e


  est 

l’estimateur de Horvitz-Thompson du total ( ),k kk U
E e


  la variance asymptotique de l’estimateur QR 

(Q )T̂   est donnée par 

 (Q )ˆAvar ( ) = ( ) ( ).kl k l k k l l
k U l U

T d d E e E e

 

     

Si nous supposons que > 0kl  pour tout , ,k l U  un estimateur de la variance asymptotique est donné 

par 

 (Q )ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) = ( ) ( ),
P P

kl
k l k k l l

k s l s kl

V T d d E e E e




 


    

où ˆˆ = ( )k k k kE y  x β  et NP
ˆ = (1 ) ( (1 ) ( )).

P
k k k k k kk s

e y d y N N   
     Nous pouvons démontrer, 

avec les hypothèses décrites dans Breidt et Opsomer (2000) et Goga, Deville et Ruiz-Gazen (2009), que cet 

estimateur est convergent par rapport au plan de sondage pour (Q )ˆAvar ( ),T   au sens que 2 (Q )ˆ ˆ( ( )N n V T    
(Q )ˆAvar ( )) = (1).pT o  

 
5. Simulations 
 

Dans la présente section, nous présentons les résultats d’une étude de Monte Carlo où nous comparons 

l’efficacité de trois prédicteurs QR 
QR QR (HA)

NP
ˆ ˆ ˆ= CT T T  particuliers de la section 3, à savoir l’estimateur 

assisté par un modèle, l’estimateur fondé sur un modèle et l’estimateur cosmétique, si nous supposons aussi 

que = 1kv  dans le modèle (3.1). Nous comparons également ces estimateurs à l’estimateur par dilatation et 

à l’estimateur PDI défini à la section 2. Pour illustrer que la supériorité relative des estimateurs dépend de 

la structure des données, nous définissons trois scénarios différents selon des populations artificielles 
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différentes. Comme mentionné à la section 3, si on prélève des échantillons probabilistes par échantillon-

nage aléatoire simple sans remise, les trois estimateurs QR sont tous égaux. Ainsi, nous nous concentrons 

sur un échantillonnage de Poisson où les probabilités d’inclusion sont proportionnelles à une variable 

auxiliaire. 

 
5.1 Populations et scénarios 
 

Nous générons les variables à l’aide de distributions Gamma pour nous assurer qu’elles sont positives. 

Des résultats de simulation semblables ont été obtenus avec des distributions gaussiennes, mais nous ne les 

présentons pas ci-dessous. Toutes les populations sont de taille =N 1 000. Nous générons deux variables 

auxiliaires 1X  et 2X  où 1X  2(X  respectivement) suit une distribution Gamma avec une moyenne égale à 

20 (30  respectivement) et un écart-type de 15 (20 respectivement). Nous employons différents modèles 

pour définir la variable Y  pour toutes les unités de la population. Dans chaque modèle, 1 2| ,Y X X  suit une 

distribution Gamma avec une variance 
1 2

2
| ,Y X X  constante et une moyenne 

1 2| ,Y X X  qui dépend du modèle. 

1. Pour le modèle 1, 
1 2| ,Y X X  est une fonction linéaire de 1X  et 2 :X  

 
1 2| , 0 1 1 2 2= .Y X X a a X a X     

 

2. Pour le modèle 2, 
1 2| ,Y X X  est une fonction quadratique de 1X  et une fonction linéaire de 2 :X  

 
1 2

2
| , 0 1 1 1 2 2= ( )Y X X b b X X b X     avec 1X  la moyenne de 1X  sur .U   

 

3. Pour le modèle 3, 
1 2| ,Y X X  est une fonction linéaire de 2 :X  

 
1 2| , 0 2 2= .Y X X c c X    

 

Pour rendre les résultats comparables entre les trois modèles, nous déterminons les constantes 0 ,a  1,a  

2 ,a  0 ,b  1,b  2 ,b  0 ,c  2c  et 
1 2

2
| ,Y X X  de sorte que les caractéristiques suivantes sont les mêmes : 

• moyenne   et variance 2  inconditionnelles de la variable ,Y  

• coefficient de détermination du modèle désigné par 2 ,R  

• rapport des variances pour les variables explicatives : 

 2
1 1 2 2 1 1 1 2 2= Var ( ) Var ( ) = Var ( ( ) ) Var ( ).a X a X b X X b X    

 

Ce rapport est applicable seulement pour les modèles 1 et 2, car 1X  n’est pas inclus dans le modèle 3. 

Dans ce qui suit, nous posons =100,  2 =100  et = 0,5. À la section 5.2, la valeur 
2R  est fixe à 0,8 

ou varie de 0,1 à 0,96. Les grandes caractéristiques des trois modèles de population sont résumées dans le 

tableau 5.1. 
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Tableau 5.1 

Modèles de population avec 100,   2 100   et   0,5. 
 

Modèle Moyenne de 1 2( , )X X  Écart-type de 1 2( , )X X  Moyenne de 1 2| ,Y X X  2R  

1 

(20, 30) (15, 20) 

0 1 1 2 2=Y a a X a X    égalité 

2 
2

0 1 1 1 2 2= ( )Y b b X X b X     entre 

3 0 2 2=Y c c X   populations 

 
Nous tirons un échantillon non probabiliste de taille 900 par échantillonnage aléatoire simple sans 

remise. Il sera le même pour toutes les populations. Les échantillons probabilistes sont tirés selon un 

échantillonnage de Poisson avec une taille d’espérance de 200 ou 50 et des probabilités proportionnelles à 

1.X  Nous considérons trois scénarios et, dans chacun, nous générons 1 2| ,Y X X  à l’aide d’un des trois 

modèles de population. Nous calculons NP
ˆ ,ky k s  pour différents prédicteurs QR. Les variables servant de 

variables explicatives dans les modèles de prédiction diffèrent selon les scénarios, comme suit : 

1. Scénario 1 : cas informatif. Le modèle de population 1 sert à générer les valeurs de population 

Y  et seul 2X  sert de variable explicative dans le modèle de prédiction avec une ordonnée à 

l’origine. 

2. Scénario 2 : cas quadratique. Le modèle de population 2 sert à générer les valeurs de population 

Y  et les deux variables auxiliaires 1X  et 2X  servent de variables explicatives dans le modèle de 

prédiction avec l’ordonnée à l’origine. 

3. Scénario 3 : cas non informatif. Le modèle de population 3 sert à générer les valeurs de la 

population Y  et seul 2X  sert de variable explicative dans le modèle de prédiction avec 

l’ordonnée à l’origine. 

 

Pour les scénarios informatif et quadratique, le modèle de prédiction diffère du modèle de population 

pour ,Y  et tandis que le bon modèle est employé dans le scénario non informatif. Le tableau 5.2 présente 

un résumé des trois scénarios. 

 

Tableau 5.2 

Scénarios étudiés. 
 

Scénario Population Variables servant à la prédiction Bonne spécification du modèle 

Informatif 
0 1 1 2 2=Y a a X a X    2= (1, )k kxx  non 

Quadratique 2
0 1 1 1 2 2= ( )Y b b X X b X     1 2= (1, , )k k kx xx  non 

Non informatif 
0 2 2=Y c c X   2= (1, )k kxx  oui 

 
5.2 Résultats 
 

Considérons les trois scénarios qui précèdent et comparons les estimateurs suivants : 

• HT
ˆ = ,

P
k kk s

T d y
  



430 Medous et coll. : Prédiction QR pour l’intégration de données statistiques 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

• PDI NP NP

(1 )
ˆ = ( ) ,

(1 )
P

P

k k kk s

k kk s

d y
T T N N

d










 






 

• (MB) (MB) (MB)
NP

(1 )
ˆ ˆ ˆ= ( ) ( ) ,

(1 )
P

P

P

k k kk s

k k k k kk U k s
k kk s

d y
T y y y N N

d


 




 




   




 


 

• (MA) (MA) (MA)
NP

(1 )
ˆ ˆ ˆ= ( ) ( ) ,

(1 )
P

P

P

k k kk s

k k k k k kk U k s
k kk s

d y
T y d y y N N

d


 





 




   




 


 

• (Cos) (Cos) (Cos)
NP

(1 )
ˆ ˆ ˆ= ( ) ( ) .

(1 )
P

P

P

k k kk s

k k k k kk U k s
k kk s

d y
T y y y N N

d


 





 




   




 


 

 

Pour chaque scénario, =L 10 000 échantillons probabilistes Ps  sont prélevés conformément au plan 

d’échantillonnage de Poisson comme nous l’avons décrit plus haut et plusieurs mesures de Monte Carlo 

sont calculées. Nous calculons le biais relatif de Monte Carlo d’un estimateur donné T̂  (soit HT
ˆ ,T  (MB)ˆ ,T  

(MA)ˆ ,T  (Cos)T̂  ou PDI
ˆ )T  comme 

 
( )

1
MC

=1

ˆ
ˆBR ( ) = 100 ,

lL

l

T T
T L

T
 

    

où ( )ˆ lT  est une estimation de T  calculée pour le el  échantillon, =1, , .l L…  

Comme mesure d’efficacité, nous calculons l’erreur quadratique moyenne relative (EQMR) de Monte 

Carlo pour un estimateur T̂  (relativement à (Cos)ˆ ) :T  

 MC
MC (Cos)

MC

ˆEQM ( )ˆEQMR ( ) = 100 ,
ˆEQM ( )

T
T

T
   

où 

  
2

1 ( )
MC

=1

ˆ ˆEQM ( ) = .
L

l

l

T L T T    

Nous calculons aussi la variance relative (VarR) de Monte Carlo d’un estimateur T̂  (relativement à (Cos)ˆ ) :T  

 MC
MC (Cos)

MC

ˆVar ( )ˆVarR ( ) = 100 ,
ˆVar ( )

T
T

T
   

où 

  
2

2
1 ( ) 1 ( )

MC
=1 =1

ˆ ˆ ˆVar ( ) = .
L L

l l

l l

T L T L T  
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Le tableau 5.3 présente les résultats de simulation pour les trois scénarios lorsque 2 =R 0,8. Dans tous 

les scénarios, nous confirmons que PDIT̂  et HTT̂  ont un biais Monte Carlo négligeable. Pour ce qui est de 

l’erreur quadratique moyenne, PDIT̂  est l’estimateur le plus précis, alors que HTT̂  est l’estimateur le moins 

précis de tous. Ce résultat était à prévoir, car l’estimateur par dilatation n’exploite pas d’information 

auxiliaire, alors que PDIT̂  tient compte des valeurs réelles de la variable d’intérêt ky  pour NP.k s  PDIT̂  prend 

donc en compte les valeurs réelles de Y  pour 900 unités sur les 1 000 de la population. Dans notre contexte 

où la variable d’intérêt n’est pas observée dans NP ,s  l’estimateur PDIT̂  n’est pas calculable et sert plutôt de 

référence. 

 

Tableau 5.3 

Biais relatif (en % de la valeur réelle), variance relative (en % à (Cos)ˆ )T  et EQM des différents estimateurs pour 

les trois différents scénarios; l’espérance de la taille de l’échantillon probabiliste est de 200 et la taille de 

l’échantillon non probabiliste, est de 900. 
 

Paramètres de 
population 

Scénario Mesures de Monte Carlo HTT̂  (MB )T̂  (MA)T̂  (Cos )T̂  PDIT̂  

= 100  
2 = 100  
2 = 0,8R  

= 0,5  

Scénario 1 

BR MC  -0,13 3,34 0,11 0,11 0,03 

VarR MC  23 566,93 55,62 114,06 100,00 20,97 

EQMR MC  22 897,58 2 715,21 113,91 100,00 20,65 

Scénario 2 

BR MC  -0,07 -1,65 -0,06 -0,05 0,02 

VarR MC  36 947,99 84,94 118,21 100,00 23,17 

EQMR MC  36 638,27 1 056,44 118,42 100,00 23,15 

Scénario 3 

BR MC  0,03 -0,01 0,01 0,01 0,01 

VarR MC  41 088,93 58,38 100,49 100,00 33,47 

EQMR MC  41 080,51 58,39 100,48 100,00 33,51 

Notes : BR = biais relatif; VarR = variance relative; EQMR = erreur quadratique moyenne relative; MC = Monte Carlo. 

 
Le biais de Monte Carlo de (MA)T̂  et (Cos)T̂  est négligeable dans les trois scénarios, tandis que (MB)T̂

accuse un biais dans les scénarios informatif et quadratique. Dans ces deux scénarios, le modèle de 

prédiction diffère du modèle de population servant à générer les valeurs de .Y  Dans le scénario non 

informatif où le modèle de prédiction est bien spécifié, le biais de (MB)T̂  est également négligeable. 

L’estimateur (MA)T̂  présente la plus grande variance des prédicteurs QR dans les scénarios informatif et 

quadratique, tandis que (MB)T̂  présente la variance la plus petite dans les trois scénarios. Dans le scénario 

quadratique, la variance de (MB)T̂  est semblable à la variance de (Cos)ˆ ,T  mais (MB)T̂  a la plus grande EQM 

parmi les prédicteurs QR dans les scénarios informatif et quadratique. Cela signifie que le biais de (MB)T̂

voit son EQM se dégrader largement malgré sa petite variance. Dans le scénario non informatif, (MB)T̂  a la 

plus faible EQM parmi les prédicteurs QR. Nous pouvons voir dans le tableau 5.3 que cela tient à l’absence 

de biais pour (MB)T̂  dans ce scénario ainsi qu’à sa petite variance. 

Dans les scénarios informatif et quadratique, (Cos)T̂  est plus précis avec une variance plus faible que 
(MA)ˆ .T  Les estimateurs (MA)T̂  et (Cos)T̂  sont semblables dans le scénario non informatif. Les deux 

estimateurs font appel à une régression pondérée avec des poids légèrement différents ( kd  pour (MA)T̂  et 

1kd   pour 
(Cos)ˆ ).T  
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En résumé, quand le modèle de prédiction est mal spécifié comme dans les scénarios informatif et 

quadratique, (MA)T̂  et (Cos)T̂  sont nettement plus efficaces que (MB)ˆ ,T  en raison du biais de (MB)ˆ ,T  et même 

si ce biais n’est pas grand. À l’opposé, si le modèle est bien spécifié mais que les poids de sondage et Y  

sont sans corrélation, comme dans le scénario non informatif, (MB)T̂  est mieux que (MA)T̂  et (Cos)T̂  pour 

l’EQM. Dans tous les scénarios, (Cos)T̂  est plus efficace que (MA)T̂  ou d’une efficacité semblable. 

Pour mieux comprendre l’incidence de 2R  sur les résultats, nous représentons graphiquement, sur l’axe 

des y  des figures 5.1, 5.2 et 5.3, l’ MCEQMR  pour 10 valeurs différentes de 2R  représentées sur l’axe des 

:x  0,1; 0,2; ,…  0,9; 0,96. Pour ce faire, nous générons 10 populations pour chaque scénario, une pour 

chaque valeur de 2.R  La figure 5.1 (figure 5.2 et 5.3 respectivement) présente les résultats pour le scénario 1 

(2 et 3 respectivement) pour une taille d’échantillon égale à 200 (à 50 respectivement) dans la colonne de 

gauche (de droite respectivement) des graphiques. Dans tous les graphiques, les courbes correspondent aux 

différents estimateurs avec la courbe rouge à 100 pour (Cos)T̂  (l’EQMR étant relative à (Cos)ˆ )T  et d’autres 

couleurs pour HT
ˆ ,T  (MA)ˆ ,T  (MB)T̂  et PDI

ˆ .T  Les graphiques dans le haut des figures comprennent tous les 

estimateurs, tandis que pour la deuxième rangée (en troisième rangée pour les figures 5.1 et 5.2), HTT̂  (et 
(MB)T̂  pour les figures 5.1 et 5.2) est retiré de manière à mettre en évidence et à faciliter la comparaison 

entre (Cos)ˆ ,T  (MA)ˆ ,T  (MB)T̂  et PDI
ˆ .T  L’échelle sur l’axe des y  est maintenue fixe pour les deux colonnes 

(tailles d’échantillon). 

Comme on pouvait s’y attendre, PDIT̂  est de loin le meilleur estimateur avec l’EQM la plus faible dans 

tous les scénarios. Quelle que soit la figure, HTT̂  a une EQM relative très médiocre, particulièrement là où 
2R  est élevé. Fait à noter, en réalité, l’EQM absolue de HTT̂  demeure stable lorsque 2R  augmente (résultats 

non présentés), alors que l’EQM des autres estimateurs s’améliore. Ce résultat est attendu parce que HTT̂  ne 

dépend pas de la distribution de 1 2| , ,Y X X  mais de   et 2  qui sont constants pour toutes les populations. 

La figure 5.1 (2 respectivement) décrit l’évolution de l’ MCEQMR  par rapport à 2R  dans le scénario 

informatif (scénario quadratique respectivement) pour l’échantillon Ps  avec une espérance de taille de 200 

(colonne de gauche) et de 50 (colonne de droite). Dans ces deux scénarios, non seulement (Cos)T̂  un 

estimateur plus performant que (MB)T̂  ou (MA)T̂  (voir le tableau 5.3), mais cet avantage est celui qui 

s’accroît le plus avec 2.R  (MA)T̂  gagne aussi en précision, mais quelque peu plus lentement. L’EQM de 
(MB)T̂  se dégrade avec 2 ,R  parce que le modèle de prédiction diffère trop du modèle de population dans ces 

scénarios, ce qui implique un plus grand biais de (MB)T̂  quand 
2R  augmente. Dans les scénarios informatif 

et quadratique, une moindre taille veut dire moins de différence entre les MC
ˆEQMR ( )T  des prédicteurs QR. 

La figure 5.3 décrit l’évolution de l’ MCEQMR  en fonction de 
2R  dans le scénario non informatif. Cette 

fois, (MB)T̂  ne perd pas de précision quand 
2R  augmente, puisque le modèle de prédiction est identique au 

modèle de population. Tous les prédicteurs QR gagnent en précision avec 2 ;R  (Cos)T̂  et (MA)T̂  ayant une 

précision similaire pour toutes les valeurs de 2.R  Dans ce scénario, les graphiques sont comparables pour 

les deux tailles d’échantillon, car le modèle est correctement spécifié pour tous les modèles de prédiction. 
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Figure 5.1 EQM relative (en %) avec l’EQM de l’estimateur cosmétique comme référence, par rapport à 2R  

dans le scénario informatif. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Note : EQMR = erreur quadratique moyenne relative.  

                           0.25                          0.50                           0.75                           1.00                                                                              0.25                          0.50                           0.75                          1.00 

                                                R2                                                                                                                                        R2 

 
 

30 000 

 

 
20 000 

 

 
10 000 

 

 
0 

 
 

 
6 000 

 

 
4 000 

 

 
2 000 

 
 

0 

 
 
 
 
 

 
100 

 

 
50 

 
 

0 

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
 E

Q
M

R
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
  E

Q
M

R
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

 E
Q

M
R

 

 

                           0.25                          0.50                           0.75                           1.00                                                                              0.25                          0.50                           0.75                          1.00 

                                                R2                                                                                                                                        R2 

                           0.25                          0.50                           0.75                           1.00                                                                              0.25                          0.50                           0.75                          1.00 

                                               R2                                                                                                                                         R2 

 

 

 
30 000 

 

 
20 000 

 

 
10 000 

 

 
0 

 
 

 
6 000 

 

 
4 000 

 

 
2 000 

 
 

0 

 
 
 
 
 

 
100 

 

 
50 

 
 

0 

    
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
 E

Q
M

R
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
  E

Q
M

R
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

EQ
M

R
 

 

Variable 
 

         cosmétique 
 

         HT 
 

         MA 
 

         MB 
 

         TPDI 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                        
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Variable 
 

         cosmétique 
 

         MA 
 

         MB 
 

         TPDI 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Variable 

 
          cosmétique 
 

          MA 
 

          TPDI 

    n = 200                                                                                                                                  n = 50 

    n = 200                                                                                                                                  n = 50 

    n = 200                                                                                                                                  n = 50 



434 Medous et coll. : Prédiction QR pour l’intégration de données statistiques 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

 
 
 
Figure 5.2 EQM relative (en %) avec l’EQM de l’estimateur cosmétique comme référence, par rapport à 2R  

dans le scénario quadratique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Note : EQMR = erreur quadratique moyenne relative. 
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Figure 5.3 EQM relative (en %) avec l’EQM de l’estimateur cosmétique comme référence, par rapport à 2R  
dans le scénario non informatif. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Note : EQMR = erreur quadratique moyenne relative. 
 

Pour résumer, si le modèle de prédiction est mal spécifié, l’estimateur cosmétique est le meilleur choix 

dans tous nos scénarios. De tous les prédicteurs QR, il présente l’EQM la plus faible et il gagne plus 

rapidement en précision avec 
2R  que les autres estimateurs. L’avantage qu’offre (Cos)T̂  sur (MA)T̂  pourrait 

toutefois disparaître dans un scénario où la taille d’échantillon probabiliste serait une fraction moindre de la 

taille de la population. L’estimateur (MB)T̂  accuse un biais et présente l’EQM la plus importante même pour 

des valeurs moindres de 2.R  Si le modèle est correctement spécifié et que Y  n’est pas corrélé avec 1X  

alors que les probabilités d’inclusion du premier ordre sont proportionnelles à 1,X  (MB)T̂  est le meilleur 

choix pour l’EQM. Cependant, le gain d’efficacité qu’apporte (MB)T̂  comparativement à (Cos)T̂  dans ce 

troisième scénario est significativement inférieur à la perte d’efficacité observée si on choisit (MB)T̂  plutôt 

que (Cos)T̂  dans les deux premiers scénarios. Nous recommandons donc de choisir l’estimateur cosmétique 

qui est un bon compromis dans tous les scénarios, suivi de près par l’estimateur assisté par un modèle. Des 

observations semblables peuvent se faire à partir de données réelles, comme nous le verrons à la prochaine 

section. 
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6. Application aux données de La Poste 
 
6.1 Présentation des données 
 

En France, plus de 90 % des lettres acheminées par la poste sont triées mécaniquement. Les informations 

recueillies par les machines de tri reposent sur des photographies des lettres et constituent notre base de 

données non probabiliste. La Poste a également accès à un échantillon probabiliste et souhaite utiliser les 

deux bases de données pour estimer les totaux mensuels des types de lettres en employant les méthodes 

d’intégration de données que nous avons proposées précédemment. Certaines lettres, comme les « lettres 

vertes » (lettres qui portent un timbre vert et font l’objet d’un transport écologique) ne sont pas reconnues 

par les machines de tri qui saisissent seulement des images en noir et blanc, avec pour conséquence que la 

variable d’intérêt n’est pas présente dans la base non probabiliste. L’information auxiliaire dans le cas des 

lettres triées automatiquement n’est pas facile à coupler avec l’échantillon probabiliste. C’est une question 

qui est actuellement étudiée par La Poste. Ainsi, l’exemple qui suit repose sur des données recueillies lors 

d’enquêtes antérieures réalisées au fil des ans à La Poste. 

Les données de ces enquêtes sont recueillies par l’entremise des tournées de facteurs et portent en 

particulier sur le nombre de lettres vertes et de « produits 1b » (qui comprennent plusieurs types de lettres, 

dont les lettres vertes) ainsi que le nombre total de lettres de la tournée. L’idée est d’imiter la situation à La 

Poste où le nombre de lettres vertes figure dans l’échantillon probabiliste mais pas dans la base de données 

non probabiliste, alors que le nombre de produits 1b et le nombre total de lettres figurent dans la base de 

données non probabiliste mais pas dans l’échantillon probabiliste. 

L’objectif de la présente section est de voir, d’une part, si la conclusion qui se dégage des populations 

simulées se vérifie pour les données réelles et, d’autre part, si la méthode de sélection de l’échantillon non 

probabiliste influe sur les estimateurs. La population d’intérêt est constituée de 11 906 tournées issues des 

données historiques. Dans ce qui suit, nous supposons que la variable d’intérêt est le nombre de lettres vertes 

et que la variable explicative 1X  2(X  respectivement) est le nombre total de lettres (nombre de produits 1b 

respectivement). 

Nous considérons trois scénarios. Pour chaque scénario, un échantillon non probabiliste d’une taille de 

9 524 est tiré de la population; la fraction d’échantillonnage non probabiliste est donc de 80 %. Dans le 

premier scénario, l’échantillon non probabiliste est sélectionné par échantillonnage aléatoire simple sans 

remise (EASSR). Dans le deuxième scénario (le troisième respectivement), l’échantillon non probabiliste 

contient les 9 524 tournées ayant les valeurs de Y  les plus élevées (les plus faibles respectivement). Seul 

2X  sert de variable explicative dans le modèle de prédiction avec l’ordonnée à l’origine. 

Nous comparons les mêmes estimateurs qu’à la section 5.2. Pour chacun des trois échantillons non 

probabilistes, nous tirons =L 1 000 échantillons probabilistes Ps  d’une taille attendue de 2 000 par échan-

tillonnage de Poisson et avec des probabilités proportionnelles à 1.X  Nous calculons les mêmes mesures de 

Monte Carlo qu’à la section 5.2. 
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6.2 Résultats 
 

Le tableau 6.1 présente les résultats de simulation des données de La Poste pour les trois échantillons 

non probabilistes. Dans tous les scénarios, le modèle de prédiction semble être significativement mal 

spécifié, ce qui rend (MB)T̂  moins efficace, tant pour la variance que pour l’EQM, que dans les simulations 

à la section 5.2. Nous pourrions calculer différentes statistiques de diagnostic pour repérer les défauts de 

spécification du modèle et nous pourrions proposer des modèles prédictifs alternatifs. Mais l’évaluation de 

tels modèles dépasse la portée du présent document. 

 
Tableau 6.1 

Biais relatif (en % de la valeur réelle), variance relative (en %) à 
(Cos)T̂  et EQM des différents estimateurs pour 

les trois échantillons non probabilistes; l’espérance de la taille de l’échantillon probabiliste est de 2 000 et la 

taille de l’échantillon non probabiliste, est de 9 524. 
 

NPS  Mesures de Monte Carlo HTT̂  (MB )T̂  (MA )T̂  (Cos )T̂  PDIT̂  

EASSR 

BR MC  0,08 8,30 0,08 0,08 0,06 

VarR MC  253,67 122,66 102,21 100,00 87,41 

EQMR MC  252,95 5 489,24 102,18 100,00 87,31 

Valeurs les plus 
élevées de Y  

BR MC  0,03 5,51 0,03 0,03 0,01 

VarR MC  1 528,57 197,54 101,82 100,00 3,78 

EQMR MC  1 528,57 13 676,65 101,87 100,00 3,82 

Valeurs les plus 
faibles de Y   

BR MC  -0,02 1,23 0,13 0,13 0,41 

VarR MC  197,09 100,67 100,26 100,00 93,17 

EQMR MC  195,36 184,83 100,24 100,00 92,95 

Notes : BR = biais relatif; VarR = variance relative; EQMR = erreur quadratique moyenne relative; MC = Monte Carlo; EASSR = 
échantillonnage aléatoire simple sans remise. 

 
Pour tous les scénarios, les résultats sont semblables à ceux que nous avons obtenus dans les scénarios 

informatif et quadratique à la section 5.2, (MA)T̂  et (Cos)T̂  ayant une efficacité similaire et étant l’un et l’autre 

plus efficaces que (MB)ˆ ,T  qui est le seul estimateur entaché d’un biais. Il convient de mentionner que, bien 

que le choix de NPs  n’influe pas sur l’efficacité relative de (MA)ˆ ,T  il agit sur la précision relative des 

estimateurs de Horvitz-Thompson et PDI. 

Dans tous les scénarios, Ps  est prélevé par échantillonnage de Poisson et la variance des estimateurs par 

intégration de données peut se simplifier de la manière suivante : 

 
(Ha)

NP
ˆ ˆ ˆVar ( ) = Var ( ) Var ( ),CT T T   

avec NPT̂  le prédicteur du total NPT  et 
(Ha)ˆ

CT  l’estimateur de Hájek du total .CT  Pour mieux comprendre 

l’effet de la sélection de NPs  sur les estimateurs, nous étudions la variance de 
(MA)

NP
ˆ ,T  de 

(Cos)
NPT̂  et de 

(Ha)ˆ ,CT  

ainsi que la variance de l’estimateur de Hájek 
(Ha)

NP NP
ˆ =

P P
k k k k kk s k s

T N d y d 
    du total NP .T  

Le tableau 6.2 donne la variance relative de HT
ˆ ,T  

(MA)
NP
ˆ ,T  

(Cos)
NP
ˆ ,T  

(Ha)ˆ
CT  et 

(Ha)
NPT̂  pour les deuxième et 

troisième scénarios, où NPs  contient les valeurs les plus élevées ou les plus faibles de Y  relativement à leur 
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variance dans la première configuration (EASSR). Comme prévu, la précision de l’estimateur de HT ne 

dépend pas de NPs  et est fixe pour les trois scénarios. Dans le deuxième scénario, (Ha)ˆ
CT  est d’une variance 

bien moindre que dans les autres scénarios, puisque seules les valeurs les plus faibles de Y  restent dans 

NP .U s  De même, sa variance est plus grande dans le troisième scénario où seules les valeurs les plus 

élevées de Y  restent dans NP.U s  Le même raisonnement explique le rapport des variances entre les 

scénarios pour (MA)
NP
ˆ ,T  (Cos)

NPT̂  et (Ha)
NP
ˆ .T  Le point important est que tant (MA)

NPT̂  que (Cos)
NPT̂  ne sont pas très 

sensibles à NPs  pour ce qui est de la variance. 

 
Tableau 6.2 

Variance relative en pourcentage des estimateurs lorsque NPs  contient les valeurs les plus élevées ou les plus 

faibles de ,Y  relativement à leur variance lorsque NPs  est sélectionné par EASSR. 
 

NPS  
HTT̂  (MA)

NPT̂  (Cos)
NPT̂  ( Ha)

NPT̂  ( Ha)ˆ
CT  

Valeurs les plus élevées de Y  101,97 111,39 110,38 101,61 0,92 

Valeurs les plus faibles de Y  104,61 73,07 69,03 15,43 181,29 
Note : EASSR = échantillonnage aléatoire simple sans remise. 

 
Il est possible de faire valoir que les échantillons non probabilistes sélectionnés dans les deuxième et 

troisième scénarios ne sont pas réalistes. Pourtant, les résultats observés pour des échantillons non 

probabilistes plus réalistes, sélectionnés en utilisant l’échantillonnage de Poisson proportionnel à 1X  ou ,Y  

ne sont pas significativement différents des résultats observés avec NPs  sélectionné par EASSR, et ne sont 

pas présentés. De même, l’utilisation des deux variables auxiliaires dans le modèle de prédiction influe 

seulement sur le biais de (MB)ˆ ,T  et une fois de plus, les résultats ne sont pas présentés. 

Afin d’améliorer la précision, nous pourrions employer d’autres estimateurs de .CT  Comme nous l’avons 

mentionné précédemment, les méthodes d’intégration de données que nous proposons dans le présent 

document peuvent être utiles lorsque le recouvrement entre échantillon probabiliste et échantillon non 

probabiliste n’est pas nul et, idéalement, important. Dans ce contexte et en fonction de nos résultats 

empiriques, nous recommandons l’estimateur cosmétique ou l’estimateur assisté par un modèle. 

 
7. Conclusion 
 

La plupart des études consacrées à l’intégration de données dans le cas d’une population finie traitent du 

problème de la variable d’intérêt qui n’est pas observée dans l’échantillon probabiliste. Dans le présent 

article, nous avons étudié le problème de la variable d’intérêt inobservée dans l’échantillon non probabiliste 

en supposant qu’elle était observée dans l’échantillon probabiliste et qu’une information auxiliaire était 

disponible dans les deux échantillons. Nous avons défini une famille générale d’estimateurs de prédiction, 

à partir de la famille QR déjà connue, qui comprend l’estimateur assisté par un modèle, l’estimateur fondé 

sur un modèle et l’estimateur cosmétique. Nous avons étudié d’un point de vue théorique leurs propriétés 
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de biais et de variance. Nous avons aussi proposé un estimateur de variance et comparé les trois types 

d’estimateurs à l’estimateur habituel de Horvitz-Thompson selon différents scénarios de simulation, et ce, 

tant pour le biais que pour l’EQM. Nous avons conclu que l’estimateur cosmétique représente en général 

un bon compromis. 

La principale conclusion que nous tirons de nos expériences est que des gains significatifs d’efficacité 

sont possibles si nous faisons appel à une grande base de données non probabiliste renfermant de 

l’information auxiliaire liée aux principales variables d’intérêt. Dans le cas des grands domaines, les gains 

d’efficacité obtenus grâce à l’utilisation de l’estimateur assisté par un modèle, qui inclut l’estimateur 

cosmétique, peuvent suffire à l’obtention d’estimations de bonne qualité des paramètres de population 

d’intérêt. Dans le cas des petits domaines, ces estimateurs pourraient ne pas donner la précision recherchée. 

Ils peuvent néanmoins faire fonction d’estimateurs directs dans un modèle d’estimation sur petits domaines 

comme dans le modèle bien connu de Fay-Herriot. Ce modèle exige de l’information auxiliaire au niveau 

du domaine. La grande base de données non probabiliste se prêterait naturellement à l’obtention de 

l’information auxiliaire nécessaire à la production d’estimations sur petits domaines. Les méthodes 

d’estimation sur petits domaines offrent souvent une hausse significative de précision par rapport aux 

estimateurs directs au prix de l’introduction d’hypothèses de modélisation. 
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Annexe 
 
Preuve de la proposition 2.1 
 

Rappelons que DI
ˆ = (1 )

P
k k k k kk U k s

T y d y 
 

    et HT
ˆ = =

P P
k k k k kk s k s

T d y d y
 

   

(1 ) .
P

k k kk s
d y


  Ainsi, nous avons : 

 HT DI
ˆ ˆVar ( ) Var ( ) = Var 2Cov , (1 ) .

P P P

k k k k k k k k k
k s k s k s

T T d y d y d y  
  

   
        

   
     

(i) En échantillonnage de Poisson, nous avons : 

 
2Cov , (1 ) = (1 ) ( 1) = 0

P P

k k k k k k k k k k
k s k s k U

d y d y d y   
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et 

 2
HT DI
ˆ ˆVar ( ) Var ( ) = Var = ( 1) 0,

P

k k k k k k
k s k U

T T d y d y 
 

 
    

 
    

ce qui prouve la première partie de la proposition. 

(ii) En échantillonnage aléatoire simple sans remise, supposons que = ,U kk U
Y y N

 NP =Y  

NP ,k kk U
y N

 2 2
, NP NP NP= ( ) ( 1)Y k kk U

S y Y N


   et 2 2 2
NP , NP NPCV = .YS Y  Un simple calcul nous 

donne : 

   2 2
NP , NP NP NP NPVar = ( 1) ,

( 1)
P

k k k Y
k s

N N n
d y N N S N Y N N

n N N




  
      

   

  NP NP NP NPCov , (1 ) = ,
( 1)

P P

k k k k k k U
k s k s

N N n
d y d y N Y NY N Y

n N N
 

 

  
      

    

et, par conséquent, 

   2
HT DI NP , NP NP NP NP NP
ˆ ˆVar ( ) Var ( ) = ( 1) ( ) 2 .

( 1)
Y U

N N n
T T N N S N Y N N Y NY

n N N


    


  

Nous concluons que HT
ˆVar ( )T  est supérieur ou égal à DI

ˆVar ( )T  si et seulement si 

  2
NP , NP NP NP NP NP( 1) ( ) 2 0,Y UN N S N Y N N Y NY       

ce qui équivaut à : 

 2 NP NP
NP

NP NP

CV 1 2 ,
1

UN N Y

N N Y

 
    

  
  

et ce qui prouve la seconde partie de la proposition. 

 

Preuve de la proposition 2.2 
 

Nous avons : 

 
2

,2
HT
ˆVar ( ) = Var = (1 ) ,

P

Y U

k k
k s

S
T d y N f

n

 
  

 
   

 

2

,2
PDI
ˆAvar ( ) = Var (1 ) ( ) = Var = (1 )

P P

Y U

k k k C k k
k s k s

S
T d y Y d y N f

n


 

   
        

   
 


   

où 

 

2 2
,

2 2 2

,

1
= ( ) ,

1

= (1 ) ( ),

1 1
= ( ) = .

1 1

Y U k U
k U

k k k C

k C kY U
k U k U

S y Y
N

y y Y k U

S y Y y
N N
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Un peu de calcul, élémentaire mais fastidieux, nous donne : 

 

2 2
, ,2

HT PDI

2 2 2
NP

2 2 2
, NP NP NP NP

NP

ˆ ˆVar ( ) Avar ( ) = (1 )

1 1
= (1 ) ( ) ( ) ( )

1

1 1
= (1 ) ( 1) ( ) .

1

Y U Y U

k k U C U
k U

Y U

S S
T T N f

n

N f y Y N N Y Y
n N

N
N f S N N Y Y

n N N N





 

 
       

 
    

  





  

 
Preuve de la proposition 3.1 
 

Soit = diag( ) ,
P Ps k k k sr  R = ( ) ,

P Ps k k sX x = ( )
P Ps k k sy y  et = diag ( ) .

P P Pxs s k k k sq  Q X   Dans ce cas, ˆ =β  
1( ) .

P P P Pxs s xs s
Q X Q y   Nous pouvons écrire la somme ˆ( )

P
k k k kk s

r y y


  sous la forme matricielle suivante : 

 ˆˆ( ) = ( ),
P P P P

P

k k k k s s s s
k s

r y y


  1 R y X β   

où 
Ps1  est un vecteur des valeurs 1 ayant comme dimension la taille de .Ps  Si la condition = 0k k kq rμ x  

est remplie pour tout NP ,k s  alors ( ) = 0k k k kq r μ x  pour tout Pk s  et, par conséquent, 

= .
P P Pxs s sμ Q 1 R    Nous obtenons ˆ( ) = 0.

P P P Ps s s s1 R y X β  

 
Preuve de la proposition 3.2 
 

Nous avons : 

 

(QR) (Q )
NP NP

ˆˆ ˆ = ( ) ( )

ˆ= ( ) = 0.

P

P

k k k k k
k s

k k k k k
k s

T T r d y

q y

 







  

 





x β

λ x x β
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Construire tous les plans de sondage déterminantaux 

Vincent Loonis1 

Résumé 

Dans cet article, nous utilisons une version légèrement simplifiée de la méthode de Fickus, Mixon et Poteet 
(2013) pour définir une paramétrisation maniable des noyaux des plans de sondages déterminantaux à 
probabilités d’inclusion simple fixées. Pour des valeurs spécifiques du paramètre multidimensionnel, nous 
retrouvons une matrice de la famille P  de Loonis et Mary (2019). Nous conjecturons que, parmi les plans 
déterminantaux à probabilités d’inclusion fixées la variance minimale de l’estimateur d’Horvitz et Thompson 
(1952) d’une variable d’intérêt, s’exprime en fonction de .P  Nous mettons à disposition des programmes R 
expérimentaux facilitant l’appropriation de différentes notions présentées dans l’article, et dont certaines sont 
qualifiées de non-triviales par Fickus et coll. (2013). Une version longue de cet article, contenant les 
démonstrations et une présentation plus détaillée des plans déterminantaux, est également mise à disposition. 

 
Mots-clés : Processus déterminantal; échantillonage équilibré; optimisation semi-définie. 

 
 

1. Introduction 
 

En théorie des sondages, un échantillon aléatoire S  est une variable aléatoire dont les réalisations sont 

des éléments de l’ensemble 2U  des parties d’une population finie U  de taille ,N  indexée par =1, , .k N…  

Chaque partie s  de 2U  est appelée échantillon. La loi de probabilité de S  est appelée plan de sondage 

(Tillé, 2001). À la terminologie près, ces notions correspondent exactement à celles utilisées, en probabilité 

ou en statistique, dans le cadre des processus ponctuels sur une population finie. Parmi les processus 

ponctuels, les processus déterminantaux ont fait l’objet de nombreux travaux académiques du fait de leur 

apparition dans des domaines variés : matrices aléatoires, physique mathématique ou apprentissage auto-

matique. La mobilisation de ces processus dans le contexte de la théorie des sondages, et des populations 

finies, conduit à la notion de plan de sondage déterminantal étudiée par Loonis et Mary (2019).  

Les plans de sondage déterminantaux héritent directement de propriétés des processus déterminantaux 

établies dans des cadres différents. Ils sont paramétrés par les matrices hermitiennes dont les valeurs propres 

sont comprises entre 0 et 1 (Macchi, 1975; Soshnikov, 2000). Ces matrices sont dites hermitiennes contrac-

tantes. On notera K  par la suite une telle matrice, appelée noyau, et DSD( )K  le plan de sondage détermi-

nantal qui lui est associé, Determinantal Sampling Design en anglais. Les probabilités d’inclusion de tels 

plans sont connues à tous les ordres, et sont paramétrées par .K  Cette caractéristique différencie les plans 

déterminantaux de la plupart des plans usuels un peu complexes et leur confère un réel intérêt en pratique, 

au-delà de leur curiosité théorique. En effet, usuellement, si les probabilités d’inclusion simples sont 

connues, les probabilités d’inclusions doubles sont souvent approximées et les autres sont le plus souvent 

inconnues. Pour les plans déterminantaux, les probabilités d’inclusion simple et double sont données, 

respectivement, par les termes diagonaux et non-diagonaux du noyau. Les probabilités d’inclusion d’ordre 

supérieur s’expriment aussi directement en fonction de .K  
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En outre, la loi de la taille d’un échantillon aléatoire déterminantal est celle d’une somme de variables 

de Bernoulli indépendantes, dont les paramètres sont les valeurs propres de K  (Hough, Krishnapur, Peres 

et Virág, 2006). Il existe des algorithmes de sélection d’échantillons aléatoires déterminantaux (Hough 

et coll., 2006; Scardicchio, Zachary et Torquato, 2009; Lavancier, Møller et Rubak, 2015). Les plans déter-

minantaux sont à association négative (Lyons, 2003), c’est-à-dire que si A  et B  sont deux parties disjointes 

de U  alors pr ( ) pr ( ) pr ( ).A B A B    S S S  En conséquence, les plans déterminantaux vérifient les 

conditions de Sen-Yates-Grundy (Sen, 1953; Yates et Grundy, 1953), qui correspondent au cas où A  et B  

sont des singletons. Ils vérifient aussi la propriété forte de Rayleigh (Yuan, Su et Hu, 2003; Brändén et 

Jonasson, 2012; Pemantle et Peres, 2014). De cette propriété technique, plus forte que l’association négative, 

découlent directement un théorème central limite ainsi que des inégalités de déviation et de concentration 

(Soshnikov, 2000, 2002; Pemantle et Peres, 2014) pour l’estimateur d’Horvitz-Thompson du total d’une 

variable d’intérêt y  (Horvitz et Thompson, 1952). 

Les spécificités de la théorie des sondages conduisent Loonis et Mary (2019) à s’intéresser à des 

propriétés nouvelles des plans déterminantaux, comme les conditions nécessaires et suffisantes d’estimation 

parfaite d’un total par l’estimateur d’Horvitz-Thompson, la recherche de plans optimaux ou la construction 

explicite de familles de matrices hermitiennes contractantes particulières, telles que les matrices de 

projection orthogonale à diagonale fixée. Ces matrices sont associées au cas, important dans la pratique, des 

plans de sondage déterminantaux de taille fixe et de probabilités d’inclusion simple données. De manière 

plus pratique, les auteurs observent que les plans déterminantaux les plus simples peuvent être mobilisés 

pour des populations de plusieurs milliers d’individus. La taille de la population compatible avec des 

constructions plus sophistiquées, notamment liées à des questions d’optimisation, est de quelques centaines.  

Construire une matrice de projection orthogonale à diagonale fixée est un cas particulier du problème 

plus général de construction de matrices hermitiennes, dont la diagonale et le spectre sont fixés. Ce problème 

a fait l’objet de nombreux travaux dans la littérature, dont certains récents. Schur (1911), Horn (1954) et 

Kadison (2002) ont étudié les conditions nécessaires et suffisantes d’existence de telles matrices dans les 

cas complexe et réel. Ces travaux ne précisent pas comment construire de telles matrices cependant. Dhillon, 

Heath Jr, Sustik et Tropp (2005) proposent des algorithmes de construction de certaines de ces matrices. 

L’algorithme de Fickus et coll. (2013) permet de les construire toutes. Dans les deux cas précédents, les 

résultats ne sont pas connus de manière analytique. Loonis et Mary (2019) exhibent explicitement quelques 

exemples de matrices de projection, dont les termes diagonaux sont constants. En s’appuyant sur les travaux 

de Kadison (2002), ils présentent les formules permettant la construction explicite d’une famille P  de 

matrices réelles de projection de diagonale quelconque ,  sous réserve que 
=1

N

kk
  soit un entier.  

Dans cet article, nous nous intéressons plus spécifiquement à la méthode de Fickus et coll. (2013), dans 

le contexte des plans déterminantaux, et établissons des liens avec la famille .P  Dans une première partie, 

nous introduisons quelques notations et notions d’algèbre utiles pour la compréhension d’ensemble de 

l’article. Dans une deuxième partie, nous rappelons les principales propriétés des plans de sondages détermi-

nantaux. Nous présentons plus précisément les propriétés de la famille de plans associée aux matrices .P  

Les résultats de cette partie sont repris directement, et sans démonstration, de Loonis et Mary (2019). Le 
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lecteur désireux d’en connaître les fondements, ou intéressé par des extensions comme les propriétés 

asymptotiques, est invité à se reporter à l’article d’origine. L’algorithme 3.1 et le théorème 3.1 sont 

nouveaux, leur démonstration est donnée dans la version longue de l’article.  

Dans une troisième partie, nous présentons les grands principes de la méthode de Fickus et coll. (2013) 

ainsi que ses paramètres. Ces derniers ne sont pas aisés à manipuler directement. Nous montrons qu’il est 

possible, au prix d’une simplification, de les modifier de manière à décrire les matrices hermitiennes semi-

définies positives K  de diagonale   par un triplet ( , , ).M   M  est un entier donnant le nombre de 

valeurs propres strictement positives de .K     et   sont des matrices de taille respective ( )M N  et 

( ( 1)),M N   dont tous les coefficients sont à valeur dans [0,1].  En termes de théorie des sondages, les 

colonnes de la matrice   influencent directement la variabilité de la taille de l’échantillon tombant dans 

des domaines de la forme = {1, , },kD k… = 1, , .k N…  La matrice   conditionne, quant à elle, la valeur 

des coefficients non-diagonaux des matrices construites et, à ce titre, les probabilités d’inclusion double des 

plans déterminantaux associés.  

Dans une quatrième partie, pour un vecteur de probabilités   tel que *

=1
= ,

N

kk
n  N  nous étudions 

les choix ( )( = , = 0 , )n NM n   et ( )( = , =1 , ).n NM n   Nous montrons que le premier est directement 

lié à la famille P  et explicitons les coefficients des matrices obtenues pour le second choix. 

Dans une dernière partie, nous procédons à des simulations et des applications. Nous nous limitons au 

cas des matrices de projection réelles de diagonale fixée. Nous minimisons dans cet ensemble la variance 

de l’estimateur d’Horvitz-Thompson du total d’une variable. Compte tenu de la spécificité de l’ensemble 

admissible, nous réécrivons le problème sous forme d’un problème d’optimisation sur les variétés et 

mobilisons des algorithmes adaptés (Absil, Mahony et Sepulchre, 2009; Boumal, Mishra, Absil et 

Sepulchre, 2014; Townsend, Koep et Weichwald, 2016). Nous constatons que le résultat obtenu est 

également lié à la famille .P  Nous en déduisons une conjecture définissant la borne inférieure de la 

variance de l’estimateur d’Horvitz-Thompson du total d’une variable ,y  parmi les plans déterminantaux de 

probabilités d’inclusion simple fixées.  

Outre l’appropriation et la programmation de la méthode de Fickus et coll. (2013) pour une utilisation 

dans le cadre des plans de sondage déterminantaux, les principaux apports de ce document résident dans 

l’algorithme 3.1, les théorèmes 3.1, 5.1, 5.2 et dans la conjecture 6.1. Les points considérés comme 

importants pour l’interprétation de certains résultats sont présentés sous forme de remarque et/ou d’exemple. 

Les démonstrations, longues et techniques, sont fournies dans une version longue de l’article. Cette dernière 

propose également une comparaison des performances, en termes d’équilibrage, des plans déterminantaux 

avec celles de plans équivalents (Deville et Tillé, 2004; Chauvet et Tillé, 2006; Leuenberger, Eustache, 

Jauslin et Tillé, 2022). 

 
2. Notations et rappels d’algèbre 
 

Dans la suite de l’article, K  est une matrice hermitienne contractante de taille ( ).N N  Une variable 

aléatoire, dont la loi est un plan déterminantal de noyau ,K  sera notée DSD( ).KS∼  Les coefficients de 
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K  sont complexes. Le conjugué du nombre complexe z  est .z  Son module est | | .z  K  est telle que 

=K K   (hermitienne) et ses valeurs propres sont dans l’intervalle [0,1]  (contractante). Si toutes les valeurs 

propres sont 0 ou 1, K  est une matrice de projection orthogonale. Les valeurs propres strictement positives 

de K  sont au nombre de .M  La sous-matrice principale d’ordre = 1, ,k N…  de K  est la matrice carrée 

constituée par le coin supérieur gauche de taille k  de .K  La sous-matrice d’ordre =k N  est K  elle-même.  

L’ensemble des valeurs propres, appelé spectre, de la sous-matrice principale d’ordre k  est représenté 

par le vecteur .k  Le spectre de K  est .N  Chaque k  a au plus M  valeurs propres strictement positives, 

qui sont par ailleurs inférieures ou égales à 1. Chaque sous-matrice principale est également hermitienne et 

contractante. Par convention, k  est tronqué à ses seuls coefficients strictement positifs dans un premier 

temps. Le cas échéant, il est complété par des 0 de manière à être de taille constante .M  Les coefficients de 
k  sont notés , = 1, , , = 1, ,k

j j M k N … …  et sont, toujours par convention, triés de manière croissante : 

10 1k k k
j M       … …  avec 1 > 0.N  

Les k , en tant que spectres des sous-matrices principales, vérifient les conditions d’entrelacement de 

Cauchy (Horn et Johnson, 1991). En posant 0 = 0,k  pour = 1, , ,k N…  ces conditions s’écrivent :  

 1 1
1= 1, , , = 1, , 1: .k k k

j j jj M k N    
    … …  (2.1) 

La lettre k  est utilisée pour indicer à la fois les individus de la population et les étapes de l’algorithme 

de Fickus et coll. (2013). Ce choix se justifie par le fait que l’étape k  fixe la contribution de l’individu k  

aux probabilités d’inclusion de tous ordres l’impliquant. De manière générale, la probabilité d’inclusion 

simple de l’individu = 1, ,k N…  est ,k  coefficient du vecteur .  Dans certains cas, qui ne laissent pas de 

place au doute, la lettre   est utilisée selon son usage traditionnel. Les notations k  et   seront utilisées 

lorsque l’on souhaite que k  prenne la valeur k  fixée à l’avance. Par exemple, =k n N  ou k  est 

proportionnelle à un critère de taille, comme le nombre d’employés pour les entreprises. Les différentes 

probabilités d’inclusion contenues dans le vecteur   ne sont pas nécessairement ordonnées. C’est le cas 

pour la construction des matrices P  de Loonis et Mary (2019). Pour la méthode de Fickus et coll. (2013), 

sans perte de généralités, ces probalilités seront triées de manière décroissante. Nous utiliserons dans ce cas 

la notation   précisant que 11> > 0.k N      … …  La notation 


 fait référence à une matrice 

de permutation telle que = .   

 

Afin d’être cohérentes avec celles de la théorie des sondages, les notations N  et M  sont interverties par 

rapport à celles de Fickus et coll. (2013). La convention sur l’ordre des k  diffère aussi de celle retenue par 

ces auteurs. Il a semblé que cela simplifiait l’appropriation des méthodes dans une optique de 

programmation. Ce choix peut ponctuellement rendre moins intuitif la formulation du théorème de Schur 

(1911) et Horn (1954), ainsi que certaines formules qui en découlent. Dans ce cadre, ce théorème stipule 

qu’il existe une matrice hermitienne , , NM
NK   de diagonale 

 et de spectre ,N  si est seulement si :  

 
=1 =1

= 1 =1 =1

,

, 1, , 1.

N M N
k jk j

N M j j N
s s ss M j s s

j M

 

 


 

   


      

 

  



  …
 (2.2) 
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En adaptant les notations, ce théorème s’applique également pour toutes les sous-matrices principales 

d’une matrice hermitienne puisqu’elles sont également hermitiennes.  

Enfin, une matrice A  de taille ( )P P  est unitaire si = ,PA A I  où PI  est la matrice identité. La matrice 

carrée de taille ( ),P P  dont tous les termes valent 1 est notée .PJ  Le symbole   désigne le produit 

matriciel de Hadamard : = = .kl kl klA B C A B C  ( )P Qx   désigne une matrice de taille ( ),P Q  dont tous 

les coefficients valent .x  Px  est utilisé pour les vecteurs de taille ,P  dont tous les coefficients valent .x  

xD  est une matrice diagonale, dont la diagonale est .x  

 
3. Rappels sur les plans de sondage déterminantaux 
 

3.1 Définition et probabilités d’inclusion 
 

Une variable aléatoire S  sur 2U  a pour loi un plan de sondage déterminantal s’il existe une matrice 

hermitienne contractante K  telle que :  

 |2 , pr ( ) = det ( ),U
ss s K   S  (3.1) 

où |sK  est la sous-matrice construite par extraction des lignes et des colonnes de K  indexées par les 

éléments de .s  De cette définition découle directement le calcul des probabilités d’inclusion à tous les ordres 

et notamment celles d’ordre 1 et 2 : 

 
|{ }

2
|{ , }

= pr ({ } ) = det ( ) = ,

= pr ({ , } ) = det ( ) = = = | | .
k k kk

kl k l kk ll kl lk kk ll kl kl kk ll kl

k K K

k l K K K K K K K K K K K K








   

S

S
 (3.2) 

Les termes diagonaux kkK  correspondent aux probabilités d’inclusion simple du plan DSD( ),K  alors 

que le module des termes non-diagonaux intervient dans l’expression des probabilités d’inclusion double. 

Des propriétés de l’application matricielle trace découle une relation entre les probabilités d’inclusion et les 

valeurs propres, qui intervient fréquemment dans les démonstrations :  

 
=1 =1 =1

Tr ( ) = = = .
N N M

N
kk k j

k k j

K K      (3.3) 

La matrice ,  de taille ( ),N N  dont les coefficients sont = (1 )kk k k    et = ,kl kl k l     

s’exprime en fonction de :K  

 2

= (1 ),

= | | ,

= ( ).

kk kk kk

kl kl

N

K K

K

K I K

 

 
  

 (3.4) 

Cette matrice intervient dans les calculs de précision. Elle permet également de constater que les plans 

déterminantaux vérifient les conditions de Sen-Yates-Grundy (Sen, 1953; Yates et Grundy, 1953) puisque 
2= = | | 0kl kl k l klK       et, par conséquent, .kl k l    Les conditions de Sen-Yates-Grundy 
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fournissent ainsi une borne supérieure aux probabilités d’inclusion double des plans déterminantaux, 

fonction des probabilités d’inclusion simple. 

 

3.2 Taille des échantillons, plans déterminantaux de taille fixe et algorithme 
de sélection 

 

Soit S  la taille de l’échantillon aléatoire DSD( ).KS∼  La loi de S  est celle d’une somme de M  

variables de Bernoulli indépendantes, dont les paramètres sont les M  valeurs propres strictement positives 

,N
j = 1, ,j M…  de K  (Hough et coll., 2006). Les moments d’ordre 1 et 2 de S  se déduisent et valent : 

 
=1 =1

=1

( ) = ,

var ( ) = (1 ).

M N
N
j k

j k

M
N N
j j

j

 

 






 


 



E S

S





 (3.5) 

 

Remarque 3.1 DSD( )KS∼  sera de taille fixe, *( ) = = ,nE S S N   si et seulement si var ( ) = 0,S  c’est-

à-dire si N
j  vaut 1 pour tout = 1, , .j M…  Comme K  est hermitienne, K  est une matrice de projection 

orthogonale.  
 

Lavancier et coll. (2015) proposent un algorithme de sélection d’un échantillon aléatoire, dont la loi est 

un plan déterminantal de taille fixe. Cet algorithme nécessite en entrée une décomposition spectrale de ,K  

qui, quand N  est grand, peut être gourmande en ressource informatique. Un des enjeux de la construction 

de noyaux K  dans la suite sera notamment de fournir directement cette décomposition. Si K  n’est pas une 

matrice de projection, Hough et coll. (2006) montrent que DSD( )K  peut s’écrire comme un mélange de 

plans déterminantaux de taille fixe. Il est ainsi possible de se ramener au cas des matrices de projection pour 

la sélection d’un échantillon déterminantal de taille aléatoire. 

 

3.3 Estimation d’un total, variance des estimateurs, plans équilibrés 
 

Pour un plan de sondage quelconque, dont les probabilités d’inclusion simple sont strictement positives, 

le total inconnu 
=1

=
N

y kk
t y  d’une variable d’intérêt ,y  assimilée à un vecteur de ,NR  est estimé sans biais 

par l’estimateur d’Horvitz-Thompson (Horvitz et Thompson, 1952), tel que ˆ =y k kk
t y 

 S
 et dont la 

variance est :  

 1 1ˆvar ( ) = = .k l
y kl

k U l U k l

y y
t y D D y 

 
 

 

    (3.6) 

Si le plan est déterminantal, une conséquence de (3.4) est que la variance de ŷt  est une fonction de :K  

 1 1ˆvar ( ) = ( ) [ ( )] ( ) .y N N Nt y I K K I K I K y     (3.7) 

Pour un jeu de probabilités d’inclusion fixées a priori, un plan équilibré est tel que : 
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 ˆ ˆ=1, , ,  = var ( ) = 0,q q q

q
k

x x x
k k

x
q Q t t t



  


…
S

 (3.8) 

où les ,qx =1, , ,q Q…  sont un ensemble de variables auxiliaires. C’est-à-dire des variables dont la valeur 

est connue pour tous les individus de la population, via la base de sondage notamment. Deville et Tillé 

(2004) proposent une approche efficiente pour résoudre approximativement ce problème. Ces auteurs 

mobilisent des méthodes relevant de l’algèbre et des probabilités. En nous limitant à la famille déterminan-

tale, une autre piste est de recourir aux techniques d’optimisation et de trouver optK  telle que : 

 opt

=1

=

ˆ= argmin var( ), s.c. diag ( ) =

0 ,

q

Q

q x
K q

N

K K

K t K

K I














 

 (3.9) 

où ˆvar ( )qx
t  est donnée par (3.7),   est fixé a priori, et 0 NK I   indique que les valeurs propres de K  

sont entre 0 et 1. Les coefficients q  permettent de gérer l’importance relative des variables. Le choix 
2= 1
qq xt  conduit à minimiser la somme des carrés des coefficients de variation des différents estimateurs. 

La résolution de tels problèmes relève de l’optimisation semi-définie positive non linéaire. Loonis et Mary 

(2019) proposent des heuristiques pour trouver des solutions approchées. Nous recourrons dans la suite à 

des méthodes d’optimisation sur les variétés (Absil et coll., 2009; Boumal et coll., 2014; Townsend et coll., 

2016). 

 

3.4 Quelques exemples de plans déterminantaux 
 

3.4.1 Construire un plan à partir d’un autre 
 

Nous présentons ci-après quelques propriétés générales permettant de construire de nouveaux plans 

déterminantaux à partir d’un plan déterminantal donné. Soit DSD( ),KS∼  alors : 
 

1. Le complémentaire cS  de S  dans U  est déterminantal et a pour loi DSD ( );NI K  

2. La restriction DS  de S  au domaine D  inclus dans U  est déterminantale de loi |DSD( );DK   

3. DSD( )K  est stratifié si et seulement si K  est bloc diagonale, à une permutation des lignes et 

des colonnes prés;  

4. Si 1U  est une matrice unitaire, la matrice 1 1U KU 
 a les mêmes valeurs propres que .K  Il existe 

donc un plan déterminantal qui lui est associé. Parmi les transformations unitaires, les rotations 

s’avèrent utiles pour définir des heuristiques d’optimisation (Loonis et Mary, 2019).  

 

3.4.2 Une famille de plans déterminantaux de taille fixe et de probabilités 

d’inclusion quelconques fixées a priori : la famille P  
 

Loonis et Mary (2019) rappellent que le plan poissonnien est déterminantal alors que le plan aléatoire 

simple ne l’est que dans les cas = 1n  et = 1.n N   Les auteurs fournissent des exemples de plans détermi-

nantaux à probabilités d’inclusion constantes. Ils construisent une famille de plans déterminantaux de taille 
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fixe et de probabilités d’inclusion quelconques fixées a priori. Dans la mesure où elle réapparaîtra dans des 

contextes variés dans les parties suivantes, nous présentons plus précisément, dans cette partie, les propriétés 

des plans associés à cette dernière famille. 

Soit   un vecteur de ]0,1[ ,N  tel que *

=1
= , .

N

kk
n n  N  Loonis et Mary (2019) mobilisent un résultat 

de Kadison (2002) pour exhiber une formule explicite des coefficients d’une matrice de projection réelle 

P  de diagonale   (tableau 3.1). Le plan déterminantal associé à cette matrice est de taille fixe et de 

probabilités d’inclusion .  La formule s’appuie sur les entiers rk  ( =1, , 1)r n …  tels que 
1

=1
<rk

kk
r


  

et 
=1

,rk

kk
r   les réels 

1

=1
= r

r

k

k kk
r


   et r

r

 tels que  

 
= 1

( )
= ,

(1 ) (1 ( ))

j j j

j j j

r
k k kr

r
j r k k k

 


 






 

   
   

pour < ,r r =1r
r


 autrement. 

 
Tableau 3.1 

Coefficients klP  de :P < .k l  
 

 l  
k  1= rl k   1< <r rk l k   

1< <r rk k k   
(1 )

1 )
rl l

k r

l










 r
k l r

   

= rk k  
(1 ) (1 ) ( )

1 1 ( )
rl l k k k
r

l k k

 


 
   


   

 
(1 ) ( )

1 ( )
rk k k

l r

k k





  

 
  

 

 
La connaissance des coefficients klP

 permet de déduire de l’information sur les probabilités d’inclusion 

d’ordre supérieur à 1 du plan DSD( ) :P  

1. Si { , }k l  est un élément de 
2

1] , [r rk k   alors = 0kl  puisque = ;kl k lP    

2. Si | |k l  est grand 0klP   et kl k l    est maximale sous la contrainte de Sen-Yates-

Grundy;  

3. Si 1] , [,r rj k k = ,rk k 1] , [r rl k k   alors = 0;jkl  

4. Si il existe des entiers 1, , Hr r…  tels que 
=1

= , = 1, , ,rh
k

k hk
r h H …  alors le plan DSD( )P

 est 

stratifié selon les strates 
1

] , ];
h hr rk k


 

5. Si n  divise N  et que = ,k n N  alors DSD( )P
 est le plan 1-per-stratum. Il sélectionne un 

individu dans chacun des n  groupes de taille N n  pris consécutivement dans la population : les 

N n  premiers, et ainsi de suite.  
 

L’exemple 3.1 illustre certaines de ces propriétés et montre également que la construction de P
 dépend 

de l’ordre des individus.  
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Exemple 3.1 Construction de P  et P  pour = 7,N = 4n  et  3 3 31 1 2 4
2 4 4 5 5 5 5= , , , , , , .


   est le 

vecteur des probabilités triées de manière décroissante :  3 3 34 1 2 1
5 4 4 5 2 5 5= , , , , , , . 

 

 

1 1 1
0 0 0 0

2 2 2 2 2

1 3 1
0 0 0 0

4 42 2

1 1 3
0 0 0 0

4 42 2

1 2 2 2
0 0 0( ) : = ,

5 5 5 3 5 3

2 2 2 2 2
0 0 0

5 5 5 3 5 3

2 2 2 3 2
0 0 0

5 55 3 5 3

2 2 2 4
0 0 0

5 55 3 5 3

a P

 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

  

 

4 1 1 3 1 2 1 2

5 15 72 5 2 5 5 7 210 15 7

1 3 1 3 1 1 1

4 42 5 2 35 2 42 3 35 3 70

1 1 3 3 1 1 1

4 42 5 2 35 2 42 3 35 3 70

3 3 3 3 1 2 2
( ) : =

5 15 155 7 2 35 2 35 30

1 1 1 1 1 2 1

2 15210 2 42 2 42 30 15

2 1 1 2 2 2 2

15 15 5 515 7 3 35 3 35

1 2 1 1 2 1 2 1

15 7 15 5 53 70 3 70 15

b P

 


    



    



 

   


 


  




.









 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

Si l’ordre initial de la population, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}  correspond au vecteur ,  alors le plan détermi-

nantal associé à P

 s’applique à la population dans l’ordre (7, 2, 3, 6,1, 5, 4)  (ou (7, 3, 2, 6,1, 5, 4)).  En 

lien avec les propriétés précédentes, on constate que 1 2 3 = 2.    Le plan déterminantal associé à 

P
 est bien stratifié selon les strates (1, 2, 3)  et (4, 5, 6, 7).  On a par exemple 25 = 0P

 et 25 2 5=     
2

25 2 5= ,P    d’après (3.2). Le plan associé à P

 n’est pas stratifié, car il n’est pas possible de réorga-

niser les lignes et les colonnes de cette matrice de manière à obtenir une matrice bloc diagonale. Les plans 

associés à P
 et P

 sont différents, même à une permutation près des lignes et des colonnes.  
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Nous concluons cette partie par deux résultats nouveaux concernant les matrices .P  Le premier fournit 

une base de vecteurs propres de .P  Cette base peut être utilisée en entrée de l’algorithme de Lavancier 

et coll. (2015).  

 
Algorithme 3.1 (Construction de ,

N  base de vecteurs propres orthonormés de )P  
 

1. Poser 0 = 0.k  Définir les entiers rk  ( =1, , 1)r n …  tels que 
1

=1
<rk

kk
r


  et 

=1

rk

kk
r   et les 

réels 
1

=1
= ;r

r

k

k kk
r


   

 

2. pour tout ,k U  calculer ks  et kc  tels que :   

- si il existe r  tel que = ,rk k
1

1
= kr

r kr
ks 




  

- autrement pour 1< < ,r rk k k  1

=1
1

= k

k

ii

k
r

s 



  



  

- 2= 1 ,k kc s   pour tout ;k  
 

3. Construire ,N  matrice de taille ( )n N  dont tous les coefficients sont nuls sauf en 

( 1, 1)rr k   (pour = 0, , 1)r n …  où ils valent 1.  Soit k  la colonne k  de ;N  
 

4. Mettre à jour par étape les colonnes de N  comme suit, pour =1, , 1 :k N …    

(a) Calculer 1 1= k k k kC s c     

(b) Calculer 2 1= k k k kC c s     

(c) Remplacer respectivement k  et 1k   par 1C  et 2 ;C  
 

5. = N NK   


 est telle que = ,NK H P   où NH  est une matrice symétrique réelle dont les 

termes diagonaux valent 1 et non diagonaux valent 1 ou 1.  N


 est une base orthonormée de 

vecteurs propres de ;K   
 

6. La matrice proposée par Loonis et Mary (2019) correspond au choix systématique de   dans les 

choix   de l’étape 2 précédente. Un autre choix conduit aux mêmes coefficients que ceux du 

tableau 3.1, au signe près. Quels que soient les choix, pour un vecteur   donné, toutes les 

matrices K  ont les mêmes probabilités d’inclusion simple et double.  

 

Le second résultat nouveau, ci-après, montre que la matrice P  garantit la plus faible variabilité, parmi 

les plans déterminantaux, du nombre d’unités échantillonnées dans les domaines de la forme = {1, , }kD k…  

pour =1, , .k N…  Cette propriété d’optimalité de la famille P  est l’une de celles sur lesquelles s’appuiera 

la conjecture 6.1.  

 

Théorème 3.1 Soit   un vecteur de ]0,1[N
 tel que 

*

=1
=

N

kk
n  N  et P

 la matrice de Loonis et Mary 

(2019). Soit kP
 la sous-matrice principale d’ordre k  de ,P = 1, , ,k N…  et =1= { }k k n

j j   le vecteur de 

ses valeurs propres strictement positives, complétées le cas échéant par des 0 de manière à être de taille ,n  

alors : 
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1. =1= { }k k n
j j   est composé de la valeur propre 1 avec une multiplicité 

=1
,

k

ss
 
   de la valeur 

propre  =1

k

ss
  avec une multiplicité 1 et de la valeur propre 0 avec une multiplicité 

=1
1,

k

ss
n    

   où x   et { }x  désignent les parties entière et décimale de .x  
 

2. Soient DSD( )KS∼  de probabilités d’inclusion données par , kD  le domaine = {1, , }kD k…  

et kDS  le nombre aléatoire d’individus de S  qui sont dans ,kD  alors, pour tout :k  

 
=1 =1s.c.diag( )=

Min var ( ) = 1 .
k k

k s s
K

s sK

D


    
       

    
 S   

Pour tout ,k  le minimum est atteint, en particulier, pour = .K P  

 
4. Construire tous les plans de sondage déterminantaux de 

probabilités d’inclusion simple fixées 
 
4.1 Introduction 
 

La méthode de Fickus et coll. (2013) permet de construire toutes les matrices hermitiennes de diagonale 

et de spectre donnés. Elle fournit pour chacune d’entre elles une base de vecteurs propres orthonormés. La 

méthode est qualifiée par les auteurs eux-mêmes de non triviale. L’objectif de cette partie n’est pas de 

comprendre l’ensemble du procédé. Nous cherchons à en comprendre les grandes lignes, à en identifier les 

paramètres ainsi que les contraintes qui s’appliquent à eux. Nous reformulons ces dernières afin de parvenir 

à une paramétrisation impliquant des paramètres indépendants entre eux. Cette partie est technique. Elle 

permet de justifier et de comprendre les notations des théorèmes 5.1 et 5.2, qui introduisent une nouvelle 

propriété des matrices P  et une nouvelle famille de matrices de projection à diagonale fixée, dont on 

connaît explicitement les coefficients.  

Compte tenu de notre sujet, nous nous limitons au cas des matrices hermitiennes contractantes, dont la 

diagonale est   et le spectre, ,N  est un élément connu de ]0,1] ,M
 avec *.M N  La mobilisation de N  

peut paraître moins intuitive aux statisticiens que celle de .  Dans la pratique, sous réserve que 
*

=1
= ,

N

kk
n  N  le choix naturel sera =M n  et =1 .N n  Il conduit à des matrices de projection 

orthogonale et donc à des plans déterminantaux de taille fixe.  

 

Remarque 4.1 Un point important est que l’algorithme ne construit directement que des matrices dont les 

termes diagonaux sont ordonnés de manière décroissante. Il pourra construire directement la matrice (b) 

de l’exemple 3.1 mais pas la matrice (a) du même exemple. Pour cette dernière, l’algorithme fournira la 

matrice de l’exemple 4.1. Les deux matrices sont les mêmes à une permutation   près de leurs lignes et 

de leurs colonnes. Les propriétés des plans associés sont les mêmes, mais pour une population triée 

différemment.  
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Dans la suite, nous supposons que la population est triée de telle sorte que les probabilités d’inclusion 

sont données par le vecteur .  Les matrices que l’on cherche à créer sont notées , , .
NM

NK   
 

Exemple 4.1 L’algorithme de Fickus et coll. (2013) pourra construire la matrice P  de l’exemple 3.1 à 

une permutation près. Il fournira la matrice K  telle que :  

 

4 2 2 2
0 0 0

5 5 5 3 5 3

3 1 1
0 0 0 0

4 4 2

1 3 1
0 0 0 0

4 4 2

2 3 2 2 2
0 0 0= = ,

5 5 5 3 5 3

1 1 1
0 0 0 0

22 2

2 2 2 2 2
0 0 0

5 55 3 5 3

2 2 2 1
0 0 0

5 55 3 5 3

K P   

 
 

 
 

 
 
 

 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  

où 


 est une matrice de permutation, qui transforme   en .  Si DSD( )P  s’applique à la population 

indicée par (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7),  alors DSD( )K  s’applique à la population dans l’ordre (7, 2, 3, 6,1, 5, 4)  

(ou (7, 3, 2, 6,1, 5, 4)  puisque la valeur 3 4  apparaît deux fois dans les probabilités d’inclusion). Les plans 

DSD( )P  et DSD( ),K  appliqués à la même population, selon un ordre adapté, sont équivalents.  

 

4.2 Une construction séquentielle de sous-matrices principales 
 

Fickus et coll. (2013) créent séquentiellement toutes les matrices carrées , , NM
kK   de taille ( ),k k  

= 1, , ,k N…  qui sont sous-matrices principales d’ordre k  d’au moins une matrice du type , , .
NM

NK   

L’algorithme se met sous la forme : 

 
, ,

, , , , 1
1 1= ( ), = , = 2, , ,

N

N N
M

M M k k
k

k k

K b
K K k N

b


 


  

 
  

  


 


…


  

où kb  est un vecteur de taille 1.k   Ce vecteur kb  est construit de telle manière que le spectre de , , NM
kK   

soit égal à ,k  qui est un paramètre de la construction. La valeur de ce paramètre, choisie par le statisticien, 

doit être compatible avec un processus qui donne in fine, en = ,k N  une matrice , , NM
NK   ayant la 

diagonale 
 et le spectre N  souhaités initialement.  

À k  choisi, les auteurs montrent que différents kb  sont possibles. Ils introduisent en conséquence un 

second paramètre matriciel : 1,kV   de taille ( ),M M  qui traduit la variabilité des .kb  L’indice 1k   fait 

référence au fait que la structure de la matrice 1kV   dépend de 1.k   La nature des contraintes sur les 
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paramètres est explicitée dans la suite. La manière dont kb  se déduit de k  et 1kV   est présentée en détail 

en annexe (section A.5). L’exemple 4.2 illustre le fonctionnement de l’algorithme. 
 

Exemple 4.2 (Fonctionnement de l’algorithme) Dans l’exemple 4.1, nous avons = 4 = ,M n = 7.N  

Comme la matrice K  est une matrice de projection, il vient 7 4=1 .  D’après Fickus et coll. (2013), il 

existe deux séquences de paramètres multidimensionnels 6
=1{ }k

k  et 6
=1{ } ,k

kV  que l’on ne cherche pas à 

expliciter ici, et qui conduisent en 6 étapes à la matrice que l’on renomme 
44, , 1

7= .K K  
 Les premières 

sont : 

 

3

2

1

44, , 1
1

44, , 1
2

44, , 1
3

spectre=

spectre=

spectre=
2 3 4

1 2 3

4 2
0 0

4 5 5
0 0

4 3 15
0 0 0

4 3 15 4 4
0

1 335 4 4
0 00

1 3 4 44 0
4 4 2 3

0 0
5 5

V V V

K

K

K







  







 


  
                              
  
















4

44, , 1
4

spectre=

5

4V

K











 











   

Le passage de l’étape 1k   à k  dépend, dans la pratique, des paramètres k  et 1.kV   Un choix différent 

à une des étapes conduirait à une matrice finale différente mais toujours de projection et de diagonale .  
 

Remarque 4.2 Dans le cadre de la théorie des sondages, le vecteur k  paramétrise la variance de la taille 

de l’échantillon dans le domaine ={1, , },kD k …  d’après (3.5). Le terme ,kb  fonction de k  et 1,kV   

intervient dans l’expression des probabilités d’inclusion double et, in fine, dans celle de la variance de 

l’estimateur d’Horvitz-Thompson d’après (3.7).  

 
4.3 Reformulation des contraintes sur les paramètres vectoriels =1{ }k N

k  
 

Pour 1 1,k N    chaque spectre k  est soumis à deux types de contraintes. En tant que spectre d’une 

sous-matrice principale d’une matrice hermitienne, k  est soumis aux contraintes d’entrelacement de 

Cauchy (2.1) avec les vecteurs 1k   et 1.k   En tant que spectre d’une matrice hermitienne de diagonale 

1( , , ) ,k  …  k  vérifie le théorème de Schur-Horn (2.2). Fickus et coll. (2013) montrent que ce jeu de 

contraintes sera respecté si et seulement si, pour = 1, , 1,k N … = 1, , ,j M… [ , ],k k k
j j jA B   où les 

formules explicitant k
jA  et k

jB  sont fournies en annexe (équations (A.1) et (A.2), section A.3).  

Pour = ,k N  Fickus et coll. (2013) considèrent que N  est donné de manière exogène. En notant que, 

pour 
 fixé, les seules contraintes qui s’imposent à N  sont celles du théorème de Schur-Horn, nous 

montrons, que N  sera le spectre d’une matrice hermitienne de diagonale ,  si est seulement si pour 

= 1, , ,j M… [ , ],N N N
j j jA B   où les formules explicitant N

jA  et N
jB  sont fournies en annexe (proposi-

tion A.1, section A.4).  
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Une caractéristique de k
jA  et de ,k

jB  pour 1k N   et > 0,j  est que ces deux bornes ne sont fonction 

que de ,  1k   et de 1
=1{ } .k j

s s   De même, pour =k N  et > 0,j  N
jA  et N

jB  ne dépendent que de   et de 
1

=1{ } ,N j
s s   avec la convention 0 = 0,k  pour = 1, , .k N…  Ces remarques permettent d’introduire une nouvelle 

paramétrisation de l’ensemble des valeurs propres utilisées dans la méthode de Fickus et coll. (2013). 
 

Proposition 4.1 
 

1. En posant = ( ),k k k k
j j jk j jA B A    avec [0,1],jk   l’ensemble =

=1{{ } }k k N
k  des spectres des 

sous-matrices principales des matrices hermitiennes contractantes de diagonale ,  ayant M  

valeurs propres strictement positives, peut être paramétré par l’ensemble des matrices de taille 

( ),M N  dont les coefficients sont à valeur dans [0,1].  Une telle matrice est notée .  

2. Selon cette paramétrisation, la valeur propre k
j  n’est fonction que de   et de  

 1 1( 1) ( 1) 1( 1) ( 1) 1{ , , , , , , , , , , , , }.N MN N M N k M k k jk          … … … … …   

3. La valeur = 0jk  (resp. = 1)jk  conduit à la plus petite (resp. grande) valeur k
j  possible, 

conditionnellement à :  

 1 1( 1) ( 1) 1( 1) ( 1) 1 ( 1){ , , , , , , , , , , , , }.N MN N M N k M k k j k           … … … … …   

4. La matrice ( )= 0 M N  (resp. ( )=1 )M N  conduit à retenir systématiquement la plus petite (resp. 

grande) valeur propre k
j  possible, conditionnellement à :  

 1 1( 1) ( 1) 1( 1) ( 1) 1 ( 1){ , , , , , , , , , , , , }.N MN N M N k M k k j k           … … … … …   

5. Si *

=1
= = ,

N

kk
M n   N  cette paramétrisation conduira à une matrice de projection pour toute 

matrice :  : ( ) =1 .N n   
 

On trouvera une mise en oeuvre de cette paramétrisation en annexe (section A.3). 

 
4.4 Reformulation des contraintes sur les paramètres matriciels 1

=1{ }k N
kV   

 

D’après Fickus et coll. (2013), la matrice kV  peut être choisie arbitrairement parmi les matrices vérifiant 

les contraintes :   

1. kV  est de taille ( );M M  

2. kV  est bloc diagonale;  

3. Le nombre de blocs de kV  est égal au nombre de valeurs propres distinctes de ;k  

4. La taille d’un bloc est égale à l’ordre de multiplicité de la valeur propre correspondante;  

5. Chaque bloc est unitaire quelconque.  
 

La paramétrisation des matrices 
1

=1{ }k N
kV 

 passe par celle des blocs qui les constituent et donc par celle 

de matrices unitaires. Nous n’avons pas identifié dans la littérature de paramétrisation aisément maniable 
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de ce type de matrices (Dita, 1982, 1994; Jarlskog, 2005; Spengler, Huber et Hiesmayr, 2010). Nous propo-

sons en conséquence une simplification. Nous considérons que chaque élément de k  est de multiplicité 1. 

Il en résulte que la matrice kV  est unitaire diagonale. Son ej  terme diagonal peut s’écrire = exp(2 ),k
jj jkV i  

avec jk  élément de [0,1].  L’ensemble des matrices 1
=1{ }k N

kV   peut ainsi s’obtenir à partir d’une matrice   

de taille ( ( 1)),M N   dont les coefficients sont indépendants et à valeur dans [0,1].  La ek  colonne de   

permet de construire la diagonale de .kV  
 

Exemple 4.3 Dans l’exemple 4.2, la matrice 2V  est construite à partir du spectre 2  de la matrice 
44, ,1

2 ,K   

qui a deux valeurs propres strictement positives : 3 4  et 4 5.  Comme = 4,M  on complète 2  par des 0 

pour qu’il soit de taille 4 et 2 = (0, 0, 3 4, 4 5) .   2V  a 3 blocs, de taille respective 2,1 et 1, correspondant 

aux multiplicités observées dans 2.  On a ainsi : 

 

12

222 2

simplification
32

42

exp(2 ) 0 0 00 0

0 exp(2 ) 0 00 0
= = .

0 0 exp(2 ) 00 0 0

0 0 0 exp(2 )0 0 0

ia b

ic d
V V

ie

if









  
  
   
  
  

   

  

La simplification ne porte pas à conséquence, car le bloc associé à la valeur propre 0 n’intervient pas 

en pratique dans les calculs de Fickus et coll. (2013). La simplification pourrait porter à conséquence si, 

pour un ,k  il y avait une valeur propre, de multiplicité supérieure à 1, dans l’intervalle ]0,1[.  Si   est 

aléatoire, avec chaque coefficient suivant une loi uniforme sur [0,1],  une intuition est que cet événement 

est de mesure nulle. On ne donne pas les valeurs des coefficients 32  et 42  qui ont conduit à 
44, ,1

3 .K   Pour 

les connaître, il faudrait utiliser la réciproque de Fickus et coll. (2013), dont le principe est présenté dans 

la version longue de l’article.  
 

Remarque 4.3 Dans l’algorithme de Fickus et coll. (2013), la nature de , , :
NM

NK   complexe ou réelle, 

dépend du choix des .kV  Si au moins une matrice kV  est complexe, , , NM
NK   sera complexe. Inversement, 

, , NM
NK   sera réelle si et seulement si toutes les matrices kV  sont réelles. Ce cas correspond, selon notre 

paramétrisation, à un choix de   à valeur dans 
( ( 1))1

2{0; ;1} .M N 
 

 

Remarque 4.4 Dans la suite, la notation ( , , )NK M  


 fera référence à une matrice hermitienne de 

diagonale   et construite selon la méthode de Fickus et coll. (2013) avec les paramètres ( , , ).M   La 

référence à N  est omise, puisque cette quantité est considérée comme un paramètre au même titre que les 

autres spectres.  

 

5. Les matrices ( , , )NK M  


 pour des valeurs particulières de   
 

5.1 Où l’on retrouve P  
 

La construction de P
 s’appuie, dans Loonis et Mary (2019), sur la modification séquentielle des 

colonnes d’une matrice de taille ( (= ) )M n N  à l’aide de matrices de rotations, qui sont par ailleurs des 
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matrices unitaires (algorithme 3.1). Cette approche correspond à l’esprit de la méthode de Fickus et coll. 

(2013). Pour autant, le formalisme des deux méthodes n’apparaît pas directement équivalent. Dans le 

théorème ci-après, nous précisons certains liens entre les deux approches. 
 

Théorème 5.1 Soit   un vecteur de taille ,N  tel que 0 < <1,k  *

=1
=

N

kk
n   N  et 1 k     … …  

.N  Pour toute valeur du paramètre ,  

 ( )( = , = 0 , ) = ( ) ,n N N
NK M n H P   
 

   

où ( = , = 0 , )n N
NK M n  


 est construite selon la méthode Fickus et coll. (2013), P  est la matrice 

définie par Loonis et Mary (2019) à partir du vecteur   et ( )NH   est une matrice hermitienne de taille 

( )N N  dont tous les termes diagonaux valent 1 et non diagonaux sont de module 1.  
 

Pour le point ( )b  de l’exemple 3.1, ce théorème indique que la méthode de Fickus et coll. (2013), avec 

les paramètres (4 10)( = = 4, = 0 ),M n   fournit directement la matrice ,P  à NH  près pour tout .  D’après 

ce théorème, le module des termes hors diagonale de ( = , = 0 , )n NK M n  


 ne dépend pas de ,  

puisqu’ils valent 2( ) ( ) = ( ) .N N
kl kl kl kl klP H H P P     

 En termes de sondages, la variance de ŷt  dépend des 

kl  et donc du module des klK   quand le plan est déterminantal, d’après (3.7). On en déduit que l’on n’a 

rien à attendre d’une modification du paramètre   pour modifier la variance obtenue à partir de .P  Cette 

caractéristique est très particulière parmi les matrices hermitiennes, et parmi les matrices de la famille .P  

Quand   est fixée, différente de ( )0 ,M N  on constate empiriquement que la variance des estimateurs est 

généralement affectée par des variations de .  
 

Remarque 5.1 Pour une matrice ,P  construite à partir d’un vecteur   quelconque, c’est-à-dire dont les 

coefficients ne sont pas nécessairement triés, il existe une matrice   qui conduit à P   


 avec la 

méthode de Fickus et coll. (2013). Il n’y a pas de raison, a priori, que   soit de la forme ( )0 .n N  C’est le 

cas notamment pour la matrice P  du point ( )a  de l’exemple 3.1 et sa version réordonnée donnée dans 

l’exemple 4.1. 

 

5.2 Où l’on découvre Q  
 

Le théorème ci-après montre qu’il est également possible de trouver une formulation explicite de 
( )( = , =1 , ),n NK M n  



 sauf pour quelques coefficients. 
 

Théorème 5.2 Soit   un vecteur de taille ,N  tel que 0 < <1,k
 

*

=1
=

N

kk
n   N  et 1 k     … …  

.N
 Soit =1 ={{ } }k n N

j j k n  une séquence de réels tels que = 1N n  et  

 
1

1 1

1
1

= = , , 1,

= , = 2, , , = , , 1.

k k
n k

k k
j j

k n N

j n k n N

 

 







  




 …

… …
 (5.1) 

On suppose que 
 est tel qu’une des deux conditions suivantes est vérifiée :   

• C1 : seuls 0 et 1 peuvent apparaître plusieurs fois dans les ,k = , , ,k n N…  
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• C2 : = ,k n N =1, , .k N…  
 

Pour toute valeur du paramètre ,  on a alors :  

 ( = , =1 , ) = ( ) ,n N NK M n H Q   
 

   

où ( )NH   est une matrice hermitienne de taille ( ),N N  dont tous les coefficients diagonaux valent 1 et 

non diagonaux sont de module 1. La matrice Q  est telle que :   

1. Pour ,k n k  donne les n  plus grandes valeurs propres de la sous-matrice principale d’ordre 

k  de ,Q  dont au plus n  sont strictement positives;  

2. Pour tout 2( , ) [ 1, ] :k l n N   

(a) sous 1:C  = ( mod );kl k lQ l k n   
  1  

(b) sous 2 :C  = ( ( 1) mod 2 );klQ n N l k ou k N N l n     1  

3. Sous 2,C  si n  divise ,N  les formules (5.1) et le point 1 sont vrais pour 0 < < ,k n  le point 2( )b  

est vrai pour k n  ou .l n  
 

La figure 5.1 donne un exemple de matrice Q  sous 1.C  Le tableau 5.1 montre l’organisation des 

spectres des sous-matrices principales de Q  en fonction de .  Les équivalents pour 2,C  y compris 

dans le cas n  divise ,N  sont fournis en annexe (section A.7).  

Pour 1,C  la contrainte sur les multiplicités, énoncée dans le théorème, implique que dans chaque colonne 

il y ait des valeurs différentes, sauf, éventuellement, pour les valeurs propres 0 et 1. Si tel n’est pas le cas, 

des difficultés de calcul inextricables apparaissent. Quand < ,k n  l’expression des valeurs propres est plus 

difficile à trouver. En conséquence, nous ne sommes pas parvenus à une formule explicite de certains 

coefficients des matrices Q  en fonction de ,  sauf sous 2C  et n  divise .N  

 
Figure 5.1 Q  sous 1C  pour = 2,n = 8.N  

 

3 3 5 3 7

4 4 6 4 8

5 3 5 5 7

6 4 6 6 8

7 3 7 5 7

2

8 4 8

1

6 8

= .

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

Q

        
 






    

    

 



      


  
 
  





 
 
  
 



 





   

  




   

 

   

    

 







  

    

    

   

  



 

  

Le signe   indique que l’on ne connaît pas la formule explicite du coefficient concerné. 
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Tableau 5.1 

Valeurs propres k

j  des sous-matrices principales de ,Q  pour = = 5,n M = 11, , .k N N …  
 

k  

N-11 N-10 N-9 N-8 N-7 N-6 

10 51 N N N          
9 41 N N     8 31 N N     7 21 N N     6 11 N N     51 N N    

9 41 N N     8 31 N N     7 21 N N     6 11 N N     51 N N    41 N   

8 31 N N     7 21 N N     6 11 N N     51 N N    41 N   31 N   

7 21 N N     6 11 N N     51 N N    41 N   31 N   21 N   

6 11 N N     51 N N    41 N   31 N   21 N   11 N   

N-5 N-4 N-3 N-2 N-1 N 

41 N   31 N   21 N   11 N   1 N  1 

31 N   21 N   11 N   1 N  1 1 

21 N   11 N   1 N  1 1 1 

11 N   1 N  1 1 1 1 

1 N  1 1 1 1 1 

 
6. Applications 
 
6.1 Les données 
 

Les échantillons des enquêtes de l’Insee auprès des ménages sont généralement sélectionnés selon un 

plan à deux degrés, quand le mode de collecte est le face-à-face. Au premier degré sont sélectionnées des 

unités primaires (UP) au sein desquelles sont ensuite sélectionnés les ménages à enquêter. Les unités 

primaires sont constituées par des regroupements de communes proches, les plus petits possibles, ayant un 

minimum de 2 000 résidences principales. Le tirage des unités primaires est stratifié selon les 22 anciennes 

régions métropolitaines. Nous nous intéressons ici au seul tirage du premier degré des unités primaires dans 

la région Provence-Alpes-Côte d’Azur. Elles sont au nombre de = 148N  et sont décrites par des variables 

auxiliaires donnant, pour chaque UP, la population totale par sexe, âge, le montant total de certains revenus 

ou le nombre total de logements par catégories (vacants, résidences secondaires...). Les probabilités 

d’inclusion sont proportionnelles au nombre de résidences principales des unités primaires. 

 
6.2 Une borne inférieure pour la variance des estimateurs dans le cas 

déterminantal ? 
 

Quand un plan de sondage est de taille fixe, la variance des estimateurs, donnée par (3.6), se met sous la 

forme particulière : 

 

2

1ˆvar ( ) = .
2

k l
y kl

k l k k l

y y
t

 

 
   

 
  (6.1) 

Dans le cas déterminantal, (3.7) devient :  
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2

21ˆvar ( ) = | | .
2

k l
y kl

k l k kk ll

y y
t K

K K

 
 

 
  (6.2) 

La variance déterminantale sera faible si le module de klK  est faible pour les valeurs des k kky K  

éloignées de celles de .l lly K  En supposant que la population est triée selon = ,k k k kky y K  cette 

situation s’observe pour la matrice P  puisque l’on a, pour | |k l  grand, kl k l    et donc 2| | =klK  

0k l kl     (voir section 3.4.2). Des résultats empiriques de Loonis et Mary (2019) suggèrent que les 

matrices ,P  construites sur une population triée par ,k ky   ont de bonnes performances en termes de 

variance. Les théorèmes 3.1 et 5.1 montrent par ailleurs que les matrices P  jouissent de propriétés 

particulières parmi l’ensemble des matrices de projection de diagonale fixée, même si, dans le cas du 

théorème 5.1, la portée est limitée aux diagonales de la forme .  

Dans cette partie, nous caractérisons les performances des plans associés à P  parmi l’ensemble des 

plans déterminantaux de taille fixe et de probabilités d’inclusion .  Nous nous limitons au cas des noyaux 

réels. Pour cela, nous procédons à l’expérience suivante : 

• Nous créons des sous-populations emboîtées de taille = 20, 40, 60, 80,100,120N  associées à des 

échantillons de taille = 3, 6, 9,12,15,18.n  

• Nous considérons 3 variables auxiliaires, donnant respectivement le montant total des salaires, 

les nombres de locataires et de propriétaires.  

• Pour chaque variable, chaque population et taille d’échantillon : 

- Nous minimisons (6.2), en ,K  parmi les matrices de projection réelle de diagonale .  Nous 

utilisons des algorithmes d’optimisation sur variétés (Absil et coll., 2009; Boumal et coll., 

2014). Nous présentons succinctement en annexe (section A.8) les grands principes de ces 

procédures.  

- Nous calculons (6.2) pour une matrice = ,q qx x
K P  où qx

P  a été construite sur une population 

ayant été triée au préalable par les valeurs de .q
k kx   

 

La figure 6.1 montre que le nuage de points obtenu en croisant les deux valeurs précédentes, pour chaque 

variable et chaque taille d’échantillon, est aligné sur la première bissectrice. Nous en déduisons empirique-

ment que la variance obtenue avec qx
P  correspond à un minimum de la variance de ˆ ,qx

t  parmi les plans 

déterminantaux. La démonstration de ce résultat, ou sa réfutation, semble hors d’atteinte. Nous proposons 

en conséquence la conjecture 6.1 ci-après. 
 

Conjecture 6.1 Soient y  une variable positive et   un vecteur de ]0,1[N
 tel que 

*

=1
= .

N

kk
n  N  Soit 

P  un plan de sondage déterminantal de probabilités d’inclusion = ,k k  = 1, ,k N…  et ŷt  l’estimateur 

d’Horvitz-Thompson du total yt  de y  sur ce plan. Sans perte de généralités,   et y  sont tels que 

1 1 ,k k N Ny y y      … …  alors :  

 1 1ˆvar ( ) [( ) ] ,y Nt y D I P P D y   
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où 1 1[( ) ]Ny D I P P D y   
    est la variance de ŷt  obtenue avec le plan DSD( ),P  avec P  matrice 

de Loonis et Mary (2019).  

 
Figure 6.1 Comparaison, pour trois variables auxiliaires et 6 tailles de population, des coefficients de variation 

(CV) pour des variances obtenues par minimisation de (6.2) en K  et pour une matrice qx
P  triée 

selon les valeurs de .q
k kx   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dans la configuration classique d’un plan de taille fixe à probabilités d’inclusion constantes, la 

conjecture précédente permet de retrouver des interprétations intuitives, quand n  divise .N  

D’après la section 3.4.2, si =k n N  et que n  divise ,N P  est bloc diagonale avec n  blocs identiques. 

Les coefficients de chaque bloc de taille ( )N n N n  valent tous .n N  Le plan associé consiste à 

sélectionner 1 individu dans chacune des n  strates de taille .N n  Après tri selon les valeurs de ,y  la 

première strate 1U  regroupe les N n  premiers individus, la deuxième 2U  les N n  suivants et ainsi de 

suite. L’application des formules de la variance de l’estimateur d’Horvitz-Thompson pour un plan stratifié 

(Särndal, Swensson et Wretman, 2003) conduit à ce que la borne inférieure vaudra dans ce cas :  

 
2

1 1 2

2
=1

[( ) ] = 1 ,
h

n

N yU
h

N n
y D I P P D y S

n N
   
 

 
  

 
    

où 2 2= ( )
h hyU yUS N N n   et 2

hyU  est la variance de y  dans la strate .hU  

Si le total que l’on souhaite estimer est le nombre cN  d’individus qui ont une caractéristique c  donnée, 

la variable sous-jacente y  vaut 1 si l’individu possède la caractéristique et 0 autrement. Après tri selon cette 

de la population selon cette variable, dans 1n   strates, la variance de y  sera nulle, puisque y  vaudra 

                           2,5                     5,0                     7,5                   10,0 
                                        100*CV (minimisation) 

10,0

7,5

5,0

2,51
0

0
*C

V
 

 t
ri

ée
 p

ar
 

 



Techniques d’enquête, décembre 2023 465 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

toujours 0 ou toujours 1. Dans une seule strate, il y aura cr  valeurs 1, où cr  est le reste de la division 

euclidienne de cN  par ,N n  et cN n r  valeurs 0. La borne inférieure vaut alors ( ).c cr N n r  

 
7. Conclusion 
 

Dans cet article, nous proposons une paramétrisation maniable des noyaux des plans de sondage 

déterminantaux. Nous montrons que la famille ,P  initialement construite par Loonis et Mary (2019) avec 

pour seul objectif de disposer d’un exemple de plan déterminantal de taille fixe à probabilités d’inclusion 

simple données, se révèle avoir des propriétés statistiques inattendues. Pour tout = 1, , ,k N…  elle minimise 

la variabilité de la taille de l’échantillon qui tombe dans le domaines = {1, , }kD k…  (théorème 3.1). Elle 

est directement liée à une valeur très particulière du paramètre   dans la construction de Fickus et coll. 

(2013) (théorème 5.1). Enfin, elle apparaît empiriquement comme solution d’un problème de minimisation 

de la variance de l’estimateur d’Horvitz-Thompson (section 6.2). Cette ubiquité conduit à conjecturer que 

la borne inférieure de la variance de l’estimateur d’Horvirtz-Thompson, parmi les plans déterminantaux, 

s’exprime en fonction de P  (conjecture 6.1).  

Ces résultats sont obtenus au prix d’une complexité théorique ou informatique, qui peut paraître 

stimulante ou déroutante. Des ponts ont été jetés entre la théorie des sondages et d’autres domaines tels que 

les probabilités, l’algèbre ou celui de l’optimisation semi-définie. Ces ponts peuvent être sources de 

nouveaux travaux théoriques. Les concepts et méthodes utilisés ne font pas partie cependant de l’outillage 

quotidien du statisticien d’enquête des instituts publics, y compris pour l’auteur initialement. Un des enjeux 

pour le développement des travaux autour des plans déterminantaux se situe ainsi dans la pédagogie, qui 

peut passer par la mise à disposition de programmes R  rendant concrets les différents résultats. Une autre 

piste est de se focaliser dans l’avenir sur des applications plus pratiques. Á ce titre, le sondage indirect, la 

recherche d’estimateurs alternatifs à celui d’Horvitz-Thompson ou l’échantillonnage spatial semblent être 

des domaines prometteurs. 
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Annexe 
 

A.1 Plans déterminantaux et ordre de la population 
 

Les questions d’ordre de la population reviennent souvent dans l’article. Nous proposons ci-après un 

résumé des différents résultats ainsi que des éléments pour aider à leur interprétation. Nous rappelons dans 
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premier temps que l’échange de deux lignes (ou deux colonnes) d’une matrice carrée conduit à multiplier 

par 1  son déterminant. 
 

1. Les plans déterminantaux ne dépendent pas de l’ordre de la population. Nous considérons 

une population = {1, , }U N…  et un plan déterminantal DSD( ).K  Trier U  revient à lui appliquer 

une permutation, dont la matrice est notée .  Le plan DSD( )K  sur U  est alors équivalent au 

plan DSD( )K   sur la population triée. Cette propriété résulte du fait que l’on applique un 

nombre pair d’échanges de lignes et de colonnes à la matrice .K  On ne change donc pas les 

déterminants des matrices extraites.  

2. Un algorithme de construction de noyaux particuliers peut dépendre de l’ordre des unité. 

C’est le cas pour les matrices .P  Deux ordres différents de la population conduiront à deux 

matrices 1P  et 2 .P  En général, il n’existera pas de matrice de permutation telle que 1 =P  

2 .P   Les plans 1DSD( )P  et 2DSD( )P  ne sont pas équivalents. La remarque précédente 

s’applique cependant pour chacun d’eux.  

3. L’algorithme de Fickus et coll. (2013) ne dépend pas de l’ordre. Soit K  une matrice 

hermitienne contractante. Pour des raisons numériques, l’algorithme de Fickus et coll. (2013) 

construira la matrice = ,K K  
   où   transforme   en .  Pour retrouver la matrice 

d’origine, il suffit de prendre = .K K  
   

4. Le lien entre l’algorithme de Fickus et coll. (2013) et la famille P  vient du fait que =P  
( )( , 0 , ),n NK n   à une matrice ( )NH   près. Le théorème 5.1 ne dit pas que l’on a = ( ,P K n 



 
( )0 , ) ,n N    pour tout ,  même à une matrice NH  près. En revanche, il existe bien des 

paramètres inconnus tels que = ( , , ) .P K n      
   

5. La borne inférieure de la conjecture 6.1 est une matrice P  construite sur une population triée 

de telle manière que 1 1 .k k N Ny y y      … …  

 
A.2 Les programmes 
 

Les applications et les simulations de cet article ont, pour la plupart, été obtenues à partir de programmes 

SAS. Nous mettons progressivement à disposition, de manière expérimentale, leur retranscription en R  sur 

le Lab de l’Insee à l’adresse :  

https://github.com/InseeFrLab/Determinantal-Sampling-Designs.  

En particulier, seront progressivement disponibles :   

1. La matrice P
 et une base de vecteurs propres construite avec l’algorithme 3.1;  

2. La matrice ( , , )K M  


 construite en suivant la méthode décrite en section A.5 et une base de 

vecteurs propres telle qu’obtenue en toute fin de l’algorithme A.2;  
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3. L’algorithme de sélection de Lavancier et coll. (2015) afin de sélectionner des échantillons selon 

les plans déterminantaux associés aux noyaux définis aux points précédents.  
 

On trouvera des programmes pour des points non abordés ici, comme la réciproque de (Fickus et coll., 

2013) ou la construction de plans déterminantaux périodiques à probabilités d’inclusion constante, tels que 

décrits dans Loonis et Mary (2019). À la même adresse, nous mettons à disposition une version longue de 

cet article. Elle présente de manière plus détaillée les plans déterminantaux et fournit les démonstrations de 

l’algorithme 3.1, des théorèmes 3.1, 5.1, 5.2 ainsi que de la proposition A.1. 

 
A.3 Construire la séquence = 1

=1{ }k k N
k   à partir de   

 

D’après Fickus et coll. (2013), on peut choisir arbitrairement k
j  dans l’intervalle [ , ],k k

j jA B  avec 

 
1

1 1
1 1

=1 =1

= max , ,
j j

k k k k
j j s s k

s s

A   


 
 

 
  

 
    (A.1) 

 
11

1 1

= , ,
= 1 = =1

= min , min ,
jk i

k k k k
j j s s s

i j M
s M i s j s

B   


 

 

   
    

   
  

…
 (A.2) 

pour =1, , 1,k N … = 1, ,j M…  et où 0 = 0k  et, par convention, les sommes sur des ensembles vides sont 

égales à 0.  

Nous exposons ici comment construire la séquence = 1
=1{ }k k N

k   à partir des formules (A.1) et (A.2) et de 

la proposition 4.1. Le vecteur ,  de taille = 10,N  est tel que 6(11 )

10*11= ,k
k

 = 1, ,10k …  et 
=1

= 3.
N

kk
   

Nous choisissons = 7M  et fixons la valeur de 10  à  3 3 3 3 6 6 6
10 10 10 10 10 10 10, , , .


 La matrice   est de taille 

(7 10).  Nous choisissons que tous ses coefficients valent 0,5 pour les 9 premières colonnes, qui sont celles 

qui interviennent dans les calculs de 
9

=1{ } .k
k  La tableau A.1 donne le résultat final pour cette séquence de 

valeurs propres. Nous montrons ensuite comment parvenir à la valeur particulière 357 704  pour 
5
5 .  

D’après la proposition 4.1, cette valeur résulte du calcul 5 5 5 5 5
5 5,5 5 5 5 5( ) = 0,5 ( )A B A A B    avec 

5
5 =A  

219 400  et 
5
5 = 909 1760.B  La tableau A.2 montre comment on parvient à 

5
5 = 219 400A  en appliquant la 

formule (A.1). La tableau A.3 montre comment parvenir à 
5
5 = 909 1760B  en appliquant la formule (A.2). 

La logique étant la même, nous ne montrons pas comment appliquer les formules de la proposition (A.1), 

qui permettraient de construire 10  à partir de la dixième colonne de .  Nous précisons cependant que les 

valeurs de cette dernière colonne ne sont pas nécessairement égales à 0,5. 
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Tableau A.1 

Valeurs finales de .k

j   
 

 k 
j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 
3

22
 

12

55
 

3

11
 

3

10
 

2 0 0 0 0 0 
93

440
 

111

440
 

63

220
 

3

10
 

3

10
 

3 0 0 0 0 
213

880
 

3

11
 

129

440
 

3

10
 

3

10
 

3

10
 

4 0 0 0 
927

3 520
 

501

1 760
 

261

880
 

3

10
 

3

10
 

3

10
 

3

10
 

5 0 0 
5 583

14 080
 

669

1 408
 

357

704
 

909

1 760
 

21

40
 

6

11
 

63

110
 

3

5
 

6 0 
13 623

28160
 

909

1 760
 

477

880
 

3 969

7 040
 

2 001

3 520
 

63

110
 

129

220
 

3

5
 

3

5
 

7 
6

11
 

15 561

28160
 

7 881

14 080
 

4 041

7 040
 

4 113

7 040
 

2 073

3 520
 

261

440
 

3

5
 

3

5
 

3

5
 

Total 
6

11
 

57

55
 

81

55
 

102

55
 

24

11
 

27

11
 

147

55
 

156

55
 

162

55
 3  

k  
6

11
 

27

55
 

24

55
 

21

55
 

18

55
 

3

11
 

12

55
 

9

55
 

6

55
 

3

55
 

 
Tableau A.2 

Comment obtenir 
5 5 5 3571
5 5 52 704

= ( ) =A B   dans la tableau A.1 ? Calcul de 5
5A  à partir de la formule (A.1). 

 

6
4  

5
6

=1
s

s

  
4

5

=1
s

s

  
6  b-c-d 5

5A  

(a) (b) (c) (d) (e) max( , )a e  

261

880
 

93 3 261 909

440 11 880 1 760
    

213 501

880 1 760
  

3

11
 

219

440
 

219

440
 

 
Tableau A.3 

Comment obtenir 
5 5 5 3571
5 5 52 704

= ( ) =A B   dans la tableau A.1 ? Calcul de 5
5B  à partir de la formule (A.2). 

 

i 6
5  

5

=8
s

s i

   
1

6

=5

i

s
s




  g-h-c 

 (f) (g) (h)  

5 
909

1 760
 

24 21 18

55 55 55
   0 

99

160
 

6 
909

1 760
 

27 24 21 18

55 55 55 55
    

909

1 760
 

261

440
 

7 
909

1 760
 

6 27 24 21 18

11 55 55 55 55
     

909 2 001
+

1 760 3 520
 

2 007

3 520
 

5
5

909 2 007 261 99 909
= min , , , = ,

1760 3 520 440 160 1760
B

 
 
 

5
5

1 219 909 357
= + =

2 440 1 760 704
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A.4 Expression des contraintes sur N  
 

Nous donnons ici une expression des contraintes s’appliquant à N  sous la même forme que celles 

s’appliquant aux 1
=1{ } .k N

k   La différence est que N  n’est soumis qu’au théorème de Schur-Horn.  

 

Proposition A.1 Soit   un vecteur de ]0,1[N  tel que 1 k N      … …  et 
=1

= .
N

kk
   Soient M  

un entier tel que M N    et N  un vecteur de ]0,1] .M  Il existe une matrice hermitienne semi-définie 

positive de diagonale   et dont les valeurs propres strictement positives sont données par N  si et 

seulement si :  

  1

1 =1

1 1

=1 =1

=1, , 1

[ , ], =1, ,

= max , ( )

= min

N N N
j j j

jN N N
j j ss

j M j iN
s sN s s

j
i M j

A B j M

A M j

B
i



  

 





   

 

 

   

     
  

   



  

…

…

 (A.3) 

où 0 = 0N  et par convention les sommes sur des ensembles vides sont égales à 0.  

 
A.5 La méthode de Fickus et coll. (2013) 
 

La méthode générale repose sur deux sous algorithmes permettant de construire les différentes quantités 

utilisées dans les équations (A.7) et (A.8). Pour un vecteur   donné, on suppose que l’on a fixé des valeurs 

aux paramètres , , ,M   ce qui a permis de construire les séquences =1{ }k N
k  et 1

=1{ } .k N
kV   Dans sa forme 

initiale, la méthode de Fickus et coll. (2013) dépend également d’une matrice unitaire quelconque 1U  de 

taille ( ).M M  Cette matrice n’influence pas directement les matrices finales. Elle influence seulement le 

choix de l’une de leur base de vecteurs propres. On prendra 1 = MU I  dans la pratique.  

 
Algorithme A.1 (Fickus et coll. (2013)) 
 

Pour = 2k  à ,N  

1. poser 
1

1 2= = {1, , };k kE E M …  

2. pour 1j   à ;M  

- si 
1

1 { },k

k k
j E

    où 
1

{ }k

k

E
  est l’ensemble des valeurs distinctes du sous vecteur de k  indexé 

par 1
kE  alors; 

• 
1 1

2 2= \{ },k kE E j 
 ( \  signifiant « privé de » ici);  

• 1 1= \{ }k kE E j  où 1
1= min{ | = };k k k

j jj j E   
   

 

3. construire 
1

2
kE 

 et 1 ,kE  complémentaires dans {1, , }M…  de 
1

2
kE 

 et 1 .kE  
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Algorithme A.2 (Fickus et coll. [2013]) 
 

1. Poser 1 1
1= u   où 1u  est la première colonne de 1;U  

2. pour = 2k  à :N  

- construire les ensembles 1 1
1 2 1 2, , , ,k k k kE E E E   tels que 1 1

1 1 2 2= = {1, , }k k k kE E E E M   …  et 
1 1

1 1 2 2= =k k k kE E E E     selon les principes de l’algorithme A.1  

- soit 1
1 2= card( ) = card( )k k

kr E E   

- soit 1 1= ( 1)1 krk kE M E    (resp. 1
2 ),kE   1 1= ( 1)1 kM rk kE M E    (resp. 1

2 ).kE   

- soit 1
k  (resp. 2 )k  l’unique permutation de {1, , }M…  croissante en 1

kE  et 1
kE  (resp. 1

2
kE   

et 1
2 )kE   et telle que 1 ( ) {1, , }k

kj r  …  pour tout 1
kj E  (resp. 1

2 ( ) {1, , }k
kj r   …  pour 

tout 1
2 ).kj E   Soit 1

k  (resp. 1
2 )k  les matrices de permutation associées.  

- soit 1
2 1

1

| |
= ( , )k k

k

k k k
r E E

R  

J  une matrice de taille ( 2)kr   où 1
2

1

| k

k

E
 

  (resp. 
1|
)k

k

E
  le vecteur extrait 

de 1k   (resp. )k  dont les rangs sont indexés par 1
2
kE   (resp. 1 )kE  et 

kr
J  désigne la matrice 

anti-diagonale de taille :kr  

 3

0 0 1

= 0 1 0

1 0 0

 
 
 
 
 

J   

- soit ,kv kw  deux vecteurs de taille kr  et kW  une matrice k kr r  telle que : 

 
1 2=1

=

1 1
=1

( )
=

( )

k

k

r k k
i ik i

i i r k k
i i i i
i

R R
v

R R




 










 (A.4) 

 
2 1=1

=

2 2
=1

( )
= ;

( )

k

k

r k k
i ik i

i i r k k
i i i i
i

R R
w

R R




 









 (A.5) 

 
[ 1]

.2 .1= ( ) ( );
k k

k k k k k
r rW e R e R v w

     (A.6) 

où [ 1]  désigne l’inverse matricielle au sens du produit de Hadamard.  

- poser  

 
1 1 1

2= ,
0

k

k

k k k k

M r

v
U V   



 
  

  



 (A.7) 

 
( , )1 1 1

2 1

( , ) ( , )

0
= ,

0

k k

k k k k

k
r M rk k k k k

M r r M r M r

W
U U V

I

  

  

 
  

  



 (A.8) 

et construire 
k  la matrice dont les colonnes sont les 

=
=1{ } .s s k

s   
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Le théorème de Fickus et coll. (2013) affirme que, pour = 2, , :k N…  

• kU  est une base de vecteurs propres orthonormés de k k 


 dont le spectre est ;k  

• = k k
kK  
 

 est une matrice hermitienne semi-définie positive dont la diagonale est 

1( , , )k  …   et dont les valeurs propres strictement positives sont données par .k  

 

Dans la pratique, nous sommes intéressés par le résultat en fin de processus, c’est-à-dire pour = .k N  

Dans ce cas, la matrice NK   a les propriétés souhaitées. Les auteurs démontrent, qu’en faisant varier les 

différents paramètres, on obtient toutes les matrices de diagonale fixée et de spectre .N  Réciproquement, 

toute matrice de ce type peut être construite selon cette procédure.  

On déduit de ces résultats qu’une base de vecteurs propres orthonormés de NK   est donnée par 
1
2 .N

N NU D



 



 Cette base peut être utilisée directement en entrée de l’algorithme de sélection de Lavancier 

et coll. (2015) dans le cas des matrices de projection, et moyennant une légère adaptation pour des plans 

déterminantaux de taille aléatoire (Loonis et Mary, 2019).  

 
A.6 Construire les éléments des algorithmes A.1 et A.2  
 

On montre ici comment obtenir les différentes quantités des algorithmes A.1 et A.2 à partir de l’exemple 

du tableau A.1 pour = 9k  et = 7.M  

 

8 9
2 1

8 9
2 1

= {1, 2, 5, 6} = {1, 4, 5, 7}

= {2, 3, 6, 7} = {1, 3, 4, 7}

E E

E E 
  

 9
9

12 3 129 3

55 11 220 5
0 0 0 1

63 3 6 63
0 0 1 0 220 10 11 110

= 9, = 4, = =
0 1 0 0 6 63 63 3

11 110 220 10
1 0 0 0

129 3 12 3

220 5 55 11

k r R

   
   
   

                               
    
   
   
   

  

 9
1

3 129 63 129 3 129 3 129

5 220 110 220 10 220 11 220
=

6 129 63 129 12 129

11 220 220 220 55 220

v

    
       

    
   

     
   

  

 8 9
2 1= {1, 4, 5}, = {2, 5, 6}E E    
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 8 9
2 1

1 1

2 1

3 2 3 2

4 3

6 3

7 4 7

6

1 5

2 5

= , = .4

5 7 5 6

6 7

4

 

       
       
       
       
       
       
       
       
       
       
       

  

On notera que 8
2  (resp. 9

1 )  est bien croissante en 8
2E  (resp. 9

1 ).E  Par ailleurs pour tout 8
2j E  (resp. 

9
1 ),j E  on a bien 8

2 ( ) {1, , }kj r  …  (resp. 9
1 ( ) {1, , }).kj r  …  Pour une permutation   donnée, la 

matrice associée est telle que :  

 
1 si ( )

=
0 autrement

ij

i j
 


  

 8 9
2 1

0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

= , = .0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

   
   
   
   
   

    
   
   
   
   
   

  

 
A.7 Matrices Q  pour = n N  

 
Tableau A.4 

valeurs propres 
k
j  des sous-matrices principales de ,Q  pour =k n N  et n  ne divise pas .N  Exemple de 

= 5n  et = 12.N  
 

k 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

0 0 0 0 
2

1
n

N
  

2
1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1 

0 0 0   
2

1
n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1 1 

0 0     1
n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1 1 1 

0       1
n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1 1 1 1 

n

N
       1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1 1 1 1 1 

 



Techniques d’enquête, décembre 2023 473 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Tableau A.5 

Valeurs propres des sous-matrices principales de ,Q  pour =k n N  et n  divise .N  Exemple de = 4n  et 

= 12.N  
 

k 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

0 0 0 
2

1
n

N
  

2
1

n

N
  

2
1

n

N
  

2
1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1 

0 0 
2

1
n

N
  

2
1

n

N
  

2
1

n

N
  

2
1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1 1 

0 
2

1
n

N
  

2
1

n

N
  

2
1

n

N
  

2
1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1 1 1 

2
1

n

N
  

2
1

n

N
  

2
1

n

N
  

2
1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1

n

N
  1 1 1 1 

 
 

Figure A.1 Q  sous 2.C  
 

(a) Cas général : n = 3, N = 10, k n N   

 
0 0 0

0 0 0

0 0

=

0

0 0 0

0 0 0 0

n N

n N

n N

Q
n N n N

n N n N

n N n N

n N n N

n N



       
 

       
       
 

   
   
 

   
   
 
    


  

(b) Cas particulier, n divise N : n = 2, N = 10, k n N   

 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0
= .

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

n N n N n N n N

n N n N n N n N

n N n N n N n N

n N n N n N n N
Q

n N n N n N n N

n N n N n N n N

n N n N n N n N

n N n N n N n N



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

Le signe   indique que l’on ne connaît pas la formule explicite du coefficient concerné. 

 
A.8 Optimisation parmi les matrices de projection réelles à diagonale fixée 
 

Nous cherchons à résoudre, parmi les matrices réelles de taille, ( )N N  un problème du type :  
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1 1

2
=1 2

=
( ) [ ( )] ( )

Min s.c. diag( ) =

= .
q

q qQ
N N N

K
q x

K K
x I K K I K I K x

K
t

K K

 


 










  
  

K  est une matrice de projection, il y a donc une base V  de vecteurs orthonormés de taille ( )N n  telle que 

=K VV   et = .nV V I  Il est possible de réécrire le problème sous la forme pénalisée :  

 
1 1

2
=1=

( ) [ ( )] ( )
Min Trace(( ) ( )).

q
n

q qQ
N N N

V
q xV V I

x I VV VV I VV I VV x
r VV D VV D

t

 

 


  





  
   

   

La pénalisation via la fonction trace a pour objectif que la diagonale de la matrice optimale soit bien 

égale à .  L’ensemble des matrices réelle V  telle que = nV V I  est une variété Grassmanienne. Le 

problème devient un problème pénalisé d’optimisation sur variétés pour lequel il existe des algorithmes et 

des logiciels performants de résolution, dès lors que la taille de la population reste raisonnable, autour de 

quelques centaines (Absil et coll., 2009; Boumal et coll., 2014; Townsend et coll., 2016). Pour le paramètre 

r  de pénalisation, nous avons pris = 10 ,ir  pour = 0, ,10i …  et retenu celui qui minimise, à l’optimum à i  

fixé, la fonction 10 Trace(( ) ( )).i VV D VV D      
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Prédiction conforme fondée sur le plan 

Jerzy Wieczorek1 

Résumé 

La prédiction conforme est une méthode allégée en hypothèses servant à générer des intervalles ou des ensembles 
de prédiction sans distribution, pour des modèles prédictifs presque arbitraires, avec une couverture d’échantillon 
fini garantie. Les méthodes conformes sont un sujet de recherche dynamique en statistique et en apprentissage 
automatique, mais ce n’est que récemment qu’elles ont été étendues aux données non échangeables. Dans le 
présent article, nous invitons les méthodologistes d’enquête à commencer à utiliser des méthodes conformes et à 
y contribuer. Nous introduisons la façon dont la prédiction conforme peut être appliquée à des données provenant 
de plusieurs plans de sondage complexes courants dans un cadre d’inférence fondée sur le plan pour une 
population finie, et nous faisons ressortir des lacunes où les méthodologistes d’enquête pourraient appliquer leur 
expertise de façon fructueuse. Nos simulations confirment empiriquement les garanties théoriques de la 
couverture d’échantillon fini, et notre exemple de données réelles démontre la façon dont la prédiction conforme 
peut être appliquée aux données d’enquêtes-échantillons complexes. 

 
Mots-clés : Prédiction conforme; apprentissage automatique; validation croisée; modélisation prédictive; plans de 

sondage complexes. 

 
 

1. Introduction 
 

Qu’est-ce que la prédiction conforme ? La prédiction conforme, aussi dite inférence conforme, est une 

famille de méthodes à usage général de construction d’intervalles de prédiction ou d’ensembles de 

prédiction, qui peuvent s’articuler autour de presque tout algorithme de modélisation prédictive. Plus parti-

culièrement, imaginons que nous avons ajusté une fonction ˆnf  à un ensemble de données d’entraînement 

( , )i iX Y  pour = 1, , ,i n…  qui nous permet d’effectuer une prédiction ponctuelle pour une valeur de réponse 

d’une nouvelle observation 1nY   quand ˆnf  est évaluée à la valeur de la covariable 1,nX   et que notre objectif 

est de rapporter un ensemble de prédiction de niveau 1   pour 1.nY   Supposons qu’il faille seulement que 

tous les 1n   des points ( , )i iX Y  soient un échantillon échangeable d’une certaine distribution commune 

,P  ainsi qu’un algorithme utilisé pour ajuster ˆ
nf  traite ces points symétriquement (ce qui exclut, 

par exemple, les algorithmes qui donnent plus de poids aux données plus récentes au fil du temps). (Une 

séquence de variables aléatoires est échangeable quand sa distribution de probabilité conjointe ne change 

pas si l’on permute les variables aléatoires. Plus précisément, une séquence 1 2, ,X X …  est échangeable si 

pour chaque n  et chaque permutation   de {1, , },n…  la distribution conjointe de (1) ( )( , , )nX X …  est 

identique à la distribution de 1( , , )nX X…  (Durrett, 2019). Pour donner des exemples d’échangeabilité, 

mentionnons les séquences indépendantes et identiquement distribuées, ainsi que l’échantillonnage aléatoire 

simple (avec ou sans remise).) Si c’est le cas, nous pouvons utiliser des méthodes standard de prédiction 

conformes pour construire ˆ ,nC  qui sont des intervalles de prédiction (pour un problème de régression) ou 

des ensembles de prédiction (pour un problème de classification), de sorte que 1 1
ˆ[ ( )] 1 ,n n nY C X    P  

où la probabilité est prise sur un échantillonnage répété de tous les 1n   points. À la section 2, nous 
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décrivons deux méthodes standard de prédiction conforme ainsi que l’intuition qui sous-tend leur 

fonctionnement. 

Bien qu’historiquement l’analyse des données d’enquête ait surtout été axée sur l’estimation et la mise 

à l’essai, la modélisation prédictive au moyen de données d’enquêtes-échantillons complexes n’est pas rare. 

En voici quelques exemples : Hong et He (2010) utilisent la Second Longitudinal Study on Aging (deuxième 

étude longitudinale sur le vieillissement, National Center for Health Statistics, 2016) pour ajuster un modèle 

prédictif qui peut servir à surveiller l’état de la mobilité fonctionnelle chez les personnes âgées. Kshirsagar, 

Wieczorek, Ramanathan et Wells (2017) utilisent les données de la Living Conditions Monitoring Survey 

de 2015 (Central Statistical Office, Zambie, 2015) pour construire un modèle de classification des ménages 

par niveau de pauvreté, à divers seuils de pauvreté. Krebs, Reeves et Baggett (2019) utilisent des données 

du Forest Inventory and Analysis (Bechtold et Patterson, 2005) pour construire des modèles de forêt 

aléatoire qui peuvent prédire la structure de la végétation de sous-bois, dans l’intention que ces modèles 

soient mis en œuvre dans le simulateur de végétation forestière (Crookston et Dixon, 2005). Dans chaque 

cas, on souhaite utiliser le modèle pour faire des prédictions au niveau de l’unité, et non pas seulement pour 

estimer les coefficients de régression ou les moyennes de population. Pourtant, à part Hong et He (2010), la 

plupart des auteurs de ces articles n’ont pas été en mesure de fournir des intervalles ou des ensembles de 

prédiction. 
 

Quel est l’intérêt pour les méthodologistes d’enquête ? Pour les praticiens, les analystes de données 

d’enquête qui élaborent des modèles prédictifs – comme ceux mentionnés ci-dessus – pourraient appliquer 

des méthodes conformes afin de fournir des intervalles ou des ensembles de prédiction fondés sur le plan 

de sondage (section 3). Ces intervalles ou ensembles de prédiction auraient une couverture garantie, même 

pour les nouveaux algorithmes d’apprentissage automatique. Les méthodes conformes n’ajoutent peut-être 

pas beaucoup de valeur à certaines méthodes antérieures comme la régression linéaire, qui a déjà des 

intervalles de prédiction gaussiens bien connus et qui a déjà été adaptée afin de tenir compte des plans de 

sondage complexes. En revanche, pour les méthodes plus récentes – comme les algorithmes de prédiction 

qui n’ont pas encore été adaptés pour fonctionner optimalement avec les plans de sondage ou les algorithmes 

non probabilistes qui ne s’accompagnent pas d’intervalles de prédiction « intégrés » comme les modèles de 

simulation de LeRoy et Schafer (2021) ‒, nous pouvons appliquer des méthodes de prédiction conforme qui 

garantissent une couverture fondée uniquement sur le plan de sondage. Les personnes qui recueillent et 

prétraitent les données d’enquête peuvent également trouver des utilisations de méthodes conformes, 

par exemple pour la prédiction de la non-réponse, l’imputation ou le nettoyage de données (section 5). 

D’un point de vue plus philosophique, les principes sous-tendant les méthodes conformes s’harmonisent 

avec l’inférence d’échantillonnage d’enquête complexe. a) Les méthodes conformes et de nombreuses 

méthodes fondées sur le plan de sondage fournissent des garanties de couverture d’échantillon fini exact, et 

non des garanties asymptotiques ou approximatives. b) Contrairement aux méthodes classiques fondées sur 

un modèle (comme les intervalles de prédiction des erreurs gaussiennes pour la régression), la prédiction 

conforme n’exige pas d’hypothèses au sujet de la distribution ,P  mais seulement un échantillonnage 
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échangeable. De même, les méthodes fondées sur le plan n’exigent pas d’hypothèses sur la façon dont les 

valeurs des données sont distribuées dans la population, mais seulement la connaissance du plan de sondage. 

c) Enfin, les garanties conformes se vérifient même si le modèle prédictif n’est pas un bon ajustement à P  

(bien qu’évidemment, les intervalles ou les ensembles de prédiction puissent alors être plus grands) et 

plusieurs méthodes assistées par un modèle dans l’inférence fondée sur le plan ont aussi des garanties qui 

se vérifient indépendamment du fait que le modèle soit un bon ajustement à la population ou non. 

C’est la raison pour laquelle nous pensons qu’il s’agit d’une bonne occasion de favoriser l’échange 

d’idées entre la communauté de la méthodologie d’enquête et celle de la recherche sur l’apprentissage 

automatique. La croissance de la prédiction conforme montre que les praticiens de l’apprentissage auto-

matique cherchent des méthodes dont le fonctionnement est garanti uniquement par le plan de sondage, et 

non par la distribution des valeurs des données. Les spécialistes de la méthodologie d’enquête, qui possèdent 

l’expertise nécessaire pour répondre à cette demande, pourraient souhaiter appliquer leurs compétences à 

ce nouveau défi. 
 

Pourquoi cette possibilité n’est-elle pas utilisée dans l’échantillonnage d’enquête ? Malgré des affinités 

apparentes, les méthodes conformes n’ont pas encore été étudiées dans le cadre d’une enquête-échantillon 

complexe. L’élaboration de la prédiction conforme a commencé il y a plusieurs décennies, d’abord avec 

Vladimir Vovk et ses collaborateurs (Vovk, Gammerman et Shafer, 2022); elle a été poursuivie plus 

récemment par des chercheurs spécialisés en statistique et en apprentissage automatique. Des méthodes 

conformes commencent à être déployées dans des contextes réels, comme dans le suivi de l’élection 

présidentielle de 2020 du Washington Post, qui a rapporté des intervalles de prédiction des votes pour 

chaque parti, mis à jour en temps réel à mesure que les circonscriptions communiquaient leurs résultats 

(Cherian et Bronner, 2020). Cependant, l’exigence d’échangeabilité a fait en sorte que les méthodes 

conformes classiques étaient inapplicables aux plans de sondage complexes autres que l’échantillonnage 

aléatoire simple (avec ou sans remise). 

Toutefois, Tibshirani, Barber, Candes et Ramdas (2019) ont récemment étendu la prédiction conforme 

à ce qu’ils appellent l’échantillonnage « échangeable pondéré », et Dunn, Wasserman et Ramdas (2022) ont 

dérivé plusieurs méthodes conformes « hiérarchiques » qui peuvent s’appliquer à l’échantillonnage par 

grappes. Les travaux actuels s’appuient sur ces deux articles pour commencer à fournir des garanties 

conformes pour des plans de sondage complexes. 

En bref, au lieu de supposer que tous les 1n   points de données sont échangeables, nous supposerons 

que les n  points d’entraînement provenaient d’un plan de sondage complexe connu pour une population 

finie et que le point de test a été sélectionné uniformément au hasard dans la même population finie. Cette 

dernière hypothèse est simplement une façon de formuler la garantie de couverture marginale dans la 

population finie. Dans la section 3, nous résumons les configurations d’enquête complexes pour lesquelles 

on sait que ces méthodes de prédiction conformes offrent des garanties de couverture. 
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1.1 Travaux connexes 
 

Les intervalles de prédiction ou les régions de tolérance ont une longue histoire dans le domaine statis-

tique. Une étude récente à ce sujet est proposée dans Tian, Nordman et Meeker (2022). La section 13.3.3 de 

Vovk et coll. (2022) établit un lien entre les méthodes conformes et une grande partie de ces travaux 

antérieurs. Ajoutons que la prédiction conforme est actuellement un domaine de recherche vaste et très 

dynamique. Nous invitons les lecteurs qui désirent consulter les ressources générales suivantes : 

Angelopoulos et Bates (2022) proposent une revue de littérature introductive; Vovk et ses collaborateurs 

tiennent à jour la liste de leurs travaux récents sur la page http://alrw.net/; Manokhin (2022) propose une 

liste souvent mise à jour d’articles portant sur la conformité, de tutoriels et de logiciels; COPA, le 

Symposium sur la prédiction conforme et probabiliste avec des applications (Conformal and Probabilistic 

Prediction with Applications), est une conférence annuelle sur la prédiction conforme et ses prolongements : 

https://copa-conference.com/. 

Pour ce qui est des données dépendantes, notre article s’appuie grandement sur les travaux de Dunn 

et coll. (2022) et Tibshirani et coll. (2019). Fong et Holmes (2021) présentent une approche bayésienne 

distincte de la prédiction conforme pour les données hiérarchiques. Barber, Candès, Ramdas et Tibshirani 

(2022) assouplissent l’exigence habituelle de la prédiction conforme qui exige que le modèle de prédiction 

ajusté traite les points de données symétriquement; Fannjiang, Bates, Angelopoulos, Listgarten et Jordan 

(2022) traitent du « décalage de covariable basé sur une rétroaction » (feedback covariate shift), dans lequel 

le choix des données de test à échantillonner dépend des résultats des données d’entraînement, ce qui peut 

être utile pour traiter l’échantillonnage adaptatif des enquêtes (Thompson, 1997). Des méthodes conformes 

pour la non-stationnarité au fil du temps (Chernozhukov, Wüthrich et Yinchu, 2018; Oliveira, Orenstein, 

Ramos et Romano, 2022), y compris la dérive de la distribution (Gibbs et Candes, 2021), seraient utiles 

pour l’élaboration de méthodes conformes appliquées à des enquêtes par panel. Récemment, Lunde (2023) 

a élaboré des méthodes conformes pour des données de réseau dans un échantillonnage non uniforme, ce 

qui a des répercussions sur l’échantillonnage déterminé selon les répondants dans les enquêtes. 

Peu d’articles ont appliqué des méthodes conformes aux échantillons d’enquête. Bersson et Hoff (2022) 

utilisent des prédictions conformes dans des problèmes d’estimation sur petits domaines qui reposent sur 

des données d’enquête. Cependant, ils travaillent dans un cadre fondé sur un modèle et supposent que les 

unités échantillonnées sont échangeables dans chaque petit domaine, plutôt que de se concentrer sur 

l’inférence fondée sur le plan dans le cadre d’un plan d’échantillonnage complexe. Romano, Patterson et 

Candes (2019) et plusieurs documents de suivi (Sesio et Candes, 2020; Sesio et Romano, 2021; Feldman, 

Bates et Romano, 2021; Bai, Mei, Wang, Zhou et Xiong, 2022) illustrent les méthodes de prédiction 

conforme reposant sur des enregistrements au niveau de l’unité dans une enquête complexe : la Medical 

Expenditure Panel Survey (Agency for Healthcare Research and Quality, 2017). Cependant, ils ne semblent 

pas tenir compte du plan de sondage documenté et ils le traitent comme étant échangeable. 

Outre les méthodes conformes, on observe un intérêt croissant pour l’application des méthodes d’appren-

tissage automatique aux données d’enquête complexe. Dagdoug, Goga et Haziza (2022) résument l’état 
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actuel de la technologie aux fins d’utilisation des données d’enquête avec de nombreux algorithmes 

d’apprentissage automatique : la régression pénalisée (McConville, Breidt, Lee et Moisen, 2017), la 

méthode des k plus proches voisins (Yang et Kim, 2019), les forêts aléatoires (Dagdoug, Goga et Haziza, 

2021) et d’autres méthodes. Toutefois, comme Sande et Zhang (2021), ils se concentrent sur l’estimation 

des moyennes et des totaux, plutôt que sur la prédiction des valeurs des réponses individuelles. Même quand 

ces algorithmes ont été adaptés pour effectuer des prédictions individuelles en tenant compte du plan de 

sondage, bon nombre d’entre eux ne fournissent néanmoins pas de procédures permettant de créer des 

intervalles de prédiction, ce que les méthodes conformes fondées sur le plan de sondage pourraient faire. 

 
1.2 Nos contributions 
 

Nous présentons aux méthodologistes d’enquête les principales définitions et intuitions qui sous-tendent 

les méthodes conformes standard dans le cadre d’un échantillonnage échangeable, ainsi que leurs extensions 

à un échantillonnage complexe (section 2). De plus, nous calculons des garanties de couverture exactes, sur 

échantillons finis, basées sur le plan de sondage pour appliquer une inférence conforme aux données de 

plusieurs plans de sondage fondamentaux, en nous appuyant sur les résultats du cadre pondéré échangeable 

ou hiérarchique (section 3). 

Ensuite, nous illustrons nos garanties fondées sur le plan au moyen de simulations et d’un exemple de 

données réelles (section 4). Nous montrons que les résultats sur les données réelles peuvent différer selon 

que les méthodes conformes tiennent compte ou non du plan de sondage. Nous montrons aussi l’effet des 

différents plans de sondage sur les méthodes conformes. Nous traitons ensuite de plusieurs considérations 

pratiques et des défis qu’il faudra relever pour appliquer des méthodes conformes aux données d’enquête 

(section 5). En outre, nous indiquons en quoi les méthodes conformes peuvent être utiles dans la réalisation 

d’enquêtes. Enfin, nous invitons les spécialistes de la recherche sur les enquêtes à contribuer à la littérature 

sur les méthodes conformes (section 6). Nous pensons en effet que les progrès réalisés du point de vue du 

plan de sondage seront utiles à la communauté générale des chercheurs s’intéressant à la conformité. 

 
2. Introduction à l’inférence conforme 
 
2.1 Définitions 
 

Étant donné que l’une de nos principales contributions est un corollaire des résultats de Tibshirani et coll. 

(2019), nous reformulons sans justification certains de leurs notations, de leurs définitions et de leurs 

résultats dans la présente section et dans la section 3. 

Supposons que Quantile ( ; )F  désigne le quantile de niveau   de la distribution ,F  de sorte que pour 

,Y F∼  

 Quantile( ; ) = inf { : { } }.F y Y y  P   
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Nous autorisons les distributions sur la droite réelle augmentée, { }. R  Nous utilisons 1: 1= { , , }n nv v v…  

pour désigner un multiensemble, ce qui signifie qu’il n’est pas ordonné et qu’il permet plusieurs apparitions 

d’un même élément. Nous utilisons a  pour désigner une masse ponctuelle à la valeur .a  Si 1:nv  est un 

échantillon échangeable, sa mesure de probabilité empirique est 1

=1
,

i

n

vi
n    et le quantile de niveau   de 

sa distribution empirique est 1:Quantile( ; ),nv  qui est la n   plus petite valeur dans 1: ,nv  où   est la 

fonction plafond. 

Nous pouvons maintenant énoncer le « lemme du quantile » à usage général qui constitue le fondement 

de l’inférence conforme dans une configuration échangeable. Par exemple, si nous appliquons ce lemme 

directement aux données d’un échantillon échangeable de variables aléatoires scalaires 1, , ,nV V…  nous 

obtenons un intervalle de prédiction unilatéral de niveau   pour une nouvelle observation 1.nV   
 

Lemme 1 (Tibshirani et coll., 2019). Si 1 1, , nV V …  sont des variables aléatoires échangeables, alors pour 

tout (0,1),   nous avons  

   1 1:Quantile ; .n nV V    P   

De plus, si des liens se produisent entre 1 1, , nV V …  avec une probabilité nulle, alors la probabilité ci-dessus 

a une borne supérieure de 1 ( 1).n    
 

Pour utiliser ce lemme afin d’effectuer une prédiction conforme pour des problèmes de régression ou de 

classification non négligeables, nous devons aussi choisir une fonction de score ,S  qui pose les arguments 

suivants : un point ( , )x y  et un multiensemble Z  (ce qui signifie que S  doit traiter les points dans Z  

comme étant non ordonnés). Les points dans Z  sont généralement les n  observations = ( , )i i iZ X Y  pour 

= 1, , ,i n…  éventuellement avec une observation hypothétique supplémentaire ou un cas d’essai; ( , )x y  est 

généralement l’un des points dans .Z  S  doit renvoyer une valeur réelle, de sorte que des valeurs inférieures 

indiquent que ( , )x y  « se conforme » mieux à .Z  Enfin, nous utilisons S  pour définir les scores de non-

conformité : 

  ( , )
1:= , {( , )} , = 1, , ,x y

i i nV Z Z x y i n …S  et  ( , )
1 1:= ( , ), {( , )} .x y

n nV x y Z x y S  (2.1) 

La raison pour laquelle il faut que Z  soit un multiensemble non ordonné est que nous voulons nous 

assurer que si les observations ( , )i iX Y  sont échangeables, les scores ( , )x y
iV  le seront aussi. 

Par exemple, dans un contexte de régression, nous pourrions choisir   ˆ( , ), = ( )x y Z y f xS  où f̂  est 

une fonction de régression ajustée où l’on utilise tous les ,Z  y compris ( , ).x y  Si le score de non-conformité 

du résidu absolu ( , )
1
x y

nV   est petit par rapport à tous les scores ( , ) ,x y
iV  cela indique que ( , )x y  se conforme 

bien à la tendance globale dans .Z  

Dans une configuration de classification, nous pourrions choisir   ˆ( , ), = 1 ( ) yx y Z f xS  où f̂  est la 

probabilité de la classe y  estimée par une fonction de classification ajustée reposant sur tous les ,Z  encore 

une fois y compris ( , ).x y  La petite valeur de ce score de non-conformité ( , )
1
x y

nV   indique que ( , )x y  est bien 
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conforme à ,Z  au sens suivant : Cette observation avec des covariables x  a une probabilité estimée élevée 

d’être dans la classe y  si l’on considère les tendances dans ,Z  et elle appartient effectivement à la classe .y  

Par ailleurs, nous utiliserons les abréviations courantes suivantes : EAS (échantillonnage aléatoire 

simple), AR (échantillonnage avec remise), SR (échantillonnage sans remise), EPPT (échantillonnage avec 

probabilité proportionnelle à la taille). N  désigne une taille de population et n  désigne généralement une 

taille d’échantillon, sauf pour les méthodes « conformes fractionnées » (définies dans la section 2.4) qui 

divisent les données en un « ensemble d’entraînement approprié » de taille m  et un « ensemble de calage » 

de taille .n  

 
2.2 Intuition en cas d’échantillonnage échangeable 
 

Lemme du quantile : La borne inférieure dans le lemme 1 est facile à justifier. Tout d’abord, soit 1
ˆ

nq   la 

( 1)n    plus petite valeur dans 1:( 1) ,nV   et soit confq̂  la ( 1)n    plus petite valeur dans 1: .nV   Par 

échangeabilité, le rang de 1nV   parmi tous les iV  est uniformément distribué sur {1, , 1},n …  si bien que 

1nV   est égal ou inférieur à 1
ˆ

nq   avec une probabilité d’exactement .  Ensuite, puisque conf 1
ˆ ˆ ,nq q   1nV   est 

égal ou inférieur à confq̂  avec une probabilité d’au moins .  Notons que ces probabilités sont marginales 

(sur l’échantillonnage échangeable de tous les 1 1, , nV V …  ensemble), non conditionnelles aux n  premières 

observations ni conditionnelles à l’observation de l’essai. 

Il s’agit d’un résultat d’échantillon fini exact, qui dépend uniquement de l’échangeabilité. En revanche, 

si nous avions utilisé ˆ ,nq  la n   plus petite valeur dans 1: ,nV  il pourrait s’agir d’une bonne estimation 

asymptomatique du quantile de population, mais il faudrait des conditions plus fortes sur la distribution des 

données. Même dans ce cas, la probabilité que 1nV   soit égal ou inférieur à ˆnq  serait seulement approxi-

mativement .  

Pour comprendre conf 1
ˆ ˆ ,nq q   imaginons une courbe de fonction de distribution cumulative empirique 

(FDCe) de seulement les n  premiers points de données, avec des hauteurs de palier de 1 n  à chaque valeur 

observée (voir le sous-graphique en haut à gauche de la figure 2.1). Si nous ajoutons un point de données 

supplémentaire, les hauteurs de palier de la FDCe seront de 1 ( 1),n   et le   quantile inférieur sera 1
ˆ

nq   

comme ci-dessus. Il peut être plus grand ou plus petit que le quantile inférieur   des n  premiers points de 

données, selon la grandeur du dernier point de données. Le quantile inférieur   est le plus grand si nous 

choisissons une e( 1)n   valeur plus grande que n’importe laquelle des n  premières valeurs observées, 

disons à .  Cela s’explique par le fait que si le point de données ajouté est plus grand que tout autre point, 

il pousse le reste de la FDCe vers le bas, de sorte que la ligne horizontale avec l’ordonnée à l’origine y  de 

  croise la FDCe à une valeur x  plus à droite. Dans ce cas le plus extrême, le quantile inférieur   est 

confq̂  comme ci-dessus, et donc conf 1
ˆ ˆ

nq q   (voir le sous-graphique en bas à gauche de la figure 2.1). En 

revanche, si au lieu de ,  nous avions choisi d’ajouter une valeur plus petite que certaines des n  premières 

observations, cela aurait poussé une partie de la FDCe vers le haut et aurait pu faire en sorte que le quantile 

inférieur   soit plus petit que 1
ˆ .nq    



484 Wieczorek : Prédiction conforme fondée sur le plan 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Figure 2.1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Notes : En haut à gauche : Fonction de distribution cumulative empirique (FDCe) pour un échantillon iid comportant des valeurs {1, 2, 3, 4}. À 

chaque valeur, il y a un saut vertical de 1 n  0,25. Le 75e centile est à 3.  

 En bas à gauche : même FDCe, mais remplie d’une valeur supplémentaire de .  À chaque valeur, il y a maintenant un saut vertical de 
1 1n   0,20. Le 75e centile se situe entre 3 et 4, alors nous arrondissons à 4.  

 En haut à droite : FDCe pour un échantillon d’enquête avec des valeurs {1, 2, 3, 4} et les poids d’enquête correspondants {4, 3, 2, 1}. À 
chaque valeur, il y a un saut vertical proportionnel au poids d’enquête. Le 75e centile se situe entre 2 et 3, alors nous arrondissons à 3.  

 En bas à droite : même FDCe, mais remplie d’une valeur supplémentaire de ,  correspondant à une unité non encore observée dans la 

population qui aurait un poids d’enquête de 3 si elle était échantillonnée. Les sauts verticaux à chaque valeur sont toujours proportionnels 
aux poids d’enquête, mais sont à présent remis à l’échelle pour faire de la place au poids de la valeur supplémentaire de  . Le 75e centile 
se situe entre 3 et 4, alors nous arrondissons à 4. 

 
Autrement dit, la probabilité que {nous prenions un échantillon échangeable de taille 1n   dans lequel 

la dernière observation est supérieure à la (1 ) ( 1)n     plus petite des n  premières observations} est de 

  au maximum. Il s’agit d’une inégalité stricte, et non d’une inégalité approximative ou asymptotique. 
 

Intervalles de prédiction de la régression : Nous pouvons ensuite appliquer ce lemme du quantile dans 

une configuration de régression. (À la section 2.5, nous décrivons une méthode pour les problèmes de 

classification.) Imaginons qu’on nous donne une fonction de régression fixe f̂  pour faire des prédictions 

de certaines variables aléatoires à valeur réelle Y  à partir de certains vecteurs de covariable X  pour les 

données de cette population. (Pour l’instant, on suppose que f̂  ne dépend pas des données et a peut-être 

été choisi a priori.) Imaginons aussi que nous avons des résidus de l’application de f̂  à un « ensemble de 

calage » de n  différents points de données 1 1( , ), , ( , ).n nX Y X Y…  (Nous savons que le terme « calage » a 

généralement une signification complètement différente dans l’échantillonnage d’enquête; dans le présent 

article, nous utilisons le mot « calage » uniquement dans le sens de l’inférence conforme.) Enfin, nous avons 
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un autre vecteur de covariable 1,nX   tiré de façon échangeable de la même population, mais nous ne 

connaissons pas sa valeur .Y  Nous voulons obtenir un intervalle de prédiction de niveau (1 )  pour 1nY   

à ce cas d’essai 1.nX   

Nous pouvons simplement appliquer la logique du « lemme du quantile » aux n  résidus absolus de 

l’ensemble de calage. Ces résidus absolus sont nos scores de non-conformité. Soit q̂  le (1 ) ( 1)n     

plus petit résidu absolu, alors 1 1
ˆˆ ˆ( ) = ( )n nC X f X q    est un intervalle de prédiction pour 1nY   ayant une 

couverture garantie d’au moins 1 .  
 

Couverture marginale et couverture conditionnelle : Cette couverture est marginale pour tous les 

échantillons de taille ( 1),n   avec un ensemble de calage de taille n  plus un nouveau cas d’essai. Elle n’est 

pas conditionnelle au cas d’essai 1nX   que nous avons choisi; elle suppose que l’ensemble de calage et le 

cas d’essai sont tous les deux échangeables. Néanmoins, il s’agit d’un résultat d’échantillon fini exact. 

Barber, Candès, Ramdas et Tibshirani (2021) démontrent que bien qu’aucune méthode conforme ne puisse 

généralement garantir une « couverture conditionnelle exacte » (par le conditionnement sur une valeur 

exacte de ),X  certaines versions assouplies de la couverture conditionnelle sont réalisables. Dans 

Angelopoulos et Bates (2022), on examine des méthodes d’évaluation et de contrôle de diverses formes de 

couverture conditionnelle, en soulignant que la couverture marginale à elle seule peut être insuffisante, 

par exemple si elle est atteinte par une faible couverture dans une sous-population rare mais importante, et 

une couverture élevée ailleurs. À l’annexe A, nous examinons les liens entre la couverture conditionnelle et 

l’idée connexe de régions de prédiction « adaptative ». 

 
2.3 Intuition en cas d’échantillonnage complexe 
 

Quand les données ne sont pas échangeables, Tibshirani et coll. (2019) étendent une prédiction conforme 

à une configuration appelée « décalage de covariable », dans laquelle la distribution de X  est différente 

pour les ensembles d’entraînement ou de calage et pour l’ensemble d’essai, mais la distribution condi-

tionnelle de Y X  reste identique. Ils définissent une condition appelée « échangeabilité pondérée » et 

montrent le fonctionnement de l’inférence conforme pour de telles données. Dans le présent article, nous 

montrerons que certains plans classiques d’échantillonnage de population finie peuvent être traités comme 

un cas particulier de décalage de covariable et que par conséquent, les résultats de Tibshirani et coll. (2019) 

s’appliquent. 

Plus précisément, imaginons que nous échantillonnons n  cas avec remise d’une population finie ayant 

des probabilités d’échantillonnage connues mais inégales; par exemple, nous pourrions utiliser un 

échantillonnage avec PPT. Supposons aussi que nous prenions un EAS d’un seul cas d’essai de l’ensemble 

de la population finie. Il nous faut maintenant un « lemme du quantile pondéré par les poids d’enquête » qui 

nous indique la façon de trouver un quantile ajusté q̂  de l’échantillon complexe, de sorte que le score de 

non-conformité du cas d’essai ne soit pas plus élevé que q̂  avec une probabilité d’au moins 1 .  Nous 

substituons les n  observations de l’échantillon complexe de notre ensemble de calage dans une fonction de 
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régression f̂  et trouvons q̂  pour les résidus absolus. Alors la probabilité que notre cas d’essai 1 1( , )n nX Y   

ait un résidu absolu plus grand est au plus de ,  et donc 1
ˆ ˆ( )nf X q   est un intervalle de prédiction de 

niveau 1   pour 1.nY   

Dans la section 3, nous montrons que dans cette configuration de probabilités inégales, il suffit d’imiter 

le paramètre échangeable, sauf qu’au lieu d’utiliser une FDCe à poids égaux pour obtenir les quantiles, nous 

utilisons une FDCe pondérée par les poids d’enquête; voir par exemple la section 5.11 de Särndal, Swensson 

et Wretman (1992). L’observation supplémentaire à   sera simplement assignée au poids de sondage connu 

que le cas d’essai 1 1( , )n nX Y   aurait eu, selon le plan d’échantillonnage complexe utilisé pour échantillonner 

les n  premières unités. Cela est illustré dans la moitié droite de la figure 2.1. 

Nous reconnaissons que dans la littérature sur l’échantillonnage d’enquête, un débat est en cours depuis 

longtemps pour déterminer s’il faut utiliser des poids de sondage aux fins d’inférence et d’ajustement du 

modèle et pour préciser de quelle façon les utiliser (Fienberg, 2010; Lumley et Scott, 2017). Dans le présent 

article, nous ne cherchons pas à prendre position dans ce débat, mais simplement à montrer la façon dont 

l’inférence conforme peut être appliquée si l’analyste des données adopte une perspective fondée sur le plan. 

Dans une analyse fondée sur un modèle, si les caractéristiques du plan peuvent à juste titre être ignorées, on 

peut employer des méthodes standard d’inférence conforme. 

 
2.4 Méthode conforme fractionnée ou méthode conforme totale 

Ci-dessus, par souci de simplicité, nous avons supposé qu’une f̂  nous avait été fournie. Plus générale-

ment, nous devrons ajuster f̂  au moyen de données de l’échantillon visé. Dans la méthode « conforme 

fractionnée » (Lei, G’Sell, Rinaldo, Tibshirani et Wasserman, 2018), également nommée « conforme 

inductive » (Papadopoulos, Proedrou, Vovk et Gammerman, 2002), nous commençons avec un ensemble 

de données échangeable de m n  observations, et nous les fractionnons dans un « ensemble d’entraînement 

approprié » de taille m  qui servira à entraîner ˆ ,f  plus un ensemble de calage de taille n  comme nous 

l’avons décrit ci-dessus. Dans cette situation, la couverture reste marginale par rapport à l’ensemble de 

calage plus un cas d’essai, mais elle est maintenant conditionnelle à l’ensemble d’entraînement approprié. 

On ne connaît pas le ratio optimal de fractionnement d’échantillon m n  pour une méthode conforme 

fractionnée. Une valeur plus grande de m n  doit donner de meilleures estimations de ˆ ,f  et par conséquent 

des longueurs d’intervalles de prédiction conformes plus courtes en moyenne. Par ailleurs, une valeur plus 

grande de m n  entraîne également un plus petit ensemble de calage et, par conséquent, des longueurs 

d’intervalles de prédiction conformes plus variables. 

Si nous ne voulons pas que le fractionnement de données entraîne une perte d’efficacité statistique, nous 

pouvons utiliser une méthode « conforme totale » plus gourmande en calculs (Vovk et coll., 2022). Dans 

cette méthode, nous n’avons plus besoin d’un ensemble de calage distinct, et nous supposons que n  désigne 

le nombre total de nos cas d’entraînement sur les données complètes. Nous avons aussi un cas d’essai où 

seules les covariables 1nX   sont connues. Ensuite, nous répétons le processus suivant pour plusieurs 

valeurs :y  
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• Choisir une valeur de réponse hypothétique .yR  

• Ajuster ˆyf  à un ensemble de données augmenté dans lequel nous prétendons que cette valeur y  

est correcte : 1 1 1( , ), , ( , ), ( , ).n n nX Y X Y X y…  Trouver les 1n   scores de non-conformité, 

par exemple les résidus absolus : ,
ˆ= ( )y i i y iR Y f X  pour =1, ,i n…  et , 1 1

ˆ= ( ) .y n y nR y f X   

Trouver leur 1   quantile : ˆ
yq  est la (1 ) ( 1)n     plus petite valeur de ,y iR  pour 

= 1, , 1.i n …  

• Si , 1
ˆ ,y n yR q   nous posons que y  est « conforme » au reste des données, et nous ajoutons y  à 

notre intervalle de prédiction.  
 

Pour ce qui est de la notation, consultons le calcul présenté dans l’équation (2.1). Les scores de non-

conformité en cas de conformité totale sont calculés au moyen de 1: 1= {( , )}n nZ Z X y  et de l’ajustement 

d’un nouveau modèle de prédiction ˆyf  pour chaque nouveau y  ou 1.nX   En revanche, les scores de non-

conformité en cas de conformité fractionnée utilisent une f̂  fixe conditionnelle à l’ensemble d’entraîne-

ment approprié. Chacun des n  premiers scores de non-conformité est calculé uniquement à partir de ce 

point de données ( , )i iX Y  et de la f̂  fixe, et il n’est pas nécessaire de calculer un e( 1)n   score de non-

conformité. Selon la notation figurant dans l’équation (2.1), nous permettons que Z  soit ignoré et que ( , )
1
x y

nV   

soit indéfini pour la conformité fractionnée. 

Par rapport à la méthode conforme fractionnée, la procédure conforme totale réduit la variance des 

extrémités de l’intervalle de prédiction rapporté. D’autre part, la méthode conforme totale nécessite 

beaucoup plus de calculs que la méthode conforme fractionnée, car ˆyf  doit être réajusté pour chaque y  

candidat à un point de test donné 1,nX   et l’intervalle entier doit être réajusté pour chaque point de test. 

En effectuant des comparaisons empiriques, Lei et coll. (2018) ont constaté que la méthode conforme 

fractionnée et la méthode conforme totale produisent souvent des intervalles de prédiction très semblables. 

Ils recommandent l’utilisation de la méthode conforme fractionnée parce qu’elle permet des calculs plus 

rapides et une faible perte d’efficacité, bien que la méthode conforme totale évite le caractère aléatoire du 

fractionnement de données. 

 
2.5 Problèmes de classification et ensembles de prédiction 
 

Par souci de concision, nous mettons l’accent sur les intervalles de prédiction de régression, mais les 

ensembles de prédiction de classification sont un autre cas d’utilisation courant. Envisageons par exemple 

une inférence conforme fractionnée pour un classificateur probabiliste à classes multiples. Les exemples 

vont de la régression logistique simple aux réseaux neuronaux profonds. Tout d’abord, ajustons le 

classificateur à l’ensemble d’entraînement approprié pour obtenir une fonction ˆ ( )yf x  dont les sorties sont 

la probabilité estimée de la classe y  pour une entrée .x  Ensuite, en utilisant l’ensemble de calage, nous 

calculons chaque score de non-conformité ou de « résidu » de calage iV  comme étant ˆ1 ( )
ii Yf X  pour 

chaque observation de calage =1, , .i n…  Trouvons ensuite le 1   quantile corrigé de ces probabilités : 
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soit q̂  la (1 ) ( 1)n     plus petite valeur de iV  pour =1, , .i n…  Enfin, pour un nouveau cas d’essai 

1,nX   il faut trouver sa probabilité estimée pour chaque classe ,y  et choisir toutes les classes dont les scores 

de non-conformité sont inférieurs au quantile corrigé : 1 1
ˆˆ ˆ( ) = { : 1 ( ) }.n n yC X y f X q    Romano, Sesia et 

Candes (2020) et Angelopoulos et Bates (2022) traitent des améliorations à apporter à cette méthode. 

 
3. Méthodes 
 

Pour faciliter la lecture de l’article, nous présentons plusieurs des principaux résultats de Tibshirani 

et coll. (2019) ci-dessous. Ensuite, nous démontrerons que nous pouvons appliquer ces résultats à un 

échantillonnage à probabilités inégales avec remise. Nous examinons ensuite les méthodes d’échantillon-

nage sans remise, l’échantillonnage par grappes d’après Dunn et coll. (2022), l’échantillonnage stratifié et 

la poststratification. 

La plupart des méthodes ci-dessous s’appliquent à la méthode conforme totale et celle fractionnée. 

Toutefois, en cas de conformité fractionnée, nous recommandons d’utiliser l’approche fondée sur le plan de 

sondage de Wieczorek, Guerin et McMahon (2022) pour fractionner les données d’enquête en un ensemble 

d’entraînement approprié et un ensemble de calage. Ainsi, l’ensemble d’entraînement approprié et 

l’ensemble de calage imiteront le plan de sondage d’origine, ce qui garantit que les méthodes ci-dessous 

sont applicables sans risque à votre ensemble de calage. En revanche, un fractionnement aléatoire simple 

peut faire en sorte que l’ensemble de calage ait des propriétés différentes d’un plan d’échantillonnage 

stratifié ou par grappes. 

 
3.1  Résultats antérieurs pour un décalage de covariable (Tibshirani et coll., 

2019) 
 

Tibshirani et coll. (2019) définissent la configuration de « décalage de covariable » comme suit :  

 
iid

|( , ) = , =1, , ,i i X Y XX Y P P P i n …∼   

 1 1 |( , ) = ,n n X Y XX Y P P P   ∼  indépendamment. (3.1) 

Notons que la distribution conditionnelle de Y X  reste identique à la distribution marginale des 

changements de .X  

En supposant que XP  et XP  sont connus, nous pouvons définir les fonctions de poids du rapport de 

vraisemblance = d d .X Xw P P  Nous les utilisons pour définir un deuxième ensemble de poids :  

 

=1

( )
( ) = , = 1, , ,

( ) ( )

w i
i n

jj

w X
p x i n

w X w x
…  et 1

=1

( )
( ) = .

( ) ( )

w
n n

jj

w x
p x

w X w x



 (3.2) 
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Dans cette configuration, nous pouvons formuler une contrepartie pondérée et non échangeable du 

lemme 1. Tibshirani et coll. (2019) donnent et démontrent une version plus générale, mais nous choisissons 

d’exposer ici une version adaptée à une configuration de décalage de covariable. 
 

Lemme 2. Supposons que les données proviennent du modèle (3.1). Supposons que XP  est absolument 

continu par rapport à ,XP  et notons = d d .X Xw P P  Pour tout (0,1),   

 1 1
=1

Quantile ; ( ) ( ) ,
i

n
w w

n i V n
i

V p x p x     

  
    

  
P   

où ( , ) ,x y
iV =1, , 1i n …  sont tels que définis dans (2.1) et ,w

ip =1, , 1i n …  sont tels que définis dans (3.2).  
 

Démonstration. Appliquer le lemme 3 de Tibshirani et coll. (2019) dans la configuration de décalage de 

covariable de (3.1).  
 

Ce lemme du quantile pondéré permet une inférence conforme dans la configuration de décalage de 

covariable. 
 

Corollaire 1 (Tibshirani et coll., 2019). Supposons que les données proviennent du modèle (3.1). Supposons 

que XP  est absolument continu par rapport à ,XP  et notons = d d .X Xw P P  Pour toute fonction de score ,S  

et pour tout (0,1),   définissons pour ,dxR  

 ( , )

( , )
1 1

=1

ˆ ( ) = : Quantile 1 ; ( ) ( ) ,x y
i

n
x y w w

n n i nV
i

C x y V p x p x    

  
     

  
R   

où ( , ) ,x y
iV  = 1, , 1i n …  sont tels que définis dans (2.1) et ,w

ip  = 1, , 1i n …  sont tels que définis dans 

(3.2). Ensuite ˆnC  satisfait  1 1
ˆ ( ) 1 .n n nY C X    P  

 

Il s’agit de la méthode « conforme totale » pondérée. Pour ce qui est de la méthode « conforme 

fractionnée », nous reformulons une partie de la section A.3 du supplément de Tibshirani et coll. (2019). 

Soit 0 0 0 0
1 1( , ), , ( , )m mX Y X Y…  un ensemble d’entraînement approprié de taille ,m  utilisé pour ajuster la 

fonction de régression 0
ˆ .f  Supposons aussi que 1 1( , ), , ( , )n nX Y X Y…  est l’ensemble de calage de taille n  et 

que 1 1( , )n nX Y   est le cas d’essai. Alors, la prédiction conforme fractionnée pondérée est un cas particulier 

du corollaire 1 dans lequel 0f̂  est traitée comme étant fixe et, par exemple, si nous utilisons la fonction de 

score du résidu absolu, l’intervalle de prédiction est simplifié comme suit :  

 
0
ˆ0 1| ( )|

=1

ˆˆ ( ) = ( ) Quantile 1 ; ( ) ( ) ,
i i

n
w w

n i nY f X
i

C x f x p x p x   

 
   

 
   

avec des poids w
ip  tels qu’ils sont définis dans (3.2). Selon le corollaire 1, la couverture est d’au moins 

1   et conditionnelle à l’ensemble d’entraînement approprié 0 0 0 0
1 1( , ), , ( , ).m mX Y X Y…  Des résultats sem-

blables s’appliquent à d’autres fonctions de score et aux problèmes de classification. 



490 Wieczorek : Prédiction conforme fondée sur le plan 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Enfin, la remarque 3 de Tibshirani et coll. (2019) indique que les résultats ci-dessus demeurent valables 

si les poids du rapport de vraisemblance ont une constante de normalisation inconnue, c’est-à-dire si 

d d ,X Xw P P   parce que cette constante s’annule dans les poids finaux de l’équation (3.2). 

 
3.2 Échantillonnage à probabilités inégales avec remise 
 

Considérons maintenant un échantillonnage indépendant avec remise à partir d’une population finie dans 

laquelle chaque unité a des probabilités d’échantillonnage inégales mais connues, comme dans un échan-

tillonnage avec PPT. Supposons qu’il n’y a ni stratification, ni mises en grappes, ni d’autres contraintes de 

plan. Notre objectif est d’utiliser ce plan de sondage pour obtenir des intervalles de prédiction qui couvrent 

Y  pour la plupart des N  unités de la population finie. 

Nous démontrons ci-dessous qu’il s’agit d’un cas particulier de la configuration de décalage de 

covariable de Tibshirani et coll. (2019). Leur distribution XP  est remplacée par les probabilités d’échan-

tillonnage pour chaque unité de la population finie, et XP  est remplacée par une distribution uniforme sur 

les mêmes unités de population. Le caractère aléatoire se trouve seulement dans l’échantillonnage; toutes 

les covariables et les variables de réponse sont fixes dans la population, comme c’est habituellement le cas 

dans l’inférence fondée sur le plan. 

Supposons que j  indexe l’univers des unités de population de 1 à .N  Une fois qu’un échantillon S  est 

sélectionné, il peut s’écrire sous la forme d’un vecteur de longueur n  des identificateurs d’unités échan-

tillonnées, de sorte que les éléments de S  prennent des valeurs dans {1, , }.N…  Souvent, les spécialistes de 

la recherche sur les enquêtes trouvent qu’il est plus facile de travailler avec le vecteur aléatoire S  en le 

réécrivant comme un vecteur de longueur N  des indicateurs d’échantillonnage = {1jZ  si ,j S  et 0 

sinon}. Cependant, dans le contexte de décalage de covariable, il est plus facile de travailler directement 

avec .S  Tout en utilisant j  pour indexer les unités de population, nous utilisons i  pour indexer les éléments 

de .S  Par exemple, 1 = 4S  signifierait que la première unité que nous avons échantillonnée était le 

quatrième membre de la population. 
 

Lemme 3. Supposons que notre échantillon d’entraînement est un échantillon avec remise de taille n  où 

chaque unité est tirée indépendamment à partir d’une population finie de taille ,N  avec des probabilités 

d’échantillonnage possiblement inégales mais non nulles et connues j  pour chaque identificateur de 

population 1, , .j N …  Supposons également que notre cas d’essai est une observation unique 

échantillonnée uniformément au hasard dans la population. Soit S  un vecteur dont les n  premiers éléments 

sont les identificateurs de population de nos n  cas d’entraînement, et dont le dernier élément est l’identi-

ficateur de population pour notre cas d’essai.  

• Supposons que notre population finie se compose de N  unités, chacune ayant son propre vecteur 

de données fixe ( , )j jX Y  et une probabilité d’échantillonnage j  pour = 1, , .j N…  La 

distribution conditionnelle ( , )|X Y SP  est un tableau de consultation (lookup table) déterministe : 
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une fois que nous avons échantillonné un iS  aléatoire pour certains {1, , 1},i n …  nous 

observons ses valeurs de covariable et de réponse correspondantes ( , ).
i iS SX Y  

• Supposons que la distribution d’entraînement SP  correspond à notre plan de sondage complexe, 

qui consiste en n  tirages iid à partir d’une distribution catégorique dont les catégories sont 

simplement les identificateurs d’unités {1, , },j N …  avec des probabilités connues .j  (Le 

vecteur d’indicateur de l’échantillonnage Z  est un tirage à partir d’une distribution multi-

nomiale (échantillonnage avec remise) ou une distribution hypergéométrique multivariée 

(échantillonnage sans remise), où le ej  élément compte le nombre de fois que l’unité est 

sélectionnée; l’échantillonnage à partir d’une distribution catégorique est identique, mais au lieu 

d’enregistrer les dénombrements, nous enregistrons chacun des identificateurs d’unités 

sélectionnées individuellement (Tu, 2014).) 

• Supposons que la distribution de l’essai « avec décalage de covariable » SP  se compose d’un 

tirage à partir du même ensemble d’identificateurs d’unités que la distribution d’entraînement, 

mais avec une probabilité uniforme : soit = 1j N  pour tous les = 1, , .j N…  
 

Il s’agit alors d’un cas particulier de la configuration de décalage de covariable, S  et ( , )X Y  jouant les 

rôles que X  et Y  jouaient respectivement dans l’équation (3.1) :  

 
iid

( , )|( , ( , )) = , =1, , ,
i ii S S S X Y SS X Y P P P i n …∼   

 
1 11 ( , )|( , ( , )) = ,

n nn S S S X Y SS X Y P P P
   ∼  indépendamment, (3.3) 

et ( ) 1 .
ii Sw S   

 

Démonstration. Dans le plan de sondage des données d’entraînement, les unités sont échantillonnées avec 

remise à partir d’une population fixe et sont donc indépendantes et identiquement distribuées. Même si les 

unités de population individuelles ont des probabilités d’échantillonnage différentes, chaque unité d’un 

échantillon d’entraînement est tirée de la même distribution catégorique. De plus, étant donné que chaque 

( , )j jX Y  est apparié à une valeur fixe de j  pour tous les =1, , ,j N…  la distribution conditionnelle ( , )|X Y SP  

est identique pour les données d’entraînement et d’essai. Par conséquent, ces distributions d’entraînement 

et d’essai correspondent aux exigences de (3.1). 

De plus, comme j  est non nul pour toutes les unités de population, nous avons = d d =S Sw P P  

(1 ) 1 .
i iS SN    Selon la remarque 3 de Tibshirani et coll. (2019), on peut sans risque ignorer la 

constante de normalisation et paramétrer ( ) = 1
ii Sw S   directement.  

 

Corollaire 2. Supposons que les n  cas d’entraînement et un cas d’essai sont tirés de la façon décrite dans 

le lemme 3. Ensuite, le lemme 2, les résultats de la méthode conforme totale pondérée du corollaire 1 et les 

résultats de la méthode conforme fractionnée pondérés de la section A.3 de Tibshirani et coll. (2019) se 
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vérifient, w
ip  étant définie par l’utilisation de la pondération d’échantillonnage de probabilité inverse 1

iS  

pour la fonction de pondération du rapport de vraisemblance w  de l’équation (3.2).  
 

Démonstration. Dans cette configuration, SP  et SP  sont des distributions discrètes ayant un support 

identique et, par conséquent, SP  est absolument continu par rapport à .SP  Toutes les autres conditions du 

corollaire 1 et de la section A.3 de Tibshirani et coll. (2019) sont respectées par le lemme 3.  

 

Comme le laisse entendre l’intuition de la section 2.3, nous effectuons une inférence conforme en 

remplaçant la FDCe échangeable par une FDCe pondérée par les poids d’enquête dans laquelle les n  

premières observations (l’échantillon d’entraînement) ont leurs poids d’échantillonnage de probabilité 

inverse habituels. Le e( 1)n   échantillon (le cas d’essai) se voit attribuer le poids d’échantillonnage connu 

1
1

nS 
 que l’unité de population 1nS   aurait eu selon le plan de sondage initial. L’hypothèse d’un 

échantillonnage uniforme des cas d’essai nous permet simplement de garantir une couverture marginale 

pour l’ensemble de la population finie. Nous devons savoir ce que j  aurait été pour chaque unité de la 

population, ce qui peut être valable pour l’organisme qui effectue l’enquête, mais pas pour les utilisateurs 

finaux des données. La section 5.1 traite des façons de régler ce problème. 

Dans une situation sans covariables, nous pouvons remplacer X  par une constante dans le lemme 3, et 

appliquer le lemme 2 afin d’obtenir un intervalle de prédiction pour Y  qui n’est pas conditionnel à ,X  bien 

qu’il puisse dépendre de 
1
.

nS 
 

 
3.3 Échantillonnage à probabilités inégales sans remise 
 

Comme l’échantillonnage aléatoire simple sans remise (EASSR) est échangeable, les méthodes 

conformes habituelles s’appliquent directement. Cependant, d’autres types d’échantillonnage SR ne sont 

pas un cas particulier de la configuration de décalage de covariable décrite ci-dessus, parce que les données 

d’entraînement ne sont plus indépendantes. Alors que Tibshirani et coll. (2019) fournissent des résultats 

plus généraux sous une condition moins rigoureuse qu’ils appellent « échangeabilité pondérée », il n’est pas 

évident à première vue que cette condition peut tenir compte de l’échantillonnage sans remise. 

Cependant, si ,n N  alors les propriétés statistiques dérivées selon l’échantillonnage avec remise sont 

souvent de bonnes approximations des propriétés réelles si l’on suppose un échantillonnage sans remise. 

Nos simulations à la section 4.2, dans lesquelles l’échantillonnage est sans remise, donnent à penser que 

cela se vérifiera probablement aussi pour les méthodes conformes. 

 
3.4 Échantillonnage par grappes 
 

Nous ne pouvons pas appliquer les résultats du décalage de covariable à l’échantillonnage par grappes, 

parce que les données ne sont pas indépendantes. L’échantillonnage par grappes avec probabilités inégales 

doit faire l’objet de recherches plus poussées. 
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Toutefois, dans le cas particulier où les grappes elles-mêmes sont échantillonnées par EAS et où les 

unités finales sont échantillonnées par EAS dans chaque grappe, nous pouvons appliquer les méthodes de 

Dunn et coll. (2022). Leur article est structuré en fonction d’une configuration hiérarchique plus générale à 

deux couches. Ils ne considèrent pas explicitement une configuration de population limitée, mais leurs 

hypothèses le permettent (sauf pour certaines restrictions dans leur méthode de regroupement de la FDC). 

Dans le cadre de Dunn et coll. (2022), soit 1, , kP P … ∼  et k  des distributions aléatoires tirées de façon 

iid de .  À partir de chacune des distributions échantillonnées P  pour =1, , ,k …  nous tirons n  

observations iid 1 1( , ), , ( , ).n nX Y X Y
    …  

Le paramétrage correspondant dans l’échantillonnage d’enquête serait un échantillonnage par grappes, 

où notre population finie de taille N  est répartie en un nombre fixe K  de grappes ou d’unités primaires 

d’échantillonnage (UPE), et nous prélevons un échantillon de ces grappes. L’échantillon aléatoire simple 

avec remise (EASAR) d’une population finie est un cas particulier d’échantillonnage iid. Par conséquent, si 

nous prenons un EASAR de <k K  grappes 1, , kP P…  de la population finie, puis un EASAR de n  unités 

finales de la grappe   pour chaque =1, , ,k …  il s’agit d’un cas particulier du paramétrage ci-dessus, et 

nous pouvons appliquer la plupart des résultats de Dunn et coll. (2022). Nous décrivons brièvement l’une 

de leurs méthodes ici, et les autres dans l’annexe B, mais nous renvoyons le lecteur à leur article complet 

pour obtenir de plus amples précisions. 

Bien que Dunn et coll. (2022) font état de leurs résultats dans des termes d’échantillonnage iid, il semble 

probable que ceux-ci puissent être assouplis de façon à obtenir un échantillonnage échangeable des 

distributions P  ainsi qu’en un échantillonnage échangeable dans chaque .P  Dans ce cas, ces résultats 

s’appliqueraient également à un EASSR, et non pas seulement à l’EASAR. De même, nous présumons que 

certains de leurs résultats pourraient être étendus à la configuration « échangeable pondérée » de Tibshirani 

et coll. (2019). 
 

Sous-échantillonnage : Par sous-échantillonnage, Dunn et coll. (2022) modifient le plan de sondage pour 

qu’il devienne échangeable. Il faut commencer par le plan ci-dessus, puis sous-échantillonner notre 

ensemble de données en choisissant une unité au hasard dans chaque grappe. Ensuite, tout cas d’essai de 

toute nouvelle grappe est échangeable avec notre sous-échantillon. Nous pouvons traiter les k  cas 

d’entraînement sous-échantillonnés et le cas d’essai comme étant générés de façon échangeable par le 

processus consistant à « prendre une grappe au hasard, puis une observation au hasard dans cette grappe »; 

l’utilisation des méthodes conformes standard est alors fondée. 

Cependant, bien que ce processus garantisse une couverture marginale exacte 1   dans les ensembles 

d’entraînement, il ne tient pas compte de la majeure partie des données et produit une plus grande variabilité 

de la couverture atteinte d’un ensemble d’entraînement à l’autre. Une solution de rechange consiste à 

effectuer un sous-échantillonnage répété B  fois et à combiner les résultats de façon appropriée entre les 

sous-échantillons. Dunn et coll. (2022) montrent la façon de s’y prendre pour garantir une couverture de 

1 2 ,  mais en pratique, on tend à atteindre une couverture proche de 1 .  
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3.5 Échantillonnage stratifié 
 

Encore une fois, nous ne pouvons pas appliquer les résultats du décalage de covariable à l’échantillon-

nage stratifié, car bien que les strates soient indépendantes les unes des autres, les n  échantillons ne sont 

pas indépendants. 

Cependant, nous pouvons appliquer sans risque les méthodes conformes des sous-sections précédentes 

dans chaque strate séparément, si, dans chaque strate indépendamment, nous avons utilisé l’une des 

méthodes d’échantillonnage avec des garanties conformes. Autrement dit, si l’ensemble de la population est 

partitionnée en H  strates, nous pouvons traiter chaque strate =1, ,h H…  comme sa propre population. 

Afin de former un intervalle de prédiction pour un cas d’essai à partir de la strate ,h  nous appliquons des 

méthodes conformes uniquement aux hn  cas d’entraînement de cette strate. De toute évidence, cela garantira 

une couverture conditionnelle par strate. Si un même niveau de couverture est utilisé simultanément dans 

toutes les strates, cela garantira également une couverture marginale. Il s’agit d’un exemple de « prédiction 

conforme équilibrée par groupe » ou de « prédiction conforme de Mondrian conditionnelle à l’objet » 

(Vovk, 2013; Vovk et coll., 2022; Angelopoulos et Bates, 2022). 

Cette méthode strate par strate entraîne une perte d’efficacité statistique, car les quantiles conformes de 

chaque strate sont estimés au moyen d’une taille d’échantillon < .hn n  Par ailleurs, dans certaines situations, 

les intervalles de prédiction peuvent être plus utiles si nous permettons que leur taille varie selon la strate 

plutôt que leur taille soit constante d’une strate à l’autre. De plus, il peut être plus souhaitable de garantir 

une couverture conditionnelle à la strate que de seulement garantir une couverture marginale, qui pourrait 

être assurée par une surcouverture dans certaines strates au détriment d’une sous-couverture dans d’autres. 

 
3.6 Poststratification 
 

Imaginons que nos n  premières observations ont été tirées par EASAR, mais que nous souhaitons une 

poststratification après la collecte de données, et que la taille de la population hN  de chaque poststrate est 

connue. Nous pourrions repondérer chaque observation échantillonnée en fonction des tailles relatives de 

strates : les poids de poststratification au niveau de l’unité sont proportionnels à ,h hN n  où hn  est aléatoire 

plutôt que fixé d’avance (Lohr, 2021). 

Nous ne pouvons pas utiliser de tels poids pour l’inférence conforme et conserver nos garanties 

d’échantillon fini exact conformément aux justifications données dans le présent article, parce que cela 

entraînerait une dépendance entre l’ensemble d’entraînement et le cas d’essai. Cependant, Fannjiang et coll. 

(2022) étendent les méthodes conformes pour permettre un « décalage de covariable basé sur une 

rétroaction » (feedback covariate shift), où l’on autorise la distribution d’essai à dépendre des données 

d’entraînement observées, ce qui pourrait constituer une orientation prometteuse pour de futurs travaux sur 

la prévision conforme poststratifiée. 

En attendant, nous pouvons traiter la poststratification comme une approximation de l’estimation des 

poids du rapport de vraisemblance du décalage de covariable. Bien que nous perdions les garanties 
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conformes exactes, l’utilisation d’une telle approximation serait tout aussi raisonnable que l’estimation des 

poids de décalage de covariable en général. Plus précisément, imaginons que nous procédions à un EASAR 

dans deux populations finies différentes, soit une population d’entraînement de taille ,M  et une population 

d’essai de taille .N  Les deux populations ont la même ( , )|X Y SP  et le même ensemble de poststrates 1, , ,H…  

mais des tailles de poststrates différentes (et connues) ,h hM N  pour =1, , .h H…  Dans les deux cas, notre 

plan de sondage équivaut à choisir d’abord une poststrate au hasard avec une probabilité proportionnelle à 

la taille de la poststrate, puis une unité dans cette poststrate au hasard. 

Maintenant, nous appliquons le lemme 3, sauf que nous supposons que SP  et SP  dépendent de l’iden-

tificateur de la poststrate 1, , ,h H …  et non de l’identificateur de l’unité de population. Puis =S SdP dP  

( ) ( ) ,h hM M N N  alors ( ) .
i ii h hw S N M  Jusqu’à présent, nous avons des garanties exactes. Si nous 

supposons maintenant que nous ne connaissons pas vraiment les vraies tailles des poststrates pour la popu-

lation d’entraînement, nous pouvons remplacer hM M  par des estimations de l’échantillon d’entraînement 

hn n  et obtenir des poids de poststratification ( ) .
i ii h hw S N n  Si nous supposons en outre que les deux 

populations sont en fait identiques, nous pouvons justifier l’utilisation de méthodes conformes avec des 

poids standard de poststratification. Nos garanties sont approximatives seulement parce que nous avons 

estimé la taille des poststrates d’« entraînement ». 

Nous pourrions aussi élaborer des types semblables de pondération afin d’appliquer une inférence 

conforme quand nous ne voulons pas supposer que les cas d’essai seront échantillonnés de façon uniforme, 

mais avec un autre plan de sondage. Par exemple, au lieu de garantir la couverture des intervalles de 

prédiction des personnes, nous souhaitons peut-être garantir la couverture des visites chez le médecin, et 

nous utilisons une distribution d’échantillonnage pour encoder notre connaissance des propensions de 

différentes personnes à consulter le médecin. 

 
4. Exemples 
 

Notre code R et notre résultat (sortie) R Markdown compilé ou lié (knit, selon la terminologie de 

R Markdown) sont disponibles à l’adresse https://github.com/ColbyStatSvyRsch/surveyConformal-paper-

code. 

 
4.1 Données réelles 
 

Nous avons affirmé que les méthodes conformes peuvent mieux fonctionner quand elles tiennent compte 

du plan de sondage des données. À titre de démonstration simple, nous nous tournons vers un extrait de la 

Medical Expenditure Panel Survey ou MEPS (Agency for Healthcare Research and Quality, 2017), qui est 

une enquête représentative à l’échelle nationale sur le coût et l’utilisation des soins de santé par la population 

civile ne vivant pas en établissement des États-Unis. 
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Nous avons choisi la MEPS parce qu’elle a déjà été utilisée comme ensemble de données de référence 

dans plusieurs articles sur l’inférence conforme, à commencer par Romano et coll. (2019), qui a été suivi 

par d’autres (Sesio et Candes, 2020; Sesio et Romano, 2021; Feldman et coll., 2021; Bai et coll., 2022). 

Dans chacun de ces articles, les auteurs répartissent au hasard les données de la MEPS en ensembles 

d’entraînement, de calage et d’essai appropriés, puis rapportent la couverture et la longueur des intervalles 

de prédiction (IP) conformes pour plusieurs modèles dans de nombreuses partitions aléatoires. Cependant, 

aucun de ces articles ne prend en compte le plan de sondage complexe de la MEPS, lequel comprend une 

stratification, une mise en grappes et le suréchantillonnage de sous-groupes sélectionnés. 

À l’heure actuelle, nous ne cherchons pas à corriger complètement ces analyses antérieures de la MEPS. 

Nous souhaitons seulement illustrer qu’il peut y avoir des différences notables dans les IP conformes selon 

que nous tenons compte ou non du plan de sondage, y compris dans une analyse très simple. Nous utilisons 

une partie de l’ensemble de données à grande diffusion pour l’année civile 2015. Nous appliquons le sous-

ensemble uniquement aux répondants qui ont rempli le questionnaire autoadministré de l’enquête, et nous 

utilisons la variable de pondération au niveau de la personne conçue pour être utilisée avec le questionnaire 

autoadministré pour les personnes âgées de 18 ans et plus pendant l’interview. 

Sur l’affiche associée à Romano et coll. (2019), disponible à l’adresse https://github.com/yromano/cqr/ 

blob/master/poster/CQR_Poster.pdf, les auteurs expliquent qu’ils prédisent « l’utilisation des soins de santé, 

traduite par le nombre de visites chez le médecin ou à l’hôpital ». D’après leur code GitHub, nous 

définissions une variable réponse « utilisation » comme étant la somme de cinq chiffres pour 2015 : le 

nombre total de visites déclarées à un cabinet de médecin; le nombre total de visites déclarées à l’hôpital 

sans hospitalisation; le nombre de toutes les visites déclarées aux urgences; le nombre total de nuits 

associées aux sorties d’hôpital; et le nombre total de jours pendant lesquels des soins à domicile ont été 

donnés par un fournisseur de soins rémunéré ou non rémunéré. 

Contrairement aux analyses conformes de la MEPS antérieures, nous tenons compte des variables à 

grande diffusion pour les strates, les UPE et les poids au niveau de la personne. Le sous-ensemble 

remplissant les conditions requises pour répondre au questionnaire autoadministré de 2015 avec lequel nous 

travaillons contient 165 strates, et la plupart ont 2 ou 3 UPE. Tout d’abord, nous abandonnons les quatre 

strates qui n’avaient aucune observation dans l’UPE 1 ou l’UPE 2. Ensuite, par souci de simplicité, nous 

mettons de côté chaque observation dont l’UPE porte le numéro 3 (quelle que soit la strate) et nous les 

traitons comme étant notre ensemble d’essai. Nous traitons le reste (les UPE 1 et 2) comme étant notre 

ensemble d’entraînement global. Nous fractionnons ces données d’entraînement en ensembles d’entraîne-

ment et de calage appropriés selon deux méthodes différentes. La première méthode est un fractionnement 

d’EAS 50-50 qui ne tient pas compte du plan de l’enquête. La deuxième méthode consiste à former un 

fractionnement aléatoire par UPE dans chaque strate, de sorte que dans chaque strate indépendamment, nous 

attribuons aléatoirement soit l’UPE 1 à l’entraînement approprié et l’UPE 2 au calage ou vice versa. Ces 

méthodes produisent des ensembles d’entraînement et de calage appropriés contenant environ 10 000 

personnes chacun et un ensemble d’essai de 1 659 personnes. 
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Pour chaque fractionnement, nous ajustons un modèle de régression linéaire à l’ensemble d’entraînement 

approprié pour prédire l’utilisation à partir d’un sous-ensemble des covariables utilisées par Romano et coll. 

(2019) : l’âge, le sexe, les indicateurs de diagnostic du diabète, la couverture d’assurance privée et la 

couverture d’assurance publique ainsi que les résumés quantitatifs des réponses au Sommaire de la 

composante physique (SCP), au Sommaire de la composante mentale (SCM) et à l’indice de Kessler (K6) 

de détresse psychologique non spécifique. Des scores de SCP et de SCM plus élevés représentent une 

meilleure santé et les scores de K6 plus faibles représentent moins de détresse. Nous calculons les IP pour 

chaque cas d’essai en les combinant avec l’ensemble de calage et en trouvant des quantiles conformes. 

L’élaboration de méthodes conformes pour les plans comportant seulement une ou deux UPE par strate reste 

un problème, qui n’est pas réglé par les méthodes des sections 3.4 et 3.5. Le regroupement des strates en 

pseudo-strates serait une solution valable si nous avions une connaissance spécialisée des strates, mais les 

données de la MEPS à grande diffusion reposent sur des identificateurs de strates anonymisés. C’est la 

raison pour laquelle nos quantiles ne s’appuient pas sur ces méthodes pour traiter la mise en grappes et la 

stratification, mais reposent sur l’application des poids d’enquête comme dans la section 3.2. 

Étant donné que nous nous sommes retrouvés avec des ensembles d’entraînement et de calage aussi 

grands par rapport à l’ensemble d’essai plus petit, nous n’avons constaté que de petites différences entre les 

méthodes conformes échangeables et fondées sur le plan à des niveaux d’IP modérés. Cependant, nous 

avons suffisamment de données d’entraînement et de calage adéquates pour estimer des niveaux d’IP de 

99 %, et nous constatons alors des différences importantes dans la longueur moyenne d’IP. Voici les 

principaux points à retenir, à partir des tableaux 4.1 et 4.2 : 

1. Quand nous utilisions un pipeline conforme qui supposait l’échangeabilité (fractionnement aléatoire des 

données aucun poids dans l’ajustement du modèle, aucun poids dans les quantiles conformes de 

l’ensemble de calage), nous avions tendance à obtenir une surcouverture. Si nous ignorions aussi les 

poids quand nous utilisions l’ensemble d’essai pour estimer la couverture, ces calculs sous-estimaient 

l’ampleur de la surcouverture. En utilisant des moyennes pondérées par les poids d’enquête dans 

l’ensemble d’essai, nous avons trouvé des estimations légèrement plus élevées de la couverture. Nous 

pensons que ces estimations plus élevées sont plus appropriées, puisque les moyennes pondérées par les 

poids d’enquête devraient mieux se généraliser au reste de la population que les moyennes non 

pondérées.  

2. Quand nous avons utilisé des méthodes fondées sur le plan (fractionnements fondés sur le plan, 

ajustements du modèle fondé sur le plan et pondéré par les poids d’enquête, quantiles conformes 

pondérés par les poids d’enquête sur l’ensemble de calage), cela a réduit légèrement notre surcouverture, 

selon les moyennes pondérées par les poids d’enquête de la couverture de l’ensemble d’essai. De même, 

cela a rétréci légèrement nos intervalles de prédiction (de 1 à 3 utilisations de moins par année environ) 

pour les niveaux modérés d’IP, et cela les a rétrécis considérablement (environ 40 utilisations de moins 

par année) pour les indicateurs de rendement à 99 %.  
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Ce bref exemple tiré de la MEPS montre que les couvertures et les longueurs estimées des IP peuvent 

différer quand les méthodes conformes tiennent compte du plan d’enquête. Dans la sous-section suivante, 

nous étudions ces effets plus en détail, en effectuant un échantillonnage répété dans le cadre de plans 

d’échantillonnage connus à partir d’une population finie complète. Nous utilisons également de plus petites 

tailles d’échantillon pour comprendre les différences plus marquées selon que l’on utilise le plan d’enquête 

ou que l’on en fait abstraction. 

 
Tableau 4.1 

Couverture des intervalles de prédiction (IP) des modèles de régression linéaire, estimée à partir de l’ensemble 

de données de la Medical Expenditure Panel Survey.  
 

Fractionnement, ajustement  
ou quantiles conformes 

Ensemble 
d’essai 

Couverture  
des IP, 80 % 

Couverture  
des IP, 90 % 

Couverture  
des IP, 95 % 

Couverture  
des IP, 99 % 

EAS EAS (0,824; 0,826) (0,910; 0,911) (0,951; 0,951) (0,993; 0,994) 
EAS Pondération  

par les poids 
d’enquête 

(0,836; 0,838) (0,914; 0,915) (0,950; 0,951) (0,995; 0,995) 

Pondération par les poids d’enquête Pondération  
par les poids 
d’enquête 

(0,829; 0,831) (0,911; 0,913) (0,949; 0,950) (0,992; 0,993) 

Notes : EAS = échantillonnage aléatoire simple. 
 Les couvertures sont indiquées comme ayant un intervalle de confiance d’environ 95 % en moyenne, et basées sur 100 fractionnements 

aléatoires d’entraînement ou de calage appropriés pour chaque configuration, le même ensemble d’essai étant utilisé chaque fois. Quand 
les fractionnements de données, les fractionnements de modèle de l’ensemble d’entraînement approprié et les quantiles conformes de 
l’ensemble de calage ne tenaient pas compte du plan d’enquête, nous obtenions une surcouverture (surtout pour les niveaux d’IP inférieurs); 
cependant, quand les estimations de la couverture de l’ensemble d’essai ignoraient le plan de sondage, elles sous-estimaient l’ampleur de 
la surcouverture, comparativement aux estimations de l’ensemble d’essai qui tenaient compte du plan de sondage. Cependant, quand les 
fractionnements, les ajustements et les quantiles conformes tenaient compte du plan d’enquête, il y avait un peu moins de surcouverture. 

 
Tableau 4.2 

Longueurs des intervalles de prédiction (IP) des modèles de régression linéaire, estimées à partir de l’ensemble 

de données de la Medical Expenditure Panel Survey. 
 

Fractionnement, ajustement  
ou quantiles conformes 

Ensemble 
d’essai 

Longueur  
des IP, 80 % 

Longueur  
des IP, 90 % 

Longueur  
des IP, 95 % 

Longueur  
des IP, 99 % 

EAS Pondération 
ou non  

(28,9; 29,2) (43,9; 44,3) (60,2; 60,7) (250,5; 256,6) 

Pondération par les poids d’enquête Pondération  
par les poids 
d’enquête 

(27,3; 27,7) (40,9; 41,4) (57,4; 58,0) (202,0; 211,1) 

Notes : EAS = échantillonnage aléatoire simple. 
 Les longueurs d’IP indiquées avaient un intervalle de confiance d’environ 95 % en moyenne et étaient basées sur 100 fractionnements 

aléatoires d’entraînement ou de calage appropriés pour chaque configuration, le même ensemble d’essai étant utilisé chaque fois. Quand 
les fractionnements de données, les ajustements de modèle de l’ensemble d’entraînement approprié et les quantiles conformes de l’ensemble 
de calage ne tenaient pas compte du plan d’enquête, les longueurs des IP avaient tendance à être légèrement plus grandes que quand les 
fractionnements, les ajustements et les quantiles conformes tenaient compte du plan d’enquête et même beaucoup plus grandes quand le 
niveau d’IP était très élevé. Dans la première ligne du tableau, il importe peu que les estimations de l’ensemble d’essai aient été pondérées 
par les poids d’enquête ou non, car ces longueurs d’IP sont constantes dans tous les cas de l’ensemble d’essai pour un fractionnement des 
données et un niveau d’IP donnés. 

 
4.2 Simulations 
 

Dans nos simulations fondées sur le plan, nous avons utilisé les données de l’Academic Performance 

Index (API, indice de rendement scolaire, California Department of Education, 2018) tirées du package 
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survey de R (Lumley, 2021). L’ensemble de données apipop contient des renseignements sur 37 variables 

pour l’ensemble des 6 194 écoles californiennes (écoles primaires, intermédiaires ou secondaires) comptant 

au moins 100 élèves. L’année de référence de l’ensemble de données n’est pas documentée, mais semble 

être l’année scolaire 1999-2000, car les données comprennent les scores d’API de chaque école pour 1999 

et 2000. 

Nous avons utilisé l’ensemble de données apipop comme population finie et nous avons prélevé des 

échantillons à plusieurs reprises (avec environ = 200n  unités d’échantillonnage finales) au moyen de 

différents plans. Quand nous avons évalué nos résultats sur des ensembles d’essai, nous avons utilisé 

l’ensemble de la population finie, y compris les cas qui avaient déjà servi à ajuster les modèles ou à trouver 

des quantiles conformes, puisque cela correspond aux garanties que notre article présente à la section 3. 

Voici des renseignements concernant la simulation :  

• Dans toutes les simulations, l’échantillonnage a été effectué sans remise. Bien que les résultats de la 

section 3 supposent un échantillonnage avec remise, nous avons présumé que l’échantillonnage sans 

remise mènerait tout de même à une couverture conforme proche de la valeur nominale, et nous voulions 

le vérifier empiriquement.  

• Toutes les simulations ont été exécutées 1 000 fois. Tous les intervalles de confiance de 95 % sont 

calculés comme étant l’estimation 2 fois l’écart type sur 1000.  

• Après avoir enlevé les lignes où il manquait des valeurs pour enroll (inscription) et mobility 

(mobilité), la « population finie » complète comprenait les 6 153 écoles sans valeurs manquantes pour 

les variables utilisées dans les simulations.  

• La plupart des simulations reposaient sur une taille d’échantillon de = 200n  écoles. Cependant, les 

échantillons par grappes avaient 200n   écoles en moyenne, mais variaient d’un échantillon à l’autre. 

Les simulations du modèle de régression ont pris des échantillons avec PPT de taille = 400,m n  puis 

ont fractionné les échantillons au hasard en un ensemble d’entraînement approprié de = 200m  et un 

ensemble de calage de = 200.n  

• La variable réponse était habituellement api00, soit l’API de l’école en 2000. L’exception est le 

tableau 4.5, dans lequel la variable réponse était enroll, la même variable que celle utilisée pour créer 

les poids PPT. Pour les simulations sans régression, nous avons simplement cherché des intervalles de 

prédiction « non supervisés » pour la distribution marginale de la variable réponse (sans covariables). 

Pour les simulations de régression, nous avons trouvé des quantiles de ˆ| ( ) |y f x  sur l’ensemble de 

calage et cherché des intervalles de prédiction pour la variable réponse aux valeurs de covariable pour 

chaque unité de la population.  

• Les probabilités d’échantillonnage avec PPT (si elles étaient utilisées) étaient habituellement propor-

tionnelles à enroll, soit le nombre d’élèves inscrits dans l’école. L’exception concerne des parties 

des tableaux 4.8 et 4.9, dans lesquelles les probabilités avec PPT étaient proportionnelles à 1 plus la 

racine carrée des résidus du modèle de régression linéaire de l’ensemble de la population, ce qui permet 
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de voir les effets des cas de suréchantillonnage qu’il est difficile de bien ajuster. Les quantiles conformes 

pour les simulations avec PPT ont été calculés comme dans la section 3.2.  

• Les grappes (si elles étaient utilisées) étaient fondées sur dnum, soit le numéro du district scolaire. Les 

échantillons par grappe prenaient toujours un EAS de 24 districts scolaires. Le nombre 24 a été choisi 

parce qu’il donnait une moyenne de = 198n  écoles (proche de celle de = 200n  utilisée dans d’autres 

plans de sondage). Pour les résultats « tenant compte du plan d’enquête » du tableau 4.6, nous avons 

calculé les quantiles au moyen de la méthode consistant à « sous-échantillonner une fois », comme dans 

la section 3.4, tandis que les résultats ne tenant pas compte du plan ignoraient la mise en grappes et 

calculaient les quantiles sur l’ensemble de données.  

• Les strates (si elles étaient utilisées) étaient basées sur stype, soit le type d’école. Les échantillons 

stratifiés comptaient toujours 100 écoles primaires, 50 écoles intermédiaires et 50 écoles secondaires, 

avec un EAS dans chaque type d’école. Pour les résultats « tenant compte du plan d’enquête » du 

tableau 4.7, nous avons calculé les quantiles séparément par strate comme dans la section 3.5, tandis 

que les résultats ignorant le plan ne tenaient pas compte des strates et calculaient les quantiles sur 

l’ensemble de données.  

• Les modèles de régression linéaire ont toujours prédit api00 au moyen d’une combinaison linéaire de 

ell (le pourcentage d’élèves apprenant l’anglais), de meals (le pourcentage d’élèves admissibles à 

des repas subventionnés) et de mobility (le pourcentage d’élèves pour lesquels il s’agit de la première 

année à cette école).  

 

Principaux points à retenir : 
 

1. Dans de nombreuses configurations, l’utilisation du quantile naïf (la statistique d’ordre )n   au lieu 

du quantile conforme (la statistique d’ordre ( 1) )n     a tendance à donner une légère sous-

couverture. Le quantile conforme a contribué en partie à résoudre ce problème, mais dans les 

configurations sans EAS, il n’était pas suffisant en soi.  

2. Pour les plans d’EAS, le lemme du quantile conforme a fonctionné comme cela était annoncé. Voir le 

tableau 4.3.  

3. Pour les plans d’échantillonnage avec PPT, le fait de ne pas tenir compte des poids donnait une légère 

sous-couverture quand les poids ne fournissaient pas beaucoup de renseignements sur la variable 

réponse. En revanche, le fait de ne pas tenir compte des poids entraînait une surcouverture extrême 

quand les poids étaient très informatifs. Dans les deux cas, les quantiles conformes pondérés ont résolu 

le problème. Voir les tableaux 4.4 et 4.5.  

4. Pour les plans avec mise en grappes ainsi que pour les plans stratifiés, le fait de ne pas tenir compte du 

plan entraînait une sous-couverture, alors que la prise en compte du plan (y compris le remplissage par 

quantiles conformes) réglait le problème. La seule exception était l’une des simulations de plan 

d’échantillonnage par grappes, dans laquelle les IP conformes fondés sur le plan n’ont pas atteint la 
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couverture cible. Cela pourrait être attribuable au petit nombre de grappes, à la grande variation de la 

taille des grappes et à notre choix de « sous-échantillonner une fois » comme méthode conforme. Voir 

les tableaux 4.6 et 4.7.  

5. Pour les modèles simples et l’inférence conforme fractionnée, si les poids ne fournissaient pas beaucoup 

de renseignements sur les variables du modèle ou l’ajustement du modèle, nous n’observions pas de 

grande différence que les poids soient utilisés ou non pour les quantiles. En revanche, quand les poids 

étaient informatifs, nous avons constaté que les quantiles conformes non pondérés entraînaient une 

surcouverture (et que les IP étaient trop grands). L’utilisation de poids d’enquête dans l’ajustement du 

modèle ne suffisait pas à régler le problème, mais la pondération des quantiles le réglait. Voir les 

tableaux 4.8 et 4.9.  

 
Tableau 4.3 

Échantillonnage aléatoire simple (EAS). Couverture moyenne des intervalles de prédiction (IP) de api00, à 

deux niveaux d’IP différents, selon 1 000 échantillons EAS de = 200n  chacun tirés de l’ensemble de données 

de l’Academic Performance Index. 
 

Quantiles conformes ? Couverture des IP, 80 % Couverture des IP, 90 % 

Non (0,794; 0,801) (0,945; 0,949) 
Oui (0,800; 0,807) (0,949; 0,953) 
Notes : Les couvertures indiquées ont des intervalles de confiance de 95 %. Les quantiles naïfs produisent une sous-couverture, mais les quantiles 

conformes atteignent la couverture cible. 

 
Tableau 4.4 

Probabilité proportionnelle à la taille (PPT), poids non informatifs. Couverture moyenne des intervalles de 

prédiction (IP) de api00, à deux niveaux d’IP différents, selon 1 000 échantillons avec PPT de = 200n  chacun 

tirés de l’ensemble de données de l’Academic Performance Index où la probabilité   enroll. 
 

Pondération par  
les poids d’enquête ? 

Quantiles  
conformes ? 

Couverture  
des IP, 80 % 

Couverture  
des IP, 90 % 

Non Non (0,752; 0,760) (0,927; 0,932) 
Non Oui (0,759; 0,767) (0,935; 0,940) 
Oui Non (0,795; 0,803) (0,944; 0,949) 
Oui Oui (0,803; 0,811) (0,953; 0,958) 
Notes : Les couvertures indiquées ont des intervalles de confiance de 95 %. Les quantiles naïfs produisent une sous-couverture, les quantiles 

conformes seuls ou la pondération par les poids d’enquête seule ne règlent pas le problème, mais les quantiles conformes pondérés par les 
poids d’enquête atteignent la couverture cible. 

 
Tableau 4.5 

Probabilité proportionnelle à la taille (PPT), poids informatifs. Couverture moyenne des intervalles de 

prédiction (IP) de enroll, à deux niveaux d’IP différents, selon 1 000 échantillons avec PPT de = 200n  chacun 

tirés de l’ensemble de données de l’Academic Performance Index où la probabilité   enroll. 
 

Pondération par  
les poids d’enquête ? 

Quantiles 
conformes ? 

Couverture  
des IP, 80 % 

Couverture  
des IP, 90 % 

Non Non (0,933; 0,935) (0,986; 0,987) 
Non Oui (0,934; 0,937) (0,988; 0,989) 
Oui Non (0,792; 0,798) (0,946; 0,949) 
Oui Oui (0,796; 0,802) (0,948; 0,951) 
Notes : Les couvertures indiquées ont des intervalles de confiance de 95 %. Les quantiles naïfs produisent une surcouverture; les quantiles 

conformes à eux seuls ne règlent pas le problème, tandis que la pondération par les poids d’enquête seule entraîne une sous-couverture; 
cependant, les quantiles conformes pondérés par les poids d’enquête atteignent la couverture cible. 
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Tableau 4.6 

Mise en grappes. Couverture moyenne des intervalles de prédiction (IP) de api00, à deux niveaux d’IP 

différents, selon 1 000 échantillons en grappes de 24 grappes ( 200)n  chacun tirés de l’ensemble de données 

de l’Academic Performance Index.  
 

Plan d’enquête ? Quantiles  
conformes ? 

Couverture  
des IP, 80 % 

Couverture  
des IP, 90 % 

Non Non (0,785; 0,805) (0,934; 0,943) 
Non Oui (0,791; 0,811) (0,940; 0,949) 
Oui Non (0,799; 0,817) (0,916; 0,930) 
Oui Oui (0,799; 0,817) (0,959; 0,968) 
Notes : Les couvertures indiquées ont des intervalles de confiance de 95 %. En raison de la grande variabilité de la taille des grappes, ces intervalles 

de confiance de 95 % sont plus grands que dans les tableaux précédents, mais la tendance globale est généralement semblable à celle des 
autres tableaux : les quantiles naïfs semblent susceptibles de produire une sous-couverture, les quantiles conformes seuls ou les analyses 
tenant compte du plan d’enquête seules ne règlent pas nécessairement le problème, mais les quantiles conformes tenant compte du plan 
d’enquête atteignent la couverture cible. 

 
 
Tableau 4.7 

Stratification. Couverture moyenne des intervalles de prédiction (IP) de api00, à deux niveaux d’IP différents, 

selon 1 000 échantillons stratifiés de = 200n  chacun tirés de l’ensemble de données de l’Academic Performance 

Index.  
 

Plan d’enquête ? Quantiles  
conformes ? 

Couverture  
des IP, 80 % 

Couverture  
des IP, 90 % 

Non Non (0,769; 0,777) (0,933; 0,938) 
Non Oui (0,775; 0,783) (0,940; 0,944) 
Oui Non (0,787; 0,795) (0,939; 0,944) 
Oui Oui (0,800; 0,808) (0,953; 0,956) 
Notes : Les couvertures indiquées ont des intervalles de confiance de 95 %. Les quantiles naïfs produisent une sous-couverture, les quantiles 

conformes seuls ou les analyses tenant compte du plan d’enquête seules ne règlent pas le problème, mais les quantiles conformes tenant 
compte du plan d’enquête atteignent la couverture cible. 

 
 
Tableau 4.8 

Couverture des intervalles de prédiction (IP) des modèles de régression linéaire. Couverture moyenne des IP de 

api00, à deux niveaux d’IP différents, selon 1 000 échantillons avec probabilité proportionnelle à la taille (PPT) 

de = 200n  chacun tirés de l’ensemble de données de l’Academic Performance Index.  
 

Prob. PPT Quantiles conformes pondérés 
par les poids d’enquête ? 

Régression pondérée par 
les poids d’enquête ? 

Couverture  
des IP, 80 % 

Couverture  
des IP, 90 % 

enroll Non Non (0,807; 0,810) (0,955; 0,957) 
enroll Oui Non (0,803; 0,807) (0,954; 0,956) 
Résidus Non Non (0,874; 0,876) (0,973; 0,974) 
Résidus Non Oui (0,875; 0,878) (0,973; 0,974) 
Résidus Oui Non (0,798; 0,802) (0,950; 0,951) 
Résidus Oui Oui (0,798; 0,801) (0,950; 0,951) 
Notes : Les couvertures indiquées ont des intervalles de confiance de 95 %. Pour les poids proportionnels à enroll (non informatifs pour la 

régression), on constate peu de différence que nous pondérions ou non les quantiles conformes. Pour les poids informatifs proportionnels 
aux résidus de la population entière, les quantiles conformes non pondérés donnent une surcouverture, et ce problème est réglé par des 
quantiles conformes pondérés par les poids d’enquête; cependant, on observe peu de différence que nous ajustions ou non les modèles de 
régression pondérée par les poids d’enquête. 
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Tableau 4.9 

Longueurs des intervalles de prédiction (IP) des modèles de régression linéaire. Longueur moyenne des IP de 

api00, à deux niveaux d’IP différents, selon 1 000 échantillons avec probabilité proportionnelle à la taille (PPT) 

de = 200n  chacun tirés de l’ensemble de données de l’Academic Performance Index. 
 

Prob. PPT Quantiles conformes  
pondérés par les poids 
d’enquête ? 

Régression pondérée 
par les poids 
d’enquête ? 

Longueur  
des IP, 80 % 

Longueur  
des IP, 90 % 

enroll Non Non (192,6; 194,1) (294,5; 297,3) 
enroll Oui Non (190,8; 192,7) (293,7; 297,2) 
Résidus Non Non (214,1; 215,6) (328,2; 331,5) 
Résidus Non Oui (211,8; 213,3) (331,4; 334,8) 
Résidus Oui Non (179,4; 180,8) (285,4; 287,7) 
Résidus Oui Oui (175,1; 176,3) (286,1; 288,3) 
Notes : Les longueurs indiquées ont des intervalles de confiance de 95 %. Pour les poids proportionnels à enroll (non informatifs pour la 

régression), on constate peu de différence que nous pondérions ou non les quantiles conformes. Pour les poids informatifs proportionnels 
aux résidus de la population entière, les IP provenant de quantiles conformes non pondérés sont beaucoup plus grands que les IP provenant 
de quantiles conformes pondérés par les poids d’enquête; cependant, on observe peu de différence que nous ajustions ou non les modèles 
de régression pondérée par les poids d’enquête. 

 
Dans l’ensemble, les quantiles conformes pondérés par les poids d’enquête que nous avons proposés 

mathématiquement dans la section 3 semblent également fonctionner empiriquement. Les analystes de 

données se rapprocheront probablement de la couverture nominale quand ils tiendront compte des poids ou 

d’autres caractéristiques du plan d’enquête. 

 
5. Prolongements 
 

Nous abordons plusieurs considérations pratiques pour répondre aux questions suivantes. Que se passe-

t-il si le plan de sondage ne correspond pas tout à fait aux situations décrites précédemment ? Que se passe-

t-il si les probabilités d’échantillonnage ne sont pas toutes connues ? Nous proposons aussi d’autres cas 

d’utilisation possibles pour l’inférence conforme dans la méthodologie d’enquête. 

 
5.1 Considérations pratiques 
 

Ajustements des poids : La plupart des enquêtes ne sont pas diffusées avec des poids d’échantillonnage de 

probabilité inverse seulement. Les poids finaux de l’enquête ont été ajustés pour tenir compte de la non-

réponse, de la poststratification et d’autres considérations. Tibshirani et coll. (2019) ont constaté que leurs 

méthodes conformes maintenaient toujours une couverture proche de la couverture nominale, même quand 

ils estimaient seulement les poids du rapport de vraisemblance, au lieu d’utiliser de vrais rapports de 

vraisemblance. Nous prévoyons des résultats semblables pour les méthodes conformes qui reposent sur des 

poids de sondage ajustés plutôt que sur les vrais poids d’échantillonnage de probabilité inverse. 
 

Changement de distribution : On suppose généralement que les enquêtes sont échantillonnées à partir 

d’une population finie bien définie, à un moment et à un endroit précis. Il se peut qu’une couverture ne soit 

pas garantie si nous faisons des prédictions pour des unités à des moments futurs ou à partir d’autres 
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populations. Si l’inférence fondée sur un modèle (plutôt que sur le plan de sondage) est plus intéressante 

pour l’application visée, nous pourrions tout de même être en mesure d’estimer le rapport de vraisemblance 

du décalage de covariable et d’appliquer les techniques conformes de Tibshirani et coll. (2019). Il ne s’agira 

tout simplement plus d’inférence strictement fondée sur le plan, bien qu’un cadre conjoint fondé sur le plan 

et une superpopulation puisse être un sujet fécond pour de futurs travaux (Isaki et Fuller, 1982; Rubin-

Bleuer et Şchiopu-Kratina, 2005; Han et Wellner, 2021). 
 

Probabilités d’échantillonnage inconnues pour les cas d’essai : Nos méthodes conformes de la 

section 3.2 exigent les probabilités d’échantillonnage pour chaque cas d’essai. Toutefois, en pratique, les 

probabilités d’échantillonnage ne sont généralement pas connues pour chaque unité de population. Même 

si elles sont connues à l’interne au sein de l’organisme d’enquête, la diffusion publique des probabilités 

d’échantillonnage de l’ensemble de la population peut accroître le risque de réidentification d’unités et 

d’atteinte à la vie privée. 

L’organisme d’enquête pourrait plutôt déclarer un ensemble de catégories de population pour lesquelles 

les probabilités d’échantillonnage sont approximativement égales dans chaque catégorie ainsi que leurs 

probabilités approximatives. Il pourrait y avoir des catégories suffisamment larges pour minimiser les 

risques d’atteinte à la vie privée, mais assez fines pour donner une approximation des probabilités réelles 

d’échantillonnage. Au lieu de catégories discrètes, l’organisme d’enquête pourrait aussi indiquer une sorte 

de fonction de variance généralisée ou FVG (Wolter, 2007), qui servirait à estimer les probabilités 

d’échantillonnage de chaque unité de population plutôt que les variances, à partir des covariables 

disponibles pour chaque unité. Cette solution pourrait être particulièrement valable pour un échantillonnage 

avec PPT. 

Par ailleurs, l’organisme d’enquête pourrait publier uniquement la valeur du plus grand poids d’échan-

tillonnage de probabilité inverse pour l’ensemble de la population. Ensuite, l’utilisation de ce poids pour 

chaque cas d’essai pendant la prédiction conforme serait une technique vraiment prudente. Une autre 

solution consisterait à utiliser comme approximation le poids d’échantillonnage le plus grand dans 

l’ensemble de données à grande diffusion. Les utilisateurs pourraient aussi essayer une fourchette de poids 

plausibles pour un cas d’essai souhaité, en se fondant sur les poids d’unités semblables dans l’échantillon, 

et produire une analyse de sensibilité. 

Enfin, si un utilisateur s’intéresse aux prédictions pour une unité de population ayant le même vecteur 

de covariables X  que l’un des cas échantillonnés dans l’ensemble de données, il pourrait simplement 

utiliser le poids d’enquête de ce cas échantillonné. 

 
5.2 Autres utilisations des méthodes conformes dans la méthodologie 

d’enquête 
 

Les organismes nationaux de statistique, les instituts de sondage et toutes les personnes qui recueillent 

et prétraitent des données d’enquête peuvent trouver leurs propres cas d’utilisation de méthodes conformes : 
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• Construire un modèle de propension à répondre fondé sur les métadonnées internes d’enquêtes 

antérieures. Pour la prochaine enquête, établir des ensembles de prédiction conforme pour le mode de 

réponse le plus probable de chaque unité échantillonnée (ou l’état final de non-réponse). Ces ensembles 

peuvent ensuite servir à choisir le mode de premier contact pour chaque unité échantillonnée.  

• Dans le cadre des vérifications automatisées de l’assurance de la qualité, utiliser des intervalles ou des 

ensembles de prédiction conforme pour chaque variable afin de signaler les valeurs aberrantes 

potentielles aux fins de suivi (Bates, Candès, Lei, Romano et Sesia, 2023).  

• Pour imputer la non-réponse partielle ou générer des microdonnées synthétiques, effectuer un tirage 

aléatoire à partir d’un ensemble ou d’un intervalle de prédiction conforme pour cette variable.  

 
6. Conclusion 
 

On observe un intérêt croissant pour l’extension des méthodes d’apprentissage automatique aux données 

d’enquête complexes ainsi que pour un corpus de travail distinct sur l’élaboration d’intervalles de prédiction 

pour de nouvelles méthodes prédictives comme celles provenant de la communauté de l’apprentissage 

automatique. Ce travail en cours est certes précieux, mais l’inférence conforme fondée sur le plan fournit 

une autre méthode qui répond à ces deux besoins : nous pouvons appliquer un nouvel algorithme prédictif 

aux données d’enquêtes complexes (même si cet algorithme n’a pas encore été particulièrement adapté pour 

tenir compte du plan d’enquête) et automatiquement obtenir des intervalles conformes compatibles avec la 

fonction de prédiction ajustée (même si des méthodes natives d’intervalles de prédiction n’ont pas encore 

été élaborées pour cet algorithme), et réussir à fournir des garanties de couverture fondées sur le plan 

d’échantillon fini exact. 

Il va de soi que les méthodes conformes fondées sur le plan ne sont pas une panacée. Premièrement, pour 

les méthodes qui ont des adaptations fondées sur le plan bien comprises, la version fondée sur le plan ajustée 

aux données d’entraînement du plan d’enquête est susceptible d’être un meilleur modèle prédictif pour la 

moyenne conditionnelle et, par conséquent, d’avoir des intervalles de prédiction conformes plus étroits que 

lorsque cette méthode ne tient pas compte du plan de sondage. À titre d’exemple simple, dans certains cas, 

un modèle linéaire pondéré par les poids d’enquête peut mieux se généraliser qu’un modèle linéaire non 

pondéré ajusté aux mêmes données, de sorte que les plus petits résidus du modèle pondéré par les poids 

d’enquête donneront des intervalles de prédiction conformes plus étroits que pour le modèle non pondéré. 

En ce sens, il est toujours important d’élaborer des équivalents pondérés par les poids d’enquête des 

nouveaux algorithmes d’apprentissage automatique. 

Deuxièmement, pour les modèles qui ont des intervalles de prédiction natifs, si nous pouvons espérer à 

juste titre que les hypothèses sous-jacentes du modèle sont respectées, nous pourrons obtenir de façon native 

des intervalles de prédiction plus étroits ou moins variables que ceux par inférence conforme. Dans certains 

cas, les méthodes natives peuvent nous donner des intervalles de prédiction conditionnels plutôt que des 



506 Wieczorek : Prédiction conforme fondée sur le plan 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

intervalles marginaux. Ainsi, il est toujours important d’élaborer des intervalles de prédiction natifs pour 

des modèles particuliers. 

Toutefois, quand l’une ou l’autre de ces conditions n’est pas encore remplie, l’inférence conforme est 

une façon pratique et allégée en hypothèses de combler l’écart. Nous remarquons également que Lei et coll. 

(2018) ont constaté dans des simulations que les méthodes classiques sont si instables pour la régression de 

grande dimension que les intervalles de prédiction conformes peuvent en fait être plus étroits que les 

intervalles natifs. 

Nous avons également abordé plusieurs limites pragmatiques à l’inférence conforme d’après des données 

d’enquête : les poids d’échantillonnage ne sont pas vraiment connus d’avance et ne peuvent pas être 

rapportés pour chaque unité de population. Les solutions que nous proposons sont seulement un point de 

départ. 

Nous espérons néanmoins que notre article suscitera l’intérêt des statisticiens d’enquêtes pour l’inférence 

conforme. Les analystes des données d’enquête pourraient trouver ces méthodes directement applicables. 

En outre, les travaux de recherche sur les méthodes conformes dans une perspective fondée sur le plan 

pourraient apporter de nouvelles idées à la communauté plus large des chercheurs spécialisés en statistique 

et en apprentissage automatique s’intéressant à l’inférence conforme. 

À titre d’exemple, Vovk (2013) montre que la distribution des niveaux de couverture atteints a une 

distribution bêta dans les ensembles de calage quand les données sont échangeables. Afin d’évaluer le degré 

de variabilité auquel on peut s’attendre de cette distribution bêta, Angelopoulos et Bates (2022) proposent 

une estimation de la taille effective de l’échantillon effn  pour les méthodes conformes pondérées, mais leur 

estimation ne convient pas à tous les plans de sondage ni à tous les estimateurs. Les statisticiens d’enquêtes 

seraient en mesure de proposer de meilleures estimations de effn  ou de recommander d’autres façons 

d’étudier et de contrôler la variabilité de la couverture atteinte pour les données non échangeables. 

Parmi les autres problèmes non résolus, mentionnons les méthodes conformes pour l’échantillonnage à 

probabilités inégales sans remise; l’échantillonnage par grappes à probabilités inégales; les strates avec un 

petit nombre d’UPE; la combinaison de strates plutôt que l’analyse de chaque strate séparément; les 

garanties de couverture exacte pour la poststratification; les plans d’enquête par panel; les cadres conjoints 

fondés sur la superpopulation et le plan. Nous invitons vivement les chercheurs à contribuer à la 

méthodologie conforme et à trouver de nouveaux domaines d’application de ces méthodes. 
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Annexe 

 
A. Régions de prédiction adaptative 
 

Dans la méthode simple de prédiction conforme pour la régression décrite dans notre article, nous avons 

utilisé une bande de prédiction de largeur constante partout, ce qui serait irréaliste dans de nombreux 

scénarios. Si la vraie distribution conditionnelle de Y X  est hétéroscédastique, par exemple, la couverture 

marginale sera toujours correcte, mais elle sera obtenue par la surcouverture de certaines régions de X  et 

la sous-couverture d’autres. Pour d’autres solutions « adaptatives », dans lesquelles l’IP est plus large dans 

les régions de X  avec plus de variabilité dans ,Y  voir les travaux récents sur l’inférence conforme pondérée 

localement (Lei et coll., 2018) et la régression quantile « conformé » (Romano et coll., 2019). 

Pour les problèmes de classification, même la méthode simple de la section 2.5 produit des ensembles 

de prédiction adaptative : dans les cas d’essai difficiles où f̂  hésite quant à la bonne classe, les ensembles 

de prédiction seront plus grands que pour les cas d’essai faciles où f̂  attribue de façon fiable la plupart des 

probabilités à une classe. Voir aussi Romano et coll. (2020) et Angelopoulos et Bates (2022). 
 

Largeurs des intervalles de prédiction variables en raison de la pondération par les poids d’enquête : 

Notons que dans la configuration pondérée par les poids d’enquête, nous obtenons automatiquement des 

largeurs d’intervalles de prédiction légèrement différentes pour différents cas d’essai, parce que les poids 

d’enquête peuvent différer pour chaque unité prédite. Toutefois, la pondération par les poids d’enquête a 

pour effet d’élargir légèrement les intervalles de prédiction pour les régions de X  ayant une taille effective 

d’échantillon plus petite. Cela est différent de l’adaptativité aux régions présentant une plus grande 

variabilité dans .Y  

Pour décrire cela rapidement, une unité échantillonnée ayant un poids d’échantillonnage plus élevé 

représente plus d’unités de population, ce qui entraîne plus d’incertitude au sujet des unités « comme » 

celle‑ci. Quand nous appliquons le lemme 3 à un cas d’essai ayant un poids plus grand, sa FDCe pondérée 

par les poids d’enquête est poussée plus bas que si elle avait un petit poids. Le quantile de score de non-

conformité est alors estimé plus à droite, si bien que l’intervalle de prédiction conforme est plus large pour 

les unités ayant de plus grands poids, toutes choses étant égales par ailleurs. 

Par ailleurs, envisageons des plans de répartition optimaux, dans lesquels les strates ayant une plus 

grande variance de Y  sont suréchantillonnées. Quand nous construisons les intervalles conformes 

séparément dans chaque strate, les FDCe des strates à variance élevée seront remplies par un 1 hn  plus 

petit que celui des strates à faible variance, de sorte que l’ajustement du quantile est une option moins 

prudente. Cependant, cela devrait être plus que compensé par le fait que les strates à variance élevée ont 

également une plus grande étendue dans ,Y  de sorte que leurs intervalles de prédiction finiront par être plus 

larges que ceux des strates à faible variance.  



508 Wieczorek : Prédiction conforme fondée sur le plan 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

B. Autres méthodes conformes pour les échantillons par grappes 
 

En plus des renseignements fournis à la section 3.4, nous indiquons brièvement de quelle façon les autres 

méthodes de Dunn et coll. (2022) ont trait aux plans par grappes dans l’échantillonnage d’enquête. 
 

Prédiction pour une grappe observée : Si nous avons seulement besoin d’un intervalle de prédiction pour 

les nouvelles observations de l’une des grappes que nous avons déjà échantillonnées, nous pouvons 

simplement appliquer des méthodes conformes standard en utilisant seulement les données de cette grappe, 

lesquelles seront échangeables. 
 

Méthode doublement conforme : Dans le cas d’une prédiction non supervisée (dans laquelle nous voulons 

un intervalle de prédiction pour Y  non conditionnel aux covariables )X  pour une nouvelle grappe, on 

pourrait créer des intervalles de prédiction conforme séparés dans chaque grappe, puis combiner leurs 

extrémités de façon appropriée en un seul intervalle. Cela correspond à l’esprit fondé sur le plan : construire 

des estimations valides dans chaque grappe, puis les combiner de façon logique entre les grappes. Dunn 

et coll. (2022) proposent une méthode de ce type dont la couverture garantie est au moins 1 .  Cependant, 

dans les simulations, elle produit une surcouverture de presque 1 et des intervalles plus larges que les autres 

méthodes. 
 

Regroupement de fonctions de distribution cumulative : Nous pourrions d’abord construire des FDCe 

dans chaque grappe et faire leur moyenne dans une seule FDCe regroupée. Nous pourrions ensuite appliquer 

des méthodes conformes standard en utilisant cette FDCe regroupée. Dunn et coll. (2022) prouvent 

seulement que cela est asymptotiquement valide, exigeant une distribution continue pour Y  ainsi qu’un 

nombre croissant de grappes échantillonnées .k   Cela n’est pas possible dans une configuration 

classique fondée sur le plan d’une population finie fixe, bien que nous puissions construire un modèle de 

superpopulation et une séquence de populations finies croissantes qui répondent à leurs exigences. 

Dans les simulations, Dunn et coll. (2022) constatent que le regroupement de FDC a tendance à avoir 

une couverture la plus proche de la couverture nominale ainsi que la longueur la plus courte d’intervalles 

de prédiction dans la plupart des configurations. Toutefois, lorsque nous ne voulons pas nous appuyer sur 

des arguments asymptotiques et des données de Y  continues, le sous-échantillonnage répété semble 

fonctionner mieux que le sous-échantillonnage unique ou la méthode doublement conforme. 
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Plans de sondage et estimateurs pour les enquêtes 
multimodales fondées sur la collecte de données en personne 
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Résumé 

Les spécialistes de la recherche sur les enquêtes se tournent de plus en plus vers la collecte multimodale de 
données pour composer avec la baisse des taux de réponse aux enquêtes et l’augmentation des coûts. Une 
approche efficace propose des modes de collecte moins coûteux (par exemple sur le Web) suivis d’un mode plus 
coûteux pour un sous-échantillon des unités (par exemple les ménages) dans chaque unité primaire d’échantillon-
nage (UPE). Nous présentons deux solutions de rechange à cette conception classique. La première consiste à 
sous-échantillonner les UPE plutôt que les unités pour limiter les coûts. La seconde est un plan hybride qui 
comprend un échantillon (à deux degrés) par grappes et un échantillon indépendant sans mise en grappes. À 
l’aide d’une simulation, nous démontrons que le plan hybride comporte des avantages considérables. 

 
Mots-clés : Biais; à plusieurs degrés; sous-échantillonnage; à deux phases; axé sur le Web. 

 
 

1. Introduction 
 

De nombreuses enquêtes reposent sur les modes de collecte de données par Internet et par la poste en 

raison de leurs coûts relativement faibles, mais les taux de réponse globaux peuvent être inférieurs à ceux 

qui seraient souhaités, et les estimations peuvent être entachées d’un biais de non-réponse considérable 

(Dillman, 2017; Brick, Kennedy, Flores-Cervantes et Mercer, 2021). L’introduction des interviews sur place 

comme mode de suivi peut largement augmenter les taux de réponse, mais à un coût plus élevé. 

L’augmentation des taux de réponse obtenue grâce au suivi en personne entraîne également une réduction 

du biais de non-réponse, en raison de l’introduction du mode en personne, ce qui crée une propension accrue 

à répondre aux enquêtes pour les sous-groupes qui sont moins susceptibles de répondre sur le Web ou par 

la poste. L’échantillonnage à deux phases est une méthode d’échantillonnage plus rentable de la collecte 

multimodale de données et d’interviews sur place. Hansen et Hurwitz (1946) ont présenté l’échantillonnage 

à deux phases comme méthode de traitement de la non-réponse fondée sur la théorie de l’échantillonnage à 

deux phases de Neyman (1938). Hansen et Hurwitz ont appliqué leur méthode au moyen d’un échantillon 

de première phase constitué d’établissements de vente au détail qui ont reçu un questionnaire par la poste, 

les non-répondants ayant été sous-échantillonnés pour la collecte en personne. Comme le volet en personne 

a abouti à un taux de réponse de presque 100 % après pondération pour le sous-échantillonnage, les 

estimations de l’enquête étaient sans biais. 

Une application bien connue de cette stratégie d’échantillonnage est l’American Community Survey 

(ACS), une enquête où un échantillon de ménages est sélectionné dans les régions de totalisation et où les 

ménages doivent répondre à un questionnaire sur le Web ou par la poste; un suivi en personne se fait auprès 



514 Brick et DeMatteis : Plans de sondage et estimateurs pour les enquêtes multimodales fondées sur la collecte de données en… 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

d’un sous-échantillon de non-répondants du secteur (Bureau du recensement des États-Unis, 2014; Bureau 

du recensement des États-Unis, 2019). Comme d’autres enquêtes aujourd’hui, l’ACS ne parvient pas à un 

taux de réponse complet, si bien que les poids d’enquête doivent être rajustés en fonction de la non-réponse 

et que les estimations peuvent rester entachées d’un biais de non-réponse. 

Le présent article porte sur deux nouveaux plans de sondage pour les enquêtes multimodales auprès des 

ménages qui font appel à des interviews sur place pour accroître les taux de réponse. Les enquêtes axées sur 

ce type de plan multimodal sont peut-être plus courantes aux États-Unis et au Canada. L’approche type 

d’échantillonnage à deux phases consiste à sélectionner un échantillon d’unités primaires d’échantillonnage 

(UPE) et de ménages dans les UPE pour le ou les modes à faible coût, puis des sous-échantillons dans les 

diverses UPE pour le suivi en personne. Les deux nouvelles approches modifient les plans d’échantillonnage 

pour les modes à faible coût (sur le Web ou par la poste) afin d’améliorer l’efficacité des estimations, tout 

en conservant le plan de base en personne. Les plans d’échantillonnage qui reposent sur des modes plus 

coûteux avant les modes moins coûteux ne sont pas pris en considération (par exemple Bayart et Bonnel, 

2015). Le premier nouveau plan de sondage que nous examinons est une variante où un grand échantillon 

d’UPE est prélevé et où les ménages de chaque UPE sont recrutés au moyen de modes à faible coût en 

première phase, mais où le suivi en personne se fait seulement dans un sous-échantillon d’UPE. Cette 

approche réduit l’effet de grappes en répartissant les répondants de l’échantillon de première phase sur un 

plus grand nombre d’UPE. Nous envisageons également une seconde approche qui consiste à sélectionner 

deux échantillons indépendants : un échantillon de ménages sans mise en grappes recrutés au moyen de 

modes à faible coût et un échantillon par grappes où tous les ménages échantillonnés sont recrutés de façon 

séquentielle au moyen de tous les modes. Les estimations se créent en regroupant des données des deux 

échantillons. Nous ne discutons pas des erreurs non dues à l’échantillonnage qui peuvent survenir lorsque 

plus d’un mode de collecte de données est utilisé (par exemple Goodman, Brown, Silverwood, Sakshaug, 

Calderwood, Williams et Ploubidis, 2022). 

À la section 2, nous décrivons plus en détail les deux nouveaux plans de sondage. Nous présentons les 

estimateurs et décrivons leurs propriétés selon différents modèles de non-réponse à la section 3. La section 4 

présente et décrit les résultats d’une étude par simulation que nous avons menée. Nous concluons à la 

section 5 par une discussion sur les répercussions des plans de sondage et des estimateurs, la présentation 

de recommandations et l’évocation de domaines de recherche future. 

 
2. Plans de sondage 
 

Toutes les applications que nous avons identifiées de l’échantillonnage à deux phases des ménages pour 

la non-réponse où des interviews sur place sont effectuées commencent par un échantillon de première phase 
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d’UPE (par grappes sur le plan géographique) et enchaînent avec un sous-échantillon de non-répondants en 

deuxième phase dans chacune des UPE de la première phase. Dans de nombreux cas, le sous-

échantillonnage pour la non-réponse est une caractéristique adaptative ou réactive du plan plutôt qu’une 

approche de conception initiale (Groves et Heeringa, 2006; Heeringa, Wagner, Torres, Duan, Adams et 

Berglund, 2004; Wagner, Arrieta, Guyer et Ofstedal, 2014). La première phase consiste en un échantillon 

d’UPE avec un échantillon de ménages tirés d’une base de sondage fondée sur les adresses. Tous les 

ménages échantillonnés sont assujettis au protocole initial de collecte des données, qui peut comprendre la 

collecte sur le Web ou par la poste comme mode à faible coût. 
 

Sous-échantillonnage d’unités à deux phases : Les non-répondants de l’échantillon de première phase sont 

sous-échantillonnés à l’intérieur de chaque UPE, et l’interview sur place est le mode retenu en seconde 

phase. L’ACS utilise ce plan. Nous appelons cette approche classique le sous-échantillonnage d’unités à 

deux phases. Särndal et Swensson (1987) ont étendu la théorie de Hansen et Hurwitz à des plans où 

l’échantillon de première phase n’était pas un échantillon aléatoire simple ou stratifié. 

Le plan de sous-échantillonnage d’unités à deux phases pose deux problèmes statistiques. Le premier 

concerne l’augmentation de la variance des estimations attribuable au sous-échantillonnage (Kish, 1992), 

puisque les poids rendent compte du sous-échantillonnage. Le second est l’augmentation de la variance 

attribuable aux grappes, à supposer qu’il y ait une corrélation intraclasse positive pour les caractéristiques 

d’intérêt, parce que toutes les réponses sont regroupées dans les UPE échantillonnées. Ajoutons qu’un 

problème connexe lié aux coûts et au fonctionnement limite le nombre d’UPE échantillonnées en vue de 

rendre efficace la collecte de données en personne au sein des UPE. 
 

Sous-échantillonnage d’UPE à deux phases : Un autre plan de sondage à deux phases consiste à sélectionner 

un grand nombre d’UPE et de ménages dans la première phase, puis à sélectionner un sous-échantillon 

d’UPE et tous les ménages dans ces UPE pour la seconde phase. Tous les ménages échantillonnés dans la 

première phase sont recrutés par Internet, mais un suivi en personne est effectué seulement pour les non-

répondants du sous-échantillon des UPE lors de la deuxième phase. Nous appelons cette approche le sous-

échantillonnage d’UPE à deux phases. Nous n’avons trouvé aucune enquête faisant appel à cette approche. 

Celle-ci présente des avantages et soulève des inquiétudes semblables à ceux du sous-échantillonnage 

d’unités à deux phases, mais offre l’avantage de réduire l’effet de grappes en répartissant les répondants de 

l’échantillon de première phase sur un plus grand nombre d’UPE. 
 

Échantillonnage hybride : Un plan de sondage différent comportant moins de restrictions que le sous-

échantillonnage d’UPE à deux phases, qui consiste à prélever deux échantillons indépendants, puis à 

regrouper les estimations des deux échantillons pour produire les estimations finales. Le premier échantillon 

est un échantillon sans mise en grappes de ménages tirés de la base de sondage fondée sur les adresses, et 
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ces ménages sont recrutés uniquement au moyen de modes à faible coût. Le deuxième échantillon repose 

sur un plan à deux degrés pour réduire les coûts de la collecte des données et consiste en un échantillon 

d’UPE et de ménages dans les UPE. Les données sont recueillies auprès des ménages faisant partie du 

deuxième échantillon en utilisant, de manière séquentielle, le mode de collecte sur le Web, puis celui en 

personne. Ce plan s’appuie sur des méthodes à double base (Lohr, 2011) et à deux phases. Comme les 

méthodes à double base, il consiste à sélectionner deux échantillons, mais à partir de la même base de 

sondage dans ce cas-ci, puis à combiner les données des deux échantillons. Tout comme pour l’échan-

tillonnage à deux phases, seul un sous-échantillon de l’échantillon complet des ménages est assujetti au 

protocole de collecte intégrale des données. Nous appelons cela l’échantillonnage hybride à deux phases, 

ou de façon plus concise, l’échantillonnage hybride. Lorsque nous discutons des deux échantillons, nous 

les appelons, respectivement, échantillons sans mise en grappes et échantillons par grappes pour faciliter 

l’analyse. 
 

Exemple : Nous présentons ci-dessous une illustration de chaque plan de sondage et considérons les effets 

sur la précision; plus loin, pour chacun de ces plans de sondage, nous examinerons le biais de divers 

estimateurs. À titre d’exemple simple de ces trois approches, supposons que l’objectif est de réaliser 10 000 

interviews auprès des ménages, dont 70 % par Internet et 30 % en personne. Aux fins d’illustration, nous 

ne tenons pas compte des ajustements de pondération pour la non-réponse et des précisions sur les coûts qui 

sont abordés plus loin. 

Les trois approches pour ce simple exemple sont illustrées à la figure 2.1. L’approche du sous-

échantillonnage d’unités à deux phases consiste à prélever un échantillon de 200 UPE selon une probabilité 

proportionnelle au nombre de ménages, puis à sélectionner un nombre égal de ménages dans chaque UPE. 

Tous les ménages échantillonnés reçoivent un questionnaire à remplir sur le Web, et un sous-échantillon de 

non-répondants sur le Web dans chaque UPE fait l’objet d’un suivi en personne. Si nous supposons un taux 

de réponse de 25 % sur le Web et un taux de réponse de 50 % en personne, l’échantillonnage de 140 ménages 

par UPE donne 35 questionnaires remplis sur le Web. Le sous-échantillonnage d’environ 30 des quelque 

105 non-répondants par UPE donne 15 interviews réalisées sur place pour un total de 50 réponses (35 par 

Internet et 15 en personne). L’effet de plan attribuable au sous-échantillonnage (pondération différentielle) 

est d’environ 1,44 (Kish, 1992) et atteint cette valeur maximale lorsque le résultat et les poids ne sont pas 

en corrélation. L’effet de plan attribuable à la mise en grappes est d’environ 1 ( 1),m   où m  est le 

nombre moyen de ménages répondants par UPE et   est la corrélation intraclasse. Selon 50 questionnaires 

remplis par UPE et   0,02, l’effet de plan attribuable à la mise en grappes est d’environ 2,0. L’effet de 

plan global est le produit des effets de pondération et de grappes, ou 2,9, et donne une taille d’échantillon 

efficace d’environ 3 500 (10 000/2,9). 
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Figure 2.1 Illustration de trois approches de suivi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
   Notes : UPE = unités primaires d’échantillonnage; NR = non-répondants. 

UPE       Ménages 

Sous-échantillonnage 
d’UPE 

Échantillon initial 

Non-répondants (NR) sur le Web 

Sous-échantillon pour le suivi en personne 

700 UPE et 40 ménages dans 
chacune des unités 

200 UPE,  
105 NR (prévus) sur le Web  

700 UPE, 
30 NR (prévus) sur le Web  

200 UPE,  
30 NR (prévus) sur le Web  

Échantillon sans mise en 
grappes de non-répondants sur 

le Web 

30 des 105 ménages dans 
chaque UPE en moyenne 

Tous les ménages dans 200 des 
700 UPE 

Tous les ménages dans 
200 UPE 

 
Aucun 

Sous-échantillonnage 
d’unités 

Échantillonnage hybride 

200 UPE et 140 ménages dans 
chacune des unités 

200 UPE et 40 ménages dans 
chacune des unités 

Échantillon sans mise en 
grappes de 20 000 ménages 
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Dans l’approche de sous-échantillonnage d’UPE à deux phases, un échantillon de 700 UPE est 

sélectionné selon une probabilité proportionnelle au nombre de ménages, et 200 UPE sont sous-

échantillonnées selon une probabilité égale. Le nombre d’UPE pour le sous-échantillon a été choisi de façon 

à égaler le nombre dans le plan de sous-échantillonnage d’unités, et un total de 700 UPE permet de tenir 

compte de tous les non-répondants dans les 200 UPE sous-échantillonnées, et ce, sans autre sous-

échantillonnage à prévoir. Dans chaque UPE, un échantillon équiprobable de 40 ménages est sélectionné. 

Tous les ménages de l’échantillon reçoivent un questionnaire à remplir sur le Web, ce qui donne environ 

7 000 questionnaires remplis sur le Web (700*40*0,25). Tous les non-répondants au questionnaire sur le 

Web dans le sous-échantillon des 200 UPE font l’objet d’un suivi en personne, ce qui donne 3 000 interviews 

réalisées sur place. L’effet de plan attribuable à la pondération est toujours de 1,44. En raison du nombre 

inégal de questionnaires remplis par grappe, nous utilisons l’effet de plan approximatif suggéré par Holt 

(1980), selon 2
i im m m    au lieu de ,m  où im  est le nombre de questionnaires remplis dans l’UPE 

.i  Dans ce plan de sondage, im  10 dans 500 UPE et im  25 dans 200 UPE, donc m  17,5 et l’effet de 

plan attribuable aux grappes est de 1 ( 1)m    1,33 lorsque   0,02. L’effet de plan global est de 1,9 

et la taille d’échantillon efficace est d’un peu plus de 5 200, ce qui représente un important gain de précision 

par rapport à l’approche classique à deux phases. 

Dans le cadre de l’approche hybride, un échantillon de 200 UPE (égal au nombre d’UPE pour lesquelles 

une interview sur place est réalisée dans les autres plans de sondage) est prélevé et 40 ménages par UPE 

dans l’échantillon par grappes sont sélectionnés, ce qui donne 2 000 questionnaires remplis sur le Web et 

3 000 interviews sur place réalisées. L’échantillon sans mise en grappes est de 20 000, ce qui donne 5 000 

questionnaires remplis sur le Web. L’effet de plan attribuable à la mise en grappes dans l’échantillon par 

grappes est de 1,48 lorsque   0,02 et il n’y a pas d’effet de pondération différentielle (en supposant qu’un 

ajustement uniforme de la non-réponse est appliqué à tous les répondants). En tout, il y a 7 000 

questionnaires remplis sur le Web et 3 000 interviews sur place réalisées. On regroupe les deux échantillons 

en utilisant, par exemple,   0,7 pour l’échantillon sans mise en grappes (puisqu’il représente 70 % du 

total) et 1   0,3 pour l’échantillon par grappes, de sorte que l’effet de plan global est de 1,14. (Un facteur 

de composition optimal, qui tient également compte de l’effet de grappes sur la précision de l’échantillon 

par grappes, pourrait être déterminé et appliqué; cependant, par souci de simplicité dans cette illustration, 

nous avons choisi des facteurs de composition proportionnels au nombre de questionnaires remplis dans le 

mode visé. Nous examinerons les effets des autres facteurs de composition plus loin dans l’article.) La taille 

de l’échantillon efficace est de 8 770, ce qui représente un important gain de précision par rapport aux deux 

approches à deux phases. 

 
3. Modèles d’estimation et modèles de non-réponse 
 

Modèles de non-réponse 
 

Dans la documentation sur les modèles de non-réponse aux enquêtes, deux cadres ressortent : un cadre 

déterministe qui partitionne la population en deux groupes complets et s’excluant l’un l’autre, à savoir les 
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répondants et les non-répondants (comme il est décrit aux pages 359 à 363 dans Cochran, 1977); un cadre 

stochastique dans lequel chaque membre de la population reçoit une probabilité de réponse à une enquête 

particulière (par exemple voir Brick et Montaquila, 2009). 

Dans la vision déterministe de la non-réponse pour un protocole donné de collecte de données, la 

population comprend un ensemble de ménages qui répondront à une demande sur le Web, un ensemble de 

ménages qui répondront à la demande en personne après une non-réponse sur le Web et un ensemble de 

ménages qui ne répondront pas du tout. Selon ce modèle, la population totale est 

 (1 ) ,W W F F W F NY N Y Y Y           (3.1) 

où W  est la proportion de répondants par Internet, F  est la proportion de répondants en personne, mais 

non par Internet, et ,WY FY  et NY  sont les moyennes de population correspondantes de la caractéristique 

d’intérêt pour les ensembles de répondants sur le Web et en personne et les ensembles de non-répondants. 

La vision déterministe à partitionnement fixe de la population selon le mode de réponse dans le protocole 

de collecte des données est conçue à partir d’une perspective postérieure à la collecte des données, où des 

applications répétées du même protocole pourraient servir à déterminer ces constantes. 

Le modèle stochastique qui s’harmonise à ce modèle déterministe présuppose que chaque unité de la 

population a un vecteur de propension à répondre, le premier élément étant la probabilité de répondre par 

Internet et le second, la probabilité de répondre en personne et non par Internet, disons , ,( , ) ,k k W k F     où 

,0 1;k W  , , ,0 1; 0 1.k F k W k F        Il faut mentionner que, si nous définissons 
,

C
k F W
  comme étant 

la probabilité conditionnelle que l’unité k  réponde en personne étant donné qu’elle n’a pas répondu par 

Internet, alors , , ,
(1 ) .Ck F k W k F W

     De plus, en prenant les espérances pour cette distribution de la 

réponse, on obtient , ,; ,R k W W R k W k Wk U k U
E N E y Y  

 
    où U  désigne la population, ,W W WY NY  

et , ,;R k F F R k F k Fk U K U
E N E y Y  

 
    où .F F FY NY  En ayant un taux de réponse complet (c’est-

à-dire que 
,

1,C
k F W
   de sorte que , , 1 ),k W k F k     nous avons [ ].W W F FY N Y Y    

 
Estimateurs 
 

Tout d’abord, supposons que nous effectuons un suivi en personne auprès de tous les non-répondants au 

questionnaire sur le Web dans un échantillon à deux degrés sans sous-échantillonnage. L’approche typique 

de l’estimation consiste à utiliser l’estimateur de Horvitz-Thompson (HT) et un ajustement pour la non-

réponse. (Dans le cas présent, nous considérons un seul ajustement global, en ne tenant pas compte des 

ajustements de non-réponse et de calage plus complexes par souci de simplicité.) Cet estimateur du total est 

 

1 1
1

ˆ ˆˆ ( ) ( )

ˆ ˆˆ ,
ˆ ˆ ˆ ˆ

k k k k k k
k S k S

W F
W F

W F W F

t d W R y d F R y

N y y

 

 

   

 

 

 

 
  

  

 
 (3.2) 
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où S  désigne l’échantillon, kd  est la réciproque de la probabilité de sélection du ménage k  (compte tenu 

des deux degrés de sélection), ( ) 1k W   si le ménage k  répond à l’enquête sur le Web et 0 autrement, 

( ) 1k F   si le ménage k  répond à l’enquête en personne et 0 autrement, ˆ
kk S

N d


  et ˆ ˆ
WR R   

ˆ ˆ(1 )W FR R  selon ˆ ( )W k k kk S k S
R d W d

 
   et ˆ ( ) (1 ( ))F k k k kk S k S

R d F d W 
 

    pour les 

taux de réponse observés sur le Web et en personne. Veuillez noter que ˆ
FR  est le taux de réponse 

conditionnel étant donné la non-réponse au questionnaire sur le Web. Tout au long du processus, nous 

estimons que ˆˆ
W WR   et que ˆ ˆˆ (1 )F W FR R    d’après les taux de réponse observés lorsque ceux-ci 

dépendent du plan de sondage particulier. 

L’estimateur 1̂t  est sans biais si N F WY Y Y   ou si le taux de réponse conditionnel en personne est de 

100 %. Cette propriété est facilement démontrée si nous prenons les espérances tant pour la distribution 

d’échantillonnage que pour la distribution de réponse (Särndal et Swensson, 1987). Nous supposons tout au 

long du processus que les conditions types pour que l’estimateur de réponse complète approprié soit sans 

biais se vérifient également. 

Contrairement à 1̂,t  qui applique un ajustement constant 1R̂  à tous les répondants, nous considérons 

également un estimateur couramment utilisé dans le contexte de l’échantillonnage à deux phases, qui permet 

d’ajuster seulement les répondants en personne : 

 

 

1
2

ˆˆ ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ(1 ) .

k k k k k F k
k S k S

W W W F

t d W y d F R y

N y y

 

 



 

 

  

 
 (3.3) 

L’estimateur 2̂t  est sans biais si N FY Y  ou si le taux de réponse conditionnel en personne est de 100 %. 

Ensuite, nous examinons les plans de sous-échantillonnage et élargissons ces estimateurs pour tenir 

compte du sous-échantillonnage. Supposons que   désigne la probabilité conditionnelle de sélection dans 

le sous-échantillon pour les interviews en personne. Au moyen du sous-échantillonnage d’unités à deux 

phases et du taux de sous-échantillonnage en seconde phase de  (0 1),   les estimateurs élargis sont 

 

1 1 1
1
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et 

 

 

1 1
2

ˆˆ ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ(1 ) .

k k k k k F k
k S k S

W W W F

t d W y d F R y

N y y

  

 

 

 

 

  

 
 (3.5) 

Dans cette expression, le taux de sous-échantillonnage est pris en considération dans l’estimation de W  

(le tableau 3.1 montre la formulation de cet estimateur et d’autres estimateurs en ce qui concerne les poids). 
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Il convient de mentionner que les estimateurs obtenus aux équations (3.2) et (3.3) sont un cas particulier des 

estimateurs des équations (3.4) et (3.5), respectivement, où 1.   

 
Tableau 3.1 

Estimateurs, poids et modèles de non-réponse pour l’échantillonnage à deux phases et l’échantillonnage hybride. 
 

Estimateur Plan de sondage Poids des répondants Modèle de non-réponse 

1̂t  À deux degrés 1ˆ
kd R  

1 1ˆ
kd R     

 Répondants sur le Web dans BS  

 Répondants en personne dans BS  

N F WY Y Y   

2̂t  À deux phases kd  
1 1ˆ

k Fd R     

 Répondants en personne dans BS  

 Répondants en personne dans BS  

N FY Y  

Ât  À un degré, sans mise en grappes 1ˆ
k Wd R    Tous les répondants (Web) dans AS  N F WY Y Y   

,1d̂ft  Hybride 1ˆ
k Wd R   

1ˆ(1 ) kd R 

 Tous les répondants (Web) dans AS  

 Tous les répondants dans BS  

N F WY Y Y   

,2d̂ft  Hybride kd  

(1 ) kd  
1ˆ

k Fd R    

 Tous les répondants (Web) dans AS  

 Répondants sur le Web dans BS  

 Répondants en personne dans BS  

N FY Y  

 
Pour les plans de sous-échantillonnage, les deux estimateurs sont sans biais si le taux de réponse 

conditionnel en personne est de 100 %; 2̂t  est sans biais si ,N FY Y  alors que 1̂t  exige la condition plus 

rigoureuse que .N F WY Y Y   Ce résultat s’applique au sous-échantillonnage d’unités et d’UPE à deux 

phases. Bien que Särndal et Swensson (1987) ne se soient pas penchés sur le sous-échantillonnage d’UPE à 

deux phases, leur preuve d’absence de biais s’applique, puisque le sous-échantillonnage qu’ils ont examiné 

n’est pas propre à une phase. Ainsi, l’extension à deux phases de l’estimateur 2̂t  montré à l’équation (3.5) 

peut valoir pour le sous-échantillonnage d’unités à deux phases ou le sous-échantillonnage d’UPE à deux 

phases. 

Dans le plan de sous-échantillonnage d’UPE, l’ajustement de la pondération dans 2̂ ,t 1,  est le rapport 

entre le nombre d’UPE à la première phase et le nombre d’UPE à la seconde phase. Un autre ajustement de 

sous-échantillonnage est 

 1

sub-PSU

(1 ( ))
,

(1 ( ))

k kk S
s

k kk

d W

d W





 











 (3.6) 

où le numérateur est la somme des poids de tous les répondants échantillonnés qui n’ont pas rempli le 

questionnaire sur le Web et où le dénominateur est la somme des poids des non-répondants au questionnaire 

sur le Web dans les UPE sous-échantillonnées. Cet ajustement tient compte de la taille des UPE sous-

échantillonnées, cette taille étant le nombre de ménages sous-échantillonnés. 

Pour l’échantillonnage hybride, nous utilisons la notation à double base pour simplifier la présentation. 

Supposons que AS  est un échantillon sans mise en grappes de ménages et ,BS  un échantillon à deux degrés 
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de ménages échantillonnés dans les UPE. Le protocole pour AS  vise simplement le Web, tandis que pour 

,BS  il vise le Web et l’interview sur place pour tous les non-répondants sur le Web. 

Comme AS  vise une collecte de données sur le Web à un seul degré, l’estimateur de Horvitz-Thompson 

ou l’équation (3.2) comptant les répondants sur le Web seulement est 

 ˆˆ ( ) ,
( )

A

A

A
A

kk S

A k k k S WA
k Sk kk S

d
t d W y N y

d W







 





 (3.7) 

où ˆ
A A

S kk S
N d


  et WAy  est la moyenne estimée pour les répondants sur le Web en fonction de 

l’échantillon sans mise en grappes .AS  Cet estimateur sans mise en grappes est sans biais si ,N F WY Y Y   

comme nous l’avons mentionné pour 1̂.t  

Si nous reformulons 1̂t  pour un échantillon par grappes ,BS  nous obtenons 
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où ˆ ,
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  et WBy  et FBy  sont les moyennes estimées pour les répondants sur le Web et les 

répondants en personne, respectivement, en fonction de l’échantillon par grappes .BS  

Le regroupement des deux estimateurs dans le cas de l’échantillonnage hybride donne (en supposant que 

ˆ ˆ ˆ )
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 (3.9) 

Cet estimateur, comme l’équation (3.2), n’accorde pas plus de poids aux répondants en personne et est 

sans biais lorsque ,N F WY Y Y   comme nous l’avons mentionné précédemment. Le modèle de non-réponse 

plus rigoureux est nécessaire pour l’absence de biais, car bien que ,1B̂t  estime le total pour la population de 

répondants sur le Web et en personne, Ât  le fait seulement pour les répondants sur le Web. 

Une autre possibilité est de regrouper deux estimateurs, mais d’utiliser la version à deux phases de 

l’équation (3.5) pour l’échantillon par grappes. Tout d’abord, nous regroupons les répondants sur le Web de 

AS  et de ,BS  puis nous ajustons le poids des répondants en personne pour tenir compte de la non-réponse 

restante. Cet estimateur composite (où seuls les échantillons Web sont regroupés) est 

  ,2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ(1 ) (1 ) .df W WA WB W FBt N y y N y         (3.10) 

Cet estimateur est sans biais lorsque N FY Y  ou lorsque le taux de réponse conditionnel en personne est 

de 100 % au moyen des mêmes arguments que ceux de l’équation (3.5). Cet estimateur est efficace, puisqu’il 
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permet d’inclure les observations de l’échantillonnage tant par grappes que sans mise en grappes. 

L’estimation de ˆW  est la proportion observée de répondants sur le Web en fonction des deux échantillons. 

Si le modèle de non-réponse posé est N FY Y  ou qu’il représente un taux de réponse complet en 

personne, 2̂t  est alors un estimateur sans biais lorsque le plan de sondage est un sous-échantillonnage 

d’unités à deux phases ou un sous-échantillonnage d’UPE à deux phases et ,2d̂ft  est un estimateur sans biais 

lorsque le plan de sondage est un échantillonnage hybride. Des estimateurs plus efficaces 1̂(t  et ,1
ˆ )dft  sont 

disponibles, mais nécessitent l’hypothèse plus rigoureuse .N F WY Y Y   

Les seuls paramètres encore à préciser pour les estimateurs hybrides sont les facteurs de composition. 

L’approche habituelle est de retenir un facteur composite (0 1)    égal à la taille d’échantillon efficace 

relative, et il s’agit souvent d’une approximation raisonnable. Pour ,1
ˆ ,dft    pourrait correspondre au ratio 

du nombre efficace de répondants dans AS  divisé par la somme de ce nombre et du nombre efficace de 

répondants dans ,BS  où l’effet de plan pour BS  est estimé comme dans l’exemple qui précède. Une approche 

semblable pourrait être utilisée pour ,  mais comme seuls les répondants sur le Web sont regroupés, les 

tailles d’échantillon efficaces ne sont que celles des répondants sur le Web. Nous examinons différents 

facteurs de composition dans la simulation et constatons que les choix raisonnables ont peu d’effet sur les 

variances des estimations. 

 

Estimation de la variance 
 

Les méthodes d’estimation de la variance pour la plupart des estimateurs sont bien connues ou elles ne 

nécessitent que de légers ajustements pour traiter les approches de suivi de la non-réponse proposées dans 

le présent document (à savoir l’échantillonnage à deux degrés, les estimateurs sans mise en grappes et 

l’échantillonnage hybride). Par exemple, la théorie de l’estimation à double base est couverte par l’échan-

tillonnage hybride (Lohr, 2011). L’estimation de la variance pour l’échantillonnage à deux phases de plans 

de sondage complexes a fait l’objet de plusieurs avancées théoriques récentes, notamment dans Hidiroglou 

(2001), Hidiroglou, Rao et Haziza (2009) et Beaumont, Béliveau et Haziza (2015). 

L’estimation de la variance pour le sous-échantillonnage d’UPE à deux phases nécessite certaines 

modifications de la théorie de Beaumont, Béliveau et Haziza (2015) pour permettre une bonne estimation 

des variances. Le seul plan de sondage que nous avons examiné dans le cas présent consiste à échantillonner 

un grand nombre d’UPE en première phase, puis à prendre tous les non-répondants en seconde phase dans 

un sous-échantillon des UPE. Le sous-échantillonnage d’UPE en seconde phase ne dépend pas des résultats 

de l’échantillon en première phase (nous supposons également que chaque UPE de la première phase 

échantillonnée compte des non-répondants). Puisque ce plan de sondage permet de sélectionner tous les 

non-répondants dans les UPE sous-échantillonnées, il satisfait aux conditions d’invariance et d’indépen-

dance (voir Särndal, Swensson et Wretman, 1992, page 134-135) pour l’échantillonnage à deux degrés. 

Dans la mesure où la fraction de sondage au premier degré est négligeable, la norme d’estimation de la 

variance avec remise peut s’appliquer. 
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Nous avons utilisé la linéarisation en série de Taylor pour notre simulation, mais Beaumont, Béliveau et 

Haziza (2015) ont décrit de quelle façon les méthodes de réplication s’appliquent tout aussi bien en 

l’occurrence. Le plan de sous-échantillonnage d’UPE à deux phases sélectionne normalement un échantillon 

stratifié d’UPE. (Notre simulation a porté sur un échantillon non stratifié, mais la généralisation aux 

échantillons stratifiés est simple.) Dans chaque strate, le nombre d’UPE sélectionnées est déterminé de 

manière à ce que les unités traitées comme strates de la variance (ou grappes) soient équilibrées par rapport 

au sous-échantillonnage de suivi. Cette combinaison des UPE donne une estimation sans biais de la variance 

(Lu, Brick et Sitter, 2006). Par exemple, en utilisant un sous-échantillon de 50 % d’UPE pour la seconde 

phase, l’approche consiste à échantillonner quatre UPE dans chaque strate et à les disposer par paires en 

deux unités de variance pour que chaque unité de variance ait une UPE sous-échantillonnée pour le suivi et 

l’autre non. Au moyen d’un sous-échantillon de 33 % d’UPE, six UPE sont échantillonnées par strate dans 

la première phase et deux unités de variance sont formées; chacune contient deux UPE non sous-

échantillonnées pour le suivi et une sous-échantillonnée pour le suivi. 

 
4. Étude par simulation 
 

Pour évaluer les trois plans de sondage et les estimateurs, nous avons réalisé une étude par simulation. 

Dans la présente section, nous commençons par décrire l’approche que nous avons retenue pour générer les 

populations à simuler. Ensuite, nous exposons notre plan de simulation et fournissons une description des 

mesures que nous avons adoptées pour évaluer et comparer les plans et les estimateurs. Enfin, nous 

présentons les résultats de la simulation, en commençant par ceux des scénarios du plan hybride et en 

enchaînant avec une comparaison des plans de sous-échantillonnage avec le plan d’échantillonnage hybride. 

 

Générer la population 
 

Pour cette simulation, nous avons utilisé les données de l’échantillon de microdonnées à grande diffusion 

de 2015 à 2019 de l’ACS pour les 50 États et le District de Columbia, en traitant tous les répondants de 

l’ACS au sein des ménages comme étant notre population. La collecte de données de l’ACS commence par 

une invitation à répondre à l’enquête sur le Web, envoyée par la poste. Les non-répondants font l’objet d’un 

suivi d’abord par l’envoi d’un questionnaire papier (par la poste), puis par une interview téléphonique 

(ITAO) ou une interview sur place assistée par ordinateur (IPAO) pour un sous-échantillon de non-

répondants (en personne). (Bien que l’ITAO ait été abandonnée comme mode de suivi pour l’ACS après 

septembre 2017, cela n’a pas d’importance dans notre simulation, car tous les répondants aux ITAO et aux 

IPAO sont traités comme des répondants en personne aux fins de la simulation.) Dans les fichiers de 

l’échantillon de microdonnées à grande diffusion de l’ACS, chaque ménage est associé à une grappe 

géographique appelée « zone de microdonnées à grande diffusion ». Nous avons utilisé les zones de 

microdonnées à grande diffusion comme unités primaires d’échantillonnage (UPE) pour les échantillons par 

grappes. Lors de la sélection des échantillons par grappes, nous avons échantillonné les UPE au moyen de 

probabilités proportionnelles au nombre de ménages dans les UPE et avons échantillonné les ménages au 
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moyen de probabilités égales dans les UPE, les probabilités conditionnelles de sélection étant proportion-

nelles à la réciproque des probabilités de sélection des UPE. Pour chaque échantillon sans mise en grappes, 

nous avons prélevé les ménages au moyen d’un échantillon aléatoire simple sans remise. 

À la section précédente, nous avons discuté du modèle de non-réponse dans lequel l’estimateur est sans 

biais pour chaque estimateur. Pour examiner le rendement de chaque estimateur selon divers modèles de 

réponse, nous avons créé quatre pseudo-populations (A, B, C et D) en variant l’approche retenue pour 

déterminer les répondants et les non-répondants. Pour les pseudo-populations A, B et C, nous avons 

considéré que tous les répondants sur le Web à l’ACS étaient nos répondants axés sur le Web. Pour la 

pseudo-population A, nous avons désigné tous les répondants par la poste à l’ACS comme étant nos 

répondants en personne, et tous les répondants en personne à l’ACS comme étant nos non-répondants. Pour 

la pseudo-population B, parmi les répondants par la poste et en personne à l’ACS, nous avons désigné de 

façon aléatoire la moitié des répondants comme étant nos répondants en personne et l’autre moitié, nos non-

répondants. La pseudo-population C a un taux de réponse de 100 % en raison du suivi en personne, tous les 

répondants par la poste et en personne à l’ACS étant nos répondants en personne. Notre motivation pour 

constituer la pseudo-population D était de créer une population ayant un taux de réponse plus faible au mode 

initial de prise de contact; par conséquent, nous avons défini tous les répondants par la poste à l’ACS comme 

étant nos répondants sur le Web et, comme nous l’avons fait en créant la pseudo-population B, nous avons 

désigné de façon aléatoire la moitié des répondants restants comme étant nos répondants en personne et 

l’autre moitié, nos non-répondants. 

Nous avons inclus plusieurs variables démographiques et socioéconomiques au niveau du ménage dans 

la présente simulation. La figure 4.1 donne une brève description de chacune des variables et présente les 

moyennes de population de chacune des variables selon le mode de réponse à l’ACS, où l’ensemble de 

données complet de l’échantillon de microdonnées à grande diffusion de l’ACS est la population. Pour la 

pseudo-population A, nous nous attendons à ce que tous les estimateurs soient biaisés dans une certaine 

mesure, puisque les non-répondants diffèrent des deux groupes de répondants. Le suivi en personne, 

lorsqu’il est correctement pris en compte dans l’estimateur, devrait réduire le biais dans les estimations pour 

les variables v1, v3, v8 et v11 d’après la figure 4.1. Pour les pseudo-populations B et D, le modèle de réponse 

N FY Y  est valable en soi, de sorte que les estimateurs fondés sur ce modèle de réponse devraient être sans 

biais. Pour la pseudo-population C, il n’y a pas de non-réponse après le suivi en personne, donc les 

estimateurs qui pondèrent bien l’échantillon de suivi devraient être sans biais. 

 

Plan de sondage en simulation 
 

Les simulations consistaient à prélever des échantillons des diverses pseudo-populations (comme 

l’illustre le tableau 4.1) et, pour chaque variable, à calculer les totaux estimés à l’aide de chacun des esti-

mateurs présentés à la section 3. Le tableau 4.2 énumère les scénarios de simulation. Les scénarios sont 

étiquetés en fonction de la combinaison de paramètres; par exemple, le scénario B2U est le scénario qui 

repose sur la pseudo-population B et qui permet de sélectionner un échantillon par grappes seulement et qui 

procède par sous-échantillonnage d’unités à deux phases pour le suivi de la non-réponse en personne. 
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Pour les scénarios A1A, B1A, C1A et D1A, dont chacun permet d’examiner le plan hybride au moyen 

de différentes pseudo-populations, nous avons sélectionné des échantillons par grappes et sans mise en 

grappes d’une taille de 2 500 dans chaque cas et de 50 UPE pour l’échantillon par grappes. Pour permettre 

une comparaison directe entre l’échantillonnage hybride (plus précisément, le scénario B1A) et les sous-

échantillonnages d’unités et d’UPE, nous avons inclus les scénarios B2P et B2U. 

 

Figure 4.1 Moyennes de population pour les variables tirées de l’échantillon de microdonnées à grande 
diffusion de 2015 à 2019 de l’American Community Survey, selon le mode de réponse. Au total, 
49,3 % des réponses proviennent du Web, 29,1 %, de la poste et 21,7 %, du suivi en personne. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Notes : ACS = American Community Survey; ITAO = Interviews téléphoniques assistées par ordinateur; IPAO = Interviews sur place assistées 
par ordinateur. 
Définitions des variables : v1 ‒ diplôme d’études secondaires; v2 ‒ études collégiales partielles; v3 ‒ baccalauréat ou grade supérieur; v4 
‒ ménage d’une seule personne; v5 ‒ ménage de deux personnes; v6 ‒ ménage de trois personnes ou plus; v7 ‒ personne de référence 
hispanique; v8 ‒ personne de référence noire et non hispanique; v9 ‒ locataire; v10 ‒ personne de 60 ans ou plus; v11* ‒ revenu du 
ménage/110 000; v12 ‒ pourcentage en région urbaine. 

 
Tableau 4.1 

Définition des pseudo-populations. 
 

Pseudo-
population 

Catégorie de réponse des pseudo-populations selon le mode de réponse à l’ACS 
Répondants sur le Web  

de l’ACS 
Répondants par la poste  

de l’ACS 
Répondants par ITAO ou  

IPAO de l’ACS 
A Répondants sur le Web Répondants en personne Non-répondants 
B Répondants sur le Web 50 % de répondants en personne, 

50 % de non-répondants 
50 % de répondants en personne,  

50 % de non-répondants 
C Répondants sur le Web Répondants en personne Répondants en personne 

D 
50 % de répondants en personne, 

50 % de non-répondants 
Répondants sur le Web 

50 % de répondants en personne,  
50 % de non-répondants 

Notes : ACS = American Community Survey; ITAO = Interviews téléphoniques assistées par ordinateur; IPAO = Interviews sur place 
assistées par ordinateur. 
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De plus amples renseignements sur la taille des échantillons et les fractions de sous-échantillonnage 

utilisées dans chacun de ces plans de sondage sont présentés en annexe (tableau A.1). Ces plans de sondage 

ont été élaborés de manière à obtenir le même nombre total prévu de réponses obtenues (3 127,7) et le même 

nombre selon le mode. 

Nous avons réalisé 5 000 itérations indépendantes de chaque scénario. Pour les scénarios du plan 

hybride, nous avons calculé chacun des estimateurs du tableau 3.1 1̂( ,t  2̂ ,t  ˆ ,At  ,1d̂ft  et ,2
ˆ ).dft  Pour les deux 

scénarios de sous-échantillonnage, nous avons calculé 1̂t  et 2̂t . Pour le scénario de sous-échantillonnage 

d’UPE à deux phases (B2P), nous avons également calculé la variante de l’estimateur 2̂t  qui utilise l’autre 

ajustement de sous-échantillonnage 1
s
  obtenu dans l’équation (3.6). 

 

Tableau 4.2 

Scénarios de simulation. 
 

Scénario Pseudo-population Plan de sondage Suivi de la non-réponse 
A1A A 1 (échantillons indépendants par grappes et 

sans mise en grappes) 
A (tous les répondants) 

B1A B 1 (échantillons indépendants par grappes et 
sans mise en grappes) 

A (tous les répondants) 

C1A C 1 (échantillons indépendants par grappes et 
sans mise en grappes) 

A (tous les répondants) 

D1A D 1 (échantillons indépendants par grappes et 
sans mise en grappes) 

A (tous les répondants) 

B2P B 2 (échantillon par grappes seulement) P (sous-échantillonnage d’unités primaires 
d’échantillonnage à deux phases) 

B2U B 2 (échantillon par grappes seulement) U (sous-échantillonnage d’unités à deux 
phases) 

 
Pour chaque itération, nous avons calculé le biais relatif (BR), le coefficient de variation (c.v.), la racine 

de l’erreur quadratique moyenne relative (REQMR) et un indicateur de la couverture du total de population 

par l’intervalle de confiance (IC) [pour un IC normal à 95 %] pour chaque estimateur, et nous avons fait la 

moyenne de chacune de ces mesures pour toutes les itérations. Le biais relatif (BR) et la REQMR ont été 

calculés par rapport au paramètre de la population (c’est-à-dire en divisant le biais et la REQMR, 

respectivement, par le total de population). Nous avons utilisé la linéarisation en série de Taylor pour 

calculer les estimations de la variance, comme nous l’avons vu précédemment. Le BR, le c.v., la REQMR 

et la couverture de l’IC sont les mesures que nous avons employées pour évaluer les estimateurs. 

 

Résultats : scénarios du plan hybride 
 

Les figures 4.2 et 4.3 présentent les résultats du BR et de la REQMR; les résultats du c.v. et de l’IC 

figurent dans arXiv:2303.13303v1 [stat.ME] pour chacun des scénarios de simulation du plan hybride. Dans 

le scénario A1A, à savoir le scénario ayant le biais inhérent le plus important en raison de la façon dont la 

pseudo-population est définie, les résultats de la simulation démontrent que tous les estimateurs sont biaisés 

pour au moins certaines caractéristiques. Pour les caractéristiques comme celles de v1, de v3, de v8 et de 

v11, où le suivi en personne devrait réduire le biais, nous constatons que les estimateurs qui intègrent bien 

le suivi en personne 2̂(t  et ,2
ˆ )dft  sont généralement moins biaisés; pour les variables comme celles de v5, 
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de v7 et de v9, où nous nous attendrions à ce que le suivi en personne accroisse le biais (voir la figure 4.1), 

aucune augmentation du biais n’est apparente pour les estimateurs qui intègrent le suivi en personne. Dans 

ce scénario, la couverture de l’IC est généralement très faible (bien inférieure au niveau nominal à 95 %) en 

raison du biais dont sont entachées les estimations. L’estimateur composite du plan hybride ,2d̂ft  est 

généralement comparable à l’estimateur 2̂t  pour la REQMR. 

Dans le cas des pseudo-populations B et D, les répondants sur le Web diffèrent des répondants en 

personne et des non-répondants, mais l’hypothèse N FY Y  se vérifie dans les espérances. Une différence 

clé entre ces deux pseudo-populations est que le taux de réponse prévu sur le Web est considérablement 

plus élevé dans la pseudo-population B que dans la pseudo-population D (49 % par rapport à 29 %). Comme 

il était à prévoir pour ce modèle de non-réponse, les estimateurs 2̂t  et ,2d̂ft  ont le plus petit biais relatif et 

les meilleurs taux de couverture de l’intervalle de confiance. Pour la plupart des caractéristiques examinées, 

l’estimateur ,2d̂ft  a la plus petite REQMR. Les estimateurs qui ajustent les poids des répondants sur le Web 

en fonction de la non-réponse, 4̂ ,t  ,1d̂ft  et 1̂,t  présentent un biais plus important et une couverture médiocre 

de l’intervalle de confiance. 

 
Figure 4.2 Biais relatifs des divers estimateurs pour chacun des scénarios du plan hybride. 
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En ce qui concerne la pseudo-population C, on obtient un taux de réponse complet après le suivi en 

personne. Cependant, les caractéristiques des répondants sur le Web diffèrent généralement de celles des 

répondants en personne. Dans le scénario C1A, le biais relatif est négligeable pour 2̂t  et ,2
ˆ ,dft  c’est-à-dire 

les estimateurs qui supposent que .N FY Y  Dans ce scénario, étant donné que 1,R   l’estimateur 1̂t  se réduit 

à l’estimateur de Horvitz-Thompson (pondération de base) et présente des propriétés semblables à celles de 

2̂t  et de ,2
ˆ .dft  De plus, la couverture de l’intervalle de confiance est la plus proche des niveaux nominaux 

pour ces trois estimateurs, tandis que pour les autres estimateurs, elle demeure généralement très faible. 

Comme il est indiqué à la section 1, le choix des facteurs de composition pour les estimateurs du plan 

hybride est un autre aspect à prendre en considération. Dans cette optique, nous avons calculé ,2d̂ft  pour 

chaque itération des scénarios du plan hybride, et ce, de deux manières, soit par le facteur de composition 

quasi optimal décrit à la section 2, soit par le facteur de composition fixé à   0,2, ce qui est loin du facteur 

optimal. Les résultats présentés dans arXiv:2303.13303v1 [stat.ME] montrent que le choix du facteur de 

composition n’a pratiquement aucun effet sur le biais; pour tous les scénarios sauf le scénario A1A, il en va 

de même pour l’effet du facteur de composition sur la couverture de l’intervalle de confiance. Le choix du 

facteur de composition a effectivement un léger effet sur le c.v. et la REQMR; le facteur optimal donne lieu 

à des estimations moins variables. 

 
Figure 4.3 Racine de l’erreur quadratique moyenne relative de chaque estimateur pour chacun des scénarios 

du plan hybride. 
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Résultats : comparaison entre les plans de sous-échantillonnage et le scénario 
d’échantillonnage hybride 
 

Ensuite, nous examinons les scénarios de sous-échantillonnage pour le suivi de la non-réponse, le 

scénario B2U (sous-échantillonnage d’unités) et le scénario B2P (sous-échantillonnage d’UPE). Comme 

ces scénarios prévoient uniquement un échantillon par grappes, les seuls estimateurs qui leur sont pertinents 

sont 1̂t  et 2̂.t  Le plan hybride est une solution de rechange aux plans de sous-échantillonnage; à la section 

précédente, nous avons démontré que, comme on peut s’y attendre selon la théorie de l’estimation à double 

base de sondage, l’estimateur composite ,2d̂ft  donne les meilleurs résultats pour ce plan. Pour les trois 

scénarios, l’estimateur 2̂t  a un biais négligeable et l’estimateur 1̂,t  un biais évident (voir le tableau A.2 en 

annexe). Par conséquent, notre évaluation comporte une comparaison des résultats qui concernent 2̂t  pour 

les scénarios B2U (sous-échantillonnage d’unités) et B2P (sous-échantillonnage d’UPE) et ,2d̂ft  pour le 

scénario B1A (plan hybride sans sous-échantillonnage). Pour ces comparaisons, les figures 4.4 et 4.5 

présentent le BR et la REQMR. Les résultats pour le c.v. et la couverture de l’intervalle de confiance figurent 

dans arXiv:2303.13303v1 [stat.ME]. 

 
 
Figure 4.4 Biais relatifs des divers estimateurs pour le scénario du plan hybride par rapport aux scénarios de 

sous-échantillonnage. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

0,0

-0,2

-0,4

-0,6

    B1A                                            B2P                                            B2U 

B
ia

is
 r

el
at

if
 (

%
) 

    v1  v2  v3  v4  v5  v6   v7  v8  v9 v10 v11 v12    v1   v2  v3  v4  v5  v6  v7  v8   v9 v10 v11 v12    v1  v2  v3  v4  v5   v6  v7  v8  v9  v10 v11 v12 

                                                                         Variable 

Estimateur 
 

       2̂t  

       , 2d̂ft  



Techniques d’enquête, décembre 2023 531 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Figure 4.5 Racine de l’erreur quadratique moyenne relative des divers estimateurs pour le scénario du plan 
hybride par rapport aux scénarios de sous-échantillonnage. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Il n’y a pas de différences appréciables de biais pour ,2d̂ft  et 2̂t  d’un plan de sondage à l’autre. 

L’estimateur 2̂t  dans les plans de sous-échantillonnage est généralement plus variable que l’estimateur 

composite ,2d̂ft  dans le plan hybride pour ce qui est du c.v. et de la REQMR. Les couvertures de l’intervalle 

de confiance sont comparables pour les trois scénarios et leurs estimateurs respectifs. 

Pour le scénario de sous-échantillonnage d’UPE, nous avons évalué la variation de l’estimateur 2̂t  qui 

repose sur l’autre ajustement de sous-échantillonnage 1
s
  donné à l’équation (3.4) en comparant celui-ci à 

l’estimateur qui repose sur la réciproque du taux de sous-échantillonnage d’UPE comme ajustement 1.  

Le résultat de cette comparaison présenté dans arXiv:2303.13303v1 [stat.ME] est que les estimateurs sont 

comparables pour le biais, mais que l’autre estimateur se comporte légèrement mieux pour le c.v., la 

REQMR et la couverture de l’intervalle de confiance. 

Le tableau A.2 de l’annexe présente les mesures sommaires réparties en moyenne pour les variables de 

l’ensemble des estimateurs se rattachant à chaque scénario. 

 
5. Discussion 
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document, nous avons présenté des approches concernant les plans de sondage et des approches d’estimation 

pour la collecte multimodale de données et nous avons utilisé une étude par simulation pour examiner leur 

efficacité. Même si nous nous sommes concentrés sur le Web pour la première phase de la collecte des 

données, nos constatations et nos recommandations touchent aussi des plans de sondage où l’envoi par la 

poste (employée seule ou en combinaison avec le Web, comme dans une approche axée sur le Web) est 

utilisé en première phase. 

Les protocoles de collecte des données qui intègrent des interviews sur place ont longtemps été 

considérés comme la règle d’or, car ils obtiennent généralement des taux de réponse plus élevés que les 

autres modes et réduisent le biais par l’obtention de réponses de sous-groupes qui ne sont généralement pas 

couverts avec d’autres modes (par exemple ménages sans téléphone non couverts par des enquêtes 

téléphoniques ou ménages sans accès Internet non couverts par des enquêtes en ligne). Cependant, les 

interviews sur place sont coûteuses par rapport aux autres modes, ce qui fait que les coûts sont prohibitifs 

pour de nombreuses études où il a fallu plutôt privilégier les enquêtes en ligne ou téléphonique ou les 

questionnaires sur papier ou des combinaisons de ces modes moins coûteux. 

Nous avons présenté deux plans de sondage et des estimateurs connexes qui sont des solutions de 

rechange au sous-échantillonnage d’unités à deux phases et qui pourraient ouvrir la porte à la collecte de 

données en personne pour certaines études; pour d’autres études, les approches que nous avons décrites 

pourraient faciliter un choix plus discriminant de l’interview sur place comme façon de contenir les coûts 

tout en maintenant des normes de qualité élevées. L’approche du sous-échantillonnage d’UPE fait seulement 

appel à un échantillon par grappes; on sélectionne initialement un plus grand nombre d’UPE et on opte pour 

le suivi en personne avec un sous-échantillon d’UPE. L’estimateur 2̂t  a bien fonctionné pour les deux plans 

de sous-échantillonnage, tandis que 1̂t  accusait un biais important et une mauvaise couverture de l’intervalle 

de confiance. De toute évidence, essayer de réduire la variance en utilisant 1̂t  est susceptible d’entraîner des 

biais dans de nombreuses situations. 

L’approche du plan hybride combine deux échantillons indépendants, l’un sans mise en grappes et l’autre 

par grappes, le mode initial de collecte de données le moins coûteux étant appliqué aux deux échantillons, 

mais le suivi plus coûteux en personne auprès des non-répondants étant utilisé uniquement dans l’échantillon 

par grappes. Par conséquent, l’approche de l’échantillonnage hybride offre comme avantage l’obtention du 

même nombre de réponses à un coût moindre pour un même taux de réponse global pondéré et une réduction 

du biais comme plan de sondage avec un suivi complet de la non-réponse. Avec le plan hybride, l’estimateur 

hybride ,2d̂ft  est sans biais dans le modèle de non-réponse N FY Y  ou là où le suivi en personne mène à un 

taux de réponse de 100 %. 

Grâce à la combinaison des paramètres employés dans l’étude par simulation, l’estimateur composite 

,2d̂ft  dans le scénario du plan hybride avait une REQMR qui était, en moyenne, de 8 % inférieure à celle de 

l’estimateur 2̂t  dans le scénario du sous-échantillonnage d’UPE et de 14 % inférieure dans le scénario du 

sous-échantillonnage d’unités. Les trois scénarios ont été conçus pour occasionner à peu près le même coût 
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pour le même nombre attendu de réponses obtenues par mode et avec un suivi en personne dans le même 

nombre d’UPE. 

Les résultats de simulation font voir que le ,2d̂ft  du plan hybride est supérieur à ceux des deux plans à 

deux phases dans les conditions que nous avons examinées; le sous-échantillonnage d’UPE serait supérieur 

à cet égard au sous-échantillonnage d’unités. De plus, le plan hybride présente des avantages pratiques, 

surtout en cas d’incertitude concernant les taux de réponse par mode. Grâce au plan hybride, il est 

relativement simple d’accroître la taille de l’échantillon sans mise en grappes pour traiter un taux de réponse 

en ligne moindre que prévu. Avec les plans de sondage à deux phases, il y a plus de complications, comme 

les répercussions sur le coût et le calendrier du suivi en personne en raison de l’augmentation de l’échantillon 

de première phase. 

La simulation a toujours démontré les lacunes bien connues de l’estimateur 1̂t  qui est couramment utilisé 

dans la pratique, où il n’y a pas de distinction chez les répondants selon le mode pendant le calcul des 

rajustements de pondération. Le modèle de non-réponse qui suppose l’égalité des moyennes entre les 

répondants sur le Web, les répondants en personne et les non-répondants est implicite dans cet estimateur. 

Cela est plus restrictif que le modèle d’égalité des moyennes entre les répondants en personne et les non-

répondants à la base de l’estimateur 2̂t  et de l’estimateur du plan hybride ,2
ˆ .dft  Brick et coll. (2021) traitent 

de cette question et tiennent compte en partie des déséquilibres de composition des répondants en recourant 

à un ajustement adaptatif pour les modes. Dans une étude s’appuyant sur le Web avec un suivi en personne, 

l’approche de Brick et coll. (2021) peut être mise en œuvre par une repondération des répondants sur le Web 

et en personne en vue de conserver certaines des qualités de réduction du biais de l’ajustement des 

répondants en personne tout en réduisant les variances en ajustant les poids des répondants sur le Web 

également. D’autres recherches sont nécessaires pour explorer cette approche avec les enquêtes en personne. 

Nous avons aussi analysé les propriétés théoriques des estimateurs dans le contexte des plans de sondage 

présentés dans la présente étude. Cependant, comme pour toute simulation, nous n’avons pas examiné tous 

les scénarios possibles. Dans la conception de notre simulation, nous nous sommes concentrés sur les 

aspects que nous croyions les plus susceptibles d’influer sur le rendement relatif des estimateurs. 

Les estimateurs que nous avons présentés comprennent un ajustement unique ayant pour effet de traiter 

l’échantillon comme une seule catégorie de pondération. Dans la pratique, nous ne nous attendons pas à ce 

que l’hypothèse N FY Y  se vérifie en général, mais cette hypothèse pourrait être mieux estimée à l’intérieur 

de catégories, c’est-à-dire ,
C CN FY Y  où l’indice C  indique la catégorie. Si des variables auxiliaires peuvent 

être trouvées et sont disponibles à la fois pour les répondants et les non-répondants de sorte que ce modèle 

de non-réponse se vérifie (au moins approximativement), alors ces catégories serviraient normalement à 

calculer les ajustements de pondération afin de réduire le biais. D’autres recherches seront nécessaires à un 

élargissement des estimateurs présentés en fonction de cette situation. Il pourrait ainsi y avoir une 

repondération par catégorie pour la non-réponse, et ce, tant pour l’échantillonnage hybride que pour le sous-

échantillonnage d’UPE. De même, les estimateurs calés doivent être soumis à une évaluation. 
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Nous concluons par quelques réflexions sur un autre plan de sondage qui, à notre avis, justifie un examen 

plus approfondi, celui d’un échantillon sans grappes combiné à un échantillon d’UPE existantes, où on 

commence par le Web et on enchaîne avec un suivi en personne auprès des non-répondants en ligne dans 

les UPE échantillonnées. Une application possible de ce plan de sondage est le renouvellement de 

l’échantillon dans une étude longitudinale où l’échantillon initial était un échantillon par grappes d’UPE. 

Une autre application est lorsque du personnel formé n’est disponible que pour un échantillon existant 

d’UPE. Dans ces contextes, on pourrait envisager de sélectionner un échantillon sans grappes en essayant 

d’enquêter sur le Web d’abord et en faisant un suivi en personne auprès des non-répondants en ligne dans 

l’échantillon sans grappes qui se trouvent à l’intérieur des UPE visées. Nous croyons que convient en pareil 

cas l’estimateur 2̂t  présenté en (3.5) avec une modification du second terme de manière à remplacer le 1  

par la réciproque de la probabilité de sélection des UPE. D’autres travaux devraient permettre d’examiner 

plus à fond ce plan et les propriétés de l’estimateur dans ce contexte. 
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Documentation supplémentaire 
 

Dans le document supplémentaire (disponible à l’adresse https://doi.org/10.48550/arXiv.2303.13303), 

nous présentons d’autres résultats de simulation. Plus précisément, ce document présente les c.v. et les taux 

de couverture de l’intervalle de confiance pour toutes les comparaisons, les résultats de l’examen des autres 

facteurs de composition et ceux de l’ajustement de l’autre sous-échantillonnage à l’équation (3.4). 

 
Annexe 
 

Tableau A.1 

Paramètres des plans de suivi de la non-réponse en simulation. 
 

 Total pour  
l’échantillon  
sans grappes 

Total pour l’échantillon  
par grappes 

Par UPE Dans l’ensemble 

Aucun sous-échantillonnage pour les unités de suivi de la non-réponse (scénario B1A) 

Taille de l’échantillon sans grappes 2 500   

Nombre d’UPE   50 

Nombre d’unités échantillonnées par UPE   50 

Nombre prévu de réponses obtenues    

  Web  24,0 1 201,0 

  En personne (dans les 50 UPE)  14,5 725,7 

  Total 1 201,0 38,5 1 926,7 

Note : UPE = Unités primaires d’échantillonnage. 

https://doi.org/10.48550/arXiv.2303.13303
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Tableau A.1(suite) 

Paramètres des plans de suivi de la non-réponse en simulation. 
 

 Total pour  
l’échantillon 
sans grappes 

Total pour l’échantillon  
par grappes 

Par UPE Dans l’ensemble 

Sous-échantillonnage d’unités à deux phases (scénario B2U) 

Taille de l’échantillon sans grappes 0   

Nombre d’UPE   50 

Nombre d’unités échantillonnées par UPE   100 

 Fraction de sous-échantillonnage de suivi des cas de 
non-réponse 

  0,5 

Nombre prévu de réponses obtenues    

  Web  48,0 2 402,1 

  En personne (dans les 50 UPE)  14,5 725,7 

  Total 0 62,6 3 127,7 

Sous-échantillonnage d’UPE à deux phases (scénario B2P) 

Taille de l’échantillon sans grappes 0   

Nombre d’UPE    

  Nombre total d’UPE dans l’échantillon   100 

 UPE sous-échantillonnées pour les unités de suivi 
des cas de non-réponse 

  50 

Nombre d’unités échantillonnées par UPE   50 

Nombre prévu de réponses obtenues par UPE    

  Web  24,0 2 402,1 

 En personne (seulement dans les 50 UPE sous-
échantillonnées pour les unités de suivi des cas de 
non-réponse) 

 14,5 725,7 

  Total dans les UPE sous-échantillonnées  38,5  

Nombre total prévu de réponses obtenues 0  3 127,7 

Note : UPE = Unités primaires d’échantillonnage. 

 
Tableau A.2 

Moyenne des mesures sommaires des estimateurs par scénario. 
 

Statistique Scénario 2 phases Sans grappes 2 degrés df-1 df-2  
(en opt.) 

df-3  
(non en opt.) 

2 phases 
(UPE) 

BR A1A -3,76 % -5,36 % -4,20 % -4,66 % -3,73 % -3,76 % 
 

B1A -0,02 % -5,34 % -1,78 % -3,19 % 0,01 % -0,01 % 
 

C1A -0,03 % -5,35 % -0,03 % -1,79 % -0,01 % -0,03 % 
 

D1A 0,00 % -2,19 % -0,49 % -1,02 % 0,01 % 0,00 % 
 

B2P -0,01 % 
 

-1,78 % 
   

-0,02 % 
B2U -0,07 %   -1,82 %         

c.v. A1A 7,31 % 4,28 % 7,19 % 4,74 % 5,95 % 6,69 % 
 

B1A 8,16 % 4,27 % 7,70 % 4,96 % 6,82 % 7,55 % 
 

C1A 7,79 % 4,27 % 7,79 % 5,44 % 6,39 % 7,15 % 
 

D1A 8,51 % 5,61 % 8,23 % 5,98 % 7,76 % 8,17 % 
 

B2P 7,37 % 
 

6,39 % 
   

7,18 % 
B2U 8,15 %   7,54 %         

Notes : Dans le cas de l’intervalle de confiance, les valeurs pour chaque variable sont divisées par la moyenne sur tous les scénarios. 
BR = biais relatifs; c.v. = coefficient de variation; UPE = unités primaires d’échantillonnage. 
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Tableau A.2(suite) 

Moyenne des mesures sommaires des estimateurs par scénario. 
 

Statistique Scénario 2 phases Sans grappes 2 degrés df-1 df-2  
(en opt.) 

df-3  
(non en opt.) 

2 phases 
(UPE) 

REQMR A1A 12,78 % 20,81 % 13,25 % 14,40 % 11,69 % 12,27 % 
 

B1A 9,12 % 20,77 % 11,43 % 13,58 % 7,66 % 8,45 % 
 

C1A 8,71 % 20,75 % 8,71 % 9,53 % 7,16 % 8,00 % 
 

D1A 9,48 % 22,47 % 11,03 % 12,80 % 8,66 % 9,11 % 
 

B2P 8,18 % 
 

10,27 % 
   

7,97 % 
B2U 9,08 %   11,33 %         

IC A1A 72,58 % 12,86 % 75,06 % 39,85 % 65,24 % 68,93 %  
B1A 94,96 % 12,89 % 81,40 % 39,46 % 94,66 % 94,60 %  
C1A 94,05 % 12,95 % 94,05 % 63,57 % 93,42 % 93,43 %  
D1A 94,70 % 18,48 % 83,41 % 49,66 % 94,36 % 94,30 %  
B2P 94,72 %  75,19 %    95,31 % 
B2U 94,91 %   79,97 %         

BSA (BR) A1A 8,85 % 20,12 % 9,99 % 13,16 % 8,86 % 8,85 %  
B1A 0,09 % 20,08 % 6,57 % 11,95 % 0,07 % 0,08 %  
C1A 0,05 % 20,06 % 0,05 % 6,63 % 0,05 % 0,05 %  
D1A 0,06 % 21,03 % 4,75 % 9,81 % 0,08 % 0,06 %  
B2P 0,06 %  6,64 %    0,07 % 
B2U 0,09 %   6,64 %         

IC normal A1A 1,16 0,71 1,16 0,76 0,93 1,04  
B1A 1,20 0,71 1,18 0,76 0,99 1,08  
C1A 1,08 0,71 1,08 0,75 0,85 0,96  
D1A 1,23 0,93 1,18 0,85 1,12 1,16  
B2P 1,07  0,95    1,07 
B2U 1,19   1,13         

Notes : Dans le cas de l’intervalle de confiance, les valeurs pour chaque variable sont divisées par la moyenne sur tous les scénarios. 
UPE = unités primaires d’échantillonnage; REQMR = racines de l’erreur quadratique moyenne relative; IC = intervalles de confiance; 
BSA (BR) = biais standardisés absolus (biais relatifs). 
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Traiter le sous-dénombrement pour  
les échantillons d’enquête non probabilistes 
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Résumé 

Le sous-dénombrement de la population est un des principaux obstacles avec lesquels il faut composer lors de 
l’analyse statistique d’échantillons d’enquête non probabilistes. Nous considérons dans le présent article deux 
scénarios types de sous-dénombrement, à savoir le sous-dénombrement stochastique et le sous-dénombrement 
déterministe. Nous soutenons que l’on peut appliquer directement les méthodes d’estimation existantes selon 
l’hypothèse de positivité sur les scores de propension (c’est‑à‑dire les probabilités de participation) pour traiter 
le scénario de sous-dénombrement stochastique. Nous étudions des stratégies visant à atténuer les biais lors de 
l’estimation de la moyenne de la population cible selon le sous-dénombrement déterministe. Plus précisément, 
nous examinons une méthode de population fractionnée (split-population method) fondée sur une formulation 
d’enveloppe convexe et nous construisons des estimateurs menant à des biais réduits. Un estimateur doublement 
robuste peut être construit si un sous-échantillon de suivi de l’enquête probabiliste de référence comportant des 
mesures sur la variable étudiée devient réalisable. Le rendement de six estimateurs concurrents est examiné au 
moyen d’une étude par simulations, et des questions nécessitant un examen plus approfondi sont brièvement 
abordées. 

 
Mots-clés : Information auxiliaire; méthode de calage; enveloppe convexe; estimateur doublement robuste; pondération 

de probabilité inverse; prédiction fondée sur un modèle; régression des résultats; score de propension; 
population fractionnée. 

 
 

1. Introduction 
 

Les échantillons d’enquête probabilistes et l’inférence fondée sur le plan ont été largement utilisés dans 

les statistiques officielles et dans de nombreux autres domaines scientifiques comme outils standard de 

collecte et d’analyse de données. Cependant, au cours des dernières années, « on a observé un vent de 

changement et on considère de plus en plus d’autres sources de données » (Beaumont, 2020). La prise en 

considération d’autres sources de données est principalement attribuable à la diminution des taux de réponse 

pour les échantillons d’enquête probabilistes et l’ampleur du problème de sous-dénombrement attribuable à 

la non-réponse, ainsi que la difficulté à traiter ce problème pour obtenir une inférence statistique valide. 

Les échantillons d’enquête non probabilistes sont l’une de ces nouvelles sources de données. Leur 

popularité a commencé à croître grâce aux enquêtes par panel en ligne, mais la définition plus large s’étend 

à tout échantillon basé sur des volontaires ou à tout échantillon de commodité, ou même aux dossiers 

administratifs. Lors de l’analyse statistique d’échantillons d’enquête non probabilistes, on se heurte à de 

nombreux obstacles, le fait que l’on ne connaisse pas le mécanisme de sélection et de participation des 

échantillons, et le champ d’observation de la population cible étant les plus pressants. Les échantillons non 

probabilistes présentent un biais et ne représentent pas la population cible de façon résoluble, contrairement 

aux échantillons d’enquête probabilistes pour lesquels les renseignements sur le plan de l’enquête sont 

disponibles. Pour obtenir des inférences statistiques valides au moyen d’échantillons non probabilistes, il 
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faut plus d’information auxiliaire au niveau de la population et des cadres inférentiels appropriés. Un cadre 

courant consiste à supposer que l’information auxiliaire sur la population requise est disponible dans un 

échantillon d’enquête probabiliste existant provenant de cette même population cible. Ce cadre à deux 

échantillons a été utilisé dans plusieurs travaux méthodologiques, y compris la méthode d’appariement 

d’échantillons (Rivers, 2007) et la méthode d’imputation massive (Kim, Park, Chen et Wu, 2021), la 

régression logistique pondérée pour l’estimation du score de propension au moyen de l’échantillon groupé 

(Valliant et Dever, 2011), la méthode du pseudo-maximum de vraisemblance (Chen, Li et Wu, 2020), la 

méthode de pseudo-vraisemblance empirique (Chen, Li, Rao et Wu, 2022), et la méthode bayésienne 

(Wisniowski, Sakshaug, Ruiz et Blom, 2020), entre autres. 

Les inférences statistiques au moyen d’échantillons non probabilistes dans le cadre à deux échantillons 

nécessitent aussi une autre hypothèse essentielle, à savoir que la probabilité de participation ou le score de 

propension est positif pour toutes les unités de la population cible. Il s’agit de ce que l’on appelle l’hypothèse 

de positivité, et elle constitue le fondement de la validité de plusieurs méthodes d’estimation proposées dans 

la littérature. Elle est décrite plus en détail à la section 2. En ce qui concerne les échantillons d’enquête 

probabilistes, cela équivaut à avoir une base de sondage complète sans non-réponse. Généralement, on 

observe le non-respect de l’hypothèse de positivité en pratique pour les échantillons non probabilistes, en 

raison de la couverture géographique limitée de la population d’intérêt ou de l’incapacité à atteindre des 

sous-groupes de la population qui ne sont pas aussi faciles à observer au moyen de méthodes d’échantillon-

nage pratiques. Le non-respect de l’hypothèse de positivité entraîne des problèmes de sous-dénombrement 

et des résultats invalides basés sur des méthodes d’estimation existantes. Le sous-dénombrement est un 

problème notoirement problématique dans l’échantillonnage de population finie. Un degré de complexité 

supplémentaire s’y ajoute lorsqu’il est question d’échantillons d’enquête non probabilistes; voir Elliott et 

Valliant (2017) pour en savoir plus sur le sujet. 

Le présent article traite de deux scénarios types de sous-dénombrement en pratique pour les échantillons 

non probabilistes, à savoir le sous-dénombrement stochastique et le sous-dénombrement déterministe. Nous 

soutenons à la section 3 qu’il est possible d’appliquer directement les méthodes élaborées selon l’hypothèse 

de positivité pour traiter le sous-dénombrement stochastique et obtenir des inférences valides. Le sous-

dénombrement déterministe comporte une sous-population pour laquelle certains renseignements essentiels 

sont manquants et aucune procédure d’estimation rigoureuse et valide ne peut être élaborée selon le cadre à 

deux échantillons actuel. À la section 4, nous abordons d’abord les stratégies d’atténuation des biais attri-

buables à un sous-dénombrement déterministe en utilisant des méthodes existantes et nous déterminons les 

conditions selon les méthodes existantes qui donnent des résultats d’estimation valides. Nous examinons 

ensuite les procédures d’estimation selon la population fractionnée (split-population) au moyen d’une 

formulation d’enveloppe convexe. Nous montrons que la bonne spécification du modèle de régression des 

résultats est essentielle à plusieurs procédures d’estimation et que l’on peut construire un estimateur 

doublement robuste s’il est possible d’obtenir un sous-échantillon de suivi de l’échantillon probabiliste de 

référence comportant des mesures sur la variable étudiée. Le rendement de six estimateurs concurrents de 
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la moyenne de population finie est évalué au moyen d’une étude par simulations, et les résultats sont abordés 

à la section 5. La section 6 présente de brèves discussions sur les questions nécessitant des approfondisse-

ments et certaines conclusions. 

 
2. Hypothèses et méthodes existantes 
 

Des avancées méthodologiques particulièrement intéressantes ont eu lieu au cours des dernières années 

sur l’inférence statistique valide au moyen d’échantillons d’enquête non probabilistes. Une des principales 

hypothèses utilisées par plusieurs auteurs est la probabilité non nulle de participation à l’enquête non 

probabiliste de toutes les unités de la population cible. Soit = {1, 2, , }N…U  l’ensemble de N  unités 

étiquetées pour la population cible. Soit iy  et ix  les valeurs de la variable étudiée y  et le vecteur des 

variables auxiliaires x  pour la ei  unité dans la population. Des procédures d’estimation sont élaborées pour 

une variable y  univariée en mettant l’accent sur la moyenne de la population 1

=1
= ,

N

y ii
N y    mais on 

peut l’étendre à d’autres problèmes d’inférence semblables à la théorie de l’estimateur de Horvitz-

Thompson pour l’inférence fondée sur le plan au moyen d’échantillons d’enquête probabilistes. 

Soit AS  l’ensemble des An  unités participantes dans l’échantillon d’enquête non probabiliste et 

{( , ), }i i Ay ix S  l’ensemble des données de l’échantillon. La caractéristique la plus essentielle des échan-

tillons d’enquête non probabilistes est le mécanisme inconnu de participation ou d’inclusion dans l’échan-

tillon. Les publications récentes sur le sujet supposent que le mécanisme est orienté par un processus 

stochastique sous-jacent. Soit = ( )i AR I iS  la variable indicatrice de l’unité i  comprise dans l’échantillon 

non probabiliste .AS  Soit  

 = ( | , ) = ( = 1| , ), = 1, 2, , .A
i A i i i i iP i y P R y i N  x x …S   

Le terme « scores de propension » tiré de la littérature sur les données manquantes (Rosenbaum et Rubin, 

1983) a été utilisé pour A
i  par Chen et coll. (2020), entre autres. Certains auteurs ont préféré utiliser le 

terme « probabilités de participation » pour ;A
i  voir, par exemple, Beaumont (2020) et Rao (2021), entre 

autres. 

 
2.1 Hypothèses 
 

Les hypothèses suivantes ont été utilisées dans les publications récentes sur l’inférence statistique au 

moyen d’échantillons d’enquête non probabilistes; voir, par exemple, Wu (2022) et plusieurs références clés 

qui y sont mentionnées. 

A1 L’indicateur de participation et d’inclusion dans l’échantillon iR  et la variable étudiée iy  sont 

indépendants étant donné l’ensemble de variables auxiliaires ,ix  c’est-à-dire ( ) | .i i iR y x  

A2 Toutes les unités de la population cible ont des scores de propension non nuls, c’est-à-dire > 0,A
i  

=1, 2, , .i N…  
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A3 Les variables indicatrices 1 2, , ,
N

R R R…  sont indépendantes étant donné l’ensemble de variables 

auxiliaires 1 2( , , , ).
N

x x x…  

A4 Il existe un échantillon probabiliste BS  de taille Bn  comportant des renseignements sur les va-

riables auxiliaires x  (mais pas sur )y  disponibles dans l’ensemble de données {( , ), },B
i i Bd ix S  

où B
id  sont les poids de sondage pour l’échantillon probabiliste .BS   

 

L’hypothèse A1 est semblable au concept de répartition au hasard des données manquantes couramment 

utilisé aux fins d’analyse des données manquantes. L’hypothèse A3 est davantage un outil pratique aux fins 

de l’estimation basée sur la vraisemblance des scores de propension, et elle n’est pas essentielle à la validité 

de plusieurs procédures d’estimation existantes (Wu, 2022). L’hypothèse A4 porte sur le cadre à deux 

échantillons, où de l’information auxiliaire sur la population cible est disponible à partir d’un échantillon 

d’enquête probabiliste existant. Il s’agit de la configuration de base de la plupart des procédures d’estimation 

proposées dans la littérature sur les échantillons d’enquête non probabilistes. 

L’hypothèse A2 fait référence à ce que l’on appelle la condition de positivité. Pour les enquêtes 

probabilistes, cela équivaut aux conditions selon lesquelles les bases de sondage sont complètes et il n’y a 

pas de non-répondants irréductibles. Autrement dit, la population échantillonnée est identique à la popula-

tion cible, et les inférences statistiques fondées sur l’échantillon d’enquête sont valides pour la population 

cible. En pratique, on observe souvent un non-respect de l’hypothèse A2 pour les échantillons d’enquête 

non probabilistes en raison de la nature volontaire et de la nature axée sur la commodité de la participation 

aux enquêtes, ce qui entraîne des problèmes de sous-dénombrement et des énoncés statistiques invalides 

pour la population cible. 

 

2.2 Méthodes pour l’inférence 
 

Il existe trois principales méthodes pour l’inférence reposant sur des échantillons d’enquête non 

probabilistes selon les hypothèses A1 à A4 : i) la pondération de probabilité inverse (PPI) fondée sur un 

modèle théorique q  pour les scores de propension; ii) la prédiction par modèle basée sur un modèle de 

régression des résultats théorique ;  iii) les procédures doublement robustes (DR) reposant à la fois sur les 

scores de propension estimés et le modèle de régression des résultats. 

Dans l’hypothèse A1, les scores de propension = ( = 1| ) = ( )A
i i i iP R x x  sont une fonction des 

variables auxiliaires ix  ayant une forme inconnue ( ).   Soit = ( , )A
i i  x α  une forme paramétrique précisée 

comportant des paramètres de modèle inconnus .α  Dans la configuration à deux échantillons où l’infor-

mation auxiliaire sur la population est fournie par l’échantillon probabiliste de référence ,BS  on obtient la 

fonction de pseudo-log-vraisemblance pour α  proposée par Chen et coll. (2020) comme suit :  

 *( ) = log log(1 ).
1

A B

A
B Ai
i iA

i ii

d



 

 
  

 
 α
S S

 (2.1) 

L’estimateur par le pseudomaximum de vraisemblance α̂  est le maximiseur de *( )α  et il peut être obtenu 

comme solution aux équations de pseudo-scores données par *( ) = ( ) = . U α α α 0  Si le modèle de 
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régression logistique est considéré pour les scores de propension où 1= 1 {1 exp( )} ,A
i i   x α  on obtient 

les fonctions de pseudo-scores au moyen de 

 ( ) = ( , ) .
A B

B
i i i i

i i

d 
 

 U α x x α x
S S

 (2.2) 

Les scores de propension estimés sont obtenus étant donné que ˆˆ = ( , ),A
i i  x α .AiS  L’estimateur pondéré 

de probabilité inverse (PPI) de y  est calculé comme étant  

 PPI

1
ˆ = ,

ˆ ˆ
A

i
y AA

i i

y

N




S

 (2.3) 

où 1ˆ ˆ= ( )
A

A A
ii

N  

 S
 est la taille estimée de la population. L’estimateur PPI

ˆ
y  est convergent selon la 

randomisation conjointe du modèle de score de propension q  et du plan de sondage probabiliste p  pour 

l’échantillon probabiliste de référence .BS  

La méthode de prédiction fondée sur un modèle pour l’inférence repose également fortement sur la 

première hypothèse. Selon l’hypothèse A1, la distribution conditionnelle de y  étant donné x  pour les unités 

de l’échantillon non probabiliste AS  (c’est‑à‑dire =1)R  est la même que la distribution conditionnelle de 

y  étant donné x  pour les unités de la population cible. Elle permet de construire un modèle valide reposant 

sur y  étant donné x  au moyen de l’ensemble de données de l’échantillon non probabiliste {( , ), }.i i Ay ix S  

Selon le modèle de régression des résultats semi-paramétrique   décrit dans Wu (2022) et le premier 

moment conditionnel précisé comme étant ( | ) = ( , ),i i iE y m x x β  les paramètres du modèle β  peuvent être 

estimés de façon convergente par β̂  au moyen de l’échantillon non probabiliste. Soit * ˆ= ( , )i iy m x β  la valeur 

ajustée de y  pour l’unité AiS  ou la valeur prédite de y  pour l’unité .AiS  Une forme générale de 

l’estimateur de prédiction fondé sur un modèle de y  est calculée ainsi  

 *
IM

1
ˆ = ,

ˆ B

B

B
y i i

i

d y
N




S

 (2.4) 

où ˆ = .
B

B B
ii

N d
 S

 L’indice « IM » désigne l’« imputation massive », puisque l’estimateur est construit à 

partir de l’échantillon probabiliste de référence BS  et que la variable y  non observée est traitée comme 

étant manquante à 100 % pour l’échantillon et imputée pour toutes les unités de l’échantillon. L’estimateur 

IM
ˆ

y  est convergent selon la randomisation conjointe du modèle de régression des résultats   et du plan de 

sondage probabiliste p  pour .BS  

L’estimateur doublement robuste de y  est calculé au moyen des scores de propension estimés 

ˆˆ = ( , )A
i i  x α  et des valeurs ajustées ou prédites * ˆ= ( , ),i iy m x β  et il est donné par (Chen et coll., 2020)  

 
*

*
DR

1 1
ˆ = .

ˆ ˆˆ B

A B

Bi i
y i iAA

i ii

y y
d y

N N


 


 

S S

 (2.5) 

L’estimateur DR
ˆ

y  est convergent selon le plan d’échantillonnage probabiliste p  pour BS  et l’un des 

modèles correctement précisés, q  ou .  
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3. Deux scénarios pratiques en cas de sous-dénombrement 
 

On sait que dans l’inférence fondée sur le plan, il existe un estimateur sans biais de y  dans une sous-

classe de la classe dite de Godambe des estimateurs linéaires si et seulement si les probabilités d’inclusion 

du premier ordre ne sont pas nulles pour toutes les unités de la population finie (Wu et Thompson, 2020). 

Dans le cas des échantillons probabilistes, les probabilités d’inclusion nulles sont les conséquences qui 

découlent des bases de sondage incomplètes et des non-répondants, ce qui entraîne des problèmes de sous-

dénombrement de la population cible. 

L’hypothèse de positivité A2, selon laquelle = ( = 1| , ) > 0A

i i i iP R y x  pour tous les i  de la population 

cible, est en fait la même condition que celle de la validité de l’estimateur PPI, adapté de l’estimateur de 

Horvitz-Thompson pour les échantillons d’enquête probabilistes, selon le modèle de score de propension 

.q  L’hypothèse de positivité utilisée dans l’analyse des données manquantes et l’inférence causale ne posent 

pas de problème, puisque les scores de propension sont définis seulement pour les unités de l’échantillon. 

Dans le cas des échantillons d’enquête non probabilistes, on observe souvent le non-respect de l’hypo-

thèse A2 dans la pratique pour deux raisons principales : une ou plusieurs bases de sondage sont incomplètes 

et la participation volontaire. La ou les bases de sondage utilisées aux fins de sélection d’un échantillon 

d’enquête non probabiliste sont généralement une liste pratique, comme un panel en ligne, et celle-ci est 

presque certainement incomplète pour la population cible. Le fait de faire partie d’un échantillon d’enquête 

non probabiliste est volontaire; la non-réponse et les refus font partie intégrante du processus de recrutement. 

Soit U  l’ensemble de N  unités pour la population cible. Soit 0 = { |i iU U  et > 0}.A
i  Il est évident 

que 0 U U  et que 0 U U  en cas de non-respect de l’hypothèse A2. Soit 1 = { |i iU U  et = 0}.A
i  Il 

s’ensuit que 0 1= .U U U  Soit 0 1=N N N  où 0N  et 1N  sont les tailles des deux sous-populations 0U  et 

1.U  Soit 
0

1
0 0=y ii

N y 

 U
 et 

1

1
1 1= .y ii

N y 

 U
 Nous avons 0 0 1 1= ,y y yW W    où =k kW N N  pour 

= 0,1.k  Si AS  est un échantillon de 0 ,U  et ˆ yA  est un « estimateur sans biais » basé sur ,AS  nous obtenons 

habituellement 0
ˆ( ) = ,yA yE    et le biais de l’utilisation de ˆ yA  pour estimer y  est donné par  

 1 0 1
ˆ( ) = ( ).yA y y yE W       

Les deux principaux facteurs de l’ampleur du biais sont : i) la taille de la sous-population (c’est-à-dire 1)N  

qui n’est pas représentée par l’échantillon ;AS  ii) la différence (c’est-à-dire 0 1)y y   entre tous les 

participants potentiels de l’échantillon et ceux qui n’ont aucune chance de faire partie de l’échantillon. Nous 

examinons deux scénarios pratiques pour les problèmes de sous-couverture et leur incidence sur l’inférence. 

 
3.1 Sous-dénombrement stochastique 
 

Le premier scénario est appelé sous-dénombrement stochastique, dans lequel l’échantillon non proba-

biliste AS  est sélectionné à partir d’une sous-population 0U  et la sous-population 0U  peut être considérée 

comme un échantillon aléatoire tiré de U  (Chen, 2020; Wu, 2022). Un exemple typique de ce scénario est 

l’utilisation de la liste des coordonnées d’un grand échantillon d’enquête probabiliste existant aux fins de 
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recrutement de participants pour l’échantillon d’enquête non probabiliste. Un autre exemple est la sélection 

de participants pour l’échantillon non probabiliste à partir d’un très grand panel commercial, et la 

composition du panel reproduisant les répartitions de la population cible pour ce qui est des principales 

variables démographiques. On peut faire valoir que ces exemples correspondent au scénario de sous-

dénombrement stochastique. D’autres exemples sont moins évidents, comme un échantillon de commodité 

composé de clients recrutés dans des centres commerciaux locaux pendant une certaine période. Si la 

population cible est composée de certains types de consommateurs dans la région et que l’on croit que ces 

consommateurs ont une chance non négligeable de visiter l’un des centres commerciaux pendant la période 

visée, il s’agit également d’un cas de sous-dénombrement stochastique. 

Soit =1iD  si 0iU  et = 0iD  sinon, =1, 2, , .i N…  Notons que = ( )i AR I iS  et que nous avons  

 ( =1| , , =1) > 0i i i iP R y Dx  et ( =1| , , = 0) = 0i i i iP R y Dx   

pour = 1, 2, , .i N…  Si la sous-population 0U  est formée à partir d’un mécanisme stochastique sous-jacent 

de sorte que ( =1| , ) > 0i i iP D yx  pour tous les ,iU  nous obtenons  

 = ( = 1| , ) = ( = 1| , , = 1) ( = 1| , ) > 0A
i i i i i i i i i i iP R y P R y D P D y x x x   

pour = 1, 2, , .i N…  L’hypothèse de positivité A2 est effectivement satisfaite dans les scénarios de sous-

dénombrement stochastique, et les procédures d’estimation élaborées selon l’hypothèse peuvent servir 

directement à fournir des inférences valides. Le sous-dénombrement stochastique pose un problème 

pratique, à savoir la façon de préciser un modèle pour les scores de propension en raison des arguments à 

deux phases comportant iR  et .iD  Voir la section 5 pour en savoir plus. 

 
3.2 Sous-dénombrement déterministe 
 

De nombreux échantillons non probabilistes sont des échantillons de commodité basés sur des volon-

taires, et les participants potentiels possèdent souvent certaines caractéristiques propres au groupe. Par 

exemple, si la participation à une enquête nécessite l’utilisation d’un ordinateur et l’accès à Internet, les 

personnes qui n’ont pas accès à Internet ou qui n’ont jamais utilisé d’ordinateur n’auront alors aucune 

chance d’y participer. L’ampleur du sous-dénombrement dans ce cas dépend en grande partie de la 

proportion de la population exclue. 

On peut définir conceptuellement la sous-population 1 = { |i iU U  et = 0}A
i  au moyen d’une fonction 

d’accessibilité. Soit ( )i x  une fonction de ix  qui mesure l’accessibilité de l’unité i  à l’enquête. Une 

personne ayant une petite valeur de ( )i x  n’aura (pratiquement) aucun accès à l’enquête. De façon plus 

officielle, nous obtenons = ( | , ) = 0A
i A i iP i y  xS  si ( )i c x  pour une valeur seuil inconnue c  sur 

l’accessibilité. On peut définir autrement les deux sous-populations comme étant  

 0 = { |i iU U  et ( ) > }i c x  ainsi que 1 = { |i iU U  et ( ) }.i c x  (3.1) 
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La troncature de ( )i x  permettant d’exclure certaines unités de l’enquête non probabiliste peut être 

considérée comme un processus déterministe, ce qui motive l’utilisation du terme « sous-dénombrement 

déterministe ». Un exemple extrêmement simplifié serait un cas où ix  représente l’« âge » de l’unité i  et 

où tous les jeunes (c’est‑à‑dire ix c  pour une valeur c  choisie) sont exclus de l’enquête. 

Si l’on peut clairement déterminer les deux sous-populations 0U  et 1,U  on peut obtenir des inférences 

statistiques valides pour la sous-population 0.U  On pourrait étendre les résultats à la population cible U  

dans certains scénarios, mais il y a un risque d’excès en raison des hypothèses irréalistes. 

 
4. Stratégies de traitement en cas de sous-dénombrement 

déterministe 
 

Le sous-dénombrement déterministe présente des similitudes avec le sous-dénombrement de la base de 

sondage et de la non-réponse pour les échantillons d’enquête probabilistes. Les inférences sur la population 

cible posent deux grandes difficultés, à savoir la détermination des deux sous-populations 0U  et 1U  et le 

manque de renseignements sur 1.U  Dans la présente section, nous examinons des méthodes d’atténuation 

des biais d’estimation attribuables au sous-dénombrement ainsi que des problèmes susceptibles d’être 

attribuables à ces méthodes. 

 
4.1 Méthode de la pondération de probabilité inverse calée 
 

Selon l’hypothèse de positivité A2 et la forme paramétrique précisée = ( , ),A
i i  x α  les fonctions de 

pseudo-score obtenues au moyen de *( ) = ( ) U α α α  à partir de l’équation (2.1) peuvent être remplacées 

par un ensemble d’équations d’estimation sans biais (Chen et coll., 2020; Wu, 2022)  

 ( ) = ( , ) ( , ) ( , ),
A B

B
i i i i

i i

d 
 

 G α h x α x α h x α
S S

 (4.1) 

où ( , )ih x α  est un vecteur de fonctions précisé par l’utilisateur ayant la même dimension de .α  Si nous 

supposons que ( , ) = ( , ),h x α x x α  les fonctions d’estimation fournies à l’équation (4.1) se réduisent à  

 ( ) = .
( , )

A B

Bi
i i

i ii

d
 

 
x

G α x
x αS S

 (4.2) 

Notons que ( ) =G α 0  devient les équations de calage ( , ) =
A B

B
i i i ii i

d
  x x α x
S S

 et que les totaux de 

population 
=1

N

ii x  sont estimés au moyen de l’échantillon probabiliste .BS  Soit ˆCα  la solution à ( ) = ,G α 0  

où l’indice « C  » indique « calage ». Supposons que ˆˆ = ( , ).C
i i C  x α  On suppose que la première compo-

sante de x  est 1 de sorte que  

 1ˆ ˆˆ= ( ) = = .
A B

A C B B
C i i

i i

N d N 

 
 
S S
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L’estimateur PPI calée de y  est calculé comme étant 1
PPI

ˆˆ ˆ= ( ) .
A

C A C
y C i ii

N y 

 S
 Le terme « PPI calée » 

a d’abord été utilisé par Chen (2020). L’idée a été abordée par plusieurs autres auteurs, dont Rao (2021). 

En cas de sous-dénombrement déterministe, il est clair que la forme paramétrique comportant la restric-

tion = ( , ) > 0A
i i  x α  pour tous les i  est incorrectement précisée. Par conséquent, l’estimateur PPI 

classique PPI
ˆ

y  obtenu au moyen de l’équation (2.3) n’est plus convergent. L’estimateur PPI calée PPI
ˆC

y  

peut réduire le biais si le modèle de régression des résultats est linéaire, c’est-à-dire ( | ) = .i i iE y
x x β  L’esti-

mateur PPI calée dans ce scénario est un estimateur de prédiction approximativement sans biais par rapport 

au modèle (et les totaux de population sont estimés à partir de l’échantillon probabiliste ),BS  puisque  

 
1 1 1

= = ( ).
ˆ ˆ ˆˆ ˆ

B

C C B

A A B

i i
p p p i i yA A

i i ii iC C

y
E E E E d E

N N N
  

   

           
     
          

  
x

β x β
S S S

   

Le signe d’égalité approximative de la dernière étape équivaut à estimer N  au moyen de ˆ .BN  

Une question d’intérêt à la fois pratique et théorique est de savoir s’il existe une solution à ( ) = ,G α 0  

où ( )G α  est obtenu au moyen de l’équation (4.2). La réponse dépend de la forme paramétrique choisie de 

( , ).i x α  Dans un modèle linéaire généralisé selon = ( | ) = ( ),i i i iE R g x x α  où ( )g   est la fonction dite de 

lien inverse (augmentation monotone), nous obtenons  

 
2

( )
( ) = ( ) = ,

{ ( )}
A

i
i i

i i

k

g







x α
H α G α x x

α x αS

  

où ( ) = ( ) > 0.k t dg t dt  La matrice ( )H α  est définie négative tant que la matrice de données { , }i Aix S  

est de plein rang et qu’il est garanti que les procédures itératives de Newton-Raphson habituelles pour la 

résolution de ( ) =G α 0  sont convergentes. 

On peut aussi construire l’estimateur PPI calée quand un modèle de régression linéaire n’est pas 

approprié, mais qu’il y a suffisamment de motifs pour utiliser un modèle non linéaire de la forme de 

( | ) = ( , )i i iE y m x x β  selon une fonction connue ( , ).m    Par exemple, si iy  est une variable binaire, alors 

( , )im x β  n’a plus de forme linéaire mais peut être choisi comme fonction logit inverse. Soit β̂  un estimateur 

de β  obtenu au moyen d’une méthode d’estimation appropriée et de l’ensemble de données de l’échantillon 

non probabiliste {( , ), }.i i Ay ix S  Supposons que ˆˆ = ( , ).i im m x β  Les scores de propension calés sont 

calculés comme étant 1ˆ = ( ) ,C C
i iw   où les poids calés C

iw  sont obtenus en deux étapes : 

1) Calculer les scores de propension initiaux ˆˆ = ( , ),O

i i  x α ,AiS  où α̂  est la solution aux 

équations des pseudo-scores de l’équation (2.2). Soit 
1ˆ= ( ) ,O O

i iw   .AiS  

2) Obtenir les poids calés selon un modèle ,C
iw AiS  en minimisant la mesure de distance =D  

2{ }C O O

A
i i ii

w w w


 S
 soumise aux contraintes  

 ˆ=
A

C B
i

i

w N


S

 et ˆ ˆ= .
A B

C B
i i i i

i i

w m d m
 
 
S S

 (4.3) 
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Les contraintes utilisées aux équations (4.3) suivent les procédures générales de calage selon un modèle de 

Wu et Sitter (2001). 

La méthode PPI calée repose sur le modèle de régression des résultats pour atténuer le biais potentiel de 

l’estimateur PPI lors d’un sous-dénombrement déterministe. Quand un modèle de régression des résultats 

linéaire peut être justifié, l’étape de calage ne comprend pas l’estimation des paramètres du modèle β  et, 

par conséquent, donne un estimateur plus robuste que l’estimateur de prédiction fondé sur un modèle. Dans 

un modèle non linéaire de régression des résultats, l’estimateur PPI calée selon un modèle nécessite 

l’estimateur ˆ ,β  qui est obtenu par l’ajustement du modèle à l’échantillon non probabiliste. Il existe un risque 

d’extrapolation dans le calcul de ˆˆ = ( , )i im m x β  pour .BiS  Voir la section 4.2 pour en savoir plus. 

 
4.2 Méthode de prédiction fondée sur un modèle 
 

Un scénario courant de sous-dénombrement déterministe se présente quand les unités dépourvues de 

certaines caractéristiques n’ont pas accès à l’enquête non probabiliste et que ces caractéristiques se 

traduisent dans les valeurs de certaines variables auxiliaires. En pratique, la première étape de l’analyse d’un 

ensemble de données d’enquête non probabiliste consiste à vérifier les distributions marginales empiriques 

(non pondérées) des variables auxiliaires qui sont potentiellement liées à la participation à l’enquête, puis à 

les comparer aux distributions des variables de l’échantillon pondéré au moyen de l’échantillon probabiliste 

de référence. En particulier, la fourchette observée (ou le support) de chaque variable auxiliaire de l’échan-

tillon non probabiliste doit être comparée à celles de l’échantillon probabiliste. 

La méthode de prédiction fondée sur un modèle par imputation massive repose sur un modèle 

conditionnel de y  étant donné .x  Bien que la structure du moment conditionnel ( | ) = ( , ),i i iE y m x x β  qui 

est supposée pour la population cible, se vérifie très probablement pour tous les échantillons, l’ajustement 

du modèle au moyen d’un échantillon ayant une fourchette limitée dans les variables auxiliaires observées 

a deux conséquences problématiques. La première est l’estimation non fiable des paramètres du modèle au 

moyen de variances d’estimateurs gonflées. La deuxième est le risque d’extrapolation causé par l’utilisation 

du modèle ajusté aux fins de prédiction. Ces observations ont été suffisamment documentées dans la 

littérature sur la modélisation et l’analyse par régression. Tan (2007) s’est inquiété de l’extrapolation lors 

de l’utilisation d’un modèle de régression des résultats ajusté avec un échantillon biaisé dans la construction 

d’estimateurs doublement robustes aux fins de l’analyse des données manquantes et de l’inférence causale. 

Si l’échantillon non probabiliste comprend toutes les variables auxiliaires importantes requises pour la 

caractérisation du comportement de participation et la régression des résultats, et si les fourchettes observées 

des variables auxiliaires sont semblables à celles de l’échantillon probabiliste de référence, on peut préférer 

un estimateur de prédiction fondé sur un modèle à un estimateur PPI en cas de sous-dénombrement 

déterministe. L’estimateur PPI calée dont il est question à la section 4.1 est particulièrement attrayant dans 

un modèle de régression linéaire, puisque l’estimation des paramètres de modèle β  n’est pas nécessaire et 

que, par conséquent, les deux problèmes liés aux estimateurs de prédiction fondés sur un modèle, à savoir les 

variances gonflées des estimations de paramètres et le risque d’extrapolation, n’existent plus. 
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4.3 Méthode de la population fractionnée 
 

Les deux sous-populations définies conceptuellement 0U  et 1U  jouent un rôle central dans la discussion 

sur le sous-dénombrement déterministe. L’échantillon non probabiliste AS  peut être considéré comme 

provenant de 0U  et satisfaisant à l’hypothèse de positivité. Il est tentant d’élaborer des outils pour séparer 

les unités de l’échantillon probabiliste de référence BS  qui appartiennent à 0U  ou à 1U  et d’élaborer ensuite 

des stratégies pour traiter la population fractionnée. 

La fonction d’accessibilité ( ) x  présentée à la section 3.2 est un outil utile pour cette tâche. Supposons 

que ( ) x  est une fonction convexe de x  et que 0U  et 1U  sont définies dans (3.1) au moyen d’un seuil 

inconnu c  qui sépare les unités des deux sous-populations. Soit kH  l’enveloppe convexe générée par 

{ : }i kix U  pour = 0,1.k  Il s’ensuit que ( ) > c x  si 0x H  et que ( ) c x  si 1.x H  Il n’y a pas de 

chevauchements entre 0H  et 1.H  

Soit AH  l’enveloppe convexe formée par { : }.i Aix S  Nous obtenons 0A
H H  et la différence entre les 

deux devient négligeable quand An  est grand. De même, l’enveloppe convexe BH  formée par { : }i Bix S  

est proche de 0 1H H  quand Bn  est grand, puisque BS  représente l’ensemble de la population cible .U  

Les deux sous-populations 0U  et 1U  peuvent être déterminées par un fractionnement entre les unités de 

l’échantillon probabiliste de référence ,0 ,1= ,B B BS S S  où  

  ,0 = etB B j Aj j xS S H   

et ,1 ,0= \ .B B BS S S  Notons que la vérification de j Ax H  équivaut à vérifier s’il existe une séquence de 

constantes 0ia   pour AiS  de sorte que  

 =1
A

i
i

a


S

 et = .
A

i i j
i

a

 x x
S

  

Cela est faisable au moyen de progiciels de calcul existants. Les tailles 0N  et 1N  des deux sous-populations 

0U  et 1U  peuvent être estimées par  

 
,

ˆ = , = 0,1,
B k

B B
k i

i

N d k


S

  

ce qui satisfait 0 1
ˆ ˆ ˆ= .B B BN N N  

Kim et Rao (2018) décrivent une idée concernant le fractionnement de la population au moyen d’une 

modification de la méthode du plus proche voisin. Ils définissent ,0BS  comme étant l’ensemble des unités 

dans BS  qui ont un « proche voisin » dans .AS  De façon plus officielle, leur définition prend la forme  

  ,0 = et < ,min
A

B B i j
i

j j


 x x ε
S

S S   

où > 0ε  est une tolérance prédéfinie mesurant les similarités dans x  entre les unités. Toutefois, il est 

difficile de choisir une valeur pour ε  en pratique, et l’idée n’a pas été développée davantage dans la 

littérature. 
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4.4 Estimation pour la population fractionnée 
 

L’estimation pour la population fractionnée implique de traiter séparément 0U  et 1.U  Notons que 

0 0 1 1= .y y yW W    On peut appliquer directement les procédures d’estimation élaborées selon les hypo-

thèses A1 à A4 à l’estimation de 0y  en traitant ,0BS  comme l’échantillon probabiliste de référence. Soit 

0 0 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ= ,y y yW W    où ˆ ˆ ˆ= B B

k kW N N  pour = 0,1.k  L’ampleur du sous-dénombrement déterministe 

découlant de l’utilisation de 0
ˆ

y  comme estimateur pour y  se traduit partiellement dans la valeur de 1
ˆ .W  

Quand 1Ŵ  est petit par rapport à 0
ˆ ,W  nous pouvons ignorer le problème du sous-dénombrement et procéder 

à l’estimation selon l’hypothèse que > 0A
i  pour tous les .i  

Il est évident que l’estimation valide de 1y  nécessite des renseignements supplémentaires sur ,y  

puisque les seules données pertinentes sur la sous-population 1U  dans les deux échantillons AS  et BS  sont 

l’information auxiliaire ,1{ , }i Bix S  tirée de l’échantillon probabiliste de référence fractionné. En l’absence 

de renseignements supplémentaires sur y  pour les unités dans 1,U  nous proposons un estimateur hybride 

de y  comme suit. Nous estimons d’abord les scores de propension selon l’hypothèse que > 0A
i  pour 

0.iU  Soit 0 0
ˆˆ = ( , )A

i i  x α  selon un modèle de score de propension paramétrique = ( , ),A
i i  x α  où 0α̂  est 

l’estimateur par le pseudo-maximum de vraisemblance de .α  Si un modèle de régression logistique est 

utilisé, alors 0α̂  est la solution à  

 
,0

( , ) = .B

A B

i i i i
i i

d 
 

 x x α x 0
S S

  

On peut aussi utiliser un estimateur fondé sur le calage de α  selon la forme de l’équation (4.2), où BS  est 

remplacé par ,0.BS  Dans ce dernier cas, nous obtenons 1
0 0 0
ˆ ˆˆ= ( ) =

A

A A B
ii

N N 

 S
 si x  contient 1 comme 

première composante. Soit ˆˆ = ( , ),i im m x β  où β̂  est un estimateur de β  obtenu au moyen d’une méthode 

d’estimation appropriée et l’ensemble de données de l’échantillon non probabiliste {( , ), }i i Ay ix S  selon 

le modèle de régression des résultats supposé ( | ) = ( , ).i i iE y m x x β  L’estimateur doublement robuste de 

0y  est calculé comme étant  

 
,0

0,DR

00 0

ˆ1 1
ˆ ˆ= .

ˆ ˆˆ
A B

Bi i
y i iAB B

i ii

y m
d m

N N


 


 

S S

 (4.4) 

Notons que nous avons utilisé 0
ˆ BN  au lieu de 0

ˆ AN  dans le premier terme. Cela donne une forme simplifiée 

de l’estimateur hybride donné ci-dessous. Soit  

 
,1

1,REG

1

1
ˆ ˆ=

ˆ
B

B
y i iB

i

d m
N





S

 (4.5) 

l’estimateur de prédiction fondé sur un modèle pour 1.y  Un estimateur hybride de 0 0 1 1=y y yW W    est 

construit au moyen des deux estimateurs donnés à l’équation (4.4) et à l’équation (4.5) :  

 HYB 0 0, DR 1 1, REG

0

ˆ1 1ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ= = .
ˆ ˆˆ

A B

Bi i
y y y i iAB B

i ii

y m
W W d m

N N
  

 


  

S S

 (4.6) 
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La forme de HYB
ˆ

y  est semblable à l’estimateur doublement robuste DR
ˆ

y  donné à l’équation (2.5), à la 

grande différence que l’estimation des scores de propension se fait au moyen de la population fractionnée. 

L’estimateur hybride n’a pas l’interprétation de double robustesse et présente un risque d’extrapolation 

dans l’estimation de 1y  au moyen de l’estimateur de prédiction fondé sur un modèle 1, REG
ˆ .y  Supposons 

que le fractionnement de BS  en ,0BS  et en ,1BS  au moyen de la formulation de l’enveloppe convexe sur 0U  

et 1U  est effectuée correctement, et que le modèle de score de propension sur > 0A
i  pour 0iU  est 

correctement précisé, alors l’estimateur hybride HYB
ˆ

y  a l’expression asymptotique  

 *
HYB 0 0 1 1

ˆ = (1),y y pW W m o      

où 
1

* 1 *
1 1= ( , )ii

m N m

 x β
U

 et *β  satisfait * 1 2ˆ = ( ),p AO nβ β  indépendamment de l’exactitude du modèle 

de régression des résultats (Chen, 2020). Le biais potentiel de l’estimateur hybride dépend en grande partie 

de l’estimateur de prédiction fondé sur un modèle 1, REG
ˆ

y  pour l’estimation de 1,y  et l’estimateur a 

l’avantage de l’estimateur doublement robuste 0, DR
ˆ

y  pour estimer 0.y  

Dans des situations idéales où il est possible de prendre un petit sous-échantillon de ,1BS  et d’obtenir des 

mesures sur y  pour les unités sélectionnées, on peut élaborer sans trop de difficultés et de façon rigoureuse 

des méthodes d’estimation pour 1y  et, par conséquent, pour .y  Soit (2)
2 ,1{( , ), }B

i i By d iS  l’ensemble de 

données supplémentaire où (2)
,1BS  est un sous-échantillon provenant de ,1BS  et 2

B
id  sont les poids d’échan-

tillonnage pour le sous-échantillon conditionnel au ,1BS  donné. Soit β  les paramètres estimés pour le modèle 

de régression des résultats au moyen de l’ensemble de données combiné (2)
,1{( , ), }.xi i A By i S S  Supposons 

que = ( , ).i im m x β  Un estimateur par différence assisté par un modèle (Wu et Sitter, 2001) pour la moyenne 

de sous-population 1y  peut être construit ainsi  

 
( 2)

,1,1

1,SE 2
ˆ1 1

1 1
ˆ = ( ) ,

ˆ ˆ
BB

B B B
y i i i i i iB B

ii

d d y m d m
N N




   
SS

 (4.7) 

où l’indice « SE » signifie « sous-échantillon ». Cet estimateur est à peu près sans biais pour 1y  selon les 

plans de sondage pour BS  et (2)
,1 ,BS  peu importe l’exactitude du modèle de régression des résultats. L’esti-

mateur final de y  peut alors être calculé comme étant SE 0 0, DR 1 1, SE
ˆ ˆˆ ˆ ˆ= .y y yW W    L’estimateur SE

ˆ
y  est 

doublement robuste et est obtenu au moyen de  

 
( 2 )

,1

SE 2

0

1
ˆ = ( ) .

ˆ ˆ
A BB

B B Bi i
y i i i i i iAB

i iii

y m
d d y m d m

N


 

  
   

  
  


 

S SS

 (4.8) 

 
5. Étude par simulations 
 

Nous évaluons le rendement de l’échantillon fini de plusieurs stratégies d’estimation en cas de sous-

dénombrement déterministe. D’autres résultats de simulation en cas de sous-dénombrement stochastique se 

trouvent dans Chen (2020). Nous considérons une population finie de taille =N 20 000 et trois variables 
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auxiliaires, à savoir 1,x 2x  et 3.x  Des copies indépendantes de 1 2 3( , , )i i ix x x  sont générées à partir de 

1 (0,1),ix N∼ 2 Exp(1)ix ∼  et 3ix ∼ Bernoulli (0,5). La variable de réponse iy  suit le modèle de régression,  

 2
1 2 3 1= 3 , = 1, 2, , ,i i i i i iy x x x x i N      …  (5.1) 

où   est le coefficient pour le terme d’ordre élevé 2
1ix  ayant des valeurs représentant le degré d’écart par 

rapport au modèle de régression linéaire standard. Les termes d’erreur i  sont générés à partir de (0,1)N  

et la valeur de   est choisie pour contrôler le coefficient de corrélation   entre la réponse iy  et le pré-

dicteur linéaire 2
1 2 3 13 .i i i ix x x x     Les résultats de simulation présentés dans la section correspondent 

à = 0,5. Le paramètre d’intérêt est la moyenne de population finie .y  

La fonction d’accessibilité ( ) x  est précisée par une fonction logit inverse comportant les trois variables 

auxiliaires,  

 1 2 3

( )
log = 1 0,6 0,5 0,8 , = 1, 2, , .

1 ( )
i

i i i

i

x x x i N
 

   
 

x

x
…   

Notons que la fonction logit inverse n’est pas une fonction convexe. Cependant, on peut démontrer que la 

fonction est convexe dans le sous-espace  : ( ) <0,5 ,x x  ce qui est suffisant pour notre méthode de 

population fractionnée proposée selon les choix = 0,00; 0,20 et 0,40 utilisés dans la simulation. Supposons 

que ( )Q   soit le e100  quantile d’échantillon de 1 2{ ( ), ( ), , ( )}.
N

  x x x…  Le fractionnement détermi-

niste de la population est déterminé par la mesure sur les accessibilités. Soit = {1, 2, , }N…U  et  

 0 1= { | et ( ) ( )}, = { | et ( ) < ( )}.i ii i Q i i Q     x xU U U U   

Nous posons que = 0A
i  si 1,iU  et la taille de la sous-population 1U  est donnée par 1 =N N  (c’est-à-

dire 1 = ).W   La taille de la sous-population 0U  est donnée par 0 1= .N N N  

Les vrais scores de propension A
i  pour 0iU  sont générés à partir d’un modèle de régression 

logistique,  

 1 2 3log = 0,3 0,3 0,5 ,
1

A
i

i i iA
i

x x x





 
   

 
  

où l’ordonnée à l’origine   est choisie de telle sorte que 
0

=1
= ,

N A
i Ai

n  où An  est la taille prévue de 

l’échantillon d’enquête non probabiliste .AS  Nous utilisons la méthode d’échantillonnage de Poisson avec 

des probabilités d’inclusion A
i  afin de sélectionner les unités pour AS  dans la sous-population 0.U  La 

taille réelle de l’échantillon de AS  varie d’un échantillon à l’autre, An  étant la taille attendue. 

L’échantillon probabiliste de référence BS  ayant une taille d’échantillon fixe Bn  est tiré de l’ensemble 

de la population finie U  par la méthode d’échantillonnage systématique randomisé avec probabilité 

proportionnelle à la taille; voir la section 4.4.2 de Wu et Thompson (2020) pour en savoir plus. Les 

probabilités d’inclusion B
i  sont proportionnelles à 2= ,i iz c x  où la constante c  est choisie pour contrôler 

la variation des poids d’enquête de sorte que = 50.max minii i iz z UU  
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Nous considérons six estimateurs de la moyenne de population y  dont il est question aux sections 2 

et 4, ainsi que l’estimateur naïf de la moyenne d’échantillon de l’échantillon non probabiliste, et nous 

évaluons leur rendement au moyen d’échantillons de simulation répétés : 

1) ˆ ,yA  l’estimateur naïf de la moyenne d’échantillon de l’échantillon non probabiliste ;AS  

2) PPI
ˆ ,y  l’estimateur PPI donné à l’équation (2.3);  

3) IM
ˆ ,y  l’estimateur de prédiction fondé sur un modèle (imputation massive) donné à 

l’équation (2.4);  

4) DR
ˆ ,y  l’estimateur doublement robuste donné à l’équation (2.5);  

5) PPI
ˆ ,C

y  l’estimateur PPI calée décrit à la section 4.1;  

6) HYB
ˆ ,y  l’estimateur hybride donné à l’équation (4.6) et présenté à la section 4.4;  

7) SE
ˆ ,y  l’estimateur précisé à l’équation (4.8) au moyen d’un sous-échantillon (2)

,1BS  de ,1.BS  

 

Pour chaque itération de la simulation au moyen des échantillons AS  et ,BS  le modèle de score de 

propension de travail pour les estimateurs PPI
ˆ

y  et DR
ˆ

y  est choisi comme étant 0log{ (1 )} =A A
i i     

1 1 2 2 3 3,i i ix x x     et le modèle de régression des résultats de travail pour IM
ˆ

y  et DR
ˆ

y  comme pour HYB
ˆ

y  

repose sur 0 1 1 2 2 3 3= .i i i i iy x x x      ε  Le fractionnement de BS  en ,0BS  et en ,1BS  est effectué par la 

méthode de l’enveloppe convexe. Les taux de détermination exacte des unités appartenant à 0U  et à 1U  sont 

supérieurs à 97 % pour toutes les configurations utilisées dans la simulation. Le sous-échantillon (2)
,1BS  est 

sélectionné à partir de ,1BS  au moyen d’un échantillonnage aléatoire simple sans remise et la fraction 

d’échantillonnage est fixée à 20 %. Il faut noter que pour l’utilisation de =Bn 500 dans la simulation, la 

taille du sous-échantillon est d’environ 20 pour 1= =W 0,2 et d’environ 40 pour = 0,4. 

L’ampleur de la spécification erronée du modèle de régression de travail se traduit dans la valeur de   

utilisée dans le vrai modèle (5.1) pour générer la population finie 1 2 3{( , , , ),i i i iy x x x = 1, 2, , }.i N…  Le sous-

dénombrement déterministe est représenté par la valeur de 1= .W  Nous considérons 3 3 = 9  configura-

tions différentes aux fins de la simulation, les vraies valeurs des moyennes de population et de sous-

population 0 1( , , )y y y    étant indiquées dans le tableau 5.1. La configuration ( = 0,0; = 0,0) représente 

la situation idéale dans laquelle il n’y a ni spécification erronée du modèle ni problème de sous-

dénombrement. 

 
Tableau 5.1 

Moyennes de population et de sous-population ,1 ,0( , , ).y y y    
 

  = 0,0 = 0,2 = 0,4 

= 0,0 (4,53; NA; NA) (4,53; 4,49; 4,72) (4,53; 4,53; 4,52)  

= 0,5 (4,03; NA; NA) (4,03; 4,06; 3,91) (4,03; 4,06; 3,97) 

= 1,0 (3,52; NA; NA) (3,52; 3,63; 3,11)  (3,52; 3,59; 3,42)  

 



554 Chen, Li et Wu : Traiter le sous-dénombrement pour les échantillons d’enquête non probabilistes 

 

 
Statistique Canada, no 12-001-X au catalogue 

Le rendement d’un estimateur ˆ y  est mesuré par le biais relatif simulé (BR%, en pourcentage) et l’erreur 

quadratique moyenne (EQM) simulée, qui sont calculés comme suit :  

 BR%
( )

=1

ˆ1
= 100 ,

bB
y y

b yB

 



 
  
 
  EQM ( ) 2

=1

1
ˆ= ( ) ,

B
b

y y
bB

    

où ( )ˆ b
y  est l’estimateur ˆ y  calculé à partir des eb  échantillons de simulation. Les résultats pour =An 1 000 

et =Bn 500 fondés sur =B 5 000 exécutions de simulation sont présentés au tableau 5.2. Les valeurs de 

l’EQM sont multipliées par 100. 

 
Tableau 5.2 

Simulation du BR% et de l’EQM 2( 10 )  de sept estimateurs de .y  
 

 Estimateur = 0 = 0,2 = 0,4 

BR% EQM BR% EQM BR% EQM 
= 0,0 ˆ

yA  17,23 61,90 18,47 70,99 21,79 98,48 

PPI
ˆ

y  -0,09 1,67 0,00 1,39 0,66 1,64 

IM
ˆ

y  -0,03 1,55 -0,04 1,45 0,36 1,70 

DR
ˆ

y  -0,01 1,59 0,00 1,47 0,39 1,75 

PPI
ˆC

y  0,00 1,58 -0,01 1,49 0,49 2,37 

HYB
ˆ

y  0,00 1,59 0,04 1,48 0,42 1,72 

SE
ˆ

y  NA NA -0,03 4,83 0,08 7,14 

= 0,5 ˆ
yA  16,91 47,40 23,56 91,03 27,82 126,59 

PPI
ˆ

y  -0,13 2,19 3,44 3,60 4,16 4,77 

IM
ˆ

y  2,82 2,88 3,71 3,81 4,83 5,75 

DR
ˆ

y  -0,10 2,02 3,39 3,57 4,71 5,73 

PPI
ˆC

y  0,01 1,91 3,85 4,10 5,79 8,11 

HYB
ˆ

y  -0,02 2,03 2,14 2,57 3,66 4,31 

SE
ˆ

y  NA NA -1,10 6,61 -0,65 9,39 

= 1,0 ˆ
yA  16,53 35,44 30,17 114,40 35,68 159,43 

PPI
ˆ

y  -0,19 3,34 7,87 10,08 8,70 12,19 

IM
ˆ

y  6,48 7,58 8,53 11,14 10,63 16,81 

DR
ˆ

y  -0,23 3,35 7,76 9,84 10,35 16,39 

PPI
ˆC

y  0,03 2,83 8,82 11,99 12,69 23,80 

HYB
ˆ

y  -0,04 3,45 4,85 5,67 7,91 10,96 

SE
ˆ

y  NA NA -2,49 11,79 -1,60 16,17 

 
Les résultats de la simulation peuvent se résumer comme suit. L’estimateur naïf ˆ yA  reposant sur la 

moyenne d’échantillon de l’échantillon non probabiliste est biaisé dans toutes les configurations et n’est pas 

compris dans les autres comparaisons avec les six autres estimateurs. 1) Dans une configuration sans 
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spécification erronée du modèle ni sous-dénombrement (c’est-à-dire = 0,0 et = 0,0), les cinq estima-

teurs (le sixième estimateur SE
ˆ ,y  qui repose sur un sous-échantillon, est sans objet) offrent un bon rende-

ment, sont sans biais et ont des EQM similaires. 2) Sans problème de sous-dénombrement (c’est-à-dire =

0,0), l’estimateur de prédiction fondé sur un modèle IM
ˆ

y  commence à présenter des biais quand le modèle 

de régression des résultats est incorrectement précisé (par exemple BR% = 6,48 pour = 1,0), tandis que 

les quatre autres estimateurs ne présentent pas de biais et ont de petites EQM similaires, y compris 

l’estimateur hybride HYB
ˆ

y  dans la méthode de la population fractionnée. 3) Les estimateurs IM
ˆ ,y DR

ˆ ,y  

HYB
ˆ ,y  qui reposent sur le modèle de régression des résultats correctement précisé (c’est-à-dire = 0,0) ne 

présentent pas de biais et ont de petites EQM similaires en cas de sous-dénombrement (c’est-à-dire = 0,2 

ou 0,4). L’estimateur PPI calée PPI
ˆ ,C

y  qui requiert un modèle de régression des résultats linéaire pour être 

justifié, ne présente pas non plus de biais en cas de sous-dénombrement. 4) Si le modèle de régression des ré-

sultats est incorrectement précisé (c’est-à-dire = 0,5 ou 1,0) et qu’il y a un problème de sous-dénombrement 

(c’est-à-dire = 0,2 ou 0,4), les cinq estimateurs (sauf le dernier SE
ˆ ),y  qui dépendent de l’exactitude de 

l’un des deux modèles de travail, présentent des biais clairs et des EQM dégradées. 5) L’estimateur SE
ˆ ,y  

qui repose sur de l’information supplémentaire sur y  au moyen d’un sous-échantillon de ,1,BS  présente des 

biais négligeables dans tous les scénarios, mais les valeurs de l’EQM sont plus grandes que celles de 

plusieurs autres estimateurs. Cela est attribuable en partie à la très petite taille du sous-échantillon (2)
,1BS  

utilisé dans la simulation, puisque l’estimateur SE
ˆ

y  comprend la composante clé 1,SE
ˆ

y  donnée à 

l’équation (4.7), et que cette dernière a une variance dépendant de la taille de (2)
,1 .BS  

 
6. Conclusion 
 

Le problème de sous-dénombrement se rapportant aux échantillons d’enquête non probabilistes est 

étroitement lié aux problèmes de modélisation se rapportant aux scores de propension et, habituellement, 

les modèles paramétriques échouent sans hypothèse de positivité. En pratique, la plupart des échantillons 

non probabilistes ne représentent pas l’ensemble de la population cible, ce qui rend invalides les méthodes 

de pondération fondées sur le score de propension dans ces scénarios. La méthode de prédiction fondée sur 

un modèle est sensible à la spécification du modèle, et la qualité du modèle pour la variable de réponse y  

dépend en grande partie des variables auxiliaires qui sont disponibles à la fois dans l’échantillon non 

probabiliste et dans l’échantillon probabiliste de référence. Si l’analyste estime que le modèle de prédiction 

est fiable, on peut compter sur la méthode de prédiction fondée sur un modèle pour régler les problèmes de 

sous-dénombrement quand le support (c’est-à-dire la fourchette) de chaque variable auxiliaire de l’échan-

tillon non probabiliste correspond à celui de l’échantillon probabiliste. Autrement, il y a un risque 

d’extrapolation qui donne une estimation biaisée. D’un point de vue théorique, le sous-dénombrement 

déterministe est une conséquence du non-respect de l’hypothèse de positivité A2. Cela entraîne des 

problèmes d’ajustement du modèle de régression des résultats au moyen des données de l’échantillon non 

probabiliste, puisque ( | , = 1) = ( | )E y R E yx x  nécessite implicitement ( =1) 0P R   même si A1 se vérifie. 

C’est la raison pour laquelle l’estimateur PPI calée peut présenter certains avantages dans un modèle de 
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régression des résultats linéaire étant donné que l’estimation des paramètres du modèle β  n’est pas 

nécessaire. 

Le problème de sous-dénombrement est intrinsèquement lié au mécanisme de sélection et de partici-

pation de l’échantillon pour les échantillons non probabilistes, ce qui peut être compliqué davantage par le 

biais de sélection dit non négligeable. Le traitement d’un biais de sélection non ignorable pour les échan-

tillons non probabilistes est en soi un domaine de recherche dynamique. Il a fait l’objet de plusieurs 

publications récentes, par exemple : Andridge, West, Little, Boonstra et Alvarado-Leiton (2019), Boonstra, 

Little, West, Andridge et Alvarado-Leiton (2021), et West, Little, Andridge, Boonstra, Ware, Pandit et 

Alvarado-Leiton (2021). L’analyse de nature délicate menée dans ces articles et les mesures quantitatives 

du biais de sélection qui y sont élaborées peuvent être de précieux outils pour régler les problèmes de sous-

dénombrement. 

La méthode de fractionnement de la population a servi dans l’échantillonnage d’enquête à analyser et à 

combiner des données provenant de différentes sources. Une discussion plus approfondie et des références 

sur le sujet se trouvent, par exemple, dans Zhang (2019). La formulation de l’enveloppe convexe que nous 

proposons pour le fractionnement de la population en deux sous-populations a un certain potentiel pour le 

traitement des problèmes de sous-dénombrement, mais l’élimination complète des biais dans l’estimation 

après le fractionnement nécessite des renseignements supplémentaires sur l’une des sous-populations. La 

méthode modifiée du plus proche voisin de Kim et Rao (2018) pour fractionner la population cible semble 

prometteuse et mériterait des efforts marqués dans de futures recherches. 

Un autre sujet important qui n’a pas été abordé dans l’article concerne l’estimation de la variance selon 

les différentes stratégies étudiées. Nous menons actuellement un projet de recherche distinct sur l’estimation 

de la variance et nous espérons présenter nos progrès très prochainement. 

La littérature sur les données manquantes et l’inférence causale comprend des travaux méthodologiques 

visant à traiter l’effet des scores de propension estimés très faibles, mais positifs, sur l’estimation des 

principaux paramètres au moyen de la pondération de probabilité inverse. Certains de ces travaux pourraient 

être utiles pour régler les problèmes de sous-dénombrement se rapportant aux échantillons non probabilistes, 

comme la méthode des poids stables de Zubizarreta (2015). Nous espérons que les discussions présentées 

dans l’article apporteront de nouvelles perspectives au domaine en plein essor de l’intégration et de la 

combinaison des données provenant de sources multiples. 
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Modèles bayésiens pour petits domaines sous contraintes 
d’inégalité avec réconciliation et rétrécissement double 

Balgobin Nandram, Nathan B. Cruze et Andreea L. Erciulescu1 

Résumé 

Nous présentons une nouvelle méthodologie pour réconcilier des estimations des totaux des superficies cultivées 
au niveau du comté à un total prédéfini au niveau de l’État soumis à des contraintes d’inégalité et à des variances 
aléatoires dans le modèle de Fay-Herriot. Pour la superficie ensemencée du National Agricultural Statistics 
Service (NASS), un organisme du ministère de l’Agriculture des États-Unis (USDA), il est nécessaire d’intégrer 
la contrainte selon laquelle les totaux estimés, dérivés de données d’enquête et d’autres données auxiliaires, ne 
sont pas inférieurs aux totaux administratifs de la superficie ensemencée préenregistrés par d’autres organismes 
du USDA, à l’exception de NASS. Ces totaux administratifs sont considérés comme fixes et connus, et cette 
exigence de cohérence supplémentaire ajoute à la complexité de la réconciliation des estimations au niveau du 
comté. Une analyse entièrement bayésienne du modèle de Fay-Herriot offre un moyen intéressant d’intégrer les 
contraintes d’inégalité et de réconciliation et de quantifier les incertitudes qui en résultent, mais l’échantillonnage 
à partir des densités a posteriori comprend une intégration difficile; des approximations raisonnables doivent être 
faites. Tout d’abord, nous décrivons un modèle à rétrécissement unique, qui rétrécit les moyennes lorsque l’on 
suppose que les variances sont connues. Ensuite, nous élargissons ce modèle pour tenir compte du rétrécissement 
double par l’emprunt d’information dans les moyennes et les variances. Ce modèle élargi comporte deux sources 
de variation supplémentaire; toutefois, comme nous rétrécissons à la fois les moyennes et les variances, ce second 
modèle devrait avoir un meilleur rendement sur le plan de la qualité de l’ajustement (fiabilité) et, possiblement, 
sur le plan de la précision. Les calculs sont difficiles pour les deux modèles, qui sont appliqués à des ensembles 
de données simulées dont les propriétés ressemblent à celles des cultures de maïs de l’Illinois. 

 
Mots-clés : Méthode de Devroye; modèle de Fay-Herriot; méthode de grille; modèle hiérarchique bayésien; 

échantillonneur de Metropolis. 

 
 

1. Introduction 
 

Pour de nombreux problèmes dans les statistiques officielles, il est nécessaire d’intégrer des contraintes 

dans l’inférence fondée sur un modèle. Par exemple, dans le cas des estimations pour petits domaines, il 

peut y avoir des contraintes sur les estimations du modèle, qui doivent être réconciliées à une cible. Il peut 

s’agir de bornes inférieures (ou supérieures) connues pour les estimations au niveau du comté, qui devraient 

« s’additionner » pour correspondre à l’estimation au niveau de l’État obtenue précédemment. Un exemple 

pratique est l’estimation de la superficie ensemencée pour les comtés dans les États, avec une estimation au 

niveau de l’État obtenue précédemment, lorsqu’il existe des données d’enquête et des données admi-

nistratives qui peuvent fournir des bornes inférieures aux estimations pour les comtés. Celles-ci doivent être 

additionnées pour correspondre à l’estimation au niveau de l’État. Même si nous nous concentrons sur une 

application en agriculture, nous élaborons une méthodologie visant à résoudre le problème selon lequel des 

estimations pour petits domaines sont nécessaires pour satisfaire à certaines bornes inférieures, et ces 

estimations sont ensuite réconciliées à une estimation à un niveau plus élevé au moyen de l’approche 

descendante. 
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Aux États-Unis, les estimations officielles au niveau du comté du rendement des cultures, de la 

production totale et de la superficie totale publiées par National Agricultural Statistics Service (NASS), un 

organisme du ministère de l’Agriculture des États-Unis (USDA), sont importantes. Ces estimations 

officielles permettent de déterminer le montant des paiements à verser aux agriculteurs et aux éleveurs 

inscrits à plusieurs programmes administrés par d’autres organismes du USDA, notamment Farm Service 

Agency (FSA) et Risk Management Agency (RMA). En conséquence, NASS s’efforce d’accroître la 

précision, la fiabilité et la couverture de ses estimations officielles des cultures au niveau du compté. Comme 

il est décrit dans un rapport intitulé Improving Crop County Estimates by Integrating Multiple Data Sources 

(National Academies of Sciences, Engineering, and Medicine, 2017), l’un des moyens d’y parvenir est 

d’utiliser des modèles soutenables qui comprennent de multiples sources de variabilité et d’autres données 

auxiliaires. Le rapport met en évidence un grand nombre de défis auxquels NASS est confronté et le rôle 

que peut jouer l’inférence fondée sur un modèle dans la publication d’estimations officielles au niveau du 

comté. Les conclusions du rapport ont été examinées plus en détail dans Cruze, Erciulescu, Nandram, 

Barboza et Young (2019). Les auteurs ont déterminé que la correspondance des estimations des superficies 

cultivées avec les totaux administratifs connus des superficies cultivées de la même année est jugée 

essentielle pour le programme d’estimations des cultures au niveau du compté de NASS. 

Les contraintes sur les estimations peuvent se présenter sous la forme de restrictions d’ordre ou de forme 

(par exemple, Nandram, Sedransk et Smith, 1997; Silvapulle et Sen, 2005; Chen et Nandram, 2022) ou sous 

la forme de contraintes d’inégalité (Sen et Silvapulle, 2002). Ce second type de restriction est d’un intérêt 

particulier dans la mesure où il est lié à la cohérence des estimations des cultures totalisées en présence de 

données administratives disponibles conservées par le USDA. La réconciliation des estimations pour de 

plus petits domaines géographiques par rapport à celles pour de plus grandes régions géographiques est une 

forme courante de contrainte d’inégalité présente dans les statistiques officielles. Par exemple, plusieurs 

études antérieures de NASS y sont parvenues en effectuant un ajustement du ratio (ratissage) après l’analyse 

des résultats du modèle (par exemple, Erciulescu, Cruze et Nandram, 2018, 2019 et 2020); voir également 

Steorts, Schmid et Tzavidis (2020) et la bibliographie qui y figure pour obtenir un examen instructif de la 

réconciliation. Bien que le présent article mette l’accent sur la méthodologie, nous abordons la récente étude 

de cas et le document d’accompagnement rédigés par NASS (Chen, Nandram et Cruze, 2022) sur le 

problème de superficie ensemencée sous contrainte selon le modèle à rétrécissement unique. Nous précisons 

également que, dans le document actuel, nos principales contributions portent sur les contraintes d’inégalité; 

voir également le rapport de recherche no RDD-22-02 de la division de la recherche et du développement 

de NASS (Nandram, Cruze, Erciulescu et Chen, 2022). 

Les données non probabilistes ne sont pas exemptes d’erreurs. Tout d’abord, il est entendu que, même 

si la participation aux programmes de soutien à l’agriculture est populaire aux États-Unis, l’adhésion 

volontaire aux programmes de FSA et de RMA contribue à une sous-couverture potentielle (un biais vers 

le bas) dans ces totaux administratifs des superficies. En outre, les taux de participation à ces programmes 

de soutien peuvent varier d’une année à l’autre, selon la culture de base, selon l’État ou même plus 
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localement au sein d’un État. On estime toutefois que d’autres erreurs non due à l’échantillonnage sont 

réduites au minimum par les contrôles de la qualité de FSA et de RMA. Par exemple, les agriculteurs 

confirment la superficie de leurs terres inscrite aux programmes par des agents de FSA en fonction de limites 

des terres géolocalisées; les agriculteurs sont passibles de sanctions si leurs rapports sont falsifiés. Compte 

tenu de ces propriétés, NASS et le USDA considèrent les totaux administratifs disponibles comme des 

bornes inférieures informatives, et la publication de données totalisées cohérentes sur les superficies 

ensemencées exige : 1) que les totaux des superficies au niveau du comté s’additionnent aux totaux des 

superficies au niveau de l’État publiés avant la diffusion des estimations des comtés; et 2) que les estimations 

officielles des superficies ensemencées au niveau du comté respectent la contrainte de borne inférieure dans 

chaque comté. 

En outre, nous prenons en considération les gains possibles résultant d’un rétrécissement double en 

empruntant simultanément de l’information dans les moyennes et les variances. Les techniques d’estimation 

des variances échantillonnales fondées sur des modèles fréquentistes et bayésiens ont été prises en 

considération dans la littérature pour les modèles au niveau du domaine. Par exemple, voir Wang et Fuller 

(2003); You et Chapman (2006); Gonzalez-Manteiga, Lombardia, Molina, Morales et SantaMaria (2010); 

Maiti, Ren et Sinha (2014); Dass, Maiti, Ren et Sinha (2012). Récemment, Erciulescu, Cruze et Nandram 

(2019) ont intégré le rétrécissement double dans les estimations des totaux des superficies récoltées non 

contraintes. 

Soit ˆ , =1, , ,i i …   les estimations directes observées de la superficie totale pour   comtés, et 2 , =is i  

1, , ,…   les variances observées correspondantes pour les   comtés. Le modèle de Fay-Herriot au niveau 

du domaine (Fay et Herriot, 1979; voir également Rao et Molina, 2015) est un modèle standard dans l’esti-

mation pour petits domaines de ˆ ,i  où  

 
ind

2ˆ Normale( , ), = 1, , ,i i i is i   … ∼  (1.1) 

et, au deuxième degré,  

  
ind

2 2, Normale , , = 1, , ,i i i  β x β … ∼  (1.2) 

où ix  est un vecteur p  de covariables ayant une ordonnée à l’origine et β  est un vecteur p  de coefficients 

de régression. Dans une analyse entièrement bayésienne de ce modèle, on suppose des distributions a priori 

des paramètres du modèle; a priori, nous prenons 2 2( , ) = ( ) ( ),    β β  où 2( )   est propre, mais 

( ) = 1 β  est impropre. 

Sur le plan procédural, les estimations de NASS de la superficie ensemencée au niveau de l’État 

(désignons ces cibles de l’État par le scalaire )a  sont déterminées et publiées avant la publication des 

estimations au niveau du comté. Nandram, Erciulescu et Cruze (2019) ont élaboré un modèle de Fay-Herriot 

entièrement bayésien qui intègre la contrainte de réconciliation 
=1

=ii
a


 directement dans le modèle. 

Pour ce faire, le dernier domaine a été supprimé afin de tenir compte de la contrainte de réconciliation. Ils 
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ont montré de manière empirique que, dans la pratique, le choix du domaine supprimé pour intégrer la 

contrainte de réconciliation n’a pas beaucoup d’importance. Toutefois, il est plus pratique dans le présent 

document d’adopter une autre approche, qui ne fait pas appel à la suppression. 

Nous souhaitons à présent améliorer ce modèle pour tenir compte des contraintes de réconciliation et 

d’inégalité sur .i  En plus de la contrainte de réconciliation, nous devons ajouter les contraintes d’inégalité 

propres à chaque comté  

 , =1, , ,i ic i  …   (1.3) 

où les ic  sont des quantités fixes connues qui représentent les valeurs administratives fournies par FSA ou 

RMA. (En pratique, lorsque les deux sources de données sont présentes, la plus grande des deux est utilisée 

pour établir la borne inférieure, à savoir .)ic  Dans les données de NASS sur les superficies ensemencées, 

certaines des estimations directes des totaux de la superficie ensemencée peuvent être inférieures de plus 

d’une ou de deux erreurs-types à leurs ic  correspondantes; par conséquent, il est plus difficile de faire en 

sorte que les estimations du modèle soient supérieures à .ic  Il convient de noter que 
=1

= ii
a  


 

=1
.ii

c c


 En d’autres termes, les processus d’estimation qui génèrent les cibles de l’État respectent aussi 

les totaux administratifs disponibles au niveau de l’État, mais la contrainte de réconciliation peut créer des 

difficultés supplémentaires lorsque la cible n’est que légèrement supérieure à ,c  c’est-à-dire lorsque 1c
a   

par le bas. Nous devons ajouter les contraintes d’inégalité au modèle de Fay-Herriot précisé à l’équation 

(1.1), à l’équation (1.2) et dans les lois a priori pour obtenir la densité a posteriori conjointe de , =i i  

1, , .…   Afin d’intégrer les contraintes d’inégalité dans le modèle de Fay-Herriot bayésien, nous proposons 

la simplification suivante. En nous écartant de Nandram, Erciulescu et Cruze (2019), nous intégrons 

directement les contraintes d’inégalité tout en n’intégrant que partiellement la contrainte de réconciliation 

dans le modèle de Fay-Herriot bayésien. En d’autres termes, nous intégrons dans le modèle les contraintes, 

, =1, , ,i ic i …   ainsi que la restriction selon laquelle 
=1

.ii
a 


 Lorsque cette seconde inégalité est 

appliquée, un ratissage des estimations du modèle pour qu’elles correspondent au total de l’État a  dans une 

analyse des résultats satisfera toujours à toutes les contraintes d’inégalité de comtés individuels. 

L’intégration du rétrécissement double dans le modèle à contrainte d’inégalité entraîne d’autres éléments à 

considérer relativement aux calculs. Par conséquent, nos principales contributions consistent à fournir des 

estimations pour petits domaines, qui sont soumises à des contraintes d’inégalité et réconciliées à une cible, 

et nous décrivons un modèle à rétrécissement unique (variances d’échantillon fixes) et deux modèles à 

rétrécissement double (variances d’échantillon aléatoires). 

Dans le présent document, nous examinons une nouvelle méthodologie pour résoudre ces problèmes 

doubles en modifiant le modèle de Fay-Herriot bayésien décrit dans Nandram, Erciulescu et Cruze (2019) 

afin de tenir compte des contraintes de réconciliation et d’inégalité dans les modèles bayésiens au niveau 

du domaine des équations (1.1) et (1.2). En outre, nous élargissons le modèle pour tenir compte du rétrécisse-

ment double des moyennes et des variances. À la section 2, nous présentons la méthodologie pour le modèle 

à rétrécissement unique en présence de totaux avec contrainte d’inégalité. À la section 3, nous décrivons la 
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méthodologie du modèle à rétrécissement double et de la régression gamma, et le modèle log-linéaire est 

examiné à l’annexe B. Là encore, les modèles à rétrécissement double intègrent des totaux avec contrainte 

d’inégalité. L’accent est mis sur les calculs qui facilitent ces approches. Dans la section 4, étant donné que 

la confidentialité des enquêtes et des données administratives du USDA est source de préoccupation, des 

ensembles de données simulées dont les propriétés ressemblent à celles de la culture du maïs de l’Illinois 

sont générés et utilisés pour ajuster et évaluer ces modèles. Nous présentons nos conclusions à la section 5 

et constatons que les méthodologies de superficie avec contrainte ont été intégrées avec succès dans les 

statistiques officielles de NASS à partir de la campagne agricole de 2020. 

 
2. Méthodologie dans le cadre du modèle à rétrécissement unique 
 

Dans la présente section, nous élaborons les méthodologies et les stratégies computationnelles 

permettant d’intégrer les contraintes d’inégalité et les procédures de réconciliation dans les modèles 

bayésiens au niveau du domaine des équations (1.1) et (1.2). Cela permet d’obtenir le modèle à rétré-

cissement unique dans lequel on suppose que les variances d’échantillonnage sont fixes et connues. 

Notre stratégie consiste à utiliser la règle de composition (c’est-à-dire la règle de multiplication des 

probabilités) pour prélever des échantillons de la densité a posteriori  2 2ˆ ˆ, , , β θ σ  puis des échantillons 

de  2 2ˆ ˆ, , , . θ β θ σ  Ces deux problèmes sont difficiles à résoudre. Dans la présente section, nous avons 

utilisé la loi a priori de rétrécissement pour 2  (c’est-à-dire 2 2 2 2( ) = 1 (1 ) , 0))      afin d’éviter 

l’impropriété de la densité a posteriori. Soit 2= 1 (1 ),   alors Bêta (1,1) ∼  (c’est-à-dire qu’il est 

uniforme). Il faut noter que si x  a une densité suivant une loi demi-Cauchy, la densité de 2  après la 

transformation 2=x   est alors la loi a priori fondée sur Cauchy, 
2 2

2 1

(1 )
( ) = ,

  
 


 qui se traduit par 

Bêta (0,5; 0,5). ∼  En outre, les deux densités sont sous la forme de répartition f  de Snedecor, où la 

première densité est une (2, 2)f  et la version de Cauchy est une (1,1);f  la (2, 2)f  est mathématiquement 

un peu plus pratique lorsque nous la transformons en (0,1).  

Soit  =1
= : , = 1, , , .i i ii

V c i a  θ


…   Dans ce cas-ci, cette densité a posteriori conditionnelle, 

 2 2ˆ ˆ, , , , θ β θ σ  est assujettie à la contrainte d’inégalité et à la contrainte 
=1

,ii
a 


 où a  est la cible 

de réconciliation. Il convient de mentionner que l’inégalité est stricte puisqu’avec l’égalité, l’une des i  

devient redondante. Cette redondance doit être prise en considération lors de l’ajustement du modèle (un 

problème beaucoup plus difficile à résoudre), mais avec la contrainte d’inégalité, il n’est pas nécessaire de 

le faire (un problème beaucoup plus simple à résoudre). En d’autres termes, nous devons tirer 1, , …  

soumises aux contraintes , =1, ,i ic i  …   et 
=1

.ii
a 


 Il convient de noter encore une fois que la 

contrainte de réconciliation n’est que partiellement incluse dans le modèle de Fay-Herriot. Nous utiliserons 

un échantillonneur de Gibbs pour exécuter cette méthode d’échantillonnage, et la contrainte de 

réconciliation sera entièrement intégrée dans une analyse des résultats à partir de l’échantillonneur de Gibbs 

au moyen d’une procédure de ratissage. 

La densité a priori conjointe est  
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( )
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i ii

i iiV
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d
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x β
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x β θ




 (2.1) 

où ( )   est la densité normale standard. En effet, il s’agit d’une densité a priori conjointe très incommode, 

la constante de normalisation étant une fonction de 2( , ).β  Ensuite, en utilisant le théorème de Bayes, la 

densité a posteriori conjointe est  

    
 

 
 2 2 2 =1

=1
=1

( )
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( )

i ii
i i i

ii iiV
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d

  
      

  


  
   

  




θ

x β
θ β θ s β θ

x β θ




  (2.2) 

Il est difficile d’employer les méthodes Monte Carlo par chaîne de Markov pour tirer efficacement des 

échantillons de 2 2ˆ( , , , ) θ β θ s  dans l’équation (2.2). 

Nous allons montrer la façon de tirer des échantillons de 2 2ˆ( , , , ) θ β θ s  en utilisant l’intégration 

numérique, l’échantillonneur de Gibbs et l’échantillonneur de Metropolis. (Il est important de noter que, 

dans la discussion ci-dessous, à l’exception de 
=1

,ii
a 


 l’utilisation des symboles « inférieur ou égal » 

n’a pas d’importance, car les i  sont des variables aléatoires continues.) 

Nous montrons d’abord la façon de tirer les i  à l’aide de l’échantillonneur de Gibbs. Pour les 

contraintes, nous avons , =1, ,i ic i …   et 
=1

.ii
a 


 Cela signifie que 

=1 =1
,i ii i

c a  
 

 et que 

 =1 =1, =1,
max , , = 1, , .i j j i jj j j i j j i

c c a i  
 

     
  

…   Par conséquent, le support de la densité 

a posteriori conditionnelle de ,i  étant donné que ( ) 1 1 1= ( , , , , , ) ,i i i    
θ … …  est  

 
=1 =1, =1,

max , , =1, , .i j j i j
j j j i j j i

c c a i  
 

 
    

 
  
  

…    

Il est facile de démontrer que la densité a posteriori conditionnelle est  

  2 2 2 2 2 2
( )

ˆ ˆ, , , , Normale (1 ) , (1 ) , = ( ) ,i i i i i i i i is           θ β θ s x β∼   

 
=1 =1, =1,

max , = , =1, , .i i j j i j i
j j j i j j i

u c c a v i  
 

 
     

 
  
  

…   (2.3) 

Maintenant, nous voulons tirer i  soumise à la contrainte .i i iu v   Pour échantillonner 
2Normale( , ), ,X a X b   ∼  nous avons le résultat suivant (voir Devroye, 1986),  

 1 (1 ) ,
a b

X U U
 

 
 

      
          

    
  

où Uniforme(0,1)U ∼  et où ( )   et 1( )   sont respectivement la fonction de répartition et la fonction 

de répartition inverse de la densité normale standard. Nous utilisons l’échantillonneur de Gibbs pour tirer 

un échantillon θ  dans l’équation (2.3). On obtient cela en tirant , =1, ,i i iu v i n  …  tour à tour. 

L’étape finale consiste à ratisser 1, , …  selon la cible a  pour chaque itération. De cette façon, les 

itérations finales sont  
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=1

= , = 1, , ,i i

jj

a
i 




 …    

et l’on peut faire une inférence a posteriori sur 1, , …  en utilisant ces vecteurs d’itérations ratissés. On 

comprend maintenant la raison pour laquelle 
=1

.ii
a 


 Il convient de noter encore une fois qu’il s’agit 

d’une analyse simple et directe des résultats de l’échantillonneur de Gibbs. 

Nous montrons ensuite la façon de tirer des échantillons de 2 2ˆ( , , ) β θ s  à l’aide de l’intégration 

numérique et de l’échantillonneur de Metropolis. La densité a posteriori conjointe de 2( , )β  est  
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ce qui, par développement des carrés, peut être simplifié à  

  2 2 2 2 2

=1

ˆ ˆ( , , ) ( , ) ( ) ( , ),i i i
i

R        
 

  
 
β θ s β x β β


 (2.4) 
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où ˆ= (1 )i i i i i     x β  et 2 2= (1 ) ,i i   = 1, , .i …   Nous utiliserons l’échantillonneur de Metropolis 

pour l’ajustement de l’équation (2.4). Deux questions essentielles sont soulevées, à savoir l’élaboration 

d’une loi instrumentale efficace et le calcul du ratio, 2( , ),R β  des deux intégrales de l’équation (2.4). 

Tout d’abord, nous examinons l’élaboration d’une loi instrumentale. Nous disposons d’échantillons de 
2( , )β  du modèle de Fay-Herriot. Nous pouvons maintenant transformer 2  en 2

1 = log( )p   et l’ajouter 

comme dernière composante pour obtenir un nouveau vecteur β  ayant des 1p   composantes. Procédons 

maintenant à l’ajustement d’une densité normale multivariée aux échantillons, 
2ˆ ˆNormale( , ), β β∼  où β̂  

et ̂  sont la moyenne a posteriori et la matrice de covariance des échantillons du modèle de Fay-Herriot, 

et 2 Gamma ( 2, 1 2)  ∼  pour compléter la densité t  de la variable aléatoire ( 1)p   de Student à   

degrés de liberté, où   est une constante de réglage. 

Ensuite, nous décrivons la façon d’estimer le ratio des intégrales de l’équation (2.4). Soit = { :θ iV c   

, = 1, , };i i   …   nous avons en fait choisi une borne supérieure pour chaque .i  Il convient de noter 

que ,V V   et peut-être que V  n’est pas beaucoup plus grand que .V  Soit ( ) =1I Vθ  si Vθ  et 

( ) = 0I Vθ  autrement. Alors,  
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On peut désormais calculer 2( , )R β  à l’aide de méthodes Monte Carlo. Comme fonction d’importance, 

nous utilisons les densités a posteriori conditionnelles de , =1, , ,i i …   soumises aux contraintes sur .V  

En d’autres termes,   

 
ind

2 2, Normale( , ), , = 1, , .i i i i ic i      β … ∼  (2.5) 

Il est maintenant facile de tirer des échantillons ( ) , 1, ,h h Mθ …  dans l’équation (2.5), où M  1 000 

environ; voir Devroye (1986). Alors, un estimateur Monte Carlo de 2( , )R β  est  
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Il convient de noter que pour chaque ,h  une fois que l’on a tiré les ( ) , = 1, ,h
i i …   de la loi instrumentale, 

il suffit de vérifier que ( )

=1
.h

ii
a 


 Cependant, cet estimateur Monte Carlo n’existe peut-être pas, ce qui 

se produit de toute évidence lorsque ( ) , = 1, ,h V h Mθ …  (tout );M  dans un tel cas, nous utilisons 

l’estimateur modifié,  
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En d’autres termes, nous remplaçons simplement V  par V  pour former une approximation au cas où 

l’estimateur Monte Carlo n’existerait pas. Dans les deux cas, nous avons tiré le i  comme dans l’équation 

(2.5), où 
ind

2 2, Normale( , ), , =1, , .i i i i ic i      β … ∼  Il est possible que certains des ( )hθ  soient 

dans ,V  et, dans un tel cas, si le nombre de ( )h Vθ  est au moins égal à 2,M  nous utilisons l’estimateur 

antérieur. 

Notre procédure nous donne 1 000 échantillons à partir de la densité a posteriori de 2( , ),β  en utilisant 

l’échantillonneur de Metropolis. Les échantillons plus importants de 1, , …  sont alors obtenus à l’aide de 

l’échantillonneur de Gibbs. Pour chacune des 1 000 itérations de 2( , )β  provenant de l’échantillonneur de 

Metropolis, nous exécutons l’échantillonneur de Gibbs jusqu’à environ 100 itérations et choisissons le 

dernier ensemble de 1, , . …  Il s’agit de l’échantillonneur dit de Gibbs-within-Metropolis. Ce n’est pas 

trop coûteux et c’est raisonnablement efficace; nous avons constaté des difficultés semblables dans certains 

de nos projets (par exemple, Nandram et Choi, 2010; Chen, Nandram et Cruze, 2022). 

Dans cette méthode, il n’est pas vraiment nécessaire de contrôler la convergence de l’échantillonneur de 

Gibbs, car nous n’avons besoin que d’une valeur; toutefois, un « rodage » est nécessaire. 

 
3. Méthodologie dans le cadre des modèles à rétrécissement double 
 

Nous présentons deux modèles à rétrécissement double dans lesquels nous modélisons à la fois les 

variances et les moyennes d’échantillon. Les contraintes d’inégalité sont également incluses. Dans le cas 
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présent, l’emprunt d’information se fait aussi bien à partir des moyennes que des variances. Pour la 

spécification des variances, la première utilise un modèle de régression gamma et la seconde, un modèle 

log-linéaire. À la section 3, nous modélisons les variances d’échantillon à l’aide de la régression gamma; la 

section 3.1 décrit la méthode et la section 3.2, le calcul. D’autres calculs sont présentés à l’annexe A. À 

l’annexe B, nous décrivons le deuxième modèle à rétrécissement double pour les variances d’échantillon en 

utilisant le modèle log-linéaire. Même un traitement entièrement bayésien du modèle log-linéaire présente 

des avantages considérables en ce qui concerne les calculs par rapport au modèle de régression gamma. 

Nous discutons des raisons de l’existence des deux modèles à rétrécissement double. Les calculs sont 

difficiles dans les deux modèles. Nous préférons le modèle gamma parce qu’il est plus précis selon les 

normes de la méthode Monte Carlo par chaîne de Markov. Malheureusement, les calculs nécessitent trop de 

temps et le système n’est pas opérationnel à NASS. Nous avons cru qu’en passant à un modèle log-linéaire, 

nous pourrions faire certaines approximations mathématiques, ce qui permettrait à la procédure de 

rétrécissement double d’être mise en œuvre à NASS ainsi que dans de nombreux autres organismes 

gouvernementaux. Dans le modèle log-linéaire, nous avons fait deux approximations qui permettent aux 

calculs d’être très rapides (en secondes) et d’avoir une précision raisonnable. Il est mathématiquement plus 

difficile de faire des approximations dans le cadre du modèle gamma, mais certains chercheurs peuvent tout 

de même le préférer. 

 
3.1 Modèle de régression gamma 
 

Pour les domaines ,  nous disposons des estimations d’enquête ˆ ,i  de leurs erreurs-types is  et des tailles 

d’échantillon 2in   (les tailles d’échantillon doivent être au moins égales à 2). Nous commençons par un 

modèle pratique qui s’appuie sur notre travail sur le modèle de Fay-Herriot. Nous supposons que  

 

ind
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2 ind
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… 

… 

∼

∼
  

où Gamma ( , )X a b∼  signifie que 1( ) ( ) , 0.a a bxf x b x e a x     Il convient de noter qu’étant donné i  

et 2 ,i  nous supposons que ˆi  et 2
is  sont indépendants. Selon la première hypothèse, les i  et les 2

i  ne 

sont pas estimables, mais, en regroupant la première et la deuxième hypothèse, les i  et les 2
i  le sont. Dans 

ce cas-ci, l’hypothèse du khi carré est raisonnable, mais les degrés de liberté peuvent être légèrement 

inférieurs à la taille initiale de l’échantillon, car il devrait s’agir de la taille effective de l’échantillon. La 

taille effective de l’échantillon n’est normalement pas présentée à NASS; en fait, c’est le nombre de rapports 

pour lesquels les réponses sont positives qui est présenté. Nous avons donc utilisé la taille initiale de 

l’échantillon; voir Erciulescu, Cruze et Nandram (2019) pour obtenir un modèle similaire sans la contrainte 

d’inégalité, bien entendu. 

A priori, nous supposons que  
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Ces hypothèses sur i  et 2
i  assurent un rétrécissement double (rétrécissement à la fois des moyennes et 

des variances). Nous avons supposé dans ce cas-ci que les deux ensembles de covariables étaient identiques, 

mais ils peuvent bien sûr être différents. 

Il convient de noter que la loi a priori pour 2
i  est conjuguée, ce qui simplifie un peu les calculs; voir 

Nandram et Erhardt (2004) pour obtenir des spécifications similaires pour les modèles binomiaux et les 

modèles de Poisson correspondants. Notre loi a priori pour les hyperparamètres est  

 2 2

2 2 2

1 1
( , , , ) , , 0.

(1 ) (1 )
    

 
 

 
β γ   

Autrement dit, on suppose des lois a priori uniformes pour β  et γ  et des lois a priori de rétrécissement 

(propres) pour 2  et .  On suppose également que tous les paramètres sont indépendants. Il convient de 

noter que 2  et   sont non négatifs; nous préférons donc utiliser une loi a priori de rétrécissement. À ce 

stade, il n’y a pratiquement aucun avantage mathématique, informatique ou scientifique à utiliser d’autres 

lois a priori non informatives pour .  

Dans notre modèle, nous incluons la contrainte d’inégalité, 
=1

, =1, , , ,i i ii
c i a  


…   où a  est la 

cible. Il est important de noter encore une fois que nous n’incluons que partiellement la contrainte de 

réconciliation. Le fait qu’il s’agisse de la même région que celle pour le modèle à rétrécissement unique, 

 =1
= : , = 1, , , ,i i ii

V c i a  θ


…   est pratique. Par conséquent, les densités a priori pour les i  restent 

les mêmes,  
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où ( )   est la densité normale standard. Il est pratique de définir 2( , , , ).   β γ  La densité a priori 

conjointe est alors  
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Par indépendance, la densité conjointe de 
2ˆ( , )θ s  est  
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Enfin, en utilisant le théorème de Bayes, la densité a posteriori conjointe est proportionnelle au produit 

des équations (3.1) et (3.2), et l’on peut montrer que 
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où 2 2 2= ( ), 1, , .i i i     …   

Il découle maintenant de l’équation (3.3) que les densités a posteriori conditionnelles de i  sont  

  
ind

2 2 2ˆ ˆ, , , Normale (1 ) , (1 ) , 1, , , .i i i i i i i V         σ θ s x β θ… ∼  (3.4) 

On peut maintenant éliminer par intégration i  de l’équation (3.3) pour obtenir la densité a posteriori 

conditionnelle conjointe de 2 ,σ  
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Il convient de noter que le terme  
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( )i iiV
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 n’est pas une fonction de 2

i  et qu’il a été 

éliminé tout comme d’autres termes de ce type. 

On peut maintenant éliminer par intégration 2
i  de l’équation (3.3) pour obtenir la densité a posteriori 

conjointe de ,  
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où = ( 1) 2i ia n    et  2= ( 1) 2,i

i i ib n s e   x γ  et IG ( , )c a b  est la densité gamma inverse, qui est 

donnée par  
1

1( ) = ( ) , 0.
aa b c

cf c b e a c
     

 

3.2 Calcul pour le modèle de régression gamma 
 

Notre stratégie consiste à tirer des échantillons de la densité a posteriori conjointe de   dans l’équation 

(3.6). C’est une tâche difficile, mais une fois qu’elle est accomplie, nous pouvons utiliser la règle de 

multiplication pour tirer des échantillons de 2
i  à partir de l’équation (3.5) et ensuite de i  à partir de 

l’équation (3.4). Cette stratégie est utile s’il y a un grand nombre de comtés; l’État du Texas compte 

254 comtés. Nous tirons i  de la même manière que celle décrite à la section 2. Il est plus difficile de tirer 

des échantillons de 2.i  Nous décrivons la façon de tirer des échantillons de   dans l’équation (3.6). La 

stratégie de base comporte deux étapes clés. 

Tout d’abord, nous ajustons le modèle à rétrécissement double sans les contraintes d’inégalité et la 

réconciliation. Cela donne un échantillon approximatif de taille M  1 000 itérations à partir de la densité 

a posteriori de   que nous avons obtenue à l’aide d’un échantillonneur de Metropolis. Les détails de cette 

première étape sont présentés à l’annexe A. 

Ensuite, nous convertissons cet échantillon approximatif en un échantillon provenant de la densité 

a posteriori au moyen de la contrainte d’inégalité et de la réconciliation. Nous utilisons les itérations M  

provenant de la première étape pour établir une densité t  de Student multivariée pour 2( , log( ),β  

, log( )).γ  À chaque itération obtenue à la première étape, nous exécutons 100 fois un échantillonneur de 

Metropolis avec la densité t  de Student multivariée et choisissons la dernière exécution; voir Nandram et 

Choi (2010) pour obtenir une procédure semblable. Selon cette manière de type « diviser pour régner », 

nous réduisons au minimum le risque de blocage de l’échantillonneur de Metropolis. Nous voulons que 

l’échantillonneur de Metropolis s’éloigne au moins une fois de la valeur de départ; aucun autre contrôle 

n’est nécessaire; s’il ne s’éloigne pas au moins une fois, nous rejetons l’exécution. Le fait que cette 

procédure donne un échantillon de M  itérations indépendantes de   est avantageux. Cependant, cette 

étape prend du temps; pour les données simulées actuelles, elle a pris environ 16 heures. 

Nous décrivons maintenant la façon d’utiliser l’algorithme acceptation-rejet pour tirer des échantillons 

de 2.i  Nous pouvons réécrire l’équation (3.5) comme suit  
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où V V  et V  est un plus grand ensemble rectangulaire. 

Il est important de noter que les premier et troisième termes de l’équation (3.7) sont des probabilités. Il 

est également vrai que le deuxième terme de l’équation (3.7) est une probabilité, car  
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i i

ii

i


 

 

     
     
      


x β




  

Par conséquent, nous pouvons utiliser un échantillonneur acceptation-rejet pour tirer 2.i  

Il faut noter que, en raison de l’élaboration, le premier terme de l’équation (3.7) est un produit sur 

1, , .i  …   Il en va de même pour le second terme. Donc, si nous faisons abstraction du troisième terme, 

nous pouvons tirer indépendamment 
ind

2 IG ( , ), 1, ,i i ia b i  … ∼  (répartitions non restreintes) selon une 

probabilité,  
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pour compléter l’algorithme acceptation-rejet. Il est possible qu’il y ait plusieurs rejets avant une 

acceptation, mais cela est rarement le cas. S’il y a 25 rejets, nous tirons simplement les 2
i  de leurs 

répartitions non restreintes, 
ind

2 IG ( , ), 1, , .i i ia b i  … ∼  

Il reste alors la question de savoir calculer  
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Un estimateur Monte Carlo de C  est  
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où 
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i i i i i i i ic h M i           x β … … ∼  

Toutefois, le terme  ( )1

=1

M h
M h

I V θ  est difficile à intégrer dans l’échantillonneur acceptation-rejet. 

Nous avons surmonté cette difficulté de la manière suivante. Nous avons calculé Ĉ  et avons constaté que 

plus de 60 % des Ĉ  conduisent à l’acceptation de la totalité des 2 , 1, , .i i  …   Lorsque les 2
i  ne sont pas 

acceptés, nous tirons des échantillons de leurs répartitions non restreintes, 
ind

2 IG ( , ), 1, , .i i ia b i  … ∼  
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4. Comparaisons à l’aide d’exemples simulés 
 

Nous comparons nos modèles à l’aide d’exemples simulés. Nous n’effectuons pas d’étude par simu-

lation, où la réplique est importante parce que les modèles sont déjà compliqués. Nous utilisons le coefficient 

de variation (c.v.) comme mesure de la fiabilité des comparaisons. Nous montrons aussi graphiquement la 

façon dont les observations dans les données simulées enfreignent les contraintes de borne inférieure et la 

façon dont nos modèles rectifient ce problème. 

Les données d’enquête de NASS et les données administratives du USDA sur les superficies sont 

assujetties à des mesures de protection de la confidentialité. Par conséquent, nous décrivons un moyen de 

simuler des données semblables aux données sur la culture de maïs de l’Illinois qui ont été fréquemment 

utilisées dans les études récentes de NASS sur les estimations des cultures au niveau du comté, et nous les 

utilisons pour montrer les principales caractéristiques de notre procédure de réconciliation avec contraintes 

d’inégalité. En pratique, la participation aux programmes de soutien à l’agriculture peut varier selon la 

culture et l’État. Certaines des estimations d’enquête peuvent déjà satisfaire à la contrainte de borne 

inférieure, c’est-à-dire certaines ˆ ,i ic   de sorte que les contraintes de borne inférieure imposées aux 

estimations du modèle pour ces domaines peuvent être des restrictions peu ou non contraignantes dans ces 

comtés. Toutefois, dans les États où les taux d’inscription aux programmes de soutien agricole sont élevés, 

comme dans le cas de la culture du maïs dans l’Illinois, les totaux administratifs peuvent englober une 

grande partie de la population, de sorte que les estimations directes, sujettes à l’erreur d’échantillonnage, 

sont inférieures aux totaux administratifs dans de nombreux comtés. Les estimations du modèle pour les 

comtés doivent être limitées par les bornes inférieures ainsi que par la cible de réconciliation. 

À la section 4.1, nous décrivons plusieurs ensembles de données simulées. À la section 4.2, nous 

présentons les résultats selon le modèle à rétrécissement unique avec les contraintes d’inégalité. À la 

section 4.3, nous présentons des résultats selon le modèle à rétrécissement double pour le modèle de 

régression gamma et le modèle log-linéaire, toujours avec les contraintes d’inégalité. Parallèlement, nous 

avons comparé ces modèles avec les estimations directes (DE), les estimations du modèle de Fay-Herriot 

bayésien (ME) sans réconciliation ni contraintes d’inégalité et du modèle de Fay-Herriot bayésien avec 

réconciliation aléatoire (MERB), à la fois au niveau du comté et au niveau du district statistique agricole 

(dont il est question ci-après). 

Il convient de noter que tous les calculs ont été effectués sur une machine équipée du système 

d’exploitation CentOS (version 6.10), d’un processeur Intel Xeon E5-2690 à 2,90 GHz ayant 16 cœurs 

logiques et de 128 Go de mémoire vive, et que le logiciel a été compilé au moyen de la version 11.1 d’ifort. 

 
4.1 Description des ensembles de données simulées 
 

Nandram, Erciulescu et Cruze (2019) ont simulé un ensemble de données semblable à celui de Battese, 

Harter et Fuller (1988); voir également Toto et Nandram (2010) et Nandram; Toto et Choi (2011). Ces 

données concernent les superficies de maïs et de soja ensemencées pour 37 segments et 12 comtés de l’État 

de l’Iowa, et il y a deux covariables. (Comme l’Illinois, l’Iowa est un grand État producteur de maïs aux 
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États-Unis.) Une version bayésienne du modèle pour petits domaines de Battese, Harter et Fuller (1988) est 

décrite dans Toto et Nandram (2010); voir également Molina, Nandram et Rao (2014).  

En procédant à une simulation à partir de ces données, nous pouvons créer un ensemble de données 

comportant autant de domaines que nous le souhaitons. En particulier, l’Illinois compte = 102 comtés 

regroupés en 9 régions plus petites que l’État appelées « districts statistiques agricoles ». Les données sont 

traitées pour obtenir les estimations d’enquête et les erreurs-types. Dans nos données simulées, selon la taille 

réelle des districts statistiques agricoles, nous avons considéré que le premier ensemble de comtés faisait 

partie du premier district statistique agricole, le deuxième ensemble, du deuxième district statistique 

agricole, et ainsi de suite, de sorte que les 12 premiers comtés correspondent au premier district statistique 

agricole, les 11 suivants, au deuxième, et que les districts statistiques agricoles restants comptent respective-

ment 9, 11, 7, 13, 15, 12 et 12 comtés. Dans le cadre de la simulation des données de superficie, nous avons 

également ajouté un effet aléatoire pour chaque district statistique agricole. Les tailles d’échantillon dans 

les comtés sont choisies uniformément dans (2, 74), une fourchette réaliste de tailles d’échantillon dans 

l’État, comparable aux données réelles sur le maïs de l’Illinois déclarées au cours de la campagne agricole 

de 2014 (Erciulescu, Cruze et Nandram, 2018, 2019). En outre, les coefficients de variation au niveau du 

comté c.v.i  seront simulés uniformément à partir de la fourchette de (0,08; 0,93); ces extrêmes sont 

comparables aux valeurs rapportées dans Erciulescu, Cruze et Nandram (2020) faisant référence à la 

campagne agricole de 2015. Compte tenu des estimations d’enquête simulées et des coefficients de 

variation, on obtient les erreurs-types calculées ˆˆ c.v. .i i i    Nous disposons donc d’un ensemble de 

données comprenant les estimations d’enquête, ˆ ,i  l’erreur-type d’enquête, ˆ ,i  et les tailles d’échantillon, 

,in  pour le ei  comté, 1, , .i  …   

Le dernier élément à simuler est constitué des données qui correspondent aux valeurs administratives de 

superficie, c’est-à-dire les bornes inférieures, .ic  Par souci de simplicité, nous les appelons « valeurs de 

FSA » tout au long de la simulation. Pour refléter le lien entre les valeurs de FSA et les estimations d’enquête 

pour l’Illinois, nous supposons que l’équation suivante est valable,  

 ˆ ˆ , 1, , ,i i i ic U i     …    

où 
iid

Uniforme( , )iU s s∼  et où l’on considère que s  est une valeur appropriée (par exemple, s  0,10). 

Toutefois, le principal problème est de savoir fixer la cible de réconciliation. Dans le problème réel, nous 

connaîtrons la cible, mais celle-ci doit être supérieure à la somme des bornes inférieures. Il est donc 

raisonnable de considérer que la cible est = ,a c d  où 
=1 ii

c c


 et d’établir que 0 1.d   L’exhaustivité 

des données administratives par rapport au total de l’État peut varier selon l’État et la culture, mais dans 

l’Illinois, cette valeur est souvent proche de 1. 

 
4.2 Résultats selon le modèle à rétrécissement unique 
 

En appliquant la méthodologie pour un modèle à contrainte d’inégalité ayant des variances fixes élaborée 

à la section 2, nous spécifions une valeur plausible de =d 0,99, indiquant que les données administratives 

simulées représentent 99 % de la superficie totale ensemencée de maïs au niveau de l’État dans l’Illinois. 
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Dans ce premier cas, nous limitons la fourchette de coefficients de variation à (0,05; 0,25). La figure 4.1 

montre les estimations d’enquête simulées de ˆi  par rapport aux valeurs de FSA ic  (partie supérieure) et la 

moyenne a posteriori de i  par rapport aux valeurs ic  de FSA selon le modèle de Fay-Herriot bayésien 

avec contrainte d’inégalité et réconciliation, sans rétrécissement double (appelé le modèle MFSA-NDS). 

Dans la partie supérieure, nous pouvons voir que de nombreux points se situent au-dessus ou au-dessous de 

la ligne droite à o45  passant par le point d’origine. (Cela ressemble à une tendance réaliste présentée dans 

la figure 4.4 de Erciulescu, Cruze et Nandram [2020], semblable à celle appliquée à la récolte de maïs de 

l’Illinois en 2015.) Lorsque les estimations d’enquête pour de nombreux comtés sont inférieures à leurs 

valeurs de FSA correspondantes, tous les points du bas sont immédiatement au-dessus de la ligne droite à 
o45  passant par le point d’origine, ce qui indique que toutes les estimations de MFSA-NDS ne sont pas 

inférieures à leurs valeurs de FSA correspondantes. En outre, la somme des 102 MFSA est égale au total de 

l’État, ce qui satisfait à l’exigence de réconciliation par ratissage jusqu’à la cible de l’État. 

Dans le tableau 4.1, nous présentons les résultats pour les données simulées de l’Illinois. Nous 

comparons les résultats avec notre nouveau modèle qui intègre les contraintes d’inégalité (les valeurs de 

FSA sont les bornes inférieures des estimations du modèle). Plus précisément, nous comparons les esti-

mations à partir de DE, de ME, de MERB et du modèle de Fay-Herriot bayésien à rétrécissement unique 

avec contrainte d’inégalité et réconciliation (MFSA-NDS). 

Les coefficients de variation a posteriori minimum, médians et maximum (exprimés en pourcentage, %) 

sont plus faibles que pour les deux autres modèles (ME et MERB), et encore plus pour les estimations 

directes (DE). Certes, comme on pouvait s’y attendre, les coefficients de variation des districts statistiques 

agricoles sont plus faibles que ceux des comtés, à une exception près (5,13 par rapport à 5,31 dans le 

tableau 4.1, mais il s’agit d’une différence mineure). Il convient de noter que le minimum au niveau du 

comté et le minimum au niveau du district statistique agricole ne sont pas comparables, car le comté avec 

le c.v. minimum ne fait pas nécessairement parti du district statistique agricole avec le c.v. minimum. 

Comme on pouvait s’y attendre, nous constatons que les coefficients de variation sont en ordre décroissant 

(DE, ME, MERB, MFSA), que la modélisation semble avantageuse et surtout que nous pouvons intégrer 

les valeurs de FSA dans notre modèle (MFSA) et obtenir des coefficients de variation beaucoup plus faibles. 
 

Tableau 4.1 

Coefficients de variation (%) pour les données simulées de l’Illinois pour 102 comtés et 9 districts statistiques 

agricoles, variances fixes. 
 

Niveau Statistique DE ME MERB MFSA-NDS 
Comté min. 5,13 4,76 4,79 0,57 

médiane 15,57 10,67 10,58 0,97 
max. 24,93 15,80 15,34 5,22 

District statistique agricole min. 5,31 2,54 2,39 0,24 
médiane 10,60 3,25 3,01 0,30 

max. 14,81 3,92 3,51 0,42 
Notes : MFSA est le nouveau modèle de réconciliation avec des valeurs de FSA comme bornes inférieures pour les estimations du modèle, c.v. 

(0,05 à 0,25) et =d 0,99. 
c.v. = coefficient de variation; DE = Direct estimates; FSA = Farm Service Agency; ME = Bayesian Fay-Herriot model; MERB = Bayesian 

Fay-Herriot model with random benchmarking; MFSA = Bayesian Fay-Herriot model with inequality constraint and benchmarking; NDS = 
Not including double shrinkage. 
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Figure 4.1 Graphiques des estimations d’enquête (partie supérieure) et des moyennes a posteriori (partie 

inférieure) selon MFSA-NDS pour   par rapport aux valeurs de FSA pour l’Illinois et les données 
simulées, sans rétrécissement double, c.v. (0,05 à 0,25) et =d 0,99. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Notes : c.v. = coefficient de variation; FSA = Farm Service Agency; MFSA = Bayesian Fay-Herriot model with inequality constraint and 
benchmarking; NDS = Not including double shrinkage.  
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4.3 Résultats selon le modèle à rétrécissement double 
 

En ajustant le modèle à rétrécissement double avec les contraintes d’inégalité de la section 3 et en 

désignant ces estimations comme étant produites par MFSA-DS, nous ajustons le modèle aux données déjà 

générées de la section 4.2. En d’autres termes, les données pour lesquelles les valeurs simulées c.v.i  (0,05; 

0,25) et =d 0,99. Les résumés des coefficients de variation pour MFSA-DS sont présentés dans le 

tableau 4.2, les quatre premières colonnes étant reprises du tableau 4.1. Nous constatons une légère diffé-

rence entre le modèle à double rétrécissement et le modèle à rétrécissement unique. Dans les comtés, le c.v.  

maximum selon le modèle à rétrécissement double est un peu plus petit que celui selon les modèles MFSA-

NDS, soit 3,58 % par rapport à 5,22 % pour le cas des variances fixes, mais dans les districts statistiques 

agricoles (agrégats de comtés), les différences entre les deux approches sons plus faibles. 

La partie supérieure de la figure 4.2 représente une fois de plus les estimations d’enquête par rapport aux 

valeurs de FSA (identiques à la partie supérieure de la figure 4.1), et le panneau inférieur représente les 

moyennes a posteriori par rapport aux valeurs de FSA selon le modèle à rétrécissement double avec 

contraintes de réconciliation et d’inégalité. La partie inférieure de la figure 4.2 n’est que légèrement 

différente de celle de la figure 4.1, en partie parce que la valeur =d 0,99 indique qu’il y a peu de marge 

entre la cible de l’État et le total des données administratives additionnées pour tous les comtés de l’État. 

 
 
Tableau 4.2 

Coefficients de variation (%) pour les données simulées de l’Illinois pour 102 comtés et 9 districts statistiques 

agricoles, rétrécissement double, modèle gamma. 
 

Niveau Statistique DE ME MERB MFSA-NDS MFSA-DS 
Comté min. 5,13 4,76 4,79 0,57 0,55 

médiane 15,57 10,67 10,58 0,97 1,01 
max. 24,93 15,80 15,34 5,22 3,58 

District statistique agricole min. 5,31 2,54 2,39 0,24 0,26 
médiane 10,60 3,25 3,01 0,30 0,34 

max. 14,81 3,92 3,51 0,42 0,41 
Notes : MFSA est le nouveau modèle de réconciliation comptant des valeurs de FSA comme bornes inférieures pour les estimations du modèle. 

MFSA-DS fait référence au modèle à rétrécissement double avec réconciliation et contrainte d’inégalité, c.v. (0,05 à 0,25) et =d 0,99. 

c.v. = coefficient de variation; DE = Direct estimates; DS = Double shrinkage; FSA = Farm Service Agency; ME = Bayesian Fay-Herriot 
model; MERB = Bayesian Fay-Herriot model with random benchmarking; MFSA = Bayesian Fay-Herriot model with inequality constraint 
and benchmarking; NDS = Not including double shrinkage. 
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Figure 4.2 Graphiques des estimations d’enquête (partie supérieure) et des moyennes a posteriori (partie 

inférieure) selon MFSA-DS pour   par rapport aux valeurs de FSA pour l’Illinois et les données 
simulées, rétrécissement double, régression gamma, c.v. (0,05 à 0,25) et =d 0,99. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

Notes : c.v. = coefficient de variation; DS = Double shrinkage; FSA = Farm Service Agency; MFSA = Bayesian Fay-Herriot model with inequality 
constraint and benchmarking.  
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Pour démontrer le modèle log-linéaire, on a généré un deuxième ensemble de données présentant des 

caractéristiques légèrement différentes. Notamment, nous spécifions une couverture plus faible des valeurs 

de FSA ( = 0,95)d  et permettons une fourchette de valeurs plus élevée pour les coefficients de variation de 

l’enquête, (0,08; 0,93), comparables aux coefficients de variation réels de l’enquête observés au cours de la 

campagne agricole de 2015. Le tableau 4.3 présente des résumés des coefficients de variation (c.v.). Une 

fois de plus, nous remarquons une légère différence entre le modèle log-linéaire à rétrécissement double et 

le modèle à rétrécissement unique au niveau du district statistique agricole. Les différences de coefficients 

de variation au niveau du comté sont minimes pour la moitié inférieure de tous les comtés, mais le c.v. 

maximum au niveau des comtés obtenu à partir du modèle à rétrécissement double (23,94 %) est nettement 

inférieur au c.v. maximum obtenu à partir du modèle à rétrécissement unique (cas de variances fixes) 

(44,92 %). Bien entendu, comme on pouvait s’y attendre, les coefficients de variation au niveau des districts 

statistiques agricoles sont inférieurs à ceux au niveau des comtés; il y a une exception pour les estimations 

directes (8,57 par rapport à 18,90 dans le tableau 4.3). Il convient une fois de plus de noter que le minimum 

au niveau des comtés et le minimum au niveau des districts statistiques agricoles ne sont pas comparables, 

car le comté ayant le c.v. minimum ne fait pas nécessairement parti du district statistique agricole ayant le 

c.v. minimum. Pourtant, les modèles corrigent ce problème. 

Dans la figure 4.3, la partie supérieure montre les nouvelles estimations d’enquête simulées par rapport 

aux valeurs de FSA correspondantes, tandis que la partie inférieure montre les moyennes a posteriori du 

modèle MFSA-DS log-linéaire par rapport aux valeurs de FSA correspondantes. Contrairement à l’en-

semble de données avec =d 0,99 des sections précédentes, le présent ensemble de données =d 0,95 

représente une contrainte de borne inférieure plus souple. En conséquence, les estimations de superficie des 

comtés qui en résultent, et qui s’additionnent aussi pour correspondre au total de l’État, sont toutes visible-

ment au-dessus de la ligne à o45 .  À titre de comparaison, les estimations de MFSA-DS obtenues par 

régression gamma sont représentées dans la partie inférieure de la figure 4.4. Les deux approches à 

rétrécissement double donnent des estimations ponctuelles similaires (mais pas identiques) pour la même 

cible de l’État et les mêmes contraintes administratives de borne inférieure. 

Contrairement à la régression gamma, très vorace en calcul, dont l’exécution a nécessité plus de 

16 heures, les résultats du modèle log-linéaire ont été obtenus en quelques minutes, et il est possible 

d’accélérer davantage le processus grâce au calcul bayésien approximatif décrit à l’annexe B. 
 

Tableau 4.3 

Coefficients de variation (%) pour les données simulées de l’Illinois pour 102 comtés et 9 districts statistiques 

agricoles, rétrécissement double, modèle log-linéaire. 
  

Niveau Statistique DE ME MERB MFSA-NDS MFSA-DS 
Comté min. 8,57 7,73 7,90 2,57 2,54 

médiane 52,90 17,83 17,16 4,56 4,92 
max. 92,70 24,25 24,82 44,92 23,94 

District statistique agricole min. 18,90 5,11 3,78 1,17 1,11 
médiane 37,70 6,15 4,71 1,83 1,43 

max. 52,10 7,19 5,81 2,65 1,63 
Notes : MFSA est le nouveau modèle de réconciliation comptant des valeurs de FSA comme bornes inférieures pour les estimations du modèle. 

MFSA-DS fait référence au modèle à rétrécissement double avec réconciliation et contrainte d’inégalité, c.v. (0,08 à 0,93) et =d 0,95. 
c.v. = coefficient de variation; DE = Direct estimates; DS = Double shrinkage; FSA = Farm Service Agency; ME = Bayesian Fay-Herriot 
model; MERB = Bayesian Fay-Herriot model with random benchmarking; MFSA = Bayesian Fay-Herriot model with inequality constraint 

and benchmarking; NDS = Not including double shrinkage.  
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Figure 4.3 Graphiques des estimations d’enquête (partie supérieure) et des moyennes a posteriori (partie 

inférieure) selon MFSA pour   par rapport aux valeurs de FSA pour l’Illinois et les données 
simulées, rétrécissement double, modèle log-linéaire, c.v. (0,08 à 0,93) et =d 0,95. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

Notes : c.v. = coefficient de variation; FSA = Farm Service Agency; MFSA = Bayesian Fay-Herriot model with inequality constraint and 
benchmarking.  
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Figure 4.4 Graphiques des estimations d’enquête (partie supérieure) et des moyennes a posteriori (partie 

inférieure) selon MFSA-DS pour   par rapport aux valeurs de FSA pour l’Illinois et les données 
simulées, rétrécissement double, régression gamma, c.v. (0,08 à 0,93) et =d 0,95. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

Notes : c.v. = coefficient de variation; DS = Double shrinkage; FSA = Farm Service Agency; MFSA = Bayesian Fay-Herriot model with inequality 
constraint and benchmarking.   
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5. Conclusion 
 

À partir de la campagne agricole de 2020, NASS a converti avec succès son produit de données des 

estimations par comté en estimations fondées sur un modèle de système de la superficie ensemencée, de la 

superficie récoltée, de la production totale et du rendement par acre récolté. Il est vrai que nos méthodes 

peuvent être appliquées directement au rendement; seul un petit ajustement de la réconciliation est 

nécessaire dans l’analyse des résultats. Les estimations officielles pour 13 produits de base différents 

cultivés à l’échelle nationale comprennent désormais une réconciliation des estimations des comtés par 

rapport aux cibles prédéterminées de l’État ainsi que des contraintes de borne inférieure des superficies 

ensemencées. Motivés par la nécessité que le programme d’estimation des récoltes de NASS permette de 

produire des tableaux publiés cohérents pour tous les paramètres et selon les données administratives 

disponibles, nous avons montré la façon d’intégrer les contraintes d’inégalité propres à un domaine et la 

réconciliation dans le modèle de Fay-Herriot. Des modèles à rétrécissement unique et à rétrécissement 

double sont disponibles. L’exécution des échantillonneurs Metropolis intégraux présente des difficultés de 

calcul que nous avons surmontées en effectuant des approximations raisonnables supplémentaires dans le 

modèle à rétrécissement double. 

Il est possible d’étendre le modèle hiérarchique bayésien de manière à ce que toutes les contraintes y 

soient effectivement incluses. En d’autres termes, θ  se trouve dans  =1
= : , = ,

n

i i ii
V c a  θ  où a  est 

la cible de réconciliation et 1, , nc c…  sont les valeurs de FSA. Ainsi, le modèle hiérarchique bayésien (c’est-

à-dire la version étendue du modèle de Fay-Herriot bayésien) a .Vθ  Nous avons tenté de le faire pour le 

modèle le plus simple, le modèle de Fay-Herriot bayésien, mais le problème est extrêmement complexe. 

Cela nécessite le calcul de probabilités d’orthant (par exemple, Ridgway, 2016; Geweke, 1991; Genz, 1992) 

à chaque étape d’un échantillonneur Monte Carlo par chaîne de Markov. Aucun problème de ce type n’est 

mentionné dans Rao et Molina (2015), bien qu’ils aient utilisé la procédure de ratissage pour la 

réconciliation uniquement, et non pour les contraintes d’inégalité, où ,i ic   ce qui constitue le problème 

de FSA. 

Néanmoins, l’intégration de la contrainte totale dans le modèle hiérarchique bayésien sera bénéfique 

parce qu’elle permettra de se protéger contre les défaillances du modèle, lesquelles sont si fréquentes dans 

l’estimation pour petits domaines; il convient d’être prudent à cet égard. Toto et Nandram (2010); Nandram 

et Sayit (2011); Nandram, Toto et Choi (2011); Nandram, Erciulescu et Cruze (2019) et Janicki et Vesper 

(2017) ont été en mesure d’intégrer une contrainte beaucoup plus simple (c’est-à-dire 
=1

= )
n

ii
a  dans une 

analyse bayésienne complète. Toutefois, comme on peut le constater, il est bien plus difficile d’intégrer la 

contrainte .Vθ  Il s’agit d’un problème que nous aimerions résoudre. Nous pouvons ajouter des effets 

aléatoires aux moyennes et aux variances pour tenir compte des sous-domaines (comtés au sein des districts 

statistiques agricoles). Cependant, les calculs sont complexes et des approximations autres que celles 

fondées sur les méthodes Monte Carlo par chaîne de Markov doivent être envisagées. Nous effectuons 

actuellement de la recherche à ce sujet. 

L’annexe C contient des commentaires sur la généralisation. On peut éviter la contrainte d’inégalité en 

utilisant une transformation logarithmique, mais cette méthode perd en généralité ou fait une approximation 
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inutile. Notre solution reste solide tant pour le modèle à rétrécissement unique que pour le modèle à 

rétrécissement double. 

 
Annexe 
 

A. Ajustement du modèle à rétrécissement double ‒ régression gamma 
 

En abandonnant la contrainte d’inégalité du modèle à rétrécissement double (voir l’équation [3.3]), la 

densité a posteriori conjointe est  
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 (A.1) 

où 2 2 2= ( ), 1, , .i i i     …   Sachant 2ˆ, , , θ s  il est clair que 2( , )i i   sont indépendants sur 1, ,i  …  

.  C’est la principale différence entre le modèle à rétrécissement double avec et sans contraintes d’inégalité. 

Notre stratégie consiste à échantillonner d’abord la densité a posteriori  2ˆ , .  θ s  Ensuite, nous tirons 

des échantillons de la densité a posteriori conditionnelle conjointe de  2 2ˆ, , . σ θ s  Enfin, nous obtenons 

les échantillons requis à partir de  2 2ˆ, , , . θ σ θ s  Ainsi, après avoir obtenu les tirages de ,  nous 

utilisons la règle de multiplication pour obtenir 2
i  et i  (c’est-à-dire que ,  2

i  et i  sont tirés 

simultanément). 

Il découle de l’équation (A.1) que, sous réserve de 2 2ˆ, , , ,σ θ s  les valeurs i  sont indépendantes et  

  
ind

2 2 2ˆ ˆ, , , Normale (1 ) , (1 ) , = 1, , .i i i i i i i       σ θ s x β … ∼  (A.2) 

Sachant 
2ˆ, , , θ s  les valeurs 2

i  sont indépendantes. Par conséquent, en éliminant par intégration i  à 

partir de l’équation (A.1), nous obtenons la densité a posteriori conditionnelle de 2 ,i  qui est  

     22( 1) 2 1 2( 1)2 2 2
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ˆ
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ii ii i
n n s ei i

i i i

i

e
 

    
 

     
     

   
 

x γx β
θ s  (A.3) 

=1, , .i …   Il convient de noter que les constantes inutiles sont supprimées (par exemple, les paramètres de 

conditionnement). 

On peut maintenant éliminer par intégration i  et 2
i  de l’équation (A.1) pour obtenir la densité 

a posteriori conjointe de ,  
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 (A.4) 

où = ( 1) 2i ia n    et  2= ( 1) 2.i

i i ib n s e   x γ
 Dans ce cas-ci, IG ( , )x a b  est la densité gamma 

inverse, qui est donnée par  
11( ) = ( ) , 0.

aa b x
xf x b e a x

     

Il est facile d’échantillonner 2
i  dans l’équation (A.3) à l’aide de l’échantillonneur acceptation-rejet; il 

suffit de tirer 2 2ˆ, , IG( , )i i ia b  θ S ∼  selon la probabilité  2

ˆ
.i i

i
i



 
  x β

 On voit donc qu’il est facile de 

tirer les i  à partir de l’équation (A.2). Le principal problème est maintenant de savoir échantillonner la 

densité a posteriori conjointe de   dans l’équation (A.4). Pour cela, nous utiliserons l’échantillonneur de 

Metropolis. 

Une fois que nous avons obtenu un échantillon à partir de l’équation (A.4), nous le convertissons en un 

échantillon de l’équation (3.6), ce qui est notre objectif principal. Cela est possible grâce à un autre 

échantillonneur de Metropolis que nous exécutons d’une nouvelle façon. Nous préférons utiliser des lois 

instrumentales qui permettent d’avoir des chaînes indépendantes. On obtient cela au moyen de tirages à 

partir d’une densité t  de Student multivariée (à élaborer). Nous n’effectuons pas un long passage parce 

qu’avec un échantillonneur de Metropolis, la chaîne a tendance à rester bloquée longtemps, ce qui introduit 

une dépendance de grande portée dans l’échantillon et donne un mélange médiocre et inefficace. Au lieu de 

cela, nous exécutons plusieurs chaînes, disons =M 1 000 chaînes. Chaque chaîne est exécutée avec un 

point de départ choisi au hasard à partir d’une densité approximative pour 100 itérations, et la dernière est 

retenue. Seule une surveillance mineure est nécessaire pour garantir des taux de saut raisonnables. Si la 

chaîne ne bouge pas depuis le point de départ initial choisi au hasard, elle n’est pas utilisée dans l’échantillon 

final. En fin de compte, nous obtenons un échantillon aléatoire de M  itérations à partir de la densité requise 

dans l’équation (A.4). 

Nous décrivons la façon d’obtenir des échantillons à partir de la densité a posteriori de 2= ( , , , ).  β γ  

Il y a trois étapes. La première étape consiste à obtenir un échantillon de valeurs de départ ,M  la deuxième 

consiste à obtenir une loi instrumentale pour l’échantillonneur de Metropolis à chaque valeur de départ et 

la troisième étape consiste à effectuer un court passage de 100 itérations de chacun des échantillonneurs de 

Metropolis de la deuxième étape. 

Tout d’abord, nous éliminons par intégration i  et nous remplaçons 2
i  par 2 , = 1, , .is i …   Étant donné 

2ˆ, ,θ s  2( , )β  et ( , )γ  sont indépendants, de sorte que nous pouvons les échantillonner séparément pour 

obtenir =M 1 000 points de départ indépendants. Nous avons obtenu ces M  points de départ au moyen 

d’approximations simples. 

Par la suite, à chaque point de départ, nous exécutons un échantillonneur de Gibbs pour obtenir 
2 , = 1, ,i i …   et .  Pour ce faire, on tire les 2

i  de leurs densités a posteriori conditionnelles exactes à 
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l’aide d’un échantillonnage par rejet. Ensuite, étant donné 2 2 2, , ( , )σ s β  et ( , )γ  sont encore indépendants, 

et les tirages à partir de leurs densités a posteriori conjointes respectives sont effectués de la même manière. 

Il convient de noter que, sachant 2 ,  la distribution de β  est normale multivariée et β  peut être éliminée 

par intégration pour obtenir la densité a posteriori conditionnelle de 2  qui peut être échantillonnée à l’aide 

d’une grille. Toutefois, ce n’est pas le cas pour ( , ),γ  car la densité a posteriori conditionnelle de γ  

sachant   n’est pas standard (c’est-à-dire qu’elle n’est pas normale multivariée). Ainsi, nous approximons 

la densité a posteriori de γ  à l’aide d’une densité normale multivariée et, au moyen de cette approximation, 

l’échantillonnage de ( , )γ  s’effectue de la même manière que pour 2( , ).β  

Enfin, nous exécutons la deuxième étape 1 100 fois au moyen d’un « rodage » de 100 passages et nous 

utilisons les =M 1 000 échantillons pour élaborer une densité t  de Student multivariée pour = ( ,a β  
2log ( ), , log ( )), γ  que nous utilisons comme loi instrumentale dans un échantillonneur de Metropolis 

pour échantillonner la densité a posteriori exacte. Cette opération est effectuée 100 fois et la dernière 

itération est sélectionnée. Chaque point de départ choisi au hasard contribue à l’échantillon de =M 1 000 

itérations de a  ou de   à partir de la densité a posteriori selon le modèle à rétrécissement double sans la 

contrainte d’inégalité et la réconciliation. 

Pour compléter l’ensemble de la procédure, pour chaque ,a  nous échantillonnons 2
i  à partir de leurs 

densités a posteriori conditionnelles en utilisant l’échantillonnage par rejet pour accéder plus efficacement 

aux densités a posteriori. Ensuite, avant tout, les i  sont tirés de leurs densités a posteriori conditionnelles 

(normales dans ce cas-ci). L’ensemble de la procédure a duré environ quatre heures, et les taux de saut sont 

principalement supérieurs à 5 %. 

 
B. Ajustement du modèle à rétrécissement double ‒ modèle log-linéaire 
 

Nous décrivons le modèle log-linéaire à rétrécissement double et montrons la façon de l’ajuster. 

L’objectif principal est de montrer la présence de gains supplémentaires en matière de vitesse de calcul en 

utilisant le calcul bayésien approximatif. 

Notre modèle est semblable à celui de la section 3, où l’on suppose que ˆi  et 2
is  sont indépendants par 

paire,  

 

ind
2 2

2 ind
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2 2

i i i i i
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… 

… 

∼

∼
  

Cependant, a priori, nous supposons que  

 
ind

2 2
1 1 1 1, Normale( , ), =1, , , ,i i i V   β x β θ… ∼   

avec le modèle log-linéaire sur 2 ,i  
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ind

2 2 2
2 2 2 2ln ( ) , Normale( , ), = 1, , ,i i i  β x β … ∼   

où nous supposons également que i  et 2
i  sont indépendants par paire. Il faut noter que nous avons 

également la restriction .Vθ  Étant donné que nous utiliserons un échantillonneur de Gibbs approximatif 

pour ajuster le modèle, nous supposons que 2 2
1 2

2 2 1 1
1 2 1 2( , , , )

 
   β β  (c’est-à-dire que la propriété a posteriori 

n’est pas un problème à condition que la matrice de plan soit de plein rang). 

Ensuite, en posant que 2ˆ= ( , ),D θ s  la densité a posteriori conjointe de 2 2 2
1 1 2 2, , , , , θ σ β β  est donnée 

par  
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Notre stratégie de calcul consiste à échantillonner la densité a posteriori conditionnelle exacte de , =i i  

1, ,…   et de 2 , = 1, , .i i …   Cependant, nous voulons remplacer les densités a posteriori conditionnelles 

de 2
1 1,β  et de 2

2 2,β  par des densités a posteriori approximatives. La principale question à ce stade-ci est 

de savoir effectuer cette dernière tâche. 

Nous prenons en considération les deux modèles plus simples pour ˆi  et 2 ,is = 1, , .i …   Ce sont  

 
ind

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1

ˆ , Normale( , ), = 1, , , ( , ) 1 ,i i i      β x β β… ∼   

et  

 
ind

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2ln ( ) , Normale( , ), = 1, , , ( , ) 1 .i is i     β x β β… ∼   

Il est à noter que, dans le modèle complet, nous remplaçons simplement i  par ˆi  et 2
i  par 2.is  Dans ce 

cas-ci, les densités a posteriori de 2
1 1( , )β  et de 2

2 2( , ),β  qui sont indépendantes, ont une forme simple. 

En posant que X  représente la matrice de plan ,n p  alors  

  
2

2 1 2 2 1=1
1 1 1 1 1

ˆ ˆ( )ˆ ˆ ˆ, Normale , ( ) , IG ,,
2 2

n

i iin pX X         
 

 xβ θ θ∼ ∼   

où 
1

1
ˆ ˆ= ( ) .X X X  θ  Par conséquent, la densité a posteriori de 1β  est une densité t  de Student multivariée 

et, dans ce cas, il est facile de tirer des échantillons de 1β  et de 2
1 .  En outre, en posant que 2ln ( ),i iz s  

1, , ,i  …   alors  
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où 1
2
ˆ ( ) .X X X   z  Dans ce cas-ci encore, la densité a posteriori de 2β  est une densité t  de Student 

multivariée et il est facile de tirer des échantillons de 2β  et de 2
2 .  Notre échantillonneur de Gibbs approxi-

matif fonctionne en utilisant ces densités a posteriori comme densités a posteriori conditionnelles. Nous 

devons le faire parce que le calcul est difficile et chronophage. 

La densité conjointe de 2( , ), 1, ,i i i   …   est  
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Des difficultés supplémentaires de calcul résident dans cette densité a posteriori conditionnelle conjointe. 

Constatons que, parce que ,Vθ  les i  ne sont pas indépendants, les 2
i  ne sont pas indépendants et les 

i  et les 2
i  ne sont pas indépendants par paire. Toutefois, il faut noter que les 2

i  sont indépendants dans 

leur densité a posteriori conditionnelle conjointe, mais que les i  ne sont pas indépendants dans leur densité 

a posteriori conditionnelle conjointe. Les 2
i  sont tirés au moyen de la méthode de grille avec une fourchette 

 2 21
10 ,10i is s  assez large, et les i  sont tirés au moyen de la méthode de Devroye. 

Pour l’échantillonneur de Gibbs, nous avons utilisé 2 500 itérations comme rodage et avons pris chaque 

troisième itération pour obtenir un échantillon aléatoire de 1 000 itérations. Nous avons constaté que les 

tests de Geweke pour tous les i  et les 2
i  ne sont pas significatifs et que les tailles d’échantillon effectives 

sont toutes proches de la taille réelle de l’échantillon, qui est de 1 000 (la plupart d’entre elles sont de 1 000). 

Ainsi, nous disposons d’un échantillonneur de Gibbs efficace et, étonnamment, le calcul a pris moins de 

20 secondes. 

Nous décrivons ensuite une méthode de calcul légèrement différente de celle décrite ci-dessus. Cepen-

dant, il nous suffit de préciser la façon de tirer des échantillons à partir des densités a posteriori condition-

nelles de 2
1 1( , )β  et de 2

2 2( , ).β  

La densité a posteriori conditionnelle de 2
2 2( , )β  est simple (il suffit de remplacer 2

is  par 2 ).i  Ainsi, 

en posant que 2= ln( ),i iz   
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Il est plus difficile d’échantillonner la densité a posteriori conditionnelle de 2
1 1( , ),β  
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Nous avons commencé en utilisant l’échantillonneur de Metropolis. Après avoir utilisé deux lois instru-

mentales différentes, nous avons constaté une dépendance de grande portée avec des taux de saut faibles, et 

avons donc abandonné l’échantillonneur de Metropolis. Nous avons décidé d’utiliser des échantillonneurs 

à grille comme suit. Nous avons ajusté le modèle plus simple, où l’on pose que X  représente la matrice de 

plan ,n p  

  
2

2 1 2 2 1=1
1 1 1 1 1

ˆ ˆ( )ˆ ˆ ˆ, Normale , ( ) , IG ,,
2 2

n

i iin pX X         
 

 xβ θ θ∼ ∼   

avec 1
1
ˆ ˆ= ( ) .X X X  θ  Par conséquent, nous pouvons maintenant échantillonner 1β  et 2

1  en utilisant la 

règle de multiplication. Ensuite, nous trouvons les moyennes a posteriori (MP) et les écarts-types 

a posteriori (ETP) de chaque composante de 1β  et de 2
1 ;  nous choisissons leurs supports comme étant 

MP 6 * ETP  et la borne inférieure de 2
1  comme étant max (0, MP 6*ETP).  [Presque tout le support 

d’une densité unimodale se trouve dans cette fourchette; en fait, nous avons constaté que la procédure n’est 

pas sensible au choix de 6 à l’inférence sur 1.]  Nous exécutons maintenant la méthode de la grille dans 

l’échantillonneur de Gibbs pour tirer 1β  et 2
1  au moyen des supports mentionnés ci-dessus pour β  et 2

1 .  

Pour l’échantillonneur de Gibbs, nous avons utilisé 3 500 itérations comme rodage et avons pris chaque 

quatrième itération pour obtenir un échantillon aléatoire de 1 000 itérations. Nous avons constaté que les 

tests de Geweke pour tous les i  et les 2
i  ne sont pas significatifs et que les tailles d’échantillon effectives 

sont toutes proches de la taille réelle de l’échantillon de 1 000 (la plupart d’entre elles sont de 1 000). Ainsi, 

nous disposons d’un échantillonneur de Gibbs efficace et, étonnamment, le calcul a pris moins de 

40 secondes. C’est le double du temps de l’échantillonneur Gibbs approximatif vu ci-dessus (tout de même 

rapide). 

 
C. Discussions sur la généralisation 
 

Nous montrons que le problème est plus omniprésent que nous l’avons indiqué dans le présent document. 

Ensuite, nous discutons des problèmes liés aux solutions standard en utilisant la transformation logarith-

mique. Rappelons que notre problème consiste à fournir des estimations soumises à la contrainte d’inégalité 

de la borne inférieure et à la contrainte de réconciliation de l’égalité. Nous discutons principalement de la 

contrainte d’inégalité. 

Le modèle de Fay-Herriot est  

 
ind

2ˆ Normale( , ),i i i is  ∼   

 
ind

2 2, Normale( , ), =1, , ,i i i  β x β … ∼   

selon la loi a priori 2( , ). β  Cela est assujetti à la contrainte d’inégalité, , 1, , ,i ic i   …   et à la 

contrainte de réconciliation, 
=1

= ,ii
a


 où a  est la cible. Sachant ˆ ˆ= , =1, ,i i ic i   …   et 

=1
= .ii

c c


 

Alors,  
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ind

2ˆ Normale( , ),i i i is  ∼  (C.1) 

 
ind

2 2, Normale( , ), 0, = 1, , ,i i i i    β x β … ∼  (C.2) 

avec 
=1

= ;ii
a c 


 il faut noter la présence d’un changement dans les coefficients de régression. Par 

conséquent, nous avons un problème général concernant des contraintes de positivité et une contrainte de 

réconciliation, et le problème n’est pas propre à l’agriculture. La solution au problème demeure la même 

que celle que nous avons présentée dans le présent document, mais nous pouvons utiliser la transformation 

logarithmique pour éviter les contraintes de positivité. 

Il y a deux façons de procéder sans les contraintes de positivité : 

a) Transformer le ˆi  en remplaçant ˆi  par ˆlog( )i  dans l’équation (C.1). Il convient de noter que 

certains ˆi  peuvent être négatifs, ce qui entraîne une perte de généralité. Quand ils sont positifs, 

nous pouvons approximer les moyennes et les variances de la distribution normale dans l’équa-

tion (C.1) à l’aide d’une approximation du premier degré en séries de Taylor. Autrement dit, 

 2

2

ind

ˆ
ˆlog ( ) Normale log ( ), .i

i

s

i i i 
  ∼  On peut procéder dans l’équation (C.2) par une régression 

log-normale ou une autre distribution pour les données de taille positive (par exemple, une 

régression gamma).  

b) Transformer le i  en remplaçant i  par ie


 dans l’équation (C.1). Cela crée une situation non 

conjuguée dans l’équation (C.2), ce qui entraîne des difficultés dans le calcul.  
 

Il faut noter une fois de plus que la réconciliation est effectuée dans une analyse des résultats, comme 

nous l’avons fait dans le présent document, et qu’il est possible d’utiliser à la fois des modèles à rétrécis-

sement unique et des modèles à rétrécissement double. Lorsque la transformation logarithmique est utilisée, 

la rétrotransformation vers le i  original est problématique (par exemple, Manandhar et Nandram, 2021). 

Toutefois, la méthodologie décrite dans le présent document constitue notre solution de première ligne. 
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Prédiction sur petits domaines des paramètres généraux de 
petits domaines pour les données de dénombrement au 

niveau de l’unité 

Emily Berg1 

Résumé 

Nous étudions la prédiction sur petits domaines des paramètres généraux à partir de deux modèles pour les 
dénombrements au niveau de l’unité. Nous construisons des prédicteurs de paramètres, comme les quartiles, qui 
peuvent être des fonctions non linéaires de la variable réponse du modèle. Nous élaborons d’abord une procédure 
pour construire les meilleurs prédicteurs empiriques et les estimateurs de l’erreur quadratique moyenne des 
paramètres généraux dans un modèle Gamma-Poisson au niveau de l’unité. Nous utilisons ensuite un algorithme 
de rééchantillonnage préférentiel pour élaborer des prédicteurs pour un modèle linéaire mixte généralisé 
(MLMG) avec une distribution de la réponse de Poisson. Nous comparons les deux modèles au moyen d’une 
simulation et d’une analyse des données de l’Iowa Seat-Belt Use Survey (une enquête sur l’utilisation de la 
ceinture de sécurité dans l’État de l’Iowa).  

 
Mots-clés : Poisson; bootstrap; estimation sur petits domaines. 

 
 

1. Introduction 
 

L’estimation sur petits domaines est le problème de la construction d’estimateurs pour les domaines où 

la taille des échantillons est trop petite pour soutenir des estimateurs directs fiables. L’approche normalisée 

de l’estimation sur petits domaines consiste à utiliser des estimateurs fondés sur un modèle plutôt que des 

estimateurs directs. Les estimateurs fondés sur un modèle permettent d’obtenir des gains d’efficacité pour 

l’estimation sur petits domaines grâce à des restrictions selon lesquelles différents domaines ont des 

propriétés distributionnelles communes et grâce à l’intégration de renseignements auxiliaires au niveau de 

la population. Des examens approfondis des modèles sur petits domaines sont disponibles dans Rao et 

Molina (2015), Jiang et Lahiri (2006) et Pfeffermann (2013). Ghosh (2020) et Molina, Corral et Nguyen 

(2022) ont mené des examens plus récents. Les ouvrages déjà publiés sur les petits domaines ont mis l’accent 

en grande partie sur la situation dans laquelle le paramètre d’intérêt est une moyenne de petits domaines. 

De nombreux paramètres de petits domaines sont non pas des moyennes simples, mais bien des fonctions 

non linéaires de la variable réponse du modèle. Molina et Rao (2010) élaborent une procédure fondée sur la 

simulation pour la construction de prédicteurs de paramètres de petits domaines qui peuvent être des 

fonctions non linéaires de la variable réponse du modèle. Nous appelons « paramètres généraux » les types 

de paramètres d’intérêt dans Molina et Rao (2010). Molina, Nandram et Rao (2014), Hobza, Marhuenda et 

Morales (2020), Rojas-Perilla, Pannier, Schmid et Tzavidis (2020), Marhuenda, Molina, Morales et Rao 

(2017) et Guadarrama, Molina et Rao (2018) s’appuient sur la procédure élaborée par Molina et Rao (2010) 

et l’étendent à l’inférence bayésienne, aux modèles linéaires mixtes généralisés, à la transformation des 
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données, aux modèles doubles et à l’échantillonnage complexe. Nous élaborons des prédicteurs des para-

mètres généraux de petits domaines pour les données de dénombrement au niveau de l’unité. 

Les deux principaux modèles sur petits domaines pour les données de dénombrement sont : 1) le modèle 

Gamma-Poisson; 2) le modèle linéaire mixte généralisé (MLMG) de Poisson. Dans le contexte du modèle 

au niveau du domaine, Reluga, Lombardía et Sperlich (2021) et Boubeta, Lombardía et Morales (2016) 

élaborent des procédures de prédiction sur petits domaines pour le modèle Gamma-Poisson et le MLMG de 

Poisson, respectivement. Nous nous concentrons sur les modèles au niveau de l’unité. Tzavidis, Ranalli, 

Salvati, Dreassi et Chambers (2015) mettent au point une procédure basée sur l’approche M-quantile pour 

la prédiction des moyennes de petits domaines pour les données de dénombrement au niveau de l’unité. 

Comme le montrent Tzavidis et coll. (2015), cette procédure est moins efficace que les méthodes fondées 

sur un modèle si les hypothèses du modèle se vérifient. Jiang et Lahiri (2006) élaborent le meilleur 

prédicteur empirique de la moyenne pour un MLMG de Poisson au niveau de l’unité. Berg (2022) élabore 

les meilleurs prédicteurs empiriques de la moyenne dans un modèle Gamma-Poisson au niveau de l’unité. 

Nous nous reportons à Berg (2022) pour obtenir un examen plus complet des modèles au niveau de l’unité 

et des modèles au niveau du domaine pour les données de dénombrement. Jiang et Lahiri (2006), Tzavidis 

et coll. (2015) et Berg (2022) mettent l’accent sur la prédiction des moyennes. Nous élaborons des 

procédures applicables aux paramètres non linéaires, comme les quantiles. 

Nous proposons les meilleurs prédicteurs empiriques des paramètres généraux selon deux modèles au 

niveau de l’unité. Le premier est un modèle Gamma-Poisson au niveau de l’unité. Le second est un MLMG 

de Poisson au niveau de l’unité. Nous établissons une notation commune que nous utilisons pour les deux 

modèles. Soit = 1, ,i D…  un indice des petits domaines et = 1, , ij N…  un indice des unités de la population 

pour le petit domaine .i  Supposons que ijy  est le nombre observé pour l’unité j  dans le petit domaine ,i  

où {0,1, 2, }.ijy  …  Supposons que 1= ( , , )xij ij ijpx x …  est un vecteur de covariables qui ne comprend pas 

de valeur à l’origine. Nous considérons la prédiction d’un paramètre général défini comme suit : 

 1= ( ) = ( , , ),y
ii i i i iNQ y y  …  (1.1) 

où ( )Q   est une fonction mesurable à valeur réelle et 1= ( , , ) .y
ii i iNy y …  Les choix courants de ( )Q   sont la 

moyenne de population finie ou le quantile. Molina et Rao (2010) donnent plusieurs exemples de la fonction 

( ).Q   Supposons que ijy  est observé uniquement pour les éléments de l’échantillon. La covariable xij  est 

nécessaire pour chaque élément de la population. Dans ce cadre probabiliste, la population U  est divisée 

en deux parties : = ,U A R  où A  est l’ensemble d’indices de l’échantillon et ,R  l’ensemble d’indices des 

éléments non échantillonnés. Nous subdivisons A  et :R =1= D
i iA A  et =1= ,D

i iR R  où iA  est l’ensemble 

d’indices d’éléments échantillonnés pour le domaine ,i  et iR  est l’ensemble d’indices d’éléments non 

échantillonnés dans le domaine .i  Sans perte de généralité, on peut supposer que = {1, , }i iA n…  et 

= { 1, , }.i i iR n N …  Conformément à cette convention, = ( , ) ,y y yi is ir
    où 1= ( , , ) ,y

iis i iny y …  et =iry  

1( , , ) .
i iin iNy y

…  
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Nous comparons les prédicteurs de i  et les estimateurs de l’erreur quadratique moyenne (EQM) 

correspondants fondés sur le modèle Gamma-Poisson avec les prédicteurs et les estimateurs de l’EQM 

fondés sur le MLMG de Poisson par simulation. Nous simulons les données du MLMG de Poisson et du 

modèle Gamma-Poisson. Pour chaque modèle de simulation, nous calculons les prédicteurs et les 

estimateurs de l’EQM en fonction du MLMG de Poisson et du modèle Gamma-Poisson. Cela nous permet 

d’évaluer les propriétés des procédures dans les situations où le modèle est correctement spécifié et en cas 

de spécification erronée du modèle. 

Nous illustrons les méthodes à l’aide d’un sous-ensemble de données recueillies dans le cadre de 

l’enquête de 2018 sur l’utilisation de la ceinture de sécurité dans l’État de l’Iowa. Berg (2022) construit des 

prédicteurs des moyennes au niveau du comté en utilisant ce même ensemble de données. Nous élargissons 

l’analyse de Berg (2022) pour inclure les prédicteurs de la médiane et de l’écart interquartile (EI), en utilisant 

le modèle Gamma-Poisson ainsi que le MLMG de Poisson. L’analyse des données est en quelque sorte 

contrainte en fonction de notre intérêt pour les données de dénombrement. Les paramètres d’intérêt réels 

sont les proportions d’occupants qui portent la ceinture de sécurité. Dans Berg (2023a), une analyse plus 

approfondie des données est effectuée en fonction des besoins pratiques de l’enquête sur l’utilisation de la 

ceinture de sécurité. Cette analyse a motivé notre intérêt à élaborer une méthodologie pour les modèles de 

dénombrement sur petits domaines. L’analyse exposée dans le présent document nous permet d’illustrer 

efficacement la méthodologie proposée. Les méthodes que nous avançons présentent un intérêt pratique au-

delà de l’application illustrative. Des données de dénombrement figurent fréquemment dans les ouvrages 

publiés portant sur l’estimation sur petits domaines (Tzavidis et coll., 2015). Les applications tirent souvent 

parti d’estimations de paramètres qui sont plus généraux que la moyenne (Molina et Rao, 2010; Hobza 

et coll., 2020). La méthode que nous proposons fournit des estimations uniques d’une vaste gamme de 

paramètres pour les données de dénombrement. 

Notre principale contribution est l’élaboration de prédicteurs de paramètres non linéaires de petits 

domaines, comme ceux pris en compte dans Molina et Rao (2010), pour une situation où la variable de 

réponse est un dénombrement. Les modèles présentés dans cet article ne sont pas nouveaux, mais, à notre 

connaissance, les algorithmes de prédiction proposés sont nouveaux. Notre élaboration de prédicteurs de 

paramètres non linéaires s’appuie sur les travaux de Hobza et coll. (2020). Les méthodes de Hobza et coll. 

(2020) s’appliquent à une spécification générale de MLMG, mais leurs simulations et leurs analyses de 

données sont axées sur la distribution gamma de la réponse. Nous offrons des étapes détaillées pour 

construire des prédicteurs de paramètres non linéaires pour les données de dénombrement. Aussi, Hobza 

et coll. (2020) limitent l’attention aux paramètres additifs de la formule 1

=1
( )iN

i ijj
N q y   pour une fonction 

spécifiée .q  La catégorie de paramètres non linéaires que nous définissons en (1.1) est plus générale que la 

catégorie de paramètres additifs dont il est question dans Hobza et coll. (2020). La catégorie de paramètres 

que nous définissons est suffisamment large pour englober les quantiles. Elle comprend également d’autres 

paramètres d’importance pratique, comme l’asymétrie et le kurtosis sur de petits domaines. La méthode de 

Hobza et coll. (2020) ne s’applique pas immédiatement à l’estimation de paramètres non additifs, comme 
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les quantiles, l’asymétrie et le kurtosis. Bien que la moyenne donne une indication de la tendance centrale 

dans un petit domaine, les estimations des quantiles et des moments supérieurs fournissent une image plus 

complète de la distribution de la caractéristique au niveau du petit domaine. 

Notre approche comporte deux limites qu’il est important de reconnaître. Premièrement, nous supposons 

que le plan d’échantillonnage n’est pas informatif pour le modèle spécifié. Si les poids d’échantillonnage 

sont corrélés avec la variable réponse du modèle, après le conditionnement sur les covariables du modèle, 

le plan est informatif. Les méthodes que nous proposons produiront des inférences biaisées avec un 

échantillonnage informatif. Dans le cadre des travaux en cours, Berg et Eideh (2023) étendent les méthodes 

proposées à un plan d’échantillonnage complexe. Nous renvoyons le lecteur à Parker, Janicki et Holan 

(2019) pour un examen complet de l’estimation sur petits domaines dans le cadre d’un échantillonnage 

informatif. Une deuxième limite est que nous avons besoin de la covariable pour chaque unité de la 

population. Dans de nombreuses applications, il peut être difficile de satisfaire à cette hypothèse. Si seules 

les covariables au niveau du domaine sont disponibles, des modèles au niveau du domaine peuvent être 

préférables. 

Le reste du document est organisé comme suit. À la section 2, nous élaborons les meilleurs prédicteurs 

empiriques des paramètres non linéaires pour le modèle Gamma-Poisson au niveau de l’unité. À la section 3, 

nous élaborons les meilleurs prédicteurs empiriques des paramètres non linéaires pour un MLMG avec une 

distribution de la réponse de Poisson. À la section 4, nous comparons les deux procédures par simulation. 

À la section 5, nous appliquons les deux procédures aux données de l’enquête sur l’utilisation de la ceinture 

de sécurité. Nous concluons par une analyse soulignant les points forts et les faiblesses des deux modèles à 

la section 6. 

 
2. Modèle Gamma-Poisson et prédicteur au niveau de l’unité 
 

Nous définissons le modèle Gamma-Poisson au niveau de l’unité comme dans Berg (2022). Supposons 

ce qui suit : 

 
ind

Poisson ( ), = 1, , ; = 1, , ,ij ij ij iy i D j N  … …∼  (2.1) 

où = ,ij ij iu   
iid

Gamma ( , ),iu  ∼  = ( ),x γij ijg   où 1= ( , , )γ p  …  est un vecteur fixe de coefficients de 

régression et où ( )g   est une fonction de lien spécifiée. Nous supposons que ( ) =x γijg   exp ( ).x γij
  La 

notation Gamma ( , )a b  indique une distribution gamma avec un paramètre de forme a  et un paramètre de 

taux ,b  de sorte que [ ] = .iE u    

Nous élaborons un meilleur prédicteur empirique de .i  Comme dans Berg (2022), les hypothèses du 

modèle (2.1) supposent que la distribution conditionnelle de ,iu  étant donné les données observées, vérifie : 

 
ind

. .Gamma ( , ),yi is i iu y    ∼  (2.2) 
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où . =1
= in

i ijj
y y  et . =1

= .in

i ijj
   Il convient de mentionner que (2.2) vaut exactement pour n’importe quelle 

taille d’échantillon et ne nécessite pas d’approximation. La distribution conditionnelle (2.2) est au cœur de 

l’élaboration des meilleurs prédicteurs empiriques. La distribution conditionnelle (2.2) dépend des 

inconnues ,    et .γ  Pour fonctionner dans le cadre de la distribution conditionnelle, nous utilisons les 

estimateurs par le maximum de vraisemblance de ces paramètres fixes. Comme le démontre Berg (2022), 

la log-vraisemblance de ,  ,  γ  est de la forme  
=1

( , , ) = log ( , , ) ,γ γ
D

ii
L     où :  

 
.

=1 .

.
=1

( )
( , , ) = .

( )( ) !
γ

i ij

i i

n y

ijj i
i n y

iijj

y
L

y





  
 

 


 
  





  

Définissons l’estimateur de maximum de vraisemblance par : 

 ( , , )
ˆˆ ˆ( , , ) argmax ( , , ).γγ γ          

Berg (2022) examine les propriétés théoriques de l’estimateur par le maximum de vraisemblance pour le 

modèle Gamma-Poisson. 

La distribution conditionnelle connue pour iu  en (2.2), combinée à l’estimateur par le maximum de 

vraisemblance, favorise une procédure simple de calcul pour prédire .i  La procédure est une application 

de la méthode générale de Molina et Rao (2010) au modèle Gamma-Poisson (2.1). Le meilleur prédicteur 

de i  selon la perte d’erreur quadratique est = , , , .γ yi i sE     
  Par l’indépendance mutuelle de 

1 , , ,y ys Ds…  le meilleur prédicteur est simplifié comme = ( , , , ) = , , , ,γ y γ yi i is i isE        
   où : 

  
1 0 =0

= , , , ( ) ; , , ,γ y y y y γ
in iNi i

i i is i i ir is
y y

E f      


 



         

et  

  
 
   

.

1

=1= 1 .

= 1 =1
=1

( )
; , , .

!
y y γ

ii ij
i

i

Nii i ijji
i

NN y
y

ijij jj n i
ir is N n yN

ij ijj n j
ijj

y
f

y y





  
 

  









                         



  
  

La notation ( , , , )γ yi is    met l’accent sur la dépendance du meilleur prédicteur à l’égard des inconnues 

, ,   et .γ  Un meilleur prédicteur empirique s’obtient en substituant les paramètres inconnus définissant 

le meilleur prédicteur par les estimateurs de maximum de vraisemblance. Autrement dit, le meilleur 

prédicteur empirique est défini comme suit : 

  
1=0 =0

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, , , = ( ) ; , , .γ y y y y γ
in iNi i

i i is i i ir is
y y

E f      


 

       (2.3) 

La somme infinie qui définit le meilleur prédicteur empirique est insoluble sur le plan analytique. Nous 

définissons une approximation selon la méthode de Monte Carlo (MC) pour le meilleur prédicteur empirique 

de ,i  comme dans Molina et Rao (2010). 
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Nous définissons L  populations simulées. Pour =1, , ,L …  nous posons ( ) =ij ijy y  pour =1, ,j …  

.in  Pour les éléments non échantillonnés, = 1, , ,i ij n N …  nous générons ( )
ijy   comme ( ) ( )

ij ijy   ∼  

 ( )Poisson ,ij   où : 

 
 

 

( ) ( )

( )
. .

ˆ= exp ,

ˆ ˆˆGamma , ,

x γij ij i

i i i

u

u y



  



 

 

 ∼
  

et  . =1
ˆ ˆ= exp .x γin

i ijj
   Une approximation selon la méthode de MC pour le meilleur prédicteur empirique 

de i  est alors : 

   1 ( )
, ,

=1

ˆ ˆ ˆˆ ˆ= , , , = ,γ y
L

i L i L is iL      



 (2.4) 

où  ( ) ( ) ( )
1= , , .

ii i iNQ y y   …  Nous exprimons le prédicteur ,
ˆ
i L  en fonction de ˆ ,  ˆ,  γ̂  et y is  pour souligner 

la dépendance du prédicteur à l’égard des estimateurs de paramètres et des nombres observés pour le 

domaine. 

 

2.1 Estimation de l’erreur quadratique moyenne (EQM) 
 

Nous utilisons la méthode bootstrap de González-Manteiga, Lombardía, Molina, Morales et Santamaría 

(2007) et de Molina et Rao (2010) pour estimer l’EQM de ,
ˆ .i L  Pour = 1, , ,b B…  nous répétons les étapes 

suivantes :  

1. Pour = 1, , ,i D…  générer *( ) *( )
1{ , , }

i

b b
i iNy y…  à partir du modèle dans (2.1) avec des paramètres 

égaux à l’estimateur par le maximum de vraisemblance ˆˆ ˆ( , , ) .γ    Définir une version bootstrap 

du paramètre de population à l’aide de  *( ) *( ) *( )
1= , , .

i

b b b
i i iNQ y y …  Supposons que *( ) =y b

is  
*( ) *( )
1( , , ) .

i

b b
i iny y …  L’échantillon bootstrap est alors  *( ) : = 1, , .y b

is i D…  

2. Utiliser l’échantillon bootstrap,  *( ) : = 1, , ,y b
is i D…  pour obtenir un estimateur par le maximum 

de vraisemblance désigné par  *( ) *( ) *( )ˆ .ˆ ˆ, , ( )γb b b 


  Plus précisément,  *( ) *( ) *( )ˆˆ ˆ, , ( )γb b b 


  

satisfait à : 

  *( ) *( ) *( ) *( )
( , , )

ˆˆ ˆ, , argmax ( , , ),γγ γb b b b
    

   
 

   

où  

   *( ) *( )

=1

( , , ) log , , ,γ γ
D

b b
i

i

L       

 
 

*( )

*( )
.

*( )
=1 .*( )

*( )
.=1

( , , ) = ,
( )( ) !

γ

b
i ij

b
i i

n y
b

ijj ib
i n yb

iijj

y
L

y





  
 

  

 
  






  

et *( ) *( )
. =1

= .inb b
i ijj

y y  
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3. Construire l’approximation à l’aide du modèle de MC pour le meilleur prédicteur empirique à 

l’aide de l’échantillon bootstrap et de l’estimateur de maximum de vraisemblance bootstrap. 

Désigner la version bootstrap du meilleur prédicteur empirique par *( ) *( ) *( )
,
ˆ ˆ ˆˆ= ( , ,b b b
i L i     

*( ) *( )ˆ , ).γ yb b
is  Nous construisons *( )

,
ˆ b
i L  comme suit. Nous définissons L  populations simulées. Pour 

=1, , ,L …  nous posons ( ) *( )= b
ij ijy y  pour = 1, , .ij n…  Pour les éléments non échantillonnés, 

= 1, , ,i ij n N …  nous générons ( * )b
ijy   comme ( * ) ( * ) ( * )Poisson ( ),b b b

ij ij ijy    ∼  où : 

 

( * ) *( ) ( * )

( * ) *( ) *( ) *( ) *( )
. .

ˆ= exp( ) ,

ˆ ˆˆGamma ( , ),

x γb b b
ij ij i

b b b b b
i i i

u

u y



  



 

 

 ∼
  

*( ) *( )
. =1

= ,inb b
i ijj

y y  et *( ) *( )
. =1
ˆ ˆ= exp( ).x γinb b
i ijj
   Nous définissons ensuite *( ) *( )

, ,
ˆ ˆ ˆ= ( ,γb b
i L i L   

*( ) *( ) *( ) 1 ( * )

=1
ˆˆ , , ) = ,y

Lb b b b
is iL    


 où ( * ) ( * ) ( * )

1= ( , , ).
i

b b b
i i iNQ y y   …  

 

Définir un estimateur bootstrap de l’EQM à l’aide de : 

   
2

*( ) *( )
,

=1

1 ˆ ˆEQM = .
B

b b
i i L i

bB
   (2.5) 

 
3. Modèle linéaire mixte généralisé de Poisson 
 

Nous définissons ensuite une procédure de la meilleure prédiction empirique pour un MLMG avec une 

distribution de la réponse de Poisson. Le MLMG de Poisson présuppose que : 

 
ind

Poisson ( ), = 1, , ; = 1, , ,ij ij ij iy i D j N  … …∼  (3.1) 

 0 1( ) = ,x βij ij ih b      

et 
iid

2(0, )i bb N ∼  pour = 1, , .i D…  La fonction ( )ijh   est une fonction de lien spécifiée. Nous supposons 

que ( ) = log ( ).ij ijh    

Nous estimons les paramètres du MLMG de Poisson à l’aide de la méthode de Schall (1991). Cette 

méthode s’applique à un MLMG très général. La méthode de Schall (1991) est utilisée dans le contexte des 

données binomiales dans González-Manteiga et coll. (2007). La documentation supplémentaire de Berg 

(2022) expose les étapes de la procédure de Schall (1991) pour le MLMG de Poisson spécifique. Étant 

donné que la méthode a la forme d’une procédure des moindres carrés repondérés itérativement (MCRI), 

nous faisons référence à l’algorithme de Schall (1991) en tant qu’algorithme des MCRI. Supposons que 0
ˆ ,  

1
ˆ ,β  ˆib  et 2ˆ

b  sont les estimateurs et les prédicteurs obtenus à la fin de l’algorithme des MCRI. 
 

Remarque : La fonction glmer de R est une solution de rechange à l’algorithme des MCRI largement 

utilisée. Nous insistons sur l’algorithme des MCRI dans le document principal parce que celui-ci est 

reproductible dans des langages de programmation autres que R. Nous présentons les résultats en utilisant 

la fonction glmer à la section 2 de la documentation supplémentaire (Berg, 2023b). 
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3.1 Meilleur prédicteur empirique pour le modèle linéaire mixte généralisé 
de Poisson 

 

Le meilleur prédicteur de i  selon la perte d’erreur quadratique est : 

  
1

2
0 1

=0 =0

; , , ( ) ,y β y y y
in iNi i

i is b i i ir is
y y

E f   


 

        

où 

 

   

 
 

 

= 1

=1

=1

= exp( ) ! ,

exp( ) !
= ,

exp( ) !

y y y

y

i

ij

i

i ij

i ij

N
y

ir is ij ij ij i is i
j n

n y

ij ij ij i b bj

i is n y

ij ij ij i b b ij

f y f b db

y b
f b

y b db

 

    

    










 
 

 

 
 

 
 







  

et   est la fonction de densité de probabilité d’une distribution normale centrée-réduite. Le meilleur 

prédicteur empirique est alors 2
0 1
ˆ ˆ ˆ; , , .y βi is bE    

   

Compte tenu des données, la distribution conditionnelle de ib  n’a pas de forme connue pour le MLMG. 

Nous avons donc besoin d’une procédure de Monte Carlo pour estimer cette distribution conditionnelle. 

Nous utilisons une méthode appelée (RP, « sampling importance resampling » en anglais) pour obtenir une 

approximation selon la méthode de Monte Carlo du meilleur prédicteur empirique de (1.1) selon les 

hypothèses du modèle (3.1). L’algorithme de RP est habituellement utilisé pour échantillonner des 

distributions a posteriori dans un contexte bayésien (Smith et Gelfand, 1992). Nous utilisons le RP pour 

obtenir une approximation selon la méthode de MC pour le meilleur prédicteur empirique. L’algorithme de 

RP consiste à réaliser une simulation à partir d’une loi instrumentale, puis à accepter une valeur proposée 

avec une probabilité proportionnelle au rapport entre la distribution visée et la loi instrumentale. 

L’algorithme de RP est un algorithme général, et les précisions relatives à la mise en œuvre dépendent du 

contexte. Nous décrivons la façon dont nous mettons en œuvre l’algorithme de RP pour le MLMG de 

Poisson spécifique aux étapes 1 et 2 ci-dessous. 

Pour =1, , ,l L…  répéter les étapes suivantes :  

1. Générer 
iid

( ,1) ( , ) 2ˆ ˆ, , ( , )T
i i i bb b N b  … ∼  pour = 1, , .i D…  

2. Définir : 

 
 

 

( , )

( , ) ( , ) ( , )
1 1 ( , )

=1

ˆ1
= exp ,

ˆ ˆ( )

tT
i bt t t

i i i t
t i i b

b
p

T b b

 

 

 
  

   
   




  


    

où  

 
( , ) ( , )

( , )
1

=1

exp( )
= log ,

!

i
t tn

ij ijt
i

j ijy

    
      


 

   

et 
( , ) ( , )

0 1
ˆ ˆlog ( ) = .x βt t

ij ij ib    
 Établir : 
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( , )

( , )

( , )

=1

.
t

t i
i T t

it

p
p

p







   

Établir ( ) ( , )= t
i ib b   avec la probabilité ( , )t

ip   pour = 1, , .i D…  

3. Générer  ( ) ( )Poisson ,ij ijy  ∼  où  ( ) ( )
0 1
ˆ ˆlog = β x βij ij ib     pour = 1, , ,i D…  et = ij n   

1, , .iN…  Établir ( ) =ij ijy y  pour = 1, , .ij n…  

4. Définir  ( )MLMG ( ) ( )
1= , , .

ii i iNQ y y   …  
 

Enfin, définir le prédicteur de i  par : 

  MLMG MLMG 2 1 ( )MLMG
0 1

=1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , = .β y
L

i i b is iL      



 (3.2) 

 
3.2 Estimateur bootstrap de l’erreur quadratique moyenne pour le modèle 

linéaire mixte généralisé de Poisson 
 

Nous utilisons le bootstrap paramétrique pour l’estimation de l’EQM. La procédure bootstrap est 

essentiellement celle de Molina et Rao (2010) et de González-Manteiga et coll. (2007) appliquée au MLMG 

de Poisson. Pour = 1, , ,b B…  répéter les étapes suivantes : 

1. Générer une population bootstrap à partir du modèle (3.1), avec des paramètres égaux aux 

paramètres estimés. Plus précisément, pour = 1, , ,i D…  et =1, , ,ij N…  générer : 

 ( ) ( ) ( )Poisson ( ),b b b
ij ij ijy  ∼   

où ( ) ( )
0 1
ˆ ˆlog ( ) = ,x βb b

ij ij ib     et 
iid

( ) ( ) 2
1

ˆ, , (0, ).b b
D bb b N … ∼  Définir la version bootstrap du 

paramètre de population à l’aide de *( ) *( ) *( )
1= ( , , ).

i

b b b
i i iNQ y y …  

2. Soit *( ) *( ) *( )
1= ( , , )y

i

b b b
is i iny y…  désignant les valeurs générées pour l’ensemble d’indices dans 

l’échantillon. Nous appelons *( ) *( )
1{ , , }y yb b

s Ds…  l’échantillon bootstrap. 

3. Appliquer la méthode des MCRI de Schall (1991), décrite précédemment, à l’échantillon 

bootstrap, *( ) *( )
1{ , , },y yb b

s Ds…  pour obtenir des versions bootstrap des estimations des paramètres. 

Désigner les estimations obtenues à partir de l’échantillon bootstrap à l’aide de *( ) *( )
0 1
ˆ ˆ( , ( ) ,b b β  

*( )2ˆ ) .b
b   

4. Mettre en œuvre la procédure de la section 3.1 avec l’échantillon bootstrap et les estimations 

bootstrap *( ) *( ) *( )2
0 1
ˆ ˆ ˆ( , ( ) , )βb b b

b    pour obtenir une version bootstrap du prédicteur. La version 

bootstrap du prédicteur est *( )MLMG MLMG *( ) *( ) *( )2 *( )
0 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= ( , , , ).β yb b b b b
i i b is     

 

Définir l’estimateur bootstrap de l’EQM à l’aide de ce qui suit : 

   
2MLMG

*( )MLMG *( )

=1

1 ˆEQM = .
B

b b
i i i

bB
   (3.3) 
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4. Simulations 
 

L’étude par simulations a des objectifs principaux et secondaires. L’objectif principal de l’étude par 

simulations est double. Le premier consiste à évaluer le rendement des prédicteurs de petits domaines en 

fonction du modèle Gamma-Poisson par rapport aux prédicteurs de petits domaines fondés sur le MLMG 

de Poisson. Le second but consiste à évaluer la qualité des estimateurs bootstrap proposés de l’EQM. Les 

deux objectifs secondaires de l’étude par simulations consistent à : 1) évaluer le temps de calcul des deux 

procédures; 2) évaluer le choix de T  pour l’algorithme de RP. Nous présentons les résultats liés aux 

principaux objectifs de la simulation dans le présent document principal. Nous reléguons l’exposé sur les 

objectifs secondaires de la simulation à la documentation supplémentaire (Berg, 2023b). Nous renvoyons le 

lecteur à Berg (2022) pour une étude des propriétés des estimateurs des paramètres fixes.  

Nous générons des données à partir du modèle Gamma-Poisson défini en (2.1) et du MLMG de Poisson 

au niveau de l’unité en (3.1). Pour chaque modèle de simulation, nous calculons les prédicteurs en fonction 

du modèle Gamma-Poisson et du MLMG. Cela permet d’évaluer les procédures en cas de spécification 

erronée du modèle. Nous simulons une covariable unidimensionnelle comme 
iid

(0,5;1)ijx N∼  pour =i  

1, , ,D…  et = 1, , ,ij N…  où =100iN  pour = 1, , ,i D…  et =100.D  La covariable est maintenue fixe tout 

au long des simulations. Nous simulons une population à partir du modèle Gamma-Poisson (2.1) ou du 

MLMG (3.1). Pour le modèle Gamma-Poisson, nous établissons =1  et = 2.  Nous utilisons deux valeurs 

de   pour le modèle Gamma-Poisson. Nous utilisons d’abord = 5.  Nous générons ensuite une 

distribution plus asymétrique en établissant = 0,5. Pour le MLMG, nous établissons 0 = 0,5 et 1 =

0,5. Nous utilisons 0,5 et 1,5 comme deux valeurs pour 2
b  pour le MLMG. La combinaison de deux formes 

de modèle (Gamma-Poisson et MLMG) avec deux valeurs pour 2
b  et   donne un total de quatre modèles 

de génération de données. Nous sélectionnons un échantillon aléatoire simple dans chaque domaine avec un 

taux d’échantillonnage commun de 5 %. L’utilisation d’un taux d’échantillonnage constant est assez 

irréaliste, mais nous l’avons choisi intentionnellement pour deux raisons. La première est la simplicité. La 

seconde consiste à créer une situation dans laquelle les échantillons sont suffisamment petits pour répondre 

aux défis que posent les vrais problèmes sur petit domaine. Nous construisons des prédicteurs de trois 

paramètres de petit domaine d’intérêt : la moyenne du domaine, la médiane du domaine et l’écart inter-

quartile du domaine (EI). L’EI du domaine est défini comme la différence entre le 75e centile et le 25e centile 

pour le domaine.  

Nous construisons les deux principaux prédicteurs proposés pour chaque paramètre. Nous utilisons Gam-

Pois pour désigner le meilleur prédicteur empirique pour le modèle Gamma-Poisson. Le prédicteur Gam-

Pois est défini en (2.4), où il est indiqué comme ,
ˆ .i L  Nous utilisons le MLMG pour indiquer le meilleur 

prédicteur empirique pour le MLMG de Poisson. Le prédicteur du MLMG est désigné comme MLMGˆ ,i  où 

il est défini en (3.2). Lors de la mise en œuvre de la procédure du MLMG, nous utilisons = 200T  pour 

l’algorithme de RP de la méthode de Monte Carlo. Le choix de T  est traité dans la documentation 

supplémentaire (Berg, 2023b). Pour les prédicteurs MLMG et Gam-Pois, nous utilisons =L 1 000. Le choix 

de L  est fondé sur une comparaison de = 100L  par rapport à =L 1 000. Les résultats pour = 100L  sont 

présentés à la section 5 du document supplémentaire (Berg, 2023b).  
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Nous calculons également un estimateur direct de chaque paramètre. L’estimateur direct de la moyenne 

est la moyenne d’échantillon pour le domaine. L’estimateur direct de la médiane est la médiane d’échan-

tillon. L’estimateur direct de l’EI est calculé comme la différence entre le 75e centile et le 25e centile 

d’échantillon pour le domaine. 

Pour le MLMG, nous définissons davantage les prédicteurs par substitution (plug-in [PI] predictors). Le 

prédicteur par substitution de la moyenne est défini comme suit :  

 PI PI

=1

1ˆ ˆ= ,
iN

i ij
ji

y y
N
  (4.1) 

où PIˆ =ij ijy y  pour = 1, , ,ij n…   PI
0 1

ˆˆ ˆˆ = expij ij iy x b    pour = 1, , ,i ij n N …  et  0 1
ˆˆ ˆ, , ib   est obtenu à 

partir de l’algorithme des MCRI utilisé pour le MLMG (3.1). Nous définissons un prédicteur par substitution 

de la médiane comme la médiane de  PIˆ : = 1, , .ij iy j N…  Nous définissons le prédicteur par substitution de 

l’EI comme la différence entre le 75e centile de  PIˆ : =1, ,ij iy j N…  et le 25e centile de  PIˆ : =1, , .ij iy j N…  

Un prédicteur par substitution de la forme (4.1) est comparé au prédicteur M-quantile dans Tzavidis et coll. 

(2015). 

Pour la moyenne, nous calculons également l’expression de forme fermée pour le meilleur prédicteur 

empirique basé sur le modèle Gamma-Poisson. Ce prédicteur est défini dans Berg (2022). Nous appelons le 

prédicteur de Berg (2022) « Gam-Pois-Alt » dans les tableaux ci-dessous. 

Les procédures pour la médiane et l’EI exigent le calcul des centiles d’un ensemble de chiffres. Il existe 

de nombreuses procédures pour calculer les centiles. Nous calculons tous les centiles à l’aide de la méthode 

par défaut dans la fonction quantile de R. 

 
4.1 Comparaison de l’efficacité des deux prédicteurs 
 

Nous comparons les prédicteurs à l’aide de deux critères. Pour définir les critères, supposons que ( )ˆ m
i  

et ( ) ,m
i  respectivement, désignent un prédicteur de i  et le paramètre de population correspondant par la 

simulation de MC ,m  où =1, , .m M…  Le premier critère est la moyenne de la racine carrée de l’erreur 

quadratique moyenne relative (REQMR) définie par : 

 
=1

1
%REQMR = 100 REQM ,

D

i
iD
  (4.2) 

où 
1

( )1
MC =1

REQM EQM ,
M m

i i iM m



 
   et  

  
2

1 ( ) ( )
MC

=1

ˆEQM .
M

m m
i i i

m

M     (4.3) 

Le deuxième critère est le biais relatif (BR) absolu moyen en pourcentage défini par : 

 
=1

1
%BR = 100 BR ,

D

i
iD
  (4.4) 

où 
1

1 ( ) ( ) 1 ( )

=1 =1
ˆBR = ( ) .

M Mm m m
i i i im m

M M  


  
    Nous signalons la REQMR en pourcentage et le BR 

en pourcentage. Nous utilisons une taille de simulation de Monte Carlo (MC) de = 500.M  
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Nous simulons d’abord les données du modèle Gamma-Poisson défini en (2.1). Le tableau 4.1 contient 

la REQMR en pourcentage et le BR en pourcentage des autres prédicteurs lorsque les données sont générées 

à partir du modèle (2.1). L’estimateur direct est très inefficace pour cette simulation parce que la taille de 

l’échantillon de domaine n’est que de 5. Pour cette configuration, le modèle Gamma-Poisson est le vrai 

modèle, il n’est donc pas étonnant que le prédicteur Gam-Pois-Alt ait la plus petite REQMR en pourcentage 

pour la moyenne. De même, le prédicteur Gam-Pois est le prédicteur le plus efficace pour la médiane et 

l’EI. Contrairement au prédicteur Gam-Pois-Alt, le prédicteur Gam-Pois est construit à partir de L  

échantillons simulés et est donc assujetti à un niveau supplémentaire de variabilité de Monte Carlo. La 

différence entre le prédicteur Gam-Pois et le prédicteur Gam-Pois-Alt montre l’effet de l’erreur Monte Carlo 

des L  échantillons simulés sur l’efficacité du prédicteur Gam-Pois. Même si le MLMG est spécifié 

incorrectement, la perte d’efficacité découlant de l’utilisation du MLMG pour l’EI et la médiane est bien 

inférieure à la perte découlant de l’utilisation de l’estimateur direct. Le prédicteur par substitution est un 

mauvais prédicteur de la médiane et de l’EI. Pour la médiane et l’EI, la REQMR en pourcentage du 

prédicteur par substitution dépasse la REQMR en pourcentage des prédicteurs MLMG et Gam-Pois. Le 

biais apporte une contribution importante à l’EQM pour le prédicteur par substitution de la médiane et de 

l’EI. Le biais est négligeable pour les prédicteurs Gam-Pois et MLMG, ce qui indique que, pour ces 

prédicteurs, la contribution de la variance à l’EQM est plus importante que la contribution du biais. 

Deuxièmement, nous simulons les données du MLMG défini en (3.1). Le tableau 4.2 contient la REQMR 

en pourcentage et le BR en pourcentage lorsque le vrai modèle est le MLMG de Poisson défini en (3.1). 

L’estimateur direct est inefficace comparativement aux prédicteurs fondés sur un modèle. Le prédicteur par 

substitution est efficace pour la moyenne lorsque 2 =b 0,5, et le prédicteur MLMG a la plus petite REQMR 

en pourcentage lorsque 2 =b 1,5. Le prédicteur MLMG a une REQMR en pourcentage inférieure à celles 

des prédicteurs Gam-Pois et Gam-Pois-Alt. Cela n’est pas étonnant, car le MLMG est le véritable modèle 

de simulation utilisé pour construire le tableau 4.2. Même si le modèle Gam-Pois est spécifié 

incorrectement, la perte d’efficacité découlant de l’utilisation du prédicteur Gam-Pois est beaucoup plus 

faible que la perte d’efficacité découlant de l’utilisation de l’estimateur direct, par rapport aux prédicteurs 

fondés sur le MLMG. Pour les prédicteurs MLMG et Gam-Pois, le BR en pourcentage est négligeable par 

rapport à la REQMR en pourcentage, ce qui indique que la contribution de la variance à l’EQM globale du 

prédicteur est plus importante que la contribution du biais. Le prédicteur par substitution est moins efficace 

que le prédicteur Gam-Pois ou le prédicteur MLMG pour la médiane et pour l’EI. Le prédicteur par 

substitution comporte un biais important pour ce qui est de la prédiction de la médiane et de l’EI. 

La comparaison des prédicteurs mène à trois conclusions principales. Premièrement, l’efficacité relative 

des prédicteurs dépend du modèle de génération de données. Si le modèle Gamma-Poisson est vrai, alors le 

prédicteur Gam-Pois-Alt est le plus efficace pour la moyenne, et le prédicteur Gam-Pois est le plus efficace 

pour les paramètres non linéaires. Lorsque le MLMG est vrai, le prédicteur par substitution et le prédicteur 

MLMG sont les plus efficaces. Deuxièmement, les prédicteurs Gam-Pois et MLMG semblent avoir une 

efficacité raisonnable, malgré des erreurs de spécification du modèle. Lorsque le modèle Gam-Pois est 

spécifié correctement, la perte d’efficacité résultant d’une utilisation incorrecte du prédicteur MLMG est 

légère. De même, le rapport entre la REQMR en pourcentage du prédicteur Gam-Pois et la REQMR en 

pourcentage du prédicteur MLMG lorsque le MLMG est vrai est habituellement d’environ 1,01. La perte 
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d’efficacité découlant de l’utilisation du prédicteur Gam-Pois lorsque le MLMG est vrai est plus grande que 

la perte découlant de l’utilisation du MLMG lorsque le Gam-Pois est vrai, mais pas de beaucoup. La 

troisième conclusion concerne les propriétés du prédicteur par substitution. Le prédicteur par substitution 

n’est pas un estimateur d’un prédicteur optimal, mais il a néanmoins de bonnes propriétés pour prédire la 

moyenne dans nos simulations. Pour prédire la médiane et l’EI, le prédicteur par substitution a un biais 

suffisamment important pour se révéler moins efficace que le prédicteur MLMG ou Gam-Pois. Étant donné 

notre intérêt pour une vaste gamme de paramètres, nous préférons le prédicteur MLMG au prédicteur par 

substitution. 

 
Tableau 4.1 

Biais relatif (BR) en pourcentage et racine carrée de l’erreur quadratique moyenne relative (REQMR) en 

pourcentage des autres prédicteurs lorsque le modèle vrai est le modèle Gamma-Poisson (Gam-Pois) et =L

1 000. 
 

2
b  Moyenne Médiane Écart interquartile 

REQMR en 
pourcentage 

BR en 
pourcentage 

REQMR en 
pourcentage 

BR en 
pourcentage 

REQMR en 
pourcentage 

BR en 
pourcentage 

Gam-Pois 5,000 17,362 0,667 20,263 0,798 19,406 0,764 
Gam-Pois-Alt 5,000 17,355 0,670     

MLMG 5,000 17,452 0,711 20,340 0,877 19,473 0,782 
Par substitution 5,000 17,450 0,718 20,837 3,209 23,004 10,676 

Direct 5,000 60,966 2,026 79,232 15,558 78,220 16,629 
Gam-Pois 0,500 55,451 1,882 109,729 3,929 64,552 2,145 

Gam-Pois-Alt 0,500 55,431 1,888     
MLMG 0,500 56,584 2,850 110,644 4,558 65,023 2,332 

Par substitution 0,500 56,508 2,222 121,632 45,899 79,661 26,730 
Direct 0,500 106,654 3,906 237,870 38,205 127,712 17,089 

Note : MLMG = Modèle linéaire mixte généralisé. 

 
 
Tableau 4.2 

Biais relatif (BR) en pourcentage et racine carrée de l’erreur quadratique moyenne relative (REQMR) en 

pourcentage des autres prédicteurs lorsque le modèle vrai est le modèle linéaire mixte généralisé (MLMG) de 

Poisson et =L 1 000. 
 

  2
b  Moyenne Médiane Écart interquartile 

REQMR en 
pourcentage 

BR en 
pourcentage 

REQMR en 
pourcentage 

BR en 
pourcentage 

REQMR en 
pourcentage 

BR en 
pourcentage 

Gam-Pois 0,500 24,571 0,816 29,014 1,014 25,128 0,977 
Gam-Pois-Alt 0,500 24,555 0,810     

MLMG 0,500 24,249 0,847 28,688 1,036 24,900 0,967 
Par substitution 0,500 24,239 0,820 29,306 4,696 42,980 34,347 

Direct 0,500 38,820 1,399 53,578 4,722 64,172 24,574 
Gam-Pois 1,500 19,995 0,624 22,728 0,758 24,107 0,825 

Gam-Pois-Alt 1,500 19,971 0,627     
MLMG 1,500 19,781 0,642 22,526 0,747 23,940 0,827 

Par substitution 1,500 19,788 0,609 23,140 3,220 35,215 23,591 
Direct 1,500 52,486 1,938 67,632 4,636 95,293 24,036 

Note : Gam-Pois = Gamma-Poisson. 
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4.2 Propriétés de l’estimateur bootstrap de l’erreur quadratique moyenne 
 

Nous examinons ensuite les propriétés des estimateurs de l’EQM pour le modèle Gamma-Poisson et le 

MLMG. L’estimateur de l’EQM est défini en (2.5) pour le modèle Gamma-Poisson et en (3.3) pour le 

MLMG. Nous calculons les deux estimations de l’EQM pour chaque modèle de génération de données. Cela 

nous permet d’évaluer les propriétés des estimations de l’EQM lorsque le modèle comporte des erreurs de 

spécification et lorsque le modèle est correctement spécifié. La taille de l’échantillon bootstrap est = 200.B  

Le choix de = 200B  suit une recommandation de Hobza et coll. (2020) selon laquelle la taille de 

l’échantillon bootstrap devrait être d’au moins 200. Pour réduire les exigences en matière de calcul, nous 

utilisons = 100L  pour les simulations exposées dans la présente section. Pour évaluer les estimateurs de 

l’EQM, nous effectuons une simulation où = 250M  échantillons simulés en utilisant le même ijx  que pour 

la première simulation. Nous calculons le biais relatif de l’estimateur de l’EQM ainsi que les couvertures 

empiriques des intervalles de prédiction à 95 % de la théorie normale. 

Nous définissons d’abord le biais relatif (BR) de l’estimateur de l’EQM. Soit 
( )

EQM
m

i  désignant une 

estimation de l’EQM à partir d’un échantillon simulé m  pour =1, , ,m M…  où = 250.M  Nous définissons 

ensuite le biais relatif en pourcentage de l’estimateur de l’EQM pour le domaine i  à l’aide de l’équation 

suivante : 

 
 ( )

1

=1

MC

EQM
BR 100 1

EQM

mM

iM m
i

i

 
  
 
 


  

où MCEQM i  est défini en (4.3) et est basé sur une simulation distincte où =M 5 000. Nous utilisons les 

résultats d’une simulation distincte où =M 5 000 pour définir le dénominateur de BR i  pour réduire la 

variance de BR .i  

La figure 4.1 contient des diagrammes de quartiles des biais relatifs pour les quatre configurations de 

simulation et les trois paramètres. Les biais relatifs de l’estimateur bootstrap de l’EQM (illustrés dans la 

figure 4.1) dépendent du modèle de simulation et des paramètres. Nous examinons d’abord le modèle Gam-

Pois où = 5.  Pour cette configuration, l’estimateur de l’EQM Gam-Pois présente un léger biais négatif, 

mais le biais relatif se situe habituellement entre -10 % et 10 %. L’estimateur de l’EQM du MLMG est 

presque sans biais pour l’EQM du prédicteur MLMG, en ce sens que les biais relatifs pour l’estimateur de 

l’EQM du MLMG sont symétriques autour de zéro et se situent habituellement entre -10 % et 10 %. Il est 

intéressant de mentionner que l’estimateur de l’EQM du MLMG fonctionne bien pour cette configuration 

de simulation parce que le MLMG est spécifié incorrectement. Nous examinons ensuite le modèle Gam-

Pois où = 0,5. L’estimateur de l’EQM Gam-Pois demeure presque sans biais, en ce sens que le biais 

relatif médian est proche de zéro et que les biais relatifs sont habituellement inférieurs à 10 % en valeur 

absolue. L’estimateur de l’EQM du MLMG pour le prédicteur MLMG a tendance à avoir un biais positif 

dans le modèle Gam-Pois où = 0,5. Nous examinons ensuite le modèle de simulation MLMG où 2 =b

0,5. L’estimateur de l’EQM du MLMG pour le prédicteur MLMG est presque sans biais, la plupart des biais 

relatifs se situant entre -10 % et 10 %. L’estimateur de l’EQM Gam-Pois tend à sous-estimer l’EQM du 
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prédicteur Gam-Pois pour la configuration d’une simulation dans le MLMG où 2 =b 0,5. Le biais relatif de 

l’estimateur de l’EQM Gam-Pois n’est que d’environ -5 % pour cette configuration. L’augmentation de 2
b  

pour le faire passer à 1,5 a peu d’incidence sur les propriétés de l’estimateur de l’EQM du MLMG pour les 

prédicteurs MLMG. Pour le modèle de simulation du MLMG où 2 =b 1,5, l’estimateur de l’EQM Gam-

Pois peut présenter des valeurs extrêmes. 

Nous définissons la racine carrée de l’erreur quadratique moyenne relative de l’estimateur de l’EQM 

(REQMREQM) comme suit : 

 

 
2( )

1
MC=1

MC

EQM EQM
REQMREQM .

EQM

mM

i im

i

i

M  



  

La figure 4.2 contient des diagrammes de quartiles de REQMREQM .i  Les deux estimateurs de l’EQM ont 

des racines carrées de l’erreur quadratique moyenne relatives invariablement semblables. Les biais observés 

pour certaines configurations de simulation semblent avoir un effet négligeable sur l’EQM de l’estimateur 

de l’EQM. 

 
Figure 4.1 Biais relatifs (BR )i  des estimateurs de l’erreur quadratique moyenne pour quatre configurations 

de simulation.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Notes : GP = Poisson Gamma; MLMG = Modèle linéaire mixte généralisé; EI = Écart interquartile. 
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Figure 4.2 Diagrammes de quartiles des racines des erreurs quadratiques moyennes relatives des estimateurs 
de l’erreur quadratique moyenne pour quatre configurations de simulation.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Notes : GP = Poisson Gamma; MLMG = Modèle linéaire mixte généralisé; EI = Écart interquartile. 

 

Nous définissons la couverture empirique des intervalles de prédiction pour le domaine i  à l’aide de : 

  ( ) ( )

=1

1
CR CI ,

M
m m

i i i
m

I
M

    

où  ( ) ( )
( ) ( ) ( )ˆ ˆCI 1,96 EQM , 1,96 EQM .

m m
m m m

i ii i i 
 

      La figure 4.3 illustre les couvertures empiriques 

des intervalles de prédiction nominaux à 95 %. Un résultat étonnant est que la procédure du MLMG a 

tendance à produire des taux de couverture supérieurs à ceux de la procédure Gam-Pois dans la configuration 

Gam-Pois où = 0,5. En général, les écarts entre les taux de couverture et le niveau nominal ne sont pas 

graves. La couverture empirique des intervalles de prédiction a tendance à se situer entre 92 % et 98 %. 

En résumé, l’estimateur Gamma-Poisson de l’EQM a des propriétés raisonnables lorsque le modèle 

Gamma-Poisson est le vrai modèle; de même, l’estimateur de l’EQM du MLMG a des propriétés 

raisonnables lorsque le MLMG est le vrai modèle. Les propriétés de l’estimateur de l’EQM en cas de 

spécification erronée du modèle dépendent de la configuration des paramètres. L’estimateur de l’EQM du 

MLMG est approximativement sans biais dans la configuration Gam-Pois lorsque = 5,  mais il a un biais 

positif lorsque = 0,5. L’estimateur de l’EQM Gam-Pois a tendance à avoir un biais relatif médian 

d’environ -5 % dans la configuration du MLMG lorsque 2 =b 0,5 et il peut être irrégulier lorsque 2 =b

1,5. 
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Figure 4.3 Couvertures empiriques des intervalles de prédiction nominaux de 95 % (CR )i  pour quatre 
configurations de simulation.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Notes : GP = Poisson Gamma.; MLMG = Modèle linéaire mixte généralisé; EI = Écart interquartile. 

 
5. Illustration avec modélisation des occupants de véhicules observés 
 

Nous appliquons à la fois le prédicteur MLMG et le prédicteur Gam-Pois aux données de l’enquête de 

2018 sur l’utilisation de la ceinture de sécurité dans l’État de l’Iowa. Il s’agit du même ensemble de données 

que celui utilisé dans Berg (2022). Alors que Berg (2022) ne construit que des prédicteurs de moyennes, 

nous construisons des prédicteurs de paramètres plus généraux de petits domaines. 

La population de l’Iowa se compose de =N 65 313 tronçons de route. Les tronçons de route sont situés 

dans = 15D  comtés qui définissent les petits domaines. Les tailles des échantillons de domaine sont = 5in  

tronçons de route pour tous les comtés sauf un, où =14,in  ce qui fait que la taille totale de l’échantillon est 

= 84.n  En raison de la petite taille des échantillons de comté, il s’agit clairement d’un problème 

d’estimation sur petits domaines. Chaque tronçon de route de l’échantillon est observé pendant 45 minutes, 

et la variable réponse est définie comme suit : 

=ijy  nombre d’occupants de véhicules observés pendant la période de  

45 minutes sur le tronçon de route j  du comté .i   

Deux covariables sont disponibles pour chaque tronçon de route dans la population à partir de la base de 

sondage. Le premier est le type de tronçon de route, où les trois types de routes sont primaires, secondaires 

et locales. Le deuxième est le nombre de milles-véhicules parcourus. Comme dans Berg (2022), nous 

définissons le modèle de façon à contenir des indicateurs pour le type de route ainsi que des interactions 
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entre le type de route et les milles-véhicules parcourus. Nous nous reportons à Berg (2022) pour les 

estimations des paramètres fixes du modèle. 

Pour cette analyse, notre objectif est de comparer les deux modèles. En pratique, cependant, un analyste 

peut devoir sélectionner l’un des deux modèles. Nous recommandons de diagnostiquer la qualité de l’ajuste-

ment des deux modèles à l’aide de résidus centrés-réduits. Nous définissons un résidu pour le modèle Gam-

Pois comme suit : 

 
ˆ ˆ

,
ˆ ˆ

ij ij i

ij i

y u

u






  

où  

 .

.

ˆ
ˆ = .

ˆ ˆ
i

i

i

y
u



 




  

Veuillez prendre note que ˆiu  est une estimation de yi isE u    (Berg, 2022). Le résidu centré-réduit du 

MLMG est défini comme suit : 

 
PI

PI

ˆ
.

ˆ

ij ij

ij

y y

y


  

La figure 5.1 contient des graphiques des résidus centrés-réduits par rapport aux valeurs prévues pour les 

modèles Gam-Pois et MLMG. Les résidus des deux modèles sont remarquablement semblables. Les résidus 

centrés-réduits ne présentent pas de tendances systématiques, et la variance des résidus demeure constante 

à mesure que la moyenne augmente. Il est évident que les résidus n’ont pas de distribution normale centrée-

réduite; cependant, la normalité ne fait pas partie des hypothèses du modèle. Il est possible que les résidus 

indiquent que les données sont trop dispersées par rapport aux modèles de Poisson spécifiés. L’intégration 

d’une dispersion excessive dans le cadre proposé est une orientation possible pour les études à venir. 

 

Figure 5.1 Résidus centrés-réduits par rapport aux valeurs prévues pour le modèle Gamma-Poisson et le 
modèle linéaire mixte généralisé (MLMG). 
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Nous considérons trois paramètres d’intérêt au niveau du comté : le nombre moyen d’occupants par 

tronçon de route, le nombre médian d’occupants et l’écart interquartile du nombre d’occupants par tronçon 

de route. Nous appliquons les méthodes des sections 2 et 3 pour obtenir les prédicteurs et les estimations 

connexes de l’erreur quadratique moyenne. Comme nous nous intéressons à des paramètres autres que la 

moyenne, nous utilisons le prédicteur (2.4) pour le modèle Gamma-Poisson. Nous utilisons le prédicteur 

(3.2) pour le MLMG. Nous présentons les prédicteurs et les coefficients de variation pour chaque procédure. 

Le coefficient de variation est le rapport entre la racine carrée de l’erreur quadratique moyenne estimée et 

le prédicteur. Les estimateurs de l’EQM sont définis en (2.5) et (3.3), respectivement, pour le modèle 

Gamma-Poisson et le MLMG. Nous utilisons une taille d’échantillon bootstrap de = 200.B  Le tableau 5.1 

contient les prédicteurs au niveau du comté et les coefficients de variation correspondants basés sur le 

modèle Gamma-Poisson et le MLMG. 

Les deux modèles produisent constamment des prédicteurs semblables. Les prédicteurs basés sur le 

modèle Gamma-Poisson sont presque les mêmes que les prédicteurs basés sur le MLMG. Ce résultat 

empirique concorde avec la conclusion de la simulation selon laquelle les deux prédicteurs ont tendance à 

bien fonctionner, peu importe le véritable modèle de génération de données. Pour l’analyse des données, 

nous ne connaissons pas le « vrai » modèle de génération de données. Il est donc rassurant de constater que 

les prédicteurs fondés sur les deux modèles sont semblables. 

 
Tableau 5.1 

Prédicteurs de comté (préd.) et coefficients de variation (c.v.) fondés sur le modèle Gamma-Poisson et le modèle 

linéaire mixte généralisé (MLMG). 
 

 Moyenne Médiane Écart interquartile  
 Gamma-Poisson MLMG Gamma-Poisson MLMG Gamma-Poisson MLMG 

Comté préd. c.v. préd. c.v. préd. c.v. préd c.v. préd. c.v. préd. c.v. 
1 60,37 0,46 59,99 0,49 34,71 1,38 34,27 1,46 104,8 0,26 103,56 0,28 
2 60,29 0,04 60,18 0,04 26,31 0,05 26,54 0,10 57,86 0,14 58,40 0,14 
3 62,97 0,1 63,01 0,09 24,54 0,11 24,53 0,08 63,58 0,55 63,70 0,56 
4 87,82 0,45 87,60 0,45 46,34 1,25 46,31 1,26 163,53 0,3 163,52 0,31 
5 54,67 0,24 54,91 0,23 24,5 1,05 24,39 1,03 60,26 0,76 59,94 0,76 
6 77,08 0,17 77,47 0,17 31,23 0,99 31,50 0,97 136,85 0,07 137,57 0,08 
7 65,79 0,15 66,03 0,13 30,27 0,34 30,20 0,30 67,68 0,63 67,32 0,61 
8 99,65 0,02 99,34 0,03 41,53 0,05 41,56 0,05 118,65 0,21 118,05 0,23 
9 68,12 0,17 68,19 0,16 25,98 0,2 26,07 0,17 73,11 0,36 73,14 0,37 

10 97,24 0,27 97,29 0,27 41,26 0,42 41,40 0,40 153,54 0,36 154,04 0,38 
11 96,99 0,06 96,83 0,05 41,9 0,09 42,02 0,07 91 0,18 91,07 0,18 
12 55,73 0,05 56,14 0,05 24,39 0,3 24,47 0,26 97,05 0,1 97,15 0,10 
13 53,43 0,04 53,09 0,05 18,36 0,07 18,19 0,13 53,52 0,22 53,12 0,23 
14 122,55 0,16 123,69 0,15 47,28 0,17 47,78 0,15 131,63 0,38 132,73 0,39 
15 96,98 0,09 96,89 0,09 48,34 0,52 48,28 0,53 91,33 0,41 91,40 0,42 

 
Les coefficients de variation fondés sur les deux modèles sont aussi remarquablement semblables. Cela 

rend également compte des résultats de la simulation, en ce sens que les deux procédures ont tendance à 
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produire des estimations raisonnables de l’erreur quadratique moyenne, même en cas de spécification 

erronée du modèle. Les coefficients de variation ne sont pas uniformément inférieurs à 20 %, un seuil 

commun pour déterminer un niveau acceptable de précision. Plusieurs des coefficients de variation de la 

médiane et de l’écart interquartile dépassent 30 %. Les coefficients de variation peuvent dépasser 100 % 

pour la médiane. Tant pour le modèle Gamma-Poisson que pour le MLMG, la variance attribuable à 

l’estimation des paramètres fixes a un effet important sur l’erreur quadratique moyenne des prédicteurs de 

petits domaines. Cet ensemble de données ne comprend que 15 comtés. Ceci entraîne des variations 

importantes de 0
ˆ ,  2ˆ ,b  ̂  et ˆ.  

 
6. Discussion 
 

Nous élaborons des prédicteurs de paramètres non linéaires fondés sur deux modèles au niveau de l’unité 

pour les données de dénombrement. Nous définissons d’abord les procédures pour un modèle Gamma-

Poisson avec des covariables au niveau de l’unité. Nous comparons le modèle Gamma-Poisson à un modèle 

linéaire mixte généralisé type. Nous utilisons des procédures bootstrap paramétriques types pour les deux 

modèles. 

Une limite de la procédure bootstrap que nous utilisons est que l’estimateur bootstrap de l’EQM n’est 

pas sans biais de deuxième ordre. On peut utiliser le bootstrap double pour construire un estimateur de 

l’EQM corrigé pour le biais (Hall et Maiti, 2006a, b; Erciulescu et Fuller, 2014). Nous n’appliquons pas le 

bootstrap double dans ce travail parce que l’estimateur de l’EQM proposé a des propriétés adaptées aux 

configurations de simulation que nous avons examinées. 

Nous étudions les propriétés empiriques des prédicteurs sur petits domaines lorsque le modèle est 

spécifié correctement et lorsque le modèle comporte des erreurs de spécification. La principale conclusion 

tirée des simulations est que le meilleur prédicteur empirique pour le modèle Gamma-Poisson est supérieur 

lorsque le modèle Gamma-Poisson est vrai, et que les prédicteurs par substitution et MLMG sont supérieurs 

lorsque le MLMG est vrai, comme prévu. Cela illustre l’importance de valider les hypothèses du modèle 

dans l’estimation sur petits domaines fondée sur un modèle. Cependant, un résultat intéressant est que la 

perte d’efficacité découlant de l’utilisation du prédicteur MLMG ou Gamma-Poisson est systématiquement 

faible lorsque l’autre modèle est vrai. Les estimateurs de l’EQM présentent plus de biais lorsque le modèle 

est spécifié incorrectement que dans le cas contraire. Néanmoins, les biais relatifs des estimateurs de l’EQM 

se situent habituellement entre -20 % et 20 %, quel que soit le modèle vrai. Les taux de couverture des 

intervalles de confiance ne présentent pas de surdénombrement ni de sous-dénombrement grave et 

systématique, même lorsque le modèle comporte des erreurs de spécification. Le prédicteur par substitution 

possède des propriétés raisonnables pour la moyenne, mais est inefficace pour les paramètres non linéaires.  

L’analyse des données confirme les résultats de l’étude par simulation. Les procédures Gamma-Poisson 

et du MLMG mènent à des prédicteurs similaires dans l’analyse des données. Ce résultat fait écho à une 
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constatation empirique de Clayton et Kaldor (1987) selon laquelle les estimations des taux de cancer du 

poumon fondées sur le modèle Gamma-Poisson et sur le modèle de Poisson-lognormal sont semblables. 

Le modèle Gamma-Poisson a deux points forts principaux par rapport au MLMG de Poisson. Un 

avantage important de la procédure Gamma-Poisson est la simplicité du calcul. L’estimation par la méthode 

du maximum de vraisemblance est facile pour le modèle Gamma-Poisson parce que le calcul de la 

vraisemblance marginale ne nécessite pas d’intégration numérique. Nous n’utilisons pas l’estimation par la 

méthode du maximum de vraisemblance pour le MLMG. Nous utilisons plutôt un algorithme des MCRI 

(Schall, 1991) pour simplifier le calcul. Une comparaison officielle de l’estimation par la méthode du 

maximum de vraisemblance avec l’algorithme des MCRI aux fins de l’estimation sur petits domaines des 

données de dénombrement est une orientation possible des travaux de recherche à venir. Nous présentons 

les résultats à l’aide de la fonction du modèle linéaire généralisé à effets mixtes de R à la section 2 du 

document supplémentaire (Berg, 2023b). Compte tenu des estimations des paramètres fixes, les prédicteurs 

sont plus faciles à calculer pour le modèle Gamma-Poisson que pour le MLMG de Poisson. Le temps de 

calcul nécessaire pour mettre en œuvre le prédicteur Gamma-Poisson est environ la moitié du temps requis 

pour mettre en œuvre le prédicteur du MLMG (voir la section 4 de la documentation supplémentaire [Berg, 

2023b] pour obtenir plus de précisions). Un deuxième point fort de la procédure Gamma-Poisson est que 

les estimateurs des paramètres fixes du modèle sont cohérents. En revanche, on sait que les estimateurs des 

MCRI pour le MLMG de Poisson sont incohérents. La procédure bootstrap pour le MLMG repose sur la 

cohérence des estimateurs des paramètres du modèle, une hypothèse qui ne tient pas pour notre procédure 

d’estimation. Les procédures du MLMG exigent des approximations, et nous évaluons la validité de ces 

approximations par simulation.  

Le MLMG présente des points forts différents par rapport à la procédure Gamma-Poisson. La perte 

d’efficacité découlant d’une utilisation incorrecte du MLMG est légèrement inférieure à la perte découlant 

d’une utilisation incorrecte du modèle Gamma-Poisson. Les taux de couverture des intervalles de confiance 

pour le prédicteur MLMG sont un peu plus près de 95 % que les taux de couverture pour le modèle Gamma-

Poisson pour certains paramètres et certaines configurations. 

Dans la pratique, l’analyste devra peut-être choisir l’un des deux modèles. Nous proposons d’utiliser les 

résidus pour diagnostiquer la qualité de l’ajustement des modèles. D’après notre expérience, il peut être très 

difficile de distinguer les deux modèles. Les deux modèles diffèrent seulement en ce qui concerne la 

distribution de l’effet aléatoire et génèrent des types de données très semblables. Heureusement, l’analyse 

présentée dans le présent document laisse entendre que les méthodes proposées sont assez robustes pour ce 

qui est de la spécification de la forme de distribution incorrecte. Les méthodes du modèle Gamma-Poisson 

fonctionnent bien lorsque le MLMG de Poisson est vrai et vice versa. Notre analyse porte à croire que le 

modèle Gamma-Poisson et le MLMG de Poisson donneront des résultats semblables pour de nombreuses 

configurations de paramètres. Nous nous attendons à ce que les conclusions pour une application particulière 

soient assez insensibles au choix du modèle. Nous encourageons l’analyste à tenir compte des points forts 

et des points faibles des deux modèles pour des applications particulières lorsqu’il en choisit un dans la 
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pratique. Nous faisons également remarquer qu’une solution de rechange à la sélection du modèle est le 

calcul des moyennes des modèles (Aitkin, Liu et Chadwick, 2009). Une étude des moyennes des deux 

modèles proposés dans le présent document est une orientation possible pour les travaux de recherche à 

venir.  

Sur la base de cette analyse, nous préférons le modèle Gamma-Poisson pour la simplicité de calcul. La 

forme conjuguée du modèle rend le prédicteur et l’estimateur de l’EQM faciles à calculer. Si l’on s’intéresse 

uniquement à la moyenne, nous recommandons alors le prédicteur sous forme fermée et l’estimateur de 

l’EQM de Berg (2022). Pour la prédiction des paramètres généraux, nous recommandons le prédicteur fondé 

sur la simulation défini comme ,
ˆ
i L  en (2.4). Le prédicteur Gamma-Poisson est facile à mettre en œuvre et 

a une efficacité acceptable, même si le MLMG est vrai. 
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Méthode d’estimation de l’effet des erreurs de classification 
sur les statistiques de deux domaines 

Yanzhe Li, Sander Scholtus et Arnout van Delden1 

Résumé 

Il est essentiel de pouvoir quantifier l’exactitude (biais, variance) des résultats publiés dans les statistiques 
officielles. Dans ces dernières, les résultats sont presque toujours divisés en sous-populations selon une variable 
de classification, comme le revenu moyen par catégorie de niveau de scolarité. Ces résultats sont également 
appelés « statistiques de domaine ». Dans le présent article, nous nous limitons aux variables de classification 
binaire. En pratique, des erreurs de classification se produisent et contribuent au biais et à la variance des 
statistiques de domaine. Les méthodes analytiques et numériques servant actuellement à estimer cet effet 
présentent deux inconvénients. Le premier inconvénient est qu’elles exigent que les probabilités de classification 
erronée soient connues au préalable et le deuxième est que les estimations du biais et de la variance sont elles-
mêmes biaisées. Dans le présent article, nous présentons une nouvelle méthode, un modèle de mélange gaussien 
estimé par un algorithme espérance-maximisation (EM) combiné à un bootstrap, appelé « méthode bootstrap 
EM ». Cette nouvelle méthode n’exige pas que les probabilités de classification erronée soient connues au 
préalable, bien qu’elle soit plus efficace quand on utilise un petit échantillon de vérification qui donne une valeur 
de départ pour les probabilités de classification erronée dans l’algorithme EM. Nous avons comparé le rendement 
de la nouvelle méthode et celui des méthodes numériques actuellement disponibles, à savoir la méthode bootstrap 
et la méthode SIMEX. Des études antérieures ont démontré que pour les paramètres non linéaires, le bootstrap 
donne de meilleurs résultats que les expressions analytiques. Pour presque toutes les conditions mises à l’essai, 
les estimations du biais et de la variance obtenues par la méthode bootstrap EM sont plus proches de leurs vraies 
valeurs que celles obtenues par les méthodes bootstrap et SIMEX. Nous terminons l’article par une discussion 
sur les résultats et d’éventuels prolongements de la méthode. 

 
Mots-clés : Biais; variance; classification erronée; classificateur binaire; modèle de mélange gaussien; algorithme EM. 

 
 

1. Introduction 
 

L’exactitude des résultats publiés est cruciale, surtout dans les statistiques officielles (Eurostat, 2009, 

page 32), dans lesquelles la plupart des résultats servent à l’élaboration de politiques. Les erreurs de mesure 

dans la variable servant à regrouper les résultats dans des sous-populations font partie des erreurs 

importantes nuisant à l’exactitude des résultats. Le type d’estimateur le plus simple pour lequel l’effet des 

classifications erronées a été étudié est celui des proportions dans les tableaux de contingence. Bross (1954) 

a donné une expression pour le biais d’une proportion estimée de variable binaire en cas de classifications 

erronées, qui est un cas particulier de l’expression (C.1) de l’annexe C. La situation est plus compliquée 

pour ce qui est de l’exactitude des estimateurs de niveau (totaux, moyennes) et les ratios de ceux-ci touchés 

par des classifications erronées. Par exemple, on peut s’intéresser au risque moyen de pauvreté pour les 

travailleurs par catégorie de niveau de scolarité (Eurostat, 2022), alors qu’une partie des valeurs relatives à 

l’éducation sont fondées sur des classifications erronées. L’estimation des paramètres de population d’une 

variable continue dans chaque classe est appelée « statistiques de domaine ». Notre étude porte sur 

l’estimation du biais et de la variance de totaux ou de moyennes touchés par des classifications erronées. La 
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littérature sur la classification erronée est abondante. Citons notamment Buonaccorsi (2010), Keogh, Shaw, 

Gustafson, Carroll, Deffner, Dodd, Küchenhoff, Tooze, Wallace, Kipnis et Freedman (2020) et Shaw, 

Gustafson, Carroll, Deffner, Dodd, Keogh, Kipnis, Tooze, Wallace, Küchenhoff et Freedman (2020). 

Van den Hout et Van der Heijden (2002) établissent une revue de la littérature exhaustive sur le biais et la 

variance en présence de classifications erronées. Les références citées soulignent que la quantification de 

l’effet des classifications erronées sur les estimations de la population est pertinente dans un large éventail 

de disciplines, y compris la médecine, l’épidémiologie, l’astronomie statistique, la sociologie, la carto-

graphie de la couverture terrestre, les études par méthodes fondées sur la réponse aléatoire et la confiden-

tialité des données. Les deux derniers cas sont particuliers en ce sens que leurs classifications erronées sont 

délibérément ajoutées aux données par un mécanisme connu. 

Les statistiques officielles s’appuient souvent sur des registres statistiques pour déterminer leur popu-

lation cible et la diviser en sous-populations. Il peut s’agir par exemple d’un registre statistique des 

entreprises contenant une liste d’unités statistiques au fil du temps ainsi que des variables de contexte 

comme l’activité économique et la classe de taille pour les stratifier en sous-populations (Nations Unies, 

2015). Un autre exemple serait un registre de la population, qui comporterait des variables de contexte 

comme la date de naissance, le sexe, le lieu de résidence et le plus haut niveau de scolarité atteint (Bakker, 

Van Rooijen et Van Toor, 2014). Ces registres sont souvent créés à partir d’une ou de plusieurs sources 

administratives. Des erreurs dans les variables de classification peuvent se produire en raison d’erreurs 

pendant l’enregistrement dans ces sources administratives, de retards administratifs, d’erreurs de couplage 

des sources administratives ou de changements non déclarés de la situation des unités. Les erreurs sont aussi 

attribuables à la différence entre les concepts utilisés par les propriétaires de registre et ceux utilisés dans 

les statistiques officielles (Magnusson, Palm, Branden et Mörner, 2017). Parfois, les variables de classi-

fication sont dérivées par l’application d’algorithmes d’apprentissage automatique (voir, par exemple 

Meertens, Diks, Van den Herik et Takes (2020)) et les erreurs faites par ces algorithmes entraînent des 

classifications erronées. 

Dans les situations pratiques où des données de sortie sont produites aux fins de statistiques officielles, 

on tente de réduire le nombre de classifications erronées, par exemple par une vérification automatique ou 

manuelle. Dans le cas de statistiques sur les entreprises, on sait que les codes d’activité économique sont 

sujets à des erreurs. Dans ce cas, on applique une vérification manuelle, qui est habituellement limitée aux 

unités les plus influentes, à savoir les plus grandes entreprises, tandis que les autres unités ne sont pas 

corrigées. Souvent, on espère que les erreurs se produisant dans les petites unités n’aient pas un effet 

important sur les chiffres publiés. Malheureusement, cela n’est pas nécessairement vrai. Van Delden, 

Scholtus et Burger (2016) ont démontré que dans une étude de cas en particulier, les niveaux de classi-

fication erronée observés dans les petites et moyennes entreprises entraînaient un biais considérable du 

chiffre d’affaires total pour certaines cellules de publication. Ce biais s’explique par le fait que les entrées 

de chiffre d’affaires des unités incorrectement classifiées dans la classe cible ne sont pas compensées par 

les sorties de chiffre d’affaires des unités qui ont été à tort non classifiées dans la classe cible. Dans le 
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contexte des tableaux de contingence, Schwartz (1985) a souligné l’importance des classifications erronées 

dans l’exactitude des sorties en qualifiant cette situation de « problème négligé ». 

Les expressions analytiques du biais et de la variance de moyennes ou de totaux des sous-populations 

touchés par des classifications erronées ont été publiées par Selén (1986) et Van Delden et coll. (2016). En 

outre, Kooiman, Willenborg et Gouweleeuw (1997) ont traité du biais et de la variance des totaux de sous-

populations dans le contexte de la confidentialité des données. Ces expressions analytiques présentent deux 

inconvénients. Le premier est qu’elles reposent sur l’hypothèse selon laquelle les probabilités de tous les 

types de classification erronée sont connues ou qu’elles ont été estimées avec exactitude au moyen d’un 

échantillon. Dans le contexte de la confidentialité des données, ces probabilités sont connues, étant donné 

qu’on applique intentionnellement des classifications erronées pour éviter toute divulgation (Kooiman 

et coll., 1997). Toutefois, dans la plupart des applications, les probabilités de classification erronée sont 

inconnues. Les probabilités d’erreur de classification estimées sont souvent obtenues à partir de connais-

sances antérieures ou d’un ensemble comparable de données (Edwards, Bakoyannis, Yiannoutsos, Mburu 

et Cole, 2019; Edwards, Cole et Fox, 2020), ou encore à partir d’un échantillon de vérification (Gravel et 

Platt, 2018). L’estimation exacte de ces probabilités au moyen d’échantillons suffisamment grands exige 

une quantité considérable de travail manuel. Le deuxième inconvénient est que les estimations de biais et 

de variance fondées sur ces expressions analytiques sont elles-mêmes biaisées. Kooiman et coll. l’ont 

constaté (1997), et cet inconvénient est décrit plus en détail par Van Delden et coll. (2016). La principale 

raison est que les expressions du biais et de la variance dépendent des vrais totaux de la population qui sont 

inconnus. Lors de l’estimation du biais et de la variance, ces vrais totaux de la population sont remplacés 

par leurs estimateurs biaisés des totaux de la population, ce qui mène à des estimations biaisées du biais et 

(dans une moindre mesure) de la variance des totaux. Dans le cas particulier où l’on souhaite estimer 

seulement une proportion sans variable numérique, différentes méthodes de correction du biais peuvent être 

trouvées dans Kloos, Meertens, Scholtus et Karch (2021). 

Des méthodes numériques ont été élaborées comme solution de rechange à l’utilisation d’expressions 

analytiques. La méthode bootstrap peut servir à estimer l’exactitude des données de sortie en cas de 

classifications erronées. Zhang (2011) a utilisé la méthode bootstrap pour mesurer la variance des totaux 

observés de sous-populations causée par la classification erronée des ménages. Van Delden et coll. (2016) 

ont proposé une méthode bootstrap pour estimer le biais et la variance de moyennes ou de totaux de sous-

populations. La méthode bootstrap est très souple et adaptable à de nombreux estimateurs. Malheureuse-

ment, elle présente les mêmes inconvénients que l’approche analytique, c’est-à-dire qu’elle exige que les 

probabilités de classification erronée soient connues avec exactitude et, qu’en général, elle donne des 

estimations biaisées du biais et de la variance. De fait, pour les paramètres de domaine simples comme les 

totaux et les proportions, la méthode bootstrap et les expressions analytiques mènent à des résultats presque 

identiques; voir par exemple Van Delden et coll. (2016). Pour les paramètres non linéaires de domaine 

comme les ratios, les résultats bootstrap sont généralement plus exacts dans le cas de distributions asymé-

triques en raison de la possibilité de violation de certaines hypothèses sous-jacentes de l’approximation 
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utilisée dans le biais analytique et les expressions de variance; voir Van Delden, Scholtus, Burger et 

Meertens (2023). 

Une autre méthode numérique a été proposée pour les classifications erronées : la méthode SIMEX 

(« simulation et extrapolation »), introduite pour la première fois par Cook et Stefanski (1994). Elle a été 

élaborée pour estimer l’effet des erreurs de mesure et a été adaptée dans le champ de la classification erronée 

par Küchenhoff, Mwalili et Lesaffre (2006) et Hopkins et King (2010). Comme pour la méthode bootstrap, 

la méthode SIMEX commence par appliquer des classifications erronées aux données observées, après quoi 

les estimateurs (totaux, moyennes) sont recalculés. De plus, la méthode SIMEX applique un processus de 

simulation qui introduit de multiples ensembles d’erreurs supplémentaires pour estimer l’effet des classifi-

cations erronées. Enfin, on extrapole les estimations à la condition sans erreur. Nous avons appliqué ici les 

idées qui sous-tendent la procédure SIMEX pour vérifier si elle peut servir à éliminer le biais dans les 

estimations du biais et de la variance de moyennes et de totaux en présence de classifications erronées. 

Dans la présente étude, nous présentons une nouvelle méthode qui s’appuie sur un modèle de mélange 

pour estimer le biais et la variance de moyennes et de totaux en présence de classifications erronées. Un 

algorithme espérance-maximisation (EM) est utilisé pour estimer le modèle de mélange. Étant donné que 

les vraies classes d’unités sont inconnues en cas de classifications erronées, ces vraies classes peuvent être 

considérées comme une variable non observée (« latente ») dans le modèle de mélange. Nous modélisons 

la variable cible numérique dans chaque classe comme un mélange de différentes lois normales (un mélange 

gaussien), qui peut également tenir compte des variables cibles qui n’ont pas une loi normale; voir 

McLachlan et Peel (2000). La méthode est appelée « méthode bootstrap EM ». Dans la présente étude, nous 

nous limitons à une variable de classification binaire. Notre méthode peut être étendue à une situation 

comportant des classes multiples, qui sera traitée dans la suite de l’exposé. 

La nouvelle méthode donne de meilleurs résultats que la méthode bootstrap et la méthode SIMEX eu 

égard aux deux inconvénients mentionnés. Premièrement, il n’est pas nécessaire d’estimer les probabilités 

de classification erronée au préalable, bien que dans les cas plus complexes, il soit efficace pour ce qui est 

du calcul d’avoir une estimation approximative des taux de classification erronée, qui peut servir de point 

de départ informé pour l’algorithme EM. Deuxièmement, nous montrerons que – du moins dans le cas 

binaire – la nouvelle méthode donne des estimations plus précises du biais et de la variance des moyennes 

et des totaux touchés par les classifications erronées que la méthode bootstrap et la méthode SIMEX. 

Dans le présent article, nous évaluons l’exactitude des estimations de biais et de variance en cas de 

classification erronée, en comparant la méthode bootstrap EM proposée avec la méthode bootstrap et la 

méthode SIMEX adaptée (appelée « méthode bootstrap SIMEX ») dans une étude par simulations et dans 

une étude de cas. Dans les deux études, les proportions de deux classes sont variées, tout comme les taux de 

classification erronée. Dans l’étude par simulations, la distribution des données dans chaque classe est un 

mélange gaussien. Dans l’étude de cas, nous utilisons des distributions empiriques provenant d’un ensemble 

de données avec le logarithme du chiffre d’affaires par entreprise aux Pays-Bas. Pour les données empi-

riques, nous utilisons un modèle de mélange gaussien dans lequel le nombre optimal de composantes doit 
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être estimé. Dans les deux études, nous comparons les vraies valeurs de biais et de variance avec leurs 

estimations. 

L’article est structuré comme suit. La section 2 présente en détail les trois méthodes. L’évaluation des 

méthodes est présentée à la section 3 pour l’étude par simulations et à la section 4, pour l’étude de cas. La 

section 5 expose les résultats de notre étude et propose des pistes de recherche futures. En outre, les annexes 

A, B et C fournissent des éléments complémentaires. L’annexe A présente trois fonctions d’extrapolation 

différentes dans la méthode SIMEX. L’annexe B porte sur la différence entre l’utilisation de BIC et de sBIC 

comme critère de sélection du nombre optimal de composantes dans l’étude de cas. L’annexe C comprend 

certaines propriétés théoriques de la méthode bootstrap et de la méthode bootstrap EM. Le code R qui met 

en œuvre les méthodes utilisées dans la présente étude se trouve à l’adresse https://github.com/Yanzhee/EM-

bootstrapping. 

 
2. Méthodologie 
 

2.1 Paramètres généraux 
 

Nous considérons une situation où une population de N  unités est classée dans deux classes. La variable 

indicatrice pour la vraie appartenance à l’une de ces classes est notée {0,1}.z  Par souci de commodité, 

nous désignerons dorénavant les classes d’intérêt par classe 1 et classe 0, et nous utiliserons l’indicateur z  

de façon interchangeable avec la classification elle-même. Les valeurs de z  sont censées ne contenir aucune 

erreur de classification et sont considérées comme fixes pour la population d’intérêt. En pratique, on ne 

connaît pas les vraies classes de toutes les unités. Nous pouvons seulement les établir par inférence au 

moyen, par exemple, d’une vérification manuelle par des spécialistes, d’une classification automatique à 

partir de multiples algorithmes d’apprentissage automatique, etc. La vraie proportion de classe 1 dans la 

population est désignée par 1;  la vraie proportion de la classe 0 est 11 .  

La variable de classification observée est désignée par ˆ {0,1}.z  En pratique, les classes observées 

d’unités contiennent des erreurs de classification. La source des erreurs de classification peut être une 

mauvaise compréhension de la définition de la classe, une mauvaise communication ou simplement des 

fautes de frappe. 

Dans la pratique, on s’intéresse souvent à l’estimation des paramètres de population d’une variable 

continue y  dans chaque classe, appelée « statistiques de domaine ». Par exemple, quand y  représente le 

chiffre d’affaires d’entreprises dans plusieurs industries, le chiffre d’affaires total de chaque industrie sera 

un indicateur intéressant. Nous utilisons   pour désigner un paramètre de population vrai, basé sur y  et la 

vraie variable de classification .z  Dans ce qui suit, nous supposons que la variable continue y  est sans 

erreur. 

Les exemples de paramètres de domaine communs   compris dans notre étude sont la somme totale de 

y  pour la classe 1 1( ),T  la proportion de la classe 1 1( ),  et l’écart-type de y  pour la classe 1 1( ).  Le 

tableau 2.1 énumère les formules pour   étant donné les variables y  et .z  Étant donné que notre étude est 
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dans une configuration de classificateur binaire, l’exactitude des statistiques de domaine dans la classe 0 est 

directement liée à l’exactitude des estimations correspondantes dans la classe 1. 

 

Tableau 2.1 

Liste de formules pour des exemples de paramètres de domaine .  
 

Statistiques d’intérêt Notation Formule étant donné y  et z  

Somme totale de y  pour la classe 1 
1T
 i ii

z y  
Proportion de la classe 1 

1  ii
z N  

Écart-type de y  pour la classe 1 
1  2

1

1
( )i ii

ii

z y
z




 
Notes : 1. i  désigne une unité de la population. 

 2. 1 1 1= = ( )i i ii i
z y z T N    est la moyenne de y  pour la classe 1. 

 3. En remplaçant iz  par îz  dans les formules, on peut calculer 1
ˆ ,T 1̂  et 1

ˆ .  

 
Le paramètre   requiert les vraies valeurs de z  et ne peut donc pas être calculé en pratique. Nous 

obtenons un estimateur évident en remplaçant la valeur vraie inconnue z  par la valeur observée ẑ  dans les 

expressions pour ;  ceci donne la statistique de domaine ˆ.  Par exemple, en remplaçant iz  par ˆiz  dans le 

tableau 2.1, nous obtenons les formules pour les statistiques de domaine 1
ˆ ,T 1̂  et 1

ˆ .  Notons que l’accent 

circonflexe dans ̂  signifie un estimateur, alors que dans ˆ ,iz  il n’a aucune autre signification que de 

permettre de distinguer l’indicateur observé du vrai indicateur .iz  

Notre étude s’appuie sur le biais et la variance pour mesurer les effets que les erreurs de classification 

ont sur ˆ.  Le biais est défini comme la différence entre les valeurs attendues du résultat estimé et la vraie 

valeur des paramètres de domaine. La variance mesure l’ampleur attendue du changement des statistiques 

de domaine estimées si différentes variables de classification ayant la même distribution d’erreurs sont 

utilisées. Mathématiquement, nous définissons : 

 
  2

ˆ= E( ),

ˆ ˆ ˆ= Var( ) = E E( ) .

 

  





Biais

Variance
 (2.1) 

Par souci de simplicité, nous supposons qu’à part les erreurs de classification, aucune autre erreur ne se 

produit. Conformément à un type d’application courant dans les statistiques officielles, nous nous 

intéressons ici au biais et à la variance attribuables aux erreurs de classification pour une population finie 

fixe. Autrement dit, dans (2.1), nous imposons implicitement des conditions aux valeurs réalisées de 

1, , Nz z…  et 1, , .Ny y…  

 
2.2 Modèle de mélange 
 

2.2.1 Paramétrage du modèle 
 

La nouvelle méthode que nous proposons pour estimer le biais et la variance de ̂  nécessite un modèle 

pour les valeurs observées 1, , Ny y…  et 1̂ ˆ, , .Nz z…  Dans le cas présent, nous proposons d’utiliser un modèle 
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de mélange, où les distributions dans la classe =1z  et la classe = 0z  peuvent être différentes. Par souci de 

simplicité, nous supposons que les valeurs des unités = 1, ,i N…  sont établies indépendamment les unes 

des autres. De plus, nous supposons que les erreurs de classification dans ˆiz  se produisent avec les mêmes 

probabilités pour toutes les unités, ce qui signifie également qu’elles sont indépendantes de la variable 

continue .iy  Cette dernière hypothèse nous permet de modéliser les valeurs observées iy  et ˆiz  séparément, 

car elle sous-entend que dans chaque classe vraie, la densité conjointe de iy  et ˆiz  est factorisée comme 

suit : 

 ˆ ˆ( , = | = ) = ( | = ) ( = | = )i i i i i i if y z b z a f y z a P z b z a  (2.2) 

pour tous les =1, , ,i N…  avec , {0,1}.a b  Ici, ˆ( = | = )P z b z a  désigne une probabilité d’erreur de 

classification et ( | = )f y z a  désigne la densité de la variable continue dans la classe .a  Décrivons 

maintenant plus en détail ces deux parties du modèle. 
 

Matrice de probabilités. Les probabilités d’erreurs de classification sont modélisées par une matrice de 

transition 2 2  P  (formule 2.3). Celle-ci décrit la relation entre les vraies classes z  (lignes) et les classes 

observées ẑ  (colonnes). 

 
11 11

00 00

1
= .

1

p p

p p

 
 
 

P  (2.3) 

La valeur abp  indique la probabilité d’observer une unité dans la classe b  quand sa vraie classe est .a  Ainsi, 

pour une unité ,i  si sa vraie classe est 1, la probabilité de l’observer dans la classe 1 est ˆ( = 1| = 1) =i iP z z  

11,p  et la probabilité de l’observer dans la classe 0 est 11ˆ( = 0 | = 1) =1 ;i iP z z p  de même, pour une unité 

dans la vraie classe 0, 00ˆ( = 0 | = 0) =i iP z z p  et 00ˆ( =1| = 0) = 1 .i iP z z p  Pour les classificateurs raison-

nables, les valeurs de 11p  et 00p  doivent être supérieures à 0,5. 
 

Modèle de mélange gaussien. Nous supposons que la distribution de y  pour chaque classe z  suit un 

modèle de mélange gaussien. Le nombre de composantes gaussiennes dans la classe 1 est 1,q  et leur nombre 

dans la classe 0 est 0.q  Notons que cela signifie que le modèle global pour y  peut être considéré comme 

un « mélange de mélanges », le premier niveau de mélange étant donné par la vraie classe z  et le deuxième 

niveau de mélange par les composantes du mélange gaussien dans une vraie classe. 

Pour mieux l’expliquer, disons qu’une variable de composante m  est définie pour déterminer à quelle 

composante du modèle de mélange gaussien chaque unité appartient. La variable m  n’est pas observée. La 

distribution de iy  dépend de la classe à laquelle il appartient (la valeur de )iz  et également de la composante 

de cette classe à laquelle il appartient (la valeur de );im  nous posons l’hypothèse classique que chaque unité 

i  appartient à une paire classe-composante unique ( , ).i iz m  Selon la loi de la probabilité totale, la densité 

de iy  conditionnelle à iz  est 

  
   

   

1

0

=1

=1

 = | = 1 | = 1, = ,  si = 1,

| = =

 = | = 0 | = 0, = ,  si = 0,

q

i i i i i
j

i i q

i i i i i
k

P m j z f y z m j a

f y z a

P m k z f y z m k a
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où  = | = 1P m j z  est le poids du mélange d’une composante de la classe 1, désigné par 1 j  

1( {1, , });j q …   = | = 0P m k z  est le poids du mélange d’une composante de la classe 0, désigné par 0k  

0( {1, , }).k q …  Ces poids de mélange satisfont 1

1=1
= 1

q

jj
  et 0

0=1
= 1.

q

kk
  

Dans un mélange gaussien, nous supposons que chaque composante suit une loi normale. Ainsi, nous 

obtenons dans ce cas : 

  
 

 

1

0

2
1 1 1

=1

2
0 0 0

=1

 ; , ,  si = 1,

| = =

 ; , ,  si = 0,

q

j i j j
j

i i q

k i k k
k

y a

f y z a

y a

   

   






 




 (2.4) 

où 1 j  est la moyenne de la composante j  dans la classe 1 et 1 j  est son écart-type; 0k  est la moyenne de la 

composante k  dans la classe 0 et 0k  est son écart-type; 2 1 1 2( ; , )= (2 ) exp{ (y y        2 2) / (2 )}   

désigne la densité d’une loi normale avec des paramètres   et 2.  

Soit 
1 1 1 0 0 01 11 00 11 11 11 1 1 1 01 01 01 0 0 0= ( , , , , , , , , , , , , , , , , )q q q q q qp p             θ … …  le vecteur de para-

mètres inconnus du modèle de mélange gaussien. L’identification de tous les paramètres dans θ  exige que 

l’ordre des composantes dans chaque classe soit fixe. Par souci de simplicité, nous supposons ici que 

111 1 1< < < <j q  … …  et 
001 0 0< < < < .k q  … …  

En pratique, le nombre approprié de composantes dans les modèles de mélange gaussien pour les 

classes 1 et 0, 1q  et 0 ,q  n’est pas connu et doit être déterminé à partir des données observées. Dans le cas 

présent, le principal objectif du modèle de mélange est de fournir une façon souple de modéliser la 

distribution de y  dans chaque classe. Pour ce type d’application, une approche courante consiste à adapter 

plusieurs modèles de mélange aux données avec différents nombres de composantes et à utiliser le critère 

d’information bayésien (BIC pour bayesian information criterion) afin de sélectionner le nombre optimal 

de composantes (McLachlan et Peel, 2000, pages 175 et 209-210). Cependant, des études plus récentes 

laissent entendre que quand les composantes d’un modèle de mélange ont une moyenne et une variance très 

semblables, la matrice d’information de Fisher peut devenir singulière et le BIC n’est plus justifié comme 

critère (Drton et Plummer, 2017). Pour ces situations, Drton et Plummer (2017) ont proposé un critère BIC 

modifié, appelé sBIC. Dans l’étude de cas que nous traitons dans la section 4, nous comparons le nombre 

optimal de composantes selon les critères BIC et sBIC. 

 
2.2.2 Algorithme espérance-maximisation  

L’estimation par le maximum de vraisemblance du modèle de mélange gaussien ci-dessus peut être 

obtenue au moyen d’un algorithme EM (Dempster, Laird et Rubin, 1977; Little et Rubin, 2002). Ce type 

d’algorithme est souvent appliqué en présence de variables non observées dans les modèles statistiques. 

Comme son nom l’illustre, il comporte deux étapes : une étape E et une étape M. L’étape E construit la 

valeur espérée du logarithme de la fonction de vraisemblance des données complètes, conditionnellement 

aux données observées. L’étape M estime ensuite les paramètres du modèle, qui, à leur tour, fournissent des 

données pour l’étape E suivante. L’algorithme procède de manière itérative jusqu’à la convergence. 
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Notons que l’algorithme EM peut estimer tous les paramètres du modèle de mélange (y compris la 

matrice )P  à partir d’un ensemble de données d’observations ˆ( , );i iz y  il n’est donc pas nécessaire d’avoir 

observé la vraie classe iz  d’une unité. En gros, cela est possible parce que, d’une part, la probabilité qu’une 

observation ˆ( , )i iz y  appartienne à la classe 1 ou à la classe 0 peut être prédite à partir des différences dans 

la distribution de y  pour la classe 1 et la classe 0 (ce qui est fait pendant l’étape E) et, d’autre part, les 

distributions de y  et ẑ  dans chaque vraie classe peuvent être estimées à partir de ces probabilités prédites 

(ce qui est fait pendant l’étape M). Techniquement, l’estimation est possible parce qu’il existe (dans des 

circonstances normales) un ensemble unique de valeurs de paramètres θ  pour lequel le logarithme de la 

fonction de vraisemblance des données complètes atteint son maximum global. Autrement dit, le modèle 

est identifié; voir McLachlan et Peel (2000) pour en savoir plus. 

Pour calculer le logarithme de la fonction de vraisemblance des données complètes, nous notons à partir 

des expressions (2.2), (2.3) et (2.4) que 

 
01

( ) ( )(1 )

1 0
=1 =1

ˆ( , , , ; ) = ,i m j i m ki i

qq
z z

i i i i ji ki
j k

f z m z y   

 
1 1

θ   

où 

  
 

2

ˆ1 11ˆ

1 1 11 11 2
11

1 exp ,
22

ii
z i jjz

ji

jj

y
p p


 

 


  

  
  

   

    
 

2
ˆ ˆ1 00

0 1 00 00 2
00

1 1 exp ,
22

i i
z z i kk

ki

kk

y
p p


 

 


  

   
  

   

et les fonctions indicatrices pour im  sont définies comme suit : 

 ( = ) ( = )

1 = 1 = ,
= ; = .

0 0i i

i i

m j m k

i i

m j m k

m j m k

 
 

  
1 1   

Notons que 
1

( = )=1
=

i

q

i m j ij
z z 1  et 

0

( = )=1
(1 ) = 1

i

q

i m k ik
z z  1  pour toutes les unités .i  

Il s’ensuit que le logarithme de la fonction de vraisemblance (LL pour log-likelihood en anglais) pour 

les données complètes du modèle de mélange gaussien peut s’écrire ainsi : 

 
01

( = ) 1 ( = ) 0
=1 =1 =1 =1

ˆLL( ) = log ( , , , ; ) = log (1 ) log ,
i i

qqN N

i i i i i m j ji i m k ki
i i j k

f z m z y z z 
 

  
 

   θ θ 1 1  (2.5) 

où nous avons utilisé l’hypothèse selon laquelle les unités sont tirées indépendamment les unes des autres. 

 

Étape E. Dans l’étape E de l’algorithme, les quantités non observées ( = )ii m jz 1  et   ( = )1
ii m kz 1  dans (2.5) 

sont remplacées par leurs espérances conditionnelles, compte tenu des valeurs observées ˆiz  et :iy  

    
1 0

1

( = ) 1

1 0=1 =1

ˆ ˆ ˆ ˆE = , = = = 1, = = , = = ;
i

ji

i m j i i i i i i jiq q

ji kij k

z z z y y P z m j z z y y A


  
1    
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1 0

0
( = ) 0

1 0=1 =1

ˆ ˆ ˆ ˆE (1 ) = , = = = 0, = = , = = .
i

ki
i m k i i i i i i kiq q

ji kij k

z z z y y P z m k z z y y A


 


 
1    

Pendant l’itération t  de l’algorithme, ces expressions sont évaluées au moyen des estimations des para-

mètres actuels ( 1)ˆ ,t  ce qui produit les valeurs ( )
1

t
jiA  et ( )

0 .t
kiA  

 

Étape M. Dans l’étape M de l’algorithme, le logarithme de la fonction de vraisemblance (2.5) est maximi-

sée par rapport aux paramètres du modèle, les quantités non observées étant remplacées par ( )
1

t
jiA  et ( )

0
t
kiA  à 

partir de l’étape E la plus récente. En paramétrant à zéro les dérivées partielles de premier ordre de cette 

fonction de vraisemblance espérée, on obtient les formules suivantes pour mettre à jour les paramètres du 

modèle : 

 
 1 ( )

1=1 =1( 1)
1
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Comme nous l’avons indiqué précédemment, l’algorithme EM peut servir à estimer le modèle de 

mélange même quand la vraie classe iz  n’est jamais observée dans les données disponibles. Toutefois, en 

général, l’algorithme EM convergera simplement vers un maximum local du logarithme de la fonction de 

vraisemblance. Pour que le maximum global soit trouvé, il faut parfois exécuter l’algorithme plusieurs fois 

en utilisant des valeurs de départ différentes (choisies au hasard) et retenir la meilleure solution. Pour des 

propositions générales concernant la façon de choisir des valeurs de départ aléatoires appropriées pour les 

modèles de mélange, voir McLachlan et Peel (2000, section 2.12). 

Par ailleurs, des observations ˆ( , , )i i iz z y  contenant la vraie classe peuvent avoir été obtenues pour un 

sous-échantillon aléatoire des données (un échantillon de vérification). Si un échantillon de vérification est 

disponible, il peut servir à améliorer la convergence de l’algorithme EM vers le maximum global de la 
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fonction de vraisemblance, ce qui réduit la nécessité de l’exécuter de nouveau avec des valeurs de départ 

différentes. Premièrement, les paramètres 1, 11p  et 00p  peuvent être estimés directement à partir de 

l’échantillon de vérification pour fournir des valeurs de départ raisonnables à l’algorithme EM. De plus, on 

pourrait obtenir de meilleures valeurs de départ pour les autres paramètres (liés aux composantes du mélange 

gaussien à l’intérieur de chaque classe) en appliquant un algorithme de mise en grappe de k  moyennes à 

chaque classe vraie de l’échantillon de vérification (Li, 2020b). Enfin, pour examiner les observations de 

l’échantillon de vérification, 1 jiA  et 0kiA  peuvent être remplacés pendant l’étape E par des valeurs espérées 

définies plus étroitement : 

    
1
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i m j i i i i i i i jiq

jij

z z z z y y P m j z z z y y Q



1    

    
0

0
( = ) 0

0=1

ˆ ˆ ˆ ˆE (1 ) = 0, = , = = = = 0, = , = = ;
i

ki
i m k i i i i i i i kiq

kik

z z z z y y P m k z z z y y Q






1    

tandis que    ( = ) ( = )ˆ ˆ ˆ ˆE = 0, = , = = E (1 ) = 1, = , = = 0.
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2.3 Méthodes 
 

Dans la présente étude, nous comparerons trois méthodes par lesquelles nous tentons d’estimer le biais 

et la variance d’une statistique de domaine ̂  selon la définition de (2.1) : la méthode bootstrap, la méthode 

bootstrap EM et la méthode bootstrap SIMEX. Nous n’avons pas comparé les résultats avec les expressions 

analytiques, puisque nous savons déjà que pour les statistiques de domaine, ces expressions donnent des 

résultats qui sont soit semblables à ceux de la méthode bootstrap, soit moins précis (voir l’introduction). 

Comme nous l’avons indiqué à la fin de la section 2.1, nous nous intéressons ici au biais et à la variance 

dus aux erreurs de classification pour une population finie, conditionnellement aux valeurs 1, , Nz z…  et 

1, , .Ny y…  En raison de l’hypothèse (2.2), cela signifie que le biais et la variance d’intérêt sont entièrement 

déterminés par le processus aléatoire décrit par la matrice ,P  appliqué aux valeurs fixes 1, , .Nz z…  

Une considération pratique importante est que les méthodes bootstrap et bootstrap SIMEX supposent 

que (une estimation de) la matrice P  est disponible au préalable, tandis qu’une estimation de P  est obtenue 

dans le cadre de la méthode bootstrap EM. Pour les autres méthodes, P  pourrait être estimé en pratique à 

partir d’un échantillon de vérification ou par l’exécution séparée de l’algorithme EM. Dans notre étude 

abordée dans les sections 3 et 4, nous avons utilisé l’estimation de P  tirée de l’algorithme EM comme 

donnée d’entrée pour les méthodes bootstrap et bootstrap SIMEX. 

 
2.3.1 Méthode bootstrap 
 

La méthode bootstrap appliquée ici provient de Van Delden et coll. (2016). Elle est résumée dans 

l’algorithme 1. On applique la matrice de classification P  à la classe observée ẑ  et on obtient les classes 
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découlant du bootstrap *.z  La probabilité que la classe bootstrap soit 1 étant donné la classe observée 1 est 
*

11
ˆ( = 1 = 1) =i iP z z p  et elle est *

00
ˆ( = 1 = 0) = 1i iP z z p  quand la classe observée est 0. Au moyen de la 

méthode bootstrap, des erreurs de classification aléatoires sont introduites dans les classes observées. Par 

conséquent, le biais estimé est calculé en comparant les statistiques bootstrap *  à la statistique observée 

ˆ,  et la variance des statistiques bootstrap *  est une estimation de la variance de la statistique de domaine 

observée ˆ.  En pratique, la variance et le biais bootstrap théoriques sont habituellement calculés approxi-

mativement au moyen d’un nombre fini ( )S  d’échantillons bootstrap. Pour certaines statistiques simples 

comme 1  et 1,T  il est également possible de calculer une formule exacte pour la variance et le biais 

bootstrap théoriques (Van Delden et coll., 2016). 

 
Algorithme 1  La méthode bootstrap 

Entrée : Observations ˆ( , )i iy z  pour = 1, , ,i N…  la matrice P  et .S  

1 : for =1s S…  do 

2 :    Générer *
iz  par ,P  conditionnellement à ˆ ,iz  pour chaque unité i  dans l’ensemble de données. 

3 :    Calculer la valeur correspondante *  basée sur *( , )i iy z  au lieu de ˆ( , )i iy z . 

4 : end for 

5 : Calculer * ˆˆ= E( ) ,z bootBiais * ˆ= Var ( )zbootVar  à partir de S  simulations 

Sortie : bootBiais  et bootVar  

 
On sait qu’en général, les estimations du biais et de la variance de l’algorithme 1 sont biaisées, parce que 

les classes observées ˆiz  sont utilisées comme point de départ du bootstrap. Ce problème est illustré dans 

l’annexe C.1 au moyen du paramètre 1= ,T  pour lequel une analyse exacte est possible. Les deux méthodes 

suivantes tentent de corriger ce biais. 

 
2.3.2 Méthode bootstrap espérance-maximisation  
 

Dans la méthode bootstrap EM, nous supposons que les données observées ˆ( , )y z  suivent le modèle de 

mélange gaussien de la section 2.2. L’algorithme EM permet d’estimer les paramètres θ  du modèle, qui 

comprennent les probabilités de classification 11p  et 00.p  Nous appliquons ensuite un processus de simu-

lation emboîté; voir l’algorithme 2. L’objectif du premier niveau de simulation est de rétablir (en espérance) 

un état sans erreur. Cela génère les classes z  à partir de ˆˆ( | , ; ),P z y z θ  ce qui mène aux statistiques sans 

biais .  (Notons que les probabilités requises sont disponibles directement à partir de l’algorithme EM, 

puisque 
1

1=1
ˆˆ( = 1| , ; ) =

q

i i i jij
P z y z Aθ  et 

0

0=1
ˆˆ( = 0 | , ; ) = .)

q

i i i kik
P z y z Aθ  Par la suite, les classes *z  sont 

générées par un processus bootstrap avec une matrice ,P  ce qui mène à une estimation du biais et de la 

variance semblable à celle de l’algorithme 1. Enfin, la moyenne des résultats de cette simulation bootstrap 

interne est calculée au premier niveau de la simulation, afin que soit réduit l’effet du bruit attribuable au fait 

de tirer z  d’une loi de probabilité. 
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Algorithme 2  La méthode bootstrap EM 

Entrée : Observations ˆ( , )i iy z  pour = 1, ,i N…  et 1 2, .S S  

1 : Estimer les paramètres du modèle ,θ  y compris 11p  et 00 ,p  à partir de l’algorithme EM, conditionnellement à 

ẑ  et y  

2 : Calculer ˆˆ( | , ; )i i iP z y z θ  pour chaque unité i  dans l’ensemble de données 

3 : for 1 1=1, ,s S…  do 

4 : Générer iz  par ˆˆ( | , ; )i i iP z y z θ  pour chaque unité i  dans l’ensemble de données 

5 : Calculer la valeur correspondante   basée sur ( , )i iy z  au lieu de ˆ( , )i iy z  

6 : for 2 2= 1, ,s S…  do 

7 :  Générer *
iz  par ,P  conditionnellement à ,iz  pour chaque unité i  dans l’ensemble de données 

8 :  Calculer la valeur correspondante *  basée sur *( , )i iy z  au lieu de ˆ( , )i iy z  

9 : end for 

10 : end for 

11 : Calculer * ˆ ˆ= E (E( | , ) | )z z z z combBiais 
   et * ˆ ˆ= E (Var ( | , ) | )z z z zcombVar 

   à partir de 1S  et 2S  simulations 

Sortie : ,combBiais combVar  et la matrice estimée P  

 
L’annexe C.2 montre que, pour 1 2, ,S S   l’algorithme 2 donne effectivement des estimateurs du biais 

et de la variance approximativement sans biais dans les cas particuliers 1= T  et 1= ,   à condition que 

les données observées suivent le modèle de mélange supposé. Pour d’autres paramètres non linéaires tels 

que 1= ,   aucune preuve exacte n’est disponible, mais nous étudierons le comportement de l’algorithme 2 

dans une étude par simulations. 

 

2.3.3 Méthode bootstrap SIMEX 
 

La méthode SIMEX a été introduite par Cook et Stefanski (1994) pour les variables numériques. Elle 

s’appuie sur une méthode bootstrap pour ajouter diverses erreurs supplémentaires, au moyen desquelles on 

obtient une séquence d’estimations dans différentes conditions d’inclusion d’erreurs. Une fonction est 

ensuite appliquée pour extrapoler la séquence à l’estimation sans erreur. Ici, nous utilisons une extension de 

la méthode SIMEX aux variables catégoriques introduite par Küchenhoff et coll. (2006). 

De façon classique, nous appliquerions la méthode SIMEX pour obtenir une estimation avec correction 

du biais du paramètre cible lui-même (  dans notre notation). Dans le cas présent, nous l’utilisons pour 

obtenir des estimations bootstrap du biais et de la variance de ̂  avec correction du biais. Nous appelons 

cette approche la méthode bootstrap SIMEX. 

La méthode bootstrap SIMEX simule plusieurs conditions dans lesquelles des erreurs de classification 

sont ajoutées aux données selon la matrice P  (P  étant donné par (2.3)), pour différentes valeurs de 0.   

Pour chaque valeur de ,  la méthode bootstrap de l’algorithme 1 est appliquée aux données ajustées pour 

obtenir des estimations du biais et de la variance. Enfin, nous obtenons les estimations du biais et de la 

variance de la méthode SIMEX en extrapolant la séquence des estimations du biais et de la variance de   

à la valeur = 1.   Cela peut se comprendre comme suit. Les données observées disponibles peuvent être 
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considérées comme une réalisation de l’application de la matrice P  aux vraies données. Par conséquent, à 

partir des données observées à = 0,  nous extrapolons la séquence des estimations du biais et de la variance 

à ce qui aurait été trouvé au point non observé de zéro classification erronée, ce qui correspond à = 1.   

La méthode bootstrap SIMEX est résumée dans l’algorithme 3. 

 

Algorithme 3  La méthode bootstrap SIMEX 

Entrée : Observations ˆ( , )i iy z  pour = 1, , ,i N…  la matrice P  et 1 2, .S S  

1 : for   une plage de 0 à 5 avec incréments de 0,5 do 

2 :    Calculer P  

3 : for 1 1=1, ,s S…  do 

4 :  Générer ( )
iz   par ,P  conditionnellement à ˆ ,iz  pour chaque unité i  dans l’ensemble de données 

5 :  Calculer la valeur correspondante ( )  basée sur ( )( , )i iy z   au lieu de ˆ( , )i iy z   

6 :  for 2 2= 1, ,s S…  do 

7 :     Générer ( )ˆ
iz   par ,P  conditionnellement à ( ) ,iz   pour chaque unité i  dans l’ensemble de données 

8 :     Calculer la valeur correspondante ( )ˆ   basée sur ( )ˆ( , )i iy z   au lieu de ˆ( , )i iy z  

9 :  end for 

10 : end for 

11 : Calculer ( )

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ= E (E ( | , ) | )
z

z z z

   ( )
simexBiais   et ( )

( ) ( )ˆ ˆ ˆ= E (Var ( | , ) | )
z

z z z

 ( )
simexVar   à partir de 1S  et 2S  

simulations 

12 : end for 

13 : Extrapoler ( )
simexBiais   et ( )

simexVar   à = 1   pour obtenir simexBiais  et simexVar  

Sortie : ,simexBiais simexVar  

 
Calculer P .

 Quand = 0, 0P  est une matrice d’identité. Dans ce cas particulier, aucune autre erreur de 

classification n’est introduite à la ligne 4 de l’algorithme bootstrap SIMEX. Pour toute valeur réelle de 

> 0, P  peut être calculé au moyen de la décomposition de la valeur propre de .P  Grâce à elle, nous 

obtenons 1= ,P QAQ  où A  est une matrice diagonale de valeurs propres et Q  est une matrice de vecteurs 

propres de .P  Ensuite, P  est calculé par 1= .  P QA Q  Nous obtenons les probabilités correspondantes 
( )
11p   et ( )

00 :p   

 
( ) ( )
11 11

( ) ( )
00 00

1
= ,

1

p p

p p

 


 

 
 
 

P   

où ( )
11p   est la probabilité de ( ) = 1z   quand ˆ =1,z  et ( )

00p   est la probabilité de ( ) = 0z   quand ˆ = 0.z  Ces 

probabilités servent à tirer ( ) ,iz   étant donné ˆ ,iz  à la ligne 4 de l’algorithme. Notons que cette procédure 

fonctionne seulement si P  est une vraie matrice de probabilités dans le sens que ( ) ( )
11 000 , 1.p p    Pour 

0,   cela est garanti à condition que 11 00 > 1p p  (Küchenhoff et coll., 2006). Pour < 0,  cette propriété 

ne se vérifie pas. Par conséquent, l’extrapolation est une étape nécessaire de la méthode SIMEX. 
 

Fonctions d’extrapolation. Une méthode SIMEX donne un estimateur convergent d’un paramètre d’intérêt 

(dans notre cas : le biais et la variance de ˆ)  quand la fonction d’extrapolation, laquelle décrit dans quelle 
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mesure l’estimateur non corrigé varie en tant que fonction de ,  est correctement spécifiée; voir Küchenhoff 

et coll. (2006) pour en savoir plus. La littérature sur la méthode SIMEX propose plusieurs fonctions d’extra-

polation : une régression linéaire locale (LOESS) sur   (Hopkins et King, 2010) et une régression standard 

sur un polynôme quadratique ou cubique de   (Küchenhoff et coll., 2006). Nous avons comparé les trois 

approches dans l’étude par simulations de la section 3. 

 
3. Étude par simulations 
 

3.1 Paramétrage 
 

Nous avons simulé une population de taille =N 2 000 en utilisant deux classes. Pour la variable cible 

,y  nous avons utilisé la distribution de mélange gaussien suivante : la classe 0 a une composante avec 

0 = 15, 0 = 3;  la classe 1 a deux composantes avec 11 12( , ) =  (0,5; 0,5), 11 12( , ) =  (2, 4) et 11( ,

12 ) = (1, 2). 

En ce qui concerne la variable de classification vraie ,z  nous avons mis à l’essai deux proportions 

différentes de la classe 1 : 1  est 0,3 ou 0,5. La variable de classification observée ẑ  a été générée à partir 

de z  au moyen de la matrice de transition P  donnée dans l’équation (2.3). Dans l’étude par simulations, 

les valeurs de 11p  et 00p  ont été définies à 0,6, 0,75 ou 0,9. Pour chaque paramètre de 1, 11p  et 00 ,p  nous 

avons utilisé 0 =S 100, ce qui signifie que 100 ensembles de ẑ  ont été générés à partir de .z  Dans chaque 

ensemble 0 ,s  5 % des unités de la population (donc 100 au total) ont été sélectionnées au hasard comme 

échantillon de vérification, lequel a servi à obtenir les valeurs de départ pour l’algorithme EM de 11
ˆ ,p 00p̂  

et les autres paramètres au niveau de la classe. Les valeurs de départ des paramètres au niveau des 

composantes ont été obtenues par des k-moyennes; voir Li (2020b) pour en savoir plus. Dans une étude 

préliminaire, nous avions également mis à l’essai l’algorithme EM sans échantillon de vérification (voir la 

section 3.3). 

Pour chaque ensemble 0 ,s  nous avons appliqué la méthode bootstrap, la méthode bootstrap SIMEX et 

la méthode bootstrap EM pour estimer le biais et la variance correspondants des paramètres de domaine 

estimés ̂  qui sont donnés dans le tableau 2.1 : la somme totale pour la classe 1 1( ),T  la proportion de la 

classe 1 1( )  et l’écart-type de la classe 1 1( ).  Les estimations du biais et de la variance sont présentées 

ici comme la moyenne sur les ensembles 0.S  

Pour ce qui est de la méthode bootstrap SIMEX, nous avons mis à l’essai le paramétrage ci-dessus de 

l’étude par simulations de trois fonctions d’extrapolation différentes, comme nous l’avons indiqué dans la 

section 2.3.3; voir aussi l’annexe A. Les estimations du biais et de l’erreur-type de la fonction LOESS et du 

polynôme de troisième degré étaient plus proches des vraies valeurs que celles du polynôme du second 

degré. Étant donné que la fonction LOESS a été utilisée dans une étude précédente sur les classifications 

erronées (voir Hopkins et King (2010)), nous avons employé cette fonction d’extrapolation dans le reste du 

présent article. 

L’algorithme EM était interrompu soit quand aucune des estimations de paramètre ne variait de plus de 

0,001 entre deux itérations, soit après 5 000 itérations. En pratique, tant dans la présente étude par 
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simulations que dans l’étude de cas de la section 4, ce nombre maximal d’itérations n’a jamais été atteint. 

Pour 1 % des ensembles de données simulés environ, l’algorithme EM n’a pas convergé correctement en 

raison de problèmes numériques. Ceux-ci ont été causés par un choix malheureux de valeurs de départ 

estimées à partir de l’échantillon de vérification, par exemple une valeur de départ de 11p  exactement égale 

à 1. En principe, ce problème serait facilement évité par un léger changement des valeurs de départ. 

Cependant, comme ce problème ne touchait qu’un petit nombre de cas, nous n’avons pas tenu compte de 

ces cas par souci de commodité dans les résultats ci-dessous. 

Les nombres d’itérations dans les méthodes ,S 1S  et 2S  ont été fixés à 100. Pour obtenir des données 

repères pour le biais et la variance vrais des paramètres de domaine estimés ˆ,  1 000 ensembles de ẑ  ont 

été simulés. 

 

3.2 Résultats 
 

Estimation du biais. La figure 3.1 montre le biais de 1
ˆ ,T 1̂  et 1̂  pour 1 = 0,3 (ligne 1, 3 et 5 respective-

ment) et pour 1 = 0,5 (ligne 2, 4 et 6 respectivement). Chaque colonne affiche les résultats sous les trois 

paramètres 11.p  Dans chaque sous-graphique, l’axe horizontal indique les valeurs de 00 ,p  l’axe vertical 

définit les estimations dans différentes conditions et méthodes. De plus, les différentes méthodes sont 

représentées par différents symboles, soit les vraies valeurs (•), le bootstrap ( ),  le bootstrap SIMEX ( )  

et la méthode bootstrap EM ( ).  La figure 3.2 montre l’erreur-type (racine carrée de la variance) de 1
ˆ ,T 1̂  

et 1̂  pour 1 = 0,3 et 1 = 0,5 pour les mêmes paramètres. 

Dans l’ensemble, pour une valeur donnée de 11,p  le biais de 1
ˆ ,T 1̂  et 1̂  diminuaient quand la valeur 

de 00p  était plus grande. Pour une valeur donnée de 00 ,p  le biais augmentait quand la valeur de 11p  était 

plus grande. Ce résultat peut se comprendre comme suit. Dans le cas du total, une expression analytique du 

biais de 1T̂  est donnée par (C.1). Normalement, on ne peut pas calculer cette expression directement puisque 

0T  et 1T  sont inconnus dans des situations réelles, mais dans les simulations, nous connaissons leurs valeurs. 

Dans notre exemple, à 1 = 0,3; nous constatons que 0 = 15 (1 0,3) 2 000 = 21000T     et 1 = (0,5 2T    

0,5 4) (0,3) 2 000 =1800.    Une augmentation de 00p  de 0,6 à 0,9 pour une valeur donnée de 11p  réduit 

le biais puisque la contribution 00 0(1 )p T  passe de 8 400 à 2 100. Il s’agit des unités de la vraie classe 0 

qui sont observées par erreur comme étant de la classe 1 (surestimation). À l’inverse, une augmentation de 

11p  passant de 0,6 à 0,9 pour une valeur donnée de 00p  entraîne une légère augmentation du biais en raison 

de l’augmentation de la contribution 11 1( 1)p T  de 720  à 180.  Cette contribution fait référence aux 

unités de la vraie classe 1 qui sont observées par erreur comme étant de la classe 0 (sous-estimation). En 

général, pour une valeur donnée de 11,p  le biais des statistiques d’intérêt 1
ˆ( ,T 1̂  et 1

ˆ )  diminue quand la 

valeur de 00p  est plus grande parce que leur surestimation diminue. À l’inverse, pour une valeur donnée de 

00 ,p  le biais des statistiques augmente quand la valeur de 11p  est plus grande parce que sa sous-estimation 

diminue. 

Pour ce qui est des trois méthodes d’estimation (voir la figure 3.1), nous avons constaté que les 

estimations du biais pour les statistiques d’intérêt de la méthode bootstrap EM étaient les plus proches des 

vraies valeurs. Les estimations du biais de la méthode SIMEX étaient plus proches des vraies valeurs que 
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les estimations de la méthode bootstrap, mais elles s’écartaient tout de même considérablement du vrai biais. 

De plus, nous avons constaté que les estimations du biais des trois méthodes étaient plus proches du biais 

pour 1T  et 1  quand les probabilités de classification erronée étaient réduites (valeurs de 11p  ou 00p  plus 

proches de 1). Quand 11p  et 00p  étaient égaux à 0,9, les estimations du biais de la méthode bootstrap et de 

la méthode bootstrap SIMEX se chevauchaient même avec le vrai biais correspondant. Enfin, il convient de 

mentionner que quand 1 = 0,5 et 00 11= ,p p  le vrai biais de 1̂  est égal à 0 et que les trois méthodes 

estimaient ce biais correctement. 
 

Estimation de la variance. La figure 3.2 montre l’erreur-type vraie et estimée de 1
ˆ ,T 1̂  et 1̂  pour 1 =

0,3 (ligne 1, 3 et 5 respectivement) et pour 1 = 0,5 (ligne 2, 4 et 6 respectivement). Les vraies erreurs-types 

de 1T̂  et de 1̂  ont été réduites avec moins de classifications erronées avec 00p  et alors que 11p  passe de 0,6 

à 0,9. Ce résultat découle de l’expression analytique (C.2) pour la variance de 1
ˆ .T  

 
Figure 3.1  Estimation du biais dans l’étude par simulations. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Notes :  Les lignes représentent différents paramètres de domaine 1( ,T  1,  1),  pour deux configurations de 1 :  1 = 0,3 et 1 = 0,5. Les 
colonnes représentent différentes valeurs de 11;p  différentes valeurs de 00p  sont données dans chaque colonne. 
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Figure 3.2  Estimation de l’erreur-type dans l’étude par simulations. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Notes : Pour obtenir la configuration des lignes et des colonnes, voir la figure 3.1. 

 

Étonnamment, l’erreur-type de 1̂  augmentait clairement pour une valeur donnée de 11p  quand 00p  

augmente en passant de 0,6 à 0,9. De plus, il y avait une très faible réduction de cette erreur-type pour une 

valeur donnée de 00p  quand 11p  passait de 0,6 à 0,9. Ce résultat peut s’expliquer comme suit. Le niveau de 

chiffre d’affaires moyen est beaucoup plus élevé dans la classe 0 que dans la classe 1. Quand la plupart des 

unités observées dans la classe 1 proviennent vraiment de la classe 1 et que relativement peu d’unités 

proviennent de la classe 0 00( =p 0,9), l’erreur-type de 1̂  est grande puisqu’il y a une variation consi-

dérable selon les répliques dans lesquelles les valeurs de chiffre d’affaires de la classe 0 seront observées 

comme étant de la classe 1. Dans certaines des répliques, cela concerne les valeurs aberrantes comparative-

ment à la vraie distribution dans la classe 1. Quand le nombre d’unités de la classe 0 augmente 00( =p 0,75), 

cette variation des valeurs de chiffre d’affaires des répliques diminue et donc l’erreur-type de 1̂  diminue. 

Puisque les valeurs de chiffre d’affaires de la classe 0 sont plus grandes que celles de la classe 1, l’effet des 

valeurs variables de 00p  est plus grand que pour 11.p  

Pour ce qui est des trois méthodes d’estimation (voir la figure 3.2), nous avons constaté, comme pour le 

biais, que les estimations de l’erreur-type pour les statistiques d’intérêt de la méthode bootstrap EM étaient 
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les plus proches des vraies valeurs. Pour 1T̂  et 1
ˆ ,  les estimations de l’erreur-type des trois méthodes étaient 

presque tout aussi bonnes dans la plupart des conditions. Dans les autres conditions, les estimations de la 

méthode bootstrap étaient les moins exactes, suivies de celles de la méthode bootstrap SIMEX, qui étaient 

proches des vraies valeurs. Les erreurs-types estimées de 1̂  étaient proches de leurs vraies valeurs dans le 

cas de la méthode bootstrap EM, beaucoup plus proches que celles des deux autres méthodes. Des valeurs 

plus grandes de l’erreur-type de 1̂  entraînent des différences d’estimation plus grandes entre les trois 

méthodes. 

 

3.3 Autres études par simulations  
 

Nous résumons ci-dessous les résultats de trois autres études par simulations. 
 

Échantillon de vérification. Dans une étude préliminaire, nous avons comparé l’estimation du biais et de 

l’erreur-type avec et sans échantillon de vérification (Li, 2020a). Nous avons mis à l’essai des valeurs de 

00p  et 11p  de 0,6; 0,75 et 0,9; N  2 000, 1  égal à 0,1; 0,3; 0,5; 0,7 et 0,9; une seule composante gaussienne 

dans chaque classe, les valeurs de 1  de 2, 10, 12 et 15, 0  étant fixées à 15, 1  1 et 0  2. Dans les 

situations sans échantillon de vérification, différentes valeurs de départ ont été mises à l’essai pour 

l’algorithme EM. Pour 00p  et 11,p  des valeurs de départ de 0,6; 0,75 et 0,9 ont été utilisées, ce qui donnait 

neuf combinaisons pour la paire 00( ,p  11).p  En choisissant différentes valeurs pour 00p  et 11,p  les points 

de départ peuvent être considérés comme représentatifs dans l’espace des paramètres. La valeur de départ 

de 1  a été établie selon 1 11 00 00
ˆ= (3 ) (1 )iz N p p p       qui est une estimation sans biais de 1  

(Kloos et coll., 2021). Les moyennes et les variances ont commencé par des statistiques robustes obtenues 

à partir de classes observées, où g  pour les deux classes a été initialisé à la médiane de la variable cible 

correspondante, et g  commençait par k  MAD où 1= 1 (3 4)k   1,48 et MAD est l’écart absolu 

médian; voir Rousseeuw et Croux (1993). 

Nous avons constaté que le biais estimé des statistiques d’intérêt au moyen de la méthode bootstrap EM 

avec et sans échantillon de vérification produisait presque les mêmes résultats, sauf dans des conditions 

d’estimation difficiles. Ces conditions difficiles se présentaient quand 0 1=   était combiné à des valeurs 

inférieures pour 1  et à de plus petites valeurs de 00p  et 11p  (non illustré). Dans ces conditions, les 

estimations du biais étaient moins exactes, mais le vrai biais (relatif) était petit. Les estimations du biais 

étaient proches de zéro, tandis que le vrai biais relatif atteignait 0,03. Pour l’erreur-type des statistiques 

d’intérêt, la méthode bootstrap EM avec et sans échantillon de vérification produisait presque les mêmes 

résultats dans toutes les conditions testées. 
 

Résultats pour 1.  En plus d’avoir estimé le biais et l’erreur-type de 1
ˆ ,T 1̂  et 1̂  pour 1 = 0,3; nous les 

avons également calculés pour 1
ˆ .  Notons que 1 1 1

ˆ ˆˆ = ( )T N    et que donc les résultats pour 1̂  découlent 

de ceux de 1T̂  et 1
ˆ .  En ce qui concerne la comparaison des trois méthodes, nous avons conclu que le vrai 

biais et l’erreur-type étaient estimés le plus précisément par la méthode bootstrap EM. Les résultats détaillés 

se trouvent dans Li (2020a). 
 

Intervalles de confiance. Jusqu’à présent, nous avons présenté les résultats correspondant à la moyenne 

sur 0 =S 100 ensembles de ẑ  qui ont été générés à partir de .z  En pratique, on aurait un seul ensemble de 

valeurs ˆ.z  Cela nous amène à nous demander si la méthode bootstrap EM donne aussi des estimations du 
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biais plus exactes que les deux autres méthodes dans le cas d’un seul échantillon ou seulement en moyenne. 

Afin de répondre à cette question, nous avons estimé un intervalle de confiance de 95 % pour les estimations 

du biais des statistiques d’intérêt pour les trois méthodes au moyen de 0 =S 100 répliques. Cet intervalle a 

été estimé à 1,96 fois l’erreur-type du biais estimé qui a été calculé à son tour à partir des 0 =S 100 

estimations du biais. 

À partir de la section 3.2, nous avons conclu que dans certaines configurations, les trois méthodes 

produisaient des estimations exactes du biais pour 1T̂  et 1
ˆ ,  mais que sinon, l’estimation du biais par la 

méthode bootstrap EM était visiblement plus proche de la vraie valeur que celle de la méthode bootstrap 

SIMEX et de la méthode bootstrap, en moyenne sur 0S  répliques. Étant donné que les intervalles de 

confiance de 95 % étaient très petits pour les trois méthodes (voir la figure 3.3), dans la plupart des 

configurations aussi pour un seul ensemble de valeurs ˆ,z  l’estimation bootstrap EM du biais était plus 

proche du vrai biais que les estimations de la méthode bootstrap et de la méthode bootstrap SIMEX. 

 

Figure 3.3  Estimation du biais dans l’étude par simulations avec intervalle de confiance de 95 %. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Notes : Pour obtenir la configuration des lignes et des colonnes, voir la figure 3.1. 
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4. Étude de cas 
 
4.1 Données 
 

Nous avons réalisé une étude de cas afin d’évaluer le rendement de nos méthodes dans des applications 

réelles. Dans l’étude de cas, le biais et la variance des statistiques de domaine estimées 1
ˆ ,T 1̂  et 1̂  ont été 

estimés au moyen des mêmes méthodes que celles de l’étude par simulations. 

Pour l’étude de cas, nous avons commencé par un ensemble de données qui contient le logarithme du 

chiffre d’affaires annuel pour une population d’entreprises dont nous connaissons l’adresse de site Web; 

voir Oosterveen (2020). Les entreprises sont classées par code d’activité économique, selon la classification 

européenne NACE Rév. 2 (Nomenclature générale des activités économiques dans la Communauté 

européenne) (Eurostat, 2008). Les entreprises, leurs codes de la NACE et les adresses de site Web ont été 

obtenus à partir du registre statistique des entreprises (RSE). Concernant certaines entreprises, nous avons 

obtenu l’adresse de site Web à partir d’un ensemble de données contenant des adresses URL que nous avons 

récupérées d’une entreprise externe DataProvider. 

Ces valeurs de code de la NACE peuvent présenter des erreurs de classification. Les codes de la NACE 

des entreprises plus grandes et plus complexes sont vérifiés manuellement et corrigés au besoin. C’est la 

raison pour laquelle notre étude de cas se limite aux entreprises les plus simples, composées au maximum 

de trois unités juridiques, car ce sont celles dont les codes de la NACE sont les plus sujets aux classifications 

erronées en pratique. De plus, nous avons commencé par une liste restreinte de 25 activités économiques; 

les codes de la NACE sont donnés dans la figure 4.1. Cette liste restreinte contient quelques groupes de 

codes de la NACE ayant des classes semblables au sein d’un groupe, comme le commerce de gros de 

vêtements et le commerce de détail de vêtements, et des classes différentes des autres, comme le transports 

de voyageurs par taxis. 

Comme dans l’étude par simulations, nous voulions que l’étude de cas commence par un ensemble de 

données exempt de classifications erronées, pour ensuite introduire des classifications erronées délibérément 

afin de mettre à l’essai le rendement des trois méthodes. Cependant, les données que nous avons extraites 

du RSE concernaient des codes de la NACE qui pouvaient déjà contenir des classifications erronées. Nous 

n’avons donc pas utilisé toutes les petites entreprises ayant un site Web (76 270 entreprises), mais plutôt 

une sélection d’entreprises qui avaient une probabilité relativement élevée d’avoir le bon code de la NACE. 

Nous avons effectué cette sélection en prédisant le code de la NACE des entreprises à partir du texte de la 

page principale du site Web de l’entreprise. Ces textes ont été moissonnés et prétraités; voir Oosterveen 

(2020) sur la façon dont cela a été fait. Nous avons entraîné trois algorithmes d’apprentissage automatique 

différents (bayésien naïf, machine à vecteurs de support et forêt aléatoire) à prédire le code de la NACE, au 

moyen d’une procédure de validation croisée à dix blocs. Dans chaque bloc, le modèle a été entraîné sur 

90 % des données et le modèle ajusté a servi à prédire les 10 % restants des données. Un code de la NACE 

observé était considéré comme correct quand les modèles ajustés des trois algorithmes prédisaient le même 

code ou quand il était prédit par deux algorithmes et que la confiance de prédiction des modèles était 
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relativement élevée; voir la description plus détaillée de la sélection dans Oosterveen (2020). Cette sélection 

a donné 45 965 entreprises. 

Dans le présent article, nous nous limitons aux classifications erronées binaires. Nous avons donc 

effectué une autre sélection de paires de deux codes de la NACE à partir de la liste restreinte de 25 codes 

de la NACE. Nous avons sélectionné différentes paires, chaque paire sélectionnée étant un « cas ». Les 

paires différaient dans l’étendue du chevauchement entre les distributions de logarithme du chiffre d’affaires 

et dans les formes des distributions. De plus, nous avons veillé à ce que les deux groupes ne soient pas trop 

petits et pas trop déséquilibrés, ce qui signifie que ce 1  n’était près ni de 0 ni de 1. L’ensemble complet 

des essais que nous avons effectués se trouve dans Li (2020b). Nous présentons ici seulement les résultats 

des deux paires les plus intéressantes, donnés dans le tableau 4.1. 

 

Figure 4.1  Distribution de la densité du logarithme du chiffre d’affaires pour tous les groupes. 
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Le tableau 4.2 présente quelques statistiques de base pour chacune des quatre sous-populations définies 

par les codes de la NACE sélectionnés dans le tableau 4.1, à savoir la taille, le total, la moyenne et l’écart-

type du logarithme du chiffre d’affaires annuel par entreprise. Le cas 1 comporte deux distributions bien 

séparées et un grand nombre d’entreprises par classe. En revanche, dans le cas 2, les deux distributions sont 
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moins bien séparées et ont un plus petit nombre d’entreprises par classe. Le tableau 4.2 présente les vraies 

statistiques de domaine   de chaque classe. 

Nous avons supprimé les valeurs aberrantes avant d’appliquer nos méthodes. Nous avons retiré les 

entreprises dont la valeur du chiffre d’affaires était inférieure à 1 1,5 IQRQ    ou supérieure à 3 1,5Q    

IQR,  où 1Q  est le premier quartile des entreprises de la vraie classe, 3Q  est le troisième quartile et 

3 1IQR = Q Q  correspond à l’écart interquartile. La suppression des valeurs aberrantes était nécessaire 

seulement dans le cas 2. Nous avons supprimé 17 valeurs aberrantes de la NACE 4932 et 6, de la 

NACE 8121. 

 
Tableau 4.1 

Groupes sélectionnés et leurs allocations dans l’étude de cas. 
 

Code de la NACE Description de l’activité économique Cas Classe 
56101 Restauration Cas 1 Classe 1 
96022 Soins de beauté, pédicures et manucures, maquillage et conseil en image Cas 1 Classe 0 
4932 Transports de voyageurs par taxi Cas 2 Classe 1 
8121 Nettoyage courant des bâtiments Cas 2 Classe 0 

Note : NACE = Nomenclature générale des activités économiques dans les Communautés européennes. 

 
4.2 Paramétrage 
 

Contrairement à l’étude par simulations, le nombre de composantes du modèle de mélange gaussien 

n’est pas connu ici et il doit être déterminé. À cette fin, nous avons ajusté un modèle standard de mélange 

gaussien (c’est‑à‑dire sans composante de classification erronée) pour chaque classe par cas séparément. 

Nous avons ensuite déterminé les critères BIC et sBIC de ces modèles ajustés, puisque ces mesures 

pouvaient servir à sélectionner le nombre de composantes; voir la section 2.2. Par souci de commodité, nous 

avons ajusté ce modèle de mélange gaussien aux données réelles plutôt qu’aux données générées par des 

classifications erronées, ce qui nous a évité d’avoir à l’exécuter pour 100 ensembles 0( )S  multipliés par 

neuf conditions de classification erronée (voir ci-dessous). En pratique, il faut ajuster le modèle standard de 

mélange gaussien aux données observées contenant des classifications erronées, ce qui devrait donner un 

peu plus de composantes que quand le modèle est exécuté sur des données vraies. Dans l’annexe B, le 

nombre optimal estimé de composantes pour les cas 1 et 2 est indiqué selon les critères BIC et sBIC. Le 

nombre optimal de composantes dans la classe 0 du cas 2 était deux quand nous utilisions sBIC et un quand 

nous utilisions BIC. Pour les trois autres classes, nous n’a constaté aucune différence dans le nombre optimal 

de composantes. Pour le reste, nous avons utilisé le nombre de composantes selon le critère sBIC, comme 

l’illustre le tableau 4.2. 

Comme dans le paramétrage de l’étude par simulations (section 3.1), la variable de classification 

observée ẑ  a été générée à partir de z  au moyen de P  (équation 2.3) avec des valeurs de 11p  et 00p  de 0,6, 

0,75 ou 0,9. Pour chaque paramètre de 11p  et 00 ,p  nous avons généré 0 =S 100 ensembles de ẑ  à partir de 

.z  Dans chaque ensemble 0 ,S  5 % des unités de la population ont été sélectionnées aléatoirement comme 

échantillon de vérification, lequel a servi à estimer 11p̂  et 00
ˆ .p  Ces estimations ont été utilisées comme 
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valeurs de départ de l’algorithme EM. Les estimations finales de 11p̂  et 00p̂  par l’algorithme EM ont été 

entrées pour les méthodes bootstrap et la méthode bootstrap SIMEX. Le nombre d’itérations ,S 1S  et 2S  

était de 100. Les estimations globales du biais et de la variance des trois méthodes ont été calculées comme 

la moyenne sur 0S  estimations du biais et de la variance. Comme auparavant, le vrai biais et la vraie variance 

estimés des paramètres de domaine estimés étaient fondés sur 1 000 ensembles de ˆ.z  

 
Tableau 4.2 

Statistiques de domaine pour chaque classe de l’étude de cas. 
 

Cas Classe Nombre de 
composantes 

Taille Total Moyenne Écart-type 

Cas 1 
Classe 1 1 3 076 17 415 5,66 0,358 
Classe 0 2 6 993 30 377 4,34 0,501 

Cas 2 
Classe 1 2 642 3 294 5,13 0,597 
Classe 0 2 1 067 5 847 5,48 0,687 

 
4.3 Résultats 
 

La tendance du biais (voir les figures 4.2 et 4.3) et de l’erreur-type (figures 4.4 et 4.5) en tant que fonction 

de 00p  et de 11p  est la même que celle trouvée précédemment dans l’étude par simulations. Dans la plupart 

des configurations mises à l’essai, nous obtenions l’estimation du biais de 1
ˆ ,T 1̂  et 1̂  la plus exacte par la 

méthode bootstrap EM, suivie de la méthode bootstrap SIMEX, tandis que la méthode bootstrap donnait les 

résultats les moins exacts. Une exception s’est produite dans le cas 2, 00 =p 0,9 pour 1̂  où la méthode 

bootstrap SIMEX était la plus exacte, suivie de la méthode bootstrap EM. Dans certaines des configurations 

avec 00 =p 0,75, la méthode bootstrap EM et la méthode bootstrap SIMEX ont produit des résultats presque 

identiques pour le biais. 

Les estimations du biais par la méthode bootstrap EM se chevauchaient presque avec les vraies valeurs 

correspondantes. Dans le cas 2 seulement, les estimations du biais de 1̂  présentaient une certaine distance 

par rapport aux vraies valeurs, tandis que le biais pour 1T̂  et 1̂  demeurait exact. La figure 4.1 montre que, 

dans ce cas, la vraie distribution de y  dans la classe 1 (code de la NACE 4932) est plus asymétrique à droite 

que les autres distributions examinées dans l’étude. Cela peut toucher particulièrement la statistique 1
ˆ ,  qui 

est relativement sensible aux valeurs de la queue droite de la distribution. Une analyse de suivi a montré 

que la méthode bootstrap EM donnait de meilleurs résultats dans cet exemple quand le nombre de compo-

santes par classe passait de deux à trois (voir les figures B.1 et B.2 de l’annexe B). Cela indique qu’il 

pourrait être avantageux de choisir un nombre relativement élevé de composantes du mélange si l’on sait 

que la distribution est asymétrique et si des paramètres non linéaires et non robustes comme 1  sont 

d’intérêt. Il convient toutefois de mentionner que la statistique 1̂  n’est pas publiée directement en tant que 

sortie dans les statistiques officielles. Dans l’ensemble, les résultats indiquent que la méthode bootstrap EM 

a habituellement des résultats exacts, même dans des situations difficiles, quand les deux classes contiennent 

moins d’unités et que leurs distributions se chevauchent.  
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Figure 4.2  Estimation du biais dans le cas 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Notes :  Les lignes représentent différents paramètres de domaine 1( ,T  1,  1).  Les colonnes représentent différentes valeurs de 11;p  différentes 

valeurs de 00p  sont données dans chaque colonne. 

 
Figure 4.3  Estimation du biais dans le cas 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Notes : Pour obtenir la configuration des lignes et des colonnes, voir la figure 4.2. 
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Figure 4.4 Estimation de l’erreur-type dans le cas 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Notes : Pour obtenir la configuration des lignes et des colonnes, voir la figure 4.2. 

 
Figure 4.5 Estimation de l’erreur-type dans le cas 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Notes : Pour obtenir la configuration des lignes et des colonnes, voir la figure 4.2. 
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Les différences entre les trois méthodes concernant l’exactitude de l’erreur-type estimée de 1
ˆ ,T 1̂  et 1̂  

étaient plus petites que celles du biais estimé. Dans les configurations où les estimations des trois méthodes 

étaient nettement différentes, la plupart du temps, l’estimation de l’erreur-type par la méthode bootstrap EM 

se rapprochait le plus de sa vraie valeur, suivie de la méthode bootstrap SIMEX, tandis que la méthode 

bootstrap était la moins exacte. Parfois, l’erreur-type estimée de la méthode bootstrap SIMEX se rapprochait 

le plus de la vraie erreur-type, par exemple pour le cas 1, 00 =p 0,6; 11 =p 0,9 et la statistique cible 1
ˆ ,T 1̂  

mais les différences avec la méthode bootstrap EM étaient petites. 

 
5. Discussion 
 

Dans le présent article, nous avons proposé une méthode bootstrap EM pour estimer l’exactitude des 

statistiques de domaine, pour ce qui est du biais et de la variance, en présence de classifications erronées. 

L’utilisation d’un algorithme EM n’est pas nouvelle dans les études de situations dans lesquelles des erreurs 

de classification se produisent. À titre d’exemple, Sinclair et Hooker (2017) et Kosinski et Flanders (1999) 

ont cherché à estimer les paramètres d’un modèle en présence d’erreurs de classification dans une ou 

plusieurs de ses variables. Notre méthode bootstrap EM suppose un modèle de mélange gaussien. Dans 

notre étude, nous n’utilisons pas le modèle de mélange pour améliorer directement l’exactitude de nos 

estimations (totales ou moyennes), mais plutôt pour estimer l’exactitude d’un estimateur donné. La prin-

cipale raison est que les organismes nationaux de statistique ont tendance à éviter d’utiliser des estimateurs 

fondés sur un modèle directement à des fins de production, particulièrement si les hypothèses du modèle ne 

sont pas vérifiables (Van den Brakel et Bethlehem, 2008). En revanche, l’utilisation de modèles pour estimer 

la qualité de la production est acceptée. Une autre raison pour laquelle nous avons utilisé la méthode pour 

estimer l’exactitude plutôt que pour l’améliorer (directement) est que le rendement nécessaire dans le 

premier cas est inférieur à celui exigé dans le second cas. Une fois que le biais et la variance des estimations 

(données) sont obtenus, on peut soit conclure que ces estimations sont suffisamment exactes pour être 

publiées, soit viser d’abord à améliorer l’exactitude des estimations. Dans ce dernier cas, on pourrait d’abord 

appliquer la vérification des données pour réduire le taux de classifications erronées. Par ailleurs, le modèle 

de mélange pourrait servir à construire une estimation améliorée, si le modèle est considéré comme 

suffisamment fiable. 

Nous avons comparé la mesure dans laquelle il est possible d’estimer le biais et la variance de statistiques 

en présence d’une classification erronée au moyen de la méthode bootstrap EM, de la méthode bootstrap et 

de la méthode bootstrap SIMEX en utilisant des ensembles de données simulées et des applications réelles. 

Les données simulées concernaient des (mélanges de) lois normales, alors que les données réelles 

concernaient des distributions empiriques. Pour la plupart des conditions mises à l’essai, nous avons constaté 

que la méthode bootstrap EM dépassait la méthode bootstrap et la méthode bootstrap SIMEX. Le biais 
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estimé des statistiques de la méthode bootstrap EM était plus proche du vrai biais que celui de la méthode 

bootstrap et de la méthode bootstrap SIMEX. La variance estimée des statistiques fondée sur la méthode 

bootstrap EM était également plus exacte que celle des autres méthodes, mais dans ce cas, les différences 

relatives entre les valeurs estimées des trois méthodes étaient plus petites que pour le biais. C’est seulement 

dans les situations où les moyennes des deux distributions étaient très rapprochées et où les populations 

étaient petites que la statistique 1̂  était mieux estimée par la méthode SIMEX. L’estimation du biais du 

total demeurait toutefois exacte. 

D’après les résultats obtenus, nous nous attendons à ce que la méthode bootstrap EM offre un meilleur 

rendement que la méthode bootstrap pour une variable binaire, à condition que les paramètres du modèle 

soient bien estimés et que la distribution de y  soit bien représentée. Nous avons constaté que l’algorithme 

EM avait de la difficulté à bien estimer les paramètres du modèle seulement quand les deux distributions 

avaient des moyennes rapprochées et que la taille de la population était petite. Néanmoins, malgré ces 

conditions difficiles, le biais du total était bien estimé. Nous nous attendons à ce que la combinaison de 

moyennes de classes similaires et de grands écarts-types pose également plus de problèmes. La méthode 

SIMEX fonctionne bien seulement quand le paramètre d’intérêt est une fonction lisse de   qui peut être 

extrapolée correctement. Comme notre méthode d’estimation ne dépend pas de ces conditions, nous nous 

attendons à ce qu’elle donne de meilleurs résultats que la méthode SIMEX pour les variables de 

classification binaire. Quand la distribution de y  est très asymétrique et contient un certain nombre de 

valeurs aberrantes, l’algorithme SIMEX peut alors donner de meilleures résultats que l’algorithme EM. 

Les résultats ci-dessus ont été obtenus en faisant la moyenne de plus de 100 exécutions de simulation. 

En comparant les intervalles de confiance de 95 % du biais estimé dans l’étude par simulations, nous avons 

montré que même dans une situation pratique où il n’y a qu’un seul ensemble de ˆ,z  la méthode bootstrap EM 

mène à de meilleures estimations du biais que la méthode bootstrap et la méthode bootstrap SIMEX. Nous 

avons obtenu ces résultats en utilisant les probabilités d’erreur de classification estimées par l’algorithme 

EM comme données d’entrée pour la méthode bootstrap et la méthode bootstrap SIMEX. Nous avons ainsi 

donné à la méthode bootstrap et à la méthode bootstrap SIMEX la meilleure position de départ possible pour 

faire concurrence à la méthode bootstrap EM. Comme solution de rechange, nous avons aussi utilisé les 

probabilités estimées d’un échantillon de vérification comme données d’entrée pour les méthodes bootstrap 

et bootstrap SIMEX, ce qui a donné des résultats moins bons qu’auparavant (non indiqués ici). 

En plus de donner des estimations plus exactes du biais et de la variance, la méthode bootstrap EM 

présente deux autres avantages par rapport aux méthodes bootstrap et bootstrap SIMEX. Le premier 

avantage est que le bootstrap EM n’exige pas que les probabilités d’erreur de classification 11p  et 00p  soient 

estimées avec exactitude au préalable. De fait, l’algorithme EM fournit des estimations de ces probabilités 

dans ses données de sortie. Dans des études antérieures, ces probabilités de classification erronée ne 

pouvaient être obtenues qu’à partir d’échantillons de vérification (Van Delden et coll., 2016). Les résultats 
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de Li (2020a) et de Li (2020b) indiquent que le bootstrap EM fonctionne aussi bien sans échantillon de 

vérification, sauf dans certains cas extrêmes (où deux classes ont la même moyenne). Quand aucun 

échantillon de vérification n’est disponible, il faut utiliser plusieurs valeurs de départ pour éviter de trouver 

un maximum local. Si un échantillon de vérification est disponible, il est utile de l’intégrer à l’algorithme 

EM (Li, 2020a). Dans notre étude, les valeurs de départ obtenues à partir de l’échantillon de vérification 

étaient suffisantes pour obtenir des estimations exactes du biais et de la variance. Le deuxième avantage de 

la méthode bootstrap EM est que sa sortie comprend les probabilités propres à l’unité ˆˆ( = 1| , ; ) =i i iP z y z θ  
1

1=1

q

jij
A  et 0

0=1
ˆˆ( = 0 | , ; ) = ,

q

i i i kik
P z y z Aθ  qui peuvent servir à prédire la probabilité d’une erreur de 

classification dans ˆiz  pour chaque unité de l’ensemble de données. Ce résultat peut ensuite servir à vérifier 

et corriger manuellement les unités susceptibles d’avoir un code incorrect de façon efficace. Cela permettrait 

d’économiser beaucoup de temps et d’efforts comparativement au simple fait de vérifier toutes les unités 

dans une (sous) population à partir de 11p  et 00.p  

Deux éléments sont à prendre en considération dans l’utilisation pratique de la méthode bootstrap EM. 

Premièrement, la méthode bootstrap EM suppose que la distribution réelle peut être décrite au moyen d’un 

modèle de mélange gaussien. Selon McLachlan et Peel (2000), un modèle de mélange gaussien peut prendre 

en charge diverses distributions pour la variable continue. Dans les études de cas, nous avons constaté qu’il 

était possible de calculer approximativement les distributions empiriques avec deux ou trois composantes. 

Nous ne pensons pas que l’hypothèse du mélange gaussien présente de grandes limites à son application 

dans la pratique, bien qu’il faille préciser que nous n’avons pas testé notre méthode dans des situations qui 

nécessitent plus de trois composantes gaussiennes par classe. De plus, dans nos études de cas, nous avons 

déterminé le nombre de composantes par classe en utilisant le critère sBIC sur les vraies données, alors 

qu’en pratique, il faudrait le déterminer en appliquant la méthode sur des données comportant des 

classifications erronées. Les résultats de la section 4.3 laissent entendre qu’en cas de données asymétriques, 

il pourrait être avantageux en pratique de privilégier l’inclusion d’un trop grand nombre de composantes 

plutôt que d’un trop petit nombre. Ces questions pourraient faire l’objet d’études plus approfondies. 

Deuxièmement, il faudra soigneusement déterminer le nombre d’itérations des deux boucles, car il 

influera sur l’exactitude des estimations du biais et de la variance de la méthode bootstrap EM. (Cela vaut 

également pour les deux autres méthodes.) Dans notre étude, nous avons utilisé un nombre fixe d’itérations 

dans les expériences. À la lumière des résultats, nous avons jugé que nous avions effectué assez d’itérations 

pour tirer des conclusions valides. En pratique cependant, le nombre d’itérations doit être ajusté selon les 

propriétés des ensembles de données, comme la taille, la distribution de chaque classe, la distance entre les 

deux classes, etc. Efron et Tibshirani (1993) présentent quelques éléments dont il faut tenir compte quand 

on choisit le nombre d’itérations dans un algorithme bootstrap; par exemple, il faut généralement plus 

d’itérations pour une plus petite taille de population (op. cit., section 6.4). De plus, il a été démontré que 

pour des algorithmes emboîtés similaires, le nombre d’itérations dans la boucle « for » externe influe le plus 
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sur la convergence (Chang et Hall, 2015), ce qui indique que l’augmentation de 1S  dans l’algorithme 2 est 

plus bénéfique que l’augmentation de 2.S  Toutefois, comme chaque application est différente, il est recom-

mandé d’examiner la convergence des estimations bootstrap, par exemple en représentant graphiquement 

les résultats intermédiaires par rapport au nombre d’itérations pour vérifier le moment auquel ils deviennent 

suffisamment stables. Enfin, si l’on veut seulement estimer le biais, et non la variance, la boucle bootstrap 

secondaire de la méthode bootstrap EM n’est pas nécessaire, ce qui permet de gagner du temps de calcul; 

voir la « méthode EM » dans Li (2020b). 

Il serait utile d’étudier plusieurs extensions de notre approche dans de futures travaux de recherche. Une 

première extension importante consisterait à généraliser l’estimation du biais et de la variance à une situation 

au moyen d’une variable de classification ayant 2D   classes. En présence de D  classes, les probabilités 

de classification erronée seront données par une matrice D D  P  ayant ( 1)D D   probabilités à estimer. 

Pour chaque domaine supplémentaire {1, , },d D …  le nombre d’autres paramètres dans le modèle de 

mélange augmente linéairement selon ( 1) 2 1 = 3d d dq q q    où dq  est le nombre de composantes par 

domaine supplémentaire .d  Puisque le nombre de paramètres augmente avec le nombre de domaines, 

l’échantillon de vérification gagne en importance pour donner au modèle des valeurs de départ raisonnables. 

Il est également important de vérifier par un essai si le bootstrap EM de D  classes converge bien. De plus, 

il faut vérifier par un essai si le modèle de mélange donne de meilleurs résultats que les méthodes bootstrap 

et SIMEX existantes pour > 2.D  

Une deuxième extension consisterait à tenir compte de données d’échantillon plutôt que de données de 

recensement. Dans ce cas, la qualité de la sortie est influencée par l’erreur de classification et l’erreur 

d’échantillonnage. Dans le cas d’un échantillonnage aléatoire simple, le biais estimé n’est pas touché par 

l’erreur d’échantillonnage. Concernant la variance, on pourrait utiliser deux approches. La première est que 

la procédure d’échantillonnage est également par bootstrap parce qu’elle est incluse dans la procédure 

bootstrap EM. Une autre méthode serait une approche hybride dans laquelle l’estimation bootstrap EM est 

utilisée pour les erreurs de classification, tandis qu’une expression analytique est utilisée pour l’erreur 

d’échantillonnage. 

Une troisième extension consisterait à assouplir les hypothèses pour les probabilités d’erreurs de 

classification. Dans notre étude, les probabilités de faire des erreurs de classification, 11p  et 00 ,p  sont 

supposées indépendantes de la variable continue. Cependant, dans des situations réelles, cette hypothèse ne 

tient pas toujours, du moins pas sans qu’elle soit conditionnée à d’autres covariables. Il serait donc 

intéressant de réaliser une extension dans laquelle les probabilités de classification erronée dépendent de 

covariables. 

Une quatrième extension consisterait à utiliser plusieurs variables numériques cibles, comme la taille et 

le poids de patients dans des dossiers médicaux. Il y aurait ensuite plus d’une variable cible dans le modèle 

général. Un modèle multivarié de mélange gaussien peut être un modèle approprié dans ce cas (McLachlan 
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et Peel, 2000). Une cinquième extension possible consisterait à prendre en compte les valeurs manquantes 

dans la ou les variables cibles. 

Enfin, nous remarquons que l’algorithme 1 de notre étude est une méthode bootstrap unique standard. 

Dans la littérature, des bootstraps doubles et à plusieurs degrés ont également été proposés comme moyen 

de corriger le biais dans les estimateurs du biais et de la variance à partir d’un seul bootstrap (Chang et Hall, 

2015; Hall et Martin, 1988). Ces méthodes ne nécessitent pas de modèle explicite pour les données, mais 

comme le bootstrap unique, elles nécessitent (une estimation) de la matrice P  comme entrée. Il serait 

intéressant de comparer le rendement de la méthode bootstrap EM et celui d’un bootstrap double dans une 

future étude, en particulier pour le problème étendu ayant 2D  classes ou plusieurs variables cibles 

numériques, pour lesquelles l’estimation d’un modèle de mélange gaussien peut devenir difficile. 
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Annexe 
 
A. Fonction d’extrapolation dans la méthode bootstrap SIMEX 
 

Dans la présente annexe, nous comparons trois fonctions d’extrapolation utilisées dans la méthode 

bootstrap SIMEX, soit une régression par polynômes locaux (LOESS), une régression par polynômes du 

second degré (poly2) et une régression par polynômes du troisième degré (poly3). Pour la fonction LOESS, 

nous avons utilisé les paramètres par défaut de la fonction LOESS dans R (span = 0,75 et nls.control 

(nombre maximal d’itérations dans l’algorithme = 1000)). 

Les estimations du biais et de l’erreur-type de la fonction LOESS et de la régression par polynômes du 

troisième degré étaient semblables; voir les figures A.1 et A.2. Les estimations des deux modèles étaient 

plus proches des vraies valeurs que celles de la régression par polynômes du second degré. Étant donné que 

la fonction LOESS avait été utilisée dans une étude précédente sur les classifications erronées (Hopkins et 

King, 2010), nous avons décidé d’appliquer la fonction LOESS dans le présent article. 
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Figure A.1 Comparaison du rendement de l’estimation du biais des trois fonctions d’extrapolation dans la 
méthode bootstrap SIMEX.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Notes :  Les lignes représentent différents paramètres de domaine 1( ,T  1,  1,  1),  pour deux configurations de 1 :  1 = 0,3 et 1 = 0,5. Les 

colonnes représentent différentes valeurs de 11;p  différentes valeurs de 00p  sont données dans chaque colonne.  
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Figure A.2 Comparaison du rendement de l’estimation de l’erreur-type des trois fonctions d’extrapolation 
dans la méthode bootstrap SIMEX.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Notes : Pour obtenir la configuration des lignes et des colonnes, voir la figure A.1. 
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B. Critère d’information bayésien BIC comparativement au critère BIC 
modifié sBIC 

 

Avant d’ajuster le modèle de mélange gaussien, il faut sélectionner son nombre de composantes. Dans 

la présente annexe, nous comparons les résultats de l’estimation du biais et de l’erreur-type quand nous 

utilisons le critère BIC par rapport au critère sBIC comme critère de sélection du nombre de composantes. 

Le critère sBIC est plus justifié quand les composantes du modèle de mélange ont des moyennes et une 

variance très semblables; voir la section 2.2.1. 

Le tableau B.1 présente le nombre optimal de composantes qui a été sélectionné selon les critères BIC 

et sBIC. Les deux critères donnent le même nombre de composantes pour les deux classes du cas 1 et pour 

la classe 1 du cas 2. Pour la classe 0 du cas 2, le nombre optimal de composantes qui a été sélectionné selon 

le critère sBIC était deux et celui selon le critère BIC était un. Par conséquent, pour le cas 2 seulement, nous 

avons comparé les estimations du biais et de l’erreur-type, en utilisant deux composantes (sBIC) ou une 

composante (BIC) pour la classe 0. 

 
Tableau B.1 

Nombre optimal de composantes qui a été sélectionné selon le critère d’information bayésien BIC et le critère 

BIC modifié sBIC. 
 

No du cas Classe Nombre optimal 
Critère BIC Critère sBIC 

Cas 1 
Classe 1 1 1 
Classe 0 2 2 

Cas 2 
Classe 1 2 2 
Classe 0 1 2 

 
L’utilisation de deux composantes pour la classe 0 a permis d’obtenir des estimations du biais plus 

exactes que l’utilisation d’une seule composante; voir la figure B.1. Pour certains paramétrages, les esti-

mations des erreurs-types fondées sur deux composantes étaient également plus exactes que celles fondées 

sur une composante (voir la figure B.2), même si les différences d’exactitude étaient plus petites pour 

l’erreur-type que pour le biais. Nous avons donc décidé d’utiliser le critère sBIC dans notre étude de cas 

pour estimer le nombre optimal de composantes. 

Pour le cas 2, nous avons également essayé un modèle comportant trois composantes au lieu de deux 

dans les deux classes. Les estimations du biais et les erreurs-types qui en résultent sont présentées dans les 

figures B.1 et B.2 (« Méthode à trois composantes »). Comme cela a été mentionné dans la section 4.3, nous 

constatons que l’augmentation du nombre de composantes à trois permet d’obtenir des résultats plus exacts. 
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Figure B.1 Estimation du biais au moyen du critère d’information bayésien BIC par rapport à celle au moyen 

du critère BIC modifié sBIC dans le cas 2.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Notes : Pour obtenir la configuration des lignes et des colonnes, voir la figure A.1. 

 

Figure B.2 Estimation de l’erreur-type au moyen du critère d’information bayésien BIC par rapport à celle au 
moyen du critère BIC modifié sBIC dans le cas 2.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Notes : Pour obtenir la configuration des lignes et des colonnes, voir la figure A.1. 
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C. Propriétés théoriques des algorithmes 1 et 2 
 

C.1 Algorithme 1 : la méthode bootstrap 
 

En général, l’algorithme 1 produit des estimations biaisées du biais et de la variance de ˆ.  Nous 

illustrerons cela au moyen du total estimé du domaine 1
ˆ .T  Notons que les résultats ci-dessous s’appliquent 

aussi à 1
ˆ ,  car il est obtenu comme un cas particulier de 1T̂  avec 1 .iy N  

Pour 1
ˆ ,T  on peut calculer que son vrai biais est égal à 

 1 00 0 11 1
ˆBiais( ) = (1 ) ( 1) ,T p T p T    (C.1) 

tandis que, pour ,S   l’estimateur du biais bootstrap de l’algorithme 1 converge vers 00 0
ˆ(1 )p T   

11 1
ˆ( 1) ;p T  voir, par exemple, Burger, van Delden et Scholtus (2015). Ainsi, en général, l’estimateur du 

biais bootstrap est biaisé à moins que 1T̂  lui-même ne soit un estimateur sans biais de 1.T  Cette dernière 

situation ne se produit que pour des combinaisons particulières de 11 00( , )p p  (Kloos et coll., 2021). 

De même, on peut calculer que la vraie variance de 1T̂  est 

 1 00 00 0 11 11 1
ˆVar ( ) = (1 ) (1 ) ,T p p K p p K    (C.2) 

avec 2
1 =1

=
N

i ii
K z y  et 2

0 =1
= (1 ) ,

N

i ii
K z y  tandis que l’estimateur bootstrap de la variance converge vers 

la même expression, 1K  et 0K  étant remplacés respectivement par 2
1 =1
ˆ ˆ=

N

i ii
K z y  et 2

0 =1
ˆ ˆ= (1 )

N

i ii
K z y  

(Burger et coll., 2015). Notons qu’en général, quand 1 1= ,T   les conditions dans lesquelles l’estimateur du 

biais bootstrap et l’estimateur de la variance bootstrap sont sans biais ne sont pas équivalentes. 

 

C.2 Algorithme 2 : la méthode bootstrap espérance-maximisation 
 

Comme l’indique la section 2.3.2, le but de générer des valeurs 0-1 iz  dans la boucle « for » externe de 

l’algorithme 2, avec 
1

1=1
ˆ ˆˆ ˆ( = 1| , ; ) = ( =1| , ; ) = ,

q

i i i i i i jij
P z y z P z y z Aθ θ  est de corriger les estimateurs boot-

strap du biais et de la variance pour le biais qui se produit dans l’algorithme 1. Pour illustrer l’idée sous-

jacente, nous montrerons ici que dans le cas du total de domaine estimé 1
ˆ ,T  pour lequel des expressions 

analytiques exactes sont disponibles, la correction de biais est effectivement réalisée par combBiais  et 

combVar  à condition que le modèle de mélange supposé se vérifie. Une version simplifiée de la dérivation 

ci-dessous peut être donnée pour la proportion estimée 1
ˆ .  

Notons 1 =1
=

N

i ii
T z y   et 0 =1

= (1 ) ;
N

i ii
T z y   notons aussi * *

1 =1
=

N

i ii
T z y   et * *

0 =1
= (1 ) .

N

i ii
T z y   Nous 

pouvons calculer d’une manière analogue à (C.1) que *
1 1 00 0 11 1

ˆE ( | , ) = (1 ) ( 1) .T T z z p T p T        Par 

conséquent, pour 1 2, ,S S   la valeur espérée de l’estimateur du biais dans la méthode bootstrap EM est 

      1 00 0 11 1
ˆ ˆ ˆE ( ) = (1 ) E E ( | ) ( 1) E E ( | ) .z zT p T z p T z  combBiais  

   (C.3) 

De plus, nous constatons que 

 
1 1

1 1 1 1 1
=1 =1 =1 =1 =1

ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆE ( | ) = E( | ) = ( =1| , ; ) = = ,
q qN N N

z i i i i i i i ji i j j
i i i j j

T z z z y P z y z y A y N     
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où la dernière expression découle des formules appliquées à l’étape M de l’algorithme EM (voir la 

section 2.2.2). En supposant que le modèle de mélange se vérifie, il s’ensuit que 

  
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=1 =1

ˆˆ ˆˆE E ( | ) = E = = ;
q q

z j j j j
j j

T z N N N T       
 

 
 

 
   

Voir la note 2 du tableau 2.1 pour les deux dernières égalités. De même, on peut démontrer que 

 0 0
ˆE E ( | )z T z T

  si le modèle se vérifie. En substituant les deux résultats dans (C.3) et en se rappelant 

(C.1), nous concluons que  1 1
ˆ ˆE ( ) Biais( ).T TcombBiais  

Pour l’estimateur de la variance, nous pouvons procéder de la même façon. Notons 2
1 =1

=
N

i ii
K z y   et 

2
0 =1

= (1 ) .
N

i ii
K z y   De manière analogue à (C.2), nous pouvons démontrer que *

1 ˆVar ( | , ) =T z z   

00 00 0 11 11 1(1 ) (1 ) .p p K p p K     Par conséquent, pour 1 2, ,S S   

      1 00 00 0 11 11 1
ˆ ˆ ˆE ( ) = (1 ) E E ( | ) (1 ) E E ( | ) .z zT p p K z p p K z  combVar  

   (C.4) 

À partir des formules appliquées dans l’algorithme EM, il s’ensuit que 

 
1 1

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

=1 =1 =1 =1 =1

ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆE ( | ) = E( | ) = ( =1| , ; ) = = ( ).
q qN N N

z i i i i i i i ji i j j j
i i i j j

K z z z y P z y z y A y N      θ
    

Par conséquent, en supposant que le modèle de mélange se vérifie, nous obtenons ce qui suit : 

  
1

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1

=1

ˆE E ( | ) ( ) = ( ) = .
q

z j j j
j

K z N N K        
   

De la même façon, nous pouvons en déduire que  0 0
ˆE E ( | ) .z K z K

  Par conséquent, nous pouvons voir 

en utilisant (C.2) que  1 1
ˆ ˆE ( ) Var( )T TcombVar  si le modèle de mélange se vérifie. 
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Stratification fondée sur un modèle de populations de 
paiements dans les enquêtes au sujet de l’intégrité  

de Medicare 

Don Edwards, Piaomu Liu et Alexandria Delage1 

Résumé 

Lorsqu’un fournisseur de soins de santé de Medicare est soupçonné de fraude liée à la facturation, on isole une 
population de paiements X  versés à ce fournisseur sur une certaine période. Un examinateur médical agréé peut, 
dans un long processus, établir le trop-payé =Y X   (montant justifié par la preuve) pour chaque paiement. En 
temps normal, il y aura trop de paiements dans une population pour que chacun soit examiné avec soin, aussi 
prélève-t-on un échantillon probabiliste. Les trop-payés de cet échantillon servent alors à calculer une borne 
inférieure de l’intervalle de confiance de 90 % pour le trop-payé total de cette population. La borne correspond 
au montant exigé en recouvrement auprès du fournisseur. Malheureusement, les méthodes classiques de calcul 
de cette borne ne permettent parfois pas de dégager le niveau de confiance de 90 %, plus particulièrement 
lorsqu’on utilise un échantillon stratifié. 

 

Dans le présent document, nous présentons et décrivons 166 échantillons épurés tirés des enquêtes au sujet de 
l’intégrité de Medicare qui comportent 156 populations de paiements correspondantes. Les 7 588 paires 
échantillonnées  ,Y X  indiquent 1) que les vérifications réalisées au sein de Medicare affichent des taux 
d’erreur élevés : plus de 76 % des paiements en question sont considérés comme étant des erreurs. Elles indiquent 
aussi 2) que les configurations de ces échantillons vont dans le sens d’un modèle de mélange « tout ou rien » 
pour  ,Y X  qui est déjà défini dans les études spécialisées. Nous analysons des procédures de test de Monte 
Carlo fondées sur un modèle pour les plans de sondage de Medicare, ainsi que des méthodes de stratification 
fondées sur les moments anticipés du modèle. Pour la viabilité (atteinte d’un niveau de confiance de 90 %), nous 
définissons dans le présent article une nouvelle méthode de stratification qui rivalise avec les meilleures parmi 
de nombreuses méthodes existantes et qui semble moins sensible au choix de paramètres d’exploitation. Pour ce 
qui est du recouvrement des trop-payés (ce qui équivaut à une mesure de la précision), la nouvelle méthode se 
compare aussi aux meilleures parmi les nombreuses méthodes expérimentées. Malheureusement, aucun 
algorithme de stratification mis à l’essai ne s’est révélé viable pour plus de la moitié environ des 104 populations 
visées par l’essai. 

 
Mots-clés : Fraude de Medicare; modèle de mélange « tout ou rien »; stratification de Dalenius-Hodges; moments 

anticipés; répartition de Neyman. 

 
 

1. Introduction 
 

À en croire le rapport des fiduciaires de 2022 des Centers for Medicare and Medicaid Services (CMS) 

aux États-Unis (https://www.cms.gov/files/document/2022-medicare-trustees-report.pdf), les fonds de 

l’Hospital Insurance Trust du Medicare Trust Fund seront épuisés en 2028. Soucieux de repousser la date 

de cet épuisement, les CMS et les assemblées législatives se sont concentrés au cours de la dernière décennie 

à éliminer les fraudes, à améliorer la qualité et à réduire le coût des soins dans l’ensemble (Huffman, 2021; 

Salmond et Echevarria, 2017). Les CMS procèdent par tests systématiques des taux d’erreur (Comprehensive 

Error Rate Testing ou CERT; https://www.cms.gov/Research-Statistics-Data-and-Systems/Monitoring-Programs/ 

Improper-Payment-Measurement-Programs/CERT); il s’agit d’un programme d’estimation annuelle des taux 

d’erreur de paiement du Medicare Fee-for-Service (FFS) dans le cadre duquel on échantillonne les 
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demandes pour déterminer si les paiements étaient conformes aux règles de couverture, de codage et de 

paiement de Medicare. En 2022, le taux de paiements irréguliers a été estimé à 7,46 %, ce qui représente 

31,46 milliards de dollars de paiements irréguliers. Il est clair que, même lorsque les efforts sont concertés 

en vue d’éliminer la fraude, le gaspillage et l’abus dans le programme Medicare FFS, des problèmes en 

matière d’intégrité subsistent en lien avec des demandes de paiements versés de façon inappropriée, et que 

ces problèmes perdureront (Clemente, McGrady, Repass, Paul III et Coustasse, 2018). 

Aux fins de notre exposé, un « fournisseur » se définit comme toute entité facturant des montants à 

Medicare, qu’il s’agisse des médecins, des fournisseurs de services à domicile, des hôpitaux, des prestataires 

de services dans des centres de soins palliatifs, des fournisseurs de produits médicaux durables, d’exploitants 

de services d’ambulance ou d’autres fournisseurs. Les CMS font appel à des entrepreneurs à plusieurs 

niveaux pour faire enquête sur les fournisseurs soupçonnés d’abuser du système. Les lignes directrices 

régissant actuellement le processus d’enquête figurent dans le Medicare Program Integrity Manual (MPIM) au 

chapitre 8 (https://www.cms.gov/Regulations-and-Guidance/Guidance/Manuals/Downloads/pim83c08.pdf). 

S’il y a lieu de soupçonner qu’un fournisseur facture des montants à Medicare FFS de façon inappropriée, 

un entrepreneur en intégrité du programme unifié (Unified Program Integrity Contractor ou UPIC), qui 

constituera souvent la filiale d’une société d’assurances, se charge d’effectuer une enquête par sondage. 

D’abord, l’UPIC obtient des renseignements détaillés sur toutes les réclamations adressées à Medicare 

réglées à ce fournisseur pendant une certaine période qui sera habituellement d’un à deux ans, ce qui 

représente une population de paiements. Une unité d’échantillonnage sera choisie et un échantillon 

probabiliste sera conçu et prélevé. Un examinateur médical agréé examinera ensuite les preuves à l’appui 

de chaque paiement de l’échantillon pour obtenir le montant Y de trop-payé : 

 =Y trop-payé = (X montant payé) – (montant justifié par la preuve).  

Il convient de mentionner que, comme le montant justifié par la preuve n’est pas négatif, le montant de trop-

payés aura pour borne supérieure le montant en paiement. Un examen médical prendra habituellement 

plusieurs mois dans le cas d’un échantillon de taille modérée comme ceux que nous présentons à la section 2. 

L’UPIC « extrapole » ensuite à partir des montants de trop-payés : il calcule une borne inférieure de 

confiance de 90 % pour le paiement total versé en trop au fournisseur pendant la période indiquée. Cette 

borne inférieure est le montant exigé en recouvrement du fournisseur. (Si l’estimation ponctuelle est de la 

« haute précision » recherchée, elle pourra servir de montant exigé, mais cela est fort rare.) 

Dans de telles enquêtes, l’unité d’échantillonnage est d’ordinaire soit la réclamation réglée, soit toutes 

les réclamations réglées pour les services à un certain bénéficiaire (correspondant plus précisément à un 

numéro d’identification de Medicare, auparavant associé à un numéro de réclamation relative à l’assurance-

maladie (Health Insurance Claim Number ou HICN)). Les plans de sondage prévoient presque toujours un 

échantillonnage aléatoire simple ou stratifié, les strates étant déterminées par les montants des paiements. 

La méthode d’extrapolation est habituellement la méthode approximative de la « moyenne par unité » selon 

le théorème central limite appliqué à une population finie (Hájek, 1964; Li et Ding, 2017). 

Plus précisément, considérons un échantillon aléatoire stratifié à L strates, désignons les tailles de strate 

par lN  et les tailles d’échantillon par ,ln  pour = 1, 2, , .l L…  Soit 
=1

=
L

ll
N N  et 

=1
= .

L

ll
n n  Pour chaque 
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,l  soit =l lW N N  et soit lY  et lS  désignant respectivement la moyenne d’échantillon et l’écart-type des 

trop-payés de la strate .l  L’extrapolation selon le théorème central limite est de la forme : 

 
2

2

=1 =1

1
L L

l l
l l l

l l l l

S n
N W Y t N W

n N


   
    

   
   (1.1) 

où t  est le 90e percentile de la distribution t de Student à   degrés de liberté. Certains entrepreneurs font 

intervenir les nombres des degrés de liberté approximatifs au moyen de l’approximation de Satterthwaite 

(1946), mais certains optent pour des méthodes moins prudentes  n L  ou choisissent des degrés infinis 

de liberté (c’est-à-dire le percentile de la loi normale centrée réduite). Les degrés de liberté de Satterthwaite 

sont d’au plus  n L  et représentent donc le plus prudent des trois choix. Dans le cas d’un échantillon 

aléatoire simple, l’équation (1.1), après suppression de l  en indice, se ramène à : 

 1 1 .n

S n
NY t N

Nn


 
  

 
 (1.2) 

Le fournisseur a le droit d’en appeler des décisions de l’examinateur quant aux trop-payés ainsi que des 

méthodes d’échantillonnage employées par l’UPIC. Dans ce cas, un entrepreneur administratif de Medicare 

indépendant (Medicare Administrative Contractor ou MAC) soumet à une révision le plan de sondage et les 

décisions relatives au trop-payé au premier niveau d’appel. Si le fournisseur en appelle ensuite de la décision 

du MAC, un entrepreneur indépendant qualifié (Qualified Independent Contractor) se charge du deuxième 

niveau d’appel. Si le fournisseur demeure insatisfait, il peut y avoir appel au troisième niveau et l’affaire 

sera instruite à une audience en bonne et due forme d’un juge en droit administratif (Administrative Law 

Judge). D’autres appels demeurent possibles. À tout niveau d’appel, le fournisseur peut présenter de 

nouveaux documents pour justifier ce qu’a été le règlement de ses demandes. 

La section 2 du présent exposé vise à examiner les données brutes de 166 échantillons épurés confiés à 

un même examinateur du MAC de 2013 à 2020. Ces données motivent le choix d’un modèle statistique 

pour les trop-payés d’échantillons de Medicare à la section 3. À la section 4, nous examinons des méthodes 

appropriées de test de Monte Carlo pour nos plans de sondage compte tenu du modèle retenu. À la section 5, 

nous regardons les méthodes existantes de stratification de populations et proposons une nouvelle catégorie 

de ces méthodes. À la section 6, nous présentons les résultats d’une étude d’efficacité de Monte Carlo où 

sont comparées ces méthodes de stratification pour 104 des populations de paiements. 

 
2. Faisons honneur aux données : examen de 166 échantillons de 

Medicare 
 

Nous récapitulons en chiffres et présentons graphiquement les échantillons épurés dans un ordre chrono-

logique approximatif pour la période allant de 2013 à 2020 à l’aide de nuages de points des montants de 

trop-payés par rapport aux montants de paiements (https://drive.google.com/drive/folders/1CIzQKzN4-

RIIY38WonSAU7ydICwb76wh). Nous invitons le lecteur à prendre quelques minutes et à parcourir les 
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nuages pour se faire sa propre idée des configurations des données. Les enquêtes que nous résumons ici ont 

été réalisées par quatre entrepreneurs en intégrité du programme. Dans une proportion de 68 % (113), il 

s’agissait d’échantillons aléatoires simples et, pour les 32 % restants (53), d’échantillons stratifiés selon le 

montant du paiement. La taille d’échantillon totale variait de 25 à 159, et 90 % des échantillons étaient 

formés de 30 à 70 paiements au total; 75 % (124) de ces échantillons concernaient les fournisseurs de 

services à domicile, 16 % (27) concernaient les prestataires de services de centres de soins palliatifs; les 9 % 

restants (15) concernaient les médecins, les centres de soins spécialisés, les services d’ambulance, etc. Neuf 

des échantillons avaient le HICN du bénéficiaire comme unité d’échantillonnage et 149, le paiement réglé; 

8 échantillons ont été tirés et analysés comme échantillons en cents (Edwards, Gilliland, Ward-Besser et 

Lasecki, 2015). 

Définissons l’« irrégularité » d’un paiement échantillonné comme le rapport entre le trop-payé et le 

paiement. La figure 2.1 offre une représentation schématique du classement de 7 588 points échantillon 

issus des 166 échantillons en quatre zones selon la valeur de l’irrégularité : zone 1 (irrégularité  0,95), 

zone 0 (0   irrégularité  0,05), zone négative (irrégularité <  0) et zone partielle. Voici quelques 

observations : 

1. Plus de 76 % des paiements en question ont été jugés avoir été partiellement ou complètement 

versés par erreur. L’opinion toute faite selon laquelle les taux d’erreur à la vérification sont 

normalement bas ne vaut pas pour les enquêtes de Medicare.  

2. Il y avait une seule valeur négative de trop-payé dans les 7 588 paiements passés en revue. 

3. Sauf pour les échantillons en « erreur complète » (le trop-payé est égal au paiement dans 24 

échantillons), le montant du trop-payé n’est pas en relation linéaire avec le montant du paiement 

dans tous ces échantillons, bien que les deux variables soient parfois fortement en corrélation 

(l’importante distinction entre « en corrélation » et « en relation linéaire », comme le démontre 

de manière convaincante le quatuor d’Anscombe (1973) s’estompe malheureusement parfois 

dans les études spécialisées et celles menées par certains analystes de données). Quelques 

échantillons comptaient de nombreux trop-payés partiels, auquel cas le rapport entre trop-payé et 

paiement est essentiellement sans forme dans le triangle constitué par les zones 0 et 1. Pour la 

majorité de ces échantillons néanmoins, le rapport est décrit au mieux comme étant approxi-

mativement bilinéaire alors qu’il comporte un trait horizontal dans la zone 0, un trait à 45º dans 

la zone 1 et peut-être une poignée de trop-payés partiels entre les deux. 

4. Cela est moins visible à l’œil nu, mais rien dans ces données ne prouve que plus le paiement 

augmente, plus les irrégularités augmentent probablement aussi. La figure 2.2, trop remplie, il 

faut bien l’admettre, trace une courbe des irrégularités par rapport au montant en paiement 

exprimé en logarithme décimal sans dégager de tendance monotone évidente. La figure 2.3 

montre les résultats d’un ajustement par modèle additif généralisé de l’irrégularité par rapport au 

paiement en logarithme décimal avec une valeur à l’origine propre à chaque échantillon et une 

fonction lisse commune pour le rapport entre l’irrégularité et le paiement en logarithme décimal. 
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Cette figure illustre des bandes simultanées de style Scheffé du niveau de confiance de 95 % pour 

la fonction de régression réelle; ces bandes comportent un trait horizontal. Nous avons obtenu 

des résultats analogues en utilisant comme variable explicative les montants en paiement au lieu 

des paiements en logarithme. 

 
Figure 2.1 Classement des 7 588 paires de trop-payé et de paiement dans les 166 échantillons. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 2.2 Irrégularité par rapport au paiement en logarithme décimal (log10) pour 7 588 points échantillon. 
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Figure 2.3 Représentation graphique sommaire d’une analyse par modèle additif généralisé de l’irrégularité 
par rapport au paiement en logarithme décimal (log10).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Note : Le grisé est une région de style Scheffé de niveau de confiance de 95 % pour la fonction de régression non paramétrique réelle.  

 
3. Un modèle pour les données d’échantillonnage de Medicare 
 

Les configurations des 166 échantillons indiquent un modèle à mélange simple pour les données 

d’échantillonnage de Medicare. Ce modèle a déjà été examiné par plusieurs auteurs comme King (1996), 

Edwards, Ward-Besser, Lasecki, Parker, Wieduwilt, Wu et Moorhead (2003) et King et Madansky (2013). 

Les paiements de population , = 1, 2, ,iX i N…  sont des constantes connues. Soit = 1iZ  avec la probabilité 

,EP  0 1,EP   et = 0iZ  autrement, sans égard à la valeur de .iX  Le modèle de mélange « tout ou rien » 

avec taux d’erreur EP , ici abrégé en AN   ,EP  a comme trop-payé = .i i iY Z X  En d’autres termes, la 

probabilité est EP  que le trop-payé soit égal au paiement et 1 EP  que le trop-payé soit nul. La majorité des 

166 échantillons à la section 2 sont conformes à ce modèle, ceux-ci comportant des nombres négligeables 

de trop-payés partiels ou négatifs. 

Soit X  et 2
X  désignant moyenne et la variance connues de la population des montants de paiements. 

À l’aide du modèle AN   ,EP  il est simple de calculer la moyenne et la variance du trop-payé Y pour un X 

choisi au hasard (King, 1996) : 

 2 2 2

( ) = =

Var ( ) = = (1 ) .
Y E X

Y X E E E X

E Y P

Y P P P

 

   
 (3.1) 

Il convient de mentionner que la variance des montants de trop-payés peut différer radicalement de la 

variance des montants des paiements. C’est ce qu’illustre la figure 3.1 qui présente les histogrammes de 

trois populations de paiements. Nous incluons 0 à l’axe horizontal de ces histogrammes pour mieux nous 

représenter la forme de la population correspondante de trop-payés pour un taux d’erreur donné ,EP  ainsi 
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que nous allons l’expliquer. Pour la population B et pour des valeurs de EP  proches de 1 2,  la variance des 

montants de trop-payés 2
Y  correspond à plus de 800 fois la variance des montants de paiements 2 .X  Dans 

le cas des populations C et A, le rapport 2 2
Y X   atteint un maximum de 4,7 et 1,5, respectivement. Ainsi, 

la pratique répandue consistant à employer la variance des montants de paiements comme estimation de la 

variance des montants de trop-payés dans les formules de détermination selon la taille d’échantillon est 

inapplicable ici, sauf quand EP  est très proche de 1.  

 
Figure 3.1 Exemple de populations de paiements. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Notes : (A) N = 59 804 paiements relatifs à un HICN pour des services de soins dans des centres de soins palliatifs, (B) 

N = 249 paiements de réclamations pour des fauteuils roulants électriques; (C) N = 570 paiments de réclamations pour des 
services de soins dans des centres de soins palliatifs. 

 
4. Test de Monte Carlo des plans de sondage selon le modèle de 

mélange « tout ou rien » 
 

Considérons un plan d’échantillonnage et d’extrapolation proposé pour une population particulière de 

paiements. Le modèle de tout ou rien AN  EP  motive le choix d’une procédure simple de test de Monte 

Carlo pour ce plan à l’aide de la fonction samptest du paquetage R gratuit (R Core Team, 2021); cette 

fonction peut être obtenue des auteurs. Le test se fait de la manière suivante : pour chaque choix de EP  à 

une grille couvrant l’intervalle (0,1] : 
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1. on crée une population plausible de trop-payés en choisissant au hasard une proportion EP  pour 

laquelle le trop-payé est égal au paiement, ce qui fait que la proportion restante 1 EP  a un trop-

payé nul; 

2. on applique le plan de sondage à la population créée de trop-payés et l’on fait le calcul 

d’extrapolation et la comparaison avec le trop-payé total de la population. 

 

On reprend indépendamment les étapes 1 et 2 un grand nombre de fois, assez pour que puisse être estimé le 

niveau de confiance réalisé avec une haute précision. Le plan de sondage visé peut être un échantillonnage 

aléatoire simple ou stratifié. La fonction résume les tests avec des tracés du niveau de confiance atteint 

estimé, et le taux moyen de recouvrement des trop-payés pour le plan, par rapport au taux d’erreur EP  (cette 

dernière quantité correspondant à une précision moyenne, comme nous l’expliquons à la section 6). Pour la 

plupart des populations de paiements, les résultats de la fonction samptest sont renvoyés en quelques 

secondes même lorsqu’on utilise un ordinateur d’une capacité de calcul modeste. 

Ainsi, la figure 4.1 indique les résultats samptest de niveau de confiance réalisé pour un échantillon 

aléatoire simple de 30 paiements lorsqu’une extrapolation standard (1.2) est appliquée aux populations de 

paiements de la figure 3.1. La courbe nous indique que ce plan de sondage modeste nous donne un niveau 

de confiance au-dessus ou près du niveau prescrit par le MPIM qui se situe à 90 % pour la population A et 

tous les taux d’erreur, mais que, dans le cas des populations B et C, il ne donne pas le niveau de confiance 

recherché de 90 % si le taux d’erreur EP  est de plus de 0,6. 

 
Figure 4.1 Rapport entre le niveau de confiance (%) et le taux d’erreur réalisé pour les populations de la 

figure 3.1 au moyen d’un échantillon aléatoire simple de 30 paiements et d’une extrapolation type 
(1.2). 
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Ces résultats illustrent le fort effet d’asymétrie de la population de trop-payés sur le niveau de confiance 

réalisé de la borne (1.2). Cochran (1977, pages 39 à 44) a fait observer qu’une population asymétrique à 

droite offrait une borne inférieure prudente et une borne supérieure libérale dans un intervalle de confiance 

bilatéral pour la moyenne de population. À l’aide de ce « principe d’asymétrie » qui, à notre connaissance, 

est omniprésent, il est possible de prévoir le caractère prudent de la borne inférieure (1.2) pour la 

population A à tous les taux d’erreur. À un taux d’erreur ,EP  la population de trop-payés a un « pic » de 

zéros d’une taille (approximative)  N 1 ,EP  alors que le reste des trop-payés N EP  a la même forme que 

la population de paiements. Ainsi, la population de trop-payés A est aussi asymétrique à droite pour tout 

taux d’erreur et, par conséquent, la borne (1.2) est prudente. À un taux d’erreur ,EP  la population de trop-

payés B a un double pic de zéro de  N 1 EP  et de paiements de N EP  de près de 4 000 $. Pour les valeurs 

de EP  au-dessus de 1 2,  le pic qui se situe à 0 est le plus court des deux, d’où une asymétrie à gauche de 

la population de trop-payés et une borne (1.2) libérale. Mentionnons enfin que la population de paiements 

C est asymétrique à gauche. Pour de petites valeurs de ,EP  le grand pic qui se situe à 0 dans la population 

de trop-payés contrebalancera cette asymétrie à gauche et donnera une borne inférieure prudente, mais ce 

pic qui se situe à 0 disparaît progressivement à mesure qu’augmente ,EP  ce qui donne une borne inférieure 

libérale à des taux d’erreur élevés. 

Si des problèmes se posent avec le niveau de confiance réalisé dans le cas de l’extrapolation (1.2), ils se 

présentent invariablement à des taux d’erreur élevés en raison de l’asymétrie à gauche de la population de 

trop-payés. C’est la raison pour laquelle la présence de trop-payés partiels vient améliorer le niveau de 

confiance réalisé : pour tout > 1 2EP  particulier, les trop-payés partiels atténuent toute asymétrie prononcée 

à gauche. C’est ce qu’a régulièrement confirmé notre expérience de l’utilisation de la fonction samptest 

capable de modéliser avec souplesse le phénomène des trop-payés partiels. Nous supposons que tout plan 

de sondage qui réalise un niveau de confiance de 90 % au moyen du modèle AN EP  pour un taux d’erreur 

donné EP  le réalisera aussi en présence de trop-payés partiels à cette valeur. En d’autres termes, la présence 

de trop-payés partiels tend à bonifier le niveau de confiance de la borne (1.2). Cet effet est habituellement 

modeste, puisque la fréquence de ces trop-payés partiels est elle aussi modeste normalement. 

Les populations de paiements asymétriques à droite comme la population A sont fréquentes dans les 

enquêtes de Medicare. Pour une telle population, un échantillonnage aléatoire simple apportera d’ordinaire 

un niveau de confiance de plus de 90 % pour tous les taux d’erreur. Ce caractère prudent est l’indice d’une 

possibilité d’amélioration du plan de sondage par la stratification. On doit cependant être attentif parce que, 

dans un échantillon stratifié selon le montant des paiements, les effets d’asymétrie sont mixtes. Dans le cas 

particulier de 3L   par exemple, la stratification par montant de paiements crée des sous-populations de 

paiements d’une forme semblable à celle que présente la figure 3.1B. Cette stratification engendre des 

strates de trop-payés asymétriques à gauche à des taux d’erreur élevés, ce qui ne permet pas de préserver le 

niveau de confiance. King et Madansky (2013) le disent bien : [traduction] « Il est fort possible de détruire 

le niveau de confiance réalisé en stratifiant négligemment. Nous devons souligner le message de mise en 

garde portant sur le fait qu’une mauvaise application de la stratification (par exemple si l’on n‘utilise pas 
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les limites de strates appropriées) fera plus qu’invalider la précision des bornes; elle pourra invalider aussi 

le coefficient de confiance normal. » Tout plan de stratification doit être vérifié par un test de Monte Carlo. 

Il convient de mentionner que dans certaines situations, une transformation (par exemple la transforma-

tion logarithmique) peut normaliser assez bien la distribution pour donner une borne viable de confiance de 

90 % pour la moyenne de population de log(Y), mais que cela ne peut pas faire l’objet d’une rétrotransfor-

mation pour obtenir une borne de confiance pour la moyenne de population de Y. En d’autres termes, la 

moyenne de valeurs logarithmiques n’est pas la valeur logarithmique de la moyenne. Si la transformation 

rend la distribution symétrique, la borne inférieure découlant de la rétrotransformation sera une borne de 

confiance pour la médiane de population de Y, et non la moyenne de population. Après multiplication par 

N, on n’obtient pas une borne pour le total de population, mais quelque chose de bien plus petit. Le même 

argument vaut pour d’autres transformations non linéaires, qu’il s’agisse de la transformation de la racine 

carrée ou de la transformation inversée, par exemple. 

 
5. Méthodes de construction de strates à l’aide d’une variable 

auxiliaire X 
 

Supposons que X  est connu pour toutes les unités d’échantillonnage. Dans les enquêtes de Medicare, 

X  est habituellement le montant total payé pour l’unité d’échantillonnage. Nous passerons en revue dans 

la présente section un certain nombre de méthodes existantes de stratification de population avec X  et nous 

définirons une nouvelle méthode. 

Dans certains plans de sondage, quelques montants de paiements parmi les plus élevés sont examinés 

intégralement dans une strate à tirage complet, ce qui réduit l’ampleur de l’asymétrie à droite dans le reste 

de la population. Si une telle strate à tirage complet est choisie, il restera à déterminer de quelle façon le 

reste de la population devrait être stratifié, et ce sera notre propos ici. 

Il convient de mentionner au départ qu’il n’y a pas lieu d’employer un algorithme tiré d’une do-

cumentation confirmée par les pairs pour déterminer les valeurs de X  (« points de démarcation »), 

1 2 1< < < ,LXC XC XC …  définissant les 2L   strates. Dans la pratique, tout choix a priori permettant de 

réaliser un niveau de confiance très près ou au-dessus de 90 % pour tous les taux d’erreur est viable, quelle 

que soit la façon dont il est obtenu. Le temps nécessaire pour trouver ces points de démarcation par 

tâtonnement en éprouvant chaque choix par le test de Monte Carlo peut cependant être trop élevé. Il est 

parfois utile de se reporter à un algorithme existant dans la documentation confirmée par les pairs lorsqu’on 

crée un plan de sondage stratifié. 

 
5.1 Méthodes existantes 
 

Il existe plusieurs méthodes prisées pour établir avec X les points de démarcation ou bornes de 

stratification. Au moyen de Y  comme variable d’intérêt mesurée, Tschuprow (1923) et Neyman (1934) ont 
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prouvé que la variance de l’estimateur linéaire de moyenne de population 
=1

=
L

s l ll
y W y  est minimisée pour 

une taille fixe d’échantillon d’ensemble ,n  là où la taille d’échantillon ln  dans la strate l  est proportionnelle 

au produit de la taille de la strate lN  par l’écart-type de cette strate , = 1, 2, , .Yl l L …  Cette « répartition de 

Neyman » est l’objet même de plusieurs algorithmes de stratification selon diverses hypothèses. La 

recherche méthodologique dans ce domaine remonte à Dalenius et Gurney (1951) et à Cochran (1977, 

chapitre 5A). Les études d’intérêt abondent, comme celles de Ekman (1959), Serfling (1968), Singh (1971), 

Wang et Aggarwal (1984), Hidiroglou et Srinath (1993), Hidiroglou (1994), Hedlin (2000), Kozak et Verma 

(2006), Jurina et Gligorova (2017), Hidiroglou et Kozak (2018) et Reddy et Khan (2019). 

Quand la variable auxiliaire X  est en relation linéaire et en haute corrélation avec ,Y  la méthode bien 

connue de Dalenius et Hodges (1959) peut permettre une répartition approximative de Neyman. Elle a pour 

point de départ une distribution de fréquence f  pour .X  Sous l’hypothèse additionnelle selon laquelle la 

distribution de X  est approximativement uniforme dans les cellules de distribution de fréquences, le choix 

de bornes de stratification qui égalent le f  cumulatif entre les strates permet d’obtenir une allocation 

approximative de Neyman pour des tailles d’échantillon de strate égales. 

Lavallée et Hidiroglou (1988) adoptent un mode itératif de sélection des points de démarcation des strates 

de manière à minimiser la taille totale de l’échantillon n  étant donné un coefficient de variation relatif 

spécifié pour l’estimateur ponctuel du total de la population; ce problème équivaut à minimiser le coefficient 

de variation relatif pour un n  fixe, ce qui est notre but. Dans cette approche, on suppose que la variable 

auxiliaire X  est « en relation étroite avec » .Y  Lavallée et Hidiroglou nous avertissent que leur méthode 

ne sera pas de l’efficacité souhaitée si X  et Y  ne sont pas « en haute corrélation ». L’algorithme itératif 

qu’ils utilisent et que nous devons à Sethi (1963) a été amélioré par Kozak (2004). 

Pour les plans de sondage où la variable de stratification X  n’est pas en relation linéaire avec la variable 

d’enquête ,Y  la notion de « moments anticipés » dans un modèle (voir, par exemple Dayal (1985), Sigman 

et Monsour (1995) et Sweet et Sigman (1995)) joue un rôle fondamental. Généralisant l’algorithme de 

Lavallée et Hidiroglou (1988) en prenant les moments anticipés de Y  étant donné ,X  Rivest (1999, 2002) 

a proposé des algorithmes et des modèles de stratification qui rendent compte des écarts entre Y  et ,X  plus 

particulièrement : 1) un modèle loglinéaire (LL) où log( )Y  est en relation linéaire avec log( )X  et 2) un 

modèle à « remplacement aléatoire ». Ce dernier modélise =Y X  avec une forte probabilité, mais autrement 

Y  est égal à une valeur de X  choisie au hasard. Les algorithmes de Rivest (1999, 2002) choisissent une 

taille d’échantillon propre pour réaliser un niveau de précision préétabli ou à maximiser la précision pour 

obtenir une taille d’échantillon fixe, ce qui permet différentes règles de répartition d’échantillon. Les 

modèles statistiques et le traitement par moments anticipés dans Rivest (1999, 2002) nous procurent une 

méthode très générale et très souple permettant de rendre compte d’une grande diversité de scénarios 

d’enquête. 

Baillargeon et Rivest (2009) étendent le modèle LL de Rivest (2002) pour englober une probabilité de 

survie qui modélise la probabilité que la variable d’enquête Y  prenne la valeur 0 (équation (5.1)). On peut 
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spécifier la probabilité de survie pour qu’elle varie selon les strates. Ce modèle est particulièrement utile 

dans les enquêtes auprès des entreprises, là où une entreprise n’est plus en activité au moment où l’enquête 

a lieu, mais où la variable X  a été recueillie avec pour résultat une valeur nulle pour .Y  Soit lp  la 

probabilité de survie de la el  strate; si nous posons 2(0, ),N ε∼  le modèle loglinéaire est le suivant : 

 
exp( log ), avec la probabilité

=
0, avec la probabilité 1 .

l

l

X p
Y

p

  




ε
 (5.1) 

Dans les enquêtes auprès des entreprises, les valeurs lp  augmentent normalement avec ,X  ce qui signifie 

de meilleures chances de survie de l’entreprise, ou avec Y non nul quand la valeur de X  est grande. Si une 

probabilité de survie constante est spécifiée pour toutes les strates, la probabilité que Y  soit nul est la même 

pour toutes les unités d’échantillonnage. Dans ce cas, si 2= 0, = 0,   le modèle à l’équation (5.1) équivaut 

au modèle « tout ou rien » à la section 2 de notre exposé. Cela témoigne de la généralité des modèles 

proposés par Rivest (1999, 2002) et Baillargeon et Rivest (2009). 

Une méthode plus simple d’établissement des points de démarcation d’une stratification pour des 

populations asymétriques à droite nous vient de Gunning et Horgan (2004) et de Gunning, Horgan et Yancey 

(2004). Elle est fondée sur l’observation faite par Cochran (1961) que les coefficients de variation sur les 

différentes strates sont comparables dans une stratification quasi optimale. Si nous supposons que le 

coefficient de variation est constant à l’échelle des strates, les points de démarcation peuvent se formuler en 

série géométrique. Une fois le minimum et le maximum de l’ensemble de points de démarcation sont 

spécifiés, la relation géométrique attribue des points de démarcation pour toutes les strates. Gunning et 

Horgan déclarent que leur méthode présuppose que Y  est « en haute corrélation avec » .X  Cette méthode 

présuppose également que les distributions à l’intérieur des strates sont uniformes en efficacité. 

 
5.2 Répartitions d’échantillon 
 

Pour une taille d’échantillon n  ou une cote de précision donnée, les valeurs des points de démarcation 

subissent l’influence du plan de répartition d’échantillon (Lavallée et Hidiroglou, 1988; Hidiroglou et 

Srinath, 1993; Horgan, 2006). Les plans de répartition courants comportent notamment (sans s’y limiter) 

des « répartitions de puissance » comme les répartitions proportionnelles Y et N (Lavallée et Hidiroglou, 

1988; Hidiroglou et Kozak, 2018). On peut voir une expression générale des plans de répartition à l’équation 

(5.2) qui suit, laquelle fait partie du paquetage stratification de R. Pour la strate l , la taille d’échantillon est 

= .l ln na  Les combinaisons des paramètres 1 2,q q  et 3q  produisent diverses répartitions d’échantillon où 

1 20 2 1, 0 2 1q q     et 30 2 1.q   ,l lN Y  et lS  sont respectivement la taille, la moyenne et l’écart-type 

de la strate :l  

 
31 2

31 2

22 2

22 2

=1

= .
qq q

l l l
l L qq q

l l ll

N Y S
a

N Y S
 (5.2) 
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Ainsi, l’emploi de la méthode de Dalenius-Hodges où l’égalité de taille d’échantillon permet de calculer 

approximativement la répartition de Neyman, ce qui suppose la répartition d’un nombre égal d’observations 

entre les strates quand nous posons 1 2 3= = = 0.q q q  Pour une répartition de puissance à 0,7, nous pouvons 

spécifier 1 2= =q q 0,35 et 3 = 0.q  Pour une répartition de puissance proportionnelle Y, la combinaison des 

paramètres 1 3= = 0q q  et 2 =q 0,35 nous donne une puissance de 0,7. 

Dans l’application des méthodes de stratification qui précèdent sous divers plans de répartition 

d’échantillon, le paquetage stratification de R (voir Baillargeon et Rivest, 2011) nous offre les fonctions 

strata.cumrootf(), strata.LH() et strata.geo() pour l’exécution des méthodes de Dalenius-Hodges, de 

Lavallée-Hidiroglou et de Gunning-Horgan en vue de produire des points de démarcation pour un nombre 

spécifié de strates. Le paquetage exécute également les autres méthodes étudiées par Rivest (2002) et 

Baillargeon et Rivest (2009). 

 
5.3 Nouvelle méthode simple utilisant les moments anticipés du modèle « tout 

ou rien » et des tailles d’échantillon égales 
 

La méthode de stratification bien connue que nous devons à Dalenius et Hodges, sous le modèle Y X,  

choisit de démarcation des strates pour obtenir une quasi-égalité des quantités .l YlN   Dans ce cas, l’égalité 

des tailles d’échantillon correspond à la répartition de Neyman. La nouvelle méthode relativement simple 

qui est décrite dans la présente section imite ce traitement dans le modèle « tout ou rien » avec une valeur 

particulière .EP  Pour une valeur donnée ,EP  l’algorithme TEE EP  détermine les points de démarcation en 

égalisant presque les quantités l YlN   déterminées par les moments du modèle « tout ou rien » en (3.1). 

Ainsi, pour des tailles d’échantillon égales et pour cette valeur de ,EP  la méthode TEE EP  mène à la 

répartition de Neyman, ce qui maximise la précision pour un n  donné. 

Si = 2L  par exemple, un point de démarcation spécifié 1XC  détermine 1N  et 2 ,N  ainsi que 
2

1 1 2, ,X X X    et 2
2 .X  Si nous spécifions ,EP  nous pouvons alors utiliser l’équation (3.1) pour calculer 2

1Y  

et 2
2 .Y  Nous dégageons le point de démarcation final par itération sur 1XC  jusqu’à ce que 2

1 1 2 2( )Y YN N   

soit minimisé. Pour un L général, notre algorithme (disponible auprès du deuxième auteur) procède par 

recherche non linéaire par la fonction optimize de R aux fins d’une optimisation unidimensionnelle quand 

= 2,L  et avec la fonction constrOptim pour une optimisation pluridimensionnelle quand 3,L   ce qui 

permet de trouver des points de démarcation pour minimiser la somme corrigée des carrés des quantités 

.l lYN   Des études exhaustives sont disponibles, mais restent réalisables en calcul seulement pour 3.L   

La question subsiste : comment choisit-on ?EP  Heureusement et comme nous le verrons à la prochaine 

section, les caractéristiques opérationnelles de TEE EP  semblent plutôt robustes quant au choix qui se fait. 

Une idée digne d’être étudiée que propose le rédacteur associé est de choisir initialement EP  pour maximiser 

(3.1). Nous recommandons de sonder les propriétés d’une grille de choix par le test de Monte Carlo avant 

d’y aller d’un choix définitif.  
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6. Comparaisons de l’efficacité des méthodes de stratification 
 

Les équations (1.1) et (1.2) peuvent être formulées de façon moins formelle de la manière suivante : 

 (recouvrement des trop-payés) = (estimation ponctuelle) – (marge d’erreur). (6.1) 

La précision d’un échantillon se définit par sa marge d’erreur exprimée en pourcentage de son estimation 

ponctuelle; la précision sera tenue pour « élevée » si ce pourcentage est petit. Certains ne définiraient pas la 

précision comme comprenant le point critique ;t  l’essentiel de ce qui est indiqué ci-dessous (à savoir que 

le taux moyen de recouvrement des trop-payés est en rapport inverse avec la précision moyenne) vaut encore 

pour les différentes définitions de la précision. Traditionnellement, les analystes s’emploient à créer un plan 

de sondage d’une haute précision moyenne. Si nous prenons la moyenne (6.1) sur tous les échantillons 

possibles et considérons que l’estimateur ponctuel est sans biais, nous obtenons ce qui suit : 

 (recouvrement moyen des trop-payés) = (trop-payé total réel) – (marge moyenne d’erreur).  

Si nous divisons les deux côtés de l’équation qui précède par le trop-payé total réel et multiplions par 100 %, 

nous obtenons ce qui suit : 

 (taux moyen de recouvrement des trop-payés) = 100 % – (précision moyenne).  

Ainsi, viser un plan de sondage d’une haute précision moyenne équivaut à chercher un plan ayant un taux 

de recouvrement moyen de trop-payés élevé. À titre d’exemple, un plan de sondage d’une précision 

moyenne de 10 % présentera un taux moyen de recouvrement de 90 %. Pour tout plan de sondage, les deux 

quantités varieront considérablement selon le taux d’erreur .EP  

Nous préférons quantifier l’efficacité d’un plan de sondage par une mesure du recouvrement moyen des 

trop-payés par opposition à la précision moyenne. Cela facilite la détermination du rapport efficacité-coût 

pour certains choix de plan de sondage, qu’il s’agisse d’accroître la taille de l’échantillon ou de payer un 

analyste pour passer une heure de plus à chercher des plans de stratification efficaces. Dans la présente 

section, nous comparons l’efficacité des principaux algorithmes de stratification présentés à la section 5. 

Sur les 166 échantillons de la section 2, 156 populations de paiements, correspondant par numéro, étaient 

disponibles au total pour être étudiées. Ces populations sont résumées en chiffres et décrites graphiquement 

à l’adresse https://drive.google.com/drive/folders/1-7M-4R3KPcCgfPmPWOo24Qc5AOAdOfV7?usp=sharing. 

Sur ce nombre, 104 populations de paiements ont été retenues comme candidates à la stratification. Pour 

ces 104 populations d’essai, des échantillons aléatoires simples (EAS) de taille 30 ont donné un niveau de 

confiance estimatif à plus de 89 % pour les 7 taux d’erreur vérifiés, EP  0,10, 0,30, 0,50, 0,70, 0,90, 0,95 

et 1,0. Nous avons produit à cette fin 10 000 populations de trop-payés chacune ayant son échantillon et son 

extrapolation. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que, si une strate à tirage complet doit être 

utilisée, quelques-uns de ces paiements parmi les plus importants auront déjà été écartés pour faire l’objet 

d’un examen intégral. Les stratégies de stratification ne s’appliquent donc qu’au reste des paiements. 

Dans nos essais, des plans de sondage avec une taille totale d’échantillon de 30, 60 ou 90 ont été 

considérés avec L = 2, 3 ou 4 strates pour un total de 104*9 = 936 cas d’essai. Nous avons mis à l’essai les 

méthodes de stratification de Dalenius-Hodges (DH), Lavallée-Hidiroglou (LH) et Gunning-Horgan (Geo) 
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et les modèles loglinéaires (LL) à l’aide du paquetage stratification de R pour générer des points de 

démarcation. Trois répartitions d’échantillon ont été testées pour les méthodes LH, Geo et LL : les 

répartitions de puissance proportionnelles Y et N avec =p 0,7 et une répartition puissance avec 1 2= =q q

0,35 et 3 = 0q  sont spécifiées à l’équation (5.2). Nous avons établi les tailles d’échantillon des strates par 

les fonctions de R ayant produit les points de démarcation. Pour les autres méthodes, nous avons tenu pour 

égales les tailles d’échantillon des strates, sauf dans le cas de = 4L  et de = 30n  ou 90 où de légères 

inégalités apparaissaient. 

Pour pleinement définir une méthode de stratification TEE, nous devons choisir une valeur de .EP  Nous 

pouvons espérer que le choix sera viable et présentera de bonnes propriétés de recouvrement indépen-

damment de la valeur réelle de ,EP  et c’est justement ce que les essais de simulation doivent offrir comme 

réponse. Dans la présente étude, l’algorithme de points de démarcation TEE a été testé à EP  0,2 (TEE20), 

EP  0,5 (TEE50) et EP  0,8 (TEE80). Les modèles LL l’ont également été avec des valeurs de probabilité 

de survie de 0,2, 0,5 et 0,8. L’application du test de Monte Carlo à l’ensemble des cas et des méthodes avec 

10 000 itérations à chaque taux d’erreur a demandé environ 27 heures au groupe de calcul de puissance de 

l’Université Bentley. Les degrés de liberté prudents selon la méthode de Satterthwaite (1946) ont été retenus 

pour toutes les méthodes. 

Pour chacun des 936 cas d’essai, une méthode de stratification était jugée viable si elle réalisait un niveau 

de confiance estimatif de plus de 89 % pour les sept taux d’erreur vérifiés. Le tableau 6.1 indique, pour 

chacune des neuf combinaisons de taille d’échantillon et de nombre de strates, le nombre de populations 

d’essai pour lesquelles chaque méthode a produit un plan de stratification viable. Seuls les résultats de 

simulation de la répartition de puissance proportionnelle Y sont présentés, car les méthodes de répartition 

en question ont donné une meilleure viabilité que les deux autres répartitions d’échantillon. Le tableau 

montre que la stratification est plus susceptible d’être viable pour un L  petit et un n  grand. La méthode 

Geo est viable plus souvent que toute autre, mais ce qui peut malheureusement être constaté par ailleurs, 

c’est qu’elle est habituellement moins efficace qu’un échantillon aléatoire simple de la même taille. Parmi 

les autres méthodes de stratification, la méthode LL20 et les méthodes TEE20 et TEE50 étaient comparables 

pour ce qui est de la viabilité et sensiblement meilleures à cet égard que les autres méthodes à l’essai (voir 

la dernière colonne du tableau 6.1). Fait à noter, ces trois méthodes étaient viables presque deux fois aussi 

souvent que la méthode de Dalenius-Hodges et presque trois fois aussi souvent que la méthode de Lavallée-

Hidiroglou. Il reste que, malheureusement, tout algorithme (sauf le Geo) ne donnait jamais la viabilité pour 

plus de la moitié environ des populations d’essai. 

Dans le but de mesurer l’efficacité (par exemple) de la méthode de Dalenius-Hodges par rapport à 

l’échantillonnage aléatoire simple en fonction de chacune des tailles d’échantillon, des valeurs L et des 

populations pour lesquelles la méthode DH était viable, nous avons calculé la différence de recouvrement 

moyen des trop-payés dans l’ordre DH-EAS pour chaque taux d’erreur. Nous avons calculé des différences 

analogues pour les autres méthodes de stratification. La figure 6.1 présente des boîtes à moustaches des 

différences en question. Il ressort de ce graphique que la méthode Geo améliore l’EAS pour moins de la 

moitié des cas où elle s’est révélée viable. De plus, là où les méthodes DH, LH, LL et TEE étaient viables, 

elles amélioraient le recouvrement des trop-payés comparativement à l’EAS d’une valeur médiane de 4 % 

à 6 %. Dans bon nombre de cas, elles accroissaient considérablement le recouvrement de 10 % à 22 %. 
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Toutefois, le recouvrement par la méthode DH peut parfois être pire de plus de 9 % par rapport à la méthode 

EAS. En revanche, la méthode EAS n’a jamais été meilleure de plus de 1,5 % par rapport à n’importe quelle 

méthode LL, et jamais meilleure de plus de 3 % par rapport à n’importe quelle méthode TEE. Les méthodes 

et LL et TEE améliorent la méthode EAS jusqu’à 22 %. 

 
Tableau 6.1 

Viabilité des méthodes : nombre de populations d’essai pour lesquelles une méthode de stratification (voir le 

texte) réalisait un niveau de confiance estimatif d’au moins 89 % pour l’ensemble des taux d’erreur vérifiés par 

rapport à un nombre de strates L  et une taille d’échantillon d’ensemble n  dans une répartition de puissance 

proportionnelle Y à 0,7. 
 

Méthodes L = 2 L = 3 L = 4 Fréquence de viabilité totale 
 n = 30 n = 60 n = 90 n = 30 n = 60 n = 90 n = 30 n = 60 n = 90  

DH 22 30 37 5 8 10 1 3 4 120 
LH 19 22 25 4 5 5 0 0 0 80 
Geo 90 91 83 52 62 61 5 15 23 482 

LL20 31 43 57 19 19 26 9 12 15 231 
LL50 28 42 47 14 18 20 5 11 10 195 
LL80 21 28 36 7 9 14 2 4 5 126 

TEE20 33 41 51 17 22 27 10 13 13 227 
TEE50 33 44 45 18 23 24 8 8 12 215 
TEE80 30 33 44 11 13 17 5 5 6 164 
EAS 104 104 104 104 104 104 104 104 104 936 

Notes : DH =Dalenius-Hodges; EAS = Échantillons aléatoires simples; Geo = Gunning-Horgan; LH = Lavallée-Hidiroglou; LL = 
Loglinéaires; TEE = Tailles d’échantillon égales. 

 
Figure 6.1 Amélioration du recouvrement des trop-payés par rapport à un échantillon aléatoire simple de la 

même taille pour chaque méthode viable (voir les précisions dans le texte). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
Notes : DH = Dalenius-Hodges; Geo = Gunning-Horgan; LH = Lavallée-Hidiroglou; LL = Loglinéaires; TEE = Tailles d’échan-

tillon égales. 

 
Nous avons ensuite comparé les trois meilleurs algorithmes par calcul des différences dans l’ordre 

TEE50-TEE20, TEE50-LL20 et TEE20-LL20 chaque fois que les algorithmes appliqués à cette fin étaient 

viables l’un et l’autre, et ce, pour l’ensemble des taux d’erreur et des cas d’essai. Ces différences sont 
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présentées à la figure 6.2. Cette figure indique que les méthodes TEE50 et TEE20 étaient d’une même 

efficacité, d’où l’impression que le choix de EP  dans cette marge n’est pas d’une importance primordiale 

pour l’efficacité. Dans l’ensemble, les méthodes TEE et LL20 donnaient le même montant de recouvrement 

des trop-payés prévu. En moyenne, les méthodes TEE produisaient des médianes légèrement supérieures à 

celles de la méthode LL20. En revanche, la méthode LL20 se caractérisait par une espérance de 

recouvrement des trop-payés légèrement supérieure en moyenne. Dans certains cas, les méthodes TEE ont 

surpassé de plus de 4 % la méthode LL20 tandis que dans d’autres cas, elles étaient moins performantes 

d’un peu plus de 6 % que la méthode LL20. 

 
Figure 6.2 Efficacité relative des méthodes TEE50, TEE20 et LL20 (voir les précisions dans le texte). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Notes : LL = Loglinéaires; TEE = Tailles d’échantillon égales. 

 
7. Analyse et conclusion 
 

La principale réalisation du présent document est une présentation sans précédent des données brutes 

des enquêtes de Medicare. Il reste que les 166 échantillons indiqués ne peuvent être considérés comme 

représentatifs de l’ensemble de ces enquêtes. Les échantillons viennent en particulier du premier niveau 

d’appel; les taux d’erreur tendent à diminuer aux niveaux supérieurs d’appel, les fournisseurs contestant les 

décisions relatives à la détermination des trop-payés. Ajoutons que les échantillons mentionnés dans le 

présent document concernent avant tout les fournisseurs de services de soins à domicile ou de services dans 

des centres de soins palliatifs, ce qui constitue une importante lacune. 

Nous ne voyons aucune raison pour laquelle une présentation semblable de données sur des populations 

de paiements et des échantillons soigneusement épurés ne pourraient pas être faite par l’ensemble des MAC 

et à des niveaux supérieurs d’appel. Si cela se faisait, disons tous les trois ans, l’anonymat individuel des 

fournisseurs et des UPIC serait sauvegardé. Étant donné que plus de données seraient communiquées, il 

serait possible d’encore affiner les modèles du lien entre les trop-payés et les paiements. Il serait également 
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très utile de savoir si les trop-payés négatifs sont aussi rares et négligeables aux autres niveaux d’appel et 

pour d’autres fournisseurs de services comme ils pouvaient l’être dans nos échantillons. 

Nos données ont indiqué 24 échantillons « en erreur complète », c’est-à-dire des échantillons où chaque 

trop-payé était égal au paiement. Il peut être difficile en pareil cas d’utiliser la borne (1.1) ou (1.2) fondée 

sur le théorème central limite de population finie : à des taux d’erreur très élevés, il n’est pas rare que ces 

bornes inférieures de confiance pour le montant total de trop-payés dépassent le montant total de paiements, 

ce qui rend leur emploi indéfendable. Les bornes (1.1) et (1.2) peuvent aussi ne pas donner un niveau de 

confiance d’au moins 90 % pour les taux d’erreur élevés de populations de paiements comme les 

populations B et C de la figure 3.1. On a mis au point d’autres méthodes d’extrapolation par la distribution 

probabiliste hypergéométrique (Edwards et coll., 2003; Gilliland et Feng, 2010; Edwards et coll., 2015) 

pour les situations où les bornes (1.1) et (1.2) laissent à désirer. Ces autres méthodes donnent toujours des 

bornes inférieures de confiance de 90 % qui sont inférieures au montant total des paiements. Elles sont 

prudentes mathématiquement ‒ en garantissant un niveau de confiance d’au moins 90 %  ‒ tant que les trop-

payés négatifs ne se produisent pas plus fréquemment et n’ont pas de conséquences plus graves. Il faudra 

utiliser plus de données pour vérifier la justesse de cette hypothèse. 

Dans le cas des données de Medicare, la fréquence pour laquelle les extrapolations par (1.1) et (1.2) ne 

sont pas viables est décevante, pour ne pas dire plus. D’autres approches faisant intervenir des bornes de 

confiance à vraisemblance empirique (Chen, Chen et Rao, 2003; Rao et Wu, 2009) sont prometteuses. 

Malheureusement, les études de simulation réalisées à ce jour sur les méthodes de vraisemblance empirique 

ne comportent pas de taux d’erreur de plus de 40 %, ce qui est la règle lorsque les échantillons de Medicare 

sont utilisés. Une étude systématique des traitements par vraisemblance empirique au moyen des données 

de Medicare dépasse notre propos, mais elle est au cœur d’un projet en cours des auteurs. 

Dans le présent document, nous proposons une nouvelle méthode de stratification comme cas d’espèce 

de la méthode des moments anticipés dans le modèle « tout ou rien ». L’étude d’efficacité présentée a permis 

de constater que cette nouvelle méthode TEE pouvait rivaliser avec les meilleures parmi les nombreuses 

méthodes existantes qui étaient soumises au paquetage stratification de R. Plus précisément, le modèle 

loglinéaire avec une probabilité de survie de 0,2 (LL20) dans la répartition de puissance proportionnelle Y 

( p  0,7) offrait un léger avantage sur le plan de la viabilité par rapport aux meilleures méthodes TEE. Pour 

trouver ce choix particulier de paramètres d’exploitation dans la vaste gamme disponible dans stratification, 

nous avons néanmoins dû obtenir les conseils d’un expert et prévoir des heures de test. Par contre, les 

méthodes TEE quasi équivalentes ( EP  0,2 ou 0,5) comptaient parmi les premières méthodes que nous 

ayons vérifiées. Toutefois, aucune méthode ne dominait l’ensemble des autres méthodes dans toutes les 

situations. Et pour chaque choix de n  et ,L  il y avait de nombreuses populations d’essai pour lesquelles 

aucun algorithme de stratification n’était viable. 

Comme c’est souvent le cas, ces résultats mènent à de nouvelles questions. Y a-t-il des aspects de la 

population de paiements qui puissent nous indiquer le moment où la stratification entraînera un gain 

d’efficacité ? Y a-t-il des aspects de la population de paiements qui puissent nous éclairer sur la méthode 
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qui représenterait le meilleur choix ? Les auteurs étudieront ces questions et d’autres et ils demanderont la 

collaboration des autres chercheurs. 
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