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Formules exactes et d’approximation pour les probabilités
d’inclusion de deuxieme ordre dans I’échantillonnage
systématique randomisé avec probabilités
inégales et sans remise

Kees van Berkel et Erwin Vondenhoff!

Résumé

L’échantillonnage avec probabilité proportionnelle a la taille est largement utilisé par les organismes nationaux
de statistique. Dans leur cas, les unités de la population sont sélectionnées avec des probabilités proportionnelles
a une variable auxiliaire. Les formules de variance dans ce genre de plan requiérent a la fois des probabilités
d’inclusion de premier et de deuxiéme ordre. Le calcul des probabilités d’inclusion de deuxiéme ordre est
particuliérement difficile pour les grandes populations et a fait I’objet de nombreuses études. Le présent article
expose de nouvelles formules exactes et d’approximation pour les probabilités d’inclusion de deuxiéme ordre
dans 1’échantillonnage systématique randomisé avec probabilités inégales et sans remise.

Mots-clés : Echantillonnage avec probabilité proportionnelle a la taille (PPT); estimateur de Horvitz-Thompson;
estimation de la variance.

1. Introduction

Les organismes nationaux de statistique utilisent souvent des plans d’échantillonnage dans lesquels les
unités sont sélectionnées avec des probabilités proportionnelles a une variable auxiliaire. Un exemple
courant est la sélection de municipalités avec des probabilités proportionnelles a la taille de leur population.
Ce genre de plan avec probabilité proportionnelle a la taille (PPT) présente un intérét particulier, car il

améliore I’efficacité lorsque la variable auxiliaire est fortement liée a la variable d’intérét de 1I’enquéte.

Lors de I’estimation de la variance, les probabilités d’inclusion jouent un rdle central. L’expression exacte
de la variance de I’estimateur de Horvitz-Thompson requiert non seulement les probabilités d’inclusion de
premier ordre, mais aussi celles de deuxiéme ordre, désignées par 7, et représentant la probabilité que deux
unités g et i soient toutes deux incluses dans 1’échantillon. Bien que dans un certain nombre d’approxima-
tions d’estimateurs de la variance, on n’utilise que les probabilités d’inclusion de premier ordre (voir Matei
et Till¢, 2005), il demeure important de mettre au point des formules exactes et d’approximation pour 7.
Les formules exactes permettent I’estimation de la variance sans approximation et servent de référence pour

évaluer les méthodes d’approximation.

Le présent article porte sur 1I’échantillonnage systématique randomisé avec PPT. Pour ce plan, Hartley et
Rao (1962) ont établi des expressions analytiques exactes pour 7, dans le cas particulier d’une taille d’échan-
tillon égale a deux et d’une taille de population égale a trois ou a quatre. Ils ont mentionné qu’a mesure que

la taille de la population augmente, I’évaluation exacte de 7, devient de plus en plus laborieuse et les

1. Kees van Berkel et Erwin Vondenhoff, Statistics Netherlands, Division of Data Collection, C.P. 4481, 6401 CZ Heerlen, Pays-Bas. Courriel :
cam.vanberkel@cbs.nl.
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expressions résultantes se complexifient considérablement. Connor (1966) a mis au point une procédure
générale pour le calcul de 7, pour des tailles d’échantillon et de population arbitraires, étendant ainsi les
résultats de Hartley et Rao. Cette procédure a été¢ améliorée par Gray (1971) et ensuite mise en ceuvre dans un
algorithme informatique par Hidiroglou et Gray (1975). Cependant, les calculs qui y sont associés demeurent

exigeants, et la complexité croit de fagon exponentielle avec la taille de la population.

Pour pallier cela, des chercheurs ont étudi¢ des approximations de 7,,. Hartley et Rao (1962) ont proposé
une approximation asymptotique, et Kott (2005) a montré qu’elle donnait de bons résultats avec 1’ estimateur
de variance de Horvitz-Thompson. Hajek (1964) a présenté une approche fondée sur I’échantillonnage de
Poisson réjectif, tandis que Brewer et Donadio (2003) et Knottnerus (2003, 2011) ont examiné des approxi-
mations de forme particuliére, conformément aux travaux antérieurs de Brewer (1963) et de Durbin (1967)
pour des échantillons de taille deux. Thompson et Wu (2008) ont proposé une approche par simulation pour

’estimation de 7.

Dans le présent article, de nouvelles formules exactes et d’approximation pour 7, sont dérivées et
comparées aux approches existantes dans la littérature. L’article est structuré comme suit. La section 2
présente le plan d’échantillonnage systématique randomisé avec PPT et la section 3 fournit une notation et
des définitions supplémentaires. La section 4 contient de nouvelles formules exactes pour 7, et la section 5
contient de nouvelles formules d’approximation. A la section 6, nous passons en revue les résultats connexes
de la littérature et, a la section 7, nous comparons la précision de nos approximations a celle des approxima-
tions existantes. La section 8 illustre ’application des expressions de 7, a I’estimation de la variance de

I’estimateur de Horvitz-Thompson. Enfin, la section 9 conclut I’article.

2. Echantillonnage systématique randomisé avec probabilités
inégales et sans remise

Considérons une population U composée de N unités. On associe a chaque g € U un nombre X, >0
qui représente sa taille. L’objectif du plan de sondage est de tirer un échantillon de # unités distinctes de
sorte que la probabilit¢ 7z, de sélectionner I'unit¢ g €U dans I’échantillon soit proportionnelle a sa taille
X,. Voici une procédure d’échantillonnage correspondante décrite par Hartley et Rao (1962). On dispose
les unités dans un ordre aléatoire, désigné par 1,2,...,N. On calcule les sous-totaux 7, = Zil X, k=1,
2,...,N. Ainsi, T, = Zj\; X, =X estlataille totale de U. L’intervalle (0, 7] est divisé en N sous-inter-
valles (0, 7}, (1}, 1,1, ..., (Ty_,, T, ] correspondant aux unités 1,2,..., N, respectivement. L’ intervalle d’échan-
tillonnage T est défini par 7' = X / n. Un départ aléatoire b est sélectionné selon la loi uniforme sur (0, 7'].
L’unité k£ appartient a I’échantillon si et seulement s’il existe un entier non négatif i tel que 7, , <b+
iT <T,, ou T, =0. Une condition nécessaire pour cette procédure d’échantillonnage pour sélectionner n
unités est que X, <T pour toutes les unités g € U. Par conséquent, seules les tailles satisfaisant a cette
condition sont considérées. Les probabilités d’inclusion de premier ordre satisfont 7, = X, /T pour toutes

les unités geU.
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3. Notation et définitions supplémentaires

Supposons que g,heU, ou g < h, sont ordonnées selon la procédure d’échantillonnage de la section 2
et que les intervalles correspondants sont (7, ,, 7, ] et (7,_,, 7,]. Ladistance entre g et & est définie comme
la longueur de I’écart entre les intervalles, soit 7, | —T,.
Pour tout sous-ensemble W de U, le nombre de ses unités est désigné par |W| Lataille de W, désignée

par y (W), est définie par la somme des tailles de ses unités, y (W) = zieW X, et y(0)=0.

Pour geU, on suppose que U, =U \{g}, c’est-a-dire la population U de laquelle I'unité g a été
retirée. Pour g,h e U, on suppose que U,, =U \{g, h}, c’est-a-dire la population U de laquelle les unités

g et h ont été retirées.

Pour g,heU et [€{2,...,N}, on définit V(g,h,l)={W cU

a | W[ =1-2}, I’ensemble de tous les

sous-ensembles de U, contenant exactement /—2 unités. Dans les cas limites ou /=2 ou /=N, ona
V(g’haz) = {0} et V(g,h,N) =Ugh'

4. Formules exactes pour les probabilités d’inclusion de deuxiéme
ordre

Pour 2<n< N, la probabilit¢ 7, que les deux unités g et i soient s¢lectionnées dans I’échantillon
est appelée « probabilité d’inclusion de deuxiéme ordre de g et de & ». Selon le plan de sélection, la
sélection de g et de / dans 1’échantillon dépend de la position de g par rapport a /. Par conséquent, sans
perte de généralité, on peut supposer que I'unité g est placée en premicre position. Soit €2, ’ensemble de
tous les ordonnancements possibles de U ol g est en premicére position. Pour @ € Q,, soit 7,°,, la borne
gauche de I’intervalle correspondant a 4 et soit L,,(d), la longueur de (0,X,] N U;: (d-IT,d-IT+
X,] pour d e[ X,,X —X,]. La probabilité conditionnelle que les deux unités g et & soient sélectionnées
dans I’échantillon étant donné I’ordonnancement @€, est égale a L, (T,%)/T. Etant donné que Q

4
posséde (N —1)! ¢léments, tous équiprobables, la loi de probabilité totale donne :

1 o
o = T(N=1)! Zwégg Lgh(T;l—l)'

Le calcul de cette formule peut étre simplifié en séparant 0, en sous-ensembles non vides et disjoints

assurant que 7,”, est constant & ’intérieur de chaque sous-ensemble.

Théoréme 4.1

1 N 1
Ty = —T(N—l) Z’=2(N—2) ZWEV(g,h,I)Lgh(Xg +;/(W)), pour g,heU.
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Démonstration. L’unité g étant placée en premicre position, I’unité 4 peut occuper les positions 2,...,N.
Supposons que % occupe la position / pour un certain / € {2,...,N}. Alors, /-2 unités de U, sontplacées
entre g et h, et les N —/ unités restantes, aprés 4. On remarque que 7,°, ne dépend ni de I’ordonnan-
cement des / —2 unités entre g et 4, ni de I’ordonnancement des N —/ unités aprés 4. Le nombre total
de permutations de ces unités est (/ —2)!(N —/)!. Deplus, T,”, = X, +y(W), ou W désigne I’ensemble des
[ —2 unités entre g et i Donc, T(N-D!z, = ZLZWEV(&M(Z =2UN-D'L, (X, +y(W)). n

/-2
L’addition de ces termes entraine une complexité en temps exponentielle a mesure que la taille de population

Etant donné les (N B 2) ¢éléments dans V' (g,h,/), la somme du Théoréme 4.1 comprend 2Y% termes.

N augmente. De la Propriété 4.1 ci-apres, il s’ensuit que I’évaluation de la fonction L, augmente de fagon
linéaire en fonction de la taille d’échantillon n. Ainsi, la complexité de calcul de la somme du Théoréme 4.1
est d’ordre n-2".

La fonction L,, peut étre exprimée comme une somme de parties positives de fonctions linéaires et est

symétrique par rapport au point médian de son domaine.

Propriété 4.1
Pour g,helU et de[X,,X-X,], ona:
a) Lgh(d)=ZZ:{IP(d—kT+Xh)—IP(d—kT)—P(d—kT—Xg+Xh)+IP>(d—kT—Xg)}, ot P(x)=
max (x,0), la partie positive de x e R.

b) Ly, (d)=L,(X+X,-X,-d).

La démonstration de la Propriété 4.1 est présentée a [’annexe A.

En utilisant la symétrie de L,, et les coefficients binomiaux, la somme dans la formule de 7, du

Théoréme 4.1 peut étre réduite.

Théoréme 4.2

o 2-0 ,
1 L%JH( 1,%+I)
T T TNy i S vty s X, 709). pour g.heU,

-2
ou | x] est la partie entiére de x et 0, ,; estle delta de Kronecker qui vaut 1 si i = j et 0 sinon.

Démonstration. Pour chaque W eV (g,h,l), son complément W dans U, est le sous-ensemble de U o

&
contenant toutes les unités n’appartenant pas a W. Ainsi, W< eV(g,h,N—1+2) et X, +X,+yW)+

y(WS)=X. A partir de cette démonstration et de b) de la Propriété 4.1, il s’ensuit que L,(X,+y(m)=
L, (X, +y(W)) etdonc:

= C
vl X 47O =2, L (X, +7(Z9)
- ZZEV(g,h,l)Lgh (Xg +7(2)).
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A partir de cela et de la propriété (2) = ( at k) des coefficients binomiaux, il s’ensuit que le [° terme de la
somme sur / dans le Théoréme 4.1 est égal au (N —/+2)° terme pour /=2,...,N. Ainsi, la somme sur /
est égale au double de la somme sur la premiere moiti¢ des termes lorsque N est impair et au double de la

somme sur les N /2 premiers termes plus le terme central lorsque N est pair. ]

L’application du Théoréme 4.2 et de a) de la Propriét¢ 4.1 rend le calcul de 7, simple. Toutefois, pour
de grandes valeurs de N, le calcul devient laborieux. Bien que le nombre de termes de la somme du
Théoréme 4.2 ait été réduit de moitié par rapport a la somme du Théoréme 4.1, la somme comporte toujours
2" termes. Ainsi, le temps de calcul nécessaire croit encore de fagon exponentielle en fonction de la taille

de la population N et demeure d’ordre 7 -2".
L’expression de 7, du Théoréme 4.2 peut étre simplifiée davantage, notamment lorsque certaines

tailles d’unité dans U sont identiques. A cette fin, la notation vectorielle suivante est utilisée pour a, b € R”
et k,neNj:

a.

1

m
al =2
i=1

, (Ej - 1L [Z"j, 0<k <n signifie 0<k, <n, pour toute i.

1

a-b = zzlaibi,

Théoréeme 4.3

2-0

1 L%'JH( a%’n) n
Toh = T(N——l)zlzz (N——2 Z(\]il\{jg lih Ly (X, +k-X,,), pour g,heU,
iy

ou les lettres en gras désignent des vecteurs de dimension égale au nombre de tailles distinctes d’unité dans
U, Le vecteur X, contient ces tailles, le vecteur n,, comptabilise le nombre d’occurrences de chaque

taille dans U, et le vecteur k contient des entiers non négatifs.

Démonstration. Soient g,h e U etsoit m, le nombre de tailles distinctes d’unité dans U ,. Apres réindexation,
au besoin, ces tailles sont X, X,,..., X, . Pour chaque sous-ensemble W de U,,, sa taille y (W) est égale a
k-X,,

la taille X,. Pour />2, le nombre d’ensembles W €V (g,h,l) contenant exactement k, unités de taille X,

, ou k estle vecteura m dimensions dont la i° composante est égale au nombre d’unités dans ' ayant

pour i=1,...,m est égal a ("lfh), sous réserve que 0<k <n,, et que kl=lwl=1-2. n
S’il'y a m tailles distinctes d’unit¢ dans U,,, la complexité de calcul de I’évaluation de 7, selon le
Théoréme 4.3 est polynomiale d’ordre n- N" pour une valeur de m fixe. Pour les petites valeurs de m,
cela représente une réduction importante par rapport a la complexité exponentielle 7-2" du Théoréme 4.2.
Par conséquent, le calcul exact de 7z, n’est réalisable avec le Théoreme 4.2 que pour des petites valeurs de
N etavec le Théoréme 4.3 pour des valeurs de N un peu plus grandes, a condition que la valeur de m soit
petite. Pour les grandes valeurs de N, cependant, aucune des deux formules exactes n’est calculable en

temps raisonnable. Des formules d’approximation sont donc présentées a la section suivante.
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5. Formules d’approximation pour les probabilités d’inclusion de
deuxieme ordre

Si toutes les unités de U, sont de taille égale pour certaines g,h €U, alors on peut calculer 7, au
moyen du Théoréme 4.3. Par conséquent, dans la présente section, on suppose que les unités de U, ne sont

pas toutes de méme taille.

Théoréme 5.1

Pour N >8, I’approximation 7, de 7, est donnée par :

T(N-1)-7, = 2L, (X,)+ Zi% L, (X, +X)

N-2
4

J’_—

(N=-2)(N-3)

+ Zgijﬂ(Z—&l%H)fg,ﬂ, pour g,heU,

Ziqugh Lgh (Xg + Xi + Xj)

ou
~ n—1
fyr = 2opy {Fou (kT) = F, (max (X, ,kT = X))
+ F (kT + X, — X)) - F,, (min (X —Xh,kT+Xg))}
+ P(X,+X,-T)-(Q,,(X-X,)-,,(X),)),
avec
F(x) = (tyy —x) @, (x) - O';,/(Pghl (x), xeR,
_ : _(U=2)-(N=D)
Hoy = Xy +(1=2) piy,, @ g _T.Gg}”
1 2 1 2
'ugh - E(X_Xg _Xh)’ O-gh = mzieUgh (Xi _’ugh) >
¢y et P, désignant, respectivement, la fonction de densité et la fonction de distribution cumulative de

: 2
moyenne [, etde variance o, .

La démonstration du Théoréme 5.1 est présentée a [’annexe B.

La complexité des approximations du Théoréme 5.1 est d’ordre 7 - N, soit linéaire. Il s’agit d’une réduc-
tion substantielle par rapport a la complexité d’ordre 7n-2" des formules exactes des Théorémes 4.1 et 4.2,
et a la complexité d’ordre n- N" de la formule exacte du Théoréme 4.3, o m est le nombre de tailles
distinctes d’unité dans U ,.

Pour une taille d’échantillon 7 fixe, les probabilités d’inclusion exactes de deuxiéme ordre 7, ont la

propriété :

ZheUg ﬂ-gh =(}’l_1) ﬂg’ pour g EU' (51)
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Les approximations 7, du Théoreme 5.1 n’ont pas nécessairement cette propriété. Par conséquent, elles

sont mises a I’échelle de maniére que les approximations mises a 1’échelle ont bien la propriété :

Zheug a, 7, =(n-1)z,, pour geU, (5.2)

ou les multiplicateurs ¢, satisfont @, =a,, pour toutes les g#heU. Il en résulte N équations pour
N(N —1)/2 multiplicateurs inconnus. Pour N >3, le nombre d’inconnues dépasse le nombre d’équations,
de sorte que les multiplicateurs ne sont pas déterminés de fagcon unique. Pour remédier a cela, une condition
supplémentaire est imposée. Les multiplicateurs doivent étre aussi proches que possible de un. On formalise

cette condition en minimisant :
2
deU Zg<heU (agh -7, (5.3)

sous les contraintes définies dans les équations (5.2).

Théoréme 5.2
Pour N >8, Iapproximation 7, de 7, est donnée par :

BV
T

o = Oy Ty, pOUr ghel,

ou 7, provient du Théoréme 5.1 et @, =1-7 (4, +4,) 7,,,. Dans ce cas-ci, A estlasolutionde A-A=b,

N . ’ ~2 ~2
ou A estlamatrice Nx N ayant des entrées 4, =7, pour g#heU et 4, = Z 7T, pour geU, et

heU,
b estle vecteura N dimensions ayant des ¢léments b, =2 (Zheyg Ty —(n—=1) 7Z'g) pour geU.

La démonstration du Théoréme 5.2 est présentée a I’annexe C. En général, trouver une solution explicite

a A-A=Db estdifficile, mais cela n’est pas nécessaire pour nos besoins. Des méthodes numériques précises
A 1: 7 r I3 . ror 7 > 3 7

peuvent étre utilisées pour résoudre les équations, et généralement la complexité est d’ordre N°. Les équa-

tions ne doivent étre résolues qu'une seule fois pour calculer tous les facteurs d’échelle.

6. Expressions des probabilités d’inclusion de deuxiéme ordre dans
la littérature

La littérature sur les probabilités d’inclusion de deuxiéme ordre dans 1’échantillonnage systématique
randomisé avec probabilités inégales et sans remise est abondante. En effet, comme cela a été mentionné en
introduction, Hartley et Rao (1962), Connor (1966) et Gray (1971) ont élaboré des procédures pour le calcul
des valeurs exactes de 7,,. La formule (2.4) de Connor fait intervenir une somme comportant le méme
nombre de termes que la somme figurant dans notre Théoréme 4.1. Cependant, contrairement a notre expres-
sion explicite du terme de la somme que I’on obtient a I’aide de a) de la Propriété 4.1 de la fonction L,
Connor ne fournit pas de représentation explicite des termes individuels. La modification de la formule de

Connor par Gray donne également une somme comportant autant de termes que dans notre Théoréme 4.2,

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



268 Van Berkel et Vondenhoff : Formules exactes et d’approximation pour les probabilités d'inclusion de deuxiéme ordre...

mais sa formulation est procédurale plutot qu’explicite. L’algorithme correspondant a ensuite été implanté
dans un programme informatique par Hidiroglou et Gray (1975).

Au fil des années, de nombreuses formules d’approximation ont été publiées. L’un des résultats particu-
liérement intéressants est I’approximation asymptotique de 7, dérivée par Hartley et Rao (1962), formule
(5.16) :

XX X2 +(X)X, +X X)X - X X, AX" +
Ty = n(n=1)2(X, X, + X X; + X, X)X =3(X} X, + X, X)) AX ™ +¢, (6.1)
3X X,A’X°-2X X,BX
ou

A = ZieUXiz et B = ZfEUXi?).

Cette approximation est valable pour les valeurs de # fixes et les grandes valeurs de N, ou les petites
valeurs de n/ N, et est exacte jusqu’a I’ordre de N~*. Brewer et Donadio (2003) ont proposé des approxi-

mations sous la forme :

ﬁth = 7 m,(c, +¢,)/ 2. (6.2)
Pour ¢, =c, il découle de deUZheUg Ty =n(n—1) que:

c = (n—l)/ [n_lz,-guﬂ‘zj' (6.3)
n

S’inspirant du ratio de sommes de 7, etde 7,7, pour helU o> ils ont également proposé :

¢, = (}’l—l)/(l’l—ﬂ'g). (6.4)

En développant I’approximation (6.1) de Hartley et Rao, ils ont obtenu :

¢, = (n—l)/(n—Zﬂg +1zl_eU7z,.2). (6.5)
n

Knottnerus (2003 et 2011) a retenu une expression différente pour ¢, :

I 1 X
c, =(mn-1)/(my(1-2X,/X)) avec y = —+— —_— Lt 6.6
e = (=) [ (rp(1=2X, / X)) avee y = 22,-EUX_2Xi (6.6)
pour aboutir, pour X, X, <X /2, ala formule d’approximation :
7[21 = n(n—l)Xth(X—Xg—Xh)/(;/X(X—ZXg)(X—2Xh)). (6.7)

Cette approximation coincide avec celles proposées par Brewer (1963) et Durbin (1967) pour les échan-
tillons avec PPT de taille deux. Une autre formule d’approximation intéressante, proposée par Hajek (1964),

est issue du plan de sondage de Poisson réjectif connexe :
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7l =z {l-(-z,)(1-m,)/d}, (6.8)

gh

lorsque d = Zieu 7,(1—7,) aune grande valeur, ce qui suppose que n et N —n ont une grande valeur.
Thompson et Wu (2008) ont mis au point une approche par simulation pour le calcul des probabilités
d’inclusion de deuxiéme ordre. Pour n =10 et N =20, les approximations de Hartley et Rao sont proches
des approximations issues des simulations. Elles concordent jusqu’a la deuxiéme décimale pour la majorité

des 7.

7. Précision des formules d’approximation pour les probabilités
d’inclusion de deuxiéme ordre

Pour évaluer la précision des formules d’approximation pour les probabilités d’inclusion de deuxiéme

ordre, on utilise I’erreur absolue moyenne (EAM) :

2

EAM = ——
N(N _ 1) Zg<hEU

Top = Ty |s (7.1)
ou 7, estune approximation de la valeur exacte de 7. Etant donné que Ty =T, cette mesure de la
qualit¢ ne tient compte que des probabilités 7, quand g <h. Dans les exemples suivants, les probabilités
d’inclusion exactes de deuxiéme ordre ont été calculées a I’aide du Théoréme 4.2. Diverses méthodes
d’approximation, notamment celles attribuables a Van Berkel et Vondenhoff (BV), a Knottnerus (K), a
Hartley et Rao (HR), a Hajek (H) et a Brewer et Donadio (BD), sont évaluées pour différentes distributions
de population et différentes tailles d’échantillon. Pour les approximations de BV, le Théoréme 5.2 a été

appliqué et, pour les approximations de BD, les formules (6.2) et (6.3) ont été utilisées.

Exemple 7.1

On considére I’exemple de Brewer obtenu par extension, ou la population est composée de 8 unités avec
X, =k pour k =1,...,8. Cette population est semblable a celle correspondant a la figure B.1 de I’annexe B.
Un échantillon systématique avec PPT de taille n =2 est tiré. La taille de population X est égale a 36 et
I’intervalle d’échantillonnage T vaut X /n=18. Les probabilités d’inclusion exactes de deuxi¢me ordre
sont présentées dans la matrice (7.2) et sont arrondies a 5 décimales. Par souci d’exhaustivité, les probabi-

lités d’inclusion de premier ordre 7, = 7 figurent sur la diagonale.
g 88

0,05556 0,00238 0,00423 0,00608 0,00794 0,00979 0,01164 0,01349
0,11111 0,00794 0,01349 0,01534 0,02090 0,02275 0,02831

0,6676 0,02275 0,02460 0,03016 0,03571 0,04127

0,22222 0,03016 0,03942 0,05053 0,05979

(”gh)ggheu = .(7.2)
0,27778 0,05423 0,06534 0,08016
0,33333 0,08016 0,09868

0,38889 0,12275

0,44444
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Le Théoréme 5.2 fournit les approximations des probabilités d’inclusion de deuxiéme ordre :

0,00264 0,00441 0,00615 0,00789 0,00967 0,01148 0,01333
0,00893 0,01339 0,01576 0,02025 0,02274 0,02741
0,02164 0,02471 0,03011 0,03549 0,04139

= 0,03134 0,03963 0,05044 0,05964 |. (7.3)
0,05345 0,06482 0,07981
0,08064 0,09959

0,12329

BV
(”gh )g<heU

Les approximations concordent avec les probabilités exactes jusqu’a au moins la deuxiéme décimale : 2
concordent jusqu’a la deuxieéme décimale, 20 jusqu’a la troisieéme et 6 jusqu’a la quatrieme. L’EAM est de
0,000389. Le tableau 7.1 présente ’EAM x 10¢ des différentes méthodes d’approximation pour toutes les
tailles d’échantillon satisfaisant a la condition de non-autosélection selon laquelle 1’intervalle d’échantillon-

nage 7T doit étre supérieur a la taille X, pour toutes les valeurs de .

Tableau 7.1

EAM x 10°¢ des approximations des probabilités d’inclusion de deuxiéme ordre
n BV K HR H BD
2 389 1111 1195 3 882 3163
3 469 5189 5521 7 360 10 246
4 906 10 550 11 361 10 729 22 071

Note : Brewer et Donadio (BD); Van Berkel et Vondenhoff (BV); Hajek (H); Hartley et Rao (HR); Knottnerus (K); erreur absolue moyenne

(EAM).

Exemple 7.2

On considére la population correspondant a la partie de droite de la figure B.1 de I’annexe B. Les tailles
des 13 unités sont 16, 20, 6, 8,19, 8, 17,13, 12,5, 11, 18 et 15, et sont générées au moyen de la loi uniforme
discréte sur I’intervalle [5, 20]. Le tableau 7.2 présente I’EAM x 10° des différentes méthodes d’approxi-

mation pour toutes les tailles d’échantillon satisfaisant a la condition de non-autosélection.

Tableau 7.2

EAM x 10¢ des approximations des probabilités d’inclusion de deuxiéme ordre
n BV K HR H BD
2 17 26 31 900 437
3 126 132 167 1232 1316
4 87 545 598 1581 2 863
5 111 1599 1601 2074 3734
6 245 2947 2974 4143 8038
7 382 3748 3 850 4715 10 806
8 232 6473 6 623 4479 13 594

Note : Brewer et Donadio (BD); Van Berkel et Vondenhoff (BV); Hajek (H); Hartley et Rao (HR); Knottnerus (K); erreur absolue moyenne

(EAM).
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Exemple 7.3

On considere la population correspondant a la partie de gauche de la figure B.2 de I’annexe B. Les tailles
des unités sont 10, 11, 6,9, 8, 10, 8, 7, 13, 13, 11, 10 et 14, et sont obtenues en arrondissant 13 tirages de la
loi normale de moyenne 10 et de variance 4. Le tableau 7.3 présente ’EAM x 10° des différentes méthodes

d’approximation pour toutes les tailles d’échantillon satisfaisant a la condition de non-autosélection.

Tableau 7.3

EAM x 10°¢ des approximations des probabilités d’inclusion de deuxiéme ordre
n BV K HR H BD
2 35 29 28 857 290
3 113 129 115 1150 857
4 112 479 445 1380 1 669
5 80 997 1024 1537 3229
6 318 2704 2675 3092 4974
7 97 3278 3398 3304 7779
8 196 3024 3177 2156 8970
9 292 3562 3792 1 643 11 466

Note : Brewer et Donadio (BD); Van Berkel et Vondenhoff (BV); Hajek (H); Hartley et Rao (HR); Knottnerus (K); erreur absolue moyenne

(EAM).

Exemple 7.4

On considére la population correspondant a la partie de droite de la figure B.2 de I’annexe B. Les tailles
des unités sont 20, 48, 17, 111, 82, 8, 72, 4, 15, 9, 59, 30 et 35, et sont obtenues en arrondissant 13 tirages
de la loi du khi carré a 3 degrés de liberté. Le tableau 7.4 présente ’EAM x 10¢ des différentes méthodes

d’approximation pour toutes les tailles d’échantillon satisfaisant a la condition de non-autosélection.

Tableau 7.4
EAM x 10¢ des approximations des probabilités d’inclusion de deuxi¢me ordre
n BV K HR H BD
2 105 198 253 1141 1210
3 341 1 059 1005 2 045 3576
4 623 2527 2701 3938 8 468
Note : Brewer et Donadio (BD); Van Berkel et Vondenhoff (BV); Hajek (H); Hartley et Rao (HR); Knottnerus (K); erreur absolue moyenne
(EAM).
Exemple 7.5

On consideére la population de Connor composée de 10 unités de taille 0,3, 0,1, 0,2, 0,15, 0,05, 0,4, 0,08,
0,18, 0,34 et 0,2. Le tableau 7.5 présente ’EAM x 10¢ des différentes méthodes d’approximation pour toutes

les tailles d’échantillon satisfaisant a la condition de non-autosélection.
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Tableau 7.5
EAM x 10¢ des approximations des probabilités d’inclusion de deuxiéme ordre
n BV K HR H BD
2 176 235 273 2010 1682
3 280 1427 1281 3025 4962
4 806 3953 4117 5859 12111
5 966 10 095 11155 5775 20 968
Note : Brewer et Donadio (BD); Van Berkel et Vondenhoff (BV); Héjek (H); Hartley et Rao (HR); Knottnerus (K); erreur absolue moyenne
(EAM).

Dans les cinq exemples, la méthode de BV surpasse systématiquement les autres méthodes en ce qui
concerne I’EAM, en particulier pour les échantillons de grande taille ou les écarts liés a ’ampleur de 1’erreur
deviennent plus prononcés. La méthode de BD affiche les erreurs les plus élevées dans tous les tableaux.
Parmi les trois méthodes restantes, on observe que les méthodes de K et de HR donnent des résultats
comparables. Dans les exemples 7.1 et 7.4, les méthodes de K et de HR surpassent la méthode de H ou lui
sont équivalentes, tandis que dans les exemples 7.2, 7.3 et 7.5, elles lui sont supérieures pour les petites
tailles d’échantillon, mais lui sont inférieures pour les grandes. Pour toutes les méthodes, ’EAM augmente
en fonction de la taille d’échantillon; il y a de 1égeres déviations locales par rapport a cette tendance et une

déviation notable pour la méthode de H dans les exemples 7.2, 7.3 et 7.5 pour les grandes tailles d’échantillon.

8. [Estimation de la variance

Dans leur article fondamental, Horvitz et Thompson (1952) ont présenté un estimateur sans biais du total

d’une variable cible Y dans la population, désormais connu sous le nom d’estimateur de Horvitz-Thompson :

YAHT desyg/ (8.1)

ou S est un échantillon tiré selon un plan de sondage probabiliste assurant que toutes les probabilités
d’inclusion de premier ordre 7, sont positives et connues, et y, est la valeur observée de ¥ pour ’unité

g. La variance de cet estimateur est donnée par :

— T T,

~_—ehyy, (82)

V(YAHT) = ZLV: Z Zh =g+l

7, 7r7rh

ou N est la taille de la population et ¥, est la valeur réelle de la variable cible ¥ pour I’unité g. Pour les

échantillons de taille fixe, cette variance peut étre réécrite comme suit :

~ N-Ix— N Y, ’
V) = =Y (2, -7, [”_g_ﬁj , (8.3)

gﬂ-h
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Le calcul de la variance de 1’estimateur de Horvitz-Thompson nécessite la connaissance de toutes les
probabilités d’inclusion de premier et de deuxiéme ordre, ainsi que les valeurs de Y pour toutes les unités

de la population.

A titre d’application, on considére I’Indice des prix a la production aux Pays-Bas. A la section 4 de
Knottnerus (2011), 70 indices des prix des produits de base sur environ 2 500 ont été retenus. Afin de réduire
le temps de calcul des formules de variance, certaines simplifications ont été apportées. Les produits de base
ont d’abord été tri¢s selon la taille de la variable auxiliaire X, mise a I’échelle par un facteur de 1 000.
Ensuite, les 23 produits de base ayant les plus petites valeurs de X et les 7 ayant les plus grandes valeurs
de X ont été retirés, ce qui donne une population de N =40. La figure 8.1 illustre les valeurs de X et de

Y pour ces produits de base.

Figure 8.1 Valeurs de la variable auxiliaire X et de la variable cible Y pour les unités de la population

-
) 0©
N

o
o o
24 o]
on
=g
(gl OO
= 0000
8 -
Q
< 60
A )
—
0000
o @]
— o
S o
00
oOoOOO
o
wv
000000
00000
| I I I |
0 10 20 30 40
g
o
o
o 4
Q
o
A4
—
o o)
S -
—

120
o _| o}
wv

o o
o° o e} o o o
o %0000C0OEOOCO o © ° o o o o o 0©
o~ © ° © o
o o
2
o
I I I I ]
0 10 20 30 40
g

Statistique Canada, n° 12-001-X au catalogue



274 Van Berkel et Vondenhoff : Formules exactes et d’approximation pour les probabilités d'inclusion de deuxiéme ordre...

Afin de simplifier davantage le calcul des probabilités d’inclusion exactes de deuxiéme ordre, le parti-
tionnement a k- moyennes a été appliqué a X, ce qui a formé sept classes. Pour chaque classe c, la valeur

moyenne de X, désignée par X .» a ¢té calculée et arrondie a I’entier le plus proche; voir le tableau 8.1.

Tableau 8.1
Classe (c), taille (X), moyenne de X par classe (X .) et variable cible (Y) pour 40 produits de base (unités)
unité classe ¢ X )_(c Y unité classe ¢ X )_(L, Y
1 1 23,6 34 2,5 21 3 100,0 121 12,5
2 1 25,8 34 0,0 22 3 107,8 121 -16,2
3 1 25,9 34 1,2 23 3 119,1 121 2,5
4 1 29,4 34 0,0 24 3 120,9 121 15,8
5 1 33,1 34 0,0 25 3 123,7 121 0,0
6 1 38,6 34 0,0 26 3 126,4 121 -37,9
7 1 39,3 34 -1,9 27 3 148,1 121 -10,4
8 1 39,3 34 0,0 28 4 173.,8 196 10,1
9 1 40,4 34 0,3 29 4 182,2 196 -71,0
10 1 40,5 34 0,5 30 4 197,5 196 -13,6
11 1 41,9 34 0,0 31 4 207.,5 196 23,5
12 2 57,3 68 6,6 32 4 207.8 196 0,0
13 2 62,4 68 16,0 33 4 209,0 196 53,0
14 2 63,5 68 0,5 34 5 236,4 242 0,0
15 2 66,0 68 26,8 35 5 247,1 242 -27.9
16 2 66,4 68 3,0 36 6 304,1 312 11,8
17 2 67,4 68 7,9 37 6 309,5 312 -3,2
18 2 69,7 68 -6,2 38 6 321,7 312 2,4
19 2 74,2 68 -18,4 39 7 345.6 348 230,0
20 2 87,3 68 -9,3 40 7 351,1 348 111,4

Pour la suite de la présente section, les valeurs originales de X sont remplacées par les moyennes de
leur classe respective. Aprés cet ajustement, le coefficient de corrélation de Pearson entre X et ¥ est 0,42.
Pour les tailles d’échantillon allant de 8 a 13, les variances de 1’estimateur de Horvitz-Thompson ont été
calculées de deux fagons. Premiérement, nous avons substitué les probabilités d’inclusion exactes de deuxiéme
ordre du Théoréme 4.3 dans la formule (8.2) et, deuxiemement, nous avons substitué les approximations des
probabilités d’inclusion de deuxiéme ordre du Théoréme 5.2 dans la formule (8.2). Dans les deux cas, les

probabilités d’inclusion exactes de premier ordre ont été utilisées.

Le tableau 8.2 présente les résultats et montre que les approximations des variances concordent
étroitement avec les variances exactes. Pour les tailles d’échantillon 8 et 9, les approximations surestiment
légérement les variances exactes, tandis que pour les tailles d’échantillon plus grandes, elles les sous-
estiment légeérement. Cependant, les écarts relatifs ne dépassent jamais 1,5 %, ce qui confirme la grande

fiabilité des approximations.
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Tableau 8.2
Variances exactes (J') et approximations des variances V de I’estimateur de Horvitz-Thompson selon la taille
d’échantillon

n 14 v V-v 12714
8 99 727 100 122 395 0,004
9 80394 80 615 221 0,003
10 64 419 64 331 -88 -0,001
11 51328 50 965 -363 -0,007
12 40 102 39 609 -493 -0,012
13 31005 30 554 -451 -0,015

Dans les applications pratiques, la variable cible ¥ n’est observée que pour les unités de 1’échantillon,
de sorte que la variance doit étre estimée. Pour des échantillons de taille n > 1, un estimateur sans biais de

la variance est donné par :

— 7,7,
VI (8.4)
T 0 7T,

A N . T,
Vir Yr) = zg:1 ) y§+2 z Zh g+l

g

Sen (1953) et Yates et Grundy (1953) ont proposé un estimateur sans biais de la variance pour les

échantillons de taille fixe :

N ~ 7Z'72'h y y
Vo) = =3y Zo Tl 2o ) (8.5)

gh n-g 7T

Ces deux estimateurs nécessitent les probabilités d’inclusion de premier et de deuxiéme ordre ainsi que
les valeurs de Y pour toutes les unités échantillonnées. Matei et Tillé (2005) ont passé en revue 20 esti-
mateurs de variance applicables aux plans avec probabilités inégales et ont constaté que les estimateurs (8.4)
et (8.5) donnent des résultats similaires, sauf quand les populations présentent une forte corrélation entre X
et Y, auquel cas (8.4) est Iégérement inférieur. Leurs simulations ont également montré que les estimateurs
n’utilisant que les probabilités d’inclusion de premier ordre donnent des résultats comparables, quelle que
soit la corrélation entre X et Y. Par conséquent, ils ont recommandé I’estimateur plus simple proposé par
Deville (1993) :

A~ IS n C‘, n n

V,Yyr) = Zgzl 7; {yg T, ( h lchyh/ﬂh /Z } , avec ¢, =(1—7rg)m. (8.6)
Par ailleurs, le cas ¢, =n/(n—1) correspond a I’échantillonnage avec remise. Cependant, comme I’ont

mentionné Matei et Tillé, cet estimateur est fortement biaisé et surestime considérablement la variance

lorsqu’il est appliqué a un plan sans remise. Pour cette raison, il n’est pas examiné davantage dans la pré-

sente section.

En plus des estimateurs de variance (8.4) et (8.5), nous définissons les estimateurs I}HBT et VBG en
remplagant les probabilités d’inclusion exactes de deuxiéme ordre 7, par leurs approximations 7Z'BV du

Théoréme 5.2. Avec I’estimateur (8.6), on obtient au total cinq estimateurs de variance.
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La précision des cinq estimateurs a été évaluée par simulation. Etant donné que des unités dont la taille
dépasse I’intervalle d’échantillonnage apparaissent pour des tailles d’échantillon supérieures a 13, 1’analyse
a été limitée aux six plus grandes tailles d’échantillon réalisables : 8, 9,..., 13. Pour chaque taille d’échan-
tillon, 1 000 échantillons indépendants ont été tirés selon le plan d’échantillonnage systématique randomisé
avec des probabilités proportionnelles aux moyennes de classe des valeurs de X du tableau 8.1. Les
moyennes des estimations de Horvitz-Thompson pour le total de la population 322,3 de Y étaient de 319,2,

de 323,7, de 320,5, de 324,4, de 321,5 et de 321,4 pour les tailles d’échantillon 8 a 13, respectivement.

La précision de chaque estimateur de variance V est évaluée a I’aide de deux indicateurs de la qualité :
le biais relatif (BRsim) et ’erreur-type relative (ETRgim), définis comme suit. Fixons la taille d’échantillon
n. Soit V.

sim ?

le vecteur dont la i composante est I’estimation de la variance obtenue par \% pour la i°
simulation, i =1,..., 1 000. On désigne la moyenne et la variance de ces estimations par V. et var (V. ),

sim

respectivement, et 7 désigne la variance réelle indiquée au tableau 8.2. Alors,

T oy . 7
BRan (V) = =27 et ETRyn () = w (8.7)

Le tableau 8.3 présente les biais relatifs et les erreurs-types relatives des cinq estimateurs. Les biais
relatifs sont trés faibles, ce qui confirme que les estimateurs sont effectivement sans biais. En particulier,
les résultats des estimateurs utilisant les approximations des probabilités d’inclusion de deuxiéme ordre (les
colonnes 2 et 3, ainsi que les colonnes 4 et 5) sont trés similaires. L ’estimateur de Deville présente des biais
relatifs de la méme ampleur que ceux des autres estimateurs. Les erreurs-types relatives permettent avant
tout de déterminer la précision des estimateurs. Les valeurs des colonnes 7 et 8 sont pratiquement identiques,
de méme que celles des colonnes 9 et 10, ce qui indique un rendement comparable entre les approches

exacte et approximative. Les erreurs-types de 1’estimateur de Deville sont comparables a celles des autres

estimateurs.
Tableau 8.3
Biais relatif et erreur-type relative des estimateurs de variance dans les simulations selon la taille d’échantillon
Biais relatif Erreur-type relative
n Vir Var Vve Vova Vy Vir Vin Vve Vove Yy
% %
8 0,9 -0,9 23 32 0,3 45,9 46,1 50,1 50,8 46,7
9 0,7 -0,6 1,4 2,0 0,4 52,3 52,4 51,8 52,0 51,8
10 2,8 2,7 3,8 3,7 33 53,1 53,0 55,2 55,2 53,3
11 -1,0 -1,8 0,2 -0,6 0,8 27,1 26,5 25,6 25,2 26,4
12 -1,7 -2,8 -0,9 2,3 -0,4 47,0 46,3 48,3 47,5 47,1
13 2,7 1,4 4,7 32 3,1 55,2 55,2 58,8 58,4 53,5

Note : Van Berkel et Vondenhoff (BV); Horvitz-Thompson (HT); Sen et Yates et Grundy (SYG).
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Aucun estimateur ne permet d’atteindre de fagon systématique le plus petit biais ou la plus petite erreur-
type pour toutes les tailles d’échantillon. Il n’y a pas de différence notable entre 1’utilisation de nos
approximations ou ’utilisation de nos valeurs exactes des probabilités d’inclusion de deuxieme ordre dans
les estimations de la variance. De plus, pour toute taille d’échantillon fixe, aucun estimateur ne surpasse les

autres, ce qui indique que tous les estimateurs de variance montrent des résultats similaires.

9. Conclusion

Dans le présent article, de nouvelles formules exactes et d’approximation sont dérivées pour les probabi-
lités d’inclusion de deuxiéme ordre dans I’échantillonnage systématique randomisé avec probabilités inégales
et sans remise. Nos formules exactes sont plus explicites et moins laborieuses que celles proposées dans la
littérature. Lorsque toutes les tailles d’unité de la population sont distinctes, la complexité de calcul de nos
expressions exactes des Théorémes 4.1 et 4.2 est identique a celle des formules existantes : elle croit de
facon exponentielle en fonction de la taille de la population et de facon linéaire en fonction de la taille
d’échantillon. Cependant, lorsque la population contient des unités de tailles identiques, la complexité de
calcul de notre formule exacte du Théoréme 4.3 croit de facon polynomiale en fonction de la taille de la

population, tout en augmentant de fagon linéaire en fonction de la taille de I’échantillon.

La formule d’approximation du Théoréme 5.1 repose sur 1’observation clé selon laquelle la distance
entre deux unités de la population, pour un nombre fixe d’unités entre elles, suit une loi normale asympto-
tique. Cela découle du théoréme de la limite centrale pour 1’échantillonnage aléatoire simple sans remise a
partir de populations finies (Erdds et Rényi, 1959). Comme le montre I’annexe B, cette approximation donne
de bons résultats, méme pour les populations de petite taille (par exemple pour N =13) et pour diverses
configurations de tailles d’unité. La complexité de calcul de cette approximation croit de fagon linéaire tant

en fonction de la taille de la population qu’en fonction de la taille de 1’échantillon.

La formule d’approximation finale du Théoréme 5.2 est une version ajustée de celle du Théoréme 5.1.
La complexité de calcul de 1’ensemble des facteurs d’échelle est d’ordre N°. Comparativement aux mé-
thodes d’approximation existantes, la notre fournit des estimations plus précises des probabilités d’inclusion
de deuxiéme ordre, en particulier pour les échantillons de grande taille, quelle que soit la configuration sous-

jacente de la taille des unités.

Compte tenu de la grande précision de nos approximations des probabilités d’inclusion de deuxi¢me
ordre, celles-ci conviennent bien a I’estimation de la variance de I’estimateur de Horvitz-Thompson. En
pratique, I’utilisation des probabilités exactes ou approximatives donne des estimations de la variance d’une
précision comparable. Néanmoins, I’estimateur de la variance de Deville, qui ne requiert que les probabilités
d’inclusion de premier ordre, atteint le méme niveau de précision tout en restant calculable en temps raison-
nable pour des populations de grande taille. Par conséquent, I’estimateur de Deville demeure le choix privi-

1égié pour I’estimation de la variance a grande échelle.
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Annexe

A. Démonstration de la Propriété 4.1

Pour g,h €U, lafonction L, estdéfinie par :

1

Ly(d) = D" 1,(d—kT), pour d €[X,, X - X,], (A.1)

ou /,,(x) désigne la longueur de (0,X,]N (x,x+ X, ], pour n’importe quelle valeur de x e R,

0, x<-X,
x+X,, —X, <x<min(X, - X,,0)
l,(x) = qmin(X,,X,), min(X, - X,,0) <x <max (X, - X,,0) (A2)
X, —x, max (X, - X,,0)<x< X,
0, x>X,.

Les figures A.1 et A.2 illustrent la forme du graphique de /,, pour X, > X, et X, < X, respectivement.

Dans le cas ou X, =X, le sommet du graphique n’est pas un segment horizontal, mais I’unique point
0,X,).

Figure A.1 Graphiquede /, avec X =5,X, =3

3-
2.
S
1-
0-
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Figure A.2 Graphique de [, avec X, =3, X, =5

lgh X)

O e mmEmEmEmm—m——————-

Le graphique de L, est construit en additionnant n—1 graphiques décalés de [ > €t chaque décalage

est de kT unités vers la droite, k=1,...,n—1. Pour la forme du graphique de L, il y a une distinction

gh?
entre 7> X, +X, et T <X, +X,. Dans le premier cas, les parties positives des graphiques décalés de /,,

ne se chevauchent pas, ce qui permet de placer les graphiques décalés cote a cote. Dans le second cas, les

parties positives de deux graphiques décalés consécutifs de /,, se chevauchent, de sorte que le minimum de
L

gh

figures A.3 et A.4 illustrent la forme du graphique de L, pour 72X, + X, et T <X, +X,, respective-

est égal a X, + X, —T, ce qui représente également le minimum aux bornes du domaine de L,,. Les

ment. Les parametres de la figure A.3 sont X, =3, X, =2,n=3,T =6. Dans la figure A4, ils sont X, =5,

X, =4, n=3T=1.
La fonction / . est une fonction linéaire continue par segments. En utilisant de I’algébre ¢lémentaire, ) o
peut étre exprimée comme une combinaison linéaire de parties positives de fonctions linéaires :

[p(x) = P(x+X,)-P(x)-P(x-X, +X,)+P(x-X,), xeR, (A.3)

ou P désigne la partie positive, P(x)=max(x,0), x € R. En combinant les formules (A.1) et (A.3), on
obtient I’expression explicite de L,,(d), pour d €[ X, X - X,],

L, (d) = Z;: {(P(d—kT +X,)—P(d —kT)-P(d —kT - X, + X,)+P(d —kT - X,)}. (A.4)

Il découle de la formule (A.4) que L, est symétrique par rapport au point médian (X + X, —X,)/2 de

son domaine quand 1’on utilise X =#n7, quand I’on change la variable de sommation k& en /=n—k et
quand P(x) =P (—x)+x. |

Figure A.3 Graphiquede L, avec n=3 et T> X, +X,
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Figure A4 Graphiquede L, avec n=3 et T< X, +X,

4 -
3 -
S
3 2-
~
1-
0-

B. Démonstration du Théoréeme 5.1

Le point de départ est la formule exacte de 77, du Théoreme 4.2. Soit N >8. La somme de cette formule
comporte alors au moins quatre termes, dont les trois premiers peuvent étre calculés facilement et de facon
exacte. Des approximations sont développées pour les termes d’ordre supérieur. On considére donc le terme

de la somme pour />5,

1
tghl = (N_zj ZWGV(g,h’l)Lgh(Xg +7(W)) (Bl)

-2

On définit D, ={X, +y(W)| W eV (g,h,])}. Pour chaque d € D, soit n,,(d), le nombre d’ensembles
W eV(g,h,I) pourlesquels X, +y(W)=d etsoit f, (d)= ngh,(d)/(];f__zz). Alors :

gy = Zde% S (@) Ly, (). (B.2)
Etant donné que V' (g,h,l) compte (7 __22 ¢léments, la fonction fgh, représente la loi de probabilité des

distances possibles entre les unités g et s, conditionnellement au fait que 4 occupe la [° position. Ainsi,

14y est’espérance de L, sous cette condition.

gh

Chaque ensemble W eV (g,h,l) peut étre interprété comme un échantillon aléatoire simple sans remise
de taille /-2 tiré¢ de U,,. En conséquence, y (W) est le total sur I’échantillon des tailles d’unité dans .
En utilisant le théoréme de la limite centrale pour I’échantillonnage aléatoire simple sans remise a partir de
populations finies (Erdds et Rényi, 1959), y (W) suit asymptotiquement une loi normale de moyenne et de
variance :

((=2)-(N=D)

E(y(7)) = (1=2)- p, et Var(y(W)) = N—3 Tan> (B.3)

ou p, et O';, désignent, respectivement, la moyenne et la variance des valeurs de X des unités de U,
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1 1
Uy = E(X—Xg -X,) et O'éh = mZieUgh(Xf_’ugh)z' (B.4)

Le théoréme de la limite centrale s applique a condition que la fraction d’échantillonnage (/ —2) /(N —2)
ne soit pas trop proche de zéro ou de un, et qu’aucune taille d’unité ne domine la variance totale de la
population. Ainsi, pour des valeurs élevées de [ et de N, on peut donner une approximation de la fonction
de probabilité, f,,, en utilisant la fonction de densité ¢,,, de laloi normale de moyenne 4, et de variance
o*éh, données par :

[-2)-(N-I
_U=2N-D

T 2. (B.5)

Hey = Xg +(-2)- My, et O'gzhl

Soit :

1 7%(1;/11,:}1/)2
_ ) LR, B.6
wghl (x) O'ghl \/27” e X e ( )

Chaque deD,, appartenant a I’intervalle [X,,X —X,], on peut obtenir une approximation de la

somme dans (B.2) en utilisant I’intégrale :

~ X=X,
o = Jy P00 Ly () (B.7)

On procéde ensuite a 1’évaluation de I’intégrale de (B.7). Pour alléger la notation, 1’indice ghl/ est
temporairement omis, c¢’est-a-dire que @(x) =g, (x), 4= p,, et o’ = o-éh,. La fonction de distribution

cumulative @, associ€e a ¢, peut étre exprimée en fonction de la fonction d’erreur de Gauss (erf) :
o) = + 1+erf(ﬂj erf (z) = ire"zdt x,zeR (B.8)
2 O_\/E 2 \/; 0 P b) . .

Selon la définition de ¢ et de @, les dérivées sont :

D) = p(x), @) = “6‘2’“ o(x), xeR. (B.9)

On en déduit les primitives suivantes :
[p(x) dx = ®x)+C, [x-@(x)dx=p - ®(x)-c’p(x)+C, CeR. (B.10)

La suite de la démonstration suppose que X, > X,. Pour X, <X, les calculs sont analogues et ménent
au méme résultat. A I’annexe A, on a montré que la forme du graphique de la fonction L, dépend de la
position de X, + X, parrapporta 7. On considére d’abord 7'2 X, + X,,. Puisque X, 2 X, il découle de
la formule (A.2) que pour x,A e R:

0, x<A-X,
x-A+X,, A-X,<x<A4
ly(x=2) = 1X,, A<x<A+X,-X, (B.11)
X+A+X,, A+X, - X, <x<A+X,
0, x>A+X,.
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Puisque 7> X, + X, il s’ensuit que X, <kT <kT + X, <X - X,, pour toute valeur de k € {l,...,n—1},

et donc :

10)=[" " p() Ly (x~kT)dx = [ p(x)-(x=KT+X,) dx
: " i (B.12)
T () (—x+kT +X,) dx.

KT+X,-X,

kT+

+X, - J'ngixhqo(x) dx + j

En appliquant la formule (B.10) et en effectuant quelques calculs, on obtient :

1(k) = F(KT)~F(kT — X,)+ F(kT + X, — X,)~F(kT + X,), avec  (B.13)

F(x) = (u=2) @(x)-0” o(x). (B.14)

n-1

Puisque L, (x) = Z iy Ln (x —kT), Dintégrale recherchée peut étre évaluée :
X=X, n—1 X-X), n—
ng P(x)- L, (x)dx = 3" ng P(x) -1, (x—kT) dx=Y"" I (x). (B.15)

On considere ensuite le cas 7' <X, +X,. Puisque 7 - X, <X, la borne inférieure de la deuxiéme
intégrale de la formule (B.12) doit étre remplacée par X, pour k=1. En outre, puisque (n—l)T +
X,>X-X,, la borne supérieure de la dernicre intégrale de la formule (B.12) doit €tre remplacée par

X - X, pour k=n-1. Cela implique que de la formule (B.15), il faut soustraire :
X (n-D)T+X,
th p(x)-(x-T+X,) dx+ JX_X,, P(x)-(—x+(n-D)T+X,)dx

= F(X,)~F(T - X,)+F(X - X,)~F(n-D) T+ X,) (B.16)
— (X, + X, ~T)-(®(X — X,)~D(X,)).

En combinant (B.13)-(B.16), on obtient I’expression recherchée pour fghl = J.;_X/' Py (X) - Ly (x)dx. m

Remarque

Pour illustrer que cette approximation donne également de bons résultats pour les petites valeurs de N,
nous présentons quelques exemples. Dans la partie gauche de la figure B.1, I’histogramme représente la
fonction de probabilit¢ empirique f,,, tandis que la courbe rouge montre son approximation par la loi
normale ¢,,. Dans ce cas-ci, la population U est composée de 13 unités de taille X, =k +4, pour k=
1,2,...,13, et le triplet (g,h,/) est fixéa (1,2,6). Dans la partie droite de la figure B.1, les tailles des unités
ont été remplacées par les valeurs 16, 20, 6, 8,19, 8,17, 13,12, 5, 11, 18 et 15, générées par la loi uniforme

discréte sur I’intervalle [5, 20].

Lorsque les tailles X, sont générées par une variable aléatoire suivant une loi normale ou méme asymé-
trique, on peut toujours obtenir une approximation pour f,,, en utilisant ¢,,, comme I’illustre la figure B.2.
Sa partie gauche correspond a U composée de 13 unités de tailles 10, 11, 6,9, 8, 10, 8, 7, 13, 13, 11, 10 et
14, obtenues en arrondissant 13 tirages de la loi normale de moyenne 10 et de variance 4. Dans la partie
droite, les tailles ont été remplacées par les valeurs 20, 48, 17, 111, 82, 8, 72, 4, 15,9, 59, 30 et 35, obtenues

en arrondissant 13 tirages de la loi du khi carré a trois degrés de liberté.
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Figure B.1 Fonction de probabilit¢é f,, et approximation ¢, , ou X, =k+4 (a gauche) et les X,
proviennent d’une loi uniforme (2 droite)
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Figure B.2 Approximation de la fonction de probabilité f,, par ¢, oules X, proviennent d’une loi normale
(a gauche) et d’une loi du khi carré (a droite)
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C. Démonstration du Théoreme 5.2

La minimisation de (5.3) sous les contraintes sur les limites dans (5.2) peut étre résolue par la méthode

des multiplicateurs de Lagrange. Le lagrangien correspondant est égal a :

deU Zg<heU (agh - 1)2 + deU ﬂ“g (ZheUg Agn * ﬁgh —(n=1) Tg )

En réglant a zéro les dérivées partielles du lagrangien par rapport a «,,, les a,, peuvent €tre exprimés

en fonction des multiplicateurs de Lagrange 4,,

2(ay, D)+ (A, +4,) 7, = 0 alors a,, = 1—%(/1g+,1h)ﬁgh.
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En substituant ces valeurs de &, dans les contraintes sur les limites dans (5.2), on obtient N équations

our les N multiplicateurs de Lagrange inconnus. En notation matricielle, ces équations peuvent s’écrire
p p grang ) q p

heU, ﬂgh

pour g €U, A est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange et b est le vecteur a N dimensions ayant
b, = 2(2/@” Ty —(n —1)7Z'g) pour geU.

A-L= b, ou A estlamatrice NxN ayant des ¢léments 4, = ., pour g#heU et A, = Z 72
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